


>()5чичйЛ| 1ПЦ %КШт1»МЛИ'Ь и.’|ильиьи.3ь ЗЬП.ЬШТФР 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУ К_ А Р М Я НС КО И С СР 

1Г1>|ишС|>1]п XII, Лй 4, 1988 Механика

УДК 539.3

РАСЧЕТ ОПТИМАЛЬНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 
ИЗ КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ, ПОГРУЖЕННЫХ

В жидкость
ГИУ ИИ В. Ц„ КАЗАРЯН Р. С.

Вопрос проектирования цилиндрических оболочек, работающих в 
жидкости, предполагает совместное решение уравнений теории оболо­
чек и гидромеханики Требование создания конструкций .минимального 
веса при заданных ограничениях. вытекающих из условий эксплуата­
ции и возможностей! технологической реализации, приводит к необхо­
димости решения оптимизационных задач теории гидроупругости тон­
ких юл. Изготовление гонкостенных конструкций из новых компози­
ционных материалов дает возможность свободного выбора параметров 
проектирования с целью создания конструкций минимального веса.

I. Пус'ь замкнутая круговая цилиндрическая оболочка радиуса 
R, общей длины . толщины // погружена и жидкость на достаточно 
большую глубину. Оболочка состоит ил отсеков длины I. шарнирно 
опирающихся по горцам на жесткие шпангоуты. Ниже рассматривается 
задача проектирования отсека минимального веса из композиционного 
материала, обладающего заданной первой частотой собственных коле­
баний.

Система уравнений возмущенного состояния оболочки и жидкости, 
соответствующие граничные условия представляются в виде [1,2]
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г» = 0, Тп«0, тс'—О, Мп==0 при х=0, х-/ (1.2)
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дг я д։ Пт? -О (1-3)

д'о
-֊- =0 при Х=0. А'=/ (1.4)
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>десь ад(л-, у. /) —прогиб, Ф(л\ у, Г) —функция усилий, <р(г, .V, у,/) ! 
потенциальная функция возмущенного движения жидкости, г. х, у — 
соответственно, координаты по нормали, образующей и в окружном 
направлении. / время, Г.к -усилия, причем

_ г _ ^՝<1> т _ _ &&
— , / .,<> •= — , / г, =---------------
ду1 “ дх* ‘ дхду

Мн — моменты, причем

,, Г* ^2Ы Г՝» М Г\ П м ппЛ'н— ч „ • • ^22— ^։2՜՜.՜ „ ^22՜՜՜՜ ՛ -1։»—- д -
дх ду՝ дх- ду’ дхО у

р плотность материала оболочки, рф — плотность жидкости.
«/ — интенсивность жидкости, зависящая от глубины погружения обо­
лочки.

«п й29 Ц12
С„

С/Л., /Л-жесткости пакета оболочки из композиционного мате­
риала. Предполагается, что пакет оболочки по толщине составлен из 
чередующихся монослоев ортотропного композиционного материала, 
уложенных под углами к оси оболочки. Тогда

С(1<. = 12

Представлением
Ф^фт„(/)81П/ тЛС05]1лу, = Д^,.(/)5|п)„..Л'С0$'и«у, с = ;т.։(г, ф1П>.тХСО5«лу

(1.5)

тождественно удовлетворятся граничные условия (1.2), (1.4) и усло­
вие замкнутости.

Здесь пг=п:1^, гп — число полуволн по образующей,
п — число волн в окружном направлении.

В силу (1.5). и.ч третьего уравнения (1.1) и условий (1.3). для 
определения ։р«։л(г,/) получается

ГДР «т«=>^+р։.
Решением задачи (1.6), (1.7) является

՛—
) ^'^гп ,1

(1.8)
з(^мг./?)

где ЛЗ, Л')—модифицированные функции Бесселя второго рода.
Из первого уравнения (1.1), для определения Фя»л(О получается
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ф в— 11.9)

Наконец, из второго уравнения системы (1.1), в силу (1.5), (1.8), 
(1.9), получается уравнение поперечных колебаний отсека оболочки 

относительно «'«1Л(7)

(1 -Ь-'И»пй)
d-wm„ 
dt2 'Tl il (MO)

Здесь Qm/Ï—частота собственных колебаний оболочки, загруженной 
внешним всесторонним давлением интенсивности q

(1.11)

где w«ft=(/C.m/f»A)։/2. (1.12)

соответственно, частота собственных колебании незагруженной оболоч­
ки и собственные значения задачи устойчивости оболочки, находящейся 
под действием всестороннего давления,

котя=£>1։/лг։ч-2(Р։։+2Ом)/.>;-|-гл2^4-

+ 1‘'։Л+(«и-2«»Й!‘гя ֊««pjl֊1 (1.13)

-VI,,,л = 
оЛ UmnAj(7>плА)

присоединенная масса жидкости.
Из (1.Ю) тля частот собственных колебаний оболочки, погружен­

ной в жидкость, получается

-Р..т(1+/Иял)^ (1.15)
2. Представляет интерес определение толщины оболочки, обсеве 

чикающей заданную частоту колебаний при определенной глубине пог­
ружения.

Из уравнения (1.15), в силу (1.11 ) — ( 1.14). для определения h 
при заданных Йтя н </ получается следующее уравнение для опре­

деления h—h(m. п. q, ЙОТЛ):
(2.1)

Я1 _ _
|«п"‘։Ч («ио֊2«12)^2«,-«։г«‘ I՜’'«4

s՞“ ---л—-—-—г:—
-yll£J„m' 2(D„ 2D„)m=«’ + Dan>]

(2.2)
'n— ÔL/2„.M H0.5/K24«z)^ 
c PZ____________________ '•«___________

10„m42(5.> г2би)т։^+£>гД։1
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где введены обозначения

“А* ~ 12 г» ~ г>о ,/= — » я— —-'1> Ыь—'ЯГГ, О..-«, С/х՛ ЯпЛ««*
I 7Г/? £>)|"

_ <<0(хГ ^։+«2) 
Я”՜

Для практических целей представляет интерес нахождение тол­
щины /г, обеспечивающей при заданном у значение первой частоты <>. 
Очевидно, что искомую толщину и соответствующие л.’о, пв необходимо 
определить из условий

Ло- шахА(/?т, п. ?,Й) (2.3)
га, ч

Таблица I

<1
1 МПа 2 МПа 5 .МП.» 10 МПа 20 МПа

0 Ги
Ь*=3.31 

п0--5 ©*—90°

Ь. 3,5!) 
п0 5 ?ф=0®

4,38
5 90

4,78 
5 0

6.25
4 65

6.80 
4 и

8.29
4 65

9,10
4 0

10,78
4 65

11,90 
4 0

100 Гн
3,54

5 90

3,85
5 0

4,49
1 80

4,95
4 0

6,43 
4 65

7.01 
4 0

8,42
4 65

9,25
4 0

10,87
1 65

12,00
4 0

200 Гц
4.31

4 65

1.66
4 0

5,22
1 65

5,66
4 0

6,95
4 65

7.61
4 0

8,77
4 65

9.66
4 0

11.11
4 65

12,29
4 0

300 Гц
5,71

4 65

6,25
4 0

6.34
4 65

6.95
4 0

7,73
4 65

8.51
4 0

9,34
4 65

10,32
.4 0

11.54
4 65

13.01
3 0

400 Гц
7,15

4 55

8.64
3 0

7,60 
4 55

9.00 
3 0

8,72
4 55

10,32
3 0

10,17
4 50

11,94
3 0

12,29
3 45

14,37
3 0

500 Гц
9,27

3 40

11.38
3 о

0,56
3 40

11.71
3 о

10,47
3 40

12.61
3 0

11,71
3 10

13,89
3 V

13,68 
з ю

15,93 
3 II

В случае оболочки из композиционного материала становится воз­
можным постановка оптимизационной задачи. При заданных у, Й най­
ти такой угол?՜, чтобы А„ принимало наименьшее значение, то есть 
найти
б



(2֊4)й*=т1пЛ0®ш1п та(/и, п. > 2 
♦ ? т, п

при 0^р<~/2.
В качестве примера рассматривается отсек оболочки, изготовлен­

ный из материала СВАМ 5: 1. Пусть п/?,/ = 0,5, R—1,5 м и окружа­
ющая оболочку среда-вода. В этом случае р/рф—1,89.

С целью определения эффекта оптимизации вычислены также

А*=тахЛ0=тах тахЛ(т, п, ц, П, 
У С <71. Л

и параметр показывающий степень физического совершенства 
рассматриваемого варианта конструкции.

В табл. I для различных уровней погружения оболочки и задан­
ных частот собственных колебаний приведены значения Л* и Л*, а 
также значения Пп, ц>* и при которых они достигаются. Следует 
отметить, что при заданных геометрических параметрах т0 = 1 для 
всех рассмотренных случаев. В табл. 2 при тех же данных приведены 
значения Л* и л. без учета влияния присоединенной массы.

Результаты вычислений показывают:
а) оптимальным выбором угла укладки монослоев (|* можно за­

метно (до 20%) уменьшить толщину оболочки, обеспечивающую дан-
Таблица 2

я
1 МПа 2 МПа 5 МПа 10 МПа 20 МПа

100 Гц
ь*=з,з«

п0=5 ?’=90Л
4,37

5 90
6,30

4 65
8,34

4 65
10,32

4 65

И в=3.65 
п0֊֊֊5 ?4=о։>

1.82
5 О

6,86
4 0

9,16
4 6

11,94
•» 0

200 Гц
3,50

5 90
4.31

5 70
6,46

4 65
8,46

4 65
10.92

4 65

3,82
5 0

4,97
5 0

7,97
4 О

9,31
4 0

12.17
4 0

300 Гц
3,73

5 90
4,72

4 70
6,72

4 65
8,68

4 65
11.09

4 65

4,12
5 0

5.21
5 0

7,39
4 0

9,58
4 0

12,28
4 0

400 Гн
ЫЗ 

5 1,5
5.19

1 65
7.10

4 65
8,98

•1 65
11.33

4 65

4,54
5 1)

5,72
4 0

7,85
4 0

9.95
4 0

12,57
4 О

500 Гп
4,99

5 65
5,85

4 65
7,59

1 65
9,36

4 65
11,67

4 • 60

5,48
4 О

6.39
1 О

8,45
4 0

10.42 
4 0

13,26
3 0
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ный уровень частот Собственных колебаний, при заданном уровне по­
гружения;

б) с увеличением значения £? влияние присоединенной массы су­
щественно увеличивается, а при увеличении уровня погружения это 
влияние менее заметно;

в) нанхудшне варианты укладки монослоев юстигаются при ?4=0՜;
г) с увеличением ц оптимальные -.начепня углов укладки моно- 

слоев уменьшаются, уменьшается также число волн я0, при котором 
достигается низшая (первая) частота собственных колебаний.

Отметим, что в табл. 1,2 при заданных <> в верхних строчках при­
ведены значения //* в см, и иаилучшего утла ц.՛' в градусах, а в 
нижних—значения И...., нй и наихудшего угла .

В заключение укажем, что в настоящей работе определена та 
минимальная толщина и соответствующая оптимальная структура от­
сека оболочки, которая обеспечивав! данную частоту собственных коле 
банки при определенном значении глубины погружения. Вопросы 
прочности оболочки здесь не затрагивались. При больших уровнях 
погружения ограничения на прочность могут быть активными и следу­
ет провести перерасчет конструкции. Однако это тема отдельной 
статьи.

CALCULATION OF OPTIMAL CYLINDRICAL SHELLS FROM 
COMPOSITION MATERIAL IMMERSED IN LIQUID

V. Ts. GNUNY, R. S. K \ZAR1AX

Հ1յՂ111՝հ111՚1ր ԸՆԿՂՍՎԱԵ Կ1!1րՊ11ք).1՚3141Ն ՆՅՈԻՒԻ8 ՕՊՏԻ1111.|.
ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ՀԱՇՎԱՐԿԸ

Վ. «. ԴՆՈԻՆ1», IV. II. Ո.Աք>ԱրմԱՆ

Ա ւ( փ ո <|> ո > մ

Դիտարկված Լ հեղէէւ!{ի մե« րնկղմվպծ կոմւղո ղ/ւ ցի ոն նյութիր ղչանա- 
քին թաղանթի օպտիմայ նսւխաւյծման իւնղիրր։ Հիդրրւաէէաձղականէէէթյան 
կոնտակտային խնղրի լուծման Հիման վրա որոշված է համակողմանի ար- 
տարին ճնջմամբ րԼոնավորված թաղանթի ոԼփական աատանոէմնևրի հա- 
հաիւականաթ յունը: Տրված աոաշին Հտճտխտկանութ յան հ լ։ն կղման խո­
րության համար ւրոնված Լ փոբրաէքՈէ յն բաշի թաղանթ րէ
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ПОВЕРХНОСТНЫЕ ЭЛЕКТРОУНРУП1Е 
ВОЛНЫ В КЕРАМИКЕ

АВЕТИСЯН А. С . БЕЛУБЕКЯН М. В.

В последние годы существенно расширилась область iicc.iv '.она 
нкя. учитывающая взаимосвязь МФЗДШ1ЧССКНХ Н мскцшмаиттных по­
лей Естественно. пользоваться линейно»* .юрисй ы- «»пне пня и »ан 
.модейстпня этих полей в реальных ре ..»\ можно нс но всех еду анх

Важное место в нелинейной мектррупр тмахл вопросы
распространения волн в твердых нелинейных средах. Основы нелиней­
ной теории электроупругости изложены и рвб-дхх (I 31 Нелинейные 
эффекты в твердых телах более многообразны. поскольку а них могут 
существовать несколько типов волн. Качественно новые нелинейные 
эффекты можно наблюдать, если от изотропных н -доктриной иереи । и 
к случаю анизотропных кристаллов, обладающих пьезоэффекгом или 
электрострикцией.

Нелинейные поверхностные волны в упругих средах мало изучены 
Распространение нелинейных волн Р лея в изотропной среде жучено 
в [4. 5]. Для анизотропных сред знал гнчиое исследование проведено 
в [5, 6].

I. В настоящей работе ограничимся изучением влияния на поверх­
ностные волны конечной амплитуды. распространяющиеся в поляризо­
ванной керамике, электростриклноннс.՝» эффекта (квадратичная не­
линейность). Керамика обладает белее высокой симметрией по ранне 
нию с симметрией отдельных крист алло»։ в силу неупорядоченного рас­
пределения кристаллических осей в пространстве. В связи с этим, ке­
рамика уже не имеет пьёзоэлектричсскоп» эффекта и все ипы коле­
баний в ней связаны с электрострикшюпным эффектом.

Следуя [7]. ил выражения свободной энергии полу-ены материаль­
ные соотношения для механических напряжений ; и электрической 
индукции в зависимости от деформации и напряженно«, г и элек­
трического поля / ;

^)* »֊

I си//?5’'/«/-*? ^3). -и <'п(։,и -7а) енизл ।

0-П

:з» -г44^л (.Л։“"П2)^/-з։ —2<֊п//15 (Л։՜/п-з
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^=Еп^ + 0.5гп/^ 2{/п(£'1«п+/:>12+^>1э)-

/и! ^(г/22 Ьмз։)~(^2И1»4" ^зйзз)|}

£>։~ЧА НЬ5г„£?-}-2{Л1(^«и4-Л«2։4-^аМ2։) -

Н и1^(«„+««) -(£&гг £,«») 11 (1.2)

^3~ 311^:3 О»5ГП^5 ^՝21132~ г-з11зз) -г

: /и!^з(йп4-мй|)~'(^1//з1 *’^гмгз)|} 
р
де <.'1Ч—модули упругости второго порядка, /^—коэффициенты элек* 

тросгрикции. 5Н и гп—линейная и нелинейная диэлектрические про­
ницаемости. Компоненты деформации в тензорной форме опреде­
ляются обычным соотношением

Ц/л-
1 /ди . du к
2 \(?Х4 дх

(1.3)

При поляризации керамики по напряжению о.г3 напряженность 
электрического поля Ел будет суммой на Eq. связанной с остаточной 
поляризацией, и переменной части Ел. Тогда

Ef^։E^E } (1.4
что приводит к приобретению керамикой пьезоэлектрического эффекта^ 

с модулями

^15՜ Г/ц /п)^-0’ ^ai~2f։»^;o’ ^зз—2/ц^о (1.5)

Материальные соотношения (1.1). (1.2» преобразуются к 

°n=r։iwi։ CJ2(.Q22-4-WJ3) — fnZ"a — Ar։(/5j). 32»=C12(//] ։ ‘1 11зз)'ГсииП'~

— £,з։^л \2(Ei). "33 С։2(//п U22) i Cn/z33- ^/Tj— A'3(/:y) 

՝J2=2<4jtfj3 ецЕ2 — l\ ^Ej) (1.6)
3Jl~26'44W3t~^J5^> '^Г.(^/)’ '12 2Сц«и՜ A 6(/՜-;)

^1 = еп^зН֊2<?։5«зз ЛД /Л=*5цла+2^з«м + -Ч(«г/. ^/)

/)j=ehA3 ■ * ^3i(^n4’^js) ~e33lli3~r E/)» (1л)

где $։*։=еи I А'а-( ) соответствующие нелинейные слагаемые в 
соотношениях (1.1) и (1.2).

2. Рассмотрим распространение поверхностных электроунругих 
волн на границе полупространства {— оо<л։<Ъо. 0<х։<Ъо, — ос < 
<^х3<^сю} из поляризованной керамики. Ось поляризации совпадает 
с координатной осью ох^. При изучении влияния электрострикцион- 
ного эффекта на распространение поверхностных волн будем исхо­
дить из линейных уравнений электроупругости 

02{(   d՝Ui di); _
dxt ' дЕ ’ dxt -ifk

dEj 
dx,

(2-1)0
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граничных условий на свободной от механических нагрузок, металли­
зированной границы х-2^=0

а2/-0, /=1;2;3. Ф=0 (2.2)

здесь Ф—электрический потенциал, введение которого позволяет пос­
леднее уравнение из (2.1) записать следующим образом:

= (2-3)
а*/

Напряжениями электродинамического происхождения

Л/=-1£.Э/4-£7^

в граничных условиях мы пренебрегаем.
В двумерной электроунругой задаче д<дхл = 0, имеем Л’3 = 0, 
0. При этом уравнения элечтроувругоетп (2.1) и граничные ус­

ловия (2.2) с учетом материальных соотношений (1.6) и (1.7) прини­
мают вил:

тО^п«а.г-г(Г}։-^(Ф)

Ь2(и, и)^с^г՝хх~(е^си)иХУ-. саг'уу֊.^г==А՝2(’1>) (2.4)

А1(‘«л Ф) = с4.|(т^л-л4-Т'’Л.у)— £։ь(Фгл ! Ф7>.) — г>к՝л~О (՛.’ 5)

А4(и>, Ф)=е15(ТОх,г+^.)-2։։(Флл-‘ Фу.1)=/?3(Ф> И, V)

си(а, \ ■М=4/П֊/11)Ф։ФУ. г։2Пл4֊гп^=Л։ФН/г.֊Ф-; (2.6)

с4/оуу 4- б\-,Ф/=0, Ф—I) (2.7)

Здесь и в дальнейшем для удобства, у искомых величин будем упот­
реблять нижние индексы л* и V, обозначающие производные по х։ и 
д։ соответственно» а также вместо компонент перемещений иГ и2, и3 
будем пользоваться обозначениями и. т. к՛.

В уравнениях (2.4) в (2.5) введены обозначения

/։2Фрж4-(Гм-А։)(ФлФ,),

^(Ф)=(/1,֊/1։)(ФзФ>)л4-(/пФ;+Л։ф;ь. (2.8)

Е,(Ф)={2| /п(Ф.г//д + Фу(«у п.<)) ч /։։(ФлТц. ֊ <1>у(к5. + и. )) ] -

—0,5гпФ*ЬН2|М<М*4-Фх(«у+г‘ж))Ч (2 9)

-Г/к(Фу«Л Фу«у —Ф,(//. ■г'М)|~°ДГпФ?}у

Наличие в уравнениях (2.4) и (2.5) нелинейных величин /\:(Ф), 
Г3(и, г՛, Ф) обусловлено учетом эле ктрострнкцион кого эффекта и не­
линейной диэлектрической проницаемости.

Полученные уравнения (2.4), (2.5) с граничными условиями (2.6).
(2.7) и условиями излучения в бесконечности Нт/.(л*. у. О бописы-

V —л 
вают распространение поверхностных электроупругих волн.



3. Если среда является слабо нелинейной, то амплитуды воли 
будут изменяться на малую величину ври прохождении волной рас­
стояния порядка длины волны, то есть амплитуды волн будут мед­
ленно изменяющимися функциями координат и времени. Так как 
волна распространяется по направлению оси ох. го амплитуды будут 
функциями величин £==ел- и т=е/ )дееь е малый физический пара­
метр, которым может быть мера изменения (понижения) первично­
го сигнала.

Упругие перемещении и, V. к.» и электрический потенциал Ф 
представим в виде рядов по малому параметру

Да\ У, /. ^-)=2 -=Г'М V. у, I. I, ••) (3.1)
О

Подставляя эти представления и уравнения (2.4), (2.5) и в граничные 
условия (2.6). (2.7). и приравняй коэффициенты при одинаковых сте­
пенях е, находим: 
а) для е°:

/-4'Ли%)=0. ^=1:2 (3.2)
/-.(«>«. Фо)=О. /=1;2 (3.3)

Т ‘ о.1'=,Л ; ։'лТ.’р^р=1.1 (3.4)
^Щ'-'и.у-г^рФо :.֊=^։ ФА”0 (3.5)

Очсзи (Но, 'и<| со։՛. ношения (3.2) и (3.4) определяю։ волны Рэлея, а 
соотношения (3.3) и (3.5)—волны Гуляева-Блюет ей на при металлн- 
.ир ՛>"..։ щи границе юлу прострели՛ гва. Исходя и» пел я ней пости реша- 

։ ֊.юй И1дачн (амплитуды медленно меняющиеся функции от ; II т). 
решения первого приближения иредстагнм в виде

то0(л. у. /, -)֊ V К1я։(у) •) • ехр(/.7^)4-к. с.
гд = 1.

п.\х, V. Ц ^.с,(у)6о,...(Е։ т) ехр(ш?)—к. с.
•л >

\ ( I I • г. ■ (3.7)

где

АД,.(у) ехгС-ллайук д 1п(у)=(^։й :։){схр(֊

-ехр( -т^у)}, АгЛг„(у)=ехр( т ։у) -(֊ч֊-։)։'2ехо(-ш>։у)

’( ^дУ) ('1 ц>’ *ехр( от^у)}

• "՝Гоп( ՝ Х‘Ь г:՛։ '» ( г՜/՜ 
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z=kx-\»f, 17/г и 1'д скорости ла лн Рэлея и Гулясва-БлюстсЙнл, со­
ответственно, W'u,i(:.') л Gj,n(i,-)— омп.։.*м-ные пмпли ды, соответ­
ствующие генераииони .im г..лм. г. м.

Для следующих прьблн гений получаются системы рекуррентных 
дифференциальных неоднородных уравнений относи ельно искомых 
функций /т(х, у. г, ; -) В правые ча га енх уравнений входят фу и к 
цип /я։_|(л՜, у, определяемы՛ из пр шдугипх приближений

£։(«Я,^)вГ։(Фж-1) 2։п/г• .1 • 2™ ■ '3.S)

» ‘Лл ) й>п-_ • ) _2<\ । J'n. j .. ( л» ! < । . )^՛/՛ ։ I - '՛ • ։.

/-э( Д'гь Ф.-fJ ~ —2<’։;ТТ,.1 I • -2։\ . ՛ (3 ‘0

^•j(®mt Фд») • /"*(Фя» 1 ; ^Дг.-..| ; I г֊.- 1/ '--‘jr i"»|- I. I -- --Ij’i’i/J -V

с неоднородными граничными условиями на поверхности

' - Л;-1'՝ ՛ ' ' ■ 1 : '•■" ' ՝ 1 i:'7՛" ' ' И4՜'"'-»' |=

ж /•(3. io)

Cj.iW/p, y С։5ФгП.у~0. <’՝гл==О. (3-11)

Полученные соотношения дают в՛՛ можпоегч иссле.ювагь енера 
пню высших гармоник продольной и поперечной ллектро ■ пругоп ։.ол- 
ны, обусловленной эффектом элек|рострнклк:. Генерация iîwchhix гар­
моник будет зависеть от сушесгвонання ։ первом приближении плос 
кого деформHpoHBHKo.'ï. нли лнтнплоско:о (элсктроуиругиги) лефор 
мироваиного состояния.

Если в первом приближении имеется только плоское поли дефор- 
.мацин (и0 4 0. т'о. 0, 0, < 0 ()>, то из (3.8) — (3.11) очевидно, что
генерация аитиплоского поля деформации невозможна. В этом случае 
будут генерироваться только высшие гармоники рэ1е-в_кой (не^.т-:-: 
троактивиой) волны.

Пусть в первом приближении имеется только горизонт льно по­
ляризованная (SH) электроупругая полна: «0=:’0 ՛), w0 0, Фог О. 
Такая волна в юлулростракстве может сущестнозять только благо­
даря предваригельной поляризации (благодаря вз лепному пьезо»р- 
фекту) керамики.

Тогда /՝л(ц0, <-՝0| Фг|) намного упрощается

/•;(!), 0, фо)=г.(ф;}-о.5гп{(Ф^)л ( 1^)у} (3 12)

Упрощаются также уравнения и граничные условия (3.8) —(3.И) для 
второго приближения

*’1) = /\(ФД *=1;2 (3.13)

£э(: Ф։) = -2сиш0 п—2с։.,Ф0 2?^. с (3.1 -1 )

4։(®»,;Ф։)- Л;(Ф0)—2ег^,л. 2:ПФО..

^|(«։.уЧ-т’։.л) = (Гп֊/։г) Ьо.гФо. ; c,swi ֊1 -<Vi > -^иф‘л." W’Lv

(3.15а)
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Ф։-0. (3.156)

Уравненья (3.13), (3.14) и граничные условия (3.15) относительно ис­
комых функций н։; г։; £*х; Ф։ линейяые. неоднородные. Входящие в 
правые части нелинейные слагаемые /\(Фо). 5=1; 2; 3 из (2.8) и 
(3.12) с учетом (3.6) представляются в виде

бй(у) V 05 (у) и I
а- I Л-2

1 £ V 0« Ю V / и я , |ехр(//пт) (О) 

где

°«я(у) 1лгя3/։։^(у)к’гя<у)-

Щ(у) * - 2^.Л(У)А ,.,(у); 6^Ду)=/Л'2А։я/л(л , т)/пЫ>Ш. «(у) -Ь 

2'«/пЙ2п(у)А^ч *(>') (А։-/»«)|(я- '«)А'д(у)^я ’ (у)’-'^МуЧ<„ ,„(У)Г} 

йя/п<у)=‘->/г։'п^ -'0|^(у)^2«. ,(у)Ь 2/։։1к3.,(у)кЛл л(у)Г —

~"^г(/н-/п)|(«-г^)/?3я(у)^3я ,(у! «Ыу)^.ж(у)|

6Й.(у)= ֊^Г2/^/л(л (у)А\я лч(У)֊г2|.>;,(у)Я3л_Ду)Г} 
*•

//<я!,я(у)в-^{^7птл(т-л)^2в(у)?2ж Ду) >

-г «</п֊/։։)1^гл(у)^я Ду1 Г}

"Й’ЛуН “*։«(^֊^)/»||^(у)^.л а(у)ГЯ։а14.(у)*2в-л(У)1'- 

-^«^(/„-/„^(у^.Ду)

//?ДУ) = -֊11^я(/п-«)^2Я(У)^в «(УН£ДУ)Ягт-я(У)Г)

Соотношения (3.16) приводят к выводу, что в результате действия 
одной лишь квадратичной нелинейности, вызывающей последователь­
ность двухфонных процессов, также вносится вклад н волну основной 
частоты и появляются волны с частотами 0,2о, Зю. 4<о и т д. Вклад п 
каждую гармонику характеризуется (гютветствуюшими коэффициен­
тами при ехр(ыл’р) в уравнениях и в граничных условиях.

Исходя из сказанного, представим решения уравнений (3 13) и 
(3.14) в виде

/։(х, у./.$, т)«У/։ч(у,*=)ехр(/т?)^к. с. (3.17)
«нтО

Подставляя соотношения (3.17) в уравнения (3.13), (3.14) и в гранич­
ные условия (3.15), ирираиияч коэффициенты при одинаковых гармо­
никах ехр(/лг.'), получим системы парных, линейных, неоднородных обык­
новенных дифференциальных уравнений с соответствующими гранич- 
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ними условиями относительно функции /։«(*/. т) Изменение плос­
кого поля деформации описываются уравнениями (3.13) и граничным.։ 
условиями (3.15а). Для антнплоского электроупругого поля из (3.1*1) 
и (3.156) будем иметь (для каждого ^>֊֊1)

ll -т- —w:Ä2/-W|«=.4ü(i. i)exp( miky)- — V Дяя(;։ -)exp(֊(/ffl.y) 
«У* G»s» я-t

(3.18)

—-/7i-’Z’’ll ։„«xr/?n(ç. т)ехр( —iw*y) V Д-U?. т)ехр(-onrty)
4y* -t

с граничными условиями на поверхности у=0

—(3.19) 
t/у ։п dy

Здесь 4’։„-fb «'■„„֊ ։пФ։т; До(։, ’) - -2/Ъя| Гч;- ~:՛ IV

/ф. т)««- ... Дтя(=. т)—линейные комбинации произведе­
ний комплексных амплитуд W’ô, • Wo- -, и IV Wzo.r. коэффициенты 
затухания о„я—свертки величин пь. tiik, + т«зА, (т—n)ik. (п •}• m)k 
и (ni—n)k.

Решая систему уравнении (3.18) и удовлетворяя граничным ус­
ловиям (3.19). получим систему алгебраических уравнений, главным 
детерминантом которой будет дисперсионное уравнение линейных волн 
Гуляева-Блюстейна. Из условия су met .воьания нетривиальных реше­
ний получим укороченные уравнения первого приближения для ком­
плексных амплитуд №^(5,

+ V , .Ч^.Га.1Р«й-Л (3.20)
Va л -J

Здесь коэффициенты bKl, и d„n (d--^0 при п> т)—комплексные, 
зависят от физических характеристик материала и от предваритель­
ной поляризации, V«.фазовая скорость гармоники.

Ö разложении (3.17) функции f։ (у. :. ') вещественны и описы­
вают акустическое детектирование. Из соотношений (3.13) -(3.15) 
находим

Цо(у,5,т)=О; Vî0(y,:^)r0; U JO(y.^)r0; Ф։п(у. <. '0^0

Полученная бесконечная система нелинейных дифференциальных урав­
нений (3.20) описывает характер взаимодействий гармоник при рас­
пространении поверхностной электроупруюй волны. Представляя ком 
плексныс амплитуды в виде

^От(;. т)-рД:։ .) • ехр|/Ня({.-)|

и разделяя действительную и мнимую части, относительно модулей 
PflG» •) и Фаз *) амплитуд взаимодействующих гармоник, полу- 
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чпм новую бёспонечиую систему нелинейных дифференциальных 
уравнений. 3 случае квазя-минохромагическнх возбуждений все а.мп- 
лкт ды -) за исключением №^(5. -) должны удовлетворять 
нулевым начальным условиям при 0. Это значит, что

^(0, -)='>о(*): рг»(О, т)«=0 при /н>2 (3.21а)

Фазы изменения комплексных амплиту 1 в начальной точке < = 0 тоже 
равны нулю:

няг(£. ')—О при т 1 (3.216)

4. Рассматриваемые злектроупругнс поверхностные волны нс об­
ладают дисперсией Исходя из этого, рассмотрим задачу о взаимэ- 
юнстаии 1. 'Моник в .V волновом приближении ( .V -конечное). Та­

кие приближение применимо на нс слишком большом расстоянии от 
источника. При Л՛' -2 главная часть решения (3.6) и (3.7) запишется 
в пиле

/о,(х, у, Л т)— V £ т(у) \Г(1т(:, ?)ехр(/т?) '-к. С. (4.1)
«Г- ։

Укороченные у р.п.нения первого приближения относительно модулей 
-) и ф.к -) комплексных амплитуд №м(с. -) И иРи2(5, -) в 

этом случае принимают вид:

,4' : 2Н։ I ?։)*. 9։« - 4 «о?2л=А’^СО8(0а֊-2Н։-{-?։)

(4.2)

.) /?№я1г.(«,-2Н1+?1); .''>(йиФ«Л.О =

- /?г<(51г:(«։-2Н,фс2) 
где

<։<.-= V*.1’^, ЯгЧЫ; ^2=^21;. ?։=агг(^։). ?։=аг2(т/2։)

Система уравнений 1.4.21 описывает изменения амплитуд основной и 
второй гармоник. Наличие в аргументах тригонометрических функций 
величин ц; и <р2 означает, что фазы изменения этих гармоник сдвинуты 
относительно друг друга. Этого сдвига не будет в случае (р1 = ф2=.О, но 
это равносильно требованию Е.} — 0. что означает отсутствие сигналь­
ных антпплоских электроупругих поверхностных волн Гуляева-Блгос­
тей иа.

Если начальная поляризация такая, что <|>!=’ф2, то тогда заменой 
переменных

получим систему в следующем виде:

.<'։■■ -/?1?1Р2СО5(т2 2?։); Ы :-^а.-=₽з^СО$(7։-27։) (4.3)

'ч(‘;|.Е )— ( ■? —2 1 )'• РгС.'зл ■Н^оЪ-՜)“ ՝п( л 2'1։^

Построим решение полученной системы нелинейных уравнений, 
при сигнальных условиях.
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MO. ')=?„(■։). MO,t)=O, 7,(0. ։)=T։(0. ֊) -0 (4.4)

где ро(т)—гладкая функция и равна нулю при т<0. Используя метод 
характеристик [8], решения системы (1.:֊) соответствующие условиям 
(4.4). получим в виде

?i(5. :)sech| (/?։A\)l/2«p0(Vfl0—;)]

Ps(^-)4/?2’^)’4(-/^֊0ianh|(/</?2)’ гл(֊- а = )|

Ն(յ’ *)տՀշ(Հ. ')^0

Очевидно, что в этом случае изменении фаз а.мплнгу ՛ первой и вто­
рой гармоник сдвиговой поверхностной волны -ротекают со сдвигом 
5յ(Հ *)—%(;, т)=ч>։/2. Величина характеризует меру пе­
рекачки энергии при генерации второй гармоники и зависит от коэф­
фициента электромеханической связи ^ = e\sf(z}։с։:). При изменении /. 
от 0,1 до 0.5; ձ монотонно убывает от 0.85 до 0,55.

Процесс генерации и взаимодействия tармоник электро} тругих по­
верхностных волн качественно не отличается от аналогично! > процесс:՛, 
в случае объемных волн [1.5] Происходит перенос энергии вверх ио 
спектру и затухание нелинейной волны. Количественный анализ в 
случае взаимодействия всех гармоник необходимо проводить с но 
мощью вычислительной техники. Тогда он сведется к интегрированию 
уравнений (3.20).

NONLINEAR SURFACE ELECTROELASTIC WAVES IN A CERAMIC

A. S. AVETlSIAN, M. V. BELYBEKIAN

ԷԼԵԿՏՐԱԱՌԱՋԳԱԿԱՆՈԻԹՅԱՆ ԱԱԿԵՐԵՎՈԻԹԱՅԻՆ П2 ԳԾԱՅԻՆ ԱԼԻՔՆԵՐ!] 
ԵԵՐԱՄԻԿԱՅՈԻՄ

II.. II. ԱՎնՏԻԱՅԱՆ, Մ. Վ. ԲեԼՈԻՈԵԿՏԱՆ

Ա մ փ ո փ ո I մ

Աշխատանքում հետազոտվում Լ կեկտրասւորիկցիայի ա րյղեցր՚ւթյոմւր 
րարիոէմ ի in ի տ անատ ի րհեէւաքված կերամ իկայոէմ տարածվող մ ւսկերևւււ֊ 
թային Լլեկտրաաոաձգակսւն ալիքի վրա։ Լուծման մեթոդը թույլ ե աալիս 
ստանալ ոք գծային դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգ փոխադդող 
հարմոնիկների կոմպլեքս ամպլիտու գների նկատմամբ։
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2и.зчи.чиъ 1Ю2 чьзпьр'зтъьрь или/ьт««^ зьп.ъчи.т-ьр
СТИЯ А КА Д ЕМ И И НА •֊. ֊• . ՝М ЯНС К О И СС 

1Гь]ишС|։։1ц1 Х1Д, №4. 1985 Механика

УДК 5^9.3

КОЛЕБАНИЯ ДВУХ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ЭЛЕКТРОПРОВОДЯЩИХ 
ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН В ПРОДОЛЬНОМ МАГНИТНОМ

ПОЛЕ

ВАРДАНЯН Л. В.

Вопросы колебаний двух параллельных бесконечных пластин во 
внешнем продольном магнитном поле и колебаний двух бесконечных 
параллельных пластин обсуждены в {1—2].

В настоящей работе рассматриваются магнитоупругие колебания 
двух параллельных упругих прямоугольных пластин в продольном маг­
нитном поле с постоянным вектором напряженности

/. Пусть две упругие прямоугольные гонкие электропроводящие 
пластинки, каждая постоянной толщины 24, ширины Ь и длины а. рас­
положены параллельно друг другу. Пластинки находятся во внешнем 
продольном магнитном поле с постоянным вектором напряженности /-/0.

Физико-механические свойства материалов пластин предполага­
ются одинаковыми и характеризуются электропроводимостью о, плот­
ностью р, модулем упругости Е. коэффициентов Пуассона V.

Прямоугольная система координат (X, у, ֊) выбирается так. что 
координатная плоскость (х, у) параллельна пластинкам и находится 
между ними на расстоянии / от средних плоскостей пластинок. Ось. 
ох выбрана по направлению вектора напряженности заданного маг­
нитного поля. Ось ог направлена в сторону первой пластинки.

В дальнейшем индексом (!) отмечаются все величины, относящиеся 
к пластинке։ которая занимает область 0^х<4, \г—/|«с4,
а индексом (2)—величины, относящиеся к пластинке, занимающей 
область 0^у<а. |г-1-/|^4. Принимается, что пластинки
находятся в среде, электромагнитные свойства которой отождествля­
ются со свойствами вакуума.

Задача рассматривается в рамках линейной теории пластин и ги­
потезы магннтоупругости тонких тел [3], которая при указанных пред­
положениях аналитически записывается следующим образом:

, _дю, , _ди, . ..
—(* + /) — . «••>= —(*+ 0 -г-. у, О

дх ду
(1.1)

&ХЛ---Гл(-*-, у, О» <-ул--- У'. 0» 4;Л-----------/л(Х, У։ ' ($-- 1, •-)

Здесь и в дальнейшем при 5=1 следует брать верхний знак, в 
При 5 = 2 — нижний.
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В (1.1) илл> Пу,, и.ч—компоненты вектора перемещения произ* 
вольных точек пластин, ж.—нормальные перемещения точек средин-՜ 
них поверхностей пластин, е^, еу.—тангенциальные компоненты век­
тора индуцированного электрического поля, А _.д—нормальная компо­
нента вектора напряженности индуцированного магнитного поля в 
областях, занимаемых пластинами.

В областях, занимаемых пластинами, имеем уравнения электро­
динамики, в которых ток смещения пренебрегается по сравнению с 
током проводимости. Во внешней области имеем уравнения электро­
динамики для вакуума.

Остальные компоненты индуцированного электромагнитного поля 
Луз) выразятся через искомые функции з5. /$ и зна­

чений компонент индуцированного магнитного поля и Ау. на по­
верхностях пластин [3].

Принятые предположения позволяют для поперечных колебаний 
пластин получить следующую систему дифференциальных уравнений:

1 dfs
------- ------------------ L - -----------ejj 
Ox ду c dt

дх с \ c ot f 2h
4zc __ Л«'-Лул 

ду c ~~ 2/1
(1.2)

֊ ДСЮ֊ + Ы 4. + & +
■2) Й® с I c dt

d'wt _ F / д'ъ . d‘}s \ 1 
3c dy*dt 3 \dxdy dy2 /) (>-1.2)

где A~, A՜, A;;, A՜ — значения тангенциальных компонент магнитно­
го поля на поверхностях г^=/-|-А, z=l- -A, z = — I— A, z—~I—А, соот­
ветственно.

В рассматриваемой задаче принимаются также дополни тельные 
предположения относительно характера изменения возмущенного элек­
тромагнитного поля во внешних областях г> I- A; z< — /—А (4].

В силу этих допущений получаем следующие уравнения:

□л?,=± У (S-1.2)
). \ дх с; dt ) л \ ду с dt /

(1.3)
- ֊-J? _ 1_£

дх3 ду2 сг dt2

где /.— некоторый характерный для данной задачи размер (в дальней­
шем за характерный размер X принимается тлина полуволны упругих 
колебаний пластин).

Система уравнений (1.2)—(1.3) не замкнута. Для замыкания сис­
темы уравнений (1.2)֊-(1.3) необходимо иметь решения уравнений 
электродинамики для внешней области—/4-A<z<Z—А с учетом ус- 
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ловив непрерывности соответствующих компонентов индуцированного 
электромагнитного поля на поверхностях пластин г=1 — И, г= — /4-Л 
п условий затухания на бесконечности.

В этой пос1.чновке решение задачи представляет значительные 
трудности. В дальнейшем рассмотрим случай близко расположенных 
пластин.

Тогда, для тангенциальных компонентой А<э\ А1у։) магнитного поля 
ио внешней области между пластинами примем следующие допуще­
ния:

А<’>(х, у. О. А?=Л‘;»(л-. У. О »ри ֊ / + / - Л (1.4)

Из уравнения электродинамики для внешней области между пласти­
нами путем интегрирования по з в пределах от / • А до /-֊А в 
силу (1.1) и (1.4) с учетом непрерывности тангенциальных компонен­
тов индуцнрованног магнитного ноля на поверхн 
з=/—А, г=—/4 А получим следующие уравнения:

1
2(/ Л)

□А,։«Ь.АЛ?« 11 1
| с \ д։ д( ) ох дх | (1.5)

/Г Е= А ___11/^1.. д_1л_°ЬI. 1 “ у’ 2(/-А) | с \ д( д։ ) ду ду

Система уравнений (1.2) —(1.3)֊ (1.51 является замкнутой.
2. Рассмотрим искомую отдачу, в случае. кома прямоугольные 

пластинки шарнирно оперты по всему контуру

0^=0, =0 при х=0, Х=А
дх'

(2.1)
„,_о. 2^1=0 пр11 5,=0։ у=а

Оу' (5=1,2)

Предполагаем, что на краях плас ։н ч։.жн > принимать приближенную 
модель идеального проводника. Т >г.та граничные условия для компо­
нент электромагнитного поля на краях пластин [5] имеют вид

Л»------А7.-А". — . Л=М> —• Л„-------А,.“А"«-^

£ = в,=0 (5-1.2)

с д։
(2-2)

Решение систем уравнений (1.2)—(1.3) (1.5), удовлетворяющее гра­
ничным условиям (2.1) и (2 2). представим в виде

‘51п>.тх$1пряу, ро^солз!

17»Л։7в|р*'СО5Лтлсо5|1|։\ч ^“СОпЯ. 1%“՜ <5՜‘ (2,{) 
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где под С, подразумевается любая из искомых функций //,ч. А՜, '1»։
•к՛,, и под любая из Л;,. 4՜. ?Л.

Подставляя (2.3) в (1.2) (1.3)- (.5), после некоторых преобра­
зований получим следующую систем;, однородных алгебраических 
уравнении относительно амплитуд пр<чибов Ч’ох и ЗДИ:

а«4/։(/-ЭДч I ~ -/0 1, Ь = 4//(/֊Л)(4^3-и))Лл ~

|аи։’*1- / , «*а \ I
£*----- ’ 'тп ?*/ _|

. 16^^Л(/֊Л)^Д0
-г • Л=

Л}=*Ч!^=в+(1_*Ч)((։._1ЬН։31

Так как коэффициенты при * ։ в первом и во втором уравнении 
системы (2.4) в наоборот, одинаковы, то приравняв детерминант сис­
темы (2.4) нулю. получаем раздел?.!։!.՛՛ ларэктернстическис уравнения 
относительно обшей частоты ма ннтоудругих колебаний двух пластин.

3 Примем, что расстояние между пластинами намного меньше дли­
ны волны то есть

2/<+йГИ-*) >

Принимаются также следующие допущения:

ш’ А’։^'
с7 1 “ ^1։

(3.1
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Тогда характеристическое уравнение системы (2.4), в силу (3.1), 
приводится к следующим двум раздельным уравнениям (в безразмер­
ной форме):

(3.2) 

где
с’(К^+1/2А>) ^(^,,+ 1/2/А) „ ш

а»----------- 4--Д2 ' й։-------- л-,/»;՛//.՛ • -----О4..-ьг0 ■.'•’оЛ/нл “Ло

О։ + (й,+*»)Й։+(1 + (3-3)
՝ '/пл '

|_ «0 • ’“с’гЧ' “'0=ЭЗр(1->2)

Приведем численный анализ минимальной час готы согласно характе­
ристическим уравнениям (3.2) и (3.3) для пластин шириной ^=10см ։ 
изготовленных из меди. Приведенные на фиг. I и '2 кривые 3 построе­
ны на основе численных результатов работы [6] относительно мини­
мальной частоты колебаний (т = 1) модней՝։ пластинки, а кривые 1 и 2 
построены на основе численных резул-гатов, исходя из уравнений 
(3.2) и (3.3) в случае, когда колебания не зависят от координаты у 
'1л=0). Следует отметить, что в случае двух взаимодействующих плас­
тин одной п той же длины волны соответствуют две наело гы колеба­
ний.

На фиг. I кривые I и 2 характеризуют час юты колебаний двух 
близко расположенных пластин с обшей толщиной 0,04 см, а кривая

Кривая 3 показывает, что если и случае одной пластинки՜ частота 
колебаний возрастает, то кривая ’ показывает, что и силе взаимодей­
ствия между близко расположенными пластинами частота колебаний 
достигает нулевого значения при //0«2,5* 103 •», которое сохраняется 
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к определенном диапазоне изменения напряженности магнитного ноля. 
В дальнейшем, при увеличении напряженности магнитного поля //Q 
скорость возрастания частоты колебаний пластин намного больше по 
сравнению с частотой колебании одной пластинки. Кривая 2 показы­
вает, что с увеличением напряженности магнитного ноля Нп частота 
колебаний пластин уменьшается и достигает нулевого значения при 
/7О=2,5 • 103 э.

Сравнение кривы ' ч 3 на фиг. 2 показывает, что если в случае 
одной пластинки с толщиной 2Л—0,01 см частота колебании дости­
гает нулевого значения при //0=2-Ю3э (кривая 3), то для двух близ­
ко расположенных пластин частота колебаний принимает нулевое 
значение при //.—1,5-10՜՛ > (кривая I). В дальнейшем, при увеличении 
напряженности магнитного поля //0 час ю га колебании пластин воз­
растает более интенсивно по сравнению с частотой колебаний одной 
пластинки.

VIBRATION OE TWO ELECTRûCONDUCTIVE PLATES IN THE 
LONGITUDINAL MAGNETIC FIELD

!.. V. VARDANIAN

ьрцпь amiubn- hnispiuuw'M’û лмлиллапм, пщьрь 
sasu/bllНГЪЬГС bPhimWiUL irU.TbbllUJiU.1, TUXSnHF

t 4. чим-шиъ

U. if ф II ф 11 i U՛

rl՝[i ut tn pl[i[nuf hb lipl[nt. ipittpir, Lu l;(Lljuip:u'\uttjr>{it}^ inn.tn<xt}i»f[Ujb nii]- 
цшЫцпЛ иицЕр^ ՝! in pif itb ji I/ uHiitnw'butdliLpp, Lpp иицЬрр quibi[nuf Lb //- 
(tLbtj tf[iv[ib ifiul{l>pUntfPbLpft'b ршри fLn [inpifiniïntffjuib i^Lffinnp ntbbgnq ‘!uitr- 
mtuinnt.li if uirjbp unjl/utb rjui^uini if ;

Piupiulj J in p J pbbhp [г if nHpi/:uinuiiiiu&ipu';whtit[?i:nb m L n niff jinb p pjnib ш1{ - 
bhpniii шиш iji^uid Lb tf /nt juibij if it in tfuibtfnq b L'tpLpnuf ‘fiipuilpiiujLpiitl uid- 
piu <l'{l>là IjULlflufhit П I tpplAl If /П l_b nm/Lpli mшт tubtll.tfbLp[i 'fujifiui[uillljUtbni[}(nib- 
uhpfi npujJuAt pbitLß lut/p/ii ‘.uitliuiiinpimthhpp։

(•hpi^md Lb pi[iujhh ш p ц/mb pb L p ։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ԱՍՀ Դ1»ՏՈՒ1*ՅՈ1'ՆՆԵ1Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳէՓ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Մևխանիկա XU. 4. »9bS Механика

УДК 539.3

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ УПРУГОГО СВЕРХПРОВОДЯЩЕГО 
ТОКОНЕСУЩЕГО ЦИЛИНДРА

КАЗАРЯН К R., КАЗАРЯН Р А.

Вопросы, относящиеся к определению электродинамических на­
пряжений и токонесущих соленоидах и в проводах электрического гика, 
обсуждены и работах [I. 2].

В них работах при расче с механических напряжений предпо­
лагалось равномерное распределение ••»ки по толщине проводника.

Здесь на примере токонесущего бесконечного упругого полото ци­
линдра определены окружные и радиальные напряжения в случае 
сверхяроводяше։ шниющегося известным уравнениям Лон­
донов [3,4].

Проведено сравнение полученных результатов со случаями посто­
янного однородного электрического тока. В предельном случае, когда 
радиус внутренней окружности цилиндра стремится к нулю, получены 
результаты для сплошного цилиндра.

/. По своим магнитным свойствам сверхпроводник отличается от 
обычней!) проводника тел՛., чо» магнитное поле не проникает в голщу 
сверхпроводника (эффект Мейсснера и Оксенфельда) При этом обыч­
но принимается, что ток в сверхпроводнике является поверхностным 
и вследствие этого пондеромоторная сила Ампера, действующая на 
сверхпроводник, является поверх в лети->й силой. В дальнейшем было 
экспериментально показано. чт-.- ток г сверхпроводнике фактически 
протекает в очень тонком поверхностном слое толщиной порядка 
X — 10՜4см. Распределение объемного тока и магнитного поля в сверх­
проводнике определяется на основе уравнений Лондонов [3 4].

Рассмотрим бесконечный полый цилиндр с радиусами внешней ок­
ружности /? и внутренней окружности г, по которому протекает 
сверхпроводящий электрический ток силы /0.

Уравнения Максвелла для стационарного поля имеют вид

Связь межд\ магнитным полем и плотностью сверхтока задается 
следующими уравнениями Лондонов, пришедшими на смену закону 
Ома для обычного проводника:

4 ՝• “
— r<>t т г И <) (1.2)
с
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В (1.1), (1.2) В есть вектор индукции .магнитного поля, -■ есть 
вектор плотности сверхтока, о— электродинамическая постоянная. 
лондоновская глубина проникновения.

Уравнения (1.1) и (1.2) обычно решаются совместно с условием 
заданности полного тока

(1.3)
*

В цилиндрической системе координат у, ®, г (г<р</?.
—оо<г ос) с учетом симметрии задачи, исходными уравнениями, 
определяющими распределение тока и магнитного поля, являются

(РА, 
№

(РА, 
г/р2

Р Г/р

_ 1 <1А:_ 
у

при

при г<р р

R (1А: .
ОО?------ ~ • 7гг/р

В.

Условие (1.3) имеет вид

-------- — А, 
4-/.г

/?г=0, Тт=7₽=О

(1.4)

О

я
2» | 7.՝(р).«/?=4 (1.5)

Решения уравнений (1.4) с учетом (1.5) в области г<р</? име 
ют вид

Л.-(?) - ֊
24>. А4(р) . 
Рс В(Р) '

К А1(р) . 
ч-рквао ՛ Лог(р)= 24 Д(р) 

Рс В(Р՜} (1.6)

где А<(Р) = А', (֊֊ А (֊ )«» (֊ )■ В(р)^К. (֊ )
\ I. /

X

хчт)-''(т)-о
В (1.6) 1а, 1։ есть модифицированные функции Бесселя, а А'о, 

К |—функ ци и М а к до и ал ьд а.
На основе, асимптотического анализа модифицированных функ­

ции Бесселя к Макдональда из (1.6) Следует, что при Р—г^՛

т.л—): йо^-у^ехрС ֊-^■՝) (1.7)
2».у Ру \ /. / С» Ру \ /. /

Это означает, что магнитное поле и электрический ток распределены 
а слое толщины /. при внешней поверхности цилиндра.

При Р. то формально соответствует случаю обычного провод­
ника с постоянным гоком, из (1.6) имеем
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т/р) к />оЛ^)
^֊г)' R2—Г՛2 С,

(1.8)

В случае сплошного цилиндра (г^О, О >, /?) решении уравне­
нии (1.4) с учетом (1.5) имеют вил

_аЧ11 д, -глЧ-')
2*Л> //«V */?//*)

\ >■ / \ X / \ X /

Па основе асимптотического анализа модифицированных функции 
Бесселя из (1.9) следует, что магнитное поле и электрический ток 
распределены и слое толщины д. если /?2>л.
При л »/? имеем

Эти результаты можно получить из (1.6)--(1.8) в пределе, когда 
г-0.

2 Вследствие взаимодействия сверхтока с собственным магнит­
ным полем на упругий цилиндр действует сила Ампера

£=*1(тХВ\ ^-Р,=0; Г,= -2_^ с \ / 8՜/.* (2.1)

Напряжения а,, и з?, обусловленные силой Г, определяются из 
следующих уравнений |5|:

Др* р г/р / ‘
[ (Ь~г— —: р —2՜ 4- з. ֊֊ оЛ՜

Г Г, * 6/0 " (2.2)

В (2.2) принято обозначение:

/г =
2т1/; плоское напряженное состояние

-------плоское деформированное состояние (2.3)

где -коэфф и инет Пауссона
При отсутствии механических поверхностных нагрузок оД/?) =0՜ 

:(г ) ■ 0 получим следующие решения тля напряжений зр и ст

р /е »
= = - 4-!(* I / ֊ ’лг4 ■ О-*)| 4 р/7։ ՝■)■* -

2 1 12 /?-—г2 р2 .՛ |
г г г

р2—г2 1
R

| 5:/ ’( \)</Х
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Г +£Ур'|։И։11 1М
г

Подставляя (2.1) и (2 4), получим 
72 1 У?3 о2—г2

[(А֊1)(.^) - ^)ЖЗ֊-Л)^(?) 1 1

/- I к* & - г= =- етЕ^!^?'~ |(*-1)(ЛР(/?) л1чг))+(з֊4)в’(Л)|֊

-| (А-1 )(Л!‘Й)-Л1։(г))-(3-4)Л>(!-) 1} (2-5)

При а>А? из асимптотического разложения функций Бесселя и 
Макдональда получим следующие выражения для функций =. и 
соответствующие случаю обычного проводника.

р 
ч(/-г2)г2/?։1н —

| !•»------------- Х 

< (А 1)4-4б2г։1п-^(А-1) 
г

(ЗА-д)НМ-И ).<**֊

_ 4?2г2ь. (Л -1) (2.6)
/?։—г։ г г

Пз (2.5) получаем тля следующие значения при ;> = <г и р=/?:

УП------ 2^(7^/?.-^) !(*֊')( М'(/?)-Л1’(г))+(3-А)В>(/?)|

%(/?) = - 2^дУд^)(/?; г»уК* 1)г։(.Иг(/?)-ЛГ(г))+(3-А>№5։(А>)|

При этом можно показать, что

1Мг)|>1МЯ)1
В случае, когда для напряжений =р и с9 получаем сле­

дующие выражения;

29



г-8-'՜* R . / 2(/?-?)\\
’ 2гс։/?р г։ р е>'|\ I ))

2^к;Хк"—г~ ՛. (к 2>ехр( >. ))

■ - -'М - _• «т.г.

Здесь и в дальнейшем индексами (*), (-֊-) обозначены соответ­
ствующие значения для сверхтока и обычного тока, соответственно.

При Л 7? 1 имеем следующие асимптотические выражения для 
функции з». где 2й есть толщина полого цилиндра

4з֊ Л)’’~-Тб^Л при '■»'<
при ,

Рассмотрим случай сплошного цилиндра (г^-0) Сила Ампера, 
действующая на цилиндр, равна

Напряжения и ?«., обусловленные силой Г. определяются из 
уравнений (2.2). При отсутствии механической поверхностной нагруз­
ки з..(/?) -О получим следующие решения для напряжений э,„ и зп:

R

-I (3-й)

-и«-"
* *’

I К' »
о о

/?— I $’Л(5)б/54- 4֊ | 5*Л(Х)75 1
Г<13 г .! I

о о

Подставляя (2.7) в (2.8), получим
(2.8)

4п/-л°։/-(/?) ХО+(з к} 7С) 7'(0}

(2.9)
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Прн R из асимптотического разложения функций Бесселя но* 
лучим следующие выражения .тля функций >. и которые совпада­
ют с резулы а . ам։; работы [2]. нолучеш .1ми для случая обычного про­
водника с пг стоянным током.

Ф-1-0Л* р”\. “ ^-и)/, зл-5 Н\
\ 4№/^ \ 1г ֊ - 1 /? V

Из (2.9) следует, что максимальные напряжения достигаются на 
пси цилиндра при «■=(). а также, что напряжения и являются 
напряжениями сжатия.

Из (2.9) имеем следующие выраженья ыя максимальных значе­
ний эг, и г<։

Поя <> = /? имеем

п ^(3-Л)
?п~и’ 2-г’^

Асимптотические разложения максимальных напряжений при 
/?’§>/ имеют вид

. . 43 = а г=-----------------------------
I* *• 2кС«/?’

Сравнение результатов относительно безразмерного напряжения
шах(зП 4

------- для тонкого полого цилиндра показывает, что в 
тах(а,) 5—Л

тонкой оболочке при одинаковой силе тока механические напряжения 
от сверхпроводящего тока превышаю! напряжения постоянного тока.

В заключение приведём численные результаты для полого цилин­
дра относительно предельной силы сверхтока /|4. соответствующей 
максимальному окружному напряжению |з*|. равному пределу геку. 
честм материала. Значение |-з*| принято равным 6,85 • 107 Па. Рассмот­
рено плоско-напряженное состояние (> = 0,358). Радиус срединной по­
верхности при расчетах был принят за /?о=О,О1 м. При /г /?0=(),75 
А//?о-О,25, Л//?о=О,1 имеем, соответственно, /0:к -=805 кА, ./0* =465 кА 
Л. =294 кА.

Превышение силы тока />./„* приводит к разрушению провод­
ника.

STRESS STATE OF ELASTIC SUPERCONDUCTING 
CURRENT-CARRYING CYLINDER

K. B- KAZARIAN. R. A. KAZARIAN'
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ԱՌԱԱԴԱԿԱՆ ԴԱԲԱՂՈՐԴՈՎ ՀՈՍԱՆՔԱՏԱՐ ԳԼԱՆԻ ԼԱՐՎԱԾԱՅԻՆ ՎԻՃԱԿ

Կ. H. ՂՍՔԱՐ8ԱՆ, Ռ. Ա.

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Այս աշխատանքում հոսանքատար առաձգական անվերջ գյանի համար 
որոշված են շրջանային և շաոավգային մեխանիկական յարումներր, որոնք 
պայմանավորված են հոսանքի I։ սեփական մագնիսական գաշաի փոխազ­
դեցությամբ։ Հոսանքի և մագնիսական դաշտի բաշխում ր տրված են Լոն­
դոնն երի հավասարումների հիման վրա։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴՍՏՈԻԹՅՈԻՆՆհՐԻ ԱԿԱԴԷԱԻԱՅԻ Տե*1.1;ԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ՄԼխանիկա ХМ, № 4. Г9В8 Механика

УДК 539.3

КРУГЛЫЙ ПЛОСКИЙ ШТАМП СО СЦЕПЛЕНИЕМ ПА 
УПРУГОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВ! С ШАРОВОЙ ПОЛОСТЬЮ

ПРОЦЕНКО В С.

Задача о взаимодействии круглого штампа с упругим однородным 
полупространством в условиях полного сцепления изучалась в [1—3]. 
В [4] рассматривалась аналогичная задача для лннейно-дсформпруе- 
мого основания. Авторы работы [5] исследовали близкую задачу о 
контакте двух слоев из различных материалов с учетом сцепления. В 
настоящей работе предложен метод решения задачи для плоского круг­
лого штампа, сцепленного с упругим полупространством с шаровой 
полостью. Штамп предполагается нагруженным силой Т, в плоскости 
его основания (в направлении оси ох) и моментом Л4 в плоскости осе­
вого сечения штампа (фиг. I) Поверхность шаровой полости свободна 
от нагрузки.

Приведенные ниже формулы перехода в решениях уравнения Ламе 
от сферических координат к цилиндрическим и им обратные позволи­
ли свести задачу к совокупности пяти бесконечных систем, допускаю­
щих применение метода редукции.

3 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 4
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/. Введем сферические решения уравнения Ламе в виде [6]

л’(я+7±{)

6?я -=(^гя<Нг<?,)к±------- 27;/՜^)-՜!՜" ЙГЛ<1 и՞-н 1 >

Ц*п ~ г°1(е-иг'^1 ,)• R— ря ։иус шара, х=х4«—3, г-коэффициент 11уассо* 
^4 - 1_ 5 !_ г, 1 - к

на. «$гвг ։ * • Р^соэ&Ко։?» и*,“г ч՜ Р^(созб)з1н<р.

Кроме ТОП), нам понадобятся решении и цилиндрической системе

1'£։ « — — цгатк՛^. Г? । - - (гягай фх/ж)хг*. Г + — у го(^, и*)

11.21
Имеют место формулы разложения внешних решений для шара 

ио решениям. (1.2)

о

(1.3)

йу-«=!-----— I '« Й.Ир, г. >)г/
,л (л-2)!.!

о
Они получены непосредственным вычислением с использованием 

формулы 6.621 из [7]. Другая группа формул (обратные разложения) 
имеют вид

>-(*+2)'.
?)

/■«/?» 
(А+2)(2*+3)

(1.4)

V < _±2_*
£о(*4-2)!

0^(г, 0, ?)

Эти разложения получены путем применения формулы 30 стр. 178 
из [Я] к решениям (1.2).

2. Будем решать поставленную задачу в цилиндрической и сфери­
ческой системах координат Краевые условия имею։ вид

’гХр. 0, ?)вттх(р, 0, ?)>■•«/(₽, 0. ?)=0 (р>й) (2.1)

// (о. О. <р)=//0со$?. «Хь 0. ?)-7РСО8?. М5» 0« ?) -«051п? (р < а) (2.2) 
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Гс—е,Еу-\-е-Г- е-.1\=0 (г։ /?, п =- еГх) (2.3)

Здесь л0—жесткое смещение штампа вдоль осп ох, 7=151, а— 
угол поворота штампа вокруг оси оу, R֊ -радиус шаровой полости. 
Параметра ц0 и ; определяются из условий равновесия штампа. По­
лагаем, что перемещения исчезают на бесконечности. А„—усилия на 
поверхности шара.

Решение задачи ищем в виде

"= [ 2 Ая(>.) ?„ ,(<■• г. ?; ՛ )(!՛ ֊22 •■?) (2 4)
«/■««■1 л—։>н-1о

где (г,, 0г ?)—локальная сферическая система координат, связанная 
с центром шара (фиг. 1). В окрестности границы г=0 решение (2 4) 
представим в интегральной форме с помощью формул (1.3).
Имеем

•! т—1 О 
где обозначено

, ~ ~ (֊т^у _2^1 Л?
£х (л-1)! [' 2л+3

" ------- «4 л ,
(« - 1)!

*М>)~
у (֊>■/??
£1 (л-1)!

(3) 
л

Краевые условия пол штампом (2.2) приводят к равенствам (р<п)

рЛ1֊Л+е--''(Ф։--лйЧ-։-^)1.4(ХР)Л.=0

О
(2.5)

ге
Р |Л(>?)^=гр

о

Краевые условия для напряжении (2.1) приводят к равенствам

(«0(>.)Л(^)>.<й.=(20) -ьг(Р, 0) = И''>
*' I '.г
р

(?<«) 

(?>«)

ск

о
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|(^+^о(^^М20)-,1Мг-.о) н,г(?.о)]~։-о (2.6:

ЙА/։-«։)Л(^)>.Л.=(20)֊Чт(։(?.0)֊-«(ьО)| = *•
/ I о (?>«)

О—модуль сдвига. Функции /7/ (/=0, 1, 2) имеют вид 

//0=Д։-2(а-1 )А,-֊«֊>*[ ЧИ (2о-2-/й)Ч; | 

;/,= ֊ Л1+(2--1)Л։ + е->'||^1+(2=-։-'Л)*'։|

«#)= —֊֊Л+ ֊Ч’։е-“ 
«м ~

Переход к плоской задаче осуществляется с помощью операторов 
преобразования [5]. Вместо функции р(о), т±(б) вводим новые функ­
ции

и
25(х)=-х

/։
(2.7)

<?(*)
2_ р(/Щ’-2х8) (1!
я 7 ‘VI՝—х*

которые продолжим на промежуток (—а, 0) по формулам

5(֊х) = ֊5(х), г(-х)=г(х), ?(-х)=$(х).

Уравнения плоской задачи имеют вид
ее л

| ДхС08> Х(Ь.- Х( /։4 /3), | Д։СО8^ = у (Л֊/,)

։ I э
о о

о»
I (А2-хДа)$։плх£Гл=/։(х)> (И<Л) 

о
где обозначено

ОО
/,(х) = р>.АФ։-Ч-|֊Ч-։)е->»со5ХхЛ—2«։ 

о

(2.8)

/։(х)=2с0- р֊^(«гх-_кЛФ։-Ф,)со8՝лхЛ 

о

Л(Х) - 2-(Х+ е-“(Ч\+(х-кА)Ч-։|5(п>х(/>.
о

(2.9)
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Функции Д,.(Х) представим с учетом (2.7) в виде
<1

(о-1)й(х)со5>֊х (1х—е-'л(хФ։ д/гЧг3)

<1
4. = ֊^ [й(х)со5'.х— 5(х)81п>х]г/х—е >Л[2Ч\ (х—2/.Л)՝1'3!

-а
а

Ал= — | |г(х)-|-7(х)]со$м.т/х 4֊Ч'з<?-АЛ

—о
л№2(з-1)(25-1֊/й)Ч-(23-1)(2з֊-2-/А)

Из второго уравнения (2.8) находим

'' + <7 = ֊ ֊֊(/2— Л) г | Ч'3е~™со&Х(Ь. 

о

(2.Ю)

(2.11)

а первое и третье уравнения системы (2.8) приводят к сингулярному 
уравнению для функции »■> = £ ; х(г — ц)

а
щ(х)Ч-/е р222֊<//=с(х) (1х|<а) (2.12)

2 х—Л
—а

0=±^-, ?(х)=-'(1-о)֊‘{27Л-хг(«0 е։)֊|-
2~(1—°) I

4-/(1— х) | Чг։£-1<* и>(Ь. — | е • лЛ|/(т 4֊ >.Л)г:лг ■] 

о о

— (х։ I- 2х’лЛ + >/.’)51 п> х |б/> |

Постоянная возникшая в результате интегрирования, нахо­
дится из равенства

го=֊|г(0) + ^(О)| — 2 | чу-ХА^/.—/т0 (2.13)

о

В заключение этого пункта отмстим, что функции •±(р). />(р) на­
ходятся а результате обращения равенств (2.7). Имеем

а о
. . <1 \'хг(х)^х , . Л С5(х)(1х

?•"(?)=----- -- А ’ Р(р) = — -֊—~
Д I Л- — '? с/о 3 V X2—?2
р р

(2.14)
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Формула для функции <(;,) получена в предположении се ин­
тегрируемости на (0. а).

3 Вектор и в окрестности шаровой полости представим с по­
мощью формул (1.4) в виде, удобном для удовлетворения краевых 
условий при гх—%

- X -- V —

гл=1 О Л—I
где обозначено

^։,=—— | ) Л-------- -------------- Ш'- (3.1)
" (А 3-2)1 л | (Л-г2)(2й-1 3)

о

| '•»<? М,(,.)Л, (/= 2. 3)
О

Условия на поверхности шара (2.3) приводят к равенствам 
а
Vи= 1.2.3; л^1). а<»=й^ (3.2)

Формулы для величии -ф?' выписывать нс будем из-за их гро- Ч1
моздкости. Отметим лишь, что они являются рациональными функ­
циями переменной /г.

Если в (3.2) подставит։, величины определенные равенства­
ми (3.1), тле учетом (2 10) найдем

«<;՛»= ( [Л(х)^‘(х)4 5(х)Л/^»(л) Ч<(х)Н™(х)\(1х

1 ;><;Ч (/«-1,2,3; /г 1) (3.3)

где обозначено /?=г - д, к—г—д

//(7)(л-)= кк
о

/7^֊ '(а-) -
г

——— | (Л՛^)—л2/И{?>)л*^ 'Л51п>л։б//.



"£>(*) = ——— 7\т> 14Г"ХАХ*со5Хх<Д 
(4-2)1 1 Л

. . ., Г^—двучленные линейные комбинации величин Вне 
интегральный член £<“> зависит от и имеет вид

•».- Л
#И) — V V 
'-и — п кг.

р — \п—1

Выражений для не приводим из-за их громоздкости. От
метим лишь, что имеют место оценки

*^^±3±2>!., |^> < с, 
(«—1)!(/г -2)! **

5* п ’(/: |-4-֊1)!
п\ (Л4-2)1

*■’ (/1-1;’(4֊2)։
R г= — 
2/1

Константы Ср (р=\. 2, 3) не зависят от п и к.
4. Система уравнений (2.11), (2.12) в (3.3) вместе с уравнением 

(2.13) является разрешающей системой исходной задачи. К. решению 
этой системы применим метод ортогональных многочленов [4]. Неиз­
вестные функции /?(.<■) и о)(л‘) представим рядами

/?(х)=У Х.р„(—\
*-о \ « /

<м(а-)=7։(х) V Г,Р<֊’ ■>, (4.1)

•д=Т|1, —- 1п(3—4«). Т1(*)=(« -Л-) а(«тЛ-)“

и Р.,.(/)—полиномы Якоби и Лежандра, соответственно.
Стандартная процедура метода ортогональных многочленом при­

водит к совокупности пяти бесконечных систем линейных уравнений 
для коэффициентов разложении (4.1) г (2.4), которую запишем в 
виде одного матричного уравнения

Г=Л У+В (4.2)

где У и В—матрицы столбцы неизвестных коэффициентов и свободных 
членов, .4—матрица системы.

Учитывая оценки для можно показать, । о при /?<7г опера­
тор уравнения (4.2) действует вполне непрерывно и?. /* в Г., где 
гильбертово комплексное пространство числовых последовательностей. 
Элементы матрицы В также принадлежат этому пространству. Реше 
ине такой системы, принадлежащее С. можно найти методом редук­
ции [9].

Отметим, что при А->оо имеем точное решение задачи для сплош­
ного полупространства [1.2]. Как и в случае сплошного по гу простран­
ства, напряжения под штампом имеют корневою особенное г ь. умно­
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женную ня осциллирующие множители cos}dn(</— о), slnjxlnfa—л). При 
решении бесконечных систем следует учесть равенства Re II 
=1ա)Ն. »=0, которые вытекают из (4.1), свойств полиномов Якоби и 
четности функций 5(х) и Л(х). Аналогично может быть решена кон­
тактная задача для упругого слоя с шаровой полостью или с упру­
гим (жестким) шаровым ядром.

ROYND I LANE STAMP WITH ADHESION ON ELASTIC HALFSPACE 
WITH SPHERICAL CAVITY

V. S. PROTZENKO

ԳՆԴԱՅԻՆ ԽՈՌՈՉՈՎ ԱՌԱՉԴԱԿԱՆ ԿԻՈԱՏԱՐԱԾՈհԹՅԱՆ ՎՐԱ 
ԱՄՐԱԿՑՎԱԾ ՀԱՐԹ ԿԼՈՐ ԴՐՈԾՄԸ

•է. Ս. ՊՐՈՅհՆԿՈ

II. մ փ и փ и լ մ

ձարթ դրոշմի համար ոչ աոս/նրրասիմ եսւրիկ կոնտակտային խնղիրր 
բհրված Լ Հինդ գծային հանրա Հաշվական հավասարումների անվերշ Հա­
մակարգի Համ ախմ րության, որոնէք համար կիրաոելի Լ ոեդոէկյյիա քի մե- 
իոգր: Այստեղ Լական ղեր են խաղում Լամեի հավասարումների վեկտո­
րական լուծումների գլանային կոորդինատական Համակարգիր գնդայինի 
վերավերI ուծ ո tpյ ան ր tnն ա ?. ևերրt
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ливчачаъ шц %ьзпьмпьиьрь ачйл-ыгьийь эньми/н^
ИЗВЕСТИЯ ЛК А ДЕМИ И ИЛУ КА Р М Я ИСКРИ ССР 

1ГЬ[ишБ|11|иа ХИ, № 4, 1988 Механика

УДК 539.3.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В ПЛАСТИНЕ С 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ШАЙБОЙ И ПРЯМОЛИНЕЙНЫМ ТОНКИМ

У ПР У Г И М В К Л ЮЧ Е И И ЕМ
ГРИЛИНКИП Д. В, ОПАНАСОВИЧ 3. к. тисовскип л. о.

Исследуем состояние упругого равновесия в пластине, содержа­
щей упругую эллиптическую шайбу 50 с полуосями а. Ь, ограничен­
ную контуром Ао. и прямолинейное тонкое упругое включение длины 
2/, ширины 2А (фиг. I). На линиях раздела материалов имею։ место 
условия идеального механического контакта. Пластина находится иод 
действием системы заданных силовых факторов.

Центр шайбы, точку О, свяжем с декартовой системой координат 
хОу, а в центре тонкого включения, точке О\, поместим начало локаль­
ной системы координат л^О^ь причем ось О։л’։ совпадает со средин­
ной линией включения и образует угол ц с осью л*.

Фиг. 1

Величины, характеризующие шайбу, будем обозначать индексом 
О, включение—индексом I, матрицу—без индексов.

Граничные условия на линиях раздела материалов можно пред­
ставить следующим образом: 
для шайбы
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|.У(<)4-«Г(01=|Л'(0+Щ01». /֊|«(0+М0|=4,1«(0+М')1„.
01 (л

(I) 
для тонкого включения

( ? у— 1֊ :Лу )[у։-±1,—( = у — / “Л у )։;у։ - ±и

— («4֊/г')1 =-^֊(//4֊й')։ 4-/; (2)
ОЛ, ||.| ^Г/ <7А'։ У1 3:4

Здесь Л'(7), Т(/) —нормальная и касательная составные вектора 
напряжений на контуре шайбы; и, V и з... -Лу—соответственно компо­
ненты вектора перемещений л тензора напряжений, ?—поворот вклю­
чения как жесткого целого.

Для решения задачи применим aiJii.4p.Ti теории функций комплекс­
ного пермеппого [1|. Комплексные потенциалы Колосова-Мусхелишви- 
ли Ф(г), 'Пг). в силу линейности, представим в виде

Ф(г)=Ф<(г)-гФ0(^) :-Ф։(г), М^)='’\(г)֊Ь^о(')4֊^(') (3)
где функции Ф»(г). '1\(г) определяют напряженно-деформированное 
состояние в однородной пластине при действии заданной системы 
внешних силовых факторов и считаются известными: потенциалы 
Ф^г), Н\(г) характеризуют состояние упругого равновесия в пласти­
не с тонким включением, а Ф..(с), 'Г0(г)-в пластине с шайбой 50.

Считая включение пластиной малой ширины [2]. будем иметь

(«уНуД “ (*у ~ Ч>)Г = '(*). И /

֊ (// -Н’ц); - ֊(// 4- /0֊= —ЛГ(х), |х}< I 
ОХ ОХ Н ։

(=г - *ЧУ)< + (’у - 'ЧЛ = Н՜ 1 1 1 ' 2 +

г2/ф-)4-2ЛГ(х) |. |л-| •(

-^-(«4-Л.՛)) | -֊ С'4֊/'Ч = — - ֊ |2'։/<(*) 1(^-1 )Л!(л֊)- 
дх ох ։ч(1-1*%>)

2/<(л)-2М(х)|. |х|</ (4)

Соотношения (4) представляют собой модель тонкого упругого 
включения. Здесь /\(х). Л1(х) подлежащие определению функции, а 
значками и « обозначены граничные шачения функций соот­
ветственно при //г*՜։ 0 и //,-* 0. Для простоты в (4) и далее индекс 
1 у переменной х опускаем.

Используя известные нрелставлспия напряжений и перемещений 
через функции комплексной։ переменного [I]. а также зависимости 
(4) и соотношения (3). из граничных хсливий (I), (2) получим кра­
евые задачи
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Ф?(М-Ф„- ('«)+Ф£(О-Ф№)+ /?о (4)֊/г;('.)1=0. /о €
^0

|Ф1(.х:)-Ц(х)] -|Ф։(х)-91(х)|- = 2МК/(х), |л-|^7

|хФДх)4-П1(л')Г-1хФ,(л9+2Хл)]-^2/Л^ М'(л), )х|</ (5)
14

«Ф (/0)-фД7։)-^-’/?(<„)- ^֊НбФ-(/„)-фД7(,)- 
«‘о го “‘о

^е/-о

1Ф։(х)1<Д(х)| ч [Ф։(л-)хр1(х)|֊ = -5-|(1-/.։)Л'(л')֊1
1 Л Х|

- 2М(х)4-2К(д) : 2/И(х)]-2Р(х)-г \х\<1

|/.ф։(л-)-й։(*)| : рФ1(л)֊О1(л)|֊ « ------12х։/<(х) +
И10 ~4)

4-(х։-1)/И(л-)-2К(7) -2М(Т)|-2Т(х)514-2/^- 7, (6)

Здесь

/?(г)=гФ(г) + Ч‘(г)

Й(г)=Ф(г) НФ'(г)+Н7), Ф(г)-Ф(1)

Р(л)=ФДА') Ф^?)^-г1а/?г(Л) 

Т(х)=х(1 |-л)Фр(/¥)֊Р(л-). А'=х^!2-0,

(р(2)“/*(■։) А/-)՛ л'.1. у0 -координаты центра тонкого включения в 

системе координат л'Оу.

Используя результаты работ [3, 4. 5. 2]. прсдстаннм комплексные 
потенциалы задачи в виде

г

^К’(0+ —Л1'(ОI

[ -хК'(/)+^-ЛГ(/) 7>-У։ К'(П ] .Н (/)

7՛-֊ (Г-г)8
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гле 7о. $(/) —неизвестная комплекснозначная функция. От­
метим при этом, что выбор комплексных потенциалов в виде (7) поз­
воляет тождественно удовлетворить соотношения (5).

Подставная выражения для функций ФДг), Ч’д?) (/-О, 1) в 
условия (6) и используя известные результаты для граничных значе­
ний интегралов типа Коши [4]. получим систему трех сингулярных 
интегродифферекцнальных уравнений для определения неизвестных 
функций скачка

«О®֊֊ [1А„еЗЮт41,е.«)адЫ-֊ •>
2га 1 /х(1+х)и

1

х 8)Л1'(Ч+/-։<(։- 6)^Ё)+115(Е. 0)К'(0+Д„(Ьок’Пййе ֊
-1

=/М°)’ О<5<2”

— ш-окм 2<И(Г.)4-2Л'(О-։ 2М(г,)1- [4^-
14֊ Х։ /г.(1֊г*).' с—

 Л 2 .'аГ(О^ 

/ 14 -(1 } Хф)։֊ч

2?г

с2гл.!
о

М<1
—4~■ |2,,К(О : ։)Ш)֊2^Й֊ЙЙШ1 - V /,2ГТ X
р։(1+-х) / "(14-*)

1 I 2.-֊
X (Ж1_ | +^_ р4։։(^

,.՛ с— Г. I -(1 -7.) «, у 5— 2гс,'
֊1 ֊։ о

X М(’-) 4 Аа}(т. у.)р(^|^=/>3(т;1), И| < 1 (8)

которая имеет единственное решение при выполнении условий равно­
весия тонкого включения и однозначности перемещений при обходе 
его контура

I I I
| К'(։)^։-0. рИ'(;)<й=0. Егп | :К’(;)Л=0 <9)

֊։ - ։ -1

В соотношениях (8). (9) вне тепы <?бозначеиня

/ /- 0)=с 1 •■> ((>) I 1,1
” " <./(0) 4т)-О1(5) |и(^)-«>(0)

____ *
Л (-. I с 1--=^=֊
“ ш'(6) ф(т) —е>(0) В'>(-)—«»(0)
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_р_ [. _ ^(&) Т֊ш(6) I е*
ид | и»'(9) г —Ш(9) ]т’-ц»(б)

Р [ и> (6) Т — ш(6) ] е~Ь
Р։ | о'(9) Т՝-^) |Г-Ц9)

^։5(5.6) = г
и/(6) г-а(9) I е11

о'(9) Т— и>(С՛) 17’—и>{9)

и> (9) Т- оцб) I е֊^ 
17(9) Г-о(9) |Т-ш(9)£։«(-• 6) = ь~^

Т|) -
Г1 <°Ю-Х | “Ч-)

ш(:) —X X

г,) - 1-е-՝՛"
ш(') — Т * «»(т) — X

-1-,-И֊-^1֊^
о(-с)—X I ш(х) — X

и»(9)=а(со59-^йяп9), г=Ыа, 7=/и<а4-ге, Х=/^*4-гв

^) = чх)-х

.......- й//6)
р,(в)=*Ф,(9)+<Ф.(։ж==

X. 4-1-1-£•(*+!) ,д=^х-ж։, с=1-£1 
Р Р Р

Ш(9)ф'.(в)+ «■,(«)

. ( 1 Х(Л')+ ( ! >Ф.(ЛЛ- ( ' ) г-»'-(ЛФ.(Л) + 
рМ/ \* / \-1 / \-1 /

-М\(Х))-2Ь-^*з.
Но

Дискретизуя систему сингулярных интегродифференцнальных урав­
нений (8) и условий (9) с использованием численного метода механи­
ческих квадратур [4], приходим к системе линейных алгебраических 
уравнений. Решив ее, можно определить напряженно-деформирован­
ное состояние в произвольной течке пластины.

Для случая растяжения пластины равномерно распределенными 
усилиями Н, (Ф.(։)®Г=-(^+ЛГ|), Т.(г)=Г'=֊ ֊(Л1-Лг|)г՜’", 

- \ 4 2
угол между направлением усжлия в осью был проведен 

численный анализ решения задачи. Для определения коэффициентов 
интенсивности напряжений К1 (/=1,4) в вершинах включения исполь­
зовались формулы
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Здесь у = I для левого конца, у =2 для правого конца (в локальной 
системе координат), .И—число узлов интерполяции, четное натураль­
ное число

Кроме того, з случае эллиптического отверстия, напряжения на 
его контуре определялись на основании соотношения

- 4Ке
2=

I г
2~1у «>(•:) — 

о
Вычисления проводились при следующих значениях безразмерных 

параметров- у01<7=0: А//=0.1; о//=1; х0=х1-х=з2; Л'։-0. а-0, ?=к/2. 
При этом, как тестовая, вначале рассматривалась задача о растяже­
нии пластины с круглой шайбой и тонким включением. Полученные ре­
зультаты численного расчета сравнивались с результатами работы [6]. 
где при решении этой же задачи использован иной подход. Установле­
но. что для коэффициентов интенсивности напряжений максимальная

Фиг. 2 Фиг. 3

На фиг 2. 3 представлены зависимсстн приведенных коэффициен­
тов интенсивности напряжений К} —К//(/7 М) в вершнмах включения 
от расстояния <7 при /и =( I—-г6/а)=0,5 и различных относи- 
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тельных жесткостях тонкого включения. На фиг. 2 относительная 
жесткость шайбы равна 0,2, а на фаг. 3 р1(,ф^5. Сплошными 
линиями показаны значения коэффициентов интенсивности напряжё­
нно в ближней к шайбе иеошине в:<л: •"֊ап л нггрнх< ՛ ми-в дальней. 
В верхней части рисунка ”ри ординатах б льше нуля приведены гра­
фики для К,, в нижней—для при л ом К '=0. Из рассмотре­
ния приведенных численных результатов видно, что шайбз незначи­
тельно влияет на концентрацию напряжений в окрестности вершил 
включения, так на расстоянии между ними равном 1,5 полудлинам 
прослойки взаимодействие прекращается.

Распределение напряжений з4' = =(,/?/, ио контуру отверстия при 
х0//—3 и различных значениях т показано на фиг. 4. Сплошные ли­
нии построены для пластины с отверстием к трещиной, штриховые— 
для пластины только с отверстием. Для упругого включения исследу­
емые зависимости лежа; между сплошной и штриховой линиями, при 
эюм следует отметить, что в заданном случае взаимного расположе­
ния прослойки и отверстия наличие включения, материал которого 
жестче материала матрицы, нс приводит к перераспределению концен­
трации напряжений на контуре после щего. го есть искомые зависи­
мости представляются на фиг. -1 штриховыми линиями.

STRESS DISTRIBUTION IX TH!. PLATE WITH AX ELLIPTICAL 
WASHER AND STR AIOI IT THIN ELASTIC INCH SION

D. V. GR1L1TSKI. V. K. OPANASOWITH, I .O. T15OWSKI
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1ДРП1‘1П,ЬСЬ PttMudMFP. ||1Պ/ԼԱԴ1»Ծ ԱԴԱՋԴԱԿԱՆ ԲԱՐԱԿ 
ՆԵՐԴՐԱԿ ԵՎ Ա1»ՊՏԱԿԱՆ ՏԱՓՕՂԱԿ ՊԱՐՈԻՆԱԿՈՂ 1ПЦП1’1Г

Դ. վ. ԳՐհԼհՑԿԻ. Վ. «I. ՕՊԱՆԱ11Լ. 0. ՏԻՍՈՎՍհԻ

II. մ փ и փ ո i մ՛

Դիտարկված Լ կամայական ձեով տեղադրված Էլիպտական տափօղակ ե 
ուղւլազիծ րարտկապատ ասաձդական ներդրակ պարոմւ ակող անվերջ սալում 
քարված ային դեֆորմ արված վիճակը որոշելու խնդիրը։ Կոմպլեըս փոփօխա- 
կանի ֆունկցիաների տեսութ յան մեթոդների օդնութ յամը խնդիրը բերվում ( 
երեր սինդսւլյար ինտեդրուդիֆերհնէյիալ Հավասարումների հետազոտմանը։ 
Ստացված ’տմակարդի թվային լուծումը կատարված Լ մ եխանիկական рш> 
ո ա կ ո լսացմ ան մեթոդով։

Խնդրի տարրեր պարամետրերի համար կատարված / բարակ ներդրակի 
դադաթն երւէէ մ [արումների ինտենսիվութ յան դиրծ ակիցն երի և է լի էդ տա կան 
անցբի եդրադծով լարումների բաշխման թվային մանրամասն հետազոտ,.
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ZlUWilEb ищ %bSnbmi‘Wj|։l> UJiUWI«U.3b SIAEMUW
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК A P M Я 11 С КОП CCP

ИЦиши^ш XL!. № 4. 1988 Мсхзник.т

УДК 539.319

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ О ДЕЙСТВИЙ ИМПУЛЬСОВ НА ГРАНИЦАХ 
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОГО РАЗРЕЗА ДВИЖУЩЕГОСЯ С 

ПОСТОЯННОЙ СКОРОСТЬЮ
БАГДОЕВ А Г.. МАРТИРОСЯН Л. II.

Плоские задачи о импульсах, приложенных к берегам трещины в 
анизотропной среде, решены в [I. 2, 3] Пространственная задача о 
трещине в изотропной среде рассмотрен:։ в [-1] В данной работе дает 
ся решение пространственной задачи о движущейся трещине с опре­
делением коэффициентов интенсивное।и напряжений. Производится 
оценка применимости метода [о] к пространственным задачам.

§ 1. Решение задачи о импульсе, приложенном к границам движу­
щейся трещи ны

В пространственной задаче, вводя компоненты вектора сме­
щения по осям .с, у, z, где л=л՜ -V/, л՛, у, г—неподвижная система 
координат, И-скорость трещины, /—время, можно сформулировать 
следующую задачу о полубесконечной движущейся трещине (у 0).

SvV-av.-0, |х|<оо, |г|<«с
ayv=3_(x. z, I), х<А); «։»0, х>0 (1.1)

Для простоты вначале выбирается нагрузка о. (х, z. t ) = 
- -РЦх—;) f.(z г,) где 5—дельта-функция, //—единичная
функция, Р, ?, '<— постоянные, &<Х).

Уравнения движения в перемещениях для изотропной среды в 
пространственном случае имеют вид

(«М։)у 0У«։=Дхих дх

dz
։= , д^__ д^

V дх' Г ду£ дг' ’

(а2—Ь~)—г Ь2^2ип—^хил

du>
дх ‘ ду dz
д* д' д'A1 = X_-2V-^_-j V'~
dt' dxdt дх1

(1.2

н нулевых начальных данных.
Решение ищется в виде интегральных трансформант Лапласа и 

Фурье по .г, г

Известия АН Армянской ССР, Механика, № <1
49



к 1.2.3 = 2 | | И։,2.зеX р(/• ?л‘ •

(1.3)

где *>—параметр преобразования Лапласа. Проведем разрезы плос­
кости а и выделим однозначные ветви функций 8,. [4]. Вводя также 
функции

ил = С/1՜ ф- и , = =֊-Й~-4-Р1, £> ; =.---- — ехр(—4я1—/;л—'$). 1֊! =0 

где индекс показывает, в какой полуплоскости функции аналитичны, 
можно из (1-3). (1.1) получить следующее уравнение Впнера Хопфа:

4/^(1/։С0) ։В։ Л /•ь=(9--|֊9-).'?.Г/:’

/?±(^ 7) » ..__ ??Л=-ехр
У К а* _ а

х)1п (1.4)

/?(*. 7).-=(В’-а>-;«)Ч4(7’ +?)?&> 'Ф?’ 7) =0

Со= 4[(1—£՜2У‘)(1-а ֊ 1/։) |«|4<(1-и^-2)(1-1/«а-8)-( Рд֊ 2֊2)’ |՜

з* =(^~^’)- 1/’)|

₽*=/( Усп֊4-!)(■։*—аЬ Мл1’ съ—сК 

где есть корень функции Релся.
V Рехр(—-Л—ас/—Т21)

Обозначим /(а, у) =-------- V՜/7——~ И пРедставим ФУНК|^НЮ

/(։, 7) в виде /(«»1)=/+(я, 7)ф/-(«Л),

/֊м [*'г՛՝ - 3,:д2|(гя.т)ехр(-зд-Ьг;-кУ.1) ■ .

о±(’. •;)= я/17—О , ДЙ«, Т)=1/О±(«. 7)

Подставляя (1.5) в (1.4) и решая уравнение Винера-Хопфа по а. можно 
получить, в частности,

й-=-/֊(а,Т)?֊(а,7)А՝(7։1) (1.6)

Сделаем видоизменение аналогично (5| для функций по не
ременной а
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eT
DJ։, ■;)=!+ rbiïLllda, i) ■(,. ï)= i + i'^u- ï1 du (1.7)

J и ± -1 J и ± a
4 ’ »?

Л(«- 7)=^(«, 7)exp[xf//, 7)|, /'2(ü, 7) = - ?exp(-z)
4(z? + *J։) -։ '' 7 Гг \ / l/։ \------- .-------- r---------------?= « P (։“)(‘-^)1 j; 1 (<“")(и_’г)

T>֊ lln2ni J
/?GH)

На плоскости x, z решение можно .••аписать и форме Смирнова- 
Соболева в виде двукратных интегралов. Удобно для получения реше­
ния около края трещины ввести чапие-. (л£>0» у-0)

О-}-4«» Л>
□ ч=| (1з | | □ (а, 7)ехр(5/4-хал4֊х\5)4։г/т (1.8)

5 1-я — гч
При .г֊֊-|-0 имеем а֊*оо, что позиоляе։ вычислить последний интеграл 
и после обращения преобразований | I ] и некоторых несложных вычис­
лений получить

g —____?___  ие/А/у//2—_31__ \(___—1 f֊i 1
> 2^/^U dt \l ^-V’/bhÆ’֊V" I 1 f2 /2 4՜

(1/9

’? L

_/֊֊ v__  (z-T))’ ,
c^-V՝՝ T" = ~ТП- + Тру. ՛ <-՜

'»֊(2֊4h?+^j/1 - <e„- П(т?)'=о. «=1.2.3

где четко выделены отраженные 01 движущейся трещины и идущие 
от приложенной силы волны, имеющие скорости /й— И2- Ь случае 
2֊>1р .г->֊гО получится решение в виде (1.9), где надо подставить

с /-------------------- с2
I? = — с2— \7* V 'Г‘п~^(еп ~ ’ т1д ~ с-2 0

л г л
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Из (1.9), отбрасывая формально - 41
2-f dt J

полагая 7=0 и

делая замену в интеграле по «=^(1 — тп И) ։, можно получить реше­
ние для плоской задачи, которое находится аналогично (1 9)

Fi(u)yru^a-[du

у’с^-Т Z

V(t -֊)-։ Hlb֊՝-T) (1.10)

где £> лается (1.7), где полагается ''֊-0 и производится замена 
«=•/}։(!— ^У)՜’ в интеграле. Из (1.10) можно получить коэффициент 
интенсивности напряжений. Полагая ^=0, ;~0, л- — 0. можно ре­
шить исходную задачу методом Винера-Хопфа. Тогда для коэффи­
циента интенсивности напряжений получится, как и в [4]

p/2fa(cl-Vl) W֊')
УУ “ 41гХ)Гф|՜cffiFHyiT 

где
«.՛,

D֊'(0,oo)=l + da = y^.
J и У c^— V*

I
<!,

Ft(u) =«=-»(м)ехр(-«(«)), *(«)= —y | In
Z^l .. Лд’/ ՝ d\

§ 2. Случай силы, приложенной в начальном положении трещины

Вместо (I.I) согласно [6] следует записать при у=0 и |г|<оо

СхУ=°Уг=0’ ИО (2.1)
5vy— — Р;'(л։4-Vt —B)$(z—-г), л*<0, «0, л>0

Для задачи (2.1) получим уравнение Винера-Хопфа в виде (1.4), где 
Q =P|4i:’( Vai—s)]-1exp[— s-t— (S— I7-)?/— /77.]

Решая это уравнение и проводя обратное преобразование по а, 7, 5 
на плоскости у-0, можно получить аналогично § 1 значение ауу при 
х>0. При л՞—>-р 0 для коэффициента интенсивности напряжений по­
лучим 
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—ев?

в + в Т
[/*,(«■ Т) аи ) /ьГ^~^(ч) Л _ |~Л(«- № _

и 1+«1' I (1+и»;И'/А к ■’ ^-ч Л1+и«+))^ 
а|- «; 

։____
С ч) \' ~ |^ 2)
3 (а+֊гг)(1֊Н'И//0(к֊^ -Ь ’,։) । 

• <хо — С>
Ч=/—х-(г—V,)* —/ва,(, /0= Ут—$

:,=1 + +֊ к 24 , -,,=а - - Я+- 24
'о 'о ‘0

Полученные формулы можно сравнить с решением плоской задачи [5]

Птг 2т.хь = ]/ -[_а , - ֊77^- "('- ֊« > (2-3)

г(О=1-яр/г-^г‘н(^1-А)֊ Г^т/^С1 Л,Н(4 ֊-Д) 

1՝ 
ь՜'

Вг==} - ^(м)-=-;(и)ехр(7.(и)), /-։(«)=-;(//)ехр(—/.)
<1՜*

\(и)= — и*}՛ /?՜2 игУ и*—а՜5 [(£-’—2к։)4-{- 16?/’(А 5—//’)(/?—а՜ г)|

ь՜' ь՜*

.) 1 —и1 ~ ? а — иа՝*1 л՜1
у(з)=агс!§|4'>2> Ь՜՛1 — з2} а2— а~։ (Ь - 2я2)~։|

/=/(/), /=/(/). £в(/-:)/(М)

Из (2.2). отбрасывая формально интеграл---- — -֊- I и пола-
27:/ д1 ./

гая 7 = 0 и делая замену в интеграле ио ч, к = -^(|- тД7) л, можно по­
лучить (2.3). И обратно, заменяя в (2.3) I через Г-^г. умножая ин- 

Iт.еграл на у — и интегрируя но у, получим (2.2). Полученное со­

ответствие пространственной и плоской задач дает основание предпо­
лагать, что и для переменной скорости указанное соответствие имеет 



место. При этом коэффициент интенсивности напряжений простран 
ственной задачи при перемени й скорости даётся (2.2).

Аналогично |5] можно, зная величины для частного вида 
грузки ((1.9), (2.2)1. найти значение ~v при произвольной S-fx.t, I)

=у| = - 11 |c>(z՛ л*5 ՝*z՝ 't 
-х О

THE SOLUTION 01՝ I RGELEM ABOUT IMPULSES ACTINO ON 
BOUNDARY OH SEMI-INFINITE CUT MOVING WITH 

CONSTANT VELOCITY
A. Ci. BAGNOEV. N. MARTIROSIAN

2UJJSU.SIII4. U.llU.4TiHH:.0.li|! (.U.l'd-ejl'l, UI-llU.'J.VI.bPA> лЬ'Ц-’b bfl.l’bPb
4PU. ‘il’PUJl’I.IMT 1’1Г‘ППН,иъЬР1՛ иди В П1՛ HUA. I.A.'l-Pb l.ni'UllbUT

II.. T. nmnii'I.. U. k imi'SI'l'nilBlkl.

U. if ijl II l|l 11 I J

LLplftll mfflimUim'bflttlll Ulf! iff! Ill / tUtlUl&tfUllfUlil fltfllUl/IIIUf Jhu,li.u4Pnth

J'ui ti m ш tun >ii uipuiqnifltin tip 2 lu p <՛ tfnq l/fi U ut *։ Ul p fl nt fl J Ш ft uiLup ntULtjttrf uLqpft

fllbtffipp, llft/t l.lfpt.pfl tfput Ifftpilllttftllti Lit fit)' ii(n> full l.pi fnitnufp i/mliifnid {

fl'll titLtf pUlf i.ttint[tnf"i>ipjticlrfi lipfi til. fin if inf, {ibiu/hu 

•iuijuiy tftniftit fntnI/mil/> lilfmuid'miip 4,fiiilty֊£nu(!f>[i

limit &кцру hifppii ntqqm 
if I. fin if fl !f ft fttu nd tilliP: I,UI

pttiifiihpft flilllllliiufltfllt.fi JUlil tffipti Ullfyfl iUlJuip utnuigtfmb Lit uftuptf mp

in ui inj mnt fl j и i. fi 1/ h p :

.'I И Г E P A T У I» A

2.

3.

4.

Ьагдоеа А Г. Определение фундаментальных решений для уравнений ма.ннюуц 
ругости. -Изв. ЛИ ЛрмССР Механика. 1971. г 27. №2. с. 15—23.

Мартиросян .4 //. Решение нестзннонарнон |ргиич։юй задачи для маплппуиругМ 
среды -Изв. \Н АрмССР, Механика. 1974, 1 27. №6. с. 33—13.

Багдаее А. Г., Мартиросян /1. Н. Решение ряда нестационарных пространственных 
задач для сплошной среды при наличии сосредоточенных нм ул։,сон,—Млн. А1 
АрмССР, Механика. 1974. т. 27. Л?3. ст. 10—20.

Мартиросян А. II. О нестационарном движении упругого пространства с нелшо- 
ПММ, 1976, т. ‘10. №3. с. 544-553.

Сарайкин В 1 . Слепян .7. //. Плоская задач., о динамике трещины и упругом 
теле.-МТТ. 1979. №4, с 54-73.

5

6 ireund L B. Crack-propagation in .in elastic solid subjected ։o general odig. I 
II J. Meeh. P.lys. solids 1972(11, p. 129. (II) p 141, vol. 20.

Институт механики ЛИ Армянской ССР
Армянский не.тагмцческнй ннсги. ՛. им. X. Абозчна

Поступила в редакцию
29. IX. 1987

51



ՀԱՅԿԱԿԱՆ II1Ա ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ ПАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մ1>|սաէ|ւ1|ա ՃԼԼ № 4, 1988 Механика

УДК 539.376

ИССЛЕДОВАНИЕ АНИЗОТРОПИИ ПОЛЗУЧЕСТИ БЕТОНА ПРИ 
МАЛОИИКЛОВОИ СЖИМАЮЩЕЙ НАГРУЗКЕ

КОТИКЯН Р. л.

В данной работе приводятся результаты исследований нелиней­
ной ползучести бетона при малоцикловом нагружении в зависимости 
от возраста бетона к моменту за: р\ женин и направления сжимающей 
нагрузки по отношению к слоям бетонирования, то есть в тух взаим­
ноперпендикулярных направлениях. Опыты проводились на призма­
тических образцах сечением 7X7 см. высотой 28 см. изготовленных, из 
вибрированвого тяжелого бетона на базальтовом щебне, кварцевом 
леске и портланд-цементе активностью 50 МПа. Состав бетона 1:3,68: 
:5,21. Всего было приготовлено четыре замеса бетона п из каждого 
изготовлено 90 призм, из коих: 42 бетонировались в вертикальных фор­
мах для испытании перпендикулярно слоям бетонирования, а осталь­
ные в горизонтальных формах для испытаний параллельно слоям бе­
тонирования. Для краткости дальнейшего изложения первые условия 
обозначим образцами ПЕС, а вторые— образцами ПАС. В процессе 
длительных опытов в помещении лаборатории температура воздуха 
Т = 22±-1 С, а относительная влажность Р = 72±10%.

Для исследования ползучести бетона при постоянных и малоцик­
ловых нагрузках образны ПЕС и ПАС были загружены в возрасте <т) 
7,28 и 226 сут., причем, и каждом возрасте тремя разными уровнями 
нагружения: 0,25: 0.50 и 0.75. Назначение режимов нагружения образ­
цов исходило из сушестиукяпнх исследований линейной ՛. нелинейной 
ползучести бетона. Как известно, при иагружеянн бетона в молодом 
возрасте высокими напряжениями интенсивный рост прочности бетона 
во времени приводит к тому, что нелинейная ползучесть носи- скоро- 
проходящий характер, а при нагружении бетона в старом возрасте 
степень нелинейности ползучести во ։ремени увеличивается. Именно 
по этой причине для молодого бетона ьриня՜! более непродолжитель­
ный интервал времени никла. Сравнительно непродолжительные цик­
лы были приняты и для уменьшения продолжительности опытов. При 
исследовании ползучести бетона при малоцнклоВом нагружении в каж­
дом возрасте одинаковым уровнем напряжения загружались по 10—12 
образцов ПЕС и ПАС, большая часть которых в разное время подвер­
галась кратковременным испытаниям. Образны по 2 шт. из каждой 
разновидности нспытывлись после разгрузок циклических нагрузок и 
«отдыхов», так что в итоге после отдыхов вторых циклов длительному 
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загружению подвергались 2 4 образца. Эти испытания необходимы 
были для оценки влияния циклических нагрузок и «отдыхов» на упру­
го-мгновенные деформации при загружении и разгрузке, на модуль 
деформации и правильность оценки деформаций ползучести. Статисти­
ческая обработка экспериментальных данных показала, что показа­
тель точности эксперимента в большинстве случаев не превышает 7%, 
при коэффициенте вариация \=8.5%.

Таблица I
Ползучесть бетона при постоянных н циклических сжимающих нагрузках

1 
(сут.) (сут.)

Дефе рмацин ползучести 
образцов .п 105. загру­
женных нагрузками: нос 
ю.чнпынп (числитель?, 
циклически«։։ (знамена­

тель)

Коэффициент 
анизотропия 
но ползучес­
ти при наг­
рузках: пос- 
.ояииыми 
(числитель), 
циклически­
ми (знзясиа- 
-ель) 5/И|,р

Отношение деформаций 
ползучести образной, загру­
женных постоянными наг­
рузками к деформациям 

ползучести образцов, загру­
женных циклическими 

нагрузками
образцов 

ПЕС при т РПп
образцов

ПЛСпряа К,1р
образцов

ПЕСприз R..,,
образцов 

1ЛС при а R, р
0.25 0.50 0.75 0.250.50 0.75 0.25|0.50|0.75 0.25,0,50 0.75 0.25|0.50,0.75

7.0 ll.fi .. 6.0 11.2 18.0 1.11 1.04 1 .07
1.23 1.18 1.54 1,357 5.0 9.4 16.3 3.9 9.0 13.3 1 -28 1,04 1.23 1.40 1.24

3.7 6.8 16.0 3,2 6.4 12.0 1.16 1.06 ։ .з.-
1.23 1.19 1.03 1.02 0.9460 28 3.0 5.8 13,4 3-1 6.3 12.7 0.97 0.92 Ь0( 1.17

226 0.80 6.2 1.0 1.8 1.6 0,80 1.7? 1.35
1.33 0.97 0.83 1.25 1.29 0»810.60 3.3 7.5 0.8 1.4 5.7 0.75 2.36 1.31

7
8.0 14.0 22.5 7.5 13.2 20.4 1.07 1.05 1.10 1.21 Ы7 Ы1 1.41 1 .14 1,27
6.6 12.0 20.2 5.3 п.ь 10-1 1.24 1.03 1.26

300 28 5.2
4,9

9.6
7.5

20.8
17,8

5,0
4.6՜

8.8
9.8

16.0
17.2

1.04
1.0/

1.09
0,77

1.30
1.03 1.06 1.28 1.17 1 »08 0.90 0,93

226
1,7
1.4

4,6
4.8

8-5
Ь.2

1.6
1.3

3,5
3.6

6.6
8-8

1,06
1.08

1.37
1.33

1.29
1.16 1.21 1.00 0.83 1 -23 0,97 0,7.5

Для анализа, как качественно и количественно влияет цикличес­
кая нагрузка на ползучесть бетона и степень его анизотропии по пол­
зучести, обратимся к табл. 1.. где приведены экспериментальные зна­
чения деформаций ползучести при длительностях за гружен и я-60 и 300 
сут. Как видим, отношение ползучести образцов, загруженных посто­
янными нагрузками к ползучести образцов, загруженных циклически­
ми нагрузками, в большинстве случаев больше единицы. Это соотноше­
ние не зависит от длительности загружс пня. уменьшается и с увели­
чением г и при ( -60 сут., г = 226 сут.; соотношение =,7?щ.^0,5 ста­
новился меньше единицы, то есть в этом случае ползучесть образцов, 
загруженных циклическими п<н р\ <камп. уже больше ползучести об­
разцов, загруженных постоянными нагрузками. При /=300 сут. это 
обстоятельство имеет место и при т=28 сут. з7?п?>0.5. Рассмотрим 
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теперь, как изменяется коэффициент анизотропии бетона по деформа­
циям ползучести (Кп). который представляет отношение деформаций 
ползучести образцов ПЕС к деформациям ползучести образцов ПАС. 
Как видим, как при постоянных, так и циклических нагрузках ползу­
честь образцов ПЕС больше ползучести образцов ПАС.

Одной из целей настоящей работы являлось исследование примени 
емости теории упруго-ползучего тела [:] к описанию ползучести бе­
тона при переменных режимах загружены* и разгрузок с учетом нели­
нейности деформаций и анизотропии материала. Согласно этой теории 
мера ползучести стареющего бетона представляется в следующем 
виде:

С((, т)=<р(г)/(/— г) (1)

Формула (1) не учитывает анизотропию бетона, го есть бетон 
рассматривается как изотропный материал. Между тем. многочислен­
ными исследованиями К. С. Карапетяна [2]. К. С. Карапетяна и Р. А. 
Котикяна [3] и других установлено, что бетон в отношении прочности, 
модуля деформации и деформаций ползучести как при сжатии, так и 
при растяжении является существенно анизотропным материалом, а 
степень анизотропии зависит от различных факторов. Это ясно видно 
из данных табл. 1. а также фиг. 1 и 2, на которых сплошными линиями 
показаны экспериментальные кривые ползучести призм, испытанных 
перпендикулярно и паралельно слоям бетонирования постоянными

32-10'

4*ИЦА>иеСГь 3&ГРУЖЕЧИЯ ВСУГМХ

} ГН'Р
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нагрузками. При описании этих кривых для меры ползучести была 
принята следующая зависимость:

С(/, -•)=/<’(.). С'(1, ’) (2)

где С(/,х)- мера ползучести образцов ПЕС, (У ((, ?)—.мера ползу­
чести образцов ПАС, а функция анизотропии ползучести.

Фиг. 2

Для описания меры ползучести образцов ПАС получена следующая 
зависимость:

(1Я9 \0,454- J±L \ | 1-(),5(4г -ул' I «г*«-00’*) | X 10 "
15 г "/

(3)

Как уже было показано (табл I), отношение ползучести образ­
цов ПЕС и ПАС существенно зависит от возраста бетона к моменту 
испытания т. Учитывая это. фигурирующая в зависимости (2) функция 
анизотропии ползучести Л? (т) и пределах данных опытов представля­
ется в следующем виде:

Л'*(т)=тг ]-Ь- (11
где а и b определяемые из опыта коэффициенты и их значения соот- 
ветствевн՛) составляют !,1 и 0,00168 Таким образом, на основании 
зависимостей (2), (3) и (4), для о.-шс-шкя меры ползучести образцов 
ПЕС получена следующая зависимость:

Л / 13-2 \C(t, 14-0,00168-) (0,45-r-F֊ )|1֊0.5(е 00 ՝')| 10 ° (5՝
\ 15 *- “/
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Как известно, согласно нелинейной теории ползучести [1]

.)=Г| 3}С(/,т) (6)

где Л|«]—некоторая функция напряжения, характеризующая нели­
нейную зависимость между напряжениями и деформациями ползучести. 
Согласно II. X. Арутюняну [I]

Л[а]^ао + 3а'' (7)

где ։, 3 и п—определяемые из опыта коэффициенты.
Исследования показали, что при т—7 сут. линейная зависимость 

между напряжениями и деформациями ползучести практически сох­
раняется до уровня напряжения 0.75; то есть /•’[з]=э.

Для т=28 и 226 сут. получены следующие значения коэффициен­
тов ? и п:

при тж=28 сут.

при --226 сут.

а —0,99999782 
3 = 0;00000218 
п «=4

(3>

2=0.999986 
?=0,000011 
/7=4

(9)

Фиг. 3
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На фиг. 1 и 2 теоретические кривые деформаций ползучести об­
разцов ПЕС и ПАС при постоянных напряжениях, показанные пунк­
тирными линиями, рассчитаны зависимостями мер ползучести (3) н 
(5) и соответствующей каждому т функцией напряжения. Как видим, 
сходимость экспериментальных и теоретических кривых весьма удов­
летворительно. Обратимые деформации ползучести определены из 
зависимости [4]

£:ш—*пОц '1) ’г) (Ю)

где гп(/р т։)—деформация ползучести в момент /։, вызванная напря­
жением £(-։), приложенным в момент ц, и постоянное во времени. 
£п(С’ %)—де ’■ •,?ация ползучести в момент /1։ вызванная напряже­
нием з(-2), , • ц, .^личине и противоположным по знаку напря­
жению з(?։; прил женнемм н момент и постоянное во времени.

Фиг. 4

На фиг. 3 и 4 приведены экспериментальные и теоретические кри­
вые ползучести бетона при малоцнклоэом нагружении. Теоретические 
кривые рассчитаны по формулам (3—6), а остаточные деформации 
ползучести определялись по формуле (10). Из этих фигур видно, что 
теория упрутоползучего «ела с уточнением (2) вполне удовлетвори 
•|елыю описывает экспериментальные кривые нелинейной ползучести 
стареющего бетона и при малоинкловон сжимающей нагрузке в двух 
взаимноперлендикуляриых напряжениях.



Выводы

I. Малоцнкловая сжимающая нагрузка приводит к уменьшению 
ползучести бетона. загруженного г. молодом возрасте С увеличением 
возраста бетона к моменту загружения положительное влияние мало- 
цикловой нагр\ гки уменьшается н уж при х>28 сут и с /?|ф - 0,5. 
независимо от направления сжимающей нагрузки но отношению к 
слоям бетонирования. П<»л.п честь образцов, загруженных малоцнк.ы- 
вой нагрузкой, больше н-чт о. чес i и обр .ннш. ».н рун -:синых постоянной 
нагрузкой.

2. Независимо <»։ т. / и с /?„г. как при постоянных, тик н при цик­
лических сжимающих нагрузках, ко »ффвияснг анизотропии бетона 
по деформациям ползучее։»! больше едшишы. • j ест». ползучесть образ­
цов. испытанных поперек слоев бегонир танин, больше, чем ползучесть 
образцов, испытанных вдоль слоев бс.оннрЬвзния

3. Теория упруго-ползучего тела с уточнением (2) вполне приме­
нима для описания экспериментальных кривых нелинейной пиллучести 
стареющего бетона при малопиклов <*.• -гружении в двух взаимно пер­
пендикулярных направлениях.

THE INVESTIGATION OF ANISOTROPE OF COHCRETI CRFEP 
UNDER SMALL CYCLIC COMPRESSIVE LOAD

R. A KOTIKIAS

,v
ՐԵՏՈՆԻ ՍՈՂՔԻ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊԻԱՅԻ ՃԵՏԱՋՈՏՈՒԹՅՈՒՆՐ. 

ՍԱԿԱՎԱՑԻԿԼԱՅԻՆ ՍԵՂՄՈՂ ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ռ. Ա. ԿՈՏԻԿ5ԱՆ

Ամփոփում

Աշխատանքում րերվոէմ են բետոնի ր- դծային սողքի հետաղոտուք} յան 
արդ յունրներր' կախված բետոնի Հասակից ե անիզոտրոպիա ից

ձետադոէոութշուներր էքոպց են տվեյ, որ սակավացիկյա էին սեղմող րս- 
րոլմն երբ բերում են երիտասարդ Հասակի բետոնի դեֆորմ ացիսւների մո- 
ղուլի մ եծացմ ան ե սողքի ղեկ-որմ ացիւսների փոքրացման։ ժետոնի աոաձ- 
դաակնթարքհսյին դեֆորմ արիաների մոդույր սակավ ացիկրււ յիէ։ սեղմոց 
բեռով բեռնավորման դեպքում մեծ քան րեոնաթափման դ/պքոէմ։ Ա- 
ււաձդասոդրաւին մարմնի <ոդքի տ huti ւթյոէն ր րնդուն ե/ի / ծերացող բե­
տոնի ոչ ղծային սողքի ղեէիորմա ցիանե րի ղրանցման Համար, ււակաէ/՚ա- 
[/իկրսյին բեոնավորման դեպքում. ան ի ղււ տ բո պ ի ա յի այվա tltttlf ով I
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