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Как известно, дисперсионное уравнение для линейной среды оди
наково как для бегущих, гак и для стоячих волн. В случае нелиней
ных волн в зависимости от подхода задачи получаются различные за
висимости. В настоящей заметке привозятся нелинейные уравнения 
для пластины и оболочки при бод-тих перемещениях. Оказываете։, 
сохранение или пренебрежение продольного инерционного члена в сис
теме уравнений движения существенно меняет картину повеления »юли 
модуляции при анализе па устойчивость Для простоты гго показа ю 
на примере одномерных задач.

I Уравнения движения пластинки имеют вид [I]

дТ. . д"и д-М д /~ (?то\ . (/*&—!•=,,//—, — — / Т. - ) —рй —
дх дР дх* дх\ ‘ дх/ д(3

(1.1)
.г ЕЬ .. ЕН3 ди . 1 /^и'\։ д*ы

1—' 12(1 дх 2\дх/ дх'

Как принято в теории нелинейных изгитшых колебаний, обычно инер
ционным членом первого уравнения (1.1) пренебрегают [1] и для ос
новной частоты шарнирно закрепленной («='«>= А1 = 0) пластинки 
получено выражение

. /Гп‘ Л’>? = ------------- --
0 12р(1 —Л) Р (1.2)

Этот же результат можно получить отличным от [1] путем, если пред

ставить решение (1.1) в виде

О—г — »-
«=?(/)51П у֊, •Ы'=/(/)31Пу (1.3)

Для бегущих воли (бесконечная среда) решение (1.1) также можно 
брать в форме (1.3), то есть

// = й$1п2-. К' = Л5!пт. -: = йл' —«>/ 
где а, /», й-постоянные.

(1.4)
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Тогда получится следующее дисперсионное уравнение:

(1

,. Ек ...при этом / ։ = ——— <г/г.

Систему (!.Н можно решать методом медленно меняющихся 
№ Л

плитуд [2] без дополнительного предположения =0.

Если искать решение в виде

п -«0 4 маг2'*- • н։с 2г, г£1=®и։г;,-|֊-»1с 4 (
где амплитуды ֊медленно меняющиеся функции от л՛ и С и приравв 
члены при одинаковых гармониках, полупим

<1~ > — й’к՛.«.՛/ 1 | — Л’Л2\ и։~ 1֊Ь ~ Л*лЛ
Лг ’ ։\ 3 ) 4 ։\ 12 /

(

При получении (1.7) учитывалось, что, так как основной явля< 

изгибная волна, для которой огибающая имеет скорость с =

(групповая скорость), го в уравнении для //(1 можно полагать 
д д Л— и. кроме того, принималось, что гам, где ад «О, равно н

и
дх

Теперь дисперсионное соотношение имеет вид

ш3 ш՜^ I —-у а։й։ =

Следует отметить, что если в (1.6) добавить члены та0. и. 
(и соответствующие сопряженные), то в порядке а' дисперсно 
соотношение (1.8) нс меняется.

Сравнивая (1.5) и (1.8), можно заметить отличие не толькс 
личины, но и знака нелинейного члена. Как известно [2.3], при 

\
—, ТТ <0 ) 1 дк’ да* / 

распадаются на солитоны, в то время, как при выполнении (1.5) 
устойчивы.

Такое отличие связано с удержанием в (1.1) инерционного 
на д'и^дР. При решении (1.4) на линиях -.—п- равны нулю и», 
и, а при (1.6) на этих линиях вместо «=(), по-видимому, выполи: 
7У^0 (оно, вообще, малое). 11 это приводит к тому, что для ; 
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пых волн в (1.8) нелинейное и линейное дисперсионные соотношения 
совпадают.

2. Этот же метод [2] можно применить при изучении одномерных 
осесимметричных волн в цилиндрически։։ оболочке при геометриче
ской нелинейности Тогда в левой части второю уравнения необходи
мо добавить член Т5:1{, где уже

•г /:հ . . ... АЛ к»
> “Т-------Нъ -»'• Հ . »)• ֊1 ,է

1 -V I - /?
Решение системы (2,1) ищется и виде

■J 5
Ц^Ц0 V //,.<' •֊ -и?. V “ i■ ՜1 К- С

in».l м-1

и для дисперсионною уравнения имеем

/11՝. 7 V г AW լ~*’ш= Шв(1 — А<г\, ----------А. A =------ г —----°՝ 0 м։-**) 12 Я*

(2.1)

(2.2)

(2.3)

/:Лг I&K* kW
՜4քՀ|_,«խՀ |8Х

Приведенная в (3| формула I- 1ы иш не верна и часи». 
касающаяся геометрической нелинейности, должна быть заменена h.i

(2.3).

ON DISPERSION EQUATIONS EOR FLEXIBLE PLA TE AND 
CYLINDRICAL SHELL

Л. G. BAGDOEV, L A. 4OVSISIAN

ՃԿՈՒՆ 11Ա1.1* ե«Լ ԳԼԱՆԱՅԻՆ M-ԱՂԱՆՈ՚հ ԴԻՍՊԷՐՍԻՈՆ 
2ԱՎԱՍԱ|’ՈԻՄՆԵՐհ 1ГЦ.11|»Ъ

U Դ ՈԱԳԴՈԽԼ. Լ. Ա. Մ||ՎՍ|'Ս31Լ1.

Ա if փ ո փ ո ւ մ
IIէպի հ զլանային թաղանթի Համար ստացված են միաչափ ղիսպերսիոն 

հավասարոէմներր' մեծ էմլվածրների ղեպրոէմ; Հ՛ո՛ւց Լ տրված, որ երկայնա
կան աեզաւիոխութ յւոնից ա n այտց ած իներցիոն անզամի արՀամարումր րե- 
րում Լ ա/իրային փաթեթի կայունntթյան. իսկ այն Հաշվի աոնելր՝ անկայու- 
նաթյան։
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ОПТИМАЛЬНОЕУСИЛЕНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ В ЗОНЕ КРАЕВОГО ЭФФЕКТА

Г НУНИ В Ц СТЛЧБОЛЦЯН в в

Очевидно. что вдали от торцов замкнутой цилиндрической оболог 
кн, работающей под действием внутреннего всестороннего давления, 
напряженнодсформированное состояние практически не меняется по 
ДЛШ1Г II lo.llHHHr I.ltcnicHHO проекту гбо.ТоЧКИ ПОСТОЯННОЙ ТОЛИГ1 
ни. при oi раничснии на прочность. пр<н шишо. тайн ть 6<»лее выгодный 
проект оболочки, усиленной у торцов накладками.

В работах [1. 2] на основе методов сплайн-фупкцип разработан 
алгоритм нахождения равнопрочной изотропной и анизо тронной обл- 
лички переменной толщины. (՝ учетом возможное геи rv.XHo.'ioi нческон 
реализации и эксплуатационных ограничений целесообразен проект 
оболочки кусочно-постоянной толщины наименьшего веса. Дополни 
тельный краевой эффект к накладка гглаж: нается плавным сопря
жением представляющим собой кубический рациональный сплайн [3]

Пусть замкнутая цилиндрическая оболочка радиуса /?, длины I. 
переменной толщины

Л։. 0<а^7, 

АГ

W-l'W ■

A., l.^x^i լ

Կ-Կ ! (I-О’ 
2(2~р} | I • pt

ht~hi I
2(2 Р)

֊(։֊0 .
(I)

■, ■՛ I

։ = (^т/Д'2. *=(*, -*,) 2. / /=(л-?)3։

заделана по торцам л=0. х I и находится под действием внутренне
го всестороннего давления д. Здесь /?^0—свободный параметр куби
ческого рационального сплайна.

Условие прочности для изотропной оболочки берется н виде

(2)

где з,х» ог> напряжения в продольном и кольцевом направлениях. 
[’1 допускаемое напряжение

Уравнение равновесия оболочки относительно прогиба ^и(х) имеет 
пнд
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E 
12(1-*’)

Z?<7 d2w Eh{x) 
2 ~dx2 ' & (3)

пр։։ граничных условиях

= 0, -— = 0 при х = О

(4)
^•и» ... <13к> _—= 0, ——0 при х = 1.2 с1х (1х3 !

Напряжения онроделяются ио формулам

1^1 Ег й2ю >Рд Е ՝<Ег й2՞®
Злл~ [-7= (!х-' "У~2/1 /г“'՜!—Л ~йх' (°

г£[—А/2, Л/2|—координата ио толщине оболочки.
Ставится задача нахождения функции Л(лг). минимизирующий

функционал при ограничениях |1) (I)

О-։
./• | //{A-W(.v) (6)

(I
Сформулированную 5адач\ можно представить в виде следую

щей задачи нелинейного программирования: 
найти вектор

(7) 

минимизирующий функцию У = ./(Л) при ограничениях

о<л։<л։, о</։</1</.'2. /^0 (8)
и ограничении (2). имеющем неявный характер

Проверка допустимости произвольного вектора X состоит, после
довательно, в проверке линейных неравенств (8). построении кривой 
h{x) согласно (I), решении краевой задачи (3), (4). подстановке па
ры функций //(д). ст(л) в (5) и. накоисл. проверке нелинейного нера
венства (2) для всех л‘С|0. /'2|

Для иллюстрации вышеизложенною рассматривается пример рас
чета оболочки со - '.тедующнма характеристиками:

|з|//?== 0,005, 7 = 0,3, </=10тПа

Краевая задача (3), ( I) при (I). решалась, как и в [1], методом 
силайи-коллокации. Прогибы оболочки œ(A’) аппроксимировались 
В-сплайнамн пятен степени в 200 равноотстоящих по длине оболочки 
узлах коллокации. Результаты расчета искомой толщины А(.г) при
ведены на фиг. I (кривая 2) Для сравнения приведены также рас
четные толщины Л(л*) для равнопрочной оболочки [I] (кривая 3) и 
толщина h оболочки наименьшей постоянной толщины (прямая 1) 
На фиг. 1 приведен։.! также соответствующие прогибы для рассмот
ренных трех вариантов проекта оболочки.
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В случае оболочки I— # для коэффициента весового совершен
ства г;=(?//Р։ получается

г, 1, г,=0,60, г3 = 0.48

Полученные результаты показывают значительный выигрыш в 
весе для проектов 2 и 3. Причем разница в весе проектов 2 и 3 незна
чительна С увеличением длины оболочки выигрыш в весе будет воз
растать

Фиг. 1.

Для приложений представляет интерес также проект оболочки, 
когда зона усиления краев /։ определяется из условия затухания про
стого краевого эффекта. Соответствующая толщина определяется 
из соотношении (2) (֊I), записанных для оболочки постоянной toi- 
шипы. Толщина fi., средней части оболочки определяется из условия

З‘г. + 5vv~ 3x.rsv№= |-|

при сал = AV'-Ap -՛ найденных по бе:-՝ моментной теории.
Однако яри сопряжении накладки толщины А֊/?» с оболочкой тол
щины //., возникает дополнительный краевой эффекте зоной распрост
ранения /,. Возникший краевой эффект сглаживается плавным сопря
жением (до второй провзгодной /.(.v) включительно) накладки с обо
лочкой, что достигается, например, простым кубическим сплайном, 
получаемым из (1) подстановкой д = 0

Для рассмотренного выше примера оболочки получается

А, -0.01*3 Z. //,=0.00866/ 

^ОА’57 /. /,=0,177 /
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Найденные Л,, /, однозначно задают сплайн

Л(л֊)=

л։(1- /) • м-'ll—О[(1-О'-1|- Л 
4

/7(1 1), ; Л%/„
4

Козффицнен։ весового совершенства эго к» проекта г<—0.72, что зна
чительно уступает проектам 2 и 3. Очевидно, что н в лом случае с 
увеличением длины оболочки выигрыш в весе бу тст увеличиваться.

CYLINDRICAL SHELL'S OPTIMAL REINFORCEMENT IN

THE ZONI: OF THE EDGE EFFECT
V. Ts. GNUNI, V. V. STAMBOLTSIAN

‘H.Uj.U.Slu, IMl.'I.IJ.bPb IHISI'IHI.I. 111'<М!11.П.УПНГС
LP.PlUbb SFPni'30-ПНГ

•I- 3. TVIIR.I’, 4. 4- USUlTPlUmb

Ч. И* ф ii i|i n i ։f

'kfiuiuipl/ifniii I, tttjpniP jiuh ri/ш jjшЪрЪ pin ifutpiu рпц шитЛдш^шЪ ip$iu~ 

ll 111 Л ll /ЦшЪш iflll P IJIlf шЪр /l VUfUlftlJ ЧЦ 'll Ш flltUtp}if H>}1 [ll'ltlpipp' lfl/1 p pill If III jb pUt^fl 

ши/in f tn/lituif p i libf} lurjpiftit il !t, ttp p нщшЪр p ht{pl<pmt! ttuf btjUll, fuiu- 

111 tUU! til'll ' 111 II UtU I ff Jtttil ՛/ hptU '//'/Д' /> {,n,f /՛։ прц/риЛ liuiuf, ',ItU4 fipujbtt

l^npr/ iiniitpiuiiibni J I, jti ft[>uihinprj <tui <jjin'llui! иицшр/р: Bnilt] I, inpijuid, np 

punt u> p "ir/uibj} p iSniu / 'Itutj in uui put hi if nip fill:

л И I 1՜ Р А ГУР А
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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СОСТАВНОГО СЛОЯ С 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ РАЗДЕЛА

МАТЕРИАЛОВ
МКРТЧЯН А М, ПАГЮЯН С С).

Контактные .задачи для цилиндра и с.юя рассмотрены в многих 
работах. Контактная задача для ин чаншно слоя, когда плоский жен
кой гладкий штамп перекрывает граничную линию цилиндрической 
поверхности контакта между слоем с отверстием и цилиндра, вложен
ного в «то отверстие. рассмотрена ։։ работе [Г]

Н.з решения, приведенного в [1|. ппдпо иол\лит-, решение задачи 
в случае, когда штамп имев! радиус вложенного цилиндра.

Рассмотрим задачу для составною упругого слоя, состоящего из 
однородною слоя со сквозным цилиндрическим отверстием и вложен
ного в это отверстие ннлин тра, имеющего размеры отверстия, и нахо
дящегося п условиях осесимме:рнчной деформации (фиг. 1)

<р*1 . 1.

На граничной поверх пости слоя с цилиндрическим отверг! нем 
заданы нормальные нагрузки, а к горцам цилиндра приложены глад
кие жесткие, симметрично расположенные штампы. Между составны
ми частями слоя имеет место полное сцепление. Принято, что на всей 
плоскости ■? = /; каса тельные напряжения отсутствуют. Материал ци
линдра характеризуется упругими постоя иьымн 6'։ и *։. а материал 
слоя—С/г, 'г. В силу симметрии рассмотрим часть слоя, занимающую 
область (0<г</т: г>0).

Для ной облает граничные условия запишутся в следующем ви
де;
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(0<г<Л)
(1.1)

г) = /7<?(1, г): <7<»>( 1, г)=Г/р( 1, г)

^(г.Л)=О; зЮ(г,/?)==?։(г); (1<г<х>) (1.2)

и1)>(г,Н)=с; (<■)</*<!) (1.3)

’!'.(г, О)= О; //) = (>; (0<г<1)
(1.4)

-и»(г, 0) = 0; И<-)(г. ОНО; (1<Г<М

2. Бигармонвческие функции напряжений Лява для цилиндра и 
слоя представляем, соответственно, в виде [1. 2].

Ь I 

(0^г<1): (0<-֊=^й) (2.1)

Ф։(г, д) = //03 ]|| г -г V 1С^А;(р/) О^;'.АгК։(р/)}$1пр^-ь
Л 1

*

| [Л(р)*1иг + /Др)|1Сски. I и”0(рг)с/р, (|СУ<П<); (О-^с^й) (2.2)

о

где иА—-А՛ /,՛, /я(а) и Кл{х) -функции Бесселя (3|, я №п(рг) есть 
функции Вебера, которые определяются по формулам

1^(|.г)=/«(иг)Г։(И)-)-я(рг)/։(р) (2.3)

Функции Л(н) и /?Ф), а также коэффициенты и /?Л» (/ — 1; 2), 

входящие в (21) в (2.2). подлежат »пределению из условий (1.1)-- 
(1.4).

При помощи известных соотношений компоненты напряжений и 
перемещёний выражаются при помощи би:прмоническнх функций Ля
ва [2].

Из (2.1) и (2.2) следует, что условия (14) удовлетворяются тож
дественно. Удовлетворяя условиям (1.1) Н.З). получим

|3(1֊2.։)е։+4(1-71)Р4]Д=С. 6>,Я,-2(1

М(н) т 2>;2^(?)| зЬий и/;^(р). и;--//—0; 2/-',,—

С1"=^’| ֊֊֊֊ | 0^-;

| 1-и 1—и

11



х I бр 1֊=^ + -Д-т- ֊ "i՛՛ [I I о-i G—i I

О 
(2.5)

О л

В (2.4) и (2.5) введены следующие обозначения:

с<1>=(- 1)^с;Ч(н*); /)’։’=(֊1)^/41։/,(!ч)

С^=(-1)*и^/<։(рл); /^=(-1^’Ц-)Л'։(иД (2.6)

$1(Ь)=-Ч=М M-Q*; 

1—(/ 1—G

^(!>։)=Л'։ -i <к S.(h։)=Z։ + ^45;- Q‘
_ 4(1^). _ ). / i _ ,

Zil 'W /w-K։(nJ’ ^“z*’,z*2

V 11’1 2(1-*i) / It 2 1 2(1->j)Л*=^1 - —֊; b=yJi4H- ■
‘A ГЛ

•42)=1‘J i-7LI֊H(1֊*i)z,..i; H?=hJ i-z;2l-i(i -։)zw (2.7)

/r(u)=-i2/i(|i)shu/?; ?2(и)=֊-!— I r<p2(r) W^prjt/r; Cj - 
Ч1) .՛ G2

I

Установим асимптотическое поведение неизвестных систем (2.5) 
для больших значений р и |.it. Для *того предположим [4] что имею? 
мести следующие порядки убывания:

рт и !‘Г 4 (2.8)

При больших знамениях ц и пд с учетом асимптотических повеле
ний функций Бесселя и Вебера [5], а также (2.8) уравнения (2.5) 
можно записать в виде

£^/7-?^ р1 7 
н; '։ i1; ?2 хл .՝!1Ин2 

б

(1 '2)-֊т֊5—
11л I* I1

12



/л՝>. да
(Й ?гУ

(2.9)

2«։
о

рТ 0—1 тч • 1‘
- б ко

где

14
(7-1

4(1 -46

(} 1
(2.1’04(1-'|) .

Используя опенку [’»}

11т V | /|х)(/х
о

с учетом таченнн иптсч рллои

Г и* ~ 

о 2р>1п - * *1

(п* I .1 п
</ч= -------- •—

4и-н$|п
(2.12)

О О

и асимптотических значении сумм для ОС. 1 ыних

՛՛* /I аЛ

4и--։$1п —2

(2 13)

получим, что а=3==7 и

М^)\+^Сг«]=4бОД(1֊>|)֊0|; ЛГ|О<%-֊Д^,1 =֊4^П5 (2.14)

(1-г)С I
0—1 I

где

Л’=Яп 2 = «|п*9; в = ֊; в<”— 
2 2 ’ Л

(2.15)

Система (2.14) имеет нетривиальное решение, если ее определи
тель равен нулю. Это приводит к следующему трансцендентному урав
нению для определения а:

4о։3։31П։— 4 (1—$>)($։— '՝։) — 41Ч։=0
2

(2.16)

Для выяснения повеления напряжений на концах поверхности 
контакта подставим (2.8) в выражения контактных напряжений аДг.г) 
и т,4(г, г). Выделяя главные части при г-»1 и г--А с учетом асимп
тотических значений интегралов и рядов [4—6|

13



ч. 2______________________Л________ ՛•
*“* 4Г(7,)СО8֊’ "г)՛

--------'1-------------- к_ (2,17)

2 г։> О‘-о։֊(1 »)

-У Г (г 1)’ ’
0

получим

<<’)(/•. г)---------Д\_„ . 2)---------- Л-------
(Л-г)1 ’ д; (//-£)'֊“

г-к :-Ь
(2.18)

□р =<-') а!֊)
_-)---------- 2-------- . -д.')(Г։ 2) ------------ £_------ __2------

.1 (&-*)’ ’ (Л -г)’-“ (Г-1)' ’

где

4п 2

/1 Т'1=о)=-^г՝1-’)5‘"^И4',(ч֊֊ 1)4-0^; 1)1

(2.19)
^֊П1-*)^1^-1)-) 1)1

‘1

=-----^2_Г( 1-1)5(11
г. 0

Из (2.14) и (2.18) следует, что мы должны ограничиться корня
ми (2.16), расположенными в интервале которые зависят
только от двух комбинаций и < четырех упругих постоянных 
>а; О’։; 6։. Решая (2.16) для одного случая <, будем иметь реше
ние для нескольких значений а: ч»;

Легко видеть, что «=0 не является корнем уравнения (2.16). Сле

довательно, при Л—сю; £*(и); .О}՜1 (2.8) убывают со ско
ростью /г՜3 и р՜“. В частном случае, когда материалы составляющих 
частей одинаковы С։—-62; у։, получаем уравнение 81п։-0=1 2, ко
рень которого (0<«<1) определяется непосредственно 6=1 '4; я==1/2.

Из (2.18) следует, что особенность у конца штампа, действующе
го на однородный слои, имеет известный порядок а=1/2. В общем 
случае трансцендентное уравнение совпгдае։ с уравнением, получен
ным в [7] для плоской задачи, когда трещина, находящаяся в одном 
теле, упирается я полуплоскость из другого материала пол прямым 
углом, 
14



В таблице приведены значения корней 0<Л<0 уравнения (2.10) 
при различных соотношениях >։; *2; (՝! — (>}1(\ и соответствующие им 
порядки особенностей 7 = 1

Таблица

о II 
г. |

 С. ъ=-а=о,з Ч 0.3. /•2 - 0,35

а 1

100 0.7061 0,2939 0.6754 0.3246
10 0.6572 0.3328 0.6 И 7 0.3583

1 /02 0,5020 0,4980 0’2906 0.5094
1.0 0.5000 0,5000 0.4886 0.5114
0.1 0.2464 0.7536 0.2392 0.7С08
0.01 0.085'2 0.9148 0.0822 0-9178
0.001 0.0272 0.9728 0-0262 0.9738

При получении уравнений (2.5) контактное условие равенств.։ 
нормальных перемещении использовано в дифференцированном виде. 

Если использовать это условие в первоначальном виде, то нгорос 
уравнение (2.5) будет иметь вид

֊ 00«>5г(|.։)=4| 3( 1-2֊,)^ : ։( 1 -,,)/>] ■

вад г в’офм
+ ^)итаГ|(1-'։)('1։+’‘‘И|։։|‘/|՝ (2'20)

о
и

2(17',)С [ ^-)<#!1=-й|3(1-2ъ)£,+4(1֊«,и.1 = 
о
_СО1|(1-О-)-2()-.1)| (221

Из (2.5), (2.20) и (2.21) следует, что все неизвестные £)£>; О1՝} и 
/?-(р) прямо пропорциональны осадку штампа С.

Выражения нормального напряжения пол штампом через />р; 

Ор и £*(р) записывается в виде

в.->(г А)= С0,|2(1->,)֊|2(1+.,)0| ։ - ( й,„ /2(1-,,) 
‘ л|(1-2>,) < о| г.,1 ‘ ад-о

Следовательно, интеграл напряжений, действующих под штампом, 
также будет прямо пропорционален осадку штампа.
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CONTACT PROBLEM FOR A COMPOSITE LAYER WITH THE 
CYLINDRICAL SURFACE OF MATERIAL SEPARATION

A M. MKRTCIIIAN, S O. PAPOIAN

LMIN+bPb ElldlEbirU.u «M.IU.U.5M, IIIIJibl'b’I.IH'-il»- lll'i.bBII'l, 
PU.WPMH r.bl'Sb 2II.HU.P hlh.SU.USIJ.3M. hVH'P

и ir. ir’irsgm. u. z. win апл.

II. li ։|1 II ։ji П I if

'l,f4ituipl(ifiuA / ршцшцр^иц Gipmft Ijniiiiiuitfiiiitij/tii /iiLr/Д/г, hpp '.uipP 
qpnitlp t(lipiuitifur') ( dlif Ч(,,1,г,д 7//«^// dutt[iutn1lLpftii:

luiitffipp pLptfutA I, tuinft.pe utiipin . ui of uiljiiiii h hp((pnnq iitittfi
fl fl tn I, if pin I ' Ш if it! n at p toil'll Lp/i ՛՛ in tf III/] m pt) fi:

lupi/ifniA ( Ill'll՝. U) I util !,p ft lltll/lil ll/lll ttlllflll ifllipppt flpllllfiui) f lltliiutuilfinut - 
jflil lUlpniuilhpfl Luutljfllllfl tlllitill.pfl Ijiupifpi
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК А Р МЯ 11 С. К О И ССР

։՛ Ц.киГ.рЬи XI I, .՝< 3։ ' Механика

УДК 539.3 17.946

О РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ ДЕФОРМАЦИОННОЙ ТЕОРИИ 
ПЛАСТИЧНОСТИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА

ЗАКОНОВ УПРОЧНЕНИЯ

ШОПХЕТ Б. К

Рассматривается трехмерная задача деформационной теории 
пластичности при малых деформациях.

При некоторых ограничениях на законы упрочнения доказаны тео
ремы 1,2 существования и единственности решения. Теорема I была 
сформулирована без доказательства в [I]. Условиям теоремы I удов
летворяет часто применяемый [2.3] степенной закон упрочнения

s0=At0. Фв==ВД։)՝;, 0<т,<1. A, B=const (1)
Теорема 2 относится к случаю несжимаемого материала; ее ог

раничениям удовлетворяет. например, закон л=Я(уЛ՛՛.
/. Постановка задачи дли с vea маемого тела. Пусть й -трех

мерная связная область переменных .v—{.с։} с кусочно-гладкой гра
ницей dQ

Пусть а(х)—тензорное поле второго ранга, заданное в О. его 
декартовы компоненты обозначим через ац и положим

ad '^4֊ (2 " (“J

Рассмотрим закон связи напряжений и деформаций вида |-||

7(Х)=Р(Г(х), 5)={ft,№). х)} Iх) + P,(i.(x-). х)^Л՝ (3)

I '?.(*> ’

Предположим, что Рх(՜. х), 1\(~, х) кусочно-непрерывны по л՜, 
непрерывны по - и строго монотонно возрастают по х. Пусть сущест
вует и положительные константы av Ьх, аг, Ь.., п, такие, что

«хЫ’<Р։(^х)|^/71|х|т при |т>то։ (4)

Pt(x, X) при (5)

Соотношения (3) задают физически нелинейный закон упругости, 

соответствующий удельной энергии деформации А(е, х)

А(г, х) х) .42(i։, х)
(6)
17
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•՝') = 3 А(т, л:)=2 1՛ />,(?. .?)</•:

•I о

Обозначим через /:(£-) множество полей деформаций, имеющих 
конечную энергию деформации. Пусть граница области Р состоит 
из двух участков 5, и 5.. на 5, тело жестко защемлено, на 5։ зада
ны напряжения.

Обозначим через {/(*-) множество голей перемещений, обрата- 

ющнхея и ноль на и таких, что соответствующие полю и дефор

мации ֊(/<) — '2 '(нц //. ))} принадлежат /:(Р).

(;,«(<՛)) ֊/.(.՛)—О для \’г?£Л7(£>). /.(/՛) (/. гг).-}-(/•, Лч (7)

.Здесь / {/,) заданные в £2 объемные силы, I {Г,} заданные на 
пещер-.ногинл" '.и.՛ .. ( (О) множество гладких нолч! перемеще

ний, ՝. длвлетворяющих ֊еловик« — 0 на ■՝՝՝,
Решением задачи Л иазопем удовлетворяющую уравнениям (Л), 

(7) тройку полей < Д •֊”. ь°), такую что
Теорема 1. Пусть функции Р}У !\ удовлетворяют сфор^улпро- 

ванным выше । граничениям, нагрузки /. /• ограничены- Тогда су
ществует единственное решение задачи .4.

2. Локазател։ сиа:о теоремы I. Пусть у=, 1. /-> = ? I 1 (см.
(4), (5)). / = |п1п {с/, р\. Так как положительны, имеет место: 
<7>1, р>1, />1.

Обозначим £„(й) пространство функции, суммируемых со сте
пенью « в Й, норму в £*(£) обозначим || • Ца.

Введем на множествах 1\<Л) нормы |[ • |]₽, || •

ЙгНМЬ 4֊ Й—Н«)к (8)
Лемма 1. Множества £'($2), банаховы пространства отно

сительно норм (10), непрерывно вложенные в пространства А/(Й), 
№х’(й) соответственно.

Если а=р (и, следовательно, /—/?). нормы в /:(Г2). ЕГ(Й) эквива
лентны нормам в А.'(СП, с<-ответствснно. Доказательство сле
дует из (4) (6) и неравенства Корна |5|.

Введем банахово пространство /<*(£!), сопряженное к простран
ству /:՝(^):

£'*(П) = {ф = {Л/}5 с0СА<(£>),

ЧКк+1ГМл-. (^'Г1+¥ ’=Ь (//) 1 ’=1

Лемма 2. Закон упругости (3) есть непрерывный строго моно
тонный оператор из £(£2) в £*(й).
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Доказательство Непрерывность следует из предположений (4). 
'5) и свойств оператора 11емыцкиго |6].

Докажем, что при и V։'. -пранедлнно неравенство

(Р{‘\ х) - Р(е\ л), ? - •-*) >- 0 (9)
—♦ —

причем знак равенства шстигается только при = ••-֊՛- Преобразуем 
левую часть (9):

(Р(Г\ л)

Л=3(Л(։2, Л=(л(^

По условию, функции /\ ։трого монотонно возрастает по поэтому 
/։₽»0, причем ,/։= > тогда я голы. ) тогда, когда -!=^. Преобразуем 
Л; используя свойство '/>,,--0 и раскрывая скобки, получим

/ йГ £՜' \ /։=-2(Р։(у;) Р։(0;))(/ <1 2(А( ,'Ь- /<(<.;)>;)( 1 ֊ ֊' 1 (10)

Оба слагаемых в (10) неотрицательны, причем Л-0 тогда и 
только тогда, когда ՛>•= >՝, I 1]։ ), отсюда

По условию теоремы, нагрузки /, /•' ограничены, следовательно, 
они принадлежат пространствам А<(Й), А. (52) соответственно. Тогда, 

по теоремам вложения, введенный в (7) линейный функционал А (г՛) 
непрерывен в пространстве 1Г/3(Й). и по лемме 1, он непрерывен в 
пространстве 0г(2), то есть А( ■ )ь7г*(Й)—сопряженному пространству 

к (7(2). Обозначим через =(«) напряжения, определяемые по дефор
мациям £(и) из закона (3). По лемме 2, оператор есть непре
рывный строго монотонный оператор из пространства А'(Й) в (/*(2). 
Тогда задачу Л можно представить в виде операторного уравнения

(а(ц), г(^))2—/ (г’) = 0 для V г’ёА֊’(Й)

В силу теоремы 18.2 |6] для завершения доказательства доста
точно показать, что справедливо утверждение

(□(«), <(«))и • (||« „) ©О при 1!«|Ь ->ОО 

которое следует из (4), (5). Теорема доказана.
•?. Постановка задачи для несжимаемого тела. Примем закон 

(3) связи девиаторов напряжений и деформаций

,;(;)='Ы£1 /(.■?), •Мл-)=Р։(^(Х),Л) (Н)
Мл՞)

Обозначим через Л/(Й) множество полей перемещений, обращающих- 
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ся я ноль на удонлешоряющих условии» несжимаемости и таких 
что конечна энергия деформации:

/7(Й)Л«!«՜ О на «,= 0, ( Л,.*,. лМЙ<оо, :֊(„)]

Решением задачи П назовем удовлетноряюшую уравнениям (7> 
(11) тройку полей (;*°, з°, «°). такую, что «%/7(О).

Теорема 2. В предположениях георсмы 1. справедливы утяерж 
ле ни я.

а) ’-‘.ели 5։ не совпадает с дО, (то есть 5, непусто), то существу 
ст единственное решение задачи В.

в) Если Sг֊(j{.,. (то есть 5. пусто), г<» существует решение зада 

чн В. причем и\ 2° определяются единственным образом, а поле 

определено с гочностыо до слагаемого егС, где С? — единичный тем 
зор 2-го ранга, а произвольная константа.

с) Поле доставляет минимум функционалу полной энергии /(и 
на множестве //(&), где

/(«)= Мг(Ь|. х)г/2—£(«), е= -(«>

'*
Р.) Поле з° доставляет минимум функционалу дополнительно! 

энергии /*(о) па множестве статически допустимых полей на 
пряжении:

/*(3*)=|Лц2^. .с)т/и, .<(:, л:)=пиг('-֊?Ь('. х))

и

(з,Ц?))_-Ц^)=0 Для У^и ^)\

Здесь .4^ сопряженная (по первому аргументу) функция к А 
Доказательство. Рассмотрим задачу С - минимизировать фунь 

ционал /(«) на .множестве //(ПК и задачу С* минимизировать /*(; 

на /<(£2). Из |7| следует, что С* -двойственная кзадаче С.
Из леммы 1 вытекает, что /-/(П) — подпространство пространств 

№р(2). Из леммы 2, функция Д։(о,.х) строго выпукла по переменны 
<Г

Из (4), (о) и неравенства Корна [о] выводится, что /(//) облад: 

ет т—свойством, поэтому существует единственное решение и* 31 
дачи С.

Лемма -Т Пусть IV (Е*) — подпространство пространства №д(2
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Состоящее из полей и, обращающихся в ноль на 5Р Ж'(£2) со
пряженное к нему пространство.

Рассмотрим линейный оператор <?, переводящий поле 

а=.{з{'<^А~) » элемент (?(=) определяемый формулой

<Р(в).м>=(з. Ци))в (12)
Здесь < > - отношение шойственностп между \\ и \\'(֊).

(и ра ве дл ива опенка:

Й,-<ФЪ КФ).. (13)

где || • Ц«.г* — норма в и’(^). <՜ некоторая постоянная.
Если 5\ нс совпадает с д£2, последнее слагаемое в (13) можно 

опустить, то есть

Йр'«(113Ъ’ | №)!к-) (14)

Доказательство. Известно 101. что если не совпадает с . 

то для любой функции существует ноле -\\’(2) такое, что

-• (15)

Тогда справедлива цепочка неравенств

- - max —— max
т6Лр{а> г.г

)з0Ц;//‘2 \ЗЛ1Ь.ДИ
^cmax —------ max —;—

|Wj.r
(16)

(’. c(«)) (s', ։'(h})a
= стах----------- ------------------֊< c(llQ(3)Hn-.-4!:' >)

a64-’ri.7

Если S։=(92, to [9. Wj для любой функций, у удовлетворяющей 
условию

найдется поле U7(L?), такое, что имеет мести (15). Положим

31(л-)=50(л-)- где == 1=0^12

•J
Тогда

Ibollp- < Uli// +mesl//,,2jG| (17)
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Поэтому вывод (13) сводится к оценке величины Цз/1.,.

Из неравенства

?Н rU)-?
•J 

следует, что

1?г^֊Ч l^i^l

^c'max ֊--------  <cmax—-------- (
••f'''֊'r?i+h։L l?L>

11 j (17). (18), (15), повторяя выкладки (16). получим (13).

Так как

(П/Т,. • 6՛՛ .

то для поля тГ/<(£2) свразе длина о цеп к.։

,.Q(0,։.=£<( /1՛-t ||/'Ъ°
Если 5, совпадает с r/Q, то множество A't’J) вместе с кажды 

элементом - содержит элемент

?»з.-з (J, ’^=1

Очевидно, что з =г, поэтому / Д?)±=/Д՜;1), следовательно. решекл 
задачи С можно искать на подмножестве

А(,(Й)=| /^/<(Й). |\С</И=<)1

"Л
Из (1'>). (14) и оценок (4). (й) следует, что выпуклый функционал 

/*(э) строго выпуклый на А" и обладает т— свойством на /<°(Й), 
отсюда [6] следует существование единственного решения задачи С- 

принадлежащего и очевидно, что любое поле напряжений 

отличающееся от этого решения ва слагаемое а(/, л—константа, так
же является решением задачи С\ Обозначим решение зада 

чи С через Для завершения доказательства теоремы 2 нужно 

показать, чти поля (//Ди л связаны законом (II). тогда троГма 
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(«*. s’. (Г), где «* = е( к*) — решение задачи 13. Из теоремы 3.2 |8] 

следует, что пара (.?*, у*) (где ’’--=0*. у*=( •♦,«♦)) седловая
точка функционала .Ъгранжа Л(г, у) на множестве Z

Ms(>„J)dfi -/.(я) օԱ(«')-Հ 4- խէԳ

2={Ф(С.О), չտլնգա
Используя необходимые условия [8]. которым удовлетворяет седло
вая точка, получим (II). Георема 2 доказана.

ON SOLVABILITY OF DEFORMATION PLASTICITY THEORY 
PROBLEM FOR ONE CLASS OF LAWS OF HARDENING

B. A SIIOJKIIET

ԱՄՐԱՊՆԴՄԱՆ lib ԴԱ11Ի ՀԱՄԱՐ Պ1,Ա11Տ1՚>ւՈ1՚ԹՅԱՆ
ԴԵՖ11ՐՄԱ81’11Ն Տ1;11111>ՄՅԱՆ 1..ՆԴՐԽ 1.Ո1’Ա1յԼ1»ՈհԲ-ՅԱՆ 11Ա111’Ն

l>. II.. ՇՈՏԽհՏ

Ա մ փ ււ ւ|ւ и ւ մ

Դիտարկվում Լ պլաՈտիկուքԼւսէն եոայւսվւ դ/միորմ սւդիոն աեսո»թյո/նր։
ենթադրվում Լ, որ դե-իո րմ Ոէ շքիսւն երր փորր ենէ
Ամրապնդման որենրի որոշ ւ/ահմաետփակու մների դեպքում սեդմեւի և 

անսեդմեյի նյութերի համար աորոէյու րքված են դո յէէւթ յան և միակութ յան 
թեորեմներէ
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2UB’։U«1UL IIII2 lUiU.'l ljin>U3b SbWUW
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

«4»«։» XLI. №3. 1988 ’ Механика

УДК 532.591:53 1 22.2

ОБ УРАВНЕНИЯХ НЕЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ 
ГАЗОЖИДКОСТНЫХ СРЕД

оглнян Г I .

Исследованию волновых течении газожидкостных смесей посвя- 
шено большое количество работ ([I 3], ли наиболее полно отраже
на библиография по рассматриваемому вопросу). Теоретическое на- 
хождевн։.- х.арактернсгик течения в рамках гомо! еииой модели [2.31 
качественно не всегда совпадает с данными эксперимента [I. 2. Г] 
Так. например, даже в слабых ударных волнах ввиду сжатия пузыри
ков, может происходить интенсивный теплообмен между ними и жид
кой фазой [5. 6]. что не отражается соответствующим образом в урав
нениях. описывающих волновое гвиженне смеси. Как отмечено в [I, '2. 
5. (5]. в этом случае главным диссипативным механизмом может 
явиться тепловая релаксация.

В настоящей работе методом коротких волн [7, 8] учитывая раз
личие температур фаз. па основе однискоростнон модели [I], выведе
ны нелинейные уравнения, описывающие распространение волн в га
зожидкостных смесях при квачиизотермическом и квазиадиабатнчес- 
ком поведениях газового пузырька.

/. Исходные уравнения. Предположим, что в моиодисперсной сме
си жидкая и газовая фазы движутся с одинаковой скоростью .при лом 
несущая жидкая фаза обладас: эффектами вязкости и сжимаемости, 
а газовая фаза представляет собой пузырьки калорлческн совершен
ного газа. Ограничиваясь рассмотрением течений, гд- в смеси не про 
исходиг сильного иересжатия газовой фазы будем считать, что. вви
ду сильного влияния температуры на иль г пост ь пузырька теплообмен 
между ним и жидкостью определяется л ши. тепловым сопротивлением 
газа и поэтому температуру 7՞, жидкой фазы примем постоянной 
(Т։ = 7’0 = соп81. 7՝2^сопъ1) При этом учет эффекта теплопроводнос
ти газовой фазы существенен лишь при межфазном взаимодействии 
[I. 6] Полагая, что дробление, столкновение, ։ тяпание пузырьков от 
сутетвуют и не происходит образования новых пузырьков, уравнения 
движения рассматриваемой газожидкостной смеси возьмем в виде[1].
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I 
di

d:. Ou
и ~ t* / ՛— ՛1

OX ox
dud — —---- rll —

di di dx

du du \ dP 4 d2u. 
dt’r"dx)~ dx + ~Z}՝ dx՝

(l.l)

(1.2)

_ И 1/м֊^ — ) 
dt \ р di /

(1-3)

) — CO11SI, 9_,/?Л — const, Pi = СГ2(т — 1 )рзГ2 (1.4)

Pj(i֊?)H*. Р^Л(1->) гЬР։ (1.5)

Здесь /! время, л* координата, и -скорость частиц смеси, Р, 
р, Т — соответственно, давление, плотность и температура. R ра
диус пузырков, '՝ объем газа в единице объема смеси (объемное гя- 
зосодержание), \ показатель адиабаты газа, с, удельная тепло
емкость газа при постником обкоме. ՛ г։|1 0{>)| динамический
коэффициент низкости смеси, а скорость звука. Индексы .Г, .2’ 
отнесены, соответственно, к параметрам жидкой к газовой фаз. Па
раметры. характеризующие ։вижение всей смеси, индексов не имеют. 
Поправочные коэффициенты впервые введенные в [6|. учиты
вают конечноегь величины 3 и неодинсчиость газового пузырька а 
безграничной жидкости. Они имеют вид |1|

I. 1й։/:‘ ? 1.47^-0,330
Г( 1-3 ’ ՛• \-{л

Первое соотношение из (1.1), являющееся еле.и гвнем пдцоско- 
ростнсли приближения, получено и . ։»аы.՛. ннй неразрывное։ и жидкий 
и газовой фаз [1].

Необходимо отметить что вместо модифицированного уравнения 
Херринга Флинна (1.3) и [I] выведено и использовано обобщенное 
уравнение Рэлея-Ламба, учитывающее эффекты сжимаемости, вяз
кости жидкой фазы и нсодиночность газовых пузырьков.

Для замыкания системы уравнении П.1) (1.5), используя ппм 
тезу о локальном термодинамическом равновесии в пределах каждой 
фазы [И, обратимся к соотношению Гиббса

у՝ ds. = dei
■<7Г ~dt

Р. du.
~di

(16)

где = с1?7’2 + с\-о дельные энтропия и внутренняя энергия га
зовой фазы. Комбинируя (1.6) с уравнениями (I 4), можно получить

</.?, 1 /ар. з-л ар \
г'-3 а! т֊ I V <// /? (К /
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Здесь стоящий слева член .характеризует выделение тепла от еди
ницы объема пузырька. Тепло, выделяемое всем объемом пузырька, 
будет отдавал вся жидкой фазе через ем? полную поверхность, поэто
му, обозначая через (} поток тепла на единицу поверхности пузырь
ка, напишем

&,72 _2_ =------ 7
- <11 R

Тогда предыдущее уравнение перепишется в виде

3,/у/Л> 3(1-1)
dt R di /?

при этом, согласно [1,6|, можно полагать

</ - Ми-^ (1.8)
2 /< /?г

где А։г - коэффициент теплопровод пости газа. .- коэффициент меж
фазного теплообмена, No — число Нуссельта.

Уравнения (1.7) и (1.8) позволяют и первом приближении учесть 
несовпадение температур н фазах и являются недостающими соотно
шениями для замыкания системы ураинений (II) (1.՜)). Отметим, 
что уравнение (1.7) трусим путем подучены в {1,2)

Из селений сохранения сферической формы и՛. <ырька । совпаде
ния скоростей частив жидкой и газовой «раз (I 1) находим

1 (Г'- _ 1 </р, 1
Ре & Р, /? (/I

Тогда, согласно определению плотности всей смеси (1.6), уравне- 
нпе неразрывности смеси (1.1) преобразуй н.'я к виду

3?iZ/l (1.10)
ь, dt R til дх

Используя уравнения (1.91, (1.10) и (1.3). из определения давления 
неси смеси (1.5) получим

до՛- •!՛•- (//?
7 dt

---fe - —М (I ■-■)''' г'е(Р~ /\ ) (- — ֊ -Л (1 II)
fl։ dt \ ՛ /г я ' ՝ r dt д.\/

Комбинирование уравнения импульса смоги (1.2) г уравнениями 
пульсации пузырька (1.3) и состоянии (II) лает



Исключим из рассмотрения r уравнении (1.7) (1.8) давление и 
пузырьке Р2, а затем и плотность посредством уравнений состояния 
калорически совершенного газа и (1.9). l oi да имеем

дЛ д а дТх -р 3(т֊1)Г2 (<№ . ц oR\ = _ 3ÆgNu 
df àx R \ (H дх) 2 (1.13)

'2- Асимптотически разлом енип. Известно [1.3], что в газожид
костных смесях распространение возмущений сопровождается диспер
сией, при -/гом скорость распространения в предельных случаях сов
падает .moo с изотермической, либо с адиабатической скоростью зву 
ка. Первый из них реализуется, копа число Нуссельта очень велико, 
а второй, когда число Нуссельта стремится к нулю.

Предположим, что в любой момент времени и и каждой точке 
пространства значения караметров рассматриваемой газожидкостной 
смеси мало отклоняются от соответствующих значений невозмущенио- 
|о состояния (покоя) Нулем расемагривать течения inria коротких 
волн, то есть течения, и которых ширина обласгн, где сосредоточены
возмущения, мала по сравнению 
распространяться волна. Введем 
скоростью тука г;0 относительно

с расстояниями, на конурыс может 
систему коорлина.. движущуюся со 
нсзоз.мушевной смеси [7. 8]

Z= ֊֊/', | Lx, (2.1)
i «,

Здесь / -харамерпая длина в направлении осн л՜. \ безразмер
ный малый параметр, ас— скорое«!, движения волн.« г.о покоящемся 
। т.юл идкоснюн смеси, совпадающая либо с изотермической и(|1. шб«՝ 
с адиаба।ической скоростями звука в смеси Их определения ։ м 
каждою режима распространения возмущений будут даны ниже

Примем, «ни величины возмущений характеристик течения смеси 
имеют тот же порядок, что и массовая спорость частиц смеси (/==1,2)

«=з«о«՜. />=/>„( 1 4֊ Р,=Р։1(1 -ггР,). Р - ?|(1 - 8ГГ)
(22)

р^=р/о(Н R /?о(1 :«/?). ?=3о 4 £/ • «։֊<?м><։ т ей։)

Здесь г—второй безразмерный малый параметр, индекс II пик- 
сен к иевозму шейному состоянию (состоянию покоя).

При дальнейшем упрощении уравнений и. 1 будут удержаны лишь 
главные члены (порядка I и - ) и штрихи над возмущениями пара 
метров течения будут опущены.

Применяя преобразования (2.!) (2 2) к уравнениям (1.1) (1.8) 
и (1.9) —(1.11), удержим главные члены порядка 1. Затем, имея н ви
ду, что волна распространяется по покоящейся в системе координат 
(а‘։, /') смеси, проинтегрируем получаемые упрощенные уравнения

р=д, Р=-^и. р |== _1_ |//г3307?), е.,= 3/?, ? = I 37?) 
г Г, 1 • —- ?Л
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Из полученных формул следует, что в изучаемом приближении 
сжатие смеси происходи՜։ обратимо.

Перейдем к изучению предельных режимов распространении hoi- 
мущений в смеси в зависимое i и от величины у ..елыюго потока теп i >. 
характеризующей термодинамический пр песо, протекающий в газо
вом пузырьке.

3. ^вазиизотер.чическпй процесс. Примем за независимые термо
динамические переменные плотность и температуру.

Разложи.՝.! функцию Л) 11 Рр-Д Тейлора в окрестности по
ложения локального термодинамического равновесия (покоя) и учтем, 
что температура жидкой фазы практически не меняется ( 7\—7‘,(= 
—const). Далее, подставляя полученное разложение н уравнение 
(1. II) и комбинируя его с уравнениям!! (1.4), (1.9) и (1.10), получим

/d1\
Л \dt. " R di ) ' dt <'

'■ — —/р ' а rw/? d::\
R dt ax,dt\ * # di ' ':'<l Д 7? dt л.-; '

(3.1)

Здесь изотермическая скорость звука в жидкости. Известно 
[3. 10]. что связь между невозмущеипыми изотермическим и скоростя
ми звука в смеси и и фазах дается формулой

J___ (1 Ро).°о__ гоГ'о Q
аео (3-2)

Дополним теперь разложения (2.2) соотношением для температу
ры

Л=Т^(1 4-1’Г2). Т*> = Т9 (3.3)

Искомое уравнение, описывающее распространение ударной вол
ны малой, но конечной интенсивности должно быть выведено из упро
щённо։^ в порядке - варианта уравнения (311 в котором необходи
мо исключить член порядка единицы др дхх. Вкратпе опишем эту 
процедуру.

Применяя преобразования (2.1), (2.2) и (2.3) к уравнениям (3.1) 
и (1.13). оставим при их упрощении глав ляс члены порядка единицы. 
Интегрируя получаемые уравнения и искэльзуя определение (3, 2). 
находим

#=-Ж ре-Ч. (3.4)
Н Ро ՝ ‘ г £= Ь)и ■; дх, >,

Здесь Ре—-число Пекле /2 коэффициент температуропроводности га
за .
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Разлагая функции* Л) в |’я֊։ Тейлора в окрестности со։-
:пяиня покоя и используя формулы (2.3), (3.2) н (3.4). возмущенно 
скорости звука в жидкое։ и выразим через поэмущепке скорости ча
стиц смеси

o„ = (/«,֊։)MfL «. т.-^ -LI-" (Г.Л)՜ 
рЮа1Л1 I V?i Л

(3.5)

Теперь применим преобразования (2 1). (2 2) к уравнениям (3.11 
и (1.12) и при их упрощении оставим манные члены до порядка з 
включительно Комбинирование этих упр<чцеиньх уравнений позволяет 
исключить член порядка единицы при этом в получаемом 
уравнении кроме членов порядка е останется также член порядка 
единицы с коэффициентом, п точности сонна ь'ПОЩим с вы ри жен и .•м 
(3 2). Известно [7]. но величины порядка единицы связаны г перено
сом .массы и импульса смеси. В уравненнн, описывающем распростра
нение слабых ноли, упомянутый выше член должен отсутствовал., 
поэтому коэффициент при члене порядка единицы необходимо при
равнять нулю Гем самым снова прпхо им к определению (3.2) ско
рости звука в смеси. Далее, в полученном и изучаемом приближении 
упрощенном уравнении, заменяя возмущенные характеристики тече
ния через возмущение скорости посредством соотношений коротких 
волн (2.3), (3.4). (З.о) и используя определение (3.2), окончатедыр» 
получим

■ "м -7 / 1 ; А?0*-* ֊ /I . - — -- I “■ " * __> -♦ -_ _ _  О 2 1 -
at ' дхх \Нс ’ «։<0 " ' /2 •՛ .•/.•.՛

Lt'dx*
(3.6)

Г Д( 1 - 

^10й1гО ' f*7nz21tx>

_ {>J.a...Re « •-$__ 2’

г =. 14-1№ 1л д,. гйв1л„ 11 Mpu^o I
'33/% 2 т 37 I

_ \ I _ Q ^0 Vv7d)
•&1ОЙЪО - Р|0а1е0

(1 - ?iohin<. Д 
6/%՜

Уравнение (3.6) описывает квазиизотермичсский режим распрост
ранения воли малой, но конечной интенсивности в газожидкостной 
смеси. Здесь о« и 'а акустическая и тепловая составляющие коэф
фициента диссипации. Если Nu->-oo, то уравнение будет описывать 
чисто изотермичсски1՛: процесс распространения волн. Такое уравнение 
для случая, когда в химически активной жилкой фазе происходит од
на реакция, получено в [КП.

Для сохранения условия сплошности средн при рассматриваемых 
умеренных давлениях Ро_О.1 МПа з [11] приведена верхняя границе 
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изменения величины газ кодержзьия: 3^0.1. Вычисления« прове
денные при О,О1<Зо^ОЛ. показывают, что для слабых ударных волн 
величины отношений <г,0'<Бг0. С,>։Л*... о Таким образом,
в уравнении (3.6) сжимаемое п.ю жидкой фазы можно пренебречь в 
сравнения ։ эффектами .ли՛. >■. ; । и ; иловой рел-.лСаци;։. Такой ныно : 
находится в соответствии с критерием '0 I пренебрежении 
сжимаемости жидкости |1, 11). Тогда безразмерные коэффициенты 
уравнения (3.6) упростится и сисл;-тех к виду

1. ՛■. - 2 ( ։ ). : 1. "■ ь""' ՛ (3.7)
з\ /; /

0.ТМС1НМ. 'ПО ПД.11ЯИПС ЮИЛоЦоЦ рел.ЧКСЗННИ их (ЫрЬКЛ н.1 кна »и- 
к.||»гс՝рмвчесний нроцтч р.л: 1|н»1:|1лнеп1!.< вшм.пичпш жилвалсп|Ио на- 
лпчнич второй (продольной) н»икости И» уравнения (3»»| видно, чго 
в рассматриваемом приближении, не. ио-ря ни постоянство темпер ։• 
туры я Газовом пузырьке, нельзя пренебрегать влиянием теплообмена 
между пузырьком и окружающей ею жидкостью. Болес гою, при 
Ро/1Чн~1, что предполагалось при выводе (3.6), по величине тепловая 
составляющая коэффициента ничвиаиин одною порядка с коэффи
циентом дисперсии.

В зависимости от относительной величины малых параметров \ г. 
1/Ке, /?0//, можно выделить воюожныс течения, встречающие!.! я лив 
кпазнпзотермнчссклм режиме распространения во г му щен и й Не оста
навливаясь подробно на классификации, выделим лишь случай, реа
лизующийся при /?’£’. Полагая
Ик;՛

Ре ' Д’ Ыи т Д’ '

уравнение (3.6) приведется к виду

_о^. + ^. = 0 
й’л3 ах-

Полученное уравнение определяет поведение стационарных во ш 
и допускает частное аналитическое решение (12)

1^. •-Гз)74|։-г('|..)
Здесь с։, г,, г։—произвольные постоянные, сп (2՞.. А')-эллиптический 
косинус, ^»модуль эллиптическою интеграла первого рода.

7. /(вазиадиабагппческий процесс. Примем за независимые тер
модинамические переменные плотность и энтропию.

Разложим функцию />։=/)։(о։. т։) в ряд Тейлора в окрестности 
положения термодинамического равновесия (покоя) Используя соот
ношения взаимности (7. 9), получим
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d/\ „ d<., л.Т. ds, /<9Р։\ 1 /о», \----1 = ^ -д’ -‘ ’ , (Г., I -֊) , a.=-
dt '>dt <>_ ' v </< s VAA.

.Здесь адиабатическая скорость звука в жидкости. а։ коэффи
циент теплового расширения, ср։ удельная теплоемкость при посто
янном давлении. $,֊ удельная энтропия, определяемая из уравнения 
переноса тепла в жидкости, температура которой постоянна |9>

Комбинированно последних двух уравнений с уравнениями ill) 
(1.9) (1.11) дает

Р _з)ч Ми_/0!! \’ = о
\ Р д/ дх) 3 ' с;>1 \дх)

Искомое уравнение, описывающее волновое движение смеси, 
должно быть выведено из упрощенною а порядке ֊ варианта урав
нения (4.11, в котором необходимо нскл-очить члена порядка едини
цы оР';дхх и дТ^ох՝.

Дополним соотношения (2.2) следующим разложением для тем
пературы

?>7О(1-Н7р. Т.с, = Тп (4.2

Применяя преобразования (2 1). (2 2) и (4.2) к уравнениям (1.13 
и (1.12). удержим при упрощении лишь члены порядка единицы 
Интегрируя получаемые соотношения, находим

Т։ = -3( •;-!)/?, /?= - (4.3
3:Р0 Ре

В рассматриваемом процессе снова имеет мест, формула (3.5) 

заменой

Теперь применим то же преобразование коротких волн к уравне
ниям (4.1). (1.12) и (1.13) и при их упрощении удержим главные 
члены до порядка г включительно. Далее, скомбинируем полученные 
упрощенные уравнения и, тем самы՝.’, исключим члены порядка еди
ницы дР!дл\ и </7'2/сМ:3. После этих выкладок получим проме
жуточное уравнение, в котором сохранится член порядка единиц« 
да’дхх с некоторым коэффициентом. В» уразне ин, описи за юте.’ 
распространение слабых ударных волн, член порядка единицы, харак

|֊w 
I Ф։

au., mr на п։/ и т,, где mf = —
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теризуютий перепое массы и импульса смеси, должен отсутствовать 
[7]. Поэтому в промежуточном уравне нии коэффициент при âit (дх{ 
необходимо приравнять пулю, в результате пето найдем явную связь 
между невозмущенной адиабата icckc скСросмыо звука в смеси и се
ростями звука в фазах

( ։ иД''О ! ?■>% 
а/(>

(4.4)

В полученном промежуточном уравнении, учитывая определение 
(1.4). выразим возмущенные характеристики течения через возмущен 
ную скорость посредством формул (2 3). (3.5) и 1-1.3). При квазиад;։- 
абатпческом режиме распространении возмущений опять правомерен 
вывод относительно пренебрежения ярфсктам сжимаемости жидкое г ։. 
приведенный в п. 3. Ввиду этого, окончательное уравнение, получае
мое из промежуточного, запишется в виде

АА —-4 '=■■). и.
Ôt '

дил I к д2и} 
дхл Re ! âxj

Nu
1 —X«.

Z?? Ре
tà..
Г- ՝fàx]

(4.5)- л

a=I±l x =
В 2 ’ 4 6Л ' 1 &

Здесь безразмерный коэффициент >>f тот же. что и в (3.7), с за
меной о.,, на о/։1. Если №и -О, то уравнение (4.5) будет описывать 
чисто адиабатический режим распространения ноли малой, но конеч
ной интенсивности [2].

Применим уравнение (4.5) к качественному анализу известных 
экспериментов [I, 2, ֊1. 13] по распространению слабых ударных волн 
в газожидкостных смесях

Во всех экспериментах на начальном сталии эволюции, заданных 
возмущений наблюдались осцилляции слабых волн. Ввиду пренебре
жимо малого сжатия пузырьков интенсивность теплообмена пока еще 
мала Па начальной сталии такого же порядка малости является и ве
личина нелинейного эффекта. Применительно к уравнению (4.5) пре
небрежение этими эффектами соответствует положению связен на бе<- 
размерпые малые параметры

га £ N£
#оРе

^6 ... _ д 1 .— 6 
Re

то есть процесс распространения возмущений можно описать линейным 
ура в и ен не м В юр герс а - Ко ртевег а - де Ври з а

Далее происходило нарастание нелинейного эффекта и на после
дующей стадии эволюции возмущении во фронте слабой ударной вол
ны начинался процесс теплообмена между газом, нагретым при сжа
тии пузырька и жидкостью. В этом случае все члены уравнения (4 5) 
будут одного порядка. Принимая все безразмерные коэффициенты 
равными друг другу, поведение волны с пишем уравнением 

՛• И.. АН Армянский ССР, Механика, № 3
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^4 "Ч „1=0
д1 (1хл дх\ дх^

С увеличением характерной длины / -расстоянием, на которое 
может распространяться волна, теплообмен усиливался ввиду еще 
больше:о сжатия пузырька и становился главным диссипативным ме
ханизмом в процесс։ распространения слабо)՛: ударной волны. Пола
гая па этой стадии

1 л & N u
— з, С —.... * =-’
Re ՛ ' /?„ Ре

приведем уравнение (1.5) к виду

ди՝
dt ’

ди. , г?п. //.—1 | —•
сух, dxj

Очевидно, что волн;։ все еще имеет оспиллянионную структуру, 
при этом затухание осцилляций имеет экспоненциальный характер.

Наконец, когда где V'—скорость слабой ударной волны,
1„— время тепловой релаксации |6|, реализовалась ударная волна с 
монотонной структурой. Этот фя.чг соответствует выполнению в (4.5 
условий

Распространение с л абои 
пением

ударной волны описывается теперь ура»

д!
-г -Ь п։ = О 

дх.

Рассмотрим в уравнении (4.5) более подробно коэффициент при 
члене, ответственны,м га ■ -.•иловую релаксацию. Согласно [6], ои мо
жет быть представлен в виде

z--^-=£i/3. х 
*6 Ре R. V t^o

(4.6

В вышеупомянутых эксперимент ах для слабых ударных воли, рас
пространяющихся н жидкости с пузырьками гелия, наблюдался более 
ранний переход от осциллянионной структуры к монотонной в срав
нении с жидкостью, насыщенной пузырьками воздуха или углекислого 
газа. Этот факт можно объяснить тем, что коэффициент температуро
проводности .’2 при переходе от воздуха и СО> к Не возрастает на! 
порядок, вследствие чего коэффициент (4.6) начинает играть сумеет 
венную роль в уравнении (4.5) на меньших расстояниях.

Проведенный анализ распространения слабых ударных воля ка
чественно согласуется <՛ численными расчетами из [6, 11], где впер
вые верно выявлена роль тепловых процессов на эволюцию воз.муше- 
ннй в газожидкостных средах.
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В заключение отметим следующий факт. Если отказаться от гипо
тезы Когарко-Иор да некого [14, 15] о возможности замены давления 
в жидкости вдали от одиночного пузырька давлением в смеси, то в 
уравнении (1.3) необходимо заменен, Р нз Р։. Проведенные более 
сложные, но сравнению с настоящей работа!: выкладки свидетельст
вуют о том, что снова имеют место уравнения (3.6) и (4.5), но с не-
сколько измененными коэффициентами 
частном случае отсутствия теплообмена 
зы получаем следующие связи:

диссипации и дисперсии. В 
и несжимаемости жидкой фа-

1 : ֊Ն
?0

где ^—коэффициенты, вычисленные без применения гипотезы 
Хотя гипотеза несколько завышает величины коэффициентов диссипа
ции и дисперсии, их различия, по всей вероятности лежат в пределах 
точности общепринятых моделей газожидкостных сред
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ման քոնղիրնհր, երբ ղաղային պղպջակի և չրջապաաող Հեղուկի միջև տեղի 
ունի ջերմափոխանակություն! Հեղուկի ջերմ ա ո տիճան ր Հաստաէէէուն Լ: Են- 
թաղրվում ի, որ Հեղուկի հ ղաղային ւիոէքերր չարմվում են միքէնույն արա- 
ղոէք) յամ ր . րնէք/ւրում նրանց համապատասխան ճնչումներբ և ջերմաստիճան- 
ներր տարբեր են է

Ստացված են միաչափ ալի բների տարածումր նկարագրող ոչ գծային 
Հտվաււարոէմներր, երբ պղպջակի թերմոդինամիկական վարրր մոտ Լ իղո- 
թերմիկ ե աղի արա տիկ պ ր ո ց I. ո ների ն:
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*изиа1|иъ пил ч-ьзпьтм.ъьрг кшоиц-ризь зьчьмильр 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

яДИррт ХО. М 3, 1988 Мехзникп

УДК 617.958

ИССЛЕДОВАНИЕ 11Е.’Н11!ЕПНЬ'\ УЗКИХ ПУЧКОВ В
электропроводящей жидкости с пузырьками газа

МАНУКЯН с м.

Уравнения двумерных коротких поли которые отпивают области 
резкого изменения параметров вблизи ноли! получены в работе [1| 
Учет вязкости и теплопроводно тн для произвольной трехмерной вол
ны в неоднородной жидкости сделан в [2] Для пром мюльной среды 
уравнения коротких волн получены в [ Д. там же конкретизированы 
коэффициенты для .магнитной газодинамики Другим путем уравне
ния коротких волн в магнитной 1азодина.мнке получены в [4] В [5, 
6] получены уравнения коротких волн дли пром«вольной среды при 
наличии малой диссипации и дано уточнение коэффициентов для мик- 
рополярной среды. В работах [7. Н] развита теория нелинейных мо
дуляционных волн, а в [9] из уравнении коротких волн для смеси 
жидкости н газа получены уравнения модуляции и даны их решении. 
В [10] выведены уравнения модуляции для электропроводящей жид
кости в магнитном поле с пузырьками газа и решена задача пучков.

В настоящей работе приводится численное решение задачи об уз
ких гауссовых пучках в .магнитной газодинамике с пузырьками газа. 
При этом взята простая модель, как и в [II. 12]. а учет взаимовлия
ния пузырьков и тепловых эффектов можно сделать, как в работе [13]. 
Метод решения задачи, все выкладки, а также количественные резуль
таты не меняются. Изменятся лишь значения коэффициентов в урав
нениях (1.1) —(1.4), что в принципе не влияет на расчеты.

На основании уравнений коротких в՛«ли выведены уравнения мо
дуляций. которые дают изменения амплитуд и фаз квазимонохрома- 
тичсской волны. Решения полученных уравнений, п отличие от [10]. 
имеют экспоненциальный множитель, лающий линейное затухание и 
содержащий в экспоненте не время, а осевую координату Тем самым, 
становится более понятным рассмотрение стационарных пучков.

§ I. Уравнения коротких воли для задачи магнитной 
газодинамики с пузырьками

Уравнении магнитной гидродинамики для газожидкостной смеси 
в отсутствии внешних сил имеют вид [10]
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( — тv h+pç '£•՛ О
\dt /

—♦
."Q; Гг''' ~ v(/>~ ‘ '֊) + (!'<» iOvvî :

~ ■ v y\H — (// v)î՛ -}■ //(v-y)— ^7/ 
at /

здесь ? массовая плотность, P — давление, y— вектор скорости 

точки, v пространственный градиент, —динамическая ньютонов- 

скан вязкость. // - вектор напряженности магнитного поля. = 
в !/(։«,.)• р0 — об ьемная вязкость, и,—магнитная постоянная, з 
электропроводность среды. А —оператор .Лапласа.

Расема гривас1 юя гомогенная иднлскоростная смесь, для которой 
имеются соотношения [II]

* °
Р = М1 -const, /^-COllSl

где — плотность газа. \ плотность жидкости, ? - концентрация 
газа, А’ радиус пузырька,/;,,֊ давление в газе. Между давлением 
в пузырьке и в смеси имеется связь [ 111

з_ у ՛ ±ï֊£Z?
2 A. dt J r R dt

Принято, что жидкость несжимаема, pz=const и piz мало, поэтому 

Р^Р/1—?)•
Для получения упрошенного уравнения вблизи волны (уравнения 

коротких волн) применяется метод, описанный в [10]. который состоит 
в переходе к лучевым координатам .»» в удерживании членов основного 
порядка.

В результате получаются следующие уравнения коротких воли 
[5. 6. 10]:

д'* и 1 ди (/1пф   £ д
did՛՜ 7 ' '!t} ~ 7֊ dt ~ /7։ д-

дга^ д2 , à2'j\ и2 
№2 д7 ՛ 'dî\d7

г, au ։ ^Г-и , пд3и
]а т՜։՜^ T7-b^zr 

сух д՛* а՜3

(1-1
2 &
“ âx,d7i дудг 

где с1х=Нуд-.. --֊сопровождающая координата, Ну=сп : —нормаль
ная скорость волны линейной задачи. ар х2, ^—компоненты волново
го вектора в системе координат х, у, г, причем ось л՜ направлена по 
нормали к волне, а у и л—по касательной к иен. начальное магнитное 
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поле Л/ направлено по оси х, Ф—амплитуда лучевого решения, и—1>л, 
Г=1/р. коэффициенты уравнения (1.1) получены в [10] и имеют вид

О-֊. Е=тг՛' Г)'= -'И!|Лс<’; I (Го+2Л- р-^//Л +
Пу П\ Ц.Ц, • Р \ ? /

+=^Ч-г-.«-֊^| 0.2,
[/ V I

£'=/И ;Лг’а՛ (с-> _ Н; ) (1.3)

'4 к Р /

” 2с|2с։-(^ 1 а’)] 11 41

с*-сл-(а-+а’) (-<։’— (/^о=0 (1.5)
* * р.-.

здесь и. — скорость звука в жидкости с пузырьками,

а{ = к 4-/7%). /7,=//.^-;/7Л. причем /7д01 /7 .о (^)0. р0. а.о 
Ро

значения функций в невозмущенной среде, с--с . При //л=/-/ж, /Л.о=
= 0, то есть на оси пучка с=а* (или л։), ')'<^0.

В случае подвижной системы координат, связанной с волной,

агл^0, «3=^0. Тогда скорость волны будет |5] /Л = .
1 ’,4 ’Н’.з

Учитывая малость г3 вблизи осн х։ при /7х0^0, из (1.5) мож
но получить

_ с3 дЧу
да; дл^ 2с’ — «40 — <4 дз2в73

В дальнейшем будем изучать пучки, как в плоской задаче, гак я в 
задаче с осевой симметрией Тогда, обозначая через у координату по 
нормали к оси х, можно получить

дг и\ к д I 
՛՛ 7 ду I

причем А«0. к = \, соответственно, для первой и второй задачи.

При распространении узких пучков в электропроводящей жид
кости с пузырьками ։аза имеются быстрые и медленные волны, ч, 
вообще говоря, их интенсивности следует находить из граничных дан
ных на источнике. Для волны, близкой к плоской, представляющей 
огибающую быстрых пли медленных магнито-газодинамических воли. 
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можно находить вышеуказанную интенсивность волн, решая задачу э 
поршне (без дисперсии, (иссннацпн и нелинейности) в поперечном 
магнитном ноли, как это сделано в [11] Несмотря на то. чго в настоя- 
щеп задаче берется гауссовское распределение по у, что меняет \л
рактер движения и вместо ударных воли будут пучки, однако пере
распределение энергии по волнам .может ныть взято из 
ПЛОСКОЙ волны

решений для

§. 2. '/равнения для медленно меняющихся амплитуд 
и фаз квззимонохроматическнх воли

Для простоты рассмотрим однородную среду 
для которых лучевое решение Ф —соп51 Ищем 
(1.11 в виде волн

и плоскую волну
решение У1 шипения

Й = /и | < ։с\| (./»֊ у/-,) Г։ехр(—/0 ^--.։)

। ( '.,.ехр(2/0 ‘2■ £ аехр(—| (2,1

где ֊ “|-Л 
затухания /'о, £/։. С’2
к о .м пленено соя р я ж е и н ы е функции.

3=..^— невозмущепная частота, >—коэффициент 
медленно меняющиеся амплитуды, £Л. С\

1 (о'ставляя значение и из <2.И ; ՛. .՛ внение (1.1), учитывая
что в дифрак՛ ионной задаче I '։1 
слагаемые при с1'1 и е-11՝. получим

можно пренебречь и приравнивая

: .6) - ' ы’ .) =
о- ()! 2

1 
//.

(Ь -3«»)ЧV-։схр( 2 . А,) ;ю (И -
։ 2 0'

-№«)= • 4/: —2 («а—^։)а (2.2

(;г(4:<чи֊4Лг>)֊| /Лгг)-2^ гы՛
<?/ 2 д՜

1 I пг
(й .Й֊)(2й-2«о’) _ ос;(2^֊2.75)3 Л/_.г(22а-27л=)1-|-

3/Д2/Д -Ь ЛЕд(-^(2Ь. -2>а?)
д- д~

(2.3

Приравнивая в (2.2) члены, содержащие Ц, получим линейно 
дисперсионное соотношение и коэффициент затухания

Ц1 = — £аа 
/Л

(2.4
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Рассмотрим стационарную задачу для амплитуд

/дСЛ /дС\\ ։ д1\ «h, ։ .
Поскольку ( ֊ ’ | =(—- i 4 —2 — • «ле исходная система 

\ dt /- \ д[ /Хк 0-։ <)1

кобрдииаг. w (—— =1), причем/—Л - — Подставляя (2.4).
\ д( /г \ <н /, о-хk 4 1

(2.5) в (2.2), (2.3) и проделав вышеприведенную замену переменных, 
получим

Ô6'։ / . . 1 ,. 2 \ 1 . ... . а2 -г 6W
д- \ /У, //, /2 н,

2l;,/>XF( 2««=:,) (2.6)

Z:«*-֊- DIS Y
"i )

/•U1 чг
2га—W ■- §/) 

/л //

11оложи.м

, ֊.■.՛ .՛' .. le (£8)

где </. Д--амплитуды, <?, Ф-фазы, соответственно, первой и второй 
гармоники.

Подставляя (2.8) в (2.G), (2.7). получим уравнения для действи
тельной н мпи.мон частей

— /? — -֊ ■; ') — — 1)Х2 — — — Л/ДСО^Ф
J д֊.х //, </т։ 2Н։

—2?)i-xp( -2-'«*т։) ՝—-ГаЛзг(Ф 2s)exp(—2-а2-.։) г-

д2а (дг \՜ , k ôa
-------- а —՛֊■ ) 4֊--------  

ду2 1 ду / у с) у+------- --
2?, дк

(2-9)

, VZ±_ = — Аг<451г.(Ф-2?)ехр(- 2^2֊։)
Нх /д^ Нх д-х 2НХ

I '—Г«Дсо5(Ф - 2?)ехр(- 2>?’-։) +

1 д\ I п да д? k dz
2’։^а2 I дуду ду2 у ду

(2.10)

,12 г .Л — ь* 
ff։

Г 2Г
а։й2ср|(Ф 2«) ? ֊ а։>а3§!п(Ф — 2?)

Z/j Z7։
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(2.Н)

4 ։ 1 9
А--/)т} = — а*Г<Г81п(Ф—2?) — Га3^со$(Ф— 

/7, Нх /•/ ։

о ч , о / , - Л’?.л №Л , 7>г . дФ2ф)х*—2 л- 1о — ।-----4 8------Д —\ 77. М, Н, дх.

1 9^^

2ух'֊)->՜: 0у (7у

, д*<1> к ..4------ ----- а —-
дуг у ду

(2,12)

§ 3 Решение задачи об узких пучках

Будем считать. что магнитное ноле направлено по оси л՜, являю֊ 
шсися осью симметрии пучка.

Решение уравнении (2:9) ֊(2.12) ищем в виде

а ֊֊ <Мч)гхр(-^ ). ?=Л'։)֊Н(’֊։) ;՛, (3-1)

Л=Др։)ехрЛ- Ф=:։(ч) К։(ч) (3.2) 

где уп начальная ширина пучка.
Подставляя (3.1), (3.2) в уравнении (2.9) (2.12) и приравнивая 

коэффициенты при /՛ и у-', получим систему из восьми уравнении

да  Ъ(1 - 3;) !• ?2-7

дх‘ (1-ЬЗ;)?+-։

^1= 1 ?1~-?>(143;)
(>: а (1 - .Г;)=-Ь-"

_ 1 8'?з~( 14-155)у4
д֊.՛ 4 16 > -(1 + 15;)*

_ 1 8у?4—2(1 1 13;)?> 
д-: ’ 4Д’ 1б72-Б(14-15:)1

1 = 1 Ру՛: (1-1-3;)?.-4 >?г
д-.՛ (1+3:)Ч;»

-=21^ -зо?п
(1|-3:)’+>

— =. /?Д>'оа 4у?.->( 14-15;^ 
4/1' 16>-| (1-| 15:)3

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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1_ 4>?в-(1 Г 15:)ч»:
& А' 16>+(1 + 15:)’

(3.10)

где

4֊ о- | 31>ГА'/^С, 4-

4- Ь- А^/:\С-31>а'Л'£։$

?а=12:АЧ -А'/й/, 1։«;^ ֊ 2Г։и ;-.Ч у 4.4- "М՛^֊

-Г։а'25- 2\\нГ2С 

/К՝ \ ГЬ=-Й.П+1՝М'/?1С^_з;л1)- А'едГ,+3»Л,)

«.=»./—у ~А ^,)-։ И'/:։х(з>Г,֊^

ъ.^Ъ.А'Н- '321- 1^'’$/^-г 2--л¥ 
2 \ 2 /

I /2)

?„= 2>.Л'*;/-,-Г,в-»с(^ Т.-Г,«'։5а,+А)

Здесь введены следующие обозначения:

131- 1 <УЪ'— , >• = _---- 1, V
/7։ 7.\ дг,-

С= со$(з։- 2«)

5 = $1н("։—2«),
1

Уо7՜'

^=А’.֊*2А!', ^=е^р( 2/-՜

111 три х з ,м и обозначены бсзра з м ср н ыс = I ерем он иые. полученные
после следующем замены переменных.

V՜՜ — ’»=77°'։. ’г^Т?7-'. А:=но(О)
а //, /7։

В работе [15] дается расчет зву:<озы\ пучков в газовой динамике. 

Пр)! гом решается уравнение, которое получается из (1.1) при /7=0, 
кроме юго. рассматривается сжимаемая жидкость без пузырьков га
за.
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В настоящей работе для системы уравнений (3.3) (3.10) числен
но решена задача Коши на ЭВМ ЕСЮ4л. При этом проведена целая 
серия расчетов для различных значении параметров, характеризую- 

щнх поведение узких пучков. \=-т- у„֊, дающего отношение не-

I
;——. дающего о г- 1Уи։

ношение радиуса кривизны к начальной ширине пучка.

линейных и дифракционных эффектов н г = —.-
Г
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Результаты расчетов для значении К* — 4.5; 9; 25; 0 ։=0. 0=0,1; 
1.1; дисперсии ;= 0,1; 1; диссипации г=0, коэффициента иели-
нейност /<///,—- 0.1; 0.05 приведены на графиках. Па фиг. 1 5 при
водится значение ширины пучка Как показывают расчеты, при Х; — 

-—4.5 происходит расширение пучка, при .\’=9 пучок сперва сужает
ся. ио. доходя до фокального пята, затем расширяется, а тля К =-25 
имеет место фокусировка пучка (фш 1) Там же пунктиром приво
дится решение по приближенным форм) <ам, полученным в [10]

, ^՝՜ >- ^Т /А', _Д > £7 ,
-- ----- г----------с~ =\ «1/

Как видно из фиг. I, для Й=25 фокусное расстояние по прибли
женному решению значичельио больше, чем по уточненному, для X — 9 
приближенное решение фокусируется, в ’го время как точное решение 
дает фокальное пятно, а при X — 1,5 в точном решении имеет место 
дефокусирование. Таким образом. ;ля сильной нелинейности точное 
решение быстрее фокусируется, для средней нелинейности точное ре
шение не достигает фокуса, а для малой нелинейности происходит 
расширение пучка.

В силу большого количества параметров, как и в нелинейной 
акустике (15]. введены безразмерные параметры, содержащие влив 
вне констант на решение, в частности радиус пузырка К входят н на 
рамстр характеризующий дисперсию, при помощи, коэффициента 
Подобная классификация выделяет влияние дифракции 0. нелинейно
сти X. дисперсии $ на волновое движение в пучке.

Приведенный метод является простым и эффективным при расче
те пучков для различных сред.

Автор статьи выражает глубокую благодарность А Г. Багдоеву 
за большую помощь в процессе работы.

THE INVESTIGATION OH NONLINEAR NARROW BUNDLES IN 
ELECTROCONDUCTING PLUID WITH GAS BUBBLES

S. M. MANUKYAN

ՈՋ ԳԾԱՅԻՆ ՆԵՂ ՓՆՋԵՐԻ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒՄԸ ԳԱՋԱՅԻՆ 
ՊՂՊՋԱԿՆԵՐՈՎ ԷԼԵԿՏՐԱՀԱՂՈՐԴԻՉ ՀԵՂՈՒԿՈՒՄ

Ս. Մ. ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ

Ա մ Փ ո փ ո ւ if

Դիտարկված /, է/աղային պղպջակներով էլեկտրա ■ աղ ո րղիչ < եղ nt կոր ։i նէպ 
փնջերի հաշվարկի խնղիրրէ IJ turn ղ if ած I, կարճ ալիքների և հարմոնիկի 
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տմպլխոէէէէյի ակասարումնհրր , որի (1<,ծ ո, մ{, փնտրվամ / ւրւասէքան i/iSy/,;*/. 
աեէւրէւվւ Ամսղիտւււււի, փոէ{ի, կորովԿան ե փնջ/ւ րսյնով1յան հաքվարկի մի֊ 
ջ"!]ով и տ արկած է. րսծամ կիւր»ււս>նր1>4էյին աիրուհ)ի համար։ !Կ.րկած հն 
սաարկած րսծման У'/'0' 14՛ արկած / Համ 1,մատւււի քուն մ ոաակոր բա֊ 
նաձևհրի ւ ածման '.հա։
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2U.3M!l.։ill.ti UIU Я1*8111‘Р-ЗП1’ЪЪЪР1‘ U.4U'MjirhU.5l‘ ЗЬ'ЦЯШ.ЧФР
И 3 В 1 С Т И я Л К А Д Г М И И II Л УК АРМЯНСКОЙ ССР

ВЪ^шС^ш Xi I, I Механик«

УДК 539.377

ДВУХСЛОЙНОЕ ОРТОТРОПНОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО, 
НАГРЕВАЕМОЕ ВНЕШНЕЙ СРЕДОЙ

И ВАНИК i. I

В практике применения кристаллов к различных технических и 
научных целях часто необходимо »наш:-; температурных напряжений 
в кристаллических телах. Это существенно, например, при выборе ре
жима работы и отжиге кристаллов, при оценке термостойкости крис
таллических тел и т. п. Б связи с -пим актуальной является проблем:! 
определения температурных напряжений в ортотропных кусочно одно
родных телах, обуслоплелных нестационарными icwiivpaiурными ПО
ЛЯМИ.

Рассмотрим двухслойное ортотропное полуаространстио. состоя
щее из покрытия, занимающего область и сопряженной с
ним области z։- д z < оо. Пусть температура поверхности данно
го кусочно-однородного тела изменяется по закону

/|z-fl:=Z,-CUS*։։.rA՜ схр (/«>,1) ( 1 )
где jf=const, ■>.։=const, <»—const.

Физико-механические характеристики такой системы представля
ются в виде

Pf/^)=Pll^ (Р^ P՝՝})s 2i) (2)

где индексами 1, 2, соответственно, обозначены физико-механические 
характеристики покрытия и сопряженной с ним области, 
5 (z -2^) = ^’ - • -о — асимметричная единичная функция ;1].

Уравнения термоупругостя в данном случае запишутся таким об
разом [2]:

g> + (^+(4M)S.(,_Zi)1 gU |^.+ (nV^)s-o- С1)|(

+(1֊К։->)^ (3)

g + + |։<>> + (։!?_։<1))5_(г_г1)| (=
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И (։«՛ (л г')։5 ■ 1 <։:i> л՝՝'л-(г֊г։)Й=

В уравнениях |3>. <4) введены обозначения

>.«2) /,чh fl/> 4*(Л пХЛ i՝<i) 1-л0‘|
/<<■՝— _L_. = !" = ". ■ •■ .•■:>-֊ :I___L

'■ p<‘) ‘ ).«/» * c[V ’l? ~~ <?g> ’ 13 <■['>

/•(;> '-(/i ac/> /•(?< aOii'll '/(;> ֊ •.'։.! <: -՛_<'-d ՝■“ f “ '֊'•"' ■“ М-1»

Aa;)։ дО) _ коэффициенты тепла- и температуропроводности, 'Не
плотность, (S)=S՝ (;).

Динамические температурные напряжения определим по форму
лам [2], которые в данном случае примут вид

=„=[^-ЙИ֊^>5 <*-*>) 1^ + 1 I ֊

-l?!5H OfW.>)-S’֊(2֊֊’1)R

«1' -(--*.)! ֊ -МФ КФ (г -;,)| ֊ -С/Л» Г/ *.

V=W (Ф֊Ф^..(-֊г,)|(^ ֊֊^)

Решение уравнений <3|, (4) ищем н виде

!(х, г, •:)— v(3)co$u»A-xexp(iu>.-) . (6

и(х, z, -)=rt..(’)sln‘»Axexp(Z‘v -). к(л'. г,-)=:£՛ (е)со$и՝лХех[(/а1т-) (7

Подставляя (6) в (3|. а (?) в (4). получим

^--1*1 (- ֊.)РМ1 К^)— <(---z,) (8
Ял. (I - • - *։
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где = I ) ֊֊,>

□Г(г)»ИП’(7г-.^ ՝.)!֊• <4՝)֊!.“, (.?.. (-֊--1'1^

=<«> 
'11 •

•Г՛4  =Ц|, Г ■ •• ~ —.пр •:1 Л } //«— 1 91Ъп ли • .1,1֊ у'г--,л
ш 

/ \ /Ли \0։=(|-< -4Х;"Н^։ 3,<!))'-(-- г,)р)(г)
\ с£’> /\а2 / .’՛ £> • г ՝ ' •։

[ЗГ2) Г<’> / Л(.') \//п 10_ Ъл !(■ „,/и с.:. „ А л, (-
<<,’ ՝ > ‘1; | ...

Решение уравнения (8) имеет вил [3, 4]

Ь(г)=6 Т7Й5 )5_(г г։)| (10)

ь
где А1(^)=Л1сЬЛ1(г֊г1) А'^/г2зЬ^(г-г։). ^(г)= ехр[-А,(г-г։) |

*п 1
Умножая (9) на 5_(г—г,) и производя замены

лЛ_(г—г։)=нр а.՛,.,5՝ (г—г։)=®, (11)
перепишем (9) в виде

-^՜1—Г?и'։= ;; > 7^։ 1^гги?։=^'.1 (12)

где 9։=—О<->ехр(—Л,(՝—г,))5 (г -г։)ч-«а.|;_г1<(г—г։Н

9;=-О'-)ехр(֊^։(г֊г,))Х (г—г։) |-да,„|г 2,г (г-г։) 4֊

Решсиие двух взаимосвязанных уравнений <12՛ представим в нм 
де [5]

П(Р- 
мн ’ ■ Д,(0) ' ск- ,՝п‘ -1,К

г/г
. 3£=^ + т?>=1.2| -

*'1=0^(1з)

1'Де ?1» Ь удовлетворяют уравнениям

1 Известия ЛИ Армянской ССР. Механика, Л7 3
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J.KCL ;WL. h -- « < (/ = 1.2).
Решение yp.-iu .eiiiiu »11) n «шшеимг. tit <<i корней характерней 

ческога ураннспия

4 i »»<•*?* '■ /»*” О (1'о * V ' 1
<’*=•,I՛, 2) имеет пил:

1) корпи ур.тнгшч (Г՛! пени- t <сены • ;։ перинные

> Г [•( С.ехрр. ’) С;схр( ИА?) ։ s’

, ^,'Xpt՜' ’) ’'•'■■pt ■) P’expl : •> * P,'<՝xpl- t’-’e) r >; (I

2) корни веиачтиеиныс it пиипрно ранные

, =(С,- -(.՛ |exp( ■ (.’l ((.■ ;C‘)xp( ։( '.•) I ₽’

,,--P ՝';»<•՝) i< • -< Jcxpt *-’) I '< (1

3) корни комплексные. I лтом -л i.ie следу։ положить а|;>—p<-> r<։
Д1.|=։1ЬЧ_/.|.'»/' r yt),

В (16) (I ас ные и родных ура
(14) ! СПО.иi 1:?.хож • v 1՛ i. inри.|цни произвольна
IIOCTO I \ и учптыазз. что С-Н .1.1 НО ( 1 1) (й|, Х'։)|,.г..,-П nn.iy'ItlM Я 
.л։. I lo.ici.iti ляя нх net ;ему (’.*) ՝ учетом (II) получим слелующу! 
систему уравнений лл.։ определения и^, w^.: I

h" + -7t?₽-=^*- a։lu-+L^

где &։-=-шгз;<”/. ■bb^S*(c։-c)-D<- exp(-*;

(иг и:)А (»и hi)®’՛!?’

)L*

6;M?‘k^S.(r։֊^)֊D<-Vxp(֊M^֊^))5-(.

Zt c^\du.. |l , 4֊u>/ _L___ !_h. i ( 1 — _il I----  o.
hb \ r<’> / dz 11. .*■ и x / *** ։ k-*

Решение системы (lb) имеет пил:

«֊(г). // (г)$+(г։-г) r«;(2)S_(z

tpw(c)=o>(;)S+(el-i)4-w;(e)S-(

.=5г- (IE

(z-s,))S_(2-2։) -

.I։i_(z-2։) +

г—г։)

՝—՝ ) (*“ — Tu ) —-1) Пи Ъ» dz

-4,) (

г֊м) (■
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Подставив (19). i'2U). u ь n с учетом (5) получим выражении 
компонент тензора температурных напряжений Нен местные поеточн- 
ные интегрирования оирс.и лихиене «раничных у. • лови ii

5Л.» s..=u при г-=0. z֊-oq (21)

Многие материалы обладают сущее: пенной анизотропией темпера- 
турных коэффициентов линейного расширения. Предположим, что рас
сматриваемое составное полупространство состоит и* двух состыко
ванных тел. обладающих иртогроиней только в отношении температур
ных коэффнниеитои линейного расширения: э'“’==’'։։|~7ш» • 
а‘Ш= аЦ|Ь a4-J=։f<’>=j/։֊). Остальные физико-механические характерис
тики предполагаются изотропными. Исследуем распределение дина
мических температурных напряжений к прели-»л »а нии. что темпера* 
тура поверхности г=о изменяется п<> закону

/1,-0 =.* • *։«»tATOSiv.t

На фиг.] 1,2 представлены/[графики изменения динамических 
температурных напряжений на стыке (г—г։) покрытия и полупрост-

С*'.рянства в зависимости от безразмерного времени различных
<'т

значениях частотных параметров р • —. /?.=•■и параметра К'г, 
С1 г։

характеризующего отношение температурных коэффициентов линей
ного расширения в направлении осей Ох и Ог. При этом принято 
К‘։=0,\. рх~\0 (фиг. 1). /?г=0,2 (фиг. 2). Численные исследования, 
проведенные на ЭВМ ЕС—1060, показали, что при рх^>\, р.^>\ ам
плитуда напряжений с увеличением р. уменьшается, тогда как при 
Р, <1. в диапазоне 0.04 </?. <г֊,1 существует максимум амплитуды 
напряжений
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TWO-LAYER ORTHOTROPIC HALL-SPACE HEATED BY 
THE OUTER MEDIUM

E. G. IVANIK

|ւ1’«։Շ1;ՐՏ Օ1*Ի1էՏ'Ր11Պ 1||՚1|(1.Տ11,!՚Աօ(10»-:1111՚Ն(1' ԱՐՏԱՔԻՆ 
ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՎ Տ11.ՐԱ811 ԱՆ ԴԵ”|4’ՈԽ1ր

1|. Դ. 1'ՎԱՆ|-1|

II մ ւ]ւ ո փ и I մ

1ւրկշերա պվ1ուորուդ կի чաաարածmp ւա)ւ ջերմւս4ւոիճանաշի1ւ շարումնհք^ 
որոշե[Ոէ Համար առաջարկվում / ընդՀանրացված !իանկդիաների աւդարաայ 
հիրաոութշան վրա Հիմնվաձ եդանւոկւ հի սա ա արած m fl ւ ունը ենթարկվում 
րաէէ կ ո ո ր դ ին ա in ի սքարր/ւրական h f'tnn մամանակի Հարմոնիկ ջերմ ա ջին սւ| 
դեցու թքան։ Խնդիրը քերվում Լ իմ ւդուրաւ ջին աիպի դււրմակիցներով Հավս 
սարումների Համ ակարդի լուծման կաոոէ ցմ ան ը՛ ւռեդափււիւությունների վե 
տորի րադադրիթւկրը որոշեքու էամարւ
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НЛУК АРМЯНСКОЙ ССР

-

УДК 539.3

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ВЫЕМКИ 
НА НАПРЯЖЕНИЯ И ПЕРЕМЕЩЕНИЯ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО

ИЗОТРОПНОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ ПРИ действии 
ПЕРЕМЕН И |>;Х ИО ГЛУБИНЕ ОБЬЕМПЫХ (ИЛ

I- ч

I 'Рассматривание« решения ьра«"։։.՛ - шдлч. которые возникают 
При исследовании плпряженнодеф՛ рмьроиинн то состояния rpaiicin-p- 
СИЛЬНО изотропного упругого массива бе конечно пр<н тнракнцнмся 
цилиндрическим отверстием при теист։։։ и переменных но ыхбпне обь 
емких сил. В атом случае решение запнсын.чепя н ни iv част леи о ре
шения неоднородного уравнения н обмен решения системы идпород- 
НЫ'Х урианенви Частное рсшсннс—напряжения и перемещения и сплош
ном полупространстве при действии jux объемных сил- об 
чсно через

«•............=;

Общий интеграл ищется при следующих граничных условиях 
При

2=0
(1-1) 

г-а =>֊=.’* • Г
(плоскость изотропии горизонтальна, ось с вертикальна I

Предполагается, что функция п* абсолютно ин курируема н про
межутке (0. со).

Вб втором параграфе поставленная идача решается разложением 
по собственным функциям, а в [1] показано, что решения краевых 
задач, полученные таким обратом, нс являются единственными. В 
^ПНо.м случае оно дополняется слагаемым, полученным на основании 
[21 Выбор результата зависят от дополнительных условии

2. Решение системы однородных у?.н>ш ннй строится на основании 
[3] При осевой симметрии имеем:

Ժ/՝
М/ = Т՜ дг

2ОЛ—(1 —>)-֊—- <0’11 
дг1

dF , 
«՛=•֊ ~ 4- —

öz Ц

(2.1)

(2.2)

3?=/j’D4I,
dz1 г

(2.3)
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s.
‘ àz՞ dr

Функция li удовлетворяет уравнению

(2.

— fe, ; - \d։ — %,/WII=Odz> \ G,J dz-

r.-e A>„ - I-.'-,
\ J -1

2(1 v2/:j=vt/;

!У- оператор .'1аиласз вл плоскости; Г. Емодули упругости 
ПЛОСКОСТИ К :о. plUIUII il I .laiipail.l' l.'IÎH оси : ; v, \. — ко дрфнниен 
Пуассона, -модуль сдвига в вертикальной плоскости.

Построение peine not. удонлетворяюшего (1.1). связано со зпа»: 
ГСЛЬНЫМП грудпостямп. коюрые ряд yiHopQ'l’. обходят удачным выС 
ром иряблпасенных решении | I. 5|

В настоящей рабою iipe.iBapi'.Teji.iio р. шасня вспомогатсльн 
задача, причем ноллчаемыи рсдульгаил могу։ рассматривагься к 
шаги и 1с|.՝ацио11!!ого ирошчча точили ривения исходной задачи.

При вешенли вспомогательной .чиа i|,-n втрое условии (i ll j 
меняется равен՛. твамп

при /=.•/ тг..=(), //г=яп (2.

1П |2.4? слелхег, ’но i|.՝\ .пени ՛ U Вр. и гаппма в виде
’Х՛

II—М | ^/(т)?4*;г)Л'в( ;г)т/7 (2-

и

где тЛ՜,՝' -однородные решения, которые равны:

'5։( 7i)=??7.2$lnWjï֊ — т (2-

râ(\ 2 )=*.՝osw л г - cos/??2-,-z (2.

/<.(Л-)_ф\ Hi-.ции Макдональда; »к,— корни харапгерпетического ура 
нения.

Функции 7/ обладай! свойствам.и обобщенной ортогональной 
то есть справедливы равеис.тва

.* (;-) à“-- (1*г) ! ■ •• ‘f,__ 22 *_/ " -_' (I— т.- т ;-.г( Г ч .1 dz։ ôz‘____________1
о

|’rAv)?,(r-n<i֊՝=^h,;’( (2

о

где



bx—ni\mÿuix w2)2, b2 nty (2.10)

7* -фиксированное значение 7: '>( —;*) тельта функция. 
Кроме того, имеем

J dz* dz- ' -
о и

Равенства (2.9). (2.11) позволяют определить .1| <) из граничных 
условии вспомогательной задачи. Ути условна преобразуются к виду

Л» il 
Z:n0->a(l-֊47-c=֊-֊— (2-12)

ordz-
г

Tu = £оЧ1 (2 13)
J ” dr
о

Из (2.4). (2.10) (2.13) следует

nï5K1(ï«)A(ï)=2/?.(ï> (/=1,2) (2.14)

20՛ f л . -,R‘^)=-î՜ I ltü(,xdz (2*
U

Функции, определяемые i2.Hl. (2. !f>i, удовлетворяю! комбиннро 
ванным граничным условиям. Следуем проверить каждое из условий ь 
отдельности. Если 7',. О. го слагаемые, зависящие от 1,(7), могу։ 
отличаться только постоянными множителямп. Гогда имеем

/ o=G/(il О (2*16)

Определив постоянные с... подставив Н в (2.1) —(2.3), получим 
искомые величины. Например, при г—д имеем

[ (2Л7)
II

Можно показать, что при известных условиях второе слагаемое 
в (2.17) существенно меньше первого. Если эго так, то н качестве пер
вого приближения решения исходной ։адачи рассматривается решение 
вспомогательной задачи, удовлетворяющее условиям

при rz=a U, 2(7«-)’’ = - ainr (2.18)

Погрешность расчета определяется разностью =”—=J։>.
В частных случаях интегралы, которыми определяется функция 

II. могут быть представлены аналитически.
Если

»;'=^=֊exp(-/z) (2.19)
1 — ՝1

то
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где
/?5 /

(А—■----- ’Ъ ^2— • !'•/—
от։/яэ л 1п{

п / "* •4՜1
Л(;)=£ у ՛ г1= т\ Н'л1 ж

Г“։ ։1?' Г —
Условия (2.19) могу։ быть использованы при решении ряда задач, воз! 
пикающих на практике.

Рассмотрен пример расчета в.ютренного массива при условиях! 
(2.18). (2.19| и установлено. что шя-репликчь первого приближения, 
решения исходной »адачн. уловлетзормюшего (1.1) зависит от числа! 
/. и убываем с уменьшением /,. При /.--0.1 погрешность не превышав 
ст 2%.

■ } Второе решение вспомогательной а.тачв строится на основании 
[2] с использованием (2.2) (2.6)

Функция (1 принимается в виде
<»

11 ■■= (и Я<(>У \ | ( т-чг) )Р0( и-)({т. 4֊

0

(■֊1.2) (3.1

/<1рГ)=ЛрГ) •՝ !(’<} ) ¥,.( /?')/,( 7<|)

где Л(л*>, /',|(л')--<||\нкиин ЕеСселя <՝т с йствитс.тьного аргумента( 
соответственно, первого и второго рода.

Функции С,(/) определяются н; ; рапн.чных условии для всяомо՛ 
га гельини задачи.

1Ь первого уелрвяя ll.li усгапа։»л«вастся завиенмо гь Меж.ад 
функшими /Л(5)« Имеем

'ч ։ />, (у) = - т., Н.> {у) - 0( •') (3.21

Функция «<։(’) определи! !си >н ирп-чбра чимния Вебера Орри [6]

ОЛ • г ՛ ՛ 0(7)|./-(-л1)ру-(™)|=—=֊֊2— £ н и (з.з)
-1111'11, ՛ гпу^2

где ',(?) трансформанта Фурье функции «*'.

Изотропный массив рассмотрен и |2|. Если //’*=е.хр(—Хс). то на
пряжения =6 на грани е массива определяются равенствами
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<= i-i .•>(/)I, s°=(11 ,)и" 11 i- —
a a I 1—7

(3.-1)

где <՛(') мало по сравнению с единицей.
7. Соно.давление решений (2.6) г. (3.1) обнаруживает расхож

дений аснмпгснических разложений искомых функций, но удовлетвори
тельное совпадение величии норма.и.них напряжений на пересечении 
границ области (2=0, г=а). Перемещения «г» при этом различаются.

О.с*.! мметричнин деформация мн»,и аслойирго полу пространства 
рассматривалась б [7]. Авторы опшбочп:) полагают, что ими получено 
решение, удовлетворяющее (2.5|. Это справедливо лишь при абсолют
но жестком и гладком включении, с последнем случае такое решение 
вытекает из [3].

EFFECT OF A CYLINDRICAL HOLE ON STRESSES AND 
DISPLACEMENTS IN A trans\ ersely-i$otrop ALF-SPACE 

SUBJECTED TO VOLUME FORCES VARYING ALONG DEPTH

IL M. RAPPOPORT

SPU.bll’I.ljPHU.I. bnilSPn'II bl*liU..SU.I'll.ul}b(b;MII«'i4lbir
Ьф I.Uj’lll'llbbl'l' 'i.l'IJ. ‘|.|.U.UI.SI'|1 ФПРЧиМЬ 

U.4'H»8lll'IHiUA, ПН1111՝1ГЧ,и.111»Г1||-1П] Ulis Itini’IlHHUl.b Ф1Н>||||,.|.П‘1.
viMi.ii.i.ii.si4, iihM;ri< щугьзпнишъ 'Mj‘M’IIHr

в. it. iiu.'hinni's

II. ll* l|l II ||| II I »(

Liltljpfr 'friiidnufp pliptflud / pit ipn'h >f nit) in • if int fib ihit]L{ft' utlitfbpf
t}[UiLiujfib ‘4՝l'i)piiif !/fr mu tn uipunhn fl tui'li цfluiuiplpf<u'h/1՝ mbt/pfr (.цршц^п^

I’W tfutfuM linputu/ plntfr инщк и mfj juib tf/iu/piHtfi Ulini’tHif t/frill tn plfthttJ f mluih 
i/uilf fuhtjfip (tubgpfr htiptnii^fr ifpui 7. . = 0, Il- — ll։] ), npfr [ittdttiJp o;/- 
ltlllll}np,}lftllll I. fl III hpIDpft lull h pp il4tlllllfjll{Ht ^u/ifuipi

Oduibqiuli 1иЪ1Ц1/) /niiniJp iffrnqitlf.p t՝t, h utittuijifltuf f։ tiiiwhuil{iiif.
I ) uhlfrtlll{Ul)l f’l/J'Ilf՛ Ill’ll III HI Ul'llhljllll i'iinhiHltitt ijnuf ui p Lift'll hpfr
01^1111 ffjuiii/՝, 2) 2iuptti//jttiLjtttb lf.piitii'iintfjui)ifr >f Lflnt/nif t

i .ntdtl! UlLpfl 1 Ui if hd Ulllllll/I tlllll p fl ftUJIlt f pliplllii tft'btliptftlH Ifiltlh/jpfrui- 
ilLpfr Ш11 fl li ttpn tint fllj tall Ill'll if hp jllll} U I fl y,,|hh hpfl l.llllj pl,ptllfl Jlltll , fill!/ Ulfipm iflft 
Hill .'</ in’ll HllfA m if' utptj tnibpllhpfl pilllflupiup fiutf phlpltluf ttplllf uiptfuipuipifittd 

/ iii։p[utpl{uitfih ifnqlufi pit tnp nt flj mb pi
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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ЖЕСТКОГО ШТАМПА ПА 
УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

.4. Г ПЕТРОСЯН

В [И предложена универсальная pciуляриая модель упруюго ос
нования, поз вол яющая рассматривать трунты с различной связностью 
пли неоднородностью по глубине. Параметры модели .могут быть 
установлены на основе штамповых пень танин грунтов. Особенностью 
модели наряду с ее универсальностью является ограниченность пере
мещений и напряжен и. । в « •. i в :... и 1։ и при спереди пшенных нагрузках и 
скачках перемещений, характерная ня дискретных моделей вникла- 
ронского типа, конечные перемещения в случае плоской задачи и, 
вместе с гем. обеспечение связноеm при одновременном учете неодно
родности.

В на. копией статье приводится чи< ;епнос решение контактной за
дачи (осесимметричной и плоской) для жесткого штампа с плоской 
подошвой, вдавливаемою без греиня в упругое основание, описывай 
мое обобщенной моделью Ядро оспонзпня принимается н виде [I]

К(г)=ел;(г) =—, ° ■— И)
7 ° (2г.) Æ

।де 9—-физическая константа, характеризующая обобщенную жест
кость основания, по физическому смыслу близкая к коэффициенту по
стели. с регуляризующий параметр, ограничивающий перемещения 
н напряжения в особых точках: ■ параметр однородности- регули
рующий совместно с s связность основания. Значения параметров 9, 

v могут быть установлены посредством аппроксимации экспери- 
мечггааьной лунки от штампа малого диаметра с помощью выраже
ния (I).

Контактная задача для плоского жесткого штампа в случае ос՝- 
ион симметрии может быть сформулирована в виде парных интелраль- 
ных уравнений

h$)pW№)dï= (0<r<r0)
V 

о
»
|>('ç)/։(:r)rf-=O (r«<r<M (2)

й
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где /;(;) преобразование Хдиксля контактного напряжения 
и՝п перемещение центральной точки штампа: г0—радиус штампа; 
Л(?) плотность ядра упругого основания, вычисляемая но формуле

р7<0(г)70(сг)(/г 

о
Для ядра (1)

2— 5Т(«+Ч ՛ 2
(3)

где К,(Д) функция Макдональда. Для решения уравнений (2) мо
гут быть использованы различные известные методы, однако боль
шинство из нах требуют определенного поведения А(л на бесконеч
ности: в частности, при ; — ос должно быть

Л(;)=&’ -‘|1 -0(1)], Ь>и>о, 5=соп։1 (4)

Используя асимптотику функции Макдональда для плотности ядра 
рассматриваемой модели, получаем следующее представление при

Л(Л)=^Г" ■ ’ Д1 ■ 0(1)1 (5)

При 0,о у I А>3,> условие (о) у ювлетворяется, и система (2) может 
быть сведена к решению интегрального уравнения Фредгольма вто
рого рода. Однако, при других значениях параметров г, > условие 
(5) не выполняется. Поэтому для получения универсального решения 
воспользуемся методом, предложенным К) Г. Плотниковым |2|.

Применительно к осесимметричной иначе -лот метод приводит к 
системе алгебраических уравнений

г А 4- /?»<,=(). R А + ф=0 (6)

где г=|г /]: R |/?7Д: Ф —Р/2*; Р —сила, действеющая на штамп 
Л=®|.А,՛; А коэффициенты разложения контактного давления в ряд 
по координатным функциям

р(г)=£л/>Дг) (7)

Коэффициенты г_>(. определяются по формуле

<■.,<= ■֊ (’«)<«

где /?(:) трансформанта Фурье функций рт(х).
Аппроксимация контактного давления принята и виде 
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Здесь //(/) единичная ступенчатая функция Хевисайда. Коэффици
енты разложения Л, и՛՛ физическому смыслу являются равнодейству
ющими контактного давления на площадке А.- Величины /?.п есть 
полное контактное давление, соответствующее м члену разложения

/?/«= 1/'т(г)п/г 

о
Аналогично решается плоская задача В пом случае в отличие о г 

осесимметричной задачи принимается р = Р и

д . ___
гы=2֊ р-'//(։)Р«.(?Ч(5)^ 

ч 
где 

«X* т
/’”<и ” £ #МЧ= 2. р։(-Че՜' ^л-

о ~ о
При этом 

••

Аппроксимация контактного давления в отличие от (8) прииима 
ется в виде

Результаты вычисления контактных напряжений, определяемых 
с точностью до постоянного множителя (2՜) : \ приведены на фиг. 1.

По существу, вычисления проводились для ядра /<3(г)----------- ֊

2*/2
в осесимметричной, и для ядра А'(х)=----------------в плоской задачах.

(д'7 -2)
Для оценки точности численного решения осесимметричной и плоской 
задач одновременно вычислялось среднее контактное давление иод 
штампом, что обеспечивало проверку условия равновесия. С >той же 
целью при предельных значениях параметров проводились вычисления 
для упругого полупространства и упругой полуплоскости.

Анализ результатов вычислений показывает, что при различи« 
параметрах > и г, предлагаемая модель позволяет получить эпюры дач- 
лспня, являющиеся промежуточными между эпюрами, характерными 
для вииклеровского основания и упруго!о полупространства. В нре-
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дельзых случаях получаются эпюры для этих двух моделей. Таким 
образом, рассматриваемая модель позволяет описать практически лю
бые грунтовые основания, рассматриваемые в рамках динеине»! тео
рии, н обладающие различной связностью.

CONTACT PROBLEM FOR KIuJD PUNCH ON ELASTIC
FOUNDATION

I.. G. PETROSIAN

Ա111ԼՋԴԱԿԱՆ J'IH'I՛ '1.141, ԴՐՎԱԾ ԿՈէ»Տ 4-1'11 Г.(Г1> ՀԱՍ՜ԱՐ 
ԿՈՆՏԱԿՏ ԱՏԻՆ ԽՆԴԻՐ

I. Դ. Պ1ւՏՐ11118ԱՆ

Ա մ ։[» и փ >ւ ւ մ

РА/п/ձսԺ Լ դձսէյին դքմիքւրմաւրիւդ '.իմրին սեդմվոդ կոշ/fr դրոշմի '/»մար 
կոնասւկւոայոն խնդրի ի վալին լուծո/ մր ։

Որո/է/ո Հիմք մոդել / րնդունվ ում րնդՀ ան րաւ/վ ար) մոդեյր, որր րն/nf.hn֊ 
դրվում Լ երեր ւդարամԼարանի կորիդ ահԼքոդ Գրինի !իունկդիայովՊարա~ 
մետրերի чи/Հ/ք անային արմ ԼքնԼրի դհ/դրում կարոդ /. ներկա ւարնհլ
44(ա.\էրսկան Համանեո ու ո՝ tinifiniiLri և վինկլերալին մոդեւների կպէիդներր։

1'հրվաօ են կոնաւսկաալին լարյսմների ւաշվման արդ էունրներրւ
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