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ДВИЖЕНИЕ АЭРИРОВАННОЙ НЛМЛГИИЧЕН1 ЮИ 
НЕПРОВОДЯЩЕЙ ЖИДКОСТИ ПО НАКЛОННОЙ ПОДЛОЖКЕ в

МАГНИТНОМ ПОЛЕ

БАГДОЕВ А. Г. БЕЗИРГЕНЯН Г. С

Рассматривается движение тонкого слоя непроводящей двухфаз­
ной смеси несжимаемой магнитной жидкости (дисперсная, несущая 
фаза) с газовыми пузырями (диспергированная, несомая фаза) по 
наклонной плоской твердой подложке при наличии неоднородного маг­
нитного ноля. Считается , что газ, заключенный в пузырях,—совер­
шенный, его движение изотермическое. а магнитная проницаемость 
смеси ji зависит только от плотности смеси о.

1. Направим ось Ох по оси симметрия подложки, ось Оу —перпен­
дикулярно к иен в плоскости подложки, а ось Oz—перпендикулярно к 
подложке (фиг I). Полная система дифференциальных и алгебраичес­
ких уравнений, описывающая движение двухфазной смеси в односко­
ростном приближении (гомогенная смесь), записывается в форме 
Г1-3]:

«П/ 1—1 /г/к Н*\ • d?— = -F-------VP-bv(— — )-Т. -л-4-р?.1/=0 (1.1)
di р р \dy 8-/ di

֊?֊Khl)v И=0. !>=:•/?+ (!-?)?, (1.2)
dt

/^.p = const, — «const (1.3)
kJ?

v-// = 0, 7X^=0, /?=p(p)// (1.4)

где /-=(gpsina, 0, — docosa}—сила тяжести, /) давление в смеси, pg— 

давление газа, заключенного в пузырях, Г՜—скорост։. потока, р?>. о, 
плотности, соответственно, газа и жидкости, 2—объемная концентра­

ция, Т=л| l/| I'/А—сила трения, /.- -коэффициент гидравлического соп­

ротивления, h — глубина потока, /?—радиус пузыря. //, Я—напряжен­
ность и индукция магнитного поля.

Уравнения (1.4) после введения потенциала напряжений 
можно записать в форме

V(PV^)=O (I. )
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Система уравнений (I II —(1.3), (1.5) нс а.мкнута. Чтобы ее замкнуть, 
необходимо кинематическое условно на свободной поверхности и полу­
чить связь между р и

Расчетная модель

а) Следуя многочисленным работам [2,4—7], считается, что соот­
ношение между р н р։ .1 смеси такое же как соотношение между дав­
лением в изолированном пузыре пульсирующем в безграничной 
жидкости, и давлением вдали от него

б) пузырь при деформации слабо деформируется (Задача о значи 
тельной деформации формы пуыря рассмотрена в [8], то есть в [8] 
изучено явление схлопывания кавитационного пузыря в намагниченной 
жидкости) :

в) при переходе от рассмотрения одиночного пузыря к рассмотре­
нию смеси в соотношении р.—р, заменяются: /у на /л //.s на Л/, а 

на р</иД/р. так как вокруг каждого пузыря имеется смесь.
Рассмотрим движение одиночного сферического пузыря в безгра­

ничной массе намагниченной жидкости с магнитной проницаемостью 
5i,=l^(/y)=const и՜ в> однородном вдали от пузыря внешнем маг­
нитном поле. Поместим начало координат п центре пузыря, оси

и ()х2 выберем в экваториальной плоскости, а ось Оху 

направим по // .. Обозначим через ՛'/ географическую широту, 
а через 1> географическую долготу. Тогда

A'!=rcos О COS >), А*2—Г COS 'Ь sinb, Д-. =rsiПф

Считая намагниченную жидкость идеальной, а движение безвихревым, 
из уравнения движения и неразрывность (1.1) получается, соответст­
венно. интеграл Коши-Лагранжа

й dp, Н> /у ЛЛ и *!

à‘ 2 P, dp, 8Г \dp, 8zA
где ^=v?, //=;y pg(x։sîna—x4cos«), a ?։?=0
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Записывая уравнение у*?=0 в сферических координатах и счи­
тая, что возмущенное движение происходит радиально симметрично 
(?(/■)). с учетом граничного условия г>г\г.^ =(1^'сИ получаем, что 

\!г Уравнение (1.6) на границе раздела г после под­
становки в него выражений —!В —/<” ։| Н*>г'

д/. \(И / г г
примет вид

По на границе раздела пузырь-жидкосп для компонентов магнитного 
ноля выполняются граничные условия

Н^Н', 1Пя|=0 (1.8)

где ГГ;, Нг_, Н: проекции напряженностей внешних и внутренних 
магнитных полей, соответственно, на нормаль и касательную к по­

верхности раздела г=/?(0, Пй={11Р Г12, 11д), П,-=П։-««л. направля­

ющие косинусы единичного вектора нормали //° к поверхности г==/?(/), 
относительно координатных осей л*։, л‘.>, х,;

~\!'г 17 Г1" суммяр11ы"
внешний тензор напряжений, символ Кронекера, —4^/?՜’^/?^//^

вязки л тензор напряжений {-,——2ур1(1о,:!(1п\г R——\?,Ц ЧН <//). П‘А՜
— ՝ А/2-'2 ррт -суммарный внутренний тензор напряжений.

Из условии (1.8) и равенства (1.7) следует, что

, <1? ГР \.<РЯ 3,^/?\2 4, <//? I
* </8 8֊ ՛ <1? 8֊ ‘ I (1Р 2 Ы/ / R (R | (1.9)

Таким образом, чтобы получить окончательную связь между давлени­
ем одиночного пузыря р., и давлением намагниченной жидкости вдали 
от него/;., необходимо определить внешнее магнитное поле. Решение 

уравнения Д • £#=0 с учетом первых двух граничных условий И.8) 
и условий на бесконечности /-/Л. //>։. /У, -0 при г—г» записы­
вается в форме

Ф'=/Л /г - -Г' ՜1— — ) $1п0, ^’—{{^— г$|п > 
\ Н 2«, г1) 1 --2рг

Осреднив слагаемое 1/8” (’1/~1 (/Л)2| по поверхности, сфе­
ры |6). с учетом формулы, приведенной в |1| (см. с. 69)

^=Р,4֊3?<‘/֊֊(1.Ю)

(которая имеет место для мелкодисперсной суспензии и малых концен­
траций (Р<1)). и принятой модели расчета давления р в смеси из 
(1.9) находим искомое соотношение между р и р.
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- =/2l ( /2-/21 _r 2(22V_i:2^* W # /8" ' dt* 2 \ dt ) Д’ dt

Последнюю формулу с учетом соотношения, р^.З/р/!—?)=соп51, кото­
рое следует из (1.2). можно переписать в форме

Н̂-
J-J 8-

»22- 2/^.у1--֊ <LB 
dt* 2 \ dt ) Ц dt (1.11)

Из полученной формулы следует, чт-л чем меньше количество пу­
зырьков в магнитной жидкости (МЖ). том меньше их влияние на дав­
ление в смеси.

Связь между р и р^ без учета деформации пузырьков в однород­
ном на бесконечности магнитном или лсктричсском поле получена в 
работах [2.5]. которая без учета вязкости из границе раздела для 
магнитной жидкости имеет вид

Р֊Р,=
dn Н*
d'i 3֊

(1-12)

2. Введем условия совместности (без учета дисперсии и диссипа­
ции). имеющие место на фронте волны, из которых получим формулу 
для нормальной скорости распространения волны.

Используя выведенное sa мыкающее уравнение (1.11). преобразуем 
уравнение движения (1.1)

</Г - 2.1 \lli Н1 ■■ 
dr, 8֊Лз 8~ Г/ (2.1)

Перейдем в уравнениях (2.1). (1.2) (1.4) от декартовых коор­
динат .г, у, ֊ и времени / к координатам .\:.. д'2. л'.р где ՛■' направ­
лена по нормали к фронту волны: 5(/, л՜, у. г)=-0. а л\, 6=1,2, 3 на­
ходятся в касательной плоскости к 5. Поскольку волна является ха- 
рактеристнческой поверхностью <поверхность,-; слабого разрыва), то 
на ней терпя, разрыв только производя!.!с но . Следовательно, для 
скачков производных (д',-л՜, л\=у. л*3=г)

_2 I— 2I 2 — 2
дх, | д( (2-2)

dt

Вводя единичный вектор п0 к фронту во. ны: ,г0=^57к5| и нор­
мальную скорость волны \'= (<?5М) |Д5|. можно показать, что для 
получения условия совместности на слабом разрыве следует в урав­
нениях (2«1). (1.2) (1.5) |10| заменить

d I дгде .= |_ (2.3)

Обозначим через •?՛•■=<’• п нормальную скорое;ь частил, через сп— 
нормальную скорость волны стноснтельно частиц (скорость распрост­
ранения) с,.=Л:—Тогда 
6



_(1_ 
сП

д -֊֊ -И' • 7֊. — 
д(

(2.4)

Используя формулы (2.2)- (2.4) и систему уравнений (2.1). (I 2)֊ 
(1.5), легко вывести условия совместности, имеющие место на фронте 
волны (поверхности слабых возмущений)

ьс^/и^р
г*

. _!_А ,»+ 2 Й Ц.ЬН„-\ — 5?
</?? 8г ' (11. 8г 1 

—6'?.Г/ +■ ^я=0, с,։М ■ (-г-1 )с<7=0

г//.=0, (Нхп,=н^хп,). ^л/?.Рт1.о/ул=о 
р ар

Определи гель полученной системы однородных линейных алгеб­
раических уравнений на фронте обращается н нуль. Из отмеченного 
уравнении определяется скорость распространения фронта волны 
(слабых возмущений) в намагниченной несжимаемой непроводящей 
жидкости с пузырьками газа

_ 2//" Ф \
|1/7’ сГ?)

с/р 

с&
(2.5)

где </=1: др Ф* =Г'А;/и|։1йй • (1 скорость звука в ненамагни- 
ченной (обычной) жидкости с пузырьками газа.

Если брать распределение давления в смеси по формуле (1.12) и 
повторить предыдущие выкладки, го получится

с 2 
л=а2--------- | дК ) I 8« (2.6)

р

Если обозначить через •; угол между Н и п. (/7ч=А/соз;). то ։ри за­
висимости (1.10) для р формулы (2.5) и (2.6) примут вил

,•<:)=.!+ 3-1!֊7[^|֊,։ ° 1(2 • бсо^-З^Ч 33 . 1֊6со^т|?со։*т (2-7)

18(2-»гДр,- 1)։ 
Н1-2Ц/)2

с8 СО8®7 (2-8)

где >..,=։ ся/д, 1—Н/У 8-0(7— безразмерные параметры.
Кривые /•«(•;). описываемые зависимостями (27), (2.8) при разных 

значениях безразмерных параметров 3, и ;, изображены нафиг. 2, 
где пунктир соответствует (2.8).
Отношение вторых слагаемых в формулах (2.7) и (2.8). которые ха­
рактеризуются магнитной проницаемостью смеси, объемной концентра­
цией пузырьков и магнитным полем, при у=0 равно

6(2֊ Ж֊ 1) 12(ц - I)
(1 -?)1 (8-3?)И/фЗ?֊51 “ 8р,-5 (2-9)

Дробь (2.9) больше единицы и является монотонно возрастающей 
функцией от и, (^^2).
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Гакнм образом. расчетная формула (2.8) для Сп по сравнению с 
формулой (2.7) тает завышенные >1В‘чнпя скорости звука и расхож­
дение между ними становится тем больше, чем сильнее магнитные 
свой, гва жидкости. Для проверки до.• тизерноеги полученных расчет­
ных формул (2.5). (2.6) следует провести эксперименты, аналогичные 
экспериментам, проведенным в [I!. 12] для измерения скорости рас­
пространения ультразвуки н магнитной жидкости, содержащей агре­
гаты.

Отметим, что отпоен։ ел ы։ос приращение скорости звука А<?л/ся 
в аэрированной, намагниченной жидкости значительно увеличивается 
ьч счет пузыркон го сравнению приращением с1 н намагничен­
ной жидкости.

3. При выводе плановых уравнений рассмотрим случай установив­
шегося движения и равномерного распределения концентрации |! ио 
глубине потока, то есть 0«=Щл у) Относительно МГС-течения со сво­
бодной поверхностью по наклонной плоской подложке сделаем тс же 
допущения, которые делаются в плаиоьей теории непроводящих по­
токов относительно малой тилшииы со свободной поверхностью

Г.г(л-. у. г) I л(л\ у. •) = /.(л. у). I .(л. у. г; I у(х, у. 5) = т(.г, у)

1<(х. у, г)^0 (3.1)

где параметр. причем 0<В<Л, а «,-г/—компоненты плановай ско­
рости. С учетом, что )■— >(-*. у) и сделанных допущений (3.1) (р=рг?

(I £)>,, следовательно. с=с(л՛. у)), уравнения движения в
проекциях на координатные оси после их осреднения по глубине 

примут вид
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(3.2)

(3.3)

(ЗЛ)

где /<, и /У—значения давления п // ня свободной поверхности.
У.линия, выполняющиеся на свободной поверхности МГР-течеиня, 

։акне же. как на границе раздела МЖ и пузыря, то есть при г—п

\<Н\^=Н'п (3.5а), /У><7' (3.56), П'=՜ И (З..5в)

Из (З.Зв). с учетом (3.4а) и (3.46), следует, что

՝։■"• ՛ <3-6’о-. о՜

Подстановка (З.Ь) в (3.4) дает

Р(Л-. у. г)=/>0 ^(й г)соб>* (и/У; Н-) /^֊ — (3.7)
8~ (16 8-

Преобралсм уравнения (3.2), (3.3), 111 пользуя найденное распре­
деление (3.7) давления в смеси

"1V ± Л>
о*х дх \ cfy 8~ / дх •

.({" f'li\ ZZ1 
՝' d'. 8- ' дх 8-

d(M) 
дх

д? р I / дН՝п (fH-\ 
дх JSz \ ' дх дХ /

1« - i dp
8- дх

Н -;- -!֊
п R֊ дх

(уН2п 1 Н2)

If
1 1'

h (7X
u

/_f±\ 
' dx\d6 8- / COS’

d(f,k) 
dx

т

й дб n-\ / дН!„ дН\ в-! da 1 dp _
"*2 dx frT (~dx ’ ~dx 1 ' dxH'r> ~~ 8^ dx0'17՜'" //-)՜՛

h
I dp 1 Г

-1 - ֊֊ ֊7 (H2n - !V.)dz 
Sr. дх Л J л '

0

(3.8)

Так как относительная толщина аэрированного потока намагниченной 
жидкости, движущейся по наклонной подложке, достаточно мала, то

It
7 ,[ («’+ Н:)(/г=Й;-|- Н- 

О
(3.9)
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Равенство (3.8) с учетом соотношений d(pA) dx—h '2d;. dx=\j2hd'dx(hh ։) 
д\^дх Н*+р 2дН■,аг=1;։» /?nd77, ох и осрелненного значении интегра­

ла (3 9) можно представить в следующей форме:

— f I .<? _ р ± ”‘\ к-=к g. C0SJ_

рЛ J I dx dx \d՛. Bk/J дх 2y дх 4кир
u

(n>~- «-^֊) (3.10)
\ dx dx )

Хналогнчное имеет место следующее равенство:

1Г [ gg _ ,Л (‘А‘ g \ I С(13, _ _
рЛ ,! | dy ду \ dy 8՜/ | ду 2р dy

о

1 ( 7)л — f/Г) (3.11)
4“р \ оу ду /

Заменяя и уравнениях (3.2) и (3.3) интегралы правыми частями ра 

в՛ нс г в (З.Ю). (3.11) с учетом соотношения (1»</р — '}jpdp։, которое 
следует и.< равенств р=Ч։ (1 *՝ ?Рх/(1 —?)p/=const=.4։. получаем

du ди ։ dh . ghcos-з др. в—I /Б дВ„ . n дВ \ и— т Г - a<sln> - Я - cose - - -?=-------- “ - 4----- ( Вп --֊ + в. — )
дх 0 у дх 2pg dx 4хрр \ дх дх /

(3.12)

^_е_±/й^’н В.^'\

дх ду ՝ ду 2ps ду 4spj» \ ду ду ]

(3.13)

(3.14)

После осреднения равенства (3.7) по глубине потока, с учетом 
соотношсни ’ (1.1 и между р и р_. в котором отброшены слагаемые, 
описывающие диссипацию и деформацию пузыря, получается распреде­
ление осрелненного давления рс в пузырях газа

;гЛсо$з (3.15)

Подставляя выражение 3 (3.14) в (3.15). получим распределение /?,, в 
я^рироияипой ней (магниченной жидкости как функцию от А. |». /7П и 
Н , то есть

/\=А։.(а. р. нп. //.)

Ili уравнений игра.рывностн (1.1) и кинематического условия на 
свободной поверхности

dh dh dh л
— и — *r t' — = О
at дх ду
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при допущениях (3.1), которые (сдаются в теории открытых потоков 
непроводящей жидкости относительно малой глубины [13, 14]. легко 
получить

ժ((1 ) Ժա 1-3)/г<’|
дх (3.16)

I аким образом, н приближении теории «.мелкой воды* решение 
исходной системы уравнений (кроме уравнений, описывающих магнит 
ное поле) трехмерной задачи свелось к разрешению плановых (двух­
мерных) уравнений (3.12) (3.16) при за тайном магнитном поле (без- 
индукционное прьближенве, искажения приложенного внешнего поля 
слоем магнитной жидкости нс учитываются).

В общем случае, чтобы получить полную замкнутую систему плано­
вых уравнений для области, занятой магнитной жидкостью, необходи­
мо решить связанную внешнюю и внутреннюю задачи для напряжен­
ности магнитного поля.

Такая задача изучена в работе [17| для проводящей ненамагни- 
чеиноп жидкости, где получена замкнутая система двухмерных (ила 
новых) интегро дифференциальных урагпений при замене подложки 
бесконечной полосой.

Отметим, что плановые уравнения для ФМ (р = р(Н)) в приближе­
нии теории «мелкой поды* выведены з [15]. где исходные уравнения 
взяты в форме [16].

THE MOTION OF AERAR1ED MAGNETIZED NONCONDUCTING 
FLUID ON INCLINED PLANE fcuTTOM IN MAGNETIC FIELD

A. G BAGbOEV. G. S BESIRGENJAN

ՕԴԱՀԱԴԵՅՎԱԵ. Ս՛ԱԳՆԻՍ ԱԿԱՆԱՏ ՛ԼԱ՜Մ ԱՆՀԱՂՈՐԴԻՉ ՀհՂՈԻԿԻ 
Г,(1.Р<М1МГе 1‘>>₽ ՀՍ.ՐԹԱԿ1ԽԼ' ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏԻ ԱՌԿԱՅՈՒԹՅԱՆ

ԴԻ.ՊՀ41Ի1ր

11.. Դ. ՐՍԼԴ*ՆՈ1»Վ. Գ. U. )»Ես1’ՐԴԵՆՅԱՆ

II. մ փ ււ փ ո ւ մ

Դիտարկված Լ երկ՚իաղ ի/ասն րրւ րղի (անսեղմեյի մաղնիաոկան 'եղուկի 
՚ւ ղաղային պղպջակների ) ր՚ւ/րակ շերտի չուրմամր ք) ե ր հարթակով՝ անհա- 
մասեււ մաղնիսակս/ն ղաշաի աոկայութ յան ղեպր/է/մ:

‘/•աղային պղպջակներով մաղն ի ւ/ակււ ւն Հեղուկի ճնշման // այղ հեղու­
կում ձայնի տարածմ ան արաղության համար ///ո այյվս/ծ են րանաձեեր։

^Ծանծաղ ջրի» տեոով/յս/ն մոտավորութ յամր, երր Re -^1. ստացված 
1.ն երկշափ հավասարումներ!
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|)|>!ишГ'1|||'и Xll. .V-? I. 1988 Механика

УДК. 539.3.539.55

КОЛЕБАНИЯ УПРУГОЙ И ВЯЗКОУПРУГОЙ ВАЛОК В 
НЕОДНОРОДНОМ ТЕМПЕРАТУРНОМ ПОЛЕ

ЛРТЕМЯН Э Г.

В данной работе решены задачи колебании (и параметрических 
колебании) упругой и вязкоупругой балок ь неоднородном температур­
ном ноле, когда механические свойства материала зависят от темпера­
туры. Определены собственные частоты колебаний балок и области ди­
намической неустойчивости упругой балки в *а виси мости от изменения, 
температур. Температурное поле берег-» стационарным и неоднород­
ным.

I. Ра смотрим колебания упругой балки в стационарном темпера­
турном поле Уравнение колебания балки принимает следующий вид:

= /) (1.1) 
дх- I <?л- dt-

где /'(-՝■'. О—внешняя возмущающая сила. Решение этого уравнения 
ищем в виде ряда синусов, удовлетворяющего граничным условиям 
шарнирного опирания

W=v (1.2)
л-։

где '/k=-k;l.
В виде ряда представим также жесткость балки и возмущающую силу

FJ = V ла.со$.'М' (КЗ)
А--О

F(x, t)= V fk(()s\ntkx (1.4)
Г" i

Подставляя (I.2> —(1.4) в уравнение (II) и сделав ряд преобразова­
нии относительно неизвестных функций получим следующую
бесконечную систему обыкновенных дифференциальных уравнении. 
Преобразования с U'a֊G) аналогичны тем же. что и в [6]

ett | Р — I

4- V (ар+м~ар~ь№*мр i =2Л(0/А Р — (1-5)
Л-ft+l J > РЛ
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В конкретно.« случае можно предположить, что модуль Юнга зависит 
от температуры линейным образом

/ -/ 0(1~։։з<>7') (1.6)
где ао—коэффинент линейного тенлово» > расширения без учета зави­
симости от температуры, а р—некоторый безразмерный коэффициент.

Предполагается, что температура изменяется ио координате также 
линейным образом

7՝=Л*(Л-Л>у (1.7)

Коэффициенты разбиения в ряд Фурье примут следующий вил:

Л0 = Яа/|2-н7.0(Г,-Т1)| (1.8)
/т 'г »СО8 1 , ...7։-Т։) ——— (1.9)

ь
Если довольствоваться вторым приближспнсм, то для определения соб­
ственной частоты колебания балки из (1.5) получим

(I* ^2) ь
7*4 (^о-Р2/л,1.։(^֊։-«0)^-1=О (1.Ю)

֊4 ?\ (2и0-«г*4 ։)/-1. ։|«М1 Ф АИ+Д'12* ։^'о)^л=О

Из первого уравнения системы (1.10) имеем

- -Р՝ I (2^0֊ ֊«2*)'
»*-֊I =--------г»>? -/------------ ;------- (111)р’/Щ+։((12А 1—(70)

Подставляя (1.11) во второе уравнение системы (1.10) и сделав ряд 
преобразований, получим следующее .пффереп.циальиое уравнение:

~֊-\ Рг !(&,-*») '•Ж2“.-^|>Ч1.|1^г -

/л-МцК«2*-« <*։)■>.•* I—«о)-(2<7о--'7-^ I)(2лв-«•-’*)!«■'* =°
Характеристическое уравнение будет

рД/.»4֊в=0

где .4=/?|(2о0—! (2л0—«2* >)Чм1
,.։|(<лч.(։-п։)(б??#-1-о0)-(2«0-^)(2«1, ап ։)|

На фиг. 1 показана зависимость отношений ю/«»* и 7’., где <— 
частота собственных колебашпг упругой балки без воздействия тем­
пературного поля.

Как видно из фиг. 1. частота собственных колебаний значитель- 
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ио зависит от температуры: с ростом температуры частота резко 
уменьшается и при Г։Т։=5 практически в два раза .меньше частоты 
собственных колебании без учет:՛, температуры. Пунктиром показана 
зависимоегь частоты балки от температуры при решении в первом 
приближении. Как видно из сравнения результатов приближений, вто­
рое приближение значительно уточняет значение собственной частоты 
колебания балки. При этом, значения, получаемые в первом прибли­
жении. значительно выше более точных, которые получены из второ­
го.(на фиг. 1 второе приближение указано сплошной чертой).
При проведении вычислений на­
чальная температура бралась рав­
ной /։=201) (՝, а параметры отно­
сительно температуры брались рав­
ными параметрам стали (р«в = 
=1.3 • 1()֊5).

2. Рассмотрим параметрические 
колебания упругой балки в том 
же температурном поле под дей­
ствием периодической продольной 
силы

Р(О=Ро4 P/CosW (2.1)
•Vравнение колебания балки под 
действием силы (2.1) примет сле­
дующий вид: Фиг. I

— Гл-./а—I (Ро Р,со։Й) —+?й —= 0 (2-2)
ле дх՝ | 0 дх' ' д։2 '

Так же. как я в первой задаче, представим и виде ряда (1.3) фун­
кцию и ищем в виде ряда (1.2) функцию те՛. После подстановки 
(1.2) и (1.3) в уравнение (2.2) и проведения некоторых преобразова­
ний, относительно неизвестных да* получим бесконечную систему обык­
новенных дифференциальных уравнений:

---- - +/> d?
Л-1

(2л0- v (ah-p — a^p )՝f 'p'kwp V
Г’1

2 (a„^a,,
p .*4-1

Выпишем систему (2.3) для второго приближения

֊֊֊ й‘.( 1 -2рсо§90»*+-;’кч.и =0 

(2.3)

(2.4)

&*=<»**У 1- у, <»k—p /г->г2ай а»

Р =___ £___ , = g<g£o—(2.5)
2(Р*-Р0) 1г
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~*( 1 2нСО$0/ >՝՜ ии'*=° (֊•<>)

. / /7՜ -•( /г 4֊ 1V г_________
где Й и=шл |/ | — -, и. ц. = р------- ----- । 2яА а-,к ।

„г_'1(ро Р.>соь(Ю=(2г70 -а:к} ^(/'>о-(-Р.-со85/)(2л(>-а2*))
' = 4/>’(2^ ^иМ^-Ро) ’ 4/>=(2а0-Д2Л) • (7\-Р0)

Определим главные области динамичен чей неустойчивости. Для /то­
го пользуемся .методом, изложенным в [I]

Периодические решения с периодом 27(7՝—-2-9) ищем в виде:
97 9/

?^=а։81п — 7>хСо$ — (2.8)
2 2

. Н , . 9/
ТО* |Г=«3$!П — /?։СО8 — (2.9)

Подставляя поочередно (2.8) в уравнение (2.4) и (2.9) в уравнение 
(2.6) и приравнивая коэффиценты при одинаковых <1п9//2 и собОг,'-?. 
получим две системы, каждая из которых представляе։ собой систему 
двух уравнений с двумя неизвестными. Условиями существования 
периодических решений уравнения (2.3) являются условия равенства 
нулю определителей указанных систем. Запишем эти определители, 
соединяя соответственно первое уравнение системы с третьим, а вто­
рое уравнение с четвертым:

9»--------- (- 1 — н 
4Й’

-.2■1
й/

..2
О’

9=
" 401 1

= 0 (2.10)

—х; +1 ՝1 »
О2

9’
■405+1+н

=0 (2.11)

«1

Для определения главной области динамической неустойчивости 
следует удержать в (2.10) и (2.11) верхние диагональные элементы 
и приравнивать их нулю. Как и в [1] получаем приближенную фор 
мулу для оценки границ главной области динамической неустойчи 
вост»

9*= 20)4 п (212)
В силу наличия /г 1-1-го члена, можно уточнить границы главной об-
16



ласти, разрешив определители (2.10) и (2.11) относительно 0. На 
фиг. 2 показаны главные области динамической неустойчивости, при 
этом заштрихованная область соответствует главной области упругой 
задачи без учета влияния температурного поля, сплошные линии ог­
раничивают область, получаемую из соотношения (2.12), а внешние 
пунктирные линии обозначают область. получаемую из решений (2.10) 
и (2.11). Иначе говоря, внешние пунктирные линии являются уточне­
нием границ главной области динамической неустойчивости при учете 
в (2.3) А’+1-ого члена. Как видно из фьг. 2. при увеличении темпера­
туры границы главной области динамический неустойчивости значи­
тельно расширяются. Учет же /г-֊1 .и-> члена позволяет сто более 
уточнить границы главной области. Это уточнение можно проводить и 
далее, если учесть в (2.3) k ֊2. /гф-3 п последующие члены. Однако, 
рассмотрение этих членов с математической точки зрения не является 
целесообразным, поскольку и.\ влияние на границы главной области 
практически не сказывается

3. Уравнение колебания ни жоунругой балки в том же темпера­
турном поле принимает следующий вид:

1 ՛■<' -т>х 
дх2 | \<?л- — «о
д21£) > \1 , г /-/ м 1 чН'А тт՜ П (3.1)дх* /1 дР

Как и в |6|, рассматриваются прос­
тые экспоненциальные ядра

Г(/֊т, 7>Д(Пехр{ а(Т) (/֊֊-)}
(3.2)

Воспользуемся гемпературно-вре- 
менной аналогией |4. 5,7] и заме­
ним фактическое время приведен­

Фнг. 2ным:
Г = //нг = /-(л-)/ (3.3) 

где а)—функция температурного сдвига. Чтобы избежать лишних 
обозначений, вместо /' используем I, с учетом (3.3). Уравнение (3.1) 
примет следующий вид:

I
— Л7( ֊ - Л( / )/(х) ехр{-7.(/—т)} — (Л) I =!՝(х, о
дх- | \с/л-2 Д дх2 /) ОР

(3.4)
Решение уравнения (3.4) ищем в следующем виде:

то=чег(зс)ехр{/(ь>/4֊<р)} (3.5)
Внешнее возмущение задается в виде:

17
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(3.6)Г(х. Г)=ЛА(х)гхр(/Ч/)
Подставляя (3.5) ц (3.6) в у равнение (3.1), получаем:

х/2 ( Н* лл_1 । _
— \ fz.J—-(1-.4-/ Гг—1՝А-.г Г )’ (Л-ЩЛД-=Ь.(х)ехр(/г) (3.7)
с1х- I ^х։ I

Здесь, как и н [2,3]
<к *

Г.= | Г(г)со§1'»гс/г. 1\= | Г(.*)81 !։«?//? (3.8)
о о

Отделяя мнимую н действительную части уравнения (3.7) и учи­
тывая. согласно [2]. что /?=1пу(7՝), получим следующую систему:

7 ~՜..' (1 •/' ։*<•)! а')со5<?
(1х- I ах’ I

/г/4-.! /'лСхЬт? (3.9)
ах- \ е!х- I

Для определения собственных частот колебаний балки, рассмат­
риваем. первое уравнение системы (3 9) Второе уравнение не рас­
сматривается, гак как пас интересует только частота, а не фаза. 
Для данного случая оно примет вид

/:/ (I Лг,)( -оЛ-геко«=0
т/хгкх2՝ I • (З.Ю)

Решение уравнения (3.10) ищем в виде ряда синусов:
«• гЛ

«•= 2 2У*Я1П — X (3.11)
Л- 1 I

[5 виде ряда представим следующую функцию:
—Ь

/11Т(х) ]•/(х) = V аАсоз ֊- х (3.12)
/.•-о I

Подставляя (3.11) п (3.12) в уравнение (3.10) и сделав ряд неслож­
ных преобразований относительно нои шестиых функций те^, получим 
бесконечную систему алгебраических уравнений:

п*/г42Л/_-2^ш1 /՛
тА/г 1

(2«0—Л2^)^'А-

А—I
V (нл_/>--й/м4-V ак р)™р =0 (3.13)
л=1 р’-Ч-| I

Определим коэффициенты ряда Фурье. Для этого предполагаем, что 
элементы ядра вязкости изменяются а зависимости от температуры 
линейным образом

18



Л=.1(! -}Ч|,7 ) 
1=7(1 —Ч7(,Г)

(3.14)

(3.15)

где «и—коэффициент линейного теплового расширения бе. учета за­
висимости от температуры, п—некоторый безразмерный коэффициент.

Температурное поле задано в виде (1.7). Кроме того, следуя [9]. 
предположим, что

1п «/( /)= -(7-7;) (3.16
где о—некоторое пост о.։ иное ''.пело II ч.игиостн, можем рассмотреть 
случай, когда с= I Учитывая (3.14) и (3.15), можем записать вы­
ражения для Г\ и Г»:

Коэффициенты разбиения примул слстмошпи вид: 

1_____
ех|(Л.֊Л)

л|
\ехр( Г, -7\) /|

(3.18)

_ Л(Л-7\) ь).—----------------------
(Л֊7‘։)а֊т^г

' соя-& _ 
,ехр(Т2-Т։)

1^0 
Г,-/֊,

г^-(Г2-7;)2 (7;-7\)со8-6\1 
(Г։-7\)2 т-к֊ ехр(Т։-71)/|

(3-19)
Проведены числовые вычисления, 
характеризующие зависимость час­
тоты собственных колебаний вяз­
коупругой балки от изменения тем­
ператур. На фиг. 3 показан график 

Л 7. 1«>зависимости отношения - . —
А’ а2 ш* 

Тя от отношения температур —, где 
. как и в первой задаче, частота 

собственных колебаний упругой 

балки без учета температур.

С05~Л?

ехр(/2— /։),

согласно [5]. есть некоторая постоянная величина. Как видно из 
фиг. 3, закономерност։, изменения частоты колебаний <л изменения 
температур, как и н упругой задаче, сохранялась. О тако, увеличе­
ние температуры в вязкоупругой задаче влияло на рост частоты соб­
ственных колебаний балки более интенсивно, чем в упругом случае.
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Как и н упругой задаче, вычисления проводились для второго прибли­
жения н при тех же значениях параметров

ELASTIK AND VIS O-i LASTIC BEAMES VIBRATION IN THE 
NONHOMEGENEOUS TEMPERATORE HELD

li G. AKTEM1AN

11.1111. ՈԱ»|ԱՆ 1;Վ Ա111ԼԱԴԱ.11Ա.օ111*հ!>՚ւ շԱ՜0ԱՆՆ1յՐ1» ՏԱՏԱՆՈԻ^
11!» 2U.iril.Uhfl- ՋեՐւրԱՅհՆ ԴԱօՏՈԻՄ

է. ՍՔՏււրՅԱՆ

II. ժ ։|ւ ււ ւի ււ ւ մ'

Աշխատանքում ւսոացված Լ աէէաձդական ե աոտձցամած ուցիկ Հեծան­
ների տատանս ան սեփական • աձախականութ յունների կա խվ ւա) ութ քուն ր 
ջերմային դաշտի փ ով։ ո /։/ու թ յան ի ց (երր ջերմային ցտշտր ստացիոնար Լ ե 
«ջ , ս/ւ) ասնոյ։ Աոսւձդակսւն հեծանի համար կատարված Հ աււաջին I։ եյ>կ- 
րորրք մ ոտավորութ յամր ստացված սեփական Հաճախականությունների հա­
մ՛ եմա տությսւ ն:

ք՛ացի այդ, աոաձւրմկան Հեծանի համար դէոնված Լ դինամ իկտկան 
անկայունության էքյխավսր տիրույթ յր ե ստացված /; այց տիրույթի սահ­
մանների փէէփոխմ ան օրին տ չտւիէւէթ յան ր' կախված ջերմային դտշտի վւս- 
փոխ ութ յունի ցէ
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ШШЧиъ III); Ч4»8111‘Н1П։'ьЪЬГ1’ (1.<։и,ЬЬ1П’И31’ 8Ь'1.ЬШ9Ф1‘
И 3 В ЕС Т И я А К А Д И М 1411 Н А \ К АЯМЯН 1 £СР 

"Ч։,и‘Ч։1։ю ХИ, № 1, 1988 Механика

УДК 539.376

О НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ НЕОДНОРОДНО- 
СТАРЕЮЩЕГО ВЯЗКОУПРУГОГО КЛИНА, УСИЛЕННОГО

П()./1УГ>ЕСКОИЕЧН()Г1 11АКЛ АДКОЙ
АКОПЯН В. Н.

Вопросы контактного взаимодействия упругих массивных гол с 
тонкостенными элементами представляют интерес и в постановке тси 
рин ползучести неоднородно наеледствснно-стэ реющих сред. ,При 
этом, в частности, но аналогии с известными работами [I -3], пред­
ставляют интерес задачи контактного взаимодействия полубесконеч­
но й накладки с клиновидным телом, которые изготовлены из неодио 
родио наследственгю-стареющих материалов. Эти задачи были обсуж­
дены в работах [4. 5] в одном частном случае, когда между модулями 
упругомгновенных деформаций и функциями старения существует 
зависимость •-1?։(О=^?Х0- Вследствие гою. что в этом случае оне­
ра юры по временной и пространственной координатам в определяю­
щем иитегро-дифферснциальном уравнении разделяются 1руг от дру­
га. получены их замкнутые .решения.

В настоящей работе рассматривается задача контактного взаи­
модействия клина произвольного угли раствора • полубесконечной 
накладкой, изготовленных из неоднородно насле детве нно-ста реющих 
материалов, когда, в общем случае, накладка и клин имеют разные 
возрасты. Решение задачи сначала свод։ гея к решению интегрально- 
разностного уравнения, а затем, используя решение соответствующей 
упругомгновенной латами, к интсч ралыюму уравнении։ Вольтерра 
второго рода, допу։ кающем\ применение метода последовательных 
приближений.

Отметим, что подобные задачи о контактном взаимодействии 
стрингера конечной длины < полосой и тонкой цилиндрической обо 
точки конечной длины с бесконечным цилиндром в постановке тео­
рии ползучести ранее рассматривались в [6. 7]. Основная трудность, 
встречающаяся при решении таких задач, заключается в том, что к 
ним неприменим принцип соответствия и в их определяющих интегро- 
дифференциальных уравнениях операторы ио временной и простран­
ственной координатам нс отделяются друг от друга, что значительно 
усложняет вопрос построения их эффективных решений. В работах 
[(>, 7] эта трудность преодолевается при помощи метода разделения 
переменных на основании аппарата полиномов Чебышева, сводящего 
исходные уравнения к бесконечным системам вольтерровских интег­
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ральных уравнений. В настоящей работе указанная трудность преодо­
левается развитием методики работы [I]. основанной на интеграль­
ном преобразовании Меллииа.

/ Пусть полубесконечная накладка малой толщины А прикреп­
лена к одной грани клиновидной пластинки с углом раствора а, на­
ходящейся в условиях обобщенного плоского напряженного состоя­
ния; другая грань свободна от напряженки {фиг. I). Будем считать, 
что материалы накладки и клина обладают свойствами ползучести, 
которые характеризуются неоднородностью старения [б]. Обозначим

меру ползучести накладки через 
Рп Сл(/, т), постоянный по его длине

7՜ возраст -J, модуль упругомгновен- 
ной деформации—/f։=const. Соот­
ветствующие характеристики дли 
клина об՛ значим через С2(/, т).
н Z?2=coiibt соответственно. Будем 
также предполагать, что для мате­
риала клина коэффициенты попе­
речного сжатия для упругой де-

‘1'чг. I формации 'д(/) и деформации пол­
зучести одинаковы и постоянны, 
го есть v։(r)=/,(/. x)=const |8|.

Пусть, далее. в момент времени г к концу накладки приложена 
горизонтальная сосредоточенная сила /<>. Требуется определить за­
кон распределения контактных напряжений r(.v./) под накладкой и 
коэффициент интенсивности этих напряжений в конце накладки. При 
этом, кик обычно [I. 9]. накладка бу.дч рассматриваться как одио- 
менпый континуум и в зоне контакта нормальные напряжения пре- 
неб решаются

Перейдем к выводу определяющего уравнения поставленной от­
дал С этой келью опрешлим К'формаипн по направлению г наклад­
ки и точек грани <|=0 вязкоупругого к ина. При сделанных пред- 
юложениях, используя выражения деформации соответствующих 
упругих задач [2]. на основании [б] можем записать:

(0<г<оо)
о

/) = --!֊-{! -/2)у I А‘(Г. г0)-(г0, О го (0</<ОО) 
' Е* dr Jи

Здесь

'<(/-. Г») - -- 1՜ (~У ֊’^ </Р (0«1) 
2-Z \ г / рс—io.

где

(I 1)

(1.2)
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/( а)_ 3<п2д«—/>$1п2« 
йпгра—/?г8|п։а

Временные же операторы А, (г 1, 2) на произвольную функцию 
действуют следующим образом:

I
(1| *.(<+₽(. ■

V 
ч

К,и. с։(1, -֊)=?,( ■)(1-ехр(-7(/-^)))
<7՜

р4-=-։ч> 0=1.2)
Не нарушая общности, можно принять р,—0 и р2=р. Теперь, подстав­
ляя выражения деформации в радиальном направлении из (1.1) и 
(1.2) в усл вне контакта

£<’>(/-,/)=^2)(Г|/) (0<г<сю) (1.3)

получим сл. юшсс интегральное уравнение:

При этом контактные напряжения должны удовлетворять также ус 
лови ю

Геперь введем безразмерные величин։.: [I]

Л \ р г-

Гогда (1.4) и (1.5) примут вил

(1-/.,) |>(л, хы ։,/)</> 4 (I

О о

| 70(5, 1
(I

(1.7)

Таким образом, решение поставленной опаяй свелось к решению 
иитегро-диффсренцнального уравнения (1.6) при условии (17).

2. Приступим к решению интегро дифференциального уравнения 
(1.6) при условии (1.7). С этой целью наедем в рассмотрение транс­
форманту Медлина неизвестных контактных напряжений:
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V

?о(ло= |-о(л-, (2.1)
о

Далее, умножим обе части (!,(■) на х? и проинтегрируем в интерва­
ле 0<л<-ч>. В результате получим разностное функциональное урав­
нение

(1 ЛНо«/7 'Н(/Н !)/(/'. -А։)7о(/Н֊1.О=0 (2.2)
а условие (1.7) примет влд

7’о( 1,0=1 (2.3)
Очевидно, мн» при £ — то из (2.2) получим уравнение, которое 

описывает упругомгловенную .задачу. Решение этого уравнения по­
строено в [2] и имеет вид

•.։="(/'-з/2)У(р֊֊з,2). щр)=|Л1(0.>)р֊ (24)
COS рт.

с\ п) = П 1(1 2 ’ /Н-^)Г(1/2֊ ^4 G,) /1± V" 
*=! Г( 1 2—р-г/МП 1/24 р I tf.) \pj

у I (I/24՛ А)Г( 1/2 Р ) Л?
4 Г( 1/2 4 Р 7*)Г(1/2-/? ■ рк)\р./

.Ъ'(/Л »)=/.»/.( р, 7)

Здесь р։ — нули функции sip.2/o — рsin 2?. а /А. нули функции sin5/;/— 
—/j’sin2*.

Исходя из (2.4). можем функцию ( р \-!)/.(/?, >) представить в 
следующем виде:

(/'| |)A(/^)=n^ (2'5)
Подставляя выражение (р- 1 )/.(/>.*) » (2.2) и вводя обозначение

Т\(р 1л.)

заменим в полученном уравнении (/л| I) на /’. 3 результате придем 
к уравнению

(1-Л։).\(/?-т !,/)-(! /.։)ЛЛ(/.»,/)=0 (2.6)
при УСЛОВИЯХ

Л( 1.0=1; А'(р. ֊о)=1 (2.7)
Отметим, что уравнение (2.6) имеет место в полосе регулярнос­

ти rt<Rcp<4 и функция Л'(/л t.\ при 1։п/>—не стремится к нулю. 
Чтобы решить уравнение (2.6) при помощи двустороннего преобразо­
вания . lan.iaca. как в | 1]. введем в рассмотрение функцию

}(р, i)—X(p, /) cos/,-
Очевидно, что эта функция стремится к нулю при 1ш/?- <х?« Кроме 
того, она регулярна в полосе 1/2<К>е/?<^2, кроме точки р=3/2, г ie 
она имеет простой полюс.
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Деля обе части (2.6) ня cos/к:, получим уравнение
(I -/.։) Г( р 4-1, /) -f-(1 —L2) Y( р, t)=0 (2.8)

а условия (2.7) примут соответственно вил
Г(1, /)=-1; }(Р. T0)=]/cos/;n (2.9)

Теперь умножим обе части (2.8) на exp(/w) и проинтегрируем 
ио линии (с—Zoo. с4 /А-)( 1;2<с<1). После некоторых элементарных 
выкладок получим 

/
(1-е t) J |£- А'։(/,-) I /<2(/ If/,' • p) |F(:r,-)iZT=—2Zexp(w/2)/(Z)

(2.10)
г|Гх Г

}*(w, /) = | >’( p. t)?xp( pw)dp, /■(Z)-A’(3/2. /)— | /<,(/, -) V(3'2, -)</' 

r-/- ■*

K/Z,-)=£:;i?l(T)-(?,(<) •.'M-))Txp(-7(/֊֊-))l («=1,2)
Легко показать [8], что нити pa i .ное уравнение (2.10) эквивалентно 
следующему дифференциальному уравнению:

)'(w, /1 | + ъ(Оехр( | у.(а։>,|= ,2i cx.PW?). f(<)
1-гехр(—к>) 1д-ехр(—w)

с начальными условиями
(2.11)

Г(к...„)=֊2/^-, Т(да.Ч)=-./|,)f*Py(e*PW֊l) 
I (1— exp(w))-

(2.12)
Решение уравнения (2.11,1. которое удовлетворяет начальным уело 
вням (2 12). имев։ вид [8]

Т(®, П=-2> ^-р|3!^Д < 1 i ( л | expl-7i(C ю)| 1-(Ы-1 ֊ 
1- e.xp(w) I I

Ч‘ (2.13)

-Vl’nbo) ,,(Ч
*►

Л0=/г,(0=/(0-;/и)

| ?.(<)! ехр(<лъ(ир) I .
J l-fcxp(w)

Далее, при помощи обратного преоэразоваиня находим
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/ (

ПМ)= 4 1^ I •’ —
ч *• 

/
- £ |®>(-о> ֊ ?։(-о I 01 | <?»(-. Р)“-. (2.14)

Здесь введены обозначения
л> .
Г

<?>с- ■՛/,|= г—;ехр։

—ехр -7(/--0)֊7 ?,(:)СО5/7Г | 3

т, да)]схр(—/пс’кЛт =

Л(3/2֊Л I, ■;?(/. ֊.))

\ Г ехр(3гс'/2)(ехр(то)—1) г ... ։
$։('-/>)=----- --— - ---------  ехр[ -•,?(/,'0. 7.*;)]ехр-/?«.՛№՛=(1-Нхр(а՛))2

(2.15)

------ ехр
СО$г/> Н"՜

-2(/;-1/2)։Г։(3/2+^2, -;?(Л чф|
։

-■)= 1՝ |?,(5) -?,(5+р)|<Й

а ։Г։(г?, г)—»ырожленна । гипергеометричёская функция 110]. Отме­
рим. что при иолучс н։н (2.14) и (2.15) была использована формула 
]10|

/1
|л- '(и ՛ р4>. ?«) (Ре^>0, ₽е>>0)

п I
Перейдем теперь к определению пока еще неизвестно։'! функция 

С пой целью используем первое условие (2.9). которое даст

!՝<?,(/, | ' (V) Р)1О։(Л 1)=О

После интегрирования в <2.16) по частям получим
I

Г,(О ֊ | /?(/, ^/■1(-.)</-=а(/) 
ч

(2.16)

(2,17)
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д-

= ֊{ “P | -H‘—) - 1՛ di | /0( _ rr(f, ,)/2) 1

■։(/)=֊ I (1 -'?1-<--l,> ^(~l> 1 P^Q,U. i)- 1Q»(t О

Следовательно, для определения функции /՝։(г) получено обычное 
интегральное уравнение Вольтерри второго рода (2.17). к которому 
применим метод последовательных приближений.

Окончательно имеем, что функция К(р./) определяется форму­
лой (2.14), где функция Г։(/)—решение интегрального уравнения 
12.17). Тогда для трансформанты Медлина неизвестных контактных 
напряжений получим следующее выражение:

7’о( /А /)='/՜ (/А ‘o)cos( р-) >'( р, f)=T^ р, т0) 1

; \dt | exp ֊ -Д/ -)-7 | >,(сМ: ։/--։(3/2-/л !,-(?(/. т))<//;(т)

I I
! 1 М| |ехр|- •<(:-т0)֊ V | «>,(:)</։ X

•о ■»

|/,(Зм֊/л I. г?(-, -ч))-(2р֊1),/1(3,'2+/>, 2. ^))|^ I (2.18)

Теперь легко найти кошактиыс напряжения при помощи обратного 
преобра -.она ния Мс. । л ина

г-1 -
4х > I Л,(/а ։)х-гар (2.19)

2՜/с—/ .
Па основании полученного реп:елчя можно заключии>. что фак­

тор неоднородного старения, и вообще вязкоупругие характеристики 
контактирующих тел в данном случае существенно влияют на йе- 
личпну контактных напряжении и ко.-яЬфиние։п их интенсивности в 
концевой точке накладки, чти подтверждается приводимыми ниже 
числовыми расчетами.

3. Проведен численный анализ рассматриваемой задачи в случае, 
когда а=л. го есть когда неодьюродио-старсющая вязкоупругая по­
луплоскость на своей границе усилена гонкой полубссконсчной нак­
ладкой другого возраста. При -иом 1(>иии1о. что функции старения 
дли основания и накладки одинаковы и имеют вид

?։(’)=?г(')=Сон Л
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а численные значения физических параметров задачи взяты следую­
щими:

Л\=/:'3=2. 10“* МПа; Со==9 • 10 МПа *; Ло=4.82 • 10 * сут МПа 1
7—0,026 сут՜’

Таблица '
Значении функции /•'*<*)■ т* 0.5

՝\ г 

р*
0.5 0.7 0.9 Ы 1.3

0/5 3.175 3,295 3.295 3,295 3.295
1 3.133 3,292 3.291 3.291 3.291

1.5 3,112 3.290 3.289 3.289 3.289
2 3.10 3,289 3,288 3.288 3.288

Таблица
-V 0.2

\ 0-2 0.4 0.6 0.8 1

0.5 злюз 4 .012 4-012 4,012 4.012
1 3.529 1.000 3.939 3.999 3-999

1.5 3.498 3.999 3.992 3.992 3.992
2 3.482 3.987 3.987 3.987 3.987

Фиг. 2 Фиг. 3

Полученные числовые результаты приведены в виде табл. 1. 2 
и графиков (фиг. 2. 3). 1’» табл. I и 2 приведены численные значения 
вспомогательной функции Л'[(/)=/',(/),'7 в различные моменты приве­
денного времени / ;=,7 в двух случаях, когда приведенный момент 
приложения горизонтальной силы Тт<1 принимает значения 0,2 и 
и 0,5 при различных значениях относительного возраста полуплос- 
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кости. Из этих таблиц видно, чго » начальные моменты времени 
A’jy) 'озрастлет о определенной величины и далее остается неиз- 
меннои. В зависимости от относительного возраста полуплоскости в 
изменениях функции /■*(/) наблюдается обратная картина, то есть с 
увеличением возраста фуикни i /'։'(7) уменьшается до определенной 
вели п'-аы и далее асимптотически приближается к некоторой прямой, 
параллельной горизонтальной осн. На графиках (фиг. 2, 3) приведе­
ны изменения относительного коэффициента интенсивности контакт­
ных напряжений £*=£;£։ in времени в зависимости от относительно' 
|ч возраста полуплоскости, когда -J=0,2; 0,5. При этом It֊ коэффи­
циент интенсивности контактных напряжений с учетом неоднородной 
полз; чести, а /г, этот же коэффициент в случае соответствующей 
упругомгновсиной задачи. Из этих графиков видно, что величина k'\ 
возрастая во временя, стремится к некоторому асимптотическому 
значению. и это значение тем больше, ".ем больше относительный 
возраст полуплоскости.

Автор благодарит С. М. Мхитаряна за внимание к работе.

ON STRESS STATE OF NONHOMOGENEOUS AGING 
VISCO-F.LASTIC WEDGE REINFORCED BY HALF-INFINITE 

SPRINGER
V. И АКОШ AN

ԿԻՍԱԱՆՎնՐՋ ՎԵՐԱԴԻՐՈՎ Ո ԻԺԻ՛ ԼԱՑՎԱԾ ԱՆշԱՄԱՍԵԴՈՐԻՆ 
ԾԵՐԱՏՈՎ ԱՌԱՋԴԱՄԱԾՈԻՏԻԻ 11ԻՊԻ ԼԱՐՎԱԾԱ.ՀԻՆ ՎԻՃԱԿԻ ՄԱՍԻՆ

Վ. Ն. ՀԱԿՈԲՅԱՆ

II. մ փ ո փ ո i մ

IJ. չ իւա ա ան բու մ ւյի ttiuj րկվ ttuf Լ անհամ ut u lut ժառանգականորեն ծերա­
տող նյութից պաարա սամած կամայական րո։ ւյվածpntj սեպի հ կի itա անվերյ 
'|^•ր•nդիրի կոն տա կա ային ւիէւի>տւրւ1,ցէ1ւթ յան խնգիրր, երր վերա էյի րչ։ 1։ tih- 

։i/l> անեն տարրեր հասակներ։ հւնգրի յուծամր սկւ/րւււմ րերւ/ում Լ ինտեէքրայ 
տարրերական հավ ասարմ ան լուծման, ի՚կ այնուհետև, օգտագործ ելով հա֊ 
։ք ttiu/ասււոոխան ա ոաձգտակն թ ա րթ ային խնգրի /ուծւււմր, 'Լրւ/աերի երկրորգ 
ււեոի ինտեգրալ հավասարման լուծման, որի նկաամամ ր կւ ւրԼյի կ կիր/սոե/ 

■ աջ ո ր i] ա կ ա ն մաոավ npnifljnt ն ներ ի մ ե թ ո ւ[ր ։
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ai3»։U«iUAi IIUX ‘Н'8(1ЬН֊ЗП1'1Л.ЫЧ‘ IViU/bblTI-lBb Sb‘l,bW>hP 
ИЗВЕСТИЯ А К А Д E M И И II А УК АРМЯНСКОЙ ССР 

У1|мшЬ|.1(и։ ХН. V- 1. Механике

УЛК 534.131.2

ОБ НЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЯХ ДЛПННОП ГРУБЫ. 
ЗАПОЛНЕННОЙ ДВИЖУЩЕЙСЯ ЖИДКОСТЬЮ

КУЛИКОВСКИП Л Г. (ПИКИНА и с

Задачи об изгибных колебаниях ч усгойчшкмти прямолинейной 
упругой труби конечной длины с текущей в ней жидко, ii.io при некою 
рых специальных граничных условиях рассматривалась рядом авторов, 
например, (I 3]. В [I. 2] для шарнирно »акреплсиной трубы найдена 
Критическая скоро и. жидкости, при превышении которой возникает 
неустойчивость

В данной работе рассматривается задача о рашигии но времени 
первоначально локализованного малого прогиба бесконечно длинной 
трубы. Показано, что область растущего прогиба распространяется по 
трубе, н найдены скорости границ ной области.

Показано, что для трубы конечной, но достаточно большой длины 
имеет место неустойчивость при любой заданной скорости жидкости и 
произвольных граничных условиях на концах трубы. Природа неустой­
чивости может быть различной. При некоторых найденных в работе 
условиях рост прогиба трубы определяется свойствами уравнения, они- 
пинающего поведение прогиба, а при других условиях рост возмущений 
связан с фактом существования граничных условий на концах грубы, 
которые обеспечивают отражение упругих волн, бегущих по трубе.

При исследовании устойчивости течений или состояний. не завися­
щих от координат и времени, в линейной теории рассматриваются ре­
шения линеаризованных уравнений в виде бегущих волн вида 
ехр(//м-дш/). Волновое число k и частота w в этих решениях связа­
ны дисперсионным уравнением Г){ ՛. &)=0. которое получается из 
системы уравнений, описывающих поведение возмущений. Если дли 
всех действительных значений k корни дисперсионного уравнения 
»/(А) тпковы. что 1пв*/(АХ0 для всех у. то течение пли состояние 
называется устойчивым. Если найдутся действительные Ь, для кото­
рых lmw£>0 хотя бы для одного значения /. то говорят, что имеет 
место неустойчивость. Булем называть се простой неустойчивостью.

Дли системы уравнений, описывающей повеление малых нозму- 
тений, можно решить задачу Коши Если начальные данные интегри- 
рус.ми по модулю, то есть начальные возмущения и некотором смысле 
локализованы. то решение ирг итанлястсч интегралом Фурье

*(*.0=S I bj(k)txp\ibx~h»j(k)t\dk (0.1)

где b,(k)-фурье-компоиенты начального возмущения £(х, 0).
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Рассмотрим асимптотику интеграла (0.1) при / вдоль вс.- 
возможных лучей х-ut » const, />0 из плоскости х, i. то есть выяс­
ним поведение возмущений в движущихся системах координат, в ко 
торых л'=х—ш, k' — k, !••'(.7, Л)—iv uk. Для этого в (0.1) заменим л- 
на х’, <•> на о/ »>'(//. 4’).

Для нахождения асимптотики воспользуемся методом перевала 
|4), согласно которому при /֊-»ос

b - b(k. )/-*ехр[/(Л.,л'- >՛>,

здесь ։^>0 и определяется порядком первой отличной от нуля в 
седловой точке k., производной функции «'(£). Ii седловой точке 
</֊•>'..!dk — 0 и ее координаты задаются уравнениями

Re~ =Д/, 1։п—=0 (0.2)
(Ik (Ik

При фиксированном и может существовать несколько седловых то­
чек. определяемых (0.2),-ио асимптотику лает та из них. через которую 
проходит контур интегрирования после сю деформации Если и таких 
точек несколько, то главный вклад в асимпто։пку тает седловая точка 
с наибольшим значением 1։ш՛/ Для правильного выбора перевал։, 
ной точки, дающей асимптотику, необходимо шать поведение функции 
1m«' на комплексной плоскости k («рельеф»).

Рост или затуханш возмущений (0 1} для заданного и определя­
ется знаком Inn»' в перевальной точке. Ггли рост возмущений происхо­
дит при и 0. то неустойчивость пазы паку։ абсолютной. Если при //—О 
возмущения (0.1) стремятся к нулю. :•<> существуют//, для которых 
они растут, то говорят о конвективной неустойчивости. Простая неус­
тойчивость всегда влечет за собой либо абсолютную, либо конвектив­
ную неустойчивость (см., например, обзор [5]).

При рассмотрении решения задачи н< на бесконечной прямой ,v, а 
на отрезке коночной длины /. с однородными граничными условиями 
на его концах оказывается, что асимптотическое поведение решения 
определяется собственной частотой. При больших значениях I. соб­
ственные частоты принадлежат к одному из двух типов [6]. -Гранич­
ные» собственные частоты определяется граничными условиями на од­
ном из концов отрезка. «Глобальные» собственные частоты в пределе 
при /.-»со нс зависят от конкретного вида граничных условий (хотя 
предполагаются выполненными некоторые условия невырожденности 
граничных условий на обоих концах отрезка) и находятся из уравпе 
ния [6]

||Пр4-(<м)-А'/(н>)1=0 (0.3)
где

1т/г,(<») гп1п{1тА,(ш)}. 1։пА/(«)= tnax{ hnA’.(«>)} 
г I

11п/г,-(‘').'>1) jrau>_^oo (0.1)
lnU։.'(to)<4)
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Физический смысл равенства (А.З) заключается в том. что аепм'ь 
тотическос поведение решения определяют .вс волны, распространяю- 
шие.'я я противоположные • юроны (£ (ч) ссюгнететиуют волнам, рас 
тЮстрлнш'ж!имгя направо. а А’.ч-4 — волнам. распространяющимся 
палено) и прсвратающнеся одна >; друг’ о при отражениях от кон­
цов отрезка с коэффициентами отражена ; поря.тК.т единицы. На пл ос- 

(КСктн о» уравнение (0.3) алает линию. Очевидно, эта линия—самая 
нерхняя средн всех линий на которых

1шГЪ(т)-Л/Н|=Л (0.5)

[ГДеА'гС1) и удовлетворяют условиям (0.!) Если какая-либо из 
линяЛ (0 5) заходит н верхнюю полуплоскость ш. го средн глобаль­
ных собственных чистое, уд •клетворякиин.х уравнению (0.3), обяза­
тельно найдутся и» с 1п։м»>0. 1(еустийчив ють, соответствующая гло- 
бальной собственно!) частоте с 1т«£>0, называется глобальной.

Седловой точке /г, па плоскости /г соответствует точка котило- 
кип V . ла плоскости Если и точке ветвления А’,(՛՛,) *.*( ՛>.), то том 
кп «» является концом линии /../, что ел. дует ил приближенного ра- 
неистов £,,/== • .4/ю -и«,. Поэтому, если 1тм*»>0. го есть при /. -ос 
имеет место абсолютная неустойчивость. то при большом, но конеч­
ном будет иметь месть глобальная неустойчивость |6|.

/. Рассмотрим задачу о повелении малых нагибных колебаний уп­
ругой трубы, заполненной движущейся жидкостью. Будем считать, что 
поперечное сечение трубы остается неизменным, а деформация сводится 
к н»гибу оси. Скорость жидкости г.՛ будем считать постоянной. Запишем 
уравнение для прогиба трубы а-(л\ г) |1.2|

d^ w / д 
'՝։V^ rv — 1 w=—D----

дх / дх*
(1.1)

где л։ и р։—массы трубы и жалкости, приходящиеся на единицу дли­
ны. а I)֊ жесткость трубы на изгиб.

Интересно отметить, что дисперсионное уравнение, соответ; гвующее 
(I I). имеет такой же вид. как дисперсионное уравнение малых моду­
ляций нелинейных волн, полученное « [7].

Решив квадратное относительно дисперсионное уравнение, 
найдем его корни

ciu = -UK г К) К*-К2. U=-\. К-^3,3, 
_ ___ (1.2)

«=.--! 21_. k=-i/_2L. . /=։.2
**4 М-Р, Р1 + Р, Р։+Р,

Поскольку в дальнейшем мы будем рассматривать дисперсионное уран- 
пенне также огноемтелык) ирон шольно шкжушихся ст тем координат, 
то и (1.2) далее будем считать ( произвольной постоянной, a Q=* 
■= IJ((/, К). При этом величина • представляет собой безразмер- 
feta скор н ; ь у омянутой нышс си гемы координат ОТЦЫ II 1Г.П.1К > 
трубы. Обозначим Q(/<,01=K> К2 - К ^*(А )

3 Jhncciim АН Армянской ССР. Механик». №1
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Заметим, что при изменении знака и дисперсионное уравнение 
(1.2) не изменится, если одновременно изменить знак А', что эквива­
лентно изменению направления осн .¥. 11оэтому достаточно рассмот­
реть поведение возмущений в системах координат с £/>0.

Из (1.2) следует, что в рассматриваемой задаче простая неустой­
чивость имеет место всегда.

Изучим поведение первоначально локализованного малого проги­
ба трубы при / -оо. то ехть найдем асимптотику интеграла

2
\Г(Д". | (Г'д А') хр ,Ч'|А'А" <>ДА', иу.\}^К

} ։ •

*=֊р ,=^-. Л"=Х-(8։+Ь-)7, Ц7/(Л-)=Л2^2. (1.3)
для различных звачс ний \С< .

В плоскости К функция Й(А, 1') для фиксированного 6’дву­
значна. Проведя разрезы по действительной оси от точек ветвления 
/<= ;1 А'о ю К=е^ и по мнимой оси выделим ее однозначные 
ветви, отличающиеся знаком. На разрезах 1шР<> = (). Мнимая часть 
каждой из ветвей И/ есть нечетная, л действительная -четная функ­
ция Ке/<. Отсюда следует, что асимптотическое поведение интегра­
ла (1.3), взятого по право;: я левой полуоси 1?е/\, будет задаваться 
Экспонентами с одинаковыми показателями и при исследовании асимп­
тотики (1.3) достаточно ограничиться интегрированием по /< от 0 до 
■х; и рассмотреть один член суммы с .7=1. (Ветвь соответствует 
знаку „у “ в (1.2)).

Уравнения для седловых точек имеют вид

Ке 27<г Л"՛ , 2К֊-К2п 
У № -А';՛.

(1-4)= = О

В плоскости Л' линию О, задаваемую вторым уравне­
нием (!.-’). назовем „хребтом“. По нему двигается седловая точка 
при изменении 77. В полуплоскости КеК^-О имеются два хребта: по­
луинтервал действительной оси [/<0, ос-) (совпадающий с разрезом) и 
кривая, задаваемая уравнением

К2п
Л'г—— ехр(7б). 0<0<2к (1-5)

Эти хребты пересекаются в точке /<« ֊ ) 3/2 /<0, где <ГЙА/№=0. В 
верхней иолу плоскости на хребтах 1' положительно, а в нижней— 
7/<().

Па действительном хребте |/<0, оо) 1тП։ ֊-1т£2о=О, а величина 
:77(А') -ДО0.с/А՛ согласно (1.1) принимает все значения от минималь­
ного Щ'֊=/г;, .77(/<*)=2У 2 А'о до 17/|=ои в точках !\=К0 и/\ со Зна­
чениям '!д<^7..'й соответствуют точки кривой (1.5) При движении в верх­
ней полуплоскости от точки К, по (1.5) 77>0 монотонно уменьшает­
ся. а монотонно увеличивается, поскольку вдоль хребта
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di\ ilK tlK dK
Значению Cz=i) соответствует действительная седловая точка К = 
=% > - , в ней hnQi., достигает максимального значении, равного 
A'J2.

Смешан контур интегрирования с действительной оси и проводя 
его через перевальную точку, найдем, что при \U<^U^ интеграл (1.3) 
«^конечно растет си временем, так как l-nQ։(Z/<.,»<). 1янпи уров­
ня ImQj—corisl^-О для 0<7 <(/* показаны ня фиг. 1. Контур интег- 
Кчрования обозначен штриховой линией, пунктиром указан комплекс­
ный хребет. Жирно выделены линии 1гпЙ։=0. (11а линиях /։/:։ и Л3/:3 
к е2։ = const и эти линии потребуются в п. 2).

При U\>,U^ существует линия уровня 1тй։=0. соединяющая 
точку /<=0 с точкой действительного хребта |/С0, оо), поэтому инте- 
грлл (1.3) при /-֊©о стремится к нулю. На фиг. 2 представлены ли­
нии IihQj const для Жирно выделены линии ItnQ, -0.

В плоскости л*. / растущие возмущения находятся в секторе, 
ограниченном лучами х=/м и a* u_t, где .՛/. = (?2-1-С-/4.-)с. а и (32— 
-K.)v. Если ?2<83։. то «.<0 н ось I проходит внутри ука­
занного сектора, так что при t --х» прогиб неограниченно растет 
в любой точке трубы. Если К>83։, то wk^>0, н_>0 и возмущение 
прогиба в любой фиксированной точке трубы асимптотически зату­
хает. то есть имеет место конвективная неустойчивость.

Таким образом, критическое условие, разделяющее абсолютную 
Конвективную неустойчивости, возникающие при движении жид­
кости в бесконечно длинной трубе, имеет вид; ?2>։=8. В массивной 
трубе прц р|^>б;./8 неустойчивость будет абсолютной, а при течении 
более массивной жидкости с р3>8у։ неустойчивость трубы будет кон- 
аекшвной.
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2 Изучим пиерь устойчивость достаточно длинной, но конечной 
трубы.

Для выяснения вопроса о глобальной устойчивости или неустой­
чивости рассмотрим поведение корней Л*:(9) дисперсионного уравне 
ним (1.2) при изменении Й и параметр:։ L'.

Для значений Q с IniQ- oq четыре корня К (fl) разделяются на 
Л\, Л'= с 1т/(>0 (они соответствуют волнам, идущим направо, г—1, 2) 
и К3, Л\ с lni/(<4) (волны, идущие налево, I 3.4). Нумерация кор­
ней выбрана так. что Re/<։>0; Re/<3>0 ирн ImQ—»оо.

Дисперсионному уравнению наряду с корнями iK, ДО удовлет­
воряют комплексно-сопряженные корни, поэтому

tf2(Q) = K1(Q), /<4(‘2)=/<3(О) (2.1)
где крышкой обозначена операция изменения знака действительной 
части комплексной величины о=—Refl Лп։«. Для достаточно боль­
ших значении lniQ>0 корням l\v /\3 соответствует ветвь Q։, а кор­
ням К4 -ветвь Й2. Как было показано в п I, при в пра­
вой полуплоскости Л' имеется комплексная седловая точка 5Ь в ко­
торой hriQj С>0, C—C(U). В ней сливаются корни Л’։ и К3. В со­
ответствии со свбйс’вами (2.1) корней Л'(О) существует вторая сед­
ловая точка 52, симметричная относительно мнимой осп (и лежащая 
на втором листе плоскости /О. в которой сливаются корни К2, /<4 
при том же значении 1тЙь=С.

Рассмотрим соответствие комплексных плоскостей Q и /( и по­
кажем. что при всех значениях часть, по крайней мерс, одной из 
линий (г 1. 2; / —3. 4), задаваемых уравнениями (0.5), лежит в 
верхней полуплоскости Q, то есть как сказано выше, имеет место 
глобальная неустойчивость.

В плоскости К линчи уровня ImQj—С для малых значений (7Д>0 
показаны на фиг. 3. Жирно выделены линии 1шО։ — 0. Линии ReQ։ = 
= const ортогональны линиям lmO։=consf, направление роста RcQj 
на линиях Irnftj—const указано стрелками. Заштрихованы области зна­
чений /(, для которых IrriQj>C. В седловой точке 5։ ReOj<^0.

Проследим, где в плоскости О выполняется равенство (0.5) для 
г 1, / = 3. Рассмотрим в этой плоскости точку /՝, для которой 
ImQ/ С, 0^֊-Re£2A>ReQs (фиг. 1а). На фиг. 3 ей отвечают две точки 
/3 и соответствующие /(JQ) и /<:t(Q). Не меняя значения ReQ 
=ReQ/։ будем уменьшать ImQ от С до нуля, тогда К։(О) будет дви­
гаться по линии Л։6։ вниз, a /<3(Q)-no линии F3G3 вверх (фиг. 3) 
(точки О'։, б, лежат на линиях 1тЙ։=0). Поскольку в точках /-՝։, /’3 

а в точках 6\. G, hn/Cj<^h։i/<.,» то при некотором значе­
нии 0<ДшР,<7? получим —1։пА'д. Рассмотрев аналогично всевоз­
можные точки для которых lmQ։=C, ReQ։<'0, найдем, что часть 
линии / 13 лежит в верхней полуплоскости О (фиг. 4а). Она соединяет 
точку ветвления S\ с точкой 0 = 0. Для значений О с ReQ>0 1шК։Д>0, 
a Im/C3<0, по тому /.„ из II четверти продолжается только в ниж­
нюю полуплоскость Q.
36



Изучим, как деформируется линия £„ при изменении |7_7|. От 
знака вид линий /,*.• не зависит в силу замечания п. 1.

При £/=-0 седловая точка 5, лежит на действительной оси К и 
и ней ReQ( = 0, IrhQ Крестовина. изображающая линии уров­
ня в окрестности седловой точки образует с )сямн Re/\, Ini Л* углы в 
IA . В плоскости Q линия Z.u совпадает с отрезком оси Ini^.

С ростом |С'| седловая точка движется по комплексному хребту 
11.5). (ReQ.j в ней увеличивается. linQ/>0 уменьшается, а крестовина 
линий уровня в плоскости К повора швается. При |С|=֊ Un / 3/V0 она 
становится параллельно:՛, координатным осям (6’0 находится из до­
полнительного условия Качественная картина линий
ImQj=const 0 в плоскости/< для представлена на фиг. 1.

При I точке Z7, лежащей в плоскости Q несколько
правее точки ня прямой Im£ = C (фиг. 46), соответствуют значе­
ния К\ и Ка (точки /՝։ и Г3 на фиг. 1) такие, что 1тК։<1тК3. При 
.я личении Im’-’ вдоль линии ReQ—ReQ? точка К։ движется вверх, 
а точка К3 движется вниз, и при некотором значении 1гп£Г>С мни­
мые части /С, и К3 совпадут, то есть выполнится равенство (0.5). 
Рассмотрев аналогично в евозможлые точки F, для которых lm‘-V=C, 
0^>ReQf, получим, что кривая /.„ начинается из точки S, и проходит 
через 0=0. причем часть ее лежит в области lni£2>lm£2, (фиг. 46). 
Таким образом. дл ՛. U0<^\U\<^U^ инкремент глобальной неустойчи­
вости оказывается большим, чел инкремент абсолютной неустойчи­
вости.
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Рассмотрим |//| Л# и покажем, что хотя неустойчивость в 
бесконечно длинной трубе в этом случае конвективна, в достаточно 
протяженной. но конечной трубе глобальнгя неустойчивость имеет 
место для всех значений 1'.

Из фиг. 2 видно, что иля действ!!je.Ji.nbix /<, лежащих на верх­
нем береге разреза [/<„, <<), /< А3 для А'£|Л'Й, Ад] и А' А\ для

Рассмотрим зависимость £2։ от 
ишегштельных А, лежащих на 
верхнем береге разреза, при /.-'О 

, (фяг. 5). Поскольку бй/с/А* 
на |/<!:, /<,.։ | моноюино умещ.ша՛՛>■ 
си ։>т до 0, а из \Кц. е^] моно­
тонно увеличивается от 0 до ос, 
то существует такое действитель­
нее значение которому соот­
ветствую точки К I 11
К3*ь\ к(<' ос) такие, что («Я2.т//<)А-։в=

Воспользовавшись разложением в ряд Тейлора
лежащих в мало!! окрестности точки ш.ндем

А։(£2) и

1ш(А, /<3)=Л֊Чп|(Й—Й,:;)\ 1 I /д-/\ \ /д2К \
2 и? к

Отсюда следует, что в малой окрестности точки Й* равенство (0.5) 
для г=1. М3 выполняется на двух вз'лмнопериеидикуляриых ли­
ниях Рей - Кейч и 1п1й — 1т!2|: —I), то есть из точки линия А։3 с 
вертикальной касательной уходит в верхнюю полуплоскость (фиг. 1в). 
Если 1՛ -оо, то А'г А'п, А’/г оо. £1, -А'/ ’ £2։ £2. л), д мак­
симум 1тЮ на .пиши /.։>1. как можно покаюгь, остается конечным и 
стремится к А7;4-

11а фит. 1а, 46, 4в ыя различных шаченин и изображена часть 
линии / |Л. лежащая в верхней -.олупл скости 9, и равенство (0.5) 
выполнено и՛։ вей дтя I п^Х). 11ч ,тн часть линии £։1 ра'положе­
на симметрично относительно дечствигельноп оси И.

Проводя аналогичные рассуждения д.п корней А'3. А՜,, найдем, 
что линия /.51 ։ежит в правой но. \ пл »скости Й и симметрична /,, 
относительно МНИМОЙ ОСН О.

Проведенного исследованнл линии /п достаточно ։ля ։ыводон о 
глобальной неустойчивости. Однако, праве (ем без доказательства 
результаты относительно линий /.։, и ня плоскости О. соответ­
ствующих г 1, / I и г 2, / -3 в уравнен! и (0.5).

Согласно (2.1) эти лини։։ расположены симметрично относитель­
но мнимой осп О. Существует значение 0<Г^։<Х4 такое, что при 
I-1’шах1п:^ на А,։ больше тах1т£2 па При (/֊ тах1ш2 
на /.„. так же, как и на /.1л. стремится к А-;՛}. При ։нах1шП
на линии /.14 меньше, чем на линии где он достигается в седло- 
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»ой точке. Отсюда следует, что в зависимости от соотношения масс 
трубы и жидкости растущая собственная функция может образовы­
ваться как на волнах, соответствующих К։(Р) и А\(--) (или /Շ(Զ) и 
Հ4(Զ)), гак и in волнах, соответствующих A\(Q) и /<.(Զ) ^։ли A’.(Q) 
и K,(ß)).

Таким образом, показано, что линия (0.3), определяющая гло­
бальные собственные частоты, при всех шачсннях / ' лежит r Répx- 

I ней полуплоскости Զ. Следовательно, во всех системах координат, 
движущихся с постоянными скоростями, и, в маетности, в системе, 
связанной с трубой, имеется глобальная неустойчивость.

ON BENDING VIBRATIONS OF A LONG TUBE WITH 
MOVING FLUID

A. G. KUUKOVSKY. 1. S. SIUKINA

'.ԱՐԺՎՈՂ Հ1/ԼՈԻԿՈՎ I.B’I.ILV ԵՐԿԱՐ 1սՈ'ԷՈՎ11.ԿԽ Ծ1111Ս.Ն ՏԱՏԱՆՈԻ1րՆԵՐ1' 
ՄԱՍԻՆ

Ա. Դ. ԿՈԻԼԻնՈ՚ԼՍԿԻ, Ի. Ս. քԱ՚ԿԻՆԱ
Ա ։1՚ փ ո փ ո i մ

Դխէէարկվամ ( մհծ մ ամ անակաՀաավածնսրի ա ո աձ1{ ակ ան խո-
ղովսէկքէ ճկվածրի ijtttpp, սկդրւոմ ա եղա յն ա yif ած էքքպոմ ան ասիմպաււաիկ 
Հա1Դ'1!> 4’1’ խողովակ"^ 'ասաաաոէն այսայա^յամp '.հ/րսկ Լ ititinttfi

Ürttjtf Լ արվում, пр գրդաէած աիրույքքր, սրաեէք ճկված рр աճ tuti Լ, ս>ա- 
'■ածվամ Է խէււրւվակէէՀ և դտնված եհ tttjtf աիրու յթի սա .՝ ։i անն եր ր t

4.նւ/երջ երկար իւսէքՈվակ/ւ համար утри ! phpijmti րաւք արձակ h կոն ■

1
<1հկսւիվ ան կա ւսւնսւթ յան Հա յա ան ի շր:

ÿtlljÿ Լ արված, որ '/hIipui[rp, fi си t ff puti/ ականաշաւի երկար խողսէիսկի 
.ամար մքւշա տեդ(է էււնքւ անկայոլնյուն , կասրքած ծոման աաաւսնումների 
Հևաւ
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ ПАУК АРМЯНСКОЙ ССР »■ ւ I ■ 1 *ЖСЖХ^—тндцт՜ ՜ — _ _ _

ււ՚Լխանիկա ХИ, № 1, ц>8Ь Механика

УДК 539.375

КОНТАКТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ТЕЛ С ПОКРЫТИЯМИ 
(ПОСТАНОВКИ II МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ)1

КОВАЛЕНКО Е. В.

В настоящее время исследование контактных задач для гол с 
покрытиями представляет собой актуальную прикладную проблему 
С одной стороны, практика ©временного маш наос гроспня все в боль­
шой степени подчеркивает определяющее ■•.начсние поверх постной 
прочности в проблеме надежности работы машин и механизмов. С 
другой стороны, такие задачи я՛ грсчаются при расчетах различных 
сооружений и кои'трукцпй, как например, аэродромных и дорожных 
покрытий, ледовых переправ, фундаментов .‘.ланий и т. д.

В работе приводятся: I» еюччепны уравнения пространственного 
шфо. мнронания тонких покрытий (пластин); 2/ постановки и методы 
решения контактных ։а ц>ч и։я тел с покрытиями: 31 алгоритмы ис­
следования кьчиак гиых залам :ля тел с покрытиями с учетом износа 
последних.

Изучается влияние различных механических факторов па основ­
ные характеристики явления контактное.» взаимодействия тел.

/. Прежде чем перейти к постановке контактных задач, приведем 
уравнения, описывающие напряженно- деформированное состояние 
тонких2 покрытии (фиг. I). одновременно учитывающие как продоль­
ные и поперечные деформзтш растяжен։ : и шита, так и их дефор­
мации изгиба и ежа I ня

- :՛ ՝ ,:՚Հ.
Л'(Х1' 7^/^’ 11 *>

Д^Л+(-) (1.2)
()л՝ау

' Работа докладывалась на VI Всесоюзном съезде пи теоретической и приклад 
ной механике (Ташкент. 1986).

- Пусть 9—область акишноги пнцулип < слоя, го с; и. тикая область, где 
поверхностные нагрузки составляю։. Например, ։< менее о*’.՜,. от их .максимальны.՝; 
шачённй. Еслгг односвяыа. выпукла • ограничена, :<• -•. • Л/ 1 <1, где !

1 2п։ах/(х ;Р (м (л. уН-Д, .,>• Д
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4(7Л»Гк'±=/(±(г)(. Дй*-(Т1) (1.3)
ох ду

»леев обозначено (положительные направления внешних усилии ука­
заны на фиг. 11

и± = и(х, у, Л), г±=е'(х, у, Л). О1± го(х. у, ±//)

••!?(/) -3(1—)/ (2-34А։-Ч

А?(/> И—)Л( / 3/’(-6/5ЛиГ±2Л‘ДГ)

- А?(/)=2А(-/Ч-13/15 Л2Д/ Л’Д/’)

Л+(/)=Л (I -)/■ 3(1 —)Г- — ’ 9’'-Лгл/ 2-й‘Л/-
15

--//=7 .( ֊!./;«Д7’ 1
3 15 - з /

а; (/ .1 >лад/ зл 11 - •> -(2-з* > ля д/ •
- •/’}’ --{֊■ • }• о (/=1, 2)

Такие уравнения могул быть шлучсны путем асимптотического 
анализа точного решения нервов основпон задачи теории упругости 
для слоя.

Если при вьшоде уравнений (1.1)- 11.3). вследствие малости па- 
рам.тра / =1։1 ։ провести усреднение перемещений по толщине, то 
придем, к следующим упрощенным уравнениям деформирования пок­
рытий (пластин)

згя-:՝.= ^-.’.,р')1 ֊ Ле.) • ) Д- 4«(Г) <!.։)
дх ՝ дх ду։ 1 Охду

О д" д։ /2. ՝( ’ ..• — Л(-.)+ Л֊ Л(-.՝ (П5)<)у дх- ду ~ дхду

) — л.(-. 1 г — «-(4 ) (1.6)
ох ду

։ 2՝» ։
= -О/Н- Л(/)-֊2/ ։ ֊֊/^/

•А4(/)-(1 ֊֊>)/֊ 1 :֊/гА/. Й։(/) 3(1 >)/- (3 -2ОЛгД/4- лиу 
3 . о

ед)=3(1 ->)///-(
Которые в отлнчпс сы (1.1) —(1.3) не считывают эффекта поперечного 
обжатия покрытия.

Соотношения 11.1»—(1.3) и । '.И — < 1.6) о՛ ть уточненные днф- 
ф1’ргн1Гиальн1»’с уравнения дсформнрош пня топких пластин. Заме­
тим. что уравнения всех классических кюрий деформирования тон- 

иных упругих элементов [I] получаются из (1.1)—(1.6) как 

41



частные случал. Действительно, пренебрегая в правой части (1.3) 
(либо (1.6)1 слагаемыми порядка а выше, придем к модели плас­
тинки типа Кнрхгофа-Лява. Если же в (1.3) или в (1.6) отбросить 
лишь слагаемые О|л4). то получим уравнения теории типа Репссисра- 
Гимошсико. Опуская еще в левой и Прагой частях соотношения (1.3) 
слагаемые порядка /.'•• и выше (ю есть нагибной жесткостью покры­
тия пренебрегаем), а в правой части (1.1) и 11.2) члены О(л‘) и 
преобразуя два последующих выражения при помощи первого, най­
дем

с/Г г/Ч, с*'՜- , _ч
ы -л,,-, +(г 1 •,) П.7)

Эз’ д՝~.7 д2՜;
4,"'Г ‘ - '5 '

0- = _А(^ + ^) V ох ду /

Соотношения (1.7) представляют собой уравнения пространственного 
деформ ирона и ия на кладки Мел а на.

В частном случае ~\}—и =п =и>. =0 из (1.1) (1.3) с точностью 
до членов О(/) получим уравнение основания Фусса-Винклера с од­
ним оэффицнепто.м постели

Ст =( 1—2>)(1 —>) 7/;,, 51=5г (1.8)

Если при выводе И I)—(1.3) удержать члены порядка то вместо 
(1.8) можно получить уравнения основания Наетсрйака-Власова с 
двумя коэффициентами постели [2].

И еще, использование уравнений (i.l) —(1.3) и 11.4) —(1.6) при 
решении контактных задач для тонких покрытии не приводит, как 
при использовании уравнений классических теория (Рейсснера Тимо 
шенко, Кирхгофа-Ляпа1. к появлению па границах сопряжения учас­
тков сосредоточенных усилий или моментов.

2. Рассмотрим теперь контакт­
ную задачу о вдавливании без Гре­
ция силон Р и моментами VI,., /VI 
жесткого штампа ь составное ос­
нование. представляющее собой 
упругое (С2, \) полупространство, 
армированное относительно тонким 
(/=Л/֊-։<^1) упругим (С։, /։) слоем 
толщины /։, жестко соединенным с 
ним (фиг. 2). Физико-механичес­
кие свойства полупространства бу­
дем описывать уравнениями теории 
упругости (уравнениями .Заме), а 
покрытия—уравнениями (1.1)—(1.3) 
ил» (1.4)--(1.6). Тогда при помощи 
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нигегрального преобразования Фурье поставленная задача сводится к 
определении։ конто к ։ пых давлении </{х. у) из интегр ։льного уравне­
ния первого рола вида

I I <,(:, у). (д\ у)£<>, /?=1 (;֊Х)4-} (>,->')’

(2-1) 

(2 2)

в котором у) функция осл ;кп линейно-д. формируемого основа­
нии определяемая ф>рим ОСЧО Г1НИЯ штампа и сг » жестким смеше­
нием

///.(//)= (х V V у ) (2.3 )
\~՝ /\/-о /

И<0=:Ч. &/о=1 (/=1. 2)

«П=2|(1 Ф«=֊М1 2г։)/н-Ч(1֊'ч)|. «'и 32.45«

«»=1/6|1(1-е֊.)«!г-ц(1-֊8ц)// ц(1-4ц) } 3940|
(2.4

«։։= 1-7/60«, /ц։—2«. />12=։2(ц« 8։ 16/15). Ь1л—\,Лг1

^։=1/3|(1֊г;)«3ф2цц«֊£2 -8/5]

йц=2(1—ф«2 ՝ц(1—2ц)«. «г։=(1 ■ 2-Р« 12

«аа=1.‘6(2—ц)«|2«(1 -ф-з2(1 2ц) |. «.ч-֊ ( Ч - )
36 \ 20 /

(2.5)
//2։=>։1, />..2=г2ч-|,6(5ц֊7/2), Л03=1/6(5 2ц)л

/>։,--=1/6|2( I -г;)7= + ц...л 1/6(з?-1»/5 ц |-27 20՝

Здесь формулы (2.4) и (2.5) соогветствуюг случаям, когда физики- 
механичен кие свойства тонкого верхне-о слоя моделируются уравне 
:.зям1! (1.1)֊ (1.3) и (1.4) —(1.6).

В (2.1) —(2.5) обозначено

«, — 1/2։ 1—2--4( I — ц) ‘ ( — 1.2)

Для замыкания постановки контактной задачи о вдавливании 
штампа в двухслойное основание к иат.чралыюму уравнению (2 1) 
(2.3) необходимо с!!1.е добавить очевк/идлс иювия стишки

/’= | |г/(х. у)г/лс/у. (Л1л. Л1Д | |{у. л*}т/(л\ у)</лч/у

Остановимся геперь па асимптот 1сском анализе [3] рассматри­
ваемой кон гак гной задачи. сч!ыая

л—/-"1 (/-*0) (2.6)
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где при м>0 Жесткость ложемента (упругого полупространства) 
больше жесткости покрытия, а при т<^) наоборот, жесткость полу­
пространства меньше жесткости верхнего упругого слоя.

При проведении дальнейших рассуждении будем подразумевать, 
чти в формулах (2.2), (2.3) совершен переход к ново։։ переменной 
и = и'/ и штрих у нее опушен.

Если ///>0. го ВНОСЯ (2.6) н (2.3), (2.1) и пренебрегая в полу­
ченном выражении слагаемыми порядка >? и выше, придем к соотно­
шению

пк{и) — п.+2«։( I—еэ)// (2.7)

чго соответствует трансформанте Фурье ядра интегрального уравис 
пня (2,1 •. когда покрытие работает ио ,;шу основания Фусса-Вннкле- 
ра (1.8). Если же //г^5. то с точностью до членов О(лц) из (2.3). 
(2.4) получим символ ядра контактной задачи для защемленного по 
нижней грани слоя, лежащего на жестком основании.

Изучим далее случаи, когда жесткость покрытия больше жсс 
1К0СТИ ложемента. Пусть в (2.6) Подставляя (2.6) в (2.3).
(2.4) с точностью до членов О(л3). получим выражения (2.3), (2.5), 
г. с. в этом случае в качестве модели покрытия можно выбрать урав­
нения (.1.4) (1.6) (показано также [3], что с точностью до членов 
порядка л3 физико-механические свойства покрытия можно описывать 
уравнениями тина Рейсснера-Тимошенко). Отбрасывая же члены 
О(/.-') и выше, будем иметь

1 - 2//(1 1-)// 
/(//.)—----- \ _
' Н-2//м

(2.«)

что указывает на то, что покрытие работает по типу накладки (1.7) 
При /я<—2 из (2.3), 12.5), (2.6) с точностью до членов 0(7?) 
заключаем, что физики механические свойства покрытия можно мо­
делировать при помощи уравнений типа Кнрхгофа-Лява.

Н вообще, при ///>0 с точностью до членов 0(??), а при т<0 
с точностью до членов порядка /?, как показывает асимптотический 
анализ, проведенный с использованием формул теории упругости [3]. 
физике-механические свойства покрытия следует описывать уравне­
ниями (1.1) — (1.3).

Таким образом, приведенный асимптотический анализ лает воз­
можность выбирать приближенные модели для описания .свойств 
покрытии в зависимости от соотношении физико-механических и гео­
метрических харакюриетик относительно тонкого упругого слоя и 
массивного гела, что в некоторых случаях проще, чем использование 
уравнении теории упругости, поскольку позволяет решить ряд задач 
для тел с покрытиями в замкнутом виде.

Приведем теперь алгоритм решения интегрального уравнения 
(2.1) — (2.3) на примере осесимметричной задачи для кольцевого в
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плане штампа (0:6<г^«П. Ограничимся ниже рассмотрением двух 
предельных сл чаев (2.7) и (2.8). Вводя безразмерные переменные 
՛:->,а \ г' га 1 и обозначен» с—Ьа ?(г')=<7(г)&2Д' '(г ) -ЖФ՜1« 
I. /к1 А = 2п>, .V,, ’/’(М) 1 = ’, преобразуем (2.1)—(2.3)
соответственно для вариантов (2.7) и (2.8) к »иду (/<(£)—полный 
эллиптический интеграл первого рода)

։ _
2 Г /9»’ог\ (Жм(0+- ?(.<■)* 7Г4)֊Ч2֊; = к('՛). н=2».(> -«,)>«-') 13 1)
“. \ 9 г / 9 г

Штрих здесь и ниже опустим. Заметим, что имеют место следующие 
георемы [-1. о].

Т соре м а 1. Оператор

I н,ч (3.4)

г г
является вполне непрерывны ч и положительно определенным 
оператором, действующим ин в /.2(О).

Т е о р е м л 2. Оператор
1

/<։?« | г(?м( ֊. ֊(3.5) 

с
где к(р\ г \ М дает, я формулой (3.3), является вполне непре­
рывны н и положительно определенным, действующим в

Здесь /2(Ь2) и -гильбертовы пространства квадратично
суммируемых соответственно с весом 1 и |( 1—г2)(г2—с2)| 1/2 по об­
ласти £2 функций.

Из теорем I и 2 следует |6|: 1) системы собственных функций 
(№1.2....) операторов Нм (/ = 1, 2) ортонормированы и 

полны в /.2(12) (/ = 1) и в Аз, !/з(й) ( / = 2); 2) собственные числа <\р 
операторов/7,7 вещественны, положительны п 
,0) .() (как правило, в смешанных задачах механики сплош­
ных сред |5| собственные числа интегральных операторов не бывают 
кратными).

Для построения собственных чисел и соответствующих им соб­
ственных функций можно воспользоваться, например, методом Ритца
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[7]. взяв в качестве последовательностей координатных функции в 
первом случае систему

{₽;(<■» (-. ֊ 0.1,2,...), р;<г) i/^A(l+É__2_?\
> 1—г \1—г I—с- /

а по втором

где /<,(.v) и 7\(.v)-полиномы Лежандра и 11ебышева. Определив 
и {?</>('•)} будем разыскивать решении интегра п-пих уравнений (3.1) 
и (3.2) в формах

^)=7ü^rv,lc1?uV) (W

Разлагая eme правые части в (3.1) и (3.2) я ряды вида

А’/(О = V Ь^(г)
л— 1

(3 7) 
։ ։

/>(’>= j XG(r)s<»>(r)r<Zr, />р= (' —. ÂM£V</r=r_
.’ л " .’ ։ (1-Л)(г3-/.й)
е г

подставляя (3.6). (3.7) u (3.1). (3.2) и приравнивая в полученных 
соотношениях коэффициенты при собе i венных функциях операторов 
/■//•֊? (7 1,2) одинакового номера, найдем

/><» №
֊֊4iv (3.*)” а-р.Ш п /J-’> '‘ 1 п, л

и, таким образом, построим решения исходных интегральных урав­
нений н формах (3.6)—(3.8).

■i. Коснемся еще контактных задач г износом. Как известно |8. 
9]. осесимметричная контактная задача при наличии абразивного из 
носа о вдавливании кольцевого в плане штампа в упругое
полупространство, армированное тонким покрытием (фиг. 3), в без­
размерных переменных и с учетом обозначений, введенных в |8|. 
сводится к интегральному уравнению

I

(4.1) 
у

= ï(d—/(Г) г | х(г. -)ih (г^г<1, ։Ъ=^Г<ои)

ô
когда покрытие «мягче» ложемента и к уравнению
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' (4.2)
I

= 1(0-ЛН rbu.Orf֊

(С<г<1, 0</*сТ<сс)

когда жесткость покрытия больше 
жесткости и олу простри нет вя. Здесь 
н далее предполагаем, что величи­
на 7 достаточно большая, но такая, 
что ;(/) имеет порядок перемеще­
ний в линейной теории упру гости, 
.’‘■равнения (4.1) и (4.2) имеют 
место при выполнении условия

I
А’„(/) = 2- |'гс(г, t)dr (4.3)

О1мечено [8], что пре ктавляют интерес тва основных варианта 
>адач (4.1) —(4.3): i) задается функция характеризующая ие;;е- 
мешеаие штампа как жеечкого целого, находятся контактное давление 
?(/■./) и cil ia .V0(z), прижимающая штамп к основанию: 2) задается 
:\'0(О, находятся с(г. .*) и ;(0. В обоих случаях но формулам (1.2). 
(1.3) работы |8| затем определяется скорость изнашивания покрытия.

Остановимся вначале на нервом варианте системы (4.1), (4.3) и 
допустим, что жесткое перемещение штампа ;(/) изменяется во 
времени по закону

7<О=7 1֊7<U 4-7 J0 (0</<Г)
(4-4)

7*(0—О (z 7. ;•=« const
Если еще потребовать, чтобы 7</)^С(0, 7 ), то, как показано в (х|. 
контактное напряжение ?(г./) имеет следующую структуру:

?(<• t)=r Ь. -H»(r,/). «^=7, (4.5)

причем гДг, /) экспоненциально стремится к нулю при f -ос. Это 
обстоятельство и (4.5) позволяют упростить интегральное уравнение 
|4.1) следующим образом [10]:

։Vr(r. /) //^(у. /)-_-,(/)•- /(f)—г |с(г. -)rf-֊?՛. (г) 

о
(4.6) 

J
^(г) = -—-| ?(Г,(с<г<1, 0</<Т)

Ü
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Решение последнего» в предположении задания функции ,д) 
вида (4.4), сводится 110] к спектрально'! задаче и я оператора //,. 
(3.4). При этой, как следует из формулы (1.3), сил։ .Vu(/), прижи­
мающая штамп к основанию, стремится к иостоян юму значению up’i 
/ — ОО.

Пусть теперь

Л'с(/)=Л\-рА\(П: A՛'. “Const. Л’»(/)-0 (/ ><х,) (4.7)

Тогда, на основании вышесказанного, контактное напряжение ?(г, И 
и осадка ,(/) изменяются во времени по законам (4.1), (4.5), причем 
Л'» — 2”(1 — с)? =2~( 1 <.’)*•>. если потребовать в соответствии с ус­
ловием (4.3) и представлением

«♦(Л/)=Г ’!«?,(')+ ъ<>. *)| (4.8)
чтобы

։ i
|?։(r,Orfr=0. 2֊ | T1(0rf/-=2z(l -t)¥,(/)=^(/) (4.9)

С г
Перейдем, как и ранее, от интегрального уравнения (1.1) к прибли­

женному уравнению (4д>), которое эквивалентно следующей системе: 
t 1

(p+O)l?,(0-h(<')l f ?։<-м-=т»(0 ,-.(0)֊|' I «(₽./)-?,(?. 0)1^^, 
о г

(4.10)
1

0), i 4 0)1 *»(P.rirfp .
г 

I
֊ |\Ч2(г. -}d՜ t) (гсг<1, 0^/<7) 

• • 
0

а«(р,Г)=_1_^^.)_^.|В(!>)+В(И] (ui)

I
g(r. /)=|?։(()-?1(0)ЦО^(։֊с)Я(г)|, fl=(l-c) [ ß(r)dr 

f
I

Заметим, что ядро /?°(f;. и вида (4.1!) симметрично и обладает 
СВОЙС!вом 

I I 
| I r)d»dr=i(}



На основании этого и первой формулы (4.9) вне чем я рассмотрение
пространство А'Дг, I) функций, интегрируемых с квадратом, среднее
значение которых на сегменте 1‘ I]
что /Л(с, I) является подпространством /.2(с, I).

равно нулю. Можно показать,

Теорема 3 [10]. Интегральный оператор
I

/73<Р “ I с(б) k"(\ r}(fo
П .՛

(4 12)

является вполне непрерывным и наложи ։՛• лы.о опр< теленным операто­
ром, действующим в Л?(с, I).

Теорема 3 указывает на го. что решение системы (4.10). (4.11) 
можно построить, используя собственные функции оператора /1,.ц 
(4.12). то есть в случае задания силы \'0(/) вида 14.7) решение ин­
тегрального уравнения (4 1) сводится к спектральной задаче для 
оператора //а։р (10).

Аналогичным образом может быть исследовано [10. 11] и интег­
ральное уравнение (1.2), (4.3)

CONTACT PROBLEMS 1-OR COATED BODIES 
(SETTING AND METHODS 1’OR SOLUTION) 

R. V KOVALENKO

ԾԱԾԿՈՒՅԹՈՎ 1րԱՐ11՚ԻՆՆ1;ՐԻ 211.1111.1' ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆ1»!’

ե. Վ. ’էՈՎԱԱ>Ն’|(1

II. մ ։|ւ ո փ ո է մ

եերսւի համար ւ/ւոաձդ ական ության տեււսւթ յան առաջին հիմնական 
խնդրի ասիմպաուոիկ վերյոլծութ յան Հիման վրա րնրվում են բարակ ծած­

կույթի րնդհանուր տւորածւււկան դեֆո րմ ա ցւէ ան ճշգրտված հ աւէսլսա բում - 
‘■երբ, որոնց օդն ութ յամբ դրւէոււէ են ծւոծկոլյթով մարմինների Համար կոն- 
տակտային խնդիրներ ե բերվում են դրանց քուծման ա/դորիթմն երբ: Ու­

սումնասիրվում են տարբեր մեխանիկական դործոնն երի ավդեցութ յուններր 
մարմինների կոնտակտային ւիոքսադդեցուի յան երևույթ ի հիմնական բնոլ- 
իադրերի վրա։

ЛИТЕРАТУРА

1 Тимошенко С. П.. Войночский-Кригер С. Пластинки и оболочки.—М.: Наука. 1966 
636 с.

2. Власов В. 3.. Леонтиев И II. Балки, плиты и оболочки на упругом основании.— 
М.: Фиэматпп, 1960. 491 с.

3. Аиилкин В. И., Коваленко Е. В. Асимптотический анализ плоской контактной :*а- 

4 Известия АН Армянской ССР. Механика, № I 
49



дачи теории упругости для двухслойного основания֊ ПМТФ. 1985, №1. с 133֊ 
138.

4. Александров В, ЛГ.. Коваленко Е. В Марченко С. Л!. О двух контактных зачи 
чах теория упругости для с.л.я г покрытием гинкясровекого iinia- Прикл. иех/ 
1983, т. 19. №10, с. 47—54.

5. Александров В Коваленко Г.. В. Зад.'о п механики сплошных Сред со сме 
шзннымн граничными условиями.—М.: Наука. 1986. 336 с.

6 Kantupo.нч .7. В.. Акило». Г. II. Функ; •он.ъ'.г.иыл анализ ЛА Н:лкз. 1977 
742 с.

7 Коваленко Е. В. О приближенном решении ։ дисго типа интегральных уравнен»;.': 
ПОДИИ ynpyi .. ■ •.•а:<-.։агичесм>»1 физики.—Изв ЛН ЛрмССР, Механика. 19л!.
т. 34. №5, с. 14—26.

8. Александров В. М. Коваленко Е. В. Осесимметричная контактная задача дм 
линейно деформируемою основания общего тип» при наличии износа.—Изв. Äl’J 
СССР МТТ. 1978. №5. с. 58-66.

9 Галин 1. Л Горячева И Г. Осесимметричная контактная задача теории упру­
гости при Наличия износа—Г1ММ, 1977, т 7/, Т-ып. 5. с. 8О7—8Г2.

10 Коиаленко Е.
Ванин пары 
1985. т. 49. 

11 Коваленко Г.
при наличии

В Исследооакие осесимметричное, контактной задачи об изнаши- 
кольиевоц штамп-упрупн՝ шероховат полупространство.—Г1.ММ, 
выл. 5. с. 836—843

В. Об интегральном уравнении контактных задач теории унрутосм 
абразшодго пзроел-—ПММ. 193 ։. т. 78, вып. 5. с. 868—873.

Институт проблем механики ЛН СССР
Поступила в редакцию

4.ХП.1986



дичимил. ин: <Н‘$П1‘Р-3(11‘М>ЬГ1‘ U4U.4Uiri-U.3i՛ Эьиьчи/М'р
ИЗВЕСТИЯ АКАД Г М II И II Л У К А Р М Я II С КОИ ССР 

1ГЬ|иш6^ш \1| V I. 1988 Механика

УДК 539.319

ПРОНИКАНИЕ УДАРНОЙ волны в полуплоскость, часть 
границы которой имеет жесткую ОНОРУ

МАРТИРОСЯН А. Н.

Задача о распространении давления, заданного на границе упру 
гиго или жидкого полупространства. в глубь него изучалась в [I. 2. 
3] Решения красных задач для анизотропной среды методом Смир­
нова -Соболева даны в [4], а методом интегральных преобразований 
н [5. 6]. Применение методов Смирнова-Соболева и интегральных 
преобразований к задачам динамической упругости дано в [7. 8. 9]. 
В нас. гоящей работе рассматривается .адача проникания давления н 

х упругую анизотропную полуплоскость, часть границы которой пмес։ 
жесткую опору. Решение плоской задачи находится методом инте­
грального преобразования Лапласа и Фурье и решением уравнения 
Винера-Хопфа. а затем приводится к форме Смирнова-Соболева [7. 
8]. Решаются частные задачи об ударной волне, распространяющейся 
но границе полуплоскости оч взрыва на споре или вне нее,

§ I. Возникновение фронта давлении на жесткой опоре
Рассмотрим задачу о проникании давления, которое создается 

Iударной волной от взрыва вне упругой анизотропной полуплоскости. 
11<; кольку упругая среда, а тем более ч -‘рдая опора намного плотнее 
воздуха, можно, как в [I]. считать, что отражение происходи! о г 
1нердо;։ границы полуплоскости и что давление на границе среды 
известно. Вначале рассмотрим более простую задачу о взрыве на 
опоре в некоторой точке х=- /. I >0. Фронт ударной волны в мо­
мент //г՜, где I/есть скорость ударной волны, которая как и [явление 
Р| позади нее постоянны, достигает крал опоры и после этого начи­
нается проникание давления в глубь упругой анизотропной среды. 
Уравнения движения для анизотропной среды в плоском случае име­
ют вид [11]

дги .д-и д2Р д2и / С.. . САД
дх- ду2 дхд\՝ д(- \ р р /

(1.1)
с£-< ь^ = ^.։ (чА с=5и±£1Л

дхду дх~ ду՝ дС- у р р /

Здесь С,/—упругие постоянные, о -плотность среды. Граничные ус­
ловия при у֊0 имеют вид
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(C-d) ди
с/х

'//-I />,;(V7-/ x), x>0
c/y |

г՛ — 0, x<4): s,,, f/d) 0.Jxî<oo 
\dy ох/

(1.2)

и, 1՛ = Oi/•'՛•), /• /x2 y-—0; u = v—() при /=0

где /=/ И—в момент достижения ударной водны края опоры. Опора 
занимает час։ ь границы л<^0; .՛/, v- неремеш< лия упругой среды по 
осям л՛, у; злу, :уу— напряжения. :(/)—единичная функция.

Переходя к преобразованиям i.ui.iaca п. <• от и. v по /, реше­
ние задачи (I 11, (1.2) идем в виде

и, T'=.-v | Кл1'яехр(/«л' ։уЗя)с/з 
л-1 .

- _а:-ат.2֊֊а У, â _НА ИН ( Ü^ST?)՜ 
----- Un, рл—I-------------------——--------------

| ‘2<>d

i/î
(1.3)

û(a) -|(Z> — /.2*’p n-'=: —q—a, ct-=d
‘ ( n

/ — 'Ь и2—С". /;2>сГ>(). К\—чЬ—(с՜֊ с/)2^>0, ^=—есть параметр
преобразования .1апласа. Подставляя (1.3) в (1.2) и производя пре­
образование Фурье но д-, можно получить уравнения Вннера-Хопфя

^Л(з)1'-=О р 21cœ/
с/С0 \

W
7

>,г rtM(3Î-^) (1.4)«7f(W-?î)
f(a)= -C.oR^_ , 

(?1 1-?,>.чи2 С'-(2У1 ’■з)"'«՛'
аакл/п

F ь 4(д—</)«>’

( р;—a2)2-tp«»2(3r’ -UjuJ 14) 

<2 ='7=7՜ -{Ь<ь~а) 'Ас-г^-Ь)(с
г аЬ КУ2

0
&*=— I зуу ехр( 1ух)(!х, V =— ( V ехр(—хах)с/л֊

2“.,' у-о 2~ 2 у,0
- V V

/?(«) есть функция Рэлея. Й՜1- и V' ' аналитичны в верхней и нижней 
полуплоскости х. Число и положение точек разветвления функций 3Л 
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йа комплексных плоскостях в зависимости от соотношений упругих 
постоянных изучено в 111|. После выбора ветвей функций •*„, Зя лег­
ко получить

/•’(*) = '- (,)/•• й, 1/ - ,.֊ 1/ - _7 . ֊-■
' > 0։ ' Усп

(1.5)
U1

т*(Г)=^ехр — йп Ж Л-
l>։W 2֊<- J W) ?.(։) -!,(։) 

• I»
V"

здесь *р=ш/с/г—корень функции Рэлея, где интегрирование прово­
дится по нижнему берегу разреза. Очевидно, что / '(а) и /-’-(а) — 
аналитические и отличные от нуля функции, соответственно, в полу­
плоскостях 1п17/>0 и 1п17<4). В частном случае при a—b, c~a-d вы­
ражения для /՝±(«) совпадают с результатом Мауе [ 10/. а в случае 
b а— с результатом работы [6].

Подставляя (1.5) в (1.4), получим

Левая часть уравнения (1.6) аналитична в нижней полуплоскости 
а правая часть — в верхней полуплоскости, кроме точки ։ = •>/!/, где 
имеется простой полюс. Решение уравнения (1.6) имеет вид

Подставляя решение (1.7) в (1.3) и проводя обратное преобразование 
Лапласа по / |8|, можно получить

2йе V фл(։л), =2ре у Ч-л(։») 
М л=1 61 Л-1

Л(’)^ -р —'А<-уЗп(а), /я(«л)=0, Г - ша

(1.8)
Фя(-х)=«лСхр^-֊֊У 'Г(а)= г\ехр^у Зя=ш^
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Из (1.8) можно получить значения напряжений на оси y = û.
(л<0)

— cvv= ——֊ Ret 
dl -х

пЛ’)/՛՜'1 (’) t-UVЛ= -----------
Л'

(1.9)

а для коэффициента интенсивности напряжений (у=0, х-•— 0)

Л^»уу

Ч’кг. 1. График нормй.'н ных напряжений 
под опорой.’

1. Распределение давления на опоре, 
/>/;V

2. « оотпетстнует отряжению плоский 
полны

Но формуле (1.9) проведены рас­
четы на опоре для b=a, c=a—d, 
a — 2d. V2=2а-. Г рафи к Ло ...у. Л = 

приведен на фиг. 1, кривая 
1. Как видно, на участке -0,34 < 
<с<0, где ;= xj yf a.(t — IfV ) |_1, 
?уу>0. т.е. имеет место растяжение, 
при значениях 1 <5<—0,34оуу<0
имеет место сжатие. Кривая 2 
дает значение =..v в случае нор­
мального падения плоской волны 
на полуплоскость.

§2 Взрыв на границе полуплоскости вне опоры
В случае, когда взрыв производится при х=/ вне опоры, гра­

ничные условия имеют вид

зуу= P։3(V7-x-|-Z)3(V,/-| .с /), х>0 (2.1)

v — {), х<0; зху=0 |х|<оо

Записывая ovy в (2.1) как сумму волн, движущихся вправо и влево 
СО СКОрОСТЬ’О Г, можно получить

Z)cxp J — — (л- -/) ) • -(/ -л) ехр

и преобраз« ванпем Фу[ ье • о х будет

Q4՜ дается формулой (1.4). Гз (2 1) можно получить, как и выше, 
следующее уравнении Винера-Хопфа:

(2 2)

(2 3)

Решая полученные уравнения и обращая трансформанты [4, 5]. мож 
но получить
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I
*_ 2Re 7՛ V ^'Д,л(3отл) i -'У .ч(йя.л) ?(՜)^"

dtl ՛ -.H 2.՛ Ал<а’-« )(’“’-<л)

Лм(7) = Р։«?։Л/2 ■НгЦ«'-֊)/?(.) | AJ„=(c -б/)3-' 4- a;i2

V/J։73rM2/-։-

2"и?(а) I ??(«)—

(2.4)

(')н(х)г (-) 4|ч?з -HK

Yd

]/֊M
f -•■ b(V*

1 .. 1

'm.n)=o> ЛЯ(։)=НА’~О«-А(’). /« = 1.2.3

7?.«(’)e^—-у?я(я)’ /з.л(’)=/ • /-—ax-y3n(7.), /7 = 1, 2 

и подобные значения для ^2г։/б*/։. Решение вблизи ноли находится 
так же. кяк и в работе [6|.

§3 . v'/.r7 двигания (Упоры под депстбием распространяющейся 
волны ударного давления

Пусть опора под действием ударного давления вертикально пере­
мешается со скоростью I |>. Рассмотрим следующую граничную за­
дачу:

□vy = 0, х>0; — И05( Vt—х-/)«(Vt rX-rl), х<0
di

(3.1)
-.ry-О, |х|<ос

Производя выкладки, как к §2. можно для (3.11 получить уравнение 
Винера-Хопфа

7 1 nCXp( -S/, <)\

2-'С я)
о •

'7 -/-»(а)
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/ (*)4 /-(>)=/(») =
7=-՝- -

И
1 Ц>рр.; (»>/ V}!՜ (»>/ У’)ехр(- -.՝// V )

/- («)= —:--------------—-----------------
2аС'0т:.$чо 7

а) 1 411

*՝■(?'»4 гМгД՜)!՛; (") ' Ус] 

л4-4?е|/г(.>|Зг(:).|֊^,(-.П-Ч И?

(3.2)

2 —1‘: 

а

Здесь I , и даются формулами (1.4) и (2.2), где интегрирование 
производится по верхнему берегу разреза. Учитывая условие на реб­
ре. из (3.2) получим реи сипе

1>хр(-.<?//И 1иС0/ (а)
2^(^-0>/Г) 1 («) '

Й =р- («)Л+(7)| / р) -/֊(а)] (3.4)

Подставляя (3.3) в (1.3) и проводя обратное преобразование Лапласа 
по I, получим для у=0

_ ___________У#К1МУ) | ;/, £4_/\ ?/( . А- I /\|
61 "" «։ч(1/1')(?։(1/П) М!/^))! \ I/ / А ' V /I

-֊2РефГ0/?(7։) 1|1/^/!ч(’Л(?։(’1) ֊

9"

К •2</^н։аг)(^2) | ։\(^))р:,(зг)Л֊(7г) '

2Кех |/?(^)С0’Г(Л|л-11։(^)(?։^з)4 ^(’з)):‘.(«а)^(’а)(֊֊«а))-։^ 

I

71 = 6(/4-Л*), 72 = (/--//И) Л-, 7л = (/--/)х, Х<У)

д>г- Г У^(ПИ)^-(1/Ю г 2^С0Ч-(֊.)^ ,
6Р С/|'А(1/1֊72)р2 (<’•.)' (М .1 А?!7(?з^“(аз)(֊-ал) 

։
V"

Рассмотрим случай, когда взрыв происходит вис опоры и опора дви­
жется иод действием давления, то есть имеют место следующие гра­
ничные условия:
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(3.5)

х>0

(3.6)



-֊-О, х>0; — = Цр( VI—I х), л‘<Х), гГ1 =0, — 6о<л֊<^оо (3.7)

Для задачи (3.7) получим

'*4Х (ХИ-"'
”՛ (иХЧ^)1 Чг)) '“Хт՝|՜’5)

л<0 (3.8)

ДЛЯ решения задачи, кома взрыв и рои,՝ водится на опоре в опора 
движется пол действием ишленкя Р։ со скоростью V». то есть для 
граничной задачи

=^=֊^(17-/֊^), л>0; -лу = 0, |л|<со

֊ = 1’05(^-/ л)о(1// I х), х<0 (3.10)
О1

решение можно получить как сумму решения задач (1.2) и (3.1) в 
виде

К’е?
р2-(Мс <’«) I иср/?(1/Г)

оре, 1' _______________£»£(3)^.1____________
-^<(^)(;\(’э1 ֊֊ ?։(7з))’', (’л)/*՜՜ (*4) (- ъ) 

։
/а՜

- 2Не/ре'<1/?(Х։)|пДИИ,(’։>(Э։(Ъ) ь ?,(’,))(«?֊֊-I X)

Аналогичная формула получится для д2и/д11.
Когда V’֊ -ой, решение можно записать н виде

^(У.гУь- Р Ше/ I . хСО
։/ ^^(0)
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Г (0)=Л (0)=- I г—р֊=у(«п(А . 2с1}гаЬ)^)

График интеграла подобен кривым фиг. 1, причем знак у... 10<л Ь 
дается рУо) Ь—Кроме того, определено г,.,. при .\-=0, о— а, с= 
—а—с! в виде

7Г՜?՜’" -7Т(2 ч)(| /ч-16֊֊֊У֊ : 3,62՜)-2,25
РХР <7; I 3 \ 4>?/\ \ / 

<||1,07(/Т 1)-(г,-1)гI 2»15(ч—1)|СО5? —

(2 О2)3 I 9 2
а геи? —-г"-___ <■֊=:-------------------------о¥га пм» о» 7,֊| 20 -1

Т т) -4(11,62 ; 7,)-1
2,55/3 6֊’-^)

{|(5.07-7/)| 1Нл֊3 2,55)'\-4

Х| ։\—з—1 |СО8?, |2.55г\-4| 1 ( Гт, 3 +(',-5,07)) Ут֊, ֊ 3֊ И х

, । /1 л : 1 г - , (2-€з)=51П-։}:(------; )е,хр - I агс(и —--7-=-.

г (2 -0։Р
— агнр —г — -— -

1 ( I “ (2-9’)’ П'т;- 4 ,Л

I 
75=5 2

''и 2. График нормальных напрнженнй 
на ген у при ыданиом распределении 

лапленил на ।вердон опоре

__У
>Га(1"^)

По глубине для значений 0<Ч<П,

ХгаXt-l.IV) '
а= Ы, 1/а — 4я

сделаны вычисления которые
приведены на графике фиг. 2. от
куда получится, что около грани- 
ц.,1 х=0, <гх>0 и имеет .место рас­
тяжение, а дальше —сжатие. Полу­
ченные графики позволяют изучить 
поле напряжений, которые пока-

I
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зывают действие ударной волны о взрыва на грунт при наличии 
опоры.

В заключение отметим, что методом [12. 13] можно получить ре 
шеине и в случае произвольного закона движения края опоры.

THE SHOCK WAVE PROPAGATION IN HALF-SPACE THE PART 
OF' BOUNDARY OF WHICH HAS RIGID SUPPORT

A N. MARTIROSIAN

ՀԱՐՎԱԾԱՅԻՆ ԱԼԻՔԻ ^ԱՓԱՆՅՈհՄՐ. ԵԱՐԻ II ի ւրԱււու»ւր ԿՈՇՏ 
21’10՛ ՈԻՆԻՏՈՂ ’ւԻՍՍՀԱՐ^ՈԻ^ՅՈԻՆ

Ա. Ն. ւրւԼրՏհ՚ււՍՋԱՆ

Ա մ փ ււ փ ո ւ մ

ԴխոէԱրկվէԿ մ Լ Հարվածային ալիքի (1աւիա}ւցմաՆ ի>նղիրր աոաձդական 
կիսահարթոէթյՈէն, որի եղրաղծի մի մասն ունի կոշտ հիմրր Հարթ ի/նղրի 
լւււծւսմր ղանված Լ Լտււ/լասի և Ֆարշեի ինտեզրալ ձհափոխությանների մե- 
քհէղսվ և Վին եր. Հոսլֆի հավասարման լուծում ււվ և լուծումր րևրված Լ Սմիր- 
նով • Ս որոլհի ւիակ տեւորիւ Լուծվում են մասնակի խնդիրներ միջավայրի 
եզրի "'//'/՛/'’ կենտրոնացված իմպուրւի և հիմքի վրա կամ նրա­
նից զուրս պայթյունից կիսատարածսւթ յան եզրով տարածվող հարվածային 
սպիրի վերացեր յար
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