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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОНИКАНИЯ ТОНКОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА 
В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНУЮ СРЕДУ

БАГ ДОЕВ А. Г.. ВАНЦЯН А. А.

Рассматривается задача проникания тонкого твердого тела в пер­
воначально упругую анизотропную среду, в которой вблизи тела обра­
зуется область пластичности (фиг. 1). Подобные вопросы были ро­
шены в работе [I]. где принималась, как и для изотропной среды. [2] 
гипотеза плоских сечений, согласно которой изменения по радиальной 
координате г намного превосходят изменения по осевой координате .г 
и считается, что компонента тензора скорости деформации 
При этом для среды, в которой пределы текучести по осям г,х связаны 
равенством - , ֊ 2-уг. напряжение на теле было равно бесконечнос­
ти.

В настоящей работе дается анализ соотношений пластичности и 
дано приближенное решение без гипотезы плоских сечений.

Рассматривается трансверсально изотропная среда. В области 
пластического течения тензор скоростей деформации и тензор девиа­
тора напряжений связаны зависимостями [3]

- -я«-»;) । । /=(<>.-<)
<г а

֊ ^к֊3;) ^С3.;֊3?’ V ч+*;=о <п

где а—параметр пластичности,

2^ = 3- 20=?- 4-—з-. 2^=4+^--4- (2)
*ХХ Хуг "ж» ’.'Г ■->< '.V 'хО 'х.։'

пределы текучести по соответствующим направлениям. Уравнения 
(1) описывают осесимметричное течение среды в предположении иде­
альной пластичности՜ Из второго, третьего и четвертого уравнений 
(1) .получится

— ну -(20+/7) ’^(Р-ну
а а .а а

а ’ 39 ~ Ч
(3)

п а , . « = 3(ГС-4-Г//-г</Н)
а
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Уравнение текучести в основных по­
рядках имеет вид

\ (4)

Для трансвенсально изотропной среды

$=/?= 2^՜՛ Нся 15---- 4?՜
Х ։х ՝4г ~'хх

Подставляя (3) и (5) в (4), получим
]_ к/8-» У 1 £° 6х

,2 \ ) ,2 ) "Г ,2х« \ а / •„ \ а / *5.г а а

Откуда следует

(7)

Из (3) можно получить

3 (8)

Как и в случае гипотезы плоских сечений [2], можно считать 

а) 5л=0 $0^О

тогда бё=<х> при

в) Поскольку при проникании возможны различные виды касания 
тела и среды, можно изучить случай 

а 2а
при х4/=2^

тогда / з6 получается конечным, как это видно из (8).
Для нахождения решения задачи о проникании тонкого тела в 

среду следует применять численные методы. Однако, можно для ка­
чественного вида решения принять

е „ —4$1П2Р^Х /А.£х — пгь, и —-------------------- (У)
2т«—^гСО5։8

при этом для та,=А2'« п^֊?>2, то есть имеет место допущение [1].
Для тдг^2с5Г //=—2. Тогда из уравнения неразрывности

՛ кд
дг г
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следует

где ^—радиальная скорость частиц, г=г*(х, /) есть уравнение мери 
диана тела. Тогда получится

дг,.
-1՜՛— гп+2 д( ’ -(п ■ 1)

г« 1 дг,.
7^ дГ

Подставляя полученные значения ։,, ։* в (б), можно получить

Полученная формула даст в пределах выбранной гипотезы решение 
задачи проникания. При этом для / -С! имеем .по (9) при малых 
В ^<=^(2- '■) н -^=2$1п*М§1п*£+/./2с05*?). Для л»-։2 л~0, *»В8, 

о'—30= V — “• Вместе с тем, полагай '.<О2, получим //«֊2(1— 
Г а ХЛГ

-к/2^’?), з;-3;-=2х„с1яЭ-
Таким образом, не исключено, что при точном решении задачи про­

никания тела в трансверсально-изотропную среду при 2тдх дав­
ление на теле будет конечное в то время, как согласно решению 
|1], полученному по пункту а), на теле сг-֊-оо при -,г — 2-Лх. Разуме­
ется, зная =;֊=г, из (10), следует решать уравнение движения

з'— <
+ !=0

дг г
где. как и в [!]• берется одномерная пог квазнстацнонарная задача 
и затем решение в области пластичности соединяется с решением в 
упругой области

При этом получится после интеграции

0,—(0;_а;)1ПД- н«' (П)
Г^о

где г—г*с0 есть граница пластической области, постоянная нахо­
дится подстановкой упругого решения н (4). Таким образом, прибли­
женное решение, найденное согласно (9), устраняет бесконечность в 
зг, 'Полученную по теории [1]. где еЛ.^0. Однако, для малых ? по- 
прежнему остается в силе вывод с больших значениях при 2'$л 
напряжения.

Для проверки полученного эффекта были проделаны совместно с 
М. С. Григоряном эксперименты но прониканию со скоростью 800 м/сек 
стальных инденторов массой ~ 10 2 кг в композиты, состоящие из — 50 
слоев чередующихся металлов (алюминий, свинец, дюраль). Толщина 
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пластинок от 10_jm до 6-Ю՜3 м В силу большого количества слоев и 
периодичности можно считать, что образец однородный и трансвер­
сально изотропный Слои металлов соединены клеем ГИПК ИЗ Ре 
зультаты жсисримента показали хорошее соответствие с теорией. 
Основной эффект значительного уменьшения глубины проникания в 
композит по сравнению с цельными образцами из составляющих ме­
таллов наблюдался в пределах 1,6<-$г/-$х<3,6. Значение -sr паходи-

_ Н Հ • О. I Ал * ГП .
лось по Фойхту ՜Տր~ “ —-—. Сае индексы 1, 2 относятся к ме- 

Հ • Лэ
таллам, Ai,։—толщины пластин, ~.sx измерялось для образца опытами 
на сжатие. При проникании в композит, состоящий из алюминия 
(А1==1։6 • 10՜3 м) и свинца (Аа=2 • Ю՜3 м) получились глубины про­
никания, соответственно, в алюминий 10՜1 м, в свинец более 12-10“’м, 
в композит 6 • 10՜’ м, tsr/2^x=2,3.

THE INVESTIGATION OF PENETRATION OF THIN RIGID BODY 
IN TRANSVERSAL ISOTROPIC MEDIUM

A. G. BAGDOEV, A. A. VAN'TCIAN

ՏՐԱՆՍՎԵՐՍԱԼ ԻՆՈՏՐՈՊ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ ՐԱՐԱԿ ՊԻՆԴ 
ՄԱՐՄՆԻ ՆԵՐԹԱՓԱՆՑՄԱՆ ԽՆԴՐԻ ՈԻ11ՈԻՄՆԱՍԻՐՈԻԹՑՈԻՆՐ

Ա.Դ. ՐԱԴԴՈեՎ, IL II.. ՎԱՆՅՏԱՆ

II. if փ ո փ ո I il

Դիտարկվում կ տրանսվերսալ իղուորուղ մ իջավայրու մ, որտեղ մարմնի 
մ ոտերքում տեղի Լ ունենում էդյասսւիկ հոսունություն, րարակ ւդինդ. մարմնի 
ներթափանցման խնդիրըւ Տրվում Լ պլաստիկության հարաբերությունների 
վերլուծութ յոլնր գլանային կոորդինատներով ե ցույց Լ տրվում, որ այն միջա- 
վայրերի համար, որտեղ հոսունության ստհմանր շաոավդային ուղղությամ բ 
երկու անդամ մեծ կ առանցրայինիդ, դեֆորմարիաների արադութ(ուններր 
ըստ աոանցըի ե անկյան' հավաւ/ար են, որը Հակասում ե նախապես ընդուն­
ված հարթ կտրվածրների վարկածին: Ներթափանցման վարրի պարզաբանման 
համար վերը նշված մեծությունների միջև ընդունված Հ տոն յա թ յուն , որից 
սա արվում են սահմանային դեպըերը: Գտնված է նորմալ լարումը մարմնի 
վրա, որր նշված միջավայրի համար րարակ մարմինների դեպքում տալիս է 
մեծ լարումներ. դա ցույց Լ տայիս, որ նախկինում կատարած ընդհանուր են­
թադրությունները ճիշտ Լին;
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РАСЧЕТ ОПТИМАЛЬНОЙ РЕБРИСТОЙ ПЛАСТИНКИ ИЗ 
КОМПОЗИЦИОННОГО МАТЕРИАЛА С УЧЕТОМ ПОПЕРЕЧНЫХ

СДВИГОВ

БЕЛУБЕКЯН Э. В., ДАРБИНЯН А. 3.

На основе уточненной теории изгиба пластин [1] решается задача 
оптимизации длинной прямоугольной пластинки, изготовленной из 
композиционного материала, усиленной ребрами жесткости, под дей­
ствием поперечной нагрузки. Принимая в качестве критерия оптималь­
ности максимум несущей способности при неизменном весе, опреде­
ляются оптимальные геометрические параметры конструкции при ог­
раничении на ее прочность.

Рассматриваемая задача для изотропного и ортотропного мате­
риалов на основе классической теории решалась в работах [2. 3].

1. Пусть шарнирно опертая вдоль продольных кромок (у=0 и 
У = и ) длинная пластинка ширины Ь подкреплена равноуда­
ленными ребрами жесткости и подвергается действию поперечной на­
грузки <?(у). Предполагается, что конструкция изготовлена из моно- 
слоев композиционного материала, в общем случае, имеющих различ­
ные упругие характеристики в ортогональных направлениях, что поз­
воляет считать материал ортотропным.

Ставится задача определения значений: высоты ребра Аъ отноше­
ния ширины ребра к его высоте 2«, толщины пластинки А2, расстояния 
между ребрами а, обеспечивающих наибольшую несущую способность 
пластинки при сохранении ее веса и ограничении на .прочность.

Ввиду равноудаленности ребер решается задача прочности ор­
тотропной пластинки размерами и X/», шарнирно опертой вдоль кромок 
у=0 и у—Ь и опертой вдоль кромок х= Дз«/2 на упругие балки.

Согласно уточненной теории изгиба пластин [I]. учитывающей 
влияние поперечных’ сдвигов, задача сводится к определению потен­
циальной функции Ф(х, у), удовлетворяющей уравнению

Г д* г?’ д’ 12 А2 ( д’
й«Т7 а«0>'°«ТТ + 

дх4 дх’ду2 ду1 «■? 10 ( дх*
&

дх’ду՜

2£)12£)йв - ^2)-^-о44Р2г/?лв] ■|-Е।Ф“ Я (Е1) 

и граничным условиям:
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—шарнирного опирания:

то—О, Л1у = 0, <р=--0 при у=0 и у^Ь
—симметрии:

-7—= О, Л\. = 0. //=0 при л'=0 
дх

(1.2)

(1.3)

—упругого опирания на ребра жесткости:

с /кг дН---- =0. Л,./----- =— ( ЛгЧ  
дх--------------ду*------- \ ду .

) 4-

!г 1/ Л; \ прн
12 л \ ду3 / Х=1

а А] 1 1
Здесь Аа= — [2~, ./= ру. А=о.К\, <?44-я35= —, упругие 

характеристики монослоя композита по осям л- и у пластинки, Ёг— 
модуль упругости композита по направлению ребра, О13, модули 
сдвига по направлениям уг и хг.

Внутренние усилия Мх. Л/у, /У, X'х, по известным формулам 
|1| выражаются через функции прогибов то и поперечного сдвига '? 
и <|>, которые в свою очередь выражаются через функцию Ф(х, у) по 
формулам:

| I Л)п/)вб ։ (^н^։2—2^12^н ^*и) ()хгду2

Л <2‘ Л£ I д' д' I А.՛՜; I
120 |_(^г,5^п “(^1^22՜!՜ I — —) ‘1>

® |10 <гн | (^л^22~-^12^&в _^Г2) + 3

д> | А» б? дл ; 1
-| ^22^66 3-Г-. - - - -г-, ■» (Аа 2£>м) тт՜֊ ф22 **дхду* | 12 п дх3 ՝ 12 ™'()хду-

(/Й д3 д’
Т 3 ( Тб Ль5 ^22^0'5 ^5՜ (^11^22՜- — ^12) ^уЗ^г" Т

д'' /11 I о3 . д3 115^5 ] - -|2֊[ Аг ^5 (О>։+20«.)] | Ф

Третье из граничных условий (1.4) выражает равенство дефор­
маций поперечного сдвига 

г—0 с учетом того, что 

кн 

е։.о -

Разлагая функцию нагрузки в ряд Фурье 
8

Су- пластинки и оалки на линии х=:а.;^.
И՛

тля пластинки <?у.|л-о=а1; -^-Ф. а для бал- о

3 /Л7^ н\
2 А \ б»у3 )



2£<?л81пХлу. '^-г.к1Ь
I

решение уравнения (1.1). удовлетворяющее условиям (1.2). пред­
ставляется в виде

•V
Ф- УФй(л-)51п>.д.у !

I
Л______ 144^$1пХду______

Л^( 'Л?-;+ А- аяО։.Ои
(1.6)

Подстановкой (1.6) в уравнение (1.1) для определения функции 
Фл(лг) получается однородное дифференциальное уравнение

Ф<У1)(х)-;..С1Ф^’)(л-)+С2ФДхНС3Фа(л-)=0 (1-7)
где

!՜ (®44^4 Й55^и^«в)ЛА-

О Ло

— - а^Ои О61} 
о/12

^3 '>4՜ (Л55^4
ОП2

77՜ й44^п^от

р
^22^4 ;՜ 77 ^'55^22^вв/'Л 

22?

ЬИ..
/Л֊2(^2֊. 2^«). /\^опал-2Г\2ом^

В зависимости от корней характеристического уравнения (1.7) по­
лучаются 8 вариантов представления функции ФЛ(л*), постоянные 
интегрирования в которых определяются удовлетворением условий 
(1.3) и (1.4).

2. Здесь для простдты приводится решение задачи для случая 
трансверсально-изотропной пластинки, то есть когда монослои, из 
которых составлен пакет пластинки, представляют собой композиты е 
хаотически армированными волокнами.

В этом случае, принимая

д-֊=^=/)= Л2^Ьт- ^=-֊А я"=й“=5՜

для функции <с՛, <р. Ф получается

1 сс 4а Л— V -г81п/А.у | Х՝(.4д.сЬ/.ал- в/,Х$1у.Лл')51плАу
и I '> I

с 19 ՛>:
?=— -^—Г У ^Д;8ЬлА.х$1п/ А.у- ֊= V Ср.*$11рЛл-51 нг^у (2.1)

I— '• ։ п3 1
9



Е * чь 2£ х 12 *■
•;—: СО5,*У՜ ,՜1—^^>с11ллхсоь/лу— ֊УСА^^Ьилл-со5/.гу1—’^ 1 147. к 1— Г\ П3 Т

Здесь приняты обозначения

Д.= _ «£ !!*> В,- гЛ' Г -а. *4 п 9 \
л /3 л Л’ ’ с*~<7*;—{ а5~ ֊—;— )Лл Й1“Ь^2 7) а^-у-а., !/{ \ <?14 й^/

Е/ Ц- к(.(7 / >7 \
77 *£(мН 5ЬАЛа)4-2зЬ2-2-^| —2—-^

8 Мл 4՜ 
2

■ 2 -4л/?с11>.* ~—■ 4-А25Ь/-* —-/։г, I* / V
а^^зь։.»^ д------------ -

АчСПа* — //а8ПрЛ —

А? . а
4? 2^ ։ЬМ-

аз=(1-'г)йГ-Г+СЛз-Л«)-------- 4------
ЛрлСЙ|1Л — -|-Л2$Ьр* —

.. а , . а ,, а 

а,= ------------------------------- ---------------—
.. а

бЬа* —
/2,=

______ "х-"г_______ 
. , а . , аАч-СИр// — —

2
г2 

с7й—■ ТТЗ
6 ^к

?։ ю <г

51^4 А' «՝ 

Лл

1Ч=АЛ й։

к

В общем случае условие прочности для пластинки из ортотропно­
го композиционного материала принимается в виде

где зи, '3։. :12— компоненты напряжений в наиболее опасных точках 
пластинки, сВг, зс;,. -яо—прочностные характеристики композита. В 
случае трансверсально-изотропной пластинки 7й1=зй?==5Л> а напряже­
ния определяются по формулам:

д^\ г֊\8/д^ д'Л
°п = —гЛ '2 V 4 “ “З/ёЛЛг 1 7 оу/

/д2гг՝ д2ы\ г/1г, г2\В/д՝^ д^\ ...
’--гв4/+(2-3)
;12=֊2г6т 4֊ ^х)
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Наиболее опасными для пластинки будут точки с координатами

Условие прочности ребра записывается в виде
Зутах (2-4)

где гущах—наибольшее напряжение в ребре, определяемое по форму­
ле

-Л. 11 . 1> /ос\

=>-=֊^֊¥ п₽и А = Т у=7 (25)
Таким образом, вычислив напряжения в указанных наиболее опас­

ных точках пластинки по формулам (2.3) и ребра по формуле (2.5), 
из условий прочности (2.2) и (2.4) получим три значения параметра 
нагрузки дй2 и </03.

Допускаемая несущая способность будет

</0=п11п{<70։, д<& Я<я\
Поставленная задача оптимизации сводится к следующей задаче 

н ел и ней лого 11 рог р а м м и рова имя:
найти

ф=тах?0, л*={Л։, а, Л2, а} (2.6)
Л 

при ограничениях:
7(Л0-72)=27Л1(71-70) (2.7)

7Л<73<0,2; а^5Л2; а>0,1 (2.8)

Здесь д0=д(,1сп целевая функция, х вектор управления, \-hJby 
Л2=//3/р, а=-а/Ь, Ло—толщина сплошной пластинки задан­
ного веса.

Ограничение (2.7) соответствует условию постоянства веса кон­
струкции Ограничения (2.8) обусловлены пределами применимости 
использованной теории изгиба пластин и балок. Для о принимается: 
6=0,01 при а:^Ь и 6=0,01« при а<^Ь. Задача решается при помощи 
комплексного метода случайного поиска [4].

Числовые результаты получены для различных случаев анизотро­
пии материала (]■(}' и приведенной толщины гладкой пластинки Ла. 
В расчетах принято 7 = 0,1. Значения оптимальных параметров кон­
струкции и соответствующие значения параметра несущей способности 
(? приведены в табл. 1. Случаи О/О' = 1 соответствует изотропной 
пластинке, рассчитанной <• учетом поперечных сдвигов

На графике (фиг. 1) приведена зависимость несущей способности 
оптимальной конструкции в. зависимости ст приведенной толщины со­
ответствующей гладкой пластинки Ло для различных значении О/О'. 
Как видно из графика, для сравнительно малых толщин (А0<0,04) 



влияние анизотропии практически не сказывается на величине С?. При 
увеличении же Ао значения существенно уменьшаются с увеличени­
ем значения (/;<}'. Очевидно, что в этих случаях учет поперечных 
сдвигов при расчете пластин необходим. Результаты расчета изотроп­
ной пластинки по классической теории здесь не приведены, так как они 
несущественно отличаются от случая <7/(7'=1.

Таблица 1

6/0՜ *0 Л։ ՛՛, а 0

0,01 0,0751 0.00381 0.1406 0.000846
0,02 0,123 0.0071 0,2180 0,002501
0.03 0,164 0,0100 0,2175 0,00497

1 0,04 0,181 0.00998 0.1698 0,00830
0.05 0.190 0.00970 0.1360 0,0131
0,06 0-200 0,0107 0.1129 0,0170
0,07 0,200 0.0100 0.0867 0,0213
0,08 0,200 0.0101 0.068 0.0263

0,01 0.0750 0,00300 0.1405 0.000846
0,02 0.1231 0,130700 0,2179 0.00250
0.03 0,1638 о.оюо 0,2174 0,00436

10 0,04 0.183 0,0105 0,1650 0.0085
0-05 0.198 0,0107 0,1469 0-0130
0,06 0.198 0,0109 0.1129 0.0155
0,07 0.190 о.оио 0-076 0.0199
0,08 0.150 0,0119 0.0597 0.0243

0,01 0.0750 0,00305 0.1406 0.000849
0.02 0.12.50 0,00730 0.2201 0,002401
0,03 0,1640 0.0100 0,2178 0,00494

20 0,04 0,1780 0,0101 0,1671 0,0082
0,05 0.200 0,01080 0.151 0,0126
0.06 0,185 0,0121 0,1301 0,0131
0.07 0,186 0.0121 0,0683 0,0166
0.08 0,191 0.01402 0,065 0.0176

0,01 0,0751 0,00303 0.1406 0,000044
0.02 0.127 0.00730 0,2200 0,00230
0.03 0-1638 0,00990 0-2152 0,00499

40 0.04 0.1720 0,0100 0.1686 0,00800
0,05 0.192 0,0115 0,1541 0,0101
0.06 0-195 0.014 0-121 0-0110
0.07 0.200 0,0180 0,0861 0,0116
0,08 0.195 0,016 0,0596 0.0120

Па графике (фиг. 2) для одного из случаев анизотропии матери­
ала (7/6'= 10 показаны зависимости оптимальных геометрических 
характеристик конструкции от приведенной толщины гладкой пластин­
ки Ао. Здесь характерно, что с увеличением вначале увеличиваются 
все геометрические параметры пластинки, а затем толщины ребер 

и пластинки Л9 устанавливаются, приближаясь к значениям А։—0,2 
и //..=0.01, постоянство же веса конструкции обеспечивается умень­
шением межреберного расстояния а.
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Следует отметить, что ввиду двойственности поставленной задачи 
оптимального проектирования, по полученным результатам можно 
решить обратную задачу, то есть по заданной нагрузке определить 
конструкцию минимального веса. Для нм о из графика на фиг. I по 
заданному параметру несущей способности Ц определяется соответ­
ствующая толщина гладкой пластинки />0» через которую по графику 
на фиг. 2 определяются оптимальные параметры конструкции Л։, Л, и 
а.

ANALYSIS OF AN OPTIMAL RIBBED PLATE OF COMPOSITE 
MATERIAL WITH REGARD TO TRANSVERSE SHEARS

E. V. BELYBEKIAN. A. Z. DARB1N1AN

ԿՈՄՊՈԶԻՑԻՈՆ ՆՅՈ1ՓՓՑ ՊԱՏՐԱՍՏՎԱԾ ԿՈՂԱՎՈՐՎԱԾ ՕՊՏԻՄԱԼ 
ՍԱԼԵՐԻ ՀԱՇՎԱՐԿԸ ՈՐՏԵՂ ՀԱՇՎԻ է ԱՌՆՎԱԾ ԸՆԴԼԱՅՆԱԿԱՆ 

ՍԱՀՔԵՐԸ

Լ. Վ. Բ|>ԼՈ1*Բ№Ան. Ա. ft. Դ111*1'1>Ն.4ԱՆ

II. մ փ ո փ ո ւ մ

Սալերի ծռման ճշգրտված տեսության Հիման վրա դիտարկվում Լ կոմպո­
զիցիոն նյութից պատրաստված և կոշտության կողերով ուժեղացված նորմալ 
բեռի ազդեցության ս՛ակ գտնվող երկար ուղղանկյուն սալի նախագծման խըն. 

դՒրը՚
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4.աշվի առնելով կողերի և նրանց միջև գտնվող սալերի ամրության վրա 
գրված սահմանափակումները, որոշվում են կոնստրուկցիայի երկրաչափ ական 
սրսրամ ձարերը, որոնր ապահով ում են նրա մարսիմայ կրողւսն ակությո։նր 
անփոփոխ կշոի ղեպքում։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՃ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТ И Я А К А Д Е М ИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР_Մեխաէիկսւ X L , № 4. 1987
УДК 5314-539.3О ВЗАИМОСВЯЗИ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ И ФИЗИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ В ТЕОРИИ УПРУГОСТИ И О СМЫСЛЕ ВЕКТОРА ПЕРЕМЕЩЕНИЙ*

* Доклад на Бессоюзной конференции по теории упругости Тбилиси. Ю 1скл"рт 
I984 г.

ПОБЕДРЯ Б. Е.Классическая теория упругости (геометрически и физически ли­нейная) в последнее время приобрела «второе дыхание». Появились новые ее разделы, которые нашли широкое применение на практике.На основе математической теории угловых особенностей [1—4] сделаны работы, в которых анализируются такие особенности при ре­шении краевых задач линейной теории упругости [5—7]. а также математической теории трещин [8. 9]. Широкое распространение по­лучили контактные задачи [10—12]. а также красные задачи теории упругости с односторонними ограничениями [13- 15]. При изучении всех вышеупомянутых вопросов деформации считаются малыми (гео­метрически линейная теория упругости), однако вектору перемещения придается смысл, который он имеет при рассмотрении больших (или конечных) деформаций В ряде случаев это приводит к некоторым парадоксам, которые легко объяснимы п хорошо известны механикам. Однако, автор по опыту преподавания на факультете повышения ква­лификации механики математического факультета .Московского уни­верситета знает, что у некоторых механиков наличие этих парадоксов вызывает удивление. Учитывая, что практически ни в одном учебнике теории упругости эти вопросы в должной мерс не освещены, автор отважился еще раз предостеречь механиков от возможных ошибок, связанных с неправильной трактовкой вектора перемещений в случае малых деформацийДалее, в последнее время появилось много работ, посвященных нелинейной теории упругости (см., например, монографии [16—19]). В силу того, что теория упругости как угодно больших деформаций достаточно сложна и в рамках этой теории в настоящее время решены лишь самые простые задачи (как правиле с известной кинематикой), ряд авторов рассматривает различные вилы линеаризации общих соот- ношений. К сожалению, имеются работы, в которых результаты реше­ния линеаризованных уравнений применяются к задачам, где такая линеаризация незаконна. Особенно часты недоразумения, вызванные рассмотрением физически линейной теории упругости при учете гео­метрической нелинейности. Иногда критикуется применимость фнзн- 
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чески нелинейной, но геометрически линейной теории [19], с.. 249. Ниже будет изложена точка зрения автора на вопрос о взаимосвязи геометри­ческой и физической нелинейности в механике деформируемого твердо го тела, с которой, впрочем, некоторые читатели могут и не согласиться.I. Пусть в трехмерном евклидовом пространстве некоторая мате­риальная точка в »©деформированном состоянии описывается радиу- •>сом-всктором гс прямоугольными декартовыми координатами X/ (1= 1, 2. 3) [20]. В результате деформации эта же материальная точка займет положение, описываемое радиусом-вектором /? с координа­тами у,- (фиг. I). Вектор перемещений н определяется соотношения- I ми [21] /?=г-|֊и (Уг-.’С/Ч-М/) (I.DОбозначая запятой частную производную по соответствующей ко­ординате /уЛ/=Е^£.\ получим из (1.1) 
\ ОХ/ / (1.2)где ^//—символы Кронекера [20]. Тензор, имеющий компоненты у/։/, оназывается тензором градиента места 119] и обозначается через v#. На его основе может быть введена мера деформации Коши-Грина G: о о -Ф/=У*лУМ  (2 = V/?') (1.3)и тензор деформации Коши-Грина=4 (°о— $<•/) =• ~ ("м-։-«/ «*./)  (1 *4)

В механике сплошной среды предполагается, что соотношения. । согласно которым каждому векто­ру г ставится в соответствие век­тор RУ/=у։(л'р л,, л* а) должны быть разрешимы относительно координат^=Х(у։, у2, Уз) (1.6)что соответствует тому факту, что две различные материальные части­цы в результате деформирования не могут слиться. Это требование локально записывается в видебе! [у;./1=^0 (1.7)Тензор, имеющий компоненты Хц/^ также образ\гет тензор 
оу> _» о —градиента места уг [19]. причем тензоры и ?г взаимно обратны.16



На основе тензора можно ввести меру деформации Альманзи
ёч - (£=?г • v'՜7) (1.8)н тензор деформации Альманзи АAf/= —-(fy— gij)= + (Ь9)

Л AtИногда «на жаргоне» тензоры в и " называют метрическими, хотя в рассматриваемом евклидовом трехмерном пространстве Аа «на­стоящий» метрический тензор будет единичным [20].Кроме введенных мер деформации 6, С, А можно ввести мно­го других [18. 19. 21]. Представим тензор и Г./ (тензор дисторсии) в виде суммы симметричного и антисимметричного тензоров [20]
ti= 4՜ ( Ui՝i + uJ-{) ш’/ ~ 4 а-

(1.10)
Тогда тензор С (1.4) можно представить в виде

C/,=5/Z֊|- ■— (е*гт<а«Х £*/т ш*/)
£

(1.11)Тензор е с шестью независимыми компонентами е,/ называют тензо­ром малых деформаций, а тензор и> с тремя независимыми компонен­тами—тензором поворотов.Деформации называются малыми [16, 21]. если максимальное значение |«/./| во всех точках среды и в любой момент времени на­много меньше единицы |/^.Я~5«1 (1-12)Как следует из (1.2). (1.7) и (1.12) в случае малых деформаций ёе1|у/,/|—4-Н (1.13)2. Пусть соотношения (1.5) описывают конечный поворот всех то­чек среды на угол <р вокруг оси л'3 (фиг. 2). Тогдаух=х։ cos? —XjSin ? y3«=-x։siny4-x2cos?, уя = ^ (2.1)«։ = Xj(cos?— 1)—XjSin?Z4g=XjSin? + Xa(C0S?—1), «3 = 0 (2.2)Подсчитывая ко формулам (1.10), имеем для этого случая от­личными от нуля компоненты тен­зоров s и <е:=n==2a=cos?—1 (2.3)w13=sin? (2.4)
2 Известия АН Армянской ССР, Механика, ЛЧ
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Таким образом, несмотря на то, что при преобразовании (2.1) расстоя­ния между любыми двумя частицами сохраняются (удлинения всех волокон равны нулю), компоненты «п и г23 тензора малых дефор­маций (которые имеют физический смысл удлинений координатных волокон [21]) отличны от нуля (23).Если же рассматриваются настолько малые повороты, что мож» но принять со$?^1 (2.5)вместо (2.1) получиму1=Л'։—йХо, уг = о,г։~-л*2, Уз=Л‘3 (2'6)«1=—<?*2, н3=0 (2.7)и все компоненты тензора малых деформаций будут тождественноравны нулю, а компонента тензора поворота юи=—։р.. Однако, при этом волокно, выходящее из начала координат и имеющее до деформа­ции длину /. после деформации будет иметь длину //] ։Иногда для случая малых удлинении и больших поворотов (чаще всего при рассмотрении тонкостенных конструкций) в формуле (1.11) пренебрегают произведением компонент тензора то есть полагают«‘гЛк/.’Ь «>«<»*/)  (2.8)Нетрудно видеть, что компоненты тензора деформаций С, подсчи­танные по формулам (1.4). (2.2) тождественно равны нулю. Если же воспользоваться формулой (2.8), го они будут тождественно равны нулю, если в (2.2) положитьф2СОЗ<?^ 1 — —, ('2.9)2Следовательно, формулами (2.8) .можно пользоваться, когда компо­ненты малой деформации подсчитываются с точностью о(6). а компо­ненты тензора поворотов—с точностью до о(62). причем должны вы­полняться условия (1.12), то есть если поворот ф достаточно велик, формулы (2.8) не приемлемы.•'>. Геометрически линейной теорией называется теория, использую­щая допущение (1.12), в результате которого можно положить в (1.11)= А (3.1)
Именно такие соотношения принимаются в классической линейной тео­рии упругости (соотношения Коши). При этом эйлеровы координаты считаются с точностью бесконечно малых высшего порядка совпадаю­щими с лагранжевыми [21]. Вектор перемещений можно рассматри­вать в этом случае как вектор, с помощью которого определяется де­формированное и напряженное состояния (что чаше всего и требуется 
18



в инженерных задачах). Придавать вектору перемещений « при малых деформациях смысл, указанный на фиг. 1, можно не всегда. В частности, нужно следить за выполнением условий (1.12), (1.13). Если условие (1.12) не выполняется, то вектор перемещения теряет свой физический смысл.Рассмотрим некоторые примеры.А. Пусть стержень первоначальной длины / (достаточно большой) и поперечного сечения Е сжимается силой Р (фиг. 3). Очевидно, его деформация будет
Р

ЕЕ
(3.2)где Е— модуль Юнга. Если, оставаясь в рамках линейной теории уп­ругости, придать физический смысл вектору перемещений согласно фиг. 1. го длину стержня после деформации можно записать в виде(3.3)

Отсюда видно, что при Р>ЕЕ стержень после сжатия силой Р будет иметь отрицательную длину (Разумеется, при такой силе стер­жень нельзя считать линейно упругим). Более того, при достижении эйлеровой нагрузки стержень потеряет устойчивость [22].Б. Пусть стержень (фиг 4) подвергается равномерно распределен- нон нагрузке р Тогда для изотропной линейно упругой среды можно записать ;н=р=Д(1Ч-?№)։ 'З.эЛ— О ««

где
(3.4)
(3.5)I

V—коэффициент Пуассона, а т—некоторое число. Придавая физичес­кий смысл вектору перемещения, мы получим координаты точек стер­жня после деформацииу1=а(х։ тх.), у,=ат(х1—тх^), уА=л'л (3.6)19



В результате такой деформации материальные волокна, образую­щие до деформации прямыеXj—тх2—с, с = const (3.7)превратятся после деформации в точки, имеющие координатыу։=«с, ух=а/лс (3.8)В. Решение задачи Буссинеска о действии сосредоточенной силы Р на границу упругого полупространства ,v3>0 имеет вид [23]и = Г *iv * * * * xi : $/з______Р- xi-x&b | (3 9)

v - —-------=0,3. «Зоной фиктивных деформаций» называется область,2('-+р)в которой нарушается условие (1.7). Если некоторые точки А и Впринадлежат этой зоне, причем 0.4 >05, то придавая физическийсмысл вектору перемещений, посчитанному но формулам (3.9) или (3.10). н вычислив в соответствии с этим смыслом положение мате­риальных точек А и В после деформации (обозначим это положение,соответственно А։, 5։), мы получим после деформации 0.4։<05։,

I г3 k 4֊p г k֊Hl r(x3֊br) Iгде p -постоянные Ламе, r=/.v,A-,. Если ввести цилиндрическую систему координат л*̂  4 л*|»  л'։, го решение (3.9) можно запи՝сать в виде ------------£.--------4֊Н I Н

На фиг. 5 изображена «зона фиктивных деформаций» [10], представ­ляющая собой тело вращения, которое образуется вращением плоской фиг. 1 вокруг оси Ох3, если Р>0, и фиг. 2, если Р<0. При этом 
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Г. В работе [10] приводятся еще некоторые примеры появления «зон фиктивных деформаций» Например, на фиг. 6 изображено положение до внедрения кругового штампа и плоской подошвой к упругое полу­пространство л'3>0 силой Р. Пунктиром изображена некоторая плос­кость хз=Л, достаточно близкая к плоскости х3=0. На фиг. 7 показано как изменяется взаимное расположение плоскостей х3=0 и х3=А пос­ле внедрения штампа в поверхность. Из фиг. 7 видно, что почти вся плоскость контакта пронизывается поверхностью, в которую переходит плоскость х3=Л.Можно привести еще -много примеров подобного рода из тео­рии трещин, теории угловых осо­бенностей в упругих телах и тео­рии контактных задач. В частно­сти, в работе [10] разъясняется парадокс, обнаруженный в [24] для плоской задачи о штампе, сцепленном с упругой полуплос­костью. При приближении к кра­ям площадки контакта нормаль­ное и ггангеициальное напряже­ния бесконечное число раз меняют знак (осциллируют).Разобранные выше примеры говорят лишь о том, что иногда су­ществуют области, в которых вектор перемещений линейной теории упругости теряет физический смысл собственно «перемещения», но ни в коем случае нс отрицают целесообразности рассмотрения таких задач.
4. Как уже было упомянуто, в случае конечных (больших) дефор­маций можно вводить бесчисленное число характеризующих их мер и тензоров, в то время как в случае малых деформаций рассматри­вается только один тензор (3.1). Аналогично, в случае малых де­формаций рассматривается единственный тензор второго ранга з» характеризующий напряженное состояние среды. В случае конечных деформаций можно вводить бесчисленное множество тензоров напря­жений. Например, тензор (4.1)где /?;— векторы базиса в деформированном состоянии, которые в не- деформированном состоянии были г։-

дх> ՛
дг_ 

дх1
(4.2)

Тензор Т является симметричным и называется в [19] тензором Коши, в [16]—истинным тензором напряжений, а н [25]—тензором Лагран­жа. Несимметричный тензор
21



где (4.3)
О л(1е(

дх1 дх1
%— <1с1 | иг д£_ 

|<?х‘ (4.4)в [19] называется тензором Пнолы, в [16]—тензором обобщенных напряжений, а в [25]—тензором Лагранжа. Симметричный тензор(4.0)Т • ?Г—Р • ?Гназывается тензором Кнрхгоффа.При написании выражения элементарной работы необходимо каж­дой мере деформации, рассматриваемой как обобщенное перемещение, поставить в соответствие некоторый тензор напряжений, рассматрива­емый в качестве обобщенной силы. Например,о - (4.6)
'.а= — К:^^=К: '.С2 - - - (4.7)или для мощности
-Т’.р. П//=--(^/-[-Г/Т)х) (4.8)

где л —компоненты вектора скорости г՛.Когда говорят о геометрически нелинейных и физически линейных соотношениях, то имеют в виду, что линейно связаны между собой соответствующие обобщенные силы и обобщенные перемещения. Даже из формул (4.6)֊ (4.8) видно, что. если эти соотношения будут линей­ными между одними обобщенными силами и перемещениями, ю они будут, вообще говоря, нелинейными между другими обобщенными си ламп и перемещениями. Более того, наличие упомянутой линейной связи в «упругом» теле вовсе не означает, что существует не только квадратичный, но и вообще какой-либо упругий потенциал [19]. (Уп­ругие тела, для которых существует такой потенциал, называются ги перун руги ми [18, 19, 25]).Таким образом, в иерархии нелинейностей геометрическая нели­нейность занимает более высокую ступень и уж если известно, что имеет место геометрическая нелинейность, то с необходимостью сле­дует и наличие физической нелинейности. Пожалуй, единственным ло­гически оправданным случаем использования понятия физической ли­нейности при геометрической нелинейности является рассмотрение тонкостенных конструкций, в которых ген юр малых деформаций е связан линейно с тензором напряжений, но учитываются дополннтсль- 22



ные слагаемые в связи I .четом квадратичных членов, характеризую­щих повороты * (I НООчень странными выглядя! попытки некоторых авторов обобщить нелинейную теорию упругости на вязкоупругий случай путем введе­ния линейных интегральных операторов Вольтерры по времени. Оп­равдать такое введение можно, гели бы этим авторам удалось описать хотя бы «наннную» модель, использующую «пружинки» и «поршеньки» [26] пли дополнительные параметры, характеризующие реальное по­веление материала |27]5. Существуют материалы, в которых при малых деформациях проявляется нелинейная оншеимость тензора напряжении от тензора деформаций. Такая нелинейность называется физической. Характер­ными представителями фмзиче՛ ки нелнжйных материалов являются многие металлы, которые описывают я теорией малых упругопласти ческих деформации при простом активном нагружении [28| Эта теория нашла широкое применение на практике в даст вполне удовлетвори тельное согласие с резул шагам и многих экспериментов. Геометричес­кая линейность такой теории позволяет пользоваться тензором ма­лых деформаций, дать корректную ио тановку краевых задач (с до­казательством существования к единственности решения), а также предложить эффективные методы для решения этих задач [28, 23].В работе [19] дается критика физически нелинейной теории упру­гости на примере гиперупругого тела потенциальной энергией Мур- нагана. Рассмотрим этот пример для одномерного случая. И хотя в одномерном случае линейная мера деформации е 
описывает произвольно большие деформации (8 одномерном случае отсутствуют повороты в требуется описать только удлинение волок­на). мы будем исходить из тр-.-.хмерйой теории. полагая, что имеется только одна компонента и вектора перемещения, зависящая от одной координаты .с.Тогда единственная компонента тензора деформации Коши-Грина 
С (1.11) имеет вид:

С=Е -1.« (5.2)

Для одномерного деформированного состояния упругий потенциал те­ла Мурнагвня можно записать следующим образом:
1Г=уС’; (5.3)где а, Ь—некоторые материальные постоянные. Подсчитывая напряжение А', имеем
К ЬС~- (5.4)

ОС 23



Учитывая выражение (5.2) и сохраняя члены не более второго поряд­ка относительно е. получим (5.5)В работе [19] предлагается для малых деформаций положить в (5.3) С«е: (5.6)Тогда напряжение будет (5.7)То есть отличается от (5.5) на слагаемое топ же второй степени, что и учитываемые в (5.7).Однако, подобное утверждение основано на недоразумении.Прежде всего при линеаризации С^и, следует записать из (5.3) вместо (5.6) И7(е -й«) = 117(0-— й (5.8)где б?. согласно (5.2) равно (5.9)Далее, напряжение должно быть посчитано по формуле (5.4) 
„ д№ дг дг д
К=-- — —---- — =------ ----- ---------------------— (ое) -! ...

дС д- дС дС [ ог ог д՛-и, учитывая, что & 1 
дС ~получим из (5.10). (5.9)

(/75 6* 2) + (а 4- 2Ьг) +(да-г 6е2)г
(1 ։) «»+*«' + I • ■ (5.12)что совпадает с (5.5).Разумеется, физически нелинейная и .геометрически линейная теория имеет право на существование, хотя следует проявлять необ ходимую осторожность при физической интерпретации вектора пере­мещений. что было обсуждено в первых трех пунктах.Автор благодарен И X. Арутюняну за предложение написать дан­ную работу.



ON THE INTERRELATION BETWEEN GEOMETRICAL AND 
PHYSICAL NON-LINEARITY IN THE THEORY OF ELASTICITY 

AND ON THE SENSE OF THE DISPLACEMENT VECTORB. E. PO BEDRI A
ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԵՋ ՖԻԶԻԿԱԿԱՆ ԵՎ ԵՐԿՐԱՉԱՓԱԿԱՆ ՈՉ ԳԾԱՅՆՈՒԹՅԱՆ ՓՈԽԱԴԱՐՁ ԿԱՊԻ ԵՎ ՏԵՂԱՓՈԽՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՎԵԿՏՈՐԻ ԻՄԱՍՏԻ ՄԱՍԻՆ

P. Ե. ՊՈՐևԴՐՅԱԱ մ փ ո փ ո 1 if

Քննարկվում Լ այն հարցը, թե կարող են գոյութչուն ունենալ երկրաչա­
փորեն ոչ գծային, րայզ ֆիզիկորեն գծային, ինչպես նաև ֆիզիկորեն ոչ 
գծային, ր ա յ ց երկրաչափորեն գծային առաձգականության ա եսութ յո։ն֊ 
ներ։ Յույց Լ արվում, որ առաձգականության դասական տեսության դեպքում 
(երկրաչափորեն և ‘ֆիզիկորեն գծային) աեղափոի։ո։թյոէնների վեկտորի սխալ 
մեկնաբանումը կհանդեցնի որոչ պարադոքսների։
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ИЗВЕСТИЯ А КАДЕ М И И И А У К Л Р М ЯНСКОЙ ССР

1ГЬ|иш6|11}ш XI.. №4, 1987 Механика

УДК 539.3

АНАЛИЗ КОЛЕБАНИЙ АНИЗОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ С УЧЕТОМ ПОПЕРЕЧНЫХ СДВИГОВ

КАХКВЯН В. М.

Рассматривается задача колебаний анизотропной цилиндрической 
оболочки, изготовленной из композиционного материала.

/. Как известно [1]. в случае пластин и оболочек из компози­
ционных материалов точность гипотезы нсдеформнруемых нормален 
определяется нс только значением отношений геометрических пара­
метров ///с, а также величинами /3/А. ар,7 (/, А=1, 2. 6; р. 7=4, 5), где 
Л—толщина, с—характерный размер пластинки или оболочки в плане, 
Виг-коэфф» циенты уп ругости

Вп=(а^-аЛ2а^9^', В^(апа2Г-а^1} ։ (1.1)
^1б==(£^։2£^г.-։ ^2г^1й)^-о^гв=($1г^м "^п^гв.^о

“О—(йийи <гйг)авв $^12д1вй2в *41^16

<1Р1} —коэффициенты деформации, причем м44, <?45, а-л 
деформации поперечного сдвига

характеризуют

^Э'-^-кЛз ’ <г55°П’ ^44313 "Г аг.3п 0-2)

Чъ соответственно, деформации и напряжения. Ниже решается 
задача колебании анизотропных оболочек на основе уточненной тео­
рии [1] и оценивается влияние деформаций поперечных сдвигов на 
первую (основную) часто!у собственных колебаний.

Уравнения колебания цилиндрической оболочки радиуса /< длины 
/, толщины Л, изготовленной из анизотропного материала, на основе 
уточненной теории [1. 2] получаются ь виде

01? <

д‘Ф (Л _9Д ) 24 <*’ф Д <?'* 1
1 м -Л,:)^з= 2Л’’^- —=0 

(Ы

.1^+^ 
да д/

I <22Ф , д*и>--  — = (7 '»/{----
R да2 ՝ ' д12

Г) — ՛ 3/3 ° (Г) Г) >
дт' да2д? дад^2

~1)

В^аА.,) —; Л(^1։^4Ь“ 2^1вД55-Г 8^0^) 2՜
оа-
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7 ^аби5;)т~՜ Л(^Пй45 ^ий-։4 ) ТТ ֊Л(^։»‘7и г
д$- д’л6

-г2^1е^45 "՛ ^66^11) *֊՜^ ЛС^зв^ м ^яАг.) ~77՜ И՜ Л? ~ О (1-3)
<7x0$ О?2

^Зда • о/» 
’•<?«’ ■ (ОИН-2О„)—֊֊

&ю
м^3

( '1 *
~ Л( ^16^55 4՜ ^Ма4$) ~~Т - Л(^12а55-|_2^2аг215 ՝՜ ^16^':-) , V-------

ах’ дм*
С)'^'Л г)''Ь

•4(^22^45՜!՜ ^»б^.-б) '~ Л (^16^45 ^60^44) ~~9՜ 2^2в^м
ар՜ ал*

</’“>Ь 0“Ф
1 ^0 Ап ) —7֊ ֊ Л (и ■ I- «) -֊'г 4՛? = оааар 0^~

Отметим, что в (1.3) влиянием тангенциальных сил инерции и 
инерции вращения пренебрегается. Здесь Ф(а, 3, /)—функция усилий» 
5՛(и, ;•}, 0~прогиб, <?(а, 3, I). 6(а, 3, /)-функции поперечных сдвигов, 
а—координата по образующей, по дуге поперечного сечения,

Л/2 Л/2

с(։=а,л /л»=Я/»лз/12. Л= [ Л.(т)^7. Л=| /<в(1Мт

Л.-2 -Л/2

Л/2 Л/2

4= |՝ 4(1)^. Л= (Л(7)<*7

-Л/2 -Л/2

/'։(՜.՜)՝ Л(՜.') определяют закон изменения касательных напряжений ֊з։а, 
«2։ по толщине,

ли = (СпСад - С?б)Й ֊’, л#2 = (С2.^֊С^ 1
^։2==(^։2^вв~^1б^։в)^ '՛ •'^в~(^н^։2

^0-(СиСк֊С.2С^-3. А^(С^Си-С1^֊'

л<-'22 <' 1АСю ։2^1о^2в ^п^2б~^'2։^Ть

Как показано в [1—3]. без существенных погрешностей можно 
принять 

тогда 

/•/ ч \ 1 /Л՜ Л/.(т)=/^)=7^֊’^

пусть
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®=w«fl(^)exp(—х(л„аЧ֊Нл?)). Ф=Ф«л(*)ехр(—Z(w4-^)) 
?=?п«(/)ехр(-/().ота-|-|*я?))։ ^='1»ш/|(0ехр(՛ *0-т’-1М)) (1.4)

/т^=тг.11, \tn=zn!R
где /и—число полуволн по образующей, п—число воли по окружности 
поперечного сечения. В случае оболочек из ортотропного материала 
функции ехр(—х(/та-пил3)) являются собственными функциями задачи 
свободных колебаний шарнирно опертой по торцам цилиндрической 
оболочки. В силу (1.4), из системы (1.3) для частот собственных ко­
лебаний оболочки получается

4-4О։,Х^.4-2(О„4-2Ою)'^; 4֊

■ +4Ли>.л^+ад|^^ + ^,М1?.*„+2Лм>.>+ (1-5)

п/2+ (^вб~2^п)Лн)1л Н 1 I

где введены обозначения
■^Плл—рХ“(^1Л;Пйзя։я — Д2гЯп^З>„«)'’-л_г(Л1Як։^зягя АгтлДЗ/лл )Нл ] /՝

х [ 10(Ц։г/ 4 4D։eA:>n)+2(D„-4-2Dee)/2Jp2 4- 4О2вХя։Ид3+ад1-1

А8 /г4^'1тп՛ ' (<?1гия4-Alflpj) ------- (<XhnrrA)wn
1U На/

— .•n|Ln !“(^2Hrt : ՛ ^па/?55)р

/l‘2mn՜՜՜ (^11^45՜ 1

(httin— ~r (^Лз“1"2^вв)/»41я ;

Ь\ц։п՛ (Ви1аЬ5-}-В^.։а4^'-.։- (B-l3(2ll.,~\-2Bwa.li,{֊[-Be^.^V m\'-n (Hyfl-.rrIхл

А2/л17=(51Г1а5Г.-։֊Всв(7։5)А‘։-4-2B.2t.(iiS-~ /?е^.-,г,)/-/п|1л~(^22^.15

Ain,n=Dj<!/?; -I- 3D.rt/.m|».- .-(D։r 2^по)'‘^1х’л

При Д։я։д=Л?/пя —0 получается значение собственной частоты обо­
лочки, определенной на основе классической теории анизотропных 
оболочек [2,4]

4 401։)?։1„4-2(01։+20.,)).>„г+ 4О,։).г!1’4-ОХ+

У V72
֊֊ 7=йМпЧ, 4- 2А.Л1‘-+(Лм-2Л„)ЗД4-2Л„>л>и; 4- А„ р* I֊11 <’-6)

2. Рассмотрим оболочку, изготовленную из элементарных слоев 
ортотропного композиционного материала типа боропластика [5] 

£^0,01785?!. В^0,0635В?|։ В^=0,02235?։, «,,\=49.9/^>։, ^=44,8/5?, 
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уложенных под углом <р относительно образующей оболочки. Коэф­
фициенты В1к и «/а для любого <? определяются формулами поворота 
11 ]. Ставится следующая задача;
для заданных ///? и ЦН найти

<о*=тах т1п ю։(/п, л, <?) (2.1)<9 (»«,«)
где

«>,“ //127«т./г“Ув«7. «£10. 90°]. т,п^К (2,2)

Расчеты выполнены при

///?=!. 2. 3, ... 6, //Л» 100, 50, 25, 20, 15, 10. (2.3)
Рассматриваются два варианта организации пакета оболочки по 

толщине. В первом случае монослои ортотропного композиционного 
материала уложены под углом (р относительно образующей оболочки 
и пакет оболочки в целом анизотропный, а во втором случае монослои 
уложены поочередно под углом и пакет оболочки по толщине бу­
дет ортотропным. В этом случае решение (1.4) тождественно удовле­
творяет граничным условиям шарнирного закрепления торцов оболоч­
ки.

Выполненные расчеты показывают:
1. Перекрестно армированная оболочка обладает большой частотой 

собственных колебаний по сравнению ■ косоармированной оболочкой 
(ф|п 1). Сплошные линии соответствую; чанным по уточненной тео­
рии. а пунктирные по классической, 0 соответствует случаю ор­
тотропного пакета, а ;== I —анизотропного.
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2. С уменьшением отношения ///? при фиксированном / с увели­
чением /? поправка от учета влияния поперечных сдвигов увеличива­
ется (фиг. 1).

3. С увеличенном отношения ///? при фиксированном / с умень­
шением /? частоты собственных колебаний увеличиваются, увеличи­
вается также няня вне поперечных сдвигов (фиг. 2)

Таблица I

а 
տ. 
о V

7

1 2 3

1
0 0»166

ո՝. 1. ո - ֊4
0.097

m — 1. ft 4
0,056 

т 1. п 4

1 0.188
m=l, ո — 4

0,069
/л—1, л—5

0,046
т- 1. л-2

II
0 0.153

ու—}, /1-0
0.086 

wj—1. л—4
0,054

т - 1. п -֊- 3

1 Օր 108 
m- 1. ո 0

0.067
п-5

0,045
т 1, л—3

4. При фиксированном А* с увеличением I частоты собственных 
колебаний уменьшаются Уменьшается также поправка от учета няня 
НИЯ поперечных сдвигов. В табл. I при /?///= 10 приведены значения 
ш*=шах т1п где о», /?/12р для ортотропной
(7=0), анизотропной (;• I) оболочек, полученных на основе класси­
ческой (1) и уточненной (II) теорий, при учет поперечных
сдвигов практически нс меняет значения наибольшей первой частоты 
собственных колебаний оболочки.

Аналогичные расчеты, проведенные для оболочки, изготовленной 
из материала типа боралюминия [6], показывают, что с усилением 
матрицы уменьшается влияние учета поперечных сдвигов и способа 
армирования.

THE VIBRATION OE THE ANISOTROPIC SHELL WITH REGARD TO 
TRANSVERSE SHEARS

V. M. KAGHKTSIAN

ԸՆԴԼԱՅՆԱԿԱՆ 11Ա£ՔԻՐԻ 2ԱՇՎԱԴ1րԱ1րԻ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅԻՆ 
ԹԱՂԱՆԹԻ ՍԵՓԱԿԱՆ Տ11.ՏԱՆՈ ԻՍ՚ՆԻՐԻ

Վ. Մ. ₽։1Ղ₽ՏՏԱՆ

4. մ փ ո փ n 1 մ

Դիտարկված I, ընդլայնական սահքերի !աշվաոմամբ անիզոտրոպ >цш- 
նային քէազանթի սեփական աասւանուժների իւնդիրր: Ստացված են րանաձեեր 
սեփական տատանումների հաճախականութ յան համարէ օրինակ էլի- 
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տար կված է կոմպոզիցիոն նյութից պա արա пин}՛ած թաղանթ։ Կախված նյութի 
կաոուցվածքից, թաղանթի երկրաչափությունից' կատարված է. րնղԼայնական 
սահքերի ազղեցության վերլուծություն, գտնված է թաղանթի նյութի օպտիմաԼ 
կաոուցվածք, որի ղեպքոէմ աոաջին հաճախականությունը ստանում Լ ամենա^ 
մեծ արժեք։
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УДК 539.3

УСТОЙЧИВОСТЬ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ СВЕРХПРОВОДЯЩЕЙ 
СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

МКРТЧЯН П. А.

В работе выведены уравнения возмущенного движения вращаю­
щейся сверхпроводящей сферической оболочки в стационарном неод­
нородном магнитном поле. На основе этих уравнений исследуется по­
ведение вращающейся оболочки в начальном однородном магнитном 
поле. Установлена возможность потери устойчивости невозмущенного 
состояния и получена формула для определения критического значе­
ния напряженности магнитного поля, поп котором оболочка теряет ус­
тойчивость. Аналогичная задача устойчивости вращающейся ферромаг­
нитной цилиндрической оболочки в однородном магнитном ноле рас­
смотрена в работе [1]

I. Пусть замкнутая сферическая оболочка постоянной толщины 
2Л и радиуса срединной поверхности /? вращается вокруг одного из 
своих диаметров с угловой скоростью <՛> и находится в постоянном во 
времени неоднородном магнитном поле Нп. Считается, что оболочка 
изготовлена из упругого изотропного материала и покрыта тонким сло­
ем сверхпроводящего сплава. Упругие свойства материала оболочки 
характеризуются модулем упругости коэффициентом Пуассона V и 
плотностью о. Электромагнитные свойства среды, окружающей оболоч­
ку, эквивалентны свойствам вакуума. Ортогональная система коорди­
нат (а։, 7г. 7.3). вращающаяся вместе с оболочкой, выбирается так, 
что срединная поверхность оболочки отнесена к сферическим коорди­
натам ап а2, (а։ -полярный угол, азимутальный), а хл направ­
лена по нормали к срединной поверхности.

В отношении гонкой оболочки считается справедливой гипотеза 
недсформируемых нормалей. Принимается также, что угловая скорость 
вращения <•> такая, что выполняется условие квазистаннонарнноств 

(с—скорость света).
Известно, что при помещении сверхпроводящего тела в магнитное 

поле в его тонком поверхностном слое появляются экранирующие 
токи, препятствующие проникновению магнитного поля во внутрь тела 
Выталкивание магнитного поля приводит к изменению напояженности 
магнитного чоля В области вне тела Это изменение является резуль­
татом наложения на поле магнитного поля создаваемого зкра
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пирующими токами. Поэтому невозмущенное магнитное ноле 11 = 
—/7ОН-77Попределяется из решения следующей задачи магнитостатики 
во внешней области (2]:

гоШ=0, 61у/7=0; НтЙ=/У0 (1.1)
г ж

где л0—единичный вектор внешней нормали к недеформированной 
поверхности 5 тела, г—радиус-вектор рассматриваемой точки.

Вследствие того, что магнитное пол? ио проникает в область, за­
нимаемую оболочкой, на поверхности оболочки компоненты тензора 
напряжений Максвелла претерпеваю г разрыв. Этим разрывом обуслов­

лено появление магнитного давления Рп, определяемого формулой (2]

Н2 *-л0 (1.2)
о 7»

Под действием нагрузки Ра в оболочке устанавливается началь­
ное невозмущенное, состояние, характеризующееся вектором псреме- 

—• /Ч
тения и и тензором упругих напряжении з0. Характеристики всвоз- 
мущенного состояния определяются из следующих линейных уравне­
ний равновесия и граничных условий на поверхности оболочки:

<И¥з'0=/?0 (1.3)

«о • V"
Ро при ?л = Л
О при я3=—/г

(1-4)

где /?0= -ршХ(шХг)-֊центробежная сила невозмущенного состояния, 
Характеристики возмущенного состояния («0-Ь «• ®04-г« ^4-А) 

должны удовлетворять нелинейным уравнениям и граничным усло­
виям па деформированной поверхности оболочки. Принимая возмуще­
ния малыми, эти уравнения и граничные условия, аналогично работе 
(3, 4]. линеаризуются. В результате получаются следующие линейные 
уравнения возмущенного состояния:

в области, занимаемой оболочкой

ХЧ, Л» Г • /7“// "*
Р4-з0(?«)*1-р—=/? (1.5)О1'

в области (з3>Л) вне тела оболочки

го1Л=0, б1¥/2=0

где R— —.«аХ{«>Х|г(ги)*—и(у г)*]}.
Решения уравнений (1.4) и (1 5) связаны следующими линеари­

зованными условиями на поверхностях л3 = ± Лоболочкн:
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;.-,;о=(Р при з,-А (17)
10 при *5=—Л

л0[А+Й(?и)Ч «(?#)! ~0 (1.8)
Здесь

л Е Г 2/ - ~ — -- 1
3= ^77~Г т-^-^^+уи-Н?«)* (1-9)

2(1+*) [1—2* I

р=па ■ т. т„ = 1 (//։Л,+А^,) - (/7 • Н) (1.10) 
4՜ 4~

где £—единичный тензор, ?—оператор Гамильтона, (^«)*--транспо­
нированный тензор V«.; Т— тензор напряжений Максвелла возмущен­
ного состояния, символ Кронекера.

Принимая гипотезу Кнрхгофа-Лявя и ©средняя уравнения (1.5) 
по толщине оболочки, с учетом поверхностных условий (1.7) — (1.8) по՝ 
лучим двумерную систему разрешающих дифференциальных уравнений 
магнитоупругоети вращающейся сферической оболочки относительно 
перемещений срединной поверхности и՝. В эти уравнения входят 
неизвестные граничите значения компонент индуцированного магнит- 

кого поля А, которые определяются из уравнении (1.6) с учетом (I 8) 
и условия затухания возмущений на бесконечности [4]. В результате 
получаем замкнутую двумерную систему интегро-дифференциальных 
уравнений относительно функций w. т՛, w. Указанная система уравнений 
в случае, когда оболочка вращается вокру։ осн oz (фиг. I) с посто­
янной угловой скоростью о. имеет следующий вид:

1 ГЯ/
Л, л,

Л2 /a . 1 । 1—* (11 1 Эад \ .------------ (А -2)® Н---------(---------- ---—)+ 3/?3<h։ I 2 \/?

, I֊*2 Н\ 
1'Sr.f-li Л,Л,

[/- (л,/-/;«՛) 
I д*}

(Ей.
Ж

I® = 0р(1—v*)u>: 
£

1 /<М2\* dw
А\\.дьу) длу

1 [ А* д oVJ , 1— ՝• f v 1 д®\ р(1 —**) Л ,
З/?3 ' R \/? Л, E dt' '

(1.Н)

l֊v3 p( 1 —V*)w3
E

da
A2S^E/t

Ir
ZR1

(Л-I- 1—/)(Д + 2)® p(l-v*) .
E " dP

՝ 1~>л H Tl(JL i
+ ՝2E/i ՝՝ /1Д.Г /i? ^7, tfa։/
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\ ՛ 1.(4 (14 ՛ 4 1
д,/!, А2 аа։ £ау / 4-\Я։ д?х Л, д^/ |

, -''О—^)(,)* /А ֊ 4 £ «А=п
1 " £ \Л։ А\ )

Здесь индексом «+» отмечены значения соответствующих величин 
на поверхности оболочки «։ = А,

г$=2(1 cos90), cosO։i=cos$ cosa։ ֊- sin; slna։cos (т — я3) (1.12)

7j. TJ, 5° —усилия, характеризующие начальное нсвозмущенное сос­
тояние оболочки» которые определяем, решая задачу (1.3) — (Ы).

Решения приведенных уравнений должны удовлетворять условиям 
непрерывности и однозначности на сфере.

На основе полученной системы рассмотрим задачу статической 
устойчивости сферической оболочки, которая вращается вокруг оси 
oz с постоянной угловой скоростью с) и находятся в однородном маг­
нитном иоле с вектором напряженности /7П

/70 = A/n(sina։n։ — cosa։«a), A70=const (2.1)

где П1— единичные векторы по направлениям (1 — 1, 2, 3).
Нсвозмущенное магнитное поле определяется из решения задачи 

(1.1) и имеет вид

В силу (1.2) —(1.4) и (2.2) для усилий начального невозмущенного 
безмоментного состояния имеем

Т^=-‘1аВ.цп\, /•о=('2р/։/?»и,։_^')5|П։в 5»=0 (2.3)
4 \ 4 /

где 70 =« 9Л/5/32к.
Подставляя (2.2), (2.3) в систему (1.11) и исключая неизвестные 

и и г՛, рассматриваемую задачу устойчивости сводим к исследованию 
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следующего интегро-диффсрснпиального уравнения относительно нор­
мального перемещения:

//г \ 5Да дА2 дю дгю / ЗД£\ 11
+(з7?л՜1՜՜՜') л;'Э1Г^ + л|^’+Ч1֊2а!/“'](՜

Решение уравнения (2.1) представим в виде разложения

ад- (У адАл(со$«х) )созйяг {к-^п, / = 2, 3,...) (2.5)
\|Г—{ /

где адл—неизвестные коэффициенты, /Л,А(х) —присоединенные функ­
ции Лежандра.

Подставляя (2.5) в уравнение (2.4) и используя обычный процесс 
ортогонализации, после некоторых преобразований приходим к сле­
дующей бесконечной системе алгебраических уравнений относительно

— V(/«=/. 11-1, 74-2, • •Л<л.) (2.6)
П'»/ 

где
й;„=4֊(^-2)' ■ '"’=т<т^

Р'<“ ^л —1 7
*21=Нт՜' । ^7,1 I- лЙг--« --1

*т—1 4՜ 7 I Рп"

-^.а+ВДи 2 + В^,.„.2 ]} (2.7)

В (2.7) Йот—частота собственных колебаний сферической оболочки 
в вакууме при отсутствии магнитного поля.

Да«= —— (--- !-----  12л*1—120//4—7л3—8л2—8/г 4-^(1 Ол1 -|-
4Хи֊3|л(2я+1)

- 31п’+л’-30л + 12)1 + —֊1|2л„(,.,-1)-*։(2<-„ ֊3)1!
/֊в— 1 -Г> '

ДИ!- (Ж)(«-Н֊1) „г С|„ : 6 8(1 -уН^-Зя-Ю)
"" 2(4л։-1) ‘ 1..-Ц-У
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ш, (д-н-! )(*-*+2) П2 г о 3(1- *)(Д“-Ь5/*+6)
‘°՜ 2(2П+1)(2Л+3) г +

8^=—^— 14Х, |-(4л.-15М»—2'~"(1՜1 '<>('՞՜1 1
4ХЯ—3[ Х„—1-Н

^(п= 2л(л-1-*)('*+*--1) j_.ll 10(л-2)
4л«-1 2(Ха-1 ( 0

(я-/Н֊1 )(/:-& 4-2) 2п и (1 : 0(л.» } 4// 
(2/М֊1)(2«4 3) “ ' X«—1-Н

(2-8)

Условием существования нетривиального решения системы (2.6) 
является равенство нулю следующего бесконечного определителя

Ртл֊֊СтпНО (2.9)
где Сил = -^/Й^л.

В силу (2.7) и (2.8) легко заметить, что бесконечный определи­
тель, входящий в уравнение (2.9), относится к классу сходящихся 
(норм ал ьных) определителей.

Из уравнения (2.9) в первом приближении (п=‘п~1) для кри­
тического значения внешнего магнитного поля, при котором оболочка 
теряет статическую устойчивость, получим следующую формулу:

/■/..= -֊ (2.Ю)о Ац;>
Из (2.10) следует, что увеличение скорости вращения приводит к 

увеличению критического значения напряженное։и внешнего магнит­
ного поля. В табл. I для оболочки, изготовленной из алюминия {Е — 

Фиг. 1

-7 1010н/м; *=0,3; р=2.7-КРкг/м3) 
и покрытой тонким сверхпроводя­
щим слоем сплава \Ьи8'п, когда

50 с՜1, /?=0,25 м, приведены 
минимальные шачення //0* по чис­
лам волн п п А՛ при различных 
отношениях Л//?.

Таблица !

2/1 А* к- п 1п։л//м< <10’ кА/м) 
(А-.«)

1.50 13 13 8,9946
1:100 18 18 6,3113
1/125 21 21 5,6365
1/250 29 29 3,9622
1 5(Х) 41 41 2.79?4

Отметим, что для выбранного сплава критическое значение внеш­
него магнитного поля, превышение которого приводит к разрушению 
сверхпроводящего свойства материала, Ик - !,('»• 10’ кД/м.
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STABILITY OF A ROTATING SUPERCONDUCTIV E SPHERICAL 
SHELL IN A MAGNETIC FIELD

P. A. MKRTCHJAN

ՊՏՏՎՈՂ Դ1)1ԱԱ'ԼՈ1։ԴԻԱ ԴՆԳԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ 
ԿԱ311ԻՆ11ԻԹ:1ՈԻՆԻ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈԻՄ

Պ. Հ. ՄհՐՏՋՑԱՆ

Ս. մ փ ո էի ո ւ մ

Աշխատանքում ստացված են պտտվող գերհաղորդիչ թաղանթի ղրգոված 

վիճակի շարէէման հավասարումները ստացիոնար անհամ ասեռ մաղնիսակսւն 
դաշտում։ Այդ հավասարումնհրի հիման վրա հետազոտված Լ պատվող թա­
ղանթի վարքը սկզբնական համասեր։ մագնիսական դաշտում ։ Ցույց Լ տրր- 
ված Լգրգոված վիճակի կայունությունը կորցնե/ու հնարավորությունը Լ 
ստացված կ րանաձև' մագնիսական դաշտի յարվտծութ յան կրիտիկական ար- 
ծերի որոշմ ան համար, որի դեպքում թաղանթը կորցնում Լ կայունությունը։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК AP M >1 H С К О й ССР
1ГЬ|ишОДш \1 . ,\г }. iss; Механика

УДК 539.3

О РАСПРОСТРАНЕНИИ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ УПРУГИХ ВОЛН 
В СЛОИСТО-НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ

СААКЯН С. Г.

Векторное волновое уравнение Ламе для однородных изотропных 
упругих сред в осесимметричном случае может быть разделено на 
два независимых скалярных волновых уравнения [1]. В настоящей 
работе обобщается метод разделения векторного волнового уравнения 
Ламе в осесимметричном случае для слоисто-неоднородных изотроп­
ных упругих сред. Показано, что в этом случае векторное волновое 
уравнение для некоторых классов слоисто неоднородных упругих сред 
может быть разделено на три независимых скалярных линейных диф­
ференциальных уравнения второго порядка.

Рассмотрим распространение осесимметричных волн в неоднород­
ной изотропной упругой среде в пространстве при отсутствии внеш­
них массовых сил. Примем, что коэффициенты Ламе Ä. н и плотность 
о упругой среды зависят только от одной декартовой координаты г, 
Тогда непрерывные дифференциальные решения векторного волново­
го уравнения в перемещениях

gra<J|(/.-f-2p)<jiv«|—rot(prot/O i 2l1' I v • ~^ülvzz ?e>: rotz/1 —tl- =0 (1)
I ос I dt*֊

представим в виде

/г = о։(г)йга<.1Ф,(г, I) )го1 го|| '!>..(г. г, /)/.-Ц-го1|Фа(г, 2, /)7г]
(2)

где Ф։, Ф2, Ф3—квазипртенцпалы перемещения а: %(г). ^(^ -неиз­
вестные функиип, зависящие только от г; /..—орт по осн г.

Подставляя выражение (2) в уравне >ие (I). получим

։К^։(Ф։)Н<р2Г01 1^2р/.2(Фо)?г| 1 Г'П>1|г-^з(Ф3)£|4-

А=-^- /иФ։т А<^- +?.- rotk-’kio, А« — ֊
dz dt- (| dz

AA+A.-^MaJ=6 О)
dl- J i

где приняты обозначения:
/,(Ф։)^АФ1+ I £ft+ i(/<,

| ; < I dZ ; с ; О/՜
•10



u 2|i' I I ’z ; , , • , ч г?Ф6
— р,-— -л------ (& ■ Pi) ф<--------- -г?
u It I 02 L ՛/ Ii JA Ot

< h 2; '+2js zn=^i?i (jxt,;+2H,i)<?i G)

Z12=|(’ l֊!A)'?i+2:1 '•?։!? -2(?ùj>"?r (։l,՝?;)"?i

Zh=P'?i?j-(P'?i)’?i ; l:i = ։х9։?2-(^2+2,/'?:)'?2

z:։ = !(*•; *• /2j=(î'?i)'?2-(«'?2)"r2

Z24 — .&'?2?2~ (?'■?։) ?2

Если предположить, что механические свойства среды л, jt. р и неиз­
вестные функции ‘Ь.(с) и ?/(z) (/=1, 2) .удовлетворяют условиям

6/=О; /=1, 2; /=1,2,3, 4 (5)

уравнение (3) примет вид

?» grad[?f ?trot го։| 1 ?2гШ3(Ф2)Л | I '• гоК^-Л3(Ф3)/.)- -О

(6) 
где

*Г=</р; •иг^/ч

В трехмерном пространстве векторы

grad| Ь rnl roll«РГ’ ?г^К-з((1,2 )'-•]. r°t[^2^э(Фз)£ I

линейно независимы и, следовательно, из уравнения (6) получим

пга^Я?г։01рг'*/-1(Ф1)| = 0
(7) 

rot rol] ։'bupvU2(02)£|=0, rot|T’V-j((l>3)r?-|=0

В уравнениях (7) выражения ?;1?ip^;4,(<!>,). (Z=l, 2), т^/,д(Ф3) 
являются либо постоянными величинами, либо некоторыми функция­
ми времени /(/) (/=1, 2.3), которые можно принять равными нулю. 
В самом деле, если /.(/) не равно нулю, тогда вместо Ф, можно 
рассм атр и в а т ь к в аз и п оте н ц 11 а л

I 
Ф,=Ф,- VI С

о

Во всех случаях Ф/ (или Ф/) являются общими решениями сле­
дующих дифференциальных уравнений:

Л/(Ф/) = 0; /-1, 2, 3 (*)

41



Таким образом, если механические свойства среды X. р, о и фун­
кции у((г), :4(г) удовлетворяю! условиям разделения (5). векторное 
уравнение (I) можно разделить на независимые линейные уравнения 
(8) для квазипотенциалов Ф։, Ф2. Фа. После некоторых преобразова­
ний уравнения (8) примут вид:

/•1(Ф1) = дФ1-+'7"‘|(7+1)^ 2^1֊р֊Н ЧАР:- Ь/Л + Р։|Ф1֊<-,—֊-О 
о г о

(»)

/.։(Ф։)= дФа֊Ч(7-Н)А 2/Л1֊-1(7Л)' Н(Р2 /^ДЛ|Фа-г?,-<֊-’=0 
дх д?

(Ю)

4։(Ф3)^Дф։+р,^-^։֊^=0 (И)
дх дР

где 7=^*;
Из уравнений (9)—(И) следует, что в слоисто-неоднородной сре­

де осесимметричная упругая волна представляет собой грн независи­

мо распространяющихся волны. Причем часть перемещения «, со­
ответствующая скалярному квазипотенциалу Ф։. переносится в прос­
транстве с переменной скоростью г>։ и является волной сжатия или 

расширения. Части перемещения и . соответствующие квазипотенциа­
лам Ф2, Ф3։ распространяются с другой переменной скоростью и2 и 
являются вертикальной и горизонтальной волнами сдвига.

Преобразуя (5), получим следующие условия разделения вектор­
ного волнового уравнения (I):

Рг֊7<7։-2/^=0; р^дх-ру (12)

(рЛ)Чфр> («?։)'-^=0 (13)

7/'2-&Кд.=’°; (с.՛^)'- К.?։ (14)

(;р2)' ̂ ֊Нр<7։)'-р<72 = 0 (15)

где /С—произвольная постоянная, 

= *—1»2

Система уравнений разделения (12)֊֊-(15) незамкнута и се можно 
решить при некоторых дополнительных условиях. Например, предпо­
лагая. что

то есть д^ру+рп /=1, 2 

система уравнений разделения (12)—(15) примет вид

Рх Рг֊Р', = 0; /44-7/^-^ = 0 (16)
01Л)' 1-М>?=К1Р; (։^2)' -1-^?2=Л'։р (17)

Условия разделения (16) —(17) впервые были получены Дж. Гу­
ком [2].
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Решение этой системы рассмотрено г работах (3, 4].
Предполагая далее, что в (9) -(II) и (12) —(15)

?1=г4а; то есть = у» = ^.4 А
получим известные результаты, описанные в работе [5].

Выделим некоторые специальные типы неоднородных упругих 
сред, .тля которых система уравнении разделения (12) —(15) имеет ре­
шение в элементарных функциях. Предполагая в системе уравнений 
(12) —(15), что

?1=?2՜’’*; ТО есть <7։=-^; 7-=֊֊ А
получим

f>=Po=const; Pi=—Ae2lk7(W) (18)

(OPJWÎ = Kf, (ср2)'֊Нр? = /<։ (19)

1(= ! р)л]'=(^)А{; КНр)^Г = ֊(;֊1‘П (20)

(?А)Ч֊м>?=(՝рЛ'֊№ (21 )

Упростим (18) —(21). тогда получим систему нелинейных диффе­
ренциальны  х у равнени й

2и'= ($-։< )^։ (22)

= (23)

2(p" Кх) = (< H/'î (24)

2р7лН(; ! ։՝)/'.!' (2-г>)
Интегрируя систему уравнений (24). (25), имеем

|1;-Н1)Лр = 4«֊ 2С,р- 2С։) (26)

где Л’1=2С:, С->—произвольная постоянная интегрирования.
Исключив из (26) pi ио формуле (22), получим 

2Я‘И=-Р)-2=С1Р ‘ С2- |С։| |С2|/'() (27)

Из уравнения (27) определим

5 = С^^1|1'։ С>!* ՛ С’ ■ н'։+2С։н+2С, 1 (28)

Подставив значения pi и £ вз (22) и (28) в (23), получим для р 
следующее дифференциальное уравнение:

«+С,)(н . ... , ,1' . 9r W,-|- (29)
\. г и - • 2Cj|i— 2С2 / Р

Уравнение (29) в случае С։=^0 и С>=0 можно привести к виду

</(ц'-С,г ■ f|,'» +- 2С,|. )=0 (30)

Из выражения (30) найдем первый интеграл
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у'* -»֊ 2С։и (31)

где 6։—произвольная постоянная.
Упростив (31), ийа’См следующее линейное уравнение:

^'+тг֊1!7г = -֊<с’г+0’) <32)

Общее решение уравнения (32) имеет вид 

? = (Ро-Со)/2-|-Со22; (С0-€.р0) (33)

В (33) приняты следующие обозначения: 

Р-(^о)=1*о; ։1,(2о)=1‘о; ^=(-г-г21)/(-го֊г^)

— ^0= ~ 1'1о_Н2<ГГ^)р<)]
О

Из (22) и (18) определяются с, р։ и р2:

; =» 3 б-дХ “; р ։ — р<ух 
гН--21

При. условии :։(г(1)= 1 и ։}>а(г0)^=1 из уравнении (4) получим

^)=/֊*
В этом случае независимые скалярные уравнения движения (9) — 

(II) примут вид

/.,(ф;)=дф;+ 2Н?' ф;--L **
Z(Z’+2a) dZ Z'‘(Z4 2a) 1 3ZS г)֊֊

0 (34)

Л2(ф:)=дф;_ 21(7-1 )Z։ | 2«(7 2)1 <N>: , 27(2? 8«)t|>._ Z n
Z(Z3 -2ö) dZ Z-(Z3 2a) " Z^ a d-r

(35)

А1(ФГ)=А<1>;
2(Z3—a) <M>; 3 —0 (36)

Z(Z’֊|-2a) dZ Z3_|_a d.:i ֊u

где

ФНФ,/(г, I г։Г; /=1.2,3; «=-1/^-1); , —
X \ <-|> / г l-'O 2(/ ~1

При Со—н0 (7=3) уравнения (34)—(36) приобретают простой вид.
\налогично в случае С։=0 и С,-^0 решение уравнения (29) мо­

жет быть получено в параметрическом виде.

ON THE PROPAGATION OF THE AXISYMMETRICAL WAVES IN 
THE STRATIFIED NON HOMOGENEOUS MEDIUM

S. G. SAI I AKI AN
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ՇԵՐՏԱՎՈՐ ԱՆՑԱՄԱՍԻԴ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ ԱՈ-ԱՆՅ^ԱՍԻՄԻՏՐԻԿ 
ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ս. Դ. ՍւԱԱԿծԱն

Ամփոփում

Հոդվածում քննարկվում /; առանցք ասիմետրիկ, առաձգական ալիքների 
տարածում ր անվերջ, անհամասեո միջավայրում ։ Օգտագործելով պոտենցիալ­
ների եղանակր' Լամեի վեկտորական ալի քաւին հավասարումր տրոհվում /; 
երեք' իրարից անկախ սկալյար դիֆերենցիալ երկրորդ կարգի հավասարում­
ների։ Ա տարվել են Աղիքների տար ած մ ան իրարից անկախ սկալյար հավասա­
րումներ մի քանի անհամասեո առաձգական միջավայրերի համար։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ 111Ա ԳԻՏՈԻՍ*ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИНАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

Մէ-խաքփկա XI., № ■ Механика

УДК 539.3

УСТОЙЧИВОСТЬ УПРУГОЙ НЕОДНОРОДНОЙ БАЛКИ ПРИ 
ПРОДОЛЬНОМ УЛАРЕ

АРАКЕЛЯН А. Е.

В настоящей статье исследуется устойчивость неоднородной бал­
ки. у которой один конец закреплен (по отношению к продольным 
перемещениям), а второй конец движется в сторону первого с постоян­
ной скоростью г. в двух случаях неоднородности: в предположении, 
что модуль упругости и плотность изменяются вдоль длины по произ­
вольным законам и модуль упругости н плотность по толщине кусоч­
но постоянны (случай слоистой балки).

I Устойчивое։ ь неоднородной балки. и которой модуль упругости 
и плотность материала изменяются вдоль длины.

Продольное движение: уравнение невозмущенного движения от­
носительно продольного 'перемещения и будет

д 
дх

... ч
£(*) —дх (1-1)(х)^

где /:(л') = Е0/(х) и у(х) = у^(х') произвольные функции.
Для определенности примем нулевые начальные условия 

ц=0, 4՜ ==0 при /=0 
д(

(1.2)

при следующих граничных условиях

/2=0 при х = 0, и=—с1- при х=1 (1.3)
Действующие в поперечных сечениях сжимающие напряжения 

определяются формулой

°=ад- (1.4)дх
Обозначим

■п = и+с1 х{1 (1.5)
Уравнения (1.1), начальные и краевые условия (1.2) и (1.3) при 

таких обозначениях приводятся к виду

±^ = Р(х)^0(х)/£_"\ (1.6)
аг дН ох1 \дх I /

г'-0, ^-=^сХ)1 при ^ = 0 (1.7)
д։
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т? = 0 при х=0 и х~! (1.8)
где 

а2=Е\/^, Р(х)=/(х)/?(х), Р(х)=//(х)/о(х) (1-9)
Представляя коэффициенты (1.6) в виде рядов

Р{х) = — — V р/{соз 7Лх, <?(х)= У, <7Л$1п'/.Ах, '/./.=г.1г! I (1.10)
2 л-։ л=։

где 
Г I

2 ГА—у | Р(Х)СО8’/ЛХ^Х, <7/,.— 

’о

— | 0(х)51п/.*х//х 
о

ищем решение (1.6) в виде

г»(х, ?)= У, <иА(^)$1п^х (1.11)

который удовлетворяет граничным условиям (1.8).
Подставляя (1.11) и (1.10) в (1.6) и производя некоторые пре­

образования. для неизвестных г'А.(/) получим бесконечную систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений

֊ “ X Л^-ЧьсЩ (1.12)
ал йР

где

-.2
Л»»^у(Рг»֊Л) (ЫЗ)

Л2 Л
<» •— (рь+п — Рь -ц) (- ■у (9/1-г-аН ?*-*)

здесь должны иметь в виду, что р п—Рг. и <?-«•= -<?«.
Учитывая (1.7), начальные условия для (1.12) будут

■»*=0, — ( 1)Л при <=0 (1.14)
<Н I к„

Таким образом, решение задачи (1.1) —(1.3) свелось к системе 
(1.12) с начальными условиями (1.14), то есть к задаче Коши, для 
которой применение метода редукции приводится, например, в [1].

Другой вид решения задачи о продольном колебании неоднород­
ной балки приведен, например, в [2], но для наших целей удобнее 
вышеприведенное решение.

Разлагая Е(х) в ряд

£(х)= ~ + У /лсо$) *х (1.15)
2

ГДЕ
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1
2 Г/л- ֊' | £(Х)С08АйХ(/л-

*0

И учитывая (1.4) к (1.15), для сжимающего напряжения получим

0 “ 7՜ + 2 °*со8 ' (1-16)
2 к֊ ։

где

'0՜ ‘-УсА)՜1՜ У ~ ~ У ( /А---7
г/лд! £• 1,-0
гЛ=/.^д, /г=1, 2.......... (1.17)

тк определяется из (1.12) (1.14).
Числовые результаты получены для безразмерного сжимающего 

напряжения с*з (Е^с'а) при неоднородностях вида:
случай (а) Дх) = 14-2x7, ?(х)=1 
и
случай (б) /(л)=Ц֊2(1—х//)» ?(х)=1.

На фиг. I (а) и (б) приведены распределения сжимающего напря­
жения для двух моментов времени ('=«/.՛/ ). соответственно, для 
случаев неоднородностей а) и б).

Методом Хеммннга интегрировались первые 10 и 15 уравнений 
из системы (1.12) Их результаты практически мало отличались друг 
от друга.

Возмущенное движение: уравнение устойчивости (уравнение воз­
мущенного движения) берем в виде

р(х)Л^ = 0 (1.18)
дх* <?х2] дх дх | дЕ
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где И(х) - /Г(л')./— изгпбиая жесткость. / и /7—соответственно, момент 
инерции п площадь понеречп՛ го сечения.

Предположим, что балка на концах шарнирно оперта

■К'=-— ^0 при Л'-О и Д=/ 
Эхг

(1.19)

Решение (1.18) ищем в виде ряда, удовлетворяющего условиям 
(1-19)

»(х, /)= V u>w(0slnA«x 
т—J

Представляем р(х) в виде ряда

(1.20)

?(х) = ^ +V ?*C()S/*x (1.21)
2 *-։

Подставляя (120) в (1/8). учитывая (1.15). (1.16) и (1.21). после 
некоторых преобразований для неизвестных wm(i) получим бесконеч­
ную систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

՝■*

£ (?,wrW֊Tr 4- У = /«=1,2,... (1.22)5՜։ *-։
где

2А'Btnk(f )—АяЛлр-т/ Д.7( /те—Л—Jm-l:) F(Зте — А-4՜ 'те fr)]
Если в качестве критического параметра брать критическое время, 

то его можно определи и. гак. как п [3. ••]. то есть -по—время, при 
котором «мгновенная частотам системы (1 22) равна нулю.

Итак, критическое ввемя есть наименьший корень уравнения 
det||/?,,,HA.-?)]| 0 (1.23)

Ниже приводится таблица i.i i Jr и ( У—Fl- Jr?—параметр гиб­
кости). при которых достигается заданное критическое время.

Первая строка соответствует неоднородности вида (а), вторая— 
неоднородности (б). Для сравнения, в третьей строке приведен случай 
однородной балки.

- 0.25 0,50 0.75 1.00 1-25 1.50

Yc а

О
С

Т
 50 

С
М Г-֊ —

 
со >с —

 
O

I------
—

 С
М Сч

1.3806
1.8667
1.8915

0.9615
0,9395
1.5538

0.7294
0.6447
1.0000

0.6510
0.57<>5
0.6984

0.4653
0,4805
0.6622

Вычисления производились тлл детерминантов третьего и четвертого 
порядков, результаты которых практически совпадали.

Из приведенной таблицы видно. ч'О в общем случае повышение 
модуля упругости не приводи! к увеличению критического времени.

2. Ус той ч шин ть слоистой балки.
Рассмотрим теперь многослойную балку । прямоугольным попе­

речным сечением, обшей тол цпчо։՛ Л составленную из нечетного 
числа (2«/—1) изотропных однородных слоев постоянной толщины, 
симметрично расположенных относительно срединной поверхности.
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Будем исследовать устойчивость такой балки.
Для получения уравнения невозму шейного н возмущенного дви­

жения будем принимать гипотезы классической теории стержней [5] 
для всего пакета. При таких допущениях полученные уравнения по 
виду совпадают с уравнениями однородного стержня [4] с оговоркой, 
что под модулем упругое։и. плотностью и изгибнон жесткостью надо 
понимать их приведенные значения (6]

9 | W
А« > + Ï i)

ЛI >1

9 т
Р= ~~ ртч 1 Лт -1 4* Л«ч-։)

п
2 1 тo=-֊|em-lAU1+E^-A?+1)

где Eit о5—модуль упругости и плотность материала 5-го слоя, соот­
ветственно, fis—расстояние 5-го слоя от срединной поверхности.

Согласно [1] критическое время потери устойчивости определяется 
из (1.23), где

2/;йтй(/)= | а/Л; :-г») яр)' m=k 
՝ 5m4.fr) При m֊/k

-коэффициент разложения сжимающего напряжения в ряд

На фиг. 2 приведена зависи­
мость Хс.'л от чр, 
из которой при известной структу­
ре пакета для заданной скорости 
удара с можно определить крити­
ческое время потери устойчивости. 
В то же время, изменяя распреде­
ление слоев при одних и тех же 
материалах, можно получить раз­
личные критические времена (в 
частности, для композитов с раз­
личными углами армирования), го 
есть можно ставить вопрос о наи­
большем критическом времени или
скорости удара. Для примера рас­

смотрим трехслойный стержень Слои имеют одинаковую толщину и плот­
ность. В случае, когда модуль упругости среднего слоя в десять раз боль 
՛ ։е. чем модуль (/Го) наружных слоев.'.критическое время -0,25/<? 
получится при с-^1,04(//7)?я, в го время как, если слои расположить 
в обратном порядке, для достижения того же критического времени 
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необходимо’<?=5,23(Л//)2а. В֊ случае, когда модуль упругости всех 
трех слоев одинаков и равен критическая скорость равна с— 
₽=1,71(Л//)Ч

STABILITY OF ELASTIC NONHOMOGENEOUS BEAT 
SUBJECTED TO LONGITUDINAL IMPACT

А Ц ARAKELIAN

Ա1ՒԱԱԴԱԿԱՆ ԱՆՃԱՄԱՈԵՌ ՃԵԾԱՆԻ ԿԱՅՈՒՆՈԻԹՅՈՒՆՐ. 
ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ՃԱՐՎԱԾԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա. ն. ԱՌԱՔԷԼ8ԱՆ

Ամփոփում

Աշխատանքում ուսումն ա սիրվ ում Ւ, անհամասեո հեծանի կայունո:թյանր, 
որի մի եզրը ամրայյված ! (երկայնական տեղափոխության նկատմամ ր)է 
իսկ մյուս եզրը յարմվու մ Լ հաստատուն արադո։ թ յամրւ Ընդունվում է. անհա* 
մ ա ս եոորթյան երկու դեււր>. աոտծդակւոնոէթքան քործակիզր ե խտությունը հե­
ծանի երկարությտմր ւիուիոխվում են կամ այական օրենքով ե րոտ հաստու- 
թյան կտոր աո կտոր 'աւրտատուն են (յերւոավ որ հեծան): Գտնված / տրված 
անհ ամ ւոււեոությանր 'ւսմաււրլլւււասիւան ււեղմոդ լարման րաշխում ր Հեծանի 
երկարո՛թյաւէր ե տրված ' արվ ածի սւրադությսւնը համապատասխան հեծանի 
կտյոէնոլթքոէնր կորզներււ կրիտիկական մամանակլւէ
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ги.зчичи.ъ uuz чфзпьэ-зпькььрь амилыгьазь Sh^wi-w 
ИЗВЕСТИЯ А К А ДЕМИ И НАУК АР М Я НС К О И ССР 

УЦишЬОДш '<>.,№ 4։ 1987 Механика

УДК 539. 376

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА НЕЛИНЕЙНОЙ УСТАНОВИВШЕЙСЯ 
ПОЛЗУЧЕСТИ ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ КОНТАКТА

СУМБАТЯН М. А.

Рассматривается контактная задача о вдавливании без трения 
жесткого прямоугольного в плане штампа в полупространство; мате­
риал которого находится в условиях установившейся ползучести со 
степенным законом состояния. В рамках принципа суперпозиции «обоб 
щепных» перемещений задача сводится к решению двумерного инте 
трального уравнения со степенным ядром Для его решения пред­
лагается некоторый метод последовательных приближений, эффектив­
ный для узкого штампа. В каждом приближении двумирное уравнение 
распадается на независимые одномерные уравнения. В качестве при­
мера рассмотрена задача для квадратного в плане штампа.

I. С помощью принципа суперпозиции «обобщенных» перемещений 
[1] рассматриваемая задача может быть сведена к уравнению [2]

Н (х,у>(5 (1.1)
S

.Здесь 5—область контакта, /\—множитель к уракненип состояния
(0,5<н<1) (1.2)

г=с(ц|— некоторая постоянная. 1^(х»у)—скорость осадки .штампа 
(связана с формой поверхности его подошвы), р(х. у) неизвестное 
контактное напряжение.

Представим ядро уравнения в вид? интеграла Фурье

В итоге в случае прямоугольной области 5 после введения безраз­
мерных п ременных х'=ха, у'=г=у;Ь (в дальнейшем штрихи опус­
каем) уравнение (1.1) примет вид

1՛ [ р(н. <0^, |у £ДХ. ,'|^--йг>),1Ху-”)|)^-/(X, У) (1.4) 

— 1—1 — *
М<1> !у|<1
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Здесь /—Ь/а-отношение сторон штампа, функция /(х. у) очевид­
ным образом выражается через П"(х. у)

Решение аналогичной плоской задачи изучено подробно [1] и даст 
для контактного напряжения особенность на острых кромках вида

(1Ту)-л/2, у_ 1 (1.5)
Такой же особенностью обладает и решение рассматриваемой здесь 
։адачи на гладких участках границы области контакта.

Будем искать решение уравнения (1.4) в виде разложения ио 
многочленам Гсгенбауэра, ортогональным на отрезке (1,1) с весом 
(1-у2)֊^

1 I-’* 1

֊ -ОД1՜՛1). л=А = 0
I1

<‘-6>

Такое представление заранее содержит требуемую особенность реше­
нии на сторонах ,у=±1. Подставляя ряд (1.G) в уравнение (1.4), ум­
ножая скалярно на (1—у՜) :ь'-С^_|‘,/2(у) и пользуясь значением интег­
рала [3]

'■ехр( WCJW ,, 7}
-■! A!rto\ ° 2? (Ь7) 

придем к бесконечной системе одномерных интегральных уравнений
I

У I 7*(и)^п | £.П*(/Л)ехр( й(х—к))^=/я(х), //-О, 1,2,... (1.8) 
— 1 -<V

И<1

I

*^Г(*+1- •?)(« 
/г’//!

Н)

Легко видеть, что в системе (1.8) присутствуют лишь тс члены, для 
которых п и к одной четности.

2. Предположим, что параметр X мал Исследуем поведение сим­
волов Апл(Хс) в пуле.

Лемма /. При малых а имеют .место асимптотические представле­
ния

«ла|«|л՜*» п.*£1г, п и Л одной четности

---------- |֊О(**), л=*=1, 2, ... (2.1)1_|л(т,)./ J-.^)
А-— П--х-

2/г
1

1 -
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Для получения первой опенки надо выделить первые (л—л)/2 
членов разложения бинома (ц՞— ^*) '>/2 в ряд по малым и и вос­
пользоваться табличным интегралом ‘3] о» рроизведения функций 
Бесселя и степенной функции Первым ненулевым членом окажется 
член, содержащий |а[ в степени |/г֊/г|, а остаточный член является 
малой величиной более высокого порядка малости. Для доказательства 
второго и третьего соотношений (2.1) используем интегральное пред 
ставление произведения функций Бесселя к воспользуемся значением 
интеграла

дх (2.2)
J (х24֊^)։+* 7
о

выражающегося через сумму двух гипер1еометрическнх функций [3]. 
Разлагая последние в ряды, получим представление исследуемых ин­
тегралов в виде суммы двух рядов по степеням |я|, откуда и выте­
кают 2-я и 3-я оценки (2.1).

Из леммы следует, что при малых /. । данными членами в системе 
(1.8) являются диагональные (при /« = /;). Поэтому перепишем ее в 
виде

I са
| -г.(и)Ли | /.«„(>.*) ехр (-/: (х-//))</; =/,..(*)- (2<з)

1 -и.
I л.

-£ | £„л(>Л)ехр( -п))</4, И<1. //=0, и 2» ...
-1 ֊-

Теперь для решения системы (2.3) естественно развить метод последо­
вательных приближений. На первом шаге решаем ряд отдельных 
одномерных уравнений

I т
I /-лЛ(^)ехр( -к(л'֊//))(/;-֊ /(л). х-|<1, /М, I. 2. ...

11 X (2.4)

со свободным членом /(л)= /я(л*). Для получения последующих при­
ближений подставляем полученные на предь тушем шаге решения в 
правую часть системы (2.3) и опять обращаем интегральные операто­
ры, стоящие в левой части системы Н-։ к:ыиом шаге необходимо ре­
шать уравнения вида (2.1). Такой подход является асимптотическим 
по малому параметру л к обычной сходимостью может нс обладать.

Для построения решения уравнения (2.4) исследуем еще пове­
дение символа при больших значениях аргумента.

Лемма 2. При а->оо имеет место асимптотическое представление



Для доказательства разложим функцию (ц’-г 2’) * ' а ряд по 1/|3| 
и проинтегрируем почленно по г( Каждый нз встречающихся при этом 
интегралов понимаем в обобщенном смысле, как аналитическое про 
дол женке. но показателю степени из той области комплексного пере­
менного, где рассматриваемые интегралы сходятся в обычном смысле. 
Правомерность такого подхода следует из [4] После этого утвержде­
ние леммы становится очевидным, если воспользоваться табличным 
интегралом от произведения функций Бесселя на стеленную функцию.

Кроме асимптотических оценок дли /-ля(а). полученных в леммах 
I и 2, отметим еще. что она является положительной на вещественной 
осн. Это обеспечивает существование, единственность и устойчивость 
решения уравнения (2.4) к малым возмущениям символа на вещест­
венной оси [5].

С учетом изложенного выше аппроксимируем символ ядра [6] 
(погрешность аппроксимации шнисит ОТ 'начения Параметра |». обыч­
но нс превышает 2(1% и ухудшается при стремлении р к I):

/ . L д-- 2 i—i*) П21

2*Г( 1 -։֊)Г (п+ 4)Г(л 4՜1՜’*) 

*;"=--------------- ——---------------

и перепишем уравнение (2.4) в виде
։/х »

I I ех =/(x)' И <-֊ л=°.1 •2- • • ■ (3.3)
-1/Х -00

Главный член асимптотики решения уравнения (3.3) при малых /. 
может быть записан [6] в мультипликативном виде

4-^(7 -*)/*(*). И<— (3.4)

При этом погранслойные функции <?։ и </. находятся из решения для 
полубесконечного штампа:

1՜ -/(- х ~)=2ч,;М. 0<.г<ес

О
(3.5) 

а «вырожденное» решение т'(х)—из задачи для бесконечного полосо­
вого штампа:

Н“М" = Ах>-2чг(х). |Х|<~ (3.6)

•» V
•/. Здесь построим решение уравнения Винера-Хопфа (3.5) на 

полуоси и уравнения на осн (3.6). с ирон »вольной правой частью g(x) 
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в специальном виде, содержащем пнп-1 рилы, понимаемые в обобщен­
ном смысле.

Введем следующие обозначения: = (л) (соответственно, <р-(х)) 
функция, равная ?(х) при д*>0 (х<0) и нулю при х<0 (х>0). 
Ф (х) (соответственно, Ф՜ (х))—значение на вещественной прямой 
функции Ф(֊~), аналитической в верхней (нижней) полуплоскости 
комплексного переменного Тогда уравнение (3.5) в образах Фурье 
примет вид [7]

О’.(х) 
(а;+^-^(*)+^(Х)- (/=1>2) (4Л)

Здесь Ц'(х)-образ функции <?֊(х). (7*(х)—функции £*(х), Ц,~(х) — 
некоторая функция. После факторизации

(а*+^х=)~:*'М(^-^ (4.2)

перепишем уравнение (4.1) в виде (индекс / временно опускаем)

. .V = (ся 1- ^.^),1/20’’(х)+(ая-ьЬп1х)'^-(х) (4.3)
<а~Ьп1х)^

Далее производим разложение функции

(пп ^а/л֊И (Г(х) ֊ Л- ’(л) -к Л '(х) (4.4)
причем, как это следует из формул С.пхоцкого [7].

Л'(л-):= 1 (7 $)[(<$ ^/л-)'--’О"(л-)1 (4.5)

Здесь / -единичный оператор, .$—сингулярный оператор с ядром Ко­
ши. Перепишем теперь соотношение (4.3) и виде [7]

■У,<Л\ Л—^<х)-/У-(.г)+К Л„/л)^4-(л-)- о (4.6՝
{а-Ьп1Х^֊

Отсюда следует, что

<№) -~(ля-^х):‘/'(«я ^/х^Дх) 4- (4.7)

I ~(ая֊Ш1Г‘‘Я(«я /2/г/х)''''б/ (д-)]
А*

Имеют место следующие связи между образами и оригиналами:

Ьп1х}^ Л— ~/1Лх}
г/. 1ЛТ 4/2
\ 2/

(Ял.1ЛАГ..г _ Л) 
г/_И1
\ 2/

поэтому переход в формуле (4.7) к оригиналам даст 
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4(*) = ֊֊{Мл-*£.) НЭДМА X (4.9)

Знаком * обозначена операция свертки. Здесь было учтено 
операционное соотношение (7]

$1£п.г?(л՛) —5Ф, если & -Ф
Равенство (4.9) можно переписать также в виде

О да с

также

(4.10)

| Л(х- y)dy I : Г/;(Л--

-® $ о
о °?.

у)с?у X

X J Л(* y)g(t)dt- | ii(x-y)dy (y)^(/)^4֊ 
у о

со

или окончательно

Интегралы понимаются в обобщенном смысле [8], как аналитическое 
продолжение по показателю степени ■> и степенных членах из области

—I. где сходимость обычная, до значения « = (1-р/2).
Аналогично можно получить реи равнения (3;6) В этом еле 

чае в формуле, аналогичной (4.9). не буАет ъ^пл*. вместо ; будет 
£, и окончательно приходим к результату

b՝ схр( - ^-(л*-у)) 7СХР( O)g(O 
:՛(-<)= _2л_ | -----------Ь------------- (Л. | ___________

] ( ֊у_ (х у)1 ■՛-՛

’! с о р е м а. Г.с.т интеграл

(Т֊у)И:^

(4.13)

(4.14)

сходится в обобщенном смысле, то функция (4.12) имеет при 
л*-»О особенность биди х-\1>'։.

Для доказательства сделаем во внутреннем интеграле (4.12) за­
мену переменной /—у = /', а во внешнем—замену у==л'у'. В резуль­
тате получим
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b՝ ’exP( / (1~У)*) *exp( ‘^Л/ДН-лук//
___-____ | _1_Z>  Л/у __ \_bg )_________  
_L\v^ÿ (l֊y)։^_____ /

Из этой формулы следует, что при а—О

(4.15) 
л>0

(4.16)

в обобщенном

(4.17)

(1.1) построен

Таким образом, теорема доказана, поскольку значение 
смысле интеграла

I I
(1у । _ ____ 2

(1—у)1+и/2 ! уН^/2 ~ и
О О • ■'

Таким образом, для решения исходного уравнения 
метод последовательных приближений, эффективный при малых зна­
чениях параметра Каждое приближение имеет на сторонах штампа 
нужную особенность. Однако предлагаемый подход нс позволяет в 
явном виде получи։» особенность решения в углах штампа. Для иссле­
дования этой проблемы необходимо было бы исходить из решения кон­
тактной задачи для клиновидного в плане штампа с углом раствора 
90°.

Пользуясь изложенным здесь методом для частного значения ц=1, 
можно легко получить решение задачи в линейном случае, что пред­
принималось—в геории крыла конечного размаха1 и в контактных 
задачах теории упругости2. Заметим однако, что в линейном случае 
третья оценка (2.1) нарушается, и для получения первого приближе­
ния (при и = 0) нужно решать уравнение с совершенно другим симво­
лом [9].

1 Грунтфест P. 1. Асимптотическая теория колебаний деформируемого кры­
ла Тез, докл. Весе научи, конф. «Смсш задачи механики деф, тела», ч. 2. Рос­
тов на-Дону. 1977. с. 77.

Ci/.itôaг.чн И .4. Построены՝ асимптотики решения контактной задачи для уз­
кого прямоугольного и плане штампа. 'Гез. докл. Весе. конф но теории упруго­
сти. Ерелаи. 1979. е. 322—325.

5. В качестве примера рассмотрим задачу о квадратном в плане 
штампе с плоским основанием.

В случае плоского основания штампа f(x, у) const. /л(х)=0 
(// = 1, 2, ... ),/о(л՜)—/и- Следовательно, при построении первого 
приближения (2.4) имеем ^0 (л=1. 2,...). Решение же урав­
нения Винера-Хопфа (3.5) при //=() имеет вид
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В ыч ис л я я обобщенные значения интегралов, входящих в (5.1), легко
получаем следующую формулу:

(5.2)

Здесь -[(а, л-)—неполная гамма-функция |10|.
Заметим, что это же решение (5.2) уравнения (3.5) при постоян­

ной правой части может быть получен.) и непосредственно, без при­
менения обобщенных значений интегралов.

Функция о(л') (4.13) вычичляется аналогично
-и(х) = а5г„ (5.3)

Далее функция у{(х) вычислялась по формуле (3.4), причем 
(1\ <1* ^4• 3 значения неполной гамма-функции брались по таблицам 
[111. Распределение контактного напряжения, полученное по первому 
приближению

*>= <5-4>

в случае ц—0,8 отражено в таблице Из таблицы видно, что значе­
ния напряжение . иммегрнчны относительно диагонали квадрата х—у 
с относительной погрешностью, не превосходящей 6%.

Таблица

у
0 0-2 0,4 0.6 0.8 0.9

0 0.824 0,836 0.875 0.964 Ы9 1,52
0.2 0.838 0,830 0.890 0,980 1,21 1,55
0.4 0,884 0.897 0,939 1.03 1,28 1.63
0.6 0.98». 1 ,00 1.05 Ы5 1,42 1,82
0.8 1.24 1,26 1.32 1.45 1.79 2,29
0.9 1.69 1,62 1.70 1.87 2,31 2,95

Автор выражает признательность И. X. Арутюняну за внимание 
к работе.

СОМТЛСТ РКОВ1.ГМ IX ТИЕ X )ХЫХЕАК СКЕЕР ТНЕОЯУ 
РОК Л КЕСТЛХОИЕЛК СОХ’ТАСТ ИЕОЮХ

М. А. ЗиМВАТ1АК
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ՀԱՍՏԱՏՎԱԾ ՈՉ ԳԾԱՏԵՆ ՍՈ'ԱՓ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ ԿՈՆՏԱԿՏԻ 
11ԻՂՎԱՆԿ8ԱՆ ՏԻՐՈՒՅԹԻ ՀԱՄԱՐ

1Г. IL llllMri»llS?,Ub

IL մ փ и փ и I մ
Աշխատանրոէմ դիտարկվում / կոշտ ուղղանկյուն դրոշմի' >'Шninաաված 

ոչ դծային ււողրի պայմաններում գտնվող կիսատարածոէթյանր սեղմման խրն֊ 
դիրրւ я թն//Հանրացված. տեղափոխությունների վերադրման սկդրունրի ոդնու. 
թյս/մր խնդիրր կարող Լ րերվե/ ա աո ի ճ ան ա յին կ и ր ի ц ո վ երկչափ ինտեդ/tui/ 

IսւվU/l/Ա/րմԱէն, որի /ածման 'ամար աոաշսւրկվում / մի մեթոդ, որն արդյու­
նավետ Լ նեղ դրոշմների Համար: Այդ մեթոդի յարարանշյար րայ/ամ բավա­
կան է /ածե/ աոանձին միաչափ ինտեգրալ Հ ավա и արու մն հր ւ

Դիտարկված է րաոակոաի դրոշմի դես/րր։ Рվային արդյանրնհրր (fntjg 

են տա/իս. որ աշ/пшш անրու •/ աոո՚շադրվ ած եղանակր կարոդ Լ կիրաով ե/ ոչ 
միայն կոնտակտի նեղ տիրոյթների, այ/և Հավա и արակոդմ դրո շմն երի Հ uni ար /
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