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ЗАДАЧИ О ТРЕЩИНАХ В ВЯЗКОУПРУГОЙ СРЕДЕ
БАГДОЕВ Л. Г МОВСИСЯН Л. Л.

Динамические задачи о трещинах для антиплоской и плоской за
дач теории упругости в различных постановках рассматривались мно
гими авторами [1—8 и др.]. Сравнительно мало исследований о тре
щинах ч вязкоупругой среде. В работах [9—II] исследуется распрос
транение трещин в антиплоской задаче в стационарной постановке.

Следует отметить, что задача [1] ио математической формули
ровке совпадает с задачей дифракции плоской волны на трещине 
[4. 7]-

В настоящей статье изучаются, в основном, коэффициенты интен
сивности напряжений в антиплоской и плоской задачах для вязкоуп
ругих нестареющих сред. Для первой задачи предполагается, что на 
кромках трещины заданы касательные напряжения постоянной интен
сивности, а для второй помимо условия симметрии, постоянные нор
мальные напряжения.

Для трешииы. твпжуяюйся с постоянной скоростью, в явном ви
де решения записывают. я для среды Максвелла, а для неподвижной — 
в обпюм виде.

/. Уравнение движения аптнплоского движения запишется в виде

0(1 /<*) ----) = О-----  
ду» / дР

(1.1)

где оператор

К*(и)= [«(/-•:)и(т)Л (1.2)

И
В частности,֊будем иметь дело с ядрам։։ со слабой сингулярностью 

/ф)=Дехр( -лО/6 1 (0<*<1) (1-3)
Граничные условия имеют вид

ту.=б(1-К*) — ==ТН(СЛ-х)Н(*) при а
<2у

(1.4) 
а'=0 При

Введем новую переменную ; —х ~С1 и преобразуем (1-1). 
подвергая преобразованиям по Лапласу и Фурье
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—, К* дает производную дробного 
д;

№(' , у. s)= | | ФЗХр (—(^4-?У4 -t)s)dtdt (1.5)
о -к-

При этом надо учесть, что поскольку X* есть псевдодиффере։ь 
.. д д гциальный оператор и — =~—С 

порядка в Х*-,Х(д -ХС$), где

K(s)=A------—-----  0.6)
[7-Н(1-ХС)Г

Тогда для неизвестного р получим

3»= А Q-A£)* bt~ <L (1.7)
X- 1-Х Р

Удовлетворяя преобразованным условиям (1.4), получим следующее 
уравнение Винера-Хопфа:

Os?(l֊K)UZ_p , s)=-T ֊r+fi., s) (1.8)
S*X

где и 7՛֊—аналитические в левой и правой полуплоскостях X 
преобразованные по t и ; значения да и При этом в (1.5) интег
рирование по ; ведется в пределах —оо<^;^0 н

В общем виде факторизацию (1.8) можно провести известным об 
разом [12]

3(1-К)=1 •?֊. k=exp | +Л- I | (1.9)

Однако, полученные уравнения вс только необозримые, но н не 
поддаются обратному обращению из-за сложной формы вхождения 
X в Х(з). Формулы эти проще получаются для среды типа Максвелла, 
то есть если в (1.3) предположить 6-1 и .4֊ у Поэтому для движу
щейся трещины коплен грацию напряжения будем изучать для среды 
Максвелла, а для неподвижной (С=0)—в общем виде (1.3).

— А
Итак, для среды Максвелла X»—------ - ---- —

.4 4- з(1—/ С)

?’=X(i-xC)’+ -£-(1->С)֊:՛' (1.10)
b2 b2s

и ?=?+ • будет иметь вил
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где

а- С-

А С=А2
8 + 4№4

(1.12)

причем /.,>0, /.,<0 при $>0.
Тогда решение уравнения (1.8) дает

т т Мд)
5»л ?֊(0)]’ ’■ >«* 3.(0) (1.13)

Для получения коэффициента интенсивности напряжения следу
ет получать л-*оо (£- •()) и лри обращении преобразования Фурье 
учесть, что [13]

х3'2 $։/2Г(1/2) Г-л,

1 , 5>0
е։^г(1/2)

0 . с<0
Преобразование по Лапласу от -г^

Т 1

(1.14)

Для упрощения отдельно рассмотрим случаи малых и больших вре
мен. В первом случае (з-> оо)

27Уд-с

а для больших I (х—0)
ТН(() . /,1 _ с= 
;’/2 | кДС

(1.16)

(1.17)

Для стоящей трещины при (1.3) выражение ‘I уг можно найти на 
всей оси х и, в частности, при х—0

1$֊ 1՛ I «(•՝)
у՛ ут (1Л8)

2 )

Для I -»О и I -об соответственно получим

2ТУЬ^
Ьг~ ?.х'Р

Помимо полученных формул (1.19) и (1.20) из (1.8) можно таким 
же образом определить то при л'<0. Тогда, используя принцип Гриф- 
фвтса-Ирвина, можно записать ус тонне распространения трещины. 
Для малых времен оно имеет вид
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где о поверхностная энергия разрушения.
Как видно из последней формулы, вязкоупругость уменьшает вре

мя возникновения трещины.
Аналогичный результат о возможности распространения движу

щейся трещины можно получить, используя принцип Г. Баренблатта 
[3].

Из (1.19) для среды Максвелла при С=0 получится (1.16), а 
(1.20) вырождается и вместо (1.20) надо пользой?. |ься формулой

Кстати, для С=0 для всех времен из (1.18) (пли (1.15)) полу
чится

(1.22)

(1-21)

2. В случае плоской задачи уравнения движения имеют вид

й»(1-№)Д? = ^1, ^(1-/<*)Д-!>=^֊ (2.1)
дР д(2

где а и Ь скорости продольных н поперечных волн, и ։|-—потен
циалы.

Граничные условия на г/ = 0 имеют вид

да ■ п— — = О, —ос<*л< оо
ду дх

\Лк ду/ ду
-оо<х^С/, ■:՛=(), л>С/ (2.2)

Вводя переменное для преобразованных по (1.5) величин из (2.2) 
можно получить

0,8) — 0, ?(!., 0, .?) = — ./ (/.)

Х>М'.и. 0= ~ I ■֊■- (') 5‘/. X’
(2.3)

Подставляя сюда Ф и Ч . можно получить уравнение Винера-Хопфа

ЬЧ ֊7/^1 
5(1 'С)’

(2.4)
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где функция /? определяется, как

Ж' ) = ( 3’—'•*)’ 4՜ 4'’а?
(2.5)

3, _ 1 (1—>.С)* Дг_ 1 (1-хсу >8
«’ 1-А' ’ ■ 1-АГ

Для упрощения факторизации, как к в п. 1. будем изучать среду Макс 
Пелла Гогд.։ \раннсниг <2.4 I примет вид

МУ- *»/?(,) в 1 _у
3 [Л-Ь$(!->£)]’ “

Факторизация /ф) проводится, как и в (4|

/?(')=- т-с։) 5(оо)=1

А-

( < ։.՛.—корни уравнения Релен
, V0 

5*~ехр(-^ \ 1гс1е

• »I

4(>/)ЧЗ</г 1

где /./ лаются по (1.12).
Решение уравнения Винера-Хопфа имеет вид (1,4]

ь>(> . 0. ՝)=--^֊ 
/г

д-(0) 5 (а)
з_(л) с, 5.(0)

Для получения коэффициента интенсивности напряжения 
оо. Тогда

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

положим

------- ----------------(2.10) 
^-(0)

Обратное преобразование Фурье дает

Ту=__ф_ — (2Л1)
гЛ!Л1'5 ^Д0)
\ 2 /

Для получения обратного преобразования по Л как и раньше,
рассмотрим асимптотические случаи.

При .'»-♦ос

с։ = — хо I- Л А
<(1-'оС) ’

>0“
1 _

С-с
где с—скорость упругой волны Релея и постоянная
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Разлагая по 1 ՛$ 5.(0)» 5®(0) . пойдем

2Р|/Т с-С I .’’—Т|/т7^ГЗ$0){1’м 

где

1 Чс-С)
4 1-м?

2/
3 (2.12)-5^.(0)

5°(0)«ехр[-— | агс^/.—^-т- 
I (1-С).
!/•

Для оценки влияния вязкости полагаем С -0 и берем типичные отно
шения Ь)а, е/Ь, Тогда значение скобки при I приблизительно равно 
—0,22, то есть концентрация уменьшается.

Для $-*0
С А 

а*—С* 5 ’
Ма) с2 = ֊!֊.(3)

5
где г—корень уравнения

/ Х1-'՜2 _ А(_2г4_?С)з«4г(г_^С)’/2(г_3 - с) =0, 3=֊:. 5Д,) = 1

Тогда получится

^-С2 <Б)
(2.13)

Для неподвижной трещины при 11.3) функцию Редея можно за
писать как
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где 
l-д՜. = 1-7Ô К ===.4ր(Հ)Հճ-յ ,)•

Решение уравнен։ հ Вннсра-Хопфа лается (2.9) (c4=l/c-f ЛА/ձ՛) и 
при л*-0 получится:

при է֊Հ)

где Л'=А(С=0)
при /—О©

=,  --- —— С..^_Б) С— (9.1 б)
(V)"2 $.,(0)

где а0, &?=ао($=0), ^($==0).
В случае максвелловской среды для I—0 решение из (2.12) или 

(2.15) получится и одинаковом виде, а для получения решения нрн 
/-►оо надо учесть, что

_ ! / х — _11 / А՜ - —______ ___________ £______
а°՜" |/д" <?։~с|/тг °’՛՜ Г(\/'2)(чхуг1 Г(5/4)

Таким образом, асимптотическое поведение решения в случае 
С -0 существенно отличается о г общего, даваемого по (2.16) и от С^- 
^0 (2.13).

Следует отметить, что переход к задачам статики (п, Ь~*<х>) сог
ласно (1.17) и (2.13) дает конечные значения концентраций напря
жений лишь в случаях движущихся трещин и среды Максвелла.

THF. PROBLEMS ON CRACKS IN THE VISCOELASTIC MEDIA 
A. G. BAGDQEV. I. A. MÔVSIS1AN

ԱԴԱսԳԱՄԱՆՈԻՅԻԿ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ ՃԱՔԻ ՄԱՍԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐ

IL. Դ. ԲԱԳԴՈեՎ. !.. II.. ՄՈՎՍ1'ՍՅԱՆ

Ա մ փ ո փ и ւ մ

Դիտարկված են աււաձզամածէէւցիկ միջավայրում ճաքի վերաբերյալ Հա
կա, ար թ հ հարթ ղին uni ի կա կան խնդիրներ: Հաստատուն արագությամբ շարժ
վող ճաքի համար լուծված են ի: սար եզրային խնդիրներ Մաքսվելի օրենքի 
դեպքում։ էենշւսրմ ճարի դեպքում լուծումներր գտնված են թույլ Uինղոէ(յա - 
րոլթյան ունեցող կորիզի համար:

Լարումն երի ինաենսիվութ յան զորձակիցների Համար դուրս են քերված 
ասիմ պս>ոտական րանաձեեր։ նույր են տրված ճարի արտզության ե մա
ծուցիկության ազղեցոլթ յոմևները ստացված արմ ե բն երի վրաւ
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КОЛЕБАНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПРОВОДЯЩЕЙ ПЛАСТИНКИ 
В ПРОДОЛЬНОМ МАЛИННОМ ГЮЛЕ

АКОПЯН н з.. БАГДАСАРЯН Г. I .

В район- [I], исходя из основных положений работы [2], предло
жен асимптотический метод исследования ма: ни гоулругих колебаний 
идеально провидящих прямоугольных пластин ь стационарном маг 
нитном поле.

Указанный метод в данной работе распространяется на случай 
конечно проводящею материала и ла его основе решаются задачи 
магнитоупругих колебаний конечно проводящих прямоугольных плас 
тин в стационарном продольном магнитном иоле при различных гра
ничных условиях. Получено асимптотическое уравнение для опреде
ления частот магнитоупругнх колебаний. Проведен численный анализ 
зависимости комплексной частоты поперечных колебаний от величины 
напряженности внешнего магнитного поля и от физико-механических 
я геометрических параметров пластинки Проведен сравнительный ана
лиз точное:и асимптотического метода.

1 . Пусть упругая изотропная пластинка постоянной толщины 24 с 
конечной электропроводностью о отнесена к декартовой системе коор 
дннат Х|, л*2, л-5 так. что срединная плоскость иодофор мированной плас 
тинкн совпадает с координатной плоскостью Х|Л'2. Рассмотрим коле
бания пластинки в вакууме при наличии постоянного магнитного по

ля с заданным вектором напряженное I и //(//, 0, 0).
Задача решается при тех же предположениях, которые сделаны 

в работе [-1]. В указанной работе получено следующее уравнение, опи
сывающее магиитоупругис колебания пластинки:

հ 4яа О / . . ժնՀ՚\ ЫН-
|--------------------— — { £№& I ----- ■ I--------------—

Л(1 -хАА) с2 ժէ \ о/2 / Ժ4»
(1.1)

где те(х։, х2,/)—прогиб пластинки, £)=2£А5/3(1-^)—цилиндрическая 
жесткость. Е— модуль упругости, '—коэффициент Пуассона, р—плот
ность материала пластинки, Д- двумерный оператор Лапласа,/—время, 
с—скорость света в вакууме, 4֊, 4,=Ре/г։, /г2—КеЛ„ и к«
неизвестные волновые числа.

В случае идеально проводящей пластинки (п -оо) уравнение (1.1) 
принимает вид

ռ^շ,./, ?<■ 1-^)^ =0
0Ր 2кк дх\ 

(1.2)



где /■-, и к, вследствие отсутствия диссипации являются действитель
ными.

2 В уравнения (1.1) и (1.2) входят неизвестные волновые чис
ла /г։ и А.. Найдем эти величины и частоту ма!нитоупругих колеба
ний пластинки применен»։■։ асимптотического метода [1 Г>].

Рассмотрим магнитоупругие колебания прямоугольной в плане 
проводят։։'։ пластинки со сторонами «։ н а-. Условия на контуре плас 
1 инки будем пока считать произвольны мп Подстановкой ь.'(л*։, л\,/)«» 
— №'(Л։, д։։) ехр(Л»1), I ֊■• «» — частота мигнитоупр;. их колебаний, (1.1) 
или (1.2) приводится к виду

ЛИГ’ 2?Л иг/ Мд W “тЯ* ‘3?՜ “ п “ (2.1)

Коэффициент у н случае конечно проводящей пластинки определяет 
ся ио формуле

А Л а АЛ 4гз/ф\-» )։

' 2*0 с’ \ 14-АЛ с’ /
а в случае идеально проводящей пластинки

7=(1 • kh)f2-l)k

Запишем «внутреннее* решение уравнения (2.1) в виде 

U ■■=.4$1пА։(.с։ jJsinAjGCj :։)

(2.3)

(2.4)

где константы А։, А,, ;х и определяются из граничных условий, я 
постоянная Л—из начальных. Подставляя (2.4) в (2.1). получим сле
дующее уравнение относительно неизвестных комплексных величин 
ф, Л։ и А2: 

для конечно проводящей пластинки и 

для идеально проводящей пластинки.
Решение (2.4). вообще говоря, не удовлетворяет граничным у слови 

ям и поэтому должно быть скорректировано решениями типа динами
ческого краевого эффекта [2] Приближенное решение задачи будет 
найдено, если окажется возможным построение четырех решений урав
нения (2 1). каждо» нз которых будет удовлетворять двум граничным 
. «.впшям пэ одним из краев пластинки и будет приближаться к «внут
реннему» решению |2.4) по мерс удаления от (рапицы. В случае ко
нечно пров(՛ 1ЯШСЙ пластинки, как i.n;i?:o нт (2.2), у является комплекс
ной величиной ՛• исид.гвгг »того построение таких решений в рас
сматриваемом с..уч;։՛. весьма затруднительно Поэтому принимается, 
то ирн определении in из ураннгиия (2.5) в нем в качестве полковых 
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чисел Л, и А’? можно использовать их значения, найденные из соот
ветствующей задачи для идеально проводящей пластинки (у опреде
ляется по формуле (2.3)). Как показывают численные расчеты, при
веденные в койне работы, погрешность, обусловленная этим допуще
нием, не превышает трех процентов но сравнению с точным решением 
Таким образом, применяя асимптотический метод относительно урав
нения (2.1), предполагаем, что у определяется по формуле (2.3).

Решение уравнения 1'2.1 I, удомле I норяющее граничным условиям 
па краю ,Г|= о. ищется в виде

«' п = ,¥п(х։)51п ^(х„ ?3|) (2.7)

Подстановка (2.7) в (2.1) с учетом (2.5) приводи։ к уравнению

I- 2« ՛

общее решение которого имеет вид

Ап = с։։ёхр|-х։(^-^2/г|-+-7^),/2]Ч-си$|п^(х1-;п)Н-

Н.„ехр|х։(Л;4-2^4-7^)'^] (2.8)

Потребуем, чтобы решение (2.8) при х։->а5 стремилось к «внут
реннему» решению (2.4). Это требование удовлетворяется, если в (2.8) 
положить <2| = .-1 в сц 0. Тогда решение (2.7) примет вид

и''п={спехр| л'։(А--2А’-|-;7/2)‘ -| Ази ^|(х1-2п)|81гЛ,(хг-?з։) (2.9)

С возрастанием л*։ решение (2.9) приближается к «внутреннему» 
решению (2.4), а входящие н него две константы с- и £ц позволяют 
удовлетворить двум условиям на краю х։֊0. Аналогично можно полу
чить следующее решение:

^ц={с։։ехрН(^ -Ч)(^։ ՛ |-^з1иА1(а- х, -5։г)}51п^г(х2-^)

(2.Ю)

удовлетворяющее граничным условиям при и стремящееся к 
«внутреннему» решению (2.4) по мере удаления от этой границы.

Аналогично записываются решения 1К'21 и Ч7։2. удовлетворяющие 
граничным условиям на остальных сторонах контура н приближаю
щиеся к решению (2.4) во внутренней области пластинки.

Неизвестные волновые числа &։ и /?։ можно найти, «склеивая» 
решения, удовлетворяющие граничным условиям на противоположных 
сторонах контура пластинки С точностью до затухающего экспонен
циального члена условия «склеивания» решении (2.9) и (2.10). а так
же №21 и и7։2 запишутся в виде

А’?с?;==й,(;21-|-;2,)- п.7, (от, я = 0, 1,2. ... ) (2.11)

Величины 5/4, входящие в уравнения (2.И), определяются из гра
ничных условий на контуре пластинки. Имея эти величины, волновые 
числа и Л. находим и: решения системы уравнений (2.11). Под-
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ставляя полученные таким путем значения волновых чисел в уравне
ние (2.5) или (2.0), вычисляем соответствующие частоты магннтоуп’ 
ругих колебаний.

Рассмотрим различные варианты закрепления краев пластинки.
1) Пластинка жестко защемлена по контуру.
Формы магнитоупругих колебаний пластинки распадаются на че

тыре группы по типам симметрии. Удовлетворяя условиям жесткого 
защемления, определяем постоянные :.ц;. а из (2.11) получаются сле
дующие уравнения относительно А, и Ла:

0^^ = (14-2^4-։) 1д, с1й-’-?=- (1-23’)֊1'2 (2.12)

*» м

для симметричных в обоих направлениях форм колебаний, и 

(?^-.=(1-2?|+’) ч ^֊ = (1+2:4)-'՛'- (2->з)
». Л»

для антисимметричных в обоих направлениях форм колебаний. 
Здесь принята;

2Й5 А?/А?+^ ' ^Мг՛, ?։=3г' (2-14)

Две остальные смешанные формы колебаний получаются, комби
нируя соответствующим образом одно и՛ уравнений (2.12) с другим 
из (2.13).

2) Пластинка шарнирно закреплена по контуру.
Аналогичным образом, удовлетворяя условиям шарнирного опи

рания. из (2.1 П получим

= /?„ = — (т, н=\. 2, . ..)
<?♦

(2.15)

3) Пластинка упруго защемлена по контуру.
В этом случае волновые числа /г։ и £3 являвши решениями сле

дующих уравнений:

с‘е^ = -||71 -.-2?,-> ■ ^-(1

(2.16)
с1е2& = _ |/1 4-2354-(Н |

для симметричных форм колебании и

‘2^-’= 1/։+2^+’ +^^/4-??*--^)

(2.17)
। 1Н-23; ч-֊2*414-$) I ’

для антисимметричных форм колебании
14



В уравнениях (2.16) и (2.17) б—коэффициент жесткости упруго
го защемления. При 6->оо эти уравнения совпадают с уравнениями 
(2.12) и (2.13) для защемленной пластинки, а при 6—0 из них полу
чаются решения (2.15) для шарнирно опертой пластинки.

Соответствующим образом комбинируя приведенные уравнения, 
можно получить соответствующие уравнения для других видов опор
ного закрепления Например, если стороны г.֊0 и г։— а жестко за
щемлены. а стороны .v2—(I н л-; —и? шарнирно оперты, то в случае сим
метричных колебаний из (2.12) и (2.15) имеем

e»g'^-=-(l+2?f+»)-։"- *, = —֊— (л=1,2,...) (2.1*)

Из (2.12) — (2.18) видно, что величины волновых чисел и 
зависят от напряженности внешнего магнитного поля. Как показано 
в работе [1]. указанная зависимость является существенной в случае 
тонких пластинок и имеет более ощутимое влияние на частоты низ
ших форм колебании.

.9. На основе уравнений (2.5), (2.6). (2.12) (2.18) проведен чис

ленный анализ. В расчетах принято: ^=10 см. о2=20см, Z?= 
=101։днн/см*. *=0,36, р=8,93 г/см’, з=5,3 • 10” сек ՜1. с = 3 • 1010с м/сек. 
В табл. 1—3, где т и п характеризуют формы колебаний. з.= 
= 0,025 • а/м. 3 = Фтл/ш^л. <»дая—частота магнитоупругих колеба
ний, и««-частота собственных колебаний при отсутствии магнитного 
поля, Приведены значения относительной частоты Im3 и относитель
ного затухания Re? для первых четырех форм колебаний упруго-за
щемленной по всему контуру прямоугольной пласт жки соответствен
но при I -0 (шарнирное опирание контура), 2 Г) и >оо (жесткое 
опирание контура).

Таблица /

1тЗ

h- 0,01 см h 0,04 см h ==0.01 см 11 0,04 см

т.п
0.3 0,5 1 0.5 1 3 0.3 0.5 ■ 0,5 1 3

1.1 0,51 0 7.00 1.09 1-48 3.65 0-45 3.23 о.п 0.26 0.31

1.2 0-80 0,57 4,14 1.05 1.21 2,62 0-21 0.62 4.79 0.05 ■0.16 0.29

2.1 0.83 П.54 4.23 1.04 1-17 2.23 0.21 0-66 3-25 0-03 ■ ■: 0,19

2.2 0.88 0.75 3.27 1.03 1.13 1,99 оаб 0.47 3,17 0,02 0.06 0.18

Численный анализ показывает, что зависимость частоты магни- 
тоупругнх колебаний конечно проводящей прямоугольной пластинки 
от напряженности магнитного поля качественно имеет аналогичный
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Таблица '2

linji

h - 0,01 см 1։ =0,04 с.м 11=0,01 см h=0,04 см

а

III ,П ■'
0.5 1 2 0.5 1 3 0.5 1 2 0.5 1 3

ы 2.70 16.5 36. > 1.41 2-48 7.10 8,78 8.86 8.88 0.29 0.47 0.55
1,2 0 7.67 19.6 1.13 1,56 4,02 1.46 6.97 7Л>2 а.Ю 0.27 0.42
2.1 0,36 6,54 15.5 1.10 1.39 1.08 4,76 4,82 0.05 0.15 0.23
2.2 0.S2 4,91 12.5 1,07 1.27 2.68 0.72 4.36 4.13 о.оз 0,11 0.24

Таблица 3

Re; 1тЗ

h=0,01 см 1։=0,04 см 1։- 0,01 см h -0,04 см

«

։»,п
о.з 0.5 1 0,5 1 3 0.3 0,5 1 0.5 1 3

1.1 0.48 0 9.20 1.12 1.ГО 4.13 0,53 4.12 5.12 0.11 0,29 0.31
1.2 0.82 0.53 4.77 1 .06 1.26 2.86 0-21 0.70 5.21 0.06 0.18 0.31
2.1
2-2

0.45 4 .86 1.05 1.21 2.47 0.24 0.7S 3.62 0,(14 0,10 0.2!
0-89 0.74 3.75 1-04 1.16 2.17 0,18 0.51 3,49 0.02 0.08 0.20

Таблица ■!

Л 0.02 . м Л 0,05 см

4--10֊7-tf.(a/M)
------- -------- -- 1 2 3 1 2 3

—— ...

точной решение 3.98 8,09 16.23 1.42 2.27 4,26
асимптотическое решение 3.87 7.95 16,0? 1 .39 2.24 4,23

S зеимп. реш. (Л։ не зависит ог /7։) 4.56 9.15 19.04 1.54 2.61 1.96
расхождение, % 2.76 1.73 0,86 2-11 1.32 0-70
расхождение, % 14-57 16.81 17.31 8.45 • 16.13

точное решение 2.05 4.08 8»13 1.11 1.42 2.23
асимптотическое решение 2.01 4.03 8,07 1.09 1.41 2.27

5- аенмп. реш. (А, не мвиент от //5) 2.16 4,44 8,90 1-14 Ь50 2.43
расхождение, % 1,95 1.22 0.74 1.80 0.70 0.44
расхождение, % 5,37 8-82 9.47 2.70 5,63 8.06

характер, что и з работах [6. 7]. а) для сравнительно толстых плас
тин частота колебаний с увеличением величины напряженности маг
нитного поля увеличивается: б) для очень тонких пластин частота ко
лебаний с увеличением Н՛ уменьшается, достигая нулевого значения, 
которое сохраняется в определенном интервале изменения //•.. Даль-
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неишсс увеличение Н\ приводит к резкому увеличению частоты коле« 
баний пластинки; б) для пластинок «сродней» толщины зависимость 
частоты колебаний от /7. имеет экстремальный характер (существу
ет точка минимума).

Для сравнения к табл. 4 приведены значения частот магнитоуп
ругих колебаний жестко защемленной пластинки-полосы (я2->-оо, 
#։ = 0) при /?7=1 и т — 2, найденные на основе точного решения [7]. 
на основе вышеизложенного аси.мп готического решения и на основе 
уравнения (2.5) в случае, когда нс учитывается зависимость Л։ от 
(для берутся его значения в случае диэлектрической пластинки 
[2]). В строках 6, 7, II, 12 табл, I приведены расхождения в процен
тах этих приближенных решений от точного.

Табл. 4 свидетельствует, во-первых, о необходимости учета зави
симости волнового числа от напряженности магнитного поля и. во-вто
рых. о достаточной точности асимптотического метода для расчета час
тот магнитоупругих колебаний.

VIBRATIONS OF A CONDUCTIVE RECTANGULAR РЕНТЕ IN THE 
LONGITUDINAL MAGNETIC HELD

P. H AKOPIAN, G. E. BAGDASAR1AN
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УДК 534.1.141

СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ТРЕХСЛОЙНЫХ СТЕРЖНЕЙ 
ПРИ ДЕЙСТВИИ РАСТЯГИВАЮЩЕЙ СЛЕДЯЩЕЙ СИЛЫ

АРУТЮНЯН 3. П. ГРИГОРЯН Н. Б.

Рассмотрим свободные поперечные колебания трехслойного стер
жня длиной который растягивается сосредоточенной следящей си
лой Р, приложенной на одном конце стержня. Сила приложена так. 
что исходное напряженное состояние стержня безмоментное. Иссле
дуем колебания двух типов стержней: консольного стержня и свобод
ного стержня, совершающего полег с постоянным ускорением под дей
ствием следящей растягивающей силы.

Колебания однородных стержней при действии растягивающих 
следящих сил рассмотрены в [1—4].

Различные вопросы свободных колебаний трехслойных стержней 
обсуждены в [5—7] и в др.

В работах [8—10] исследована колебательная форма потери ус
тойчивости трехслойных стержней, нагруженных следящими сжимаю
щими силами.

/. Рассмотрим малые поперечные колебания трехслойного стер
жня. жестко защемленного па одном конце (х = 0) и нагруженного на 
другом койне (х- /.) растягивающей следящей силой Р.

Уравнение малых поперечных колебаний такого трехслойного 
Стержня можно вывести из упавпеимя (6) работы р). если в нем и2 
заменить на -х2. то çctî если сжимающую следящую силу заменить 
на растягивающую силу, foi да получим

1 \ •<* ш:' ш-_ .. . _ 1 YfV j _ v" _ .-Г’+лХ-О (1.1)
о W № ։> ел

Здесь X—безразмерная функция перемещения, которая вводится 
согласно теории трехслойных стержней Григолюка-Чулкова [5]. х2 и 
<% —соответственно, безразмерная растягивающая сила я безразмер
ная частота поперечных колебаний. О п Л—безразмерные параметры, 
характеризующие пзгИбпую жесткость несущих слоев и сдвиговую 
жесткость заполнителя трехслойного стержня

Рассмотрим следующие два варианта условий на концах стержня.
I Один конец стержня жестко шщемлен. а на другом конце име

ется бесконечно жесткая диафрагма которая предотвращает попереч
ный сдвиг Согласно [6] имеем:

X'= X'" ֊ X—k'X'—С\ при д- = 0
= = 0 при X=1 (1.2)

19



П. Один конец стержня жестко защемлен, л другой конец свобо
ден 01 поперечного сдвига

X'— X" — X к.Х" — 0 при л*=0

Л"^Л,'у=А’/"-ПЪ¥у = 0 при х=1 (1.3)

Таким образом, задача сводится к красной »адаче на собствен
ные значения (1.1) с граничными условиями (1.2) или (13).

Решение дифференциального уравнения (1.1) можно представить 
в виде

А’ = ехр(/5х) (1-4)

Подставляя (1.4) в уравнение (1.1), приходим к кубическому харак
теристическому уравнению

Это уравнение имеет один действительный отрицательный корень, так 
как свободный член этого уравнения—положительная величина. Пусть 
этот корень будет ,SV Проведенный машинный анализ в широком диа
пазоне изменения параметров, входящих в уравнение (1.5), показал, 
что два остальных корня и 5:, —действительные положительные 
величины. Общее решение уравнения (11) можно записать в следу
ющем виде:

.V = Д։як1о։лн-/1гсо$'Х։л‘ 1-A3sh7,.v ' .44с11»2л* ֊/1,sha.,x • ,4(1cha3-r (1.6)

где 7/ = |5-j; Д,- (/=1.2,... 6) — произвольные постоянные. Подставляя 
выражение (1.6) в граничные условия (1.2) или (1.3). получим систему 
однородных алгебраических уравнений относите.н>но постоянных 
Для нахождения нетривиального решения этой системы приравняем 
пулю се определитель и получим частотное уравнение

Д(х։, ш<<) = 0 (1.7)

Это уравнение трансцендентное и очень громоздкое. Оно не подлежит 
аналитическому исследованию. На основе алгоритма и вычислитель
ной программы, предложенной в [II]. проведены расчеты и опреде
лены частоты первого и второго тонов колебаний при различных зна
чениях растягивающей следящей силы и жесткостпых параметров 
трехслойиого стержня 0 и k для обоях граничных условии. Некоторые 
результаты этих расчетов представлены на графиках (фиг. 1—3).

Известно, что когда однородный стержень находится под дейст
вием растягивающей следящей силы, то с увеличением растяжения 
частота первого тона колебаний уменьшается, а частота второго тона 
колебаний возрастает. Расчеты показывают, что у грехслойных стерж
ней тоже с увеличением величины растягивающей силы частота второго 
тона колебаний монотонно возрастает при любых значениях параметров 
О и k в обоих случаях граничных условий Л частоты первого тона 
колебаний с увеличением растяжения изменяются по-разному в зав։н
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Фиг. 1. I? 0.01. Гранич
ные условия 1. Цифры у 

кривых—значения к

Фиг. 2. В 0,1 — Гранич- 
ныс уС.юния 1.

------- Граничные услоиия
II. Цифры у кривых — 

значения к

Фиг. 3. а 0,25. Граничные 
условия I. Цифры у кривых 

—значения к

снмости от значений параметров 0 и А- и граничных условий. Если 
стержень обладает достаточно большой жёсткостью, например, при 
0=0,1 и /г^О.01. ю частоты первого тона колебаний с увеличением ра
стяжения уменьшаются. Если же жесткость стержня мала, например, 
при (1-0,1 и /г^0,1, с увеличением растяжения частоты первого тона 
колебаний увеличиваются. Причем при граничных условиях I, то есть 
при наличии бесконечно жесткой на гдви։ диафрагмы на конце стер 
жня, возрастание частот колебаний происходит гораздо быстрее, чем 
при граничных условиях II. При граничных условиях II и некоторых 
комбинациях значений параметрон •) и /с п достаточно широком диа
пазоне увеличения растягивающей силы изменение частот первого то 
на колебаний незначительно. Как видно и։ приведенных графиков, 
бесконечно жесткая на сдвиг диафрагма на конце стержня рачитель
но влияет на величину частот колебаний лишь при малых значениях 
сдвиговой жесткости заполнителя—Бесконечно жесткая диа
фрагма при любых значениях И и /г повышает частоту обоих гонов 
колебаний.

2. Если в уравнение (1.1) подставить то получим уравне
ние свободных малых поперечных колебаний йен а гр ужен и ото трехслой
ного консольного стержня

^•1__ЛЛ_^Х" + ;֊Х=О (2-1)

Уравнение (1.7) получит вид
Д(<%)=0 (2.2)

С помощью этого уравнения можно определить частоты свобод
ных колебаний консольного трехс.юннон> стержня. Исследовано из
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менение первого и второго тонов колебании н зависимости от сдвиговой 
жесткое։» заполнителя /г при различных значениях параметра о для 
граничных условий I и II Результаты расчетов представлены на грп 
фнках (фиг. 4). С увеличением сдвиговой жесткости заполнителя час
тоты колебании увеличиваются и стремятся к частотам свободных ко
лебаний однородного стержня. При достаточно больших к (Л>10), то 
есть при малых сдвиговых жесткостях заполнителя, с увеличением /г 
частоты колебаний практически не Изменяются Как видно из приве
денных графиков, при изменении величин жссткостных параметров й 
и .4 более сильно։ и »меиение претерпевает величина частот второго го
на колебаний, (л.метим также, что бесконечно жесткая на еден։ диа
фрагма на незакрепленном конце трехсложного стержня существенно 
повышает величину чисто! колебании лишь при больших /г (А 1).

3. Рассмотрим колебания трехслойного свободного стержня, со
вершающего полет под действием растягивающей следящей силы. 
Сравнение малых поперечных колебаний такого стержня получим, ес
ли в уравнение (1.11) статьи [10] вместо х- подставим х?, го е.ть 
сжимающую следящую силу заменим на растаивающую силу Тогда 
будем иметь

/.’(I—*) , 1
О Ыг

Фиг. 4.------- Граничные условия I
------- Граничные условия II.

Цифры у кривых значение ։•

(3.1)

Рассмотрим следующие три варианта 
граничных условий.

I. Оба конца трехслойного стержня 
свободны.

Д-"=Л1 V в Х^-ЫХ4 = 0 при 

д*=0 и х = 1 (3.2)

II. Один коме . трехслойного стерж
ня свободен, а па другом конце есть 
бесконечн жесткая на сдвиг днафраг- 
ма

zV"=A'lv ,\""֊I>W = 0

A'''' = zYv = /Y։'-»Wv-- 0

при л=*0
при х=1

(3.3)

HI. Ila обоих концах трехслойного стержня имеются бесконечно 
жесткие за сдвиг диафрагмы

X —X՝ —X"—*>kX v = () при л —0 и х — 1 (3.4) 
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Для определения зависимости частот колебаний трехслойного стержня 
пришли к краевой задаче на собственные значения (3.1) с граничны
ми условиями (3.2 .3.4).

Решение дифференциального уравнения с переменными коэффи
циентами (3.1) представим в виде степенного ряда

Л'=У 4л(1-л)я (3.5)
|»--и

где Ая -неизвестные постоянные. На основе (3.1) и выражения X (3.5) 
число неизвестных постоянных, входящих в (3.5). можно сократить 
до шести Подставляя выражения А' и его производных в уравнение 
(3.1), получим рекуррентное соотношение для определения коэффи
циентов Дя.

Ап= ________________ 1_________________
п(п— 1)(«—2)(л—3) (п—4)(п—5)*>Л

|(л-2)(л֊-3)(л֊4)(л-5)Л,-Н֊

4-(л— 3)(л—4)(л— ьуМЛ,, "Ь)^гАп ։—(п—5)7՝ААп--ь—«>;Яя-в1

(3.6)

С помощью этой формулы все неизвестные постоянные .4„, начи
ная с .4$. можно выразить через предыдущие. Тогда в ряде (3.5) ос
танутся только шесть коэффициентов Др, Д։, А2, Л3, Д4, Д$,

Если подставить выражение А' (3.5) в граничные условия (3.2 
3.4), использовать формулу (3.6). то получим три системы из шести 
линейных алгебраических однородных уравнений относительно /10. 
42, .43, /14. .4,5. Нетривиальное решение этих систем существует, если 
их определители равны пулю. Отсюда получим частотно« уравнение 
в виде

Д(Л«ч)=0 (3.7)

Исходя из уравнения (3.7), с помощью ЭВМ проведены расчеты 
и построены кривые зависимости частот колебаний трехслойяого стер
жня от величины растят иваюшей силы. Некоторые результаты этих 
расчетов представлены на графиках (фш 5, 6) С увеличением растя
жения частоты обоих тойон колебаний увеличиваются. Бесконечно 
жесткая на сдвиг диафрагма заметно влияет на частоты колебаний 
лишь при больших II (Л^>1).

•/. Из уравнения (3.1), подставив в него х2=0, придем к уравне
нию свободных колебаний свободного ненагруженного трехслойпого 
стержня

1 СУ՜ СУ"
Х՝|֊-7Х1՝'-^Х"4-^А'=0 (4.1)

Для ненагруженного трехслойпого стержня рассматриваются те 
же три граничные условия (3.2 3.4). Решение уравнения (4.1) можно 
представить в виде (1.6) и далее можно определить частоты свобод- 
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пых колебаний, исходя из этого точного решения. Ни более удобным 
будет, если воспользоваться решением (3.5 3.7). подставив в него 
х? = 0. Результаты расчетов для граничных условии I представлены 
ни графиках (фиг. 7).

Фиг. 6. Л- 1 ------- Г ра
внинке условия II. Циф
ры у кривых значение У

Фиг. 7. Граничные усло
вия II. Цифры у кривых 

значение 8

фиг. 5. 11—0.1- Гранич
ные условий 1. I (нфры у 

кривых—значение Л

FREE VIBRATIONS OF SANDWICH RODS UNDER THE ACTION 
OF FOLLOWER STRETCHING FORCE

E. P. ARUTL'NIAN, N. B. GRIGORIAN

bll-IJ.r,bl‘S Uin.hPI« Ա9.ԱՏ Տ11.ՏԱՆՈհ11Ն1։Ր1'. ՈՈՂ ՀեՏեՎՈՂ ՈՒԺԻ Ա9.Դ1)811էՓՅԱՆ ՏԱԿէ. Պ. 2Ա|'(11Փ311ԻՆՅԱՆ. Ն. B. ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ
II. մ փ ո փ ո ւ մ

Ղիտարկված են երկու տիւզի եոաշեըտ ձողերի տատանումները,
/. Սի ծայրով կոշտ ամրակցված ձողի, որը մյուս ծայրում րեոնավոր- 

ւիււ<1 է ձգող Հետևող ումով։
2. Աղատ ձողի, որր թռչում Լ հաստատուն արագացումով ձգող հետևող 

էււմի ազդեցության տակ:
Երկու ձողերի Համար կ[ որոշված են առւսջին ե երկրորդ տոնի տատա

նումների Հաճախականությունները։ քննարկված են կրող շերտերի' րոտ ծրռ- 
dան ունեցած կոշտության, ե [ցոնի' րոտ ոաՀրի ունեցած կոշտության աէ/ղե- 
ցությոէններր տատանումների Հաճախականության մեծության վրա։

Դիւոէսըկվս/ծ են նաե չրեոնավորված եռաշերտ ձողերի տատան ՈսՈւերըւ
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Ь"Ь|иш5|։1|и1 XL, .V. 3. 1987 Механика

УДК 539.3:534.1

СООТНОШЕНИЯ ЭЛЕКТРОУПРУГОСТИ И МЕТОДЫ 
ВОЗБУЖДЕНИЯ ВОЛН ПОВЕРХНОСТНЫМИ ЭЛЕКТРОДАМИ 
В ПЬЕЗОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ОБОЛОЧКАХ И ПЛАСТИНАХ

КУДРЯВЦЕВ I,. л.. ПАРТОН В 3. СЕНИК II. А.

Предлагается вариант теории гонки ; оболочек из пьсзоэлсктриче 
ских материалов, имеющих плоскость симметрии упругих свойств, па
раллельную срединной поверхности. В отличие от работы [I] задача 
приведения трехмерных уравнений элсктроупругости к двумерным 
уравнениям геории оболочек решается с привлечением гипотез клас
сической теория оболочек [2] и использованием метода символическо
го интегрирования А И. Лурье, что является обобщением результатов 
работы [3].

1. Рассмотрим пьезокристаллическую оболочку толщины // и свя
жем триортогоиальную систему координат («ц, «2. с линиями глав
ных кривизн срединной поверхности оболочки и нормалью к пой. Пред
полагается, что ось г ортогональна плоскости симметрии упругих 
свойств, а поверхности г= Л/2 могу։ быть как электроднрованными, 
гак и безэлектродными. причем жесткость электродов пренебрежимо 
мала и не учитывается. Уравнения состояния и выбранной системе 
коордпня! запишем в виде

7«сГ-е£ /5—в*/Ц-<?г* (1.1)

где :=i3n< С22’ =З.Ч’ 32Н *13’ 'ИМ £ ~ I £И» ՝3-” ^ЯЭ’ '2J' -«• -։2>'' ~

= {Г)Х, L),., I)*}՝ E — {EV Ev Е3}, причем ։,-/ -компоненты тензо
ров напряжений и деформаций, /Л, /2,—-компоненты кек горой элек
трической индукции и напряженности электрического поля, а ин
декс „т“ вверху обозначает транспонированную величину. Симмет
ричная матрица жесткостей С имеет компоненты clit (г՜, j = 1, ..., 6), 
матрица пьезокоэффициентов е размерности (6 3) имеет компоненты 
етп (т 1,... 6; л = 1, 2,3). матрица диэлектрической проницаемости 
&Л размерности (3X3) имеет компоненты £p,e>z, (/> = I. 2. 3), при
чем указанные выше матрицы имеют нулевые компоненты с' ,, с<-., с՝£г> 
(/ = 1, 2, 3; /г = 4, 5), е1;1, г?23. e3i,

При построении основных соотношений теории пьезокристалли
ческих оболочек используются следующие гипотезы:
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«/3 = 0 (/=1.2) (1.2)

«2, г)=Н«г М (I 3)
533 = 0 (1.4)

где <Л֊’>-{6ф>, буи/֊^}—компоненты вектора смещений. гг^то^,^) —
прогиб.

Использование предположений (1.2) совместно с первой группой 
уравнений (1.1) позволяет определи1Ь деформации сдвига «/3 в виде

^=<//А + *//:А (/ = 1.2) (1.5)
где

(еа‘ г՜ ~с^ ■,) с'?а — <?։56՛!-.)

^=֊(емс£-<г,»с£).'4. Л=«5)։- сДеД

Дальнейшее использование соотношений (1.5) совместно с выра
жениями Коши и предположен нем (1.3) позволяет установить закон 
распределения смещений 6 ;’(•!.’«.;) (/— I. по толщине обо* 
ломки

и^=иг\֊гг, ф | (1*6)
п

. „ / Ч 1.5д?сь «;= кД*։. »։). г,— —-------1-#/^', причем ия< тангенциаль-
Д/ ОЗ)

ные смещения точек срединной поверхности оболочки. Д/—коэффи
циенты ее первой квадратичной формы, /г,-главные кривизны

Полагая, что /г,՜ 1 (здесь и далее / ֊—1, 2), определим распре
деления деформаций ://. ;12 по толщине оболочки

= Ч + гх/ Н V V՜ I (^я^г! —
А} дл,

о
е

- тф- 1՜ (А-л.Д,+*-/։Я,)г/: (1.7)
Л։Д։ оз-з-/ .о

^-«+« *- £- /- ф [ (й։Л1+^,г։)(«+ 
И/. <722 Д։

о

+т-/т I 1 
/1։ <71։ .43 

о
где £;. х;, <•>, - определяются извеег .ымл соотношениями ,2|. Исполь
зование предположения (1.1) позволяет исключить в дальнейшем по
перечную деформацию г33 и представить выражена,। для напряжений 
:н. 325» о։։ и компоненты вектора электрической индукции в виде
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^3 f>3Jen “b^.'ï2£22_bÉÎ»;eJî ( l •

3u = t'n€i։ : ri?2î H՜ *1Л‘։ — ^«4 — t'31^j

3w = £,2tsu 4"^-26*i3՜ ^13^1 (1.8

'■'12= гб1€и _Ь£’б2'2*4-ссбе։2 ^«4 ~^2и^з s.vJ՝-3

^\~e\3z3\ +é’Ks22-l_£jrt5j2 “u^-i •*гп^з» H^iiï+^ens :2i^։’h£22^2

8и։ = е2|='йП (elteuc^ eiie2ici!i~eut>2!>l"l- “^'1X24* ։;)'(5?гД )i 

г xi - &з4 1 : ’ exJ Wrr« ) 1 • 7г = 2, G ; с „P1 — c niit

- (.. помощью формул (1,7), (1.9) уравнение электростатики 

(Ну/)-0 относительно потенциала электрического ноля ч может быть 
представлено в виде

+г® (4 'г 24 si )= /г |“г/* ( 2-1
Здесь 2/г = Л։ • k.. -средняя кривизна

/։= 7~Г I 5“ и2(£nSi! £jew)] -|- — PhO-îi-rlAü֊։ <-£aew)l[ Ф 
/Ц/Ц | Оя(/zrt

• (^1+^ 4'H 2*(4г1-1-4** te»
A=T7 l/M<?nzi ! м-4)1 +- —M։(^j r^tvl <-«')l ЯХЛ2 (a*։ С/л.
/?=_!_L.\ A A A d s- _£ 4i 0

Л։Л2 ' .A, rh։ l‘<7a <)x. “ Ô7n A.> d-j.• • в 1.ь л, » z

-t 4 ։/K à 1 d dVj à 1 d ()At I d
—— — - — — ՛ —— -------------------- ■ ■ ՛  

Л։ d-j.՝ л։ dj։ /Ц (?7j .1, ду.г Л։Л2 d*z /Ц à/x
-|- d~'J dA* • I >_e‘ 

Д։Лл Д2 аа2 |
d . â___ 1 d d2i д 1 d
Д2 àj2 .4 ։ Jzj /\.2 дл., Лj 07.2

dit дА^ l d_ di;, tf.A, 1 c) i , A, à 1 <) 
Л,Л։ длх Лх d'ix Л։Л2 длх Л2 дл2 | 11Л2 длй дхх

а Л А -1_ А । г/ А. А__ 1 ֊ ■ d —____— —
2֊,Л։ dлi Ла ^7.2 ''' Л2 дл.. Л։Л, дл.л ' 21 Дх длх Л։Д։ д*х

При выводе (2.1) предполагалось, что дЛ,’д^—А,, *՜՜^, где
/;?:■/? [I -характерный масштаб изменения ?) и величины порядка к։г 
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считались малыми по сравнению с единицей. Для интегрирования 
уравнения (2.1) применим метод А. И. Лурье аналогично тому, как 
это сделано в [3]. Тогда для оболочек, поверхности г—- ///2 кото
рых электродировапы и на них задано значение потенциала элсктри-
ческого поля.
уравнения для

\ 12/

рапное !- V’o. получаем следующие приближенные 
величин Фр Фр введенных в [3|:

i2ei’ V eo/ 2 6 720s.;; р

(2.2)

При этом распределение потенциала электрического поля по толщине 
оболочки будет

3^^ / 20г X 420^»)
2А3 \ /г У h3 °

Наличие малого параметра h՝ яри старших производных в (2.2) 
позволяет определить приближенные решения этих уравнений

Ф։=֊Л7։/( 12е.;.,). Ф... = 1/0А‘/6֊Л5/2 '(72fh;',)

и получить для потенциала электрического поля выражение

+ Ь—(Л 4-^/3) (2.4)
А в«зз

которое точно удовлетворяет условиям при z= h{2. Краевые условия 
для <|< на боковой поверхности оболочки при таком, подходе остались 
не выполненными, однако их влияние сказывается на расстояниях гш 
рядка толщины Л. Вдали от краев потенциал поля достаточно точно 
определяется формулой (2.4).

Используя формулы (1.6), (1.7). (2.4) и отбрасывая малые вели 
чипы, окончательно находим

= Uj±ZVj, 1ц = г{ [ (2.5)

Для электроднрованных оболочек усилия и моменты определяются 
соотношениями

S=Sl2=5„ = Cnt, | Ce3e34-Cfieo)֊24Vo (2.6)

Л/- M։s = M>, = D^x — DAi7.., 4֊ D^.

ЗдеСЬ Ctnn ~^me • кл&тг ՛ • 2

a4 — c\( 1 +r*~ )• aif—lr ( 1 '~7Г7^՜/’ вл*=^Д1-грг-гтк

Уравнения равновесия (или движения) могут быть получены пу
тем интегрирования трехмерных уравнений равновесия (движения). 
Для электроднрованных оболочек эти уравнения будут иметь обычный 
вид.
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3. Для оболочки, поверхности ՝= А/2 которой нсэлектрэдиро* 
ваны и граничат с вакуумом, для Ф, и Фа получаем следующие 
уравнении:

л (՛ & д 1
70Ф։ = ~Г~Л Т֊ । } е»з5а Х + Г~ I Л։(^гГ^^Ч+^бш)1 4֊

. ч.. 1 Оу у

4- 2ЛЛ(^։е։ 4 <?^34 V) (3 1)

/ Ла/։ Л*£‘\(* - ֊77֊ ֊ 4=4- )Ф։ = Л’^.еН- 12^) 1^)
\ IV °'33/

д5=_1_ ։-А^А\+2։.и.А-+։-йД^
А2А2 '֊Л, дад/ 1 <?я։да2 Зяг \Л2 (?а2/|

Приближенное решение второго из этих уравнений может быть опре 
делено в форме

Фа - Л։(6>ги51 ՛ 1"^з5и>^ О25зз) ^./г'ОЗ&зз) (3,2)

Здесь А®, £|—некоторые эллиптические операторы.

Распределение потенциала электрического поля по толщине обо
лочки дается формулой

? = ф։/Л 4 (127Л-/?) (24^)1 £?Ф։4-А(^х։4 е^2 ^)|4 

4г(4г*-ЗА*)Л/(24^)Н г(езЛ г <,ег4 (3.3)
где

/.? = £?-£֊’ |-з^2

В соответствии с формулами (1.6'. (3.3) определим распределе
ние тангенциальных смещений по толщине оболочки

</}•*>=։«, т г-ь-у £7аГн_*&. + ^дФЛ 0-1.2) 
Л\ Д։ с?У։ .12 <?>-2 /

(3.4)

Распределение леформаний определи՛ гея с учетом (3.4).
Для усилий в моментов, определяемых обычным образом через 

напряжения [2]. после отбрасывание малых величин имеем следую
щие соотношения;

7;—С /։&։ । ■
«֊Чу (?(Ь։ е^/ <?Ф|

(>я։ А2 д?..

С Л- , | /-• , <?Ф1 <?Ф1 /■>5=сме։ 4 СГ125г4Седш -Г — -Г- ֊ — (3.5)
<4^ О' \ • • 2 V 2

Л1/ = /Ъгд-Ь Дуйт4.И;, (/= 1, 2)

Н=0^7.1—£)в2х2 !-А)йв-4^/'
Здесь

М’=--!с- А/1 £.\. ±/± ±\4
121 11 Лг Эах\.Л։ д-л^) Ах дчх\ А2 дз2) Дг42 да. \ДХ дах
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Яу, 2>_у д 2 дА,А/п д
Аа б/дл/ 11 I Лг <'?’..\.41 д?л՛ .4. дл} А9 дк/ .4։?1. <?7, \.4։

Для

С:.-а{]/1

(3 6)

тояиные
н Н3 имеем формулы, которые следуют из (3.6), если пос- 
гп’ Сп* с»в заменить на ^։, и с\, Л*2. < соответствен-

но.
Уравнения движения для оболочки

рерхностями выводятся обычным
< ноэлектроднрованными по- 
образом из уравнений движе

ния сплошной среды. Поскольку распределение смещений б՛7/1 для не- 
ЭЛектроднрованной оболочки отличается дополнительными слагаемы
ми от распределения 6^ для обычных оболочек, то это различие сох
ранится в в уравнениях движения.

4. В качестве примера использования полученных выше формул
рассмотрена задача возбуждения поперечных колебаний круглого дис
ка радиуса R с иеэлектроднрованными ториевыми поверхностями и 
системой 2т электродов на цилиндрической поверхности. Предпола
галось, что по контуру диск жестко заделан. Схема подключения 
электродов приведена на фиг. 1. Поставленная задача сводится к ре
шению уравнений

у։Ф։=0. (?гу5—'«)«г=0 (4.1)

Здесь Р—-плотность.
^-оператор Лапласа

П — частота, 
в полярных

координатах. Решение уравнений 
(4.1) должно удовлетворять усло
виям при г = Я

Ф։-1А։й. 0^<9', <)Ф,/аг = 0

„ (<| V

в'<е<8", и՛ 0, —-----0<С<Г. </,։=г1։/г' (4.2)
дг Ь дг

Для ад получено выражение

•±(Г. (Г, Лу 1 (֊1уау^„V X (4.3)

X |/г:(2л4-1)('/ *М«(2А+։>(>*р)— А-нгл՛; п(' *)/т(.։с4|ехр(г[ (Ат—1/2)0 - 0^]) 
где коэффициенты а* определялись из решения электростатической
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задачи. ։)—известные величины, зависящие от геометрии диска.
О —«6/6", ). ./.(...) -функции Бесселя, о—г//?, X, =/./?, Резонанс
ные частоты определяются корнями уравнении

^=4й(2А- !)('.;■ 1)-|(г й) — К։С2к -1)(՜' *)4п(?*т 1) (4.4)

А՛

Мл)

1 2 3 4

0 4,611 7,799 10.958 11.109
1 7.144 10,573 13.795 17,005

Таблица

В таблице приведено значение первых четырех корней уравнения (4.4) 
при к=0; 1 для диска с двумя электродами.

CONSTUTIVE RELATIONS OF ELECTROELASTICITY AND 
METHODS OF WAVE EXCITATION IN PIEZOELECTRIC SHELLS

AND PLATES BY MEANS OF SURFACE ELECTRODES
B. A. KLDRAVTZEV, V. Z. PARTON, N. A. SEN1K

Պ|4ւ9.111»311Ի1։1յ’).|ԼՅԻՆ IHI.I.lHMIblI’ |ւՎ |*ՍՂԱՆ1>Ն1>1։11Ի1ր 1րԱ.Կ1։ք՝հ’1,ր»1’:>ԹԱ31Ն 
1;1.|յ1։Տ1՝ՈԴՆ1;1'ՈՎ ԱԼ1*4’Ն1;Ր1’ ԴՐԴ114111.Ն ւրԱՒ11ԴՆ1?Րւ; ||Վ

1;1.Ա1|ՏՐ1ԼԱ1Ն1ԼԶԴ11.Կ1ԼՆՈհԹՅ|Լ1|» Ա^ՆԱՈ1«1>:31Ո’ՆՆ1յՐ1՝.

P. IL ։|ՈԻԴՐ8ԱՎ8ԵՎ, «Լ. Ա. ՊԱՐՏՈՆ. Ն. II.. ՍԵՆ1Պ

B. մ փ ո փ и I մ

Առաջարկված են րարակ ռլիեգոէլեկտրական թաղանթների մ ոգեթւերւ 
է^ա գ ան քէն եր ի արւոարին մ ակ ե p հ ու ւ ք}ն ե « ր (քարող են пл! րողՀսողեո Л Աէծկվ шЛ 
էինել էլեկտրոդներով կամ էլեկտրողավորված չլինել։ Որս(ես օրինակ դի
տարկված է գլանայքւն մակերեււ։ ւթի վրա գրգռվող էլեկսւրււգների Համակարգ 
ւււնէ/րող Հաստութ յամր րևեոարված կլոր ոկաւ/առակի լսյյնտկան տարոանամ֊ 
ների գրգռման խնգիրր։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

0ъ|ии1С|>ЦиГ XL. №3. 1987 Механика

УДК 539.370

ОБ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 
ЦВЕЛОДУВ И. К)

/. Рассмотрим односвязное тело объема тс поверхностью S, для ко
торого полные деформации складываются из упругих, подчиняю
щихся закону Гука, и деформаций ползучести

= /=1» 2> 3) (!•!)

где о*/—компоненты тензора напряжений. akimn=amnnt —компоненты 
тензора упругих податливостей, суммирование по повторяющимся ин
дексам производится от 1 до 3. Компоненты полной деформации пред
полагаются малыми и выражающимися через компоненты вектора пе
ремещений известными соотношениями Конги.

Материал тела считаем »©упрочняющимся в процессе ползучести, 
так что скорости деформаций (точка здесь и в дальнейшем
обозначает дифференцирование по времени) являются функциями толь
ко напряжении

у.аг-4w(3««) (Ä,/, от, д=1. 2, 3) (1.2)
Функции (1.2) предполагаются дифференцируемыми it для бес

конечно малых приращений ^л-.՛ и соответствующих нм приращений 
удовлетвори юти ми нер а венству

(1.3)
выражающему известный постулат устойчивости Друккера для вяз
ких деформаций.

Сформулируем задачу о деформировании исходного тела в задан
ное: какие перемещения нужно мгновенно сообщить поверхности тела 
(считаем, что массовые силы отсутствуют) в момент времени /=0, 
чтобы, оставляя их фиксированными и течение времени /*, в момент 
/ = после снятия внешних нагрузок н соответствующей упругой раз
грузки получить заданные значения остаточных перемещений ик-иное:. 
на 5? При этом предполагаем, что при /<Ч) толп находилось в естест
венном недеформ ярованном состоянии.

Можно доказать, что если решение такой релаксационной задачи 
для тела, определяющие уравнения деформирования которого имеют 
вид (I I). (1.2) с дополнительным ограничением (1.3). существует, то 
для сжимаемого при ползучести тела (т.ль^0) оно будет единственным 
по напряжениям при 0 /<7,: солтветстпующпе перемещения могут
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отличаться только на величину смещения тела как жесткого целого, 
Для несжимаемого при ползучести тела (т,у=0) два решения для по
ля напряжений при могут отличаться только на величину
произвольного постоянного во всем объеме и во времени I плростатнче- 
скоп։ давления, причем этого произвола не будет, если на части по
верхности известны ншчпние нагрузки или <։тна ит диагональных ком 
нонеит тензора напряжении (как. например, в случае плоского папря 
женного состояния)

Доказательство этого утверждения вполне аналогично представ
ленным в [I. 2] для подобных ։адач, поэтому цесь нс приводится.

2. Рассмотрим частный случай указанной релаксационной тадачн, 
когда тело представляет собой изотропную тонкую пластинку и мож
но говорить о плоском напряженном состоянии Как отмечалось выше, 
решение такой задачи будет единственным. Выберем прямоугольную 
декартову систему координат так. чтобы плоскость Оху совпала с сре
динной плоскостью пластинки. В качестве (1.2) возьмем общеприня
тые однородные степени п функции [3]. Тогда для скоростей полных 
деформаций будем иметь

(2.1)
, 1 —~ • 3
'•-?= -- — <> у " 1 -- =.гу

где Е модуль Юнга, ՛ коэффициент Пуассона, Ву п—константы 
ползучести, х-. _ интенсивность напряжений. В
дальнейшем считаем, что //>1, что обеспечивает выполнимость (1.3) 
Н.21-

Прелположим, что после деформирования в течение времени I, 
и последующего снятия внешних нагрузок перемещения к.., ну точек 
границы А должны иметь вид:
«г==г|х ±ъиЛ1(х. у)-\-#ихз(х, у)֊}-... |, и,.=с| у-|֊аи..,( х, у)- г՝2и,:(х,у) |֊...|

(2.2)
где с. 6—константы. 0<6<1, то есть могут быть представлены в ви
де рядов ио степеням малого параметра 0. Для определенности поло
жим с>0.

Для решения этой задачи может быть применен метод возмуще
ний [4]. Так при 6--0 условия (2.2) соответствуют однородному де
формированному состоянию, вызванному равномерным растяжением 
по осям х и у Решение для этого нулевого приближения может быть 
получено в замкнутом виде.

Действительно, при положим: их=с^х, и-у^соу на Л,
где с0>0—неизвестная константа. Тогда, очевидно, в пластине будем 
иметь однородное напряженно-деформированное состояние: г..=.гу=с1>,
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։^։,=зО. ох=з5у=о0(/), оХ).=вО при 0 причем при /=0 %(0)=
А

՛—с0. Функцию з0=з0(/) определяем из условия; $.,=^.=50, то есть, 
1-4

| —7 . Д
как следует из (2.1), ------ «04 -«0М, откуда с учетом начального

£ 2
условия получим

*о(О=
Е . я , В л-1 / Е V. _

-----  ф4֊ — -(------ И 1 1 -> 0 2-----\ 1~* / (2-3)

При /=/* после снятия внешних нагрузок для остаточных де- 

формаций будем иметь ։11С-,-гунс։ ,=с0 ««(М* Эта величина в 

силу граничных условий (2.2) для нулевого приближения должна 
равняться с, следовательно, из (2.3) найдем

I я В(п—\) / Е у, 1’ 
со~ 4՜՞+ , (-7---р. 'т" = с2 \ !—V /

(2.4) относительно
Жл-1)/ Е у 
тта •

Легко видеть, что уравнение 

ко один корень, причем с<ес,<г 4

(2.4)

с0 имеет толь- 
1

1—л.

Для нахождения последующих приближений все напряжения, 
перемещения н деформации при представляем в виде рядов
по степеням < Используя обычную методику |4], из (2.И для ско
ростей полных деформаций /с-ого приближения получим

£у*

дйх/г 
дх

ди?* 
ду

^-(^л-л ’«у*)4՜
4

(п 3)( = ,й—'■,՛*) • г։*о*

В-п 1
—— (и 1՛ 3)( 5уй—*։эл-А) 4 %о* (25)

4

= г 'Д' 4
В-зп 1
-- -— ( П 4՜ 3 ) ( 1 4֊ ֊'։) 54 1-уОЛ

Едх
£дуй

координат и

времени, зависящие от компонент напряжений нс выше А—1 прибли
жения. Так для первого приближения ’глуу! —О, для второго

1?хО2=-у֊— (л-1)1 (^49)?;, (л֊3)5п(зп4֊2=.«.)-֊ 12з֊п |

^ОП՜2тм.о>= (п- п [ (п - 9) 5?.,—(п-3) 3 Д! (3. ։ 4- 2з у ։) -12-32 у։ ]

’З.гуОЗ —
ДД3.ч ֊2
--- -----  (Л— 1 )з.гу։(3 г։— 5у1)
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В дальнейшем индексы „Л* в (2.5) всюду опустим, считая функ
ции Tjio. ‘'ho. >jxyo известными для каждого рассматриваемого прибли
жения.

Получим общие выражения для напряжений и перемещений 
при 0</<7+. Для этого введем функцию напряжений Ф Ф(х, у, О» 
так что |5|;

д2Ф д-Ф (РФ
~ t У "Я» « □ . I . -

ду2 дх* дхду (2-6)

Подставляя (2.5), (2.6) в известное уравнение совместности ско- 
росте» деформаций и учитывая (2.3), получим

ДДФ- (а4-/н) »ДДФ=/-’0(х, у, О (2.7)

где ДД—бигармовический оператор, а ■■
4фл( , 2(4-1)

। 3) ’ *-(1֊>)(и+3)’

р - Е֊ ^rof/ _ ^»о\ 
\ дхду дх2 ду2 /

Интегрируя обыкновенное дифференциальное уравнение (2.7) (от
носительно ДДФ) но времени и учитывая, что при /=0 ДДФ 0 (что 
соответствует упругому распределению напряжений), найдем

t 
ДДФ=(а | (а- F.dt

о
(2.8)

Предполагая, что функции ^Ло. >}уо, т,хуо при любом яв
ляются аналитическими в занятой пластиной области плоскости и пе
реходя к комплексным переменным е х /у, г=гх—/у, (2.8) можно 
представить в форме

16 /тн=~^а+Ь1'1՜ ։'‘ 1՝(а *'),'։ (й “ й+2 <2-9>дг^дх2 .! \дх2 ох2 дгдг /
о

_ _ I
где \'(£, г, 1)—ф(^֊֊, ~2^’ ։ (^0—‘ЧгоЧ- 2^ж>-о)^. е-=

<ь 
I I

" | (^0-^-2^г>о)^, I - | (^хО-Иуо)^. (При указанной замене все 
о о

аналитические функции переменных х и у аналитически продолжа

ются в область комплексных значений при подстановке: х=-——,

у = -—при этом £ и £ считаются независимыми комплексными 
21

переменными. Законность такой замены и соответствующих операций
доказана в [6]).
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Общее решение (2.9) запишем в виде

Г=И0(г. £ I) 1\(с, г, /)ф 1։(л 7, I) (2.10)
I л г

где 1/0=-^(й-|-Ю- |,։” | («- /"= | 0'*аг}(1х

0 0 0

Т. 7 .՛ 7
К а ФУНК111В։ К ” V,—бигармо-

о 6 о’о
начни, то есть V', ' |г^(г, /) г?,('Т0 I л('» О л(7,/)| (/-1.2)

15], причем последние выбираются таким образом, что сумма Ц։ - V՜, 
соответствует решению, дающему нулевые нагрузки па /. в любой 
момент /: а Г5 решению задачи теории упругости с задан
ными граничными условиями, зависящими от времени Введем обоз
начения: <рг. ?='■!»։ -^։. где ■51=х.(/=1, 2), штрих обозначает
дифференцирование по г.

Компоненты напряжений определяются из соотношений (2.6), 
которые в переменных г, г можно записать как

д2 Г дг Vоу֊3лф 2/^ = .Г— (2,11)
Ох-

Опрелелим компоненты перемещений и их скоростей при 
для чего из первого уравнения (2.5) вычтем второе и при

бавим третье, умноженное на 21. Получившееся равенство с введе
нием комплексного перемещения ь? и, 1иу и с учетом (2.3), (2.11) 
можно представить в виде

2^0/ _ 4(14֊у) 0^1/_4( 1-р,) дг I' _ у 
дг “ Е дх֊ ~Е\а]Ы) дг*

откуда

, (2.12)
Е о г Е{а-ГЫ)дг 2

о
Неизвестную функцию /г=/։(£, О» входящую в (2.12), определим из 
условия удовлетворения сумме первых двух уравнений (2.5), которую 
можно записать к форме

। 4(£ >) г/:1՛ !(!->)) д' I/
дг дх Е дгдг Е(а-^ Ь1) дхдх

Подставляя (2.12) и аналогичное представление для оу в (2.13)
4 / - <$ ' \и учитывая выражение (2.10) для V, получим } \------( ? - ------- ) :-

Е \ а—Ь1/
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, 4 10 возможно ТОЛЬКО

а֊гЫ
=1С1((), МО—действительная функция, откуда /х(г,/) =

4 / . 1Л \
—(? • -------) | ;-с,(/). МО -комплексная функция. Отбрасы-
£ \ а ~Ы/ 

вая в выражении для /։ члены с2, дающие только жесткое сме
щение, и учитывая (2.10), (2.12), после некоторых упрощений найдем

дао_2$£к_±(д+^)-1^.|. -Ц.Л -^(Л-у.Л+2«Н 
£ дг 8 д?

(2.14)
+ (хф—֊֊֊у (*։?—■*?'—Ф)» *= ֊֊—> *։ =

Е Е(а-±Ы) 1֊Н Н >1

Интегрируя (2.14) по времени от 0 до / и приводя некоторые 
выкладки, получим

I
‘Ы)֊1»-^= |\а֊^М)՝ ь ֊'•(/՝՝ ±Ё^2а)М - —- 

и
! - -

Х(Г֊«Г 2<?) 1՛ (2.15)
Е Е 3 а Ь։о

В (2.15) учтено, что при /=0 Г=£=ф=О.
После разгрузки при /-=£* будем иметь выражения для остаточ

ных напряжений и перемещений, получающиеся из (2.10), (2.11), 
(2.15) путем вычитания членов, соответствующих значениям функ
ций ф2 ?2(-,0 и в этот момент времени. Так для остаточ
ных перемещений найдем

(г, 7)т֊Л | (2.16)
Е ? а ~Ыо

е1(г,1)- (а *(.)-1;‘'|՝(а */)>'»-։4=(^-|֊А 2(?)Л -1±1 -^Х 
8 .! Ог 8 дг

о

X (/?-х/֊4֊2<2)Ь-/Л-Цтг?;Цт-1 I
Е Е } а } Ы

о
Из общих соотношений (2.10), (2.14), (2.16) очевидна последо

вательность решения исходной релаксационной задачи для любого 
приближения. Но известным значениям О, Е~;(г, г, ?),
/ = /(г. г,/) находятся Л, Л, ф. (2, являющиеся функциями тех 
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же переменных т, : н /, з следовательно. из (2.10) и 14= ^(г, г, /)•

Затем на £ вычисляется значение ? 4 с—֊ = 2—=, которое
дх ду дг

компенсируется выбором функций о, - ?։(г,/) и I). Эта зада
ча рассмотрена в |5|. После того, как найдены <р։ и ^1։ для функций

-,,(>)= Г (2.17)
3 и , М 3 аА-Ы
ъ о

| _ _
из (2.16) получим на I.: Л (Мз“г?з~ М “ ^т. -Яг где правая 

£.
часть этого равенства известна. Подобная задача нахождения ?։ и 
также рассмотрена в [5].

Кроме того, поскольку при 0</<7* та=0 на £, из (2.14) най
дем:

х?2-£?;—£ + —֊—Ок 
аД-Ы

ё,(г. г, 0= (а I */) ‘֊^ ֊ ֊= (/г֊^+2<2) ֊
1 +• ■* дх 8 аг

. • А _ _ 1 ' V
-(х?։-2?1֊-<|>,) - —Д=֊—։֊ (2.18)

1-| *
Граничное условие (2.18) с дополнительными соотношениями 

(2.17) служит для нахождения функций с>?=?2(^, 0 и '?2 = '•?։(-» О-
Не останавливаясь па простых, по громоздких выкладках, осно

ванных на использовании полученных выше зависимостей и общих 
приемов [5]. в качестве примера приведем решение задачи о круглой 
пластинке единичного радиуса, которая в момент ( I* после снятия 
внёишпх нагрузок должна иметь остаточные радиальное и окружное 
перемещения на границе £ :«,==<?- оясозЗб. иь ЗЗбй-ЗО,

Решение дли нулевого приближения дается формулами (2.3), 
(2.4), то есть при следует задать иа £ перемещения: и?~сп,
«*=0, при этом радиальное напряжение з, з0(/).

Для первого приближения будем иметь:

Ц>=*-*,=0. ?,(г. 1)= ~ (« -«) Щ\ «г,<)=
1 V X

Л 4/) 4 I—-— —-(а- М)'ь. -|-£)а(а-р/?/) 6 Ь2
1 I > 7.

А,1=’3—’ -(« 1 ^*) •' ’

Отсюда следует, что на границе до момента разгрузки при 
.4 Д

надо фиксировать перемещения и-г-г'и.^—а՜ 3՜ ՝ , а“ГР2о, 
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при этом внешние нагрузки на /. при О определяются следу-
£• Г4/Л £21 4 110ЩИ.М образом: з, ха^ =------ ---- (а-\Ь1) /• ՛ з -*-2Ь>.Дй Ь1) <>՜^ |

I 4՜ ՝' I у- 1»
з=е'6.

Получение второго и последующих приближений не вызывает 
•никакие принципиальных затруднений, однако соответствующие вы
ражения очень громоздки, поэтому здесь не приводятся.

ON AN INVERSE PROBLEM IN THE CREEP THEORY

1. Yu. TSVELODUB

ՍՈՂՔԻ ՏԻ11Ո1>ԹՅԱՆ 1ГЬ ՀԱԿԱԴԱՐ!! ԽՆԴՐԻ 11։Ա11ԻՆ

ւ». апь. ачьцгмнФ

II. մ փ ո փ ո, ւ մ

Ապացուցված Լ սողըի աեսէէւթյան հակադարձ էւելակսացքւա յի խնդրի 
չՈէծման միակության թեորեմ[<: ԳրէքՈՈէմների մեթոդով ըաըակ սայի Համար 
ստացված [- այղ խնդրի ընդհանուր յսւծէսմր, երր սայի վերջնական վիճակը 
ըիշ Հ տարրերվու մ Համասեռ դեֆորմ ացվածրից։
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ДкВШШЪ 1ЛЦ ЧЬ811МНПН.'ьЬ1‘Ь ll.4ll.4birbU.ftl՛ ЗЬЧ.ЬЧПЯФГ 
НЗВ ГИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

1Гь|ишЬ|11ци XI.. № 3, 1987 МёХйЯНКа

УДК 539.37

НЕОДНОЗНАЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О РАВНОВЕСИИ 
УПРУГОГО 1ЯЖЕЛОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА ( 

цилиндрической но. । остью
11Х)| ДЖАЕВ В о.

В работе дало замкнутое решение задачи о распределении на
пряжений в упругом гяжслом наклонном полупространстве I цилин
дрической круговой полостью, ось которой перпендикулярна граничной 
плоскости полупространства. Показано, что решение задачи неодно
значно. Неоднозначность есть следствие неопределенных граничных 
условий на бесконечности.

§ I. Постановка заданы и ее решение. Изотропный массив.

Рассмотрим наклонное упругое изотропное полупространство, та
кое, что нормаль к граничной плоскости этого полупространства на
правлена вовнутрь । составляет угол о I направлением силы тяжести. 
В полупространстве имеется лубокая цилиндрическая полость, ось 
которой параллельна нормали к граничной плоскости. Радиус круго
вой цилиндрической полости равен А*. Решать рассматриваемую Зада
чу удобно в цилиндрической спет, ме координат гОг, причем ось с сов
падает с осью полости, .1 начало координат расположено на пересе
чении оси цилиндрической иолочп и граничной плоскости полупрос
транства (фиг. I) Через <п ь г и направление силы тяжести проведем 
плоскость, ее пересечение < ։рамочной плоскостью полупространства 
даст прямую. Угол 0 будем отсчитыван, от этой прямой (фиг. I).

Если через р обозначить удельный нес породы массива, то рсоза, 
асо$5, — аь!пО будут составляющие массовой силы соответственно на 
оси г, г, причем о о&1па Отмстим, что рассматриваемая задача 
является неосесимметричной задачей теории упругости. Случай, когда 
направление веса совпадает с осью г ։’«-=0, симметричная задача) был 
рассмотрен С. Г. .'кхницким трансверсально анизотропной среды [I].

Условия равновесия в цилиндрической системе координат записы
ваются так:

+ ГС25_асо86=0
дг г дЬ дг г

д~га 1 6^8 д'ы , 2'/в -гл ,,— 1 — тгФ-------------- яз1п&=0 (1.1)
дг г д'1 \дг г
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■
<Jr

I d’ti дъ 
г d& dz

— — pcos««=0 
г

где се. нормальные напряжения, а -в.-- касательные на
пряжения в цилиндрической системе координат.

Если через и. г.՛ и м/ обозна
чить перемещения по осям г, О, г, 
го нормальные деформации ег, ч, 
£г и сдвиги 70/, ,иг, 7/.- имеют такой 
вид:

ди 
«/•= - ֊, аг

dw ди
db dz

Деформации связаны с напряже
ниями законом Гука

£б,=;г- v(5s֊rM. 2G70. = ■:».-

2G70/—"5/ (1.3)
= ^(с/Доб), 2С7/г--/,

где Д—модуль Юнга, ■•’—коэффициент Пуассона, 6 -модуль второго 
рода, £=20(1 -v).

Сформулированную задачу представим как суперпозицию двух 
задач. Для решения первой задачи составляющие массовой силы в пер
вом и втором уравнениях системы (11) положим равными 0, то есть 
будем считать, что действуют только массовая сила по оси г, равная 
prosa. При решении второй задачи полагаем, что массовая сила име
ет только составляющую, перпендикулярную осп г. В этом случае и 
третьем уравнении системы (1.1) составляющую массовой силы сле
дует положить равной нулю.

Решения системы уравнений (1.1). (12). (1.3) должны удовлетво
рять граничным условиям

при г=0 з.=0, -/-=0, ’.». = 0 
при г=А* ог = 0, "/2=0. (1.4)

Первая задача решается в естественном предположении, что V — 
-0 и все функции зависят от г и г. Одновременно делается предпо
ложение. что */г=0. Решение первой задачи дано С. Г. .Чехнииким |1], 
эго решение можно представить в таком виде:
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1 4 v) /?’- 
— p£COS«, t/i=o, -(>r=0. « -—---------- oleosa, 'B’-O

1 —v Er'
(1.5)

l-v-2v« pz= 41 H) p/?3 , Г■iv=---------------- --—cos’----------------- cosaln----- -  const
2(l->) E 1-y E R

Для второй ш.тачи unit \t pi iik iiin? и следующей форме:

tt=HC0S9, ^=t'SlnO։ W = WCOS0. зг—C/.COSV, 3§=»a9COS&
(1.6)

q.= ;.COs9, ^“vftSlllO, x5_. = ^slnS, CO sQ
Черточка над функцией означает, что она зависит только от г.
Соотношения (1.6) подставим в системы (1.1), (1.2). (1-3). После 

некоторых преобразований получим

dar zr—Qi, - so 2sr?, - dtrt_ j------1------- = -a—--- ---------— -=й-т9;, — ֊1 --------------=0
dr r r dr г г dr г

(1.7)

Ef= —cosO, 2^- -г — sinO, e9— ֊—— cosO, 2'fa—z •— cosO 
dr r r dr

(1.8)
— . /dv и I- V \ . .e.=wcos&, 2 ,'/o = |-------------- I sin5

\dr r /

E. — =sr—’'(’8-| 3.-), - C—, E(u ■.•.՛)-гIз9—v(s, s?)|
dr r

(!.9)
rdw r.֊ - -,֊4 - r(dv w-ИЛTr.= —G ---- , E w=Q; - '/(a, i So)’ "Ог О I-------------- )

dr \dr r /

Исключим из четвертого и пятого уравнений системы (1.9) а полу
ченные уравнения сгруппируем в систему с третьим уравнением иисте 
мы (1.7)

^О_ + -֊=0, г\. 4 7„-о
dr dr

Система (1.10) имеет ])ешенне

И ■(I; = R

(1.Ю)

(I.H)
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в—произвольная постоянная.
Решение (1.11) удовлетворяет граничному условию

т,.=0 при г=Я



Имея решение (1 II). нетрудно найти выражение для перемещения к<

’2(Н»)֊Л(- | ֊) (1.12)

Выражение для о» (1.12) и третье уравнение системы (1.9) опреде
ляют -•

И՝)

Подставим выражения -г: и -о.- и первые два уравнения системы (1.7), 
после некоторых преобразовании получим

Г ~ м/ 1—---- |-’г6 — “ —<!Г~Ь ( — —
йг \г

Разность первого и второго уравнений системы (1.14) можно про
интегрировать

(1.15)

При получении соотношения (1.15) учитывалось, что при

г-R 5,=Т/О=0

Подставим 'гь из соотношения (1.15) в первое уравнение систе
мы (1.14) и определим выражение для

О,=г^42=, а(2г-^\ (Мб)
б/г \ г / \ г R-/

Исключая из первого, второго и шестого уравнений системы (1.9) и и 
с, получим условие совместности. Входящее в эти уравнения заме
ним согласно соотношению (1.13), а ”гв согласно соотношению (1.15). 
После некоторых преобразований условие совместности примет такой 
вид:

г ^ (1֊Ч _,г /Д - -2а (г- О
</г (1г \/^ г / \ г }

(1-17)

Уравнения (1.16) и (1-17) образуют систему относительно ~г и =5. Ре
шив згу систему, найдем и а».

. =/7 / _1 _ 4/Г-д/?֊(3֊2>) / г _ 1 \
V’ /г1/ 4(1—о V?2 г)

(1.18)
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п=-р(1 ЗА 4/?-а/?’(3-2>)/Зг 1\ Л Л
\Н /?-' 4(1-') Ч?2 г/ \ г' 1 \ г &)

Г произвольная постоянная.
При получении решения (1.18) учитывалось, что при г /? «г=0. 

Если подставить решения и -в (1.18) в выражение для с£ (1.13), то 
в будут члены 1/г и г, умноженные на некоторые комбинации из 
постоянных /?. Л и а. Приравняв их нулю, то есть, потребовав, что
бы всюду равнялось бы нулю, получим

В=^С-, Л= (1.19)
4 8

После получения значений Л и Л (1.19) можно найти выражения 
для напряжений и перемещений для второй задачи

З1п5

(1.20)

-(3-24(1՛ 4Л*1п —-(1+>)ЯЧ'-

§ 2. Выводы п заключение.

Полное решение задачи определения напряженого и деформиро
ванного состояний в упругом тяжелом наклонном изотропном масси
ве с цилиндрической круговой полостью представляет собой суперпози
цию решений (1.20) и (1.5).

Предложенное выше решение можно обобщить на случай, ког
да материал ш>лупростран<"1 на грансверСально анизотропен с плоско
стями изотропии, перпендикулярными осн с.
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Если в решениях (1.5) и (1.20) положить/?=?0։ получим решение 
для наклонного массива без полости

(1Г
СО** — ֊ (3 2')сО50

9')—--------— СОЗ? । — (" 2*)СО8&
I — > 8

а, —ргсо«л, ^.’=-г — собО, хо. г —$1п0, ֊—'-^з1пО
4 4 8

(2.1)

-֊•о ! -)(3 2-)г։ созС՛, г'=-1-(17 15>-2Аг' / 
4£| 4

51П$

]_>-2Л р2г Ч1-|-7) . ,
^'=-----------------— со$*---------------а г гсо$5—с

2(1—О Е 2Е

л, с—произвольные постоянные.
Следует обратить внимание, что даже очень малый наклон полу

пространства (а мало) качественно меняет решение. В выражениях 
для напряжений появляются члены, зависящие от г, а для перемеще
ний—члены, пропорциональные г-. В отличие от горизонтального по
лупространства н наклонном полупространстве при больших г напря
жения и перемещения беспредельно увеличиваются Такой рост напря
жений и перемещений встречался п в фу։ ։х задачах для бесконечных 
весомых областей, например, в работах [2, 3].

На полученное решение задачи о распределении напряжений в 
гяжслом наклонном полупространстве с круговым цилиндрическим 
вырезом можно наложить решения, которые нс изменят граничных ус
ловий (14). Физически эти решения отвечают отличным от получен
ных на бесконечности напряжениям н перемещениям. Например, на 
бесконечности (г *х>) можно приложить равномерное по : давление, 
различное в двух различных взаимно перпендикулярных направлени
ях. можно приложить равномерное по & давление, растущее линейно 
по 2 и г. д. Для некоторых из перечисленных случаев решение легко 
выписывается в замкнутом виде.

Так на суперпозицию решений (1 20) и (1.5) можно наложить ре
шение

Р и <7—произвольные постоянные.
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Решение (2.2) дает на бесконечности рост перемещений такой же. 
как и для наклонного полупространства.

Для задач, аналогичных рассматриваемой, физически нелогично 
рассматривать изменение силы тяжести. Такого рода задачи ставятся 
ДЛЯ определения напряженного и деформированного состояния в ка
ком то определенном районе, и нашем случае, в районе выемки. Поэ 
тому появление и гор» и «.впадин՛ при г-֊оо не интересует исследо
вателя как бесконечные перемещения концов длинной растягиваемой 
веревки.

Интересно, что некоторые* суперпозиции решений нс меняют удель
ной энергии упругой теформлции н<>. Если на решение (1.5) наложить 
решение (2.2) л подсчитать удельную энергию упругой деформации и» 
получим (а 0)

З.С б£ 1-7 " (2-3)

(/—полная энергия. К;՛.к видно нз соотношения (2.3), удельная энер
гия и.. не зависит от всестороннего давления на бесконечности </.

Что на решение (1.5) и (1.20) можно наложить решение, отвеча
ющее какой-то сжимающей на бесконечности силе, свидетельствует 
тот факт, что в решении (2.1) распределение напряжений и переме
щении зависит от выбранного начадя координат. Фактически ось ин 
линдрнческой полости в полученном решении (1.5) и (1.20) проходит 
через точку граничной плоскости полупространства, в которой все на
пряжения равны нулю, когда полос։!» отсутствует.

Если потребовать определенный вид распределения напряжений 
н перемещений на бесконечности (г—ос) пли ограничит։, рост переме
щений на бесконечности, то. вероятно, и некоторых случаях можно до
казать единственное|ь получающегося решения Согласно информа
ции. полученной от С. А. Назарова, это можно сделать для горизон
тального полупространства с цилиндрическим отверстием, то есть для 
решения (1.5) (при а = 0), данного С. Г. Лехннцким [1].

Было бы в определенном смысле логичным потребовать, чтобы 
перемещения в решении для полупространства с цилиндрической по
лостью не меняли бы характера роста при г -*֊оо по сравнению с слу
чаем. когда полость отсутствует. Этому требованию решение (1.5) и 
(1.20) не удовлетворяет. С появлением полости в перемещениях появ-

„ г ляется член, пропорциональный 1п—-.
R

Для горизонтального полупространства с цилиндрическим отвер
стием такому требованию удовлетворяют следующие напряжения и 
перемещения:

Зл=0, "Ч -- 0, 3,— — р£, "/9 = ^ — ~г:—0

гг р . 2х г-
и֊Т - ------ • г,=х°- ֊֊р ֊ СОП31Е 1—7 2с ՝2Е

(2-4)
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Конечно, это решение, удовлетворяющее граничным условиям (1.4), 
дает другие соотношения при г—со.

Все сказанное свидетельствует о необходимости с большой осто
рожностью относиться । решениям, полученным для задач об упру
гом равновесии тяжелого полупространств.

Предположение о том. что рассматриваемую задачу можно решить 
как предельную и случае, когда полупространство имеет конечную по
лость. глубина которой увеличивается, очевидно, успеха нс будет иметь. 
При решении таких <ада՛.՛ рас мл грн. д- г« я большой массив с конечной 
выемкой, а на границах этого массива необходимо шллть какие то ус
ловия для напряжений и перемещений

ON THE AMBIGUITY OF SOLUTION OF THE PROBLEM OF 
ELASTIC EQUILIBRIUM OF HIGH WEIGHT SEMISPACE WITH A

CYLINDRICAL CAVITY
V. 0 GEOGDGAEV

ԴԼԱՆԱՅԻՆ ԽՈՌՈՉՈՎ ԱՌԱՉԳԱԿԱՆ, ԾԱՆՐ Կ1»1111ՏԱՐԱԾՈՒՌՅԱՆ 
ՀԱՎԱ11ԱՐԱԿՇՌ11ՒՌՅԱՆ ԽՆԴՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՈՉ 1Ո’ԱՐԺ1յ₽Ո1’ՌՅՈԻՆՈ

Վ Ո. ԴհՈԴՋԱեՎ

Ամփոփում

Աշխ էս տան րամ բերված է շրյանս/AL щ տնային խոոոլրվ աոաձէւական 
ծանր, piip կիսատարածուք! յան մեջ յարուսն երի բաշխման խնւյրի փակ յու- 
ծումն այն '/ Լպրում երբ խոռոչի աոանցրն ոէզոաՀայարյ է կիսաւոսւրտծա^ 
/խան սահմ անսւյին • ար/httpյանր Յույց Լ տրված, որ խնզրի րււծումր միար- 
մեր չէ, որն անվերջությունում եզրային պայմանն երի անորոշության !եսւե- 
վանր Լi
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Ш*1иш61։’Га ХГ, № 3, 19$'՜ ~мёханнка

АДК 532.516
О РАЗВИТИИ ТЕЧЕНИЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 
МЕЖДУ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ДВИЖУЩИМИСЯ 

плоскостями
БАБАДЖАНЯН Г Л. .МНАЦАКАНЯН Р. Ж

/. За последние годы опубликован ряд работ [I]. [2], [31, в ко
торых рассматривается взаимодействие потока жидкости или газа с 
подвижными поверхностями. Имеется много актуальных приложений 
этих исследований в современной технике

Скольжение поверхностей относительно обтекающего потока име
ет место в различных процессах, так например, при непрерывной об
работке листовых материалов в металлургии, в химической техноло
гии, при пленочном или завссном охлаждении и т. д.

В большинстве вышеперечисленных работ теоретические исследо
вания закономерности движения у подвижных поверхностей проводи
лись в приближении пограничного слоя. Эти исследования ограничи
вались, в основном, для стабилизированной области течения

Изучение развития точения жидкости или газа между подвижны
ми поверхностями имеет большое теоретическое и практическое зна
чение.

Рассмотрим задачу о развитии течения жидкости между парал
лельными движущимися плоскостями, простирающимися н направле
ниях осей х и г до бесконечности (фиг. I). Движение плоскостей про
исходит в своих плоскостях. Обе плоскости движутся или по положи
тельному или по отрицательному направлению оси ОХ с заданными 
постоянными скоростями Между плоскостями движется жид
кость для которой ՛՛:! входе в канал формулируется плоский однород
ный профиль скорости.

Если предположить вязкую жидкость несжимаемой, движение се 
ламинарным, стационарным, изотермическим и плоскопараллельным, 
то при отсутствии массовых сил приближенные уравнения с частичным 
учетом слагаемых от вязкости и ускорения будут иметь вид [4]

^ гс^л 1_ др ,
дх г, дх ду*

^=0. —-1- —=Л (1.1)
ду дх ду

В этой системе уравнений О есть 
средняя расходная скорость основного 
потока по сечению в начале трубы,
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и -Пу — соответствующие скорости по осям ОЛ' и ОУ, д—давление, 
у—плотность, 7-'-кинематический коэффициент вязкости жидкости, 

Пусть расстояние между плоскостями будет 2й.
Если начало оси ОУ возьмем на средней линии между плоскости 

ми. то граничные мс.чонпя зля ьчдачн о р.ч.иии щ гонения Г>\ н । пмги. 
»зил:

при х=0 —(/=соп81, р—р,<
при у=Л еЛ = ^/|, ■Пу=0
при у=—й х>0 ау—О

где рц—значение давления и начале трубы. 
Если ввести новые переменные

(1.2)

р—'1_
Ш*

то система уравнений (1.1) и граничные условия (1.2) примут следую
щий вид:

— 
дг дг

_1_ д^и_ 
Ре д? ’

дР _ ди 
д\ ’ дг +Е-» (1.3)

при 5=0 //.=0. Р =0

при у=1 г>0 и = и,-и
и ’ г։=0 (1.4)

при у=-֊ 1 5>0 и^-и 
и ’ ^=0

В системе уравнений (1.3) Ре=-6'йД число Рейнольдса.
2. Уравнение (1.3) при граничных условиях (1.4) решаем с помо

щью операционного исчисления. Если воспользоваться функциональ
ным преобразованием Лапласа, из (1.3) и (1.4) для искомых функций 

г».г, и р получим следующие значения:

2 \ //’ / 4
СО^\ / ±1 л

С05р„ / \ Рей /
+ (и^иг-2и) V ' Л- 

п- 1 \
+ /_ М \

* л-1 п \ Ией /
_ (Ц4-С'։֊2^’) £ / у----------- й л?Д7 ^м^\ехр/.±1Л

51՛ прп / \ Рей /

(2-1)

(2.3)

(2.3)



где ип-простые корни уравнения 1£р=р. 
Найдем значение силы трения

/ди..д^\ ( зи , 3 Ог-и9
\ ду дх ' ' ( Л> 2 А’ 2Л

+(4֊ и,-2</)Д ^!^ехр(֊ Дл)+^Ц^1(-1)-со8ЗДу//(Х
,ьи й$1пря \ Рей / й

Хехр(-Й)4- и, \и9-Ш 
шг

$(пряу/й' 2

г։/// _//՝(* / -2Л,2 \)
£ У л’[(-1)псо§плу/Л-1)ехр(-^— X 

Ре’й \ Рей )}
3. Проведем анализ полученных результатов.
I. Если в формулах (2.1), (2.2), (2.3) и (2.4) подставить С^=С'’2=0, 

получим результаты работы [4]
II. На бесконечном удалении от начала трубы, то есть для ста

билизированного участка течения значения искомых величин будут:

(1 -4)- --Ч՜^ (»- —14- с--6а-У» (ЗЛ)
2 \ й$/ 4 \ й3 ./ 2й '

Р^Рн
Ц^и9\/3х Г (3.2)

/ зи 3= р । - —■ у--------- ։----- -
\ й’ ' 2 Л’

Рей 5

(3.3)

ш

III. Из формул (3.1). (3.2) п (3.3) видно, что результаты, полу
ченные для стабилизированного участка в случае, когда исходные 
уравнения движения принимаются н виде (1.1). отличаются (уточня
ются) от результатов для этого же участка, когда за исходные урав
нения движения принимались уравнения Стокса [5]

IV. Из (2.4) можно найти силы трения на стенках

Для стабилизированного участка силы трения на стенках будут

ц-з'-/), „ =£-(-и,-2е,+зб’) (з.б)
Л_.ч // Г-* //
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V. И.ч формул (3.4), (3.5) получим значение силы трения для не
подвижных стенок, если подставить Ц=6г2=0

Из (3.7) и (3.8) видно, что в случае неподвижных стенок значе
ние силы трения в начальном участке больше значения силы трения н 
стабил изирова и ном уч зет ко.

VI. При подвижных стенках значение силы трения, как н стаби
лизированном участке, так и в начальном участке, завися! от значе
ний скоростей стенок. Так, например, если 2Ц-6Г։ ЗИ,то значение си
лы трения в стабилизированном участке на верхней стенке равно ну
лю. а если 2(72—36՛. то на нижней стенке равно нулю. Получен
ные результаты показывают, что выбором скоростей основного пото
ка и плоскостей, можно изменить распределения скоростей, давлений 
и силы трения в потоке и на стенках

ON THE DEVELOPMENT OF THE VISCOUS LIQUID 
FLOW BETWEEN PARALLEL MOVING PLANES

G. A. BABADJANYAN, R. Zb. MNATSAKANYAN

ՇԱՐԺՎՈՂ 0111’Դ1ԱեՈ- Ճ^Ր1>11 hR-iWI 1ՂՀ։.1*.ՐԻ ՄԻՋՈՎ ՄԱԾ11Ի«ԻԿ :1։'1.111՚'ւ1՛
ՇԱՐԺՄԱՆ ՂԱՐԳԱ811ԻՄ1!

Դ. Ա ՐԱՕԱՋԱՆՅԱՆ. IK Ժ-- ՄՆԱՑ ԱԿԱՆՑ ԱՆ

Ա մ փ Ո փ 11 I մ

Գտնված են արաէ]1ւ։թյան, ճնշման և շփման ամի փոփ»իէմ ան ծրհն րներր 
ւ։կ զբնական և հաստասէվսրձ Հատվածներում։

Յույց է արված, որ հիմնական Հոսրի It շարժվող Հարթությունների ա- 
բադաթ յունների ընտրությամբ կարելի է ղեկավարել արտդոէթյունների, :<րնշ-. 
ման և շփման ուժի բաշխումը հււոանըում ե պուտերի tfjtutt
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈ Ի ԹՑ11 ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏեԱնԿԱԴԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК AP M Я H ( ՜ К О И CCI

Մեխանիկա .. . № з. 198 Mexami»

УДК 539.3

КОНЦЕНТРАЦИЯ НЛПРЯЖ1.ННГ1 ОКОЛО ГОНКИХ 
СФЕРОИДАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ В СЛУЧАЕ РАЗМЕЩЕНИЯ

ИХ В УЗЛАХ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ сетки

СТАДНИК М. W. силовлиюк в II

Вопросы определения ноля напряжений в телах с упругими вклю
чениями п накладками являются предметом исследований многих ав 
торов. В частности, разработке методов приближенного решения та
ких задач н случае гонких включений и накладок „освящены работы 
[1-6].

В настоящей работе на основании подхода [5, 6] исследована за
дача о концентрации напряжении в пространстве с системой упругих 
включений, периодически размещенных в одной плоскости.

Рассматривается упругое пространство, содержащее бесконечное 
число одинаковых тонких сфероидальных включении с полуосями и и 
с(бЕ>с). Пусть центры включений размещены в узлах прямоуголь
ной сетки с. делениями ‘21 и 2Л/ (/г действительное число). На беско
нечности задано однородное поле одноосного растяжения в направле
нии нормальном к плоскости включений. Ставятся задача определения 
напряженного состояния в окрестности включений.

Предложенная н рабою [6] модель юн кого упругого включе
ния позволяет свести задачу к некоторому эквиваленту теории тре
щин. общие уравнения которого получены н работе [7]. Для рассмат
риваемого случая, учитывая периодический характер поля напряжений 
около включений, проблема сводится к решению двумерного интег
рального уравнения второго рода

иг(х, у) 4- (—— /Д«Дл, у)(Л(дг. у)) — ГТ 311 “•’&< 
- 4.-.- /֊ - . у х 2 .՛

(—/гО) 5
Х£(((л- ?а-2/|)'-֊(у֊֊т12

=4 д 1 — г) (1 — >2) / а?—х-—у2/-£ (I)
Здесь «.-(а՜, у) — смещения берегов математического разреза 

вдоль срединной области 5 одного из включений; >. коэффициент 
Пуассона и модуль упругости материала матрицы; Л(х, у) = 
=<У 1 — (х2 у=)/а2; г— £^£, Л՝,—модуль упругости материала вклю
чений; интегральный оператор
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у)) = ■ .1 /(Л֊(у & 
«$

I Г.'__________ ______________
՝։ ֊!.' V (^5-«=;|(л-=)>+(у֊^)2| 

«

I 1՜
1’ (Н)Жм)։

Система декартовых координат Оху г выбрана в центре одного из 
включений гак, что шт. Ох юшшдает с направлением приложенной 
нагрузки.

Непрерывное решение плгегральноги уравнения (I), обращайте 
сея в нуль на контуре облает 5, будем искать в виде

«Л*, У) = (Л> I АЛЧ -42у Д,,№ А4хуД А$у-') Vа2-х-— у* (2) 

где Ау (/’*0,.... 5) * неизвестные коэффициенты.
При выборе функции перемещения «. (х. у) в таком виде с учетом 
разложения ядра интегрального уравнения степенной ряд, что воз
можно при условии 

шах (а//, л,7г/)<1
решение получается с точностью до малых величин в пятой степени.

Подстановка выражения для функции и- (х, о) (2) в интеграль
ное уравнение (I) даст следующие соотношения для нахождения ко
эффициентов:

А0=4р(1 -е)(1-*8);։

16?Ч1 ֊•։))/6д:' )//:-25/’(1 -^,(9*4

а։=а2--а4=о
где

?=а/с>1, /.=*//<!, 7=3(б*н-й,/,)։'2, 71=(-4֊4(1-*в)вЮ"1.
Ъ=((45* I 88(1-64(1 *
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По найденным значениям перемещений берегов математических 
разрезов коэффициенты интенсивности напряжений /<։ могут быть 
непосредственно найдены по формуле [8]

к- £ II ^и֊Л;—------------- 11П1-----
2(1—дг

где г -радиус полярной системы координат (г. 6՜) с началом в центре 
круговой области 5.

Используя соотношения (2|. (3) и данные работы | 7]. нормаль
ные напряжения в окрестности экваториальных сечений включений <»ч 
редсляются по формул։

«« р । 4/*(1 е)3уг1 4/41 -е)^7։/^(асО80, а$(п&) 
где

у)=/? V V (-Г։(|/12</Л I
Г- —> / - — а.(1֊ />«>

- 25>*( 1 ֊ *2Иъ(9п 16^(1—/•))/(></•) 15֊;2((-1/4<Ч-
/*/<?')(45* 883Ц| - V«)) - {- 1/4^- А7иЛ/')8>Ц I-՝Р))х*Ц2

Н 1О7,(( 1/4^- АаЛ^)(45я- 883е(1~^))֊
(^1/4^4-/։ЛГ)8^(1—■ '*))у։//2Н Ор)

Рассмотрим некоторые частные случаи задачи
а) Пусть /г-1, то есть центры включении находятся в узлах квад

ратной сетки с делениями '21. В этом случае /?(л',у) приобретает 
вид |9]

/?(х, у)-Ъ(О,7528>.э ■ 0,1485^֊ 20,92/ ;2(9г I —1 ->’) 
23да.37г(М- 1б^(!—>’))(л*-| у-);Г О(/")

б) /{=1.5. После вычислен:!-,՛ бесконечных сумм для #{Х, у) получим 
выражение

/?(х. у)=/.3(ъ(( .4436 0.0772/--11,02^(1 ֊•;-|Зе-;։(9֊֊

֊1 163е(1-->9)))4֊Т։(22.82(45г- 8832(1—<2)) ; 24.103е(1- >2))х'-',7’- *
-3.012(45*- 885ц 1 >*)) 182,53г( 1-^))Уа И ОР)

в) Р=-3. Для этого случая будем иметь

К(х, у) = /.3(7։(0,26Ю ։ О.О6153/2—8,790>.2(1 >4)е^(9՜֊!

1632(1 у8))) ••;..(23,30(45- 1 88?з( 1 Р))-3,999 Зз( 1-у3))х2;/8 ;
-;2( ֊0.4986(45֊ 88Ве( 1 ->2))—186,4^( 1 ->’))///’)л- О(лв)
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STRESS CONCENTRATION NEAR THIN SPHEROID INCLUSIONS 
IN THE CASE OF THEIR LOCATION IN CHE POINTS OF 

RECTANGLE LATTICE

AL AL STADNIK. V. P. SILOVANYEK

111»ՂՂԱՆ4ս111’Ն 11ԱՆՑ11 ճԱՆԴ111»58Ն1յ|'(11>1ր Տ1)'Ա1.|։||.Շ1սՎԱԾ PlI.PUJi
ԴՆԴԱԿեՐՊ Ն1մ'ԴՐՍ.«ւՆ1)Ր1' Շ||1'Ր>>Ր, 1.1ИЧ11‘IILliPb Կ11ՆՑ1)ՆՏՐԱ81-ԱՆ

11. II' llSU.Tl.Nl, Վ. '4. 111'Ա1ՎԱԼ5||1Պ

II. if ո 11 I il

//itnn յյվ աւ) է iftt րք ti/if !.f>m կուք պւանււէ/ւ ներդրակների երկպսւրրերական 
համ ակարդ ս/արունակող աարսւծոէք/ յան ձդման խնդրի մոտավոր քւսծէււմր։ 
Բերված են ներդրակներում հ նրան у շրջավայրում քարումների համար րացտ- 

ա ! ա տ ե սր и ./ ա ր ni ահա jin ա // յան ն ե ր
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