


.iiuuum ищ «M’SnbP-snhiMPi« ummirhuai’ зпьми/Ы’р
ИЗВЕСТИ1֊! АКАЛ Г'«'• III! • ! А V К А ? А '>! : I С К О И ССР

XL, № 2, 1987 Механика

УДК 536.212

ТЕМПЕРАТУРНОЕ ГЮЛЕ В НАГРЕБАЕМЫХ ПОДВИЖНЫМИ 
ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА РАЗНОРОДНЫХ ПЛАСТИНКАХ ПРИ 

РАЗРЫВНЫХ ТЕПЛОВЫХ УСЛОВИЯХ МЕЖДУ НИМИ
САРГСЯН л М„ ХАЧНКЯН А. С.

В работе ГП было получено решение задачи теплопроводности 
о распределении квазистапионарного температурного поля в двух раз
нородных полубескоиечных пластинках, возникающее в процессе их 
соединения линейным источником тепла постоянной мощности. Пред
полагалось. что источник тепла (нижется вдоль линии раздела двух 
разнородных сред. Поэтому решение, приведенное в работе [I]. не
достаточно для рассмотрения таких практических задач как сварка 
пайка разнородных пластин, сварка с ингенсивным охлаждением или 
с предварительным нагревом, сварка с сопутствующим нагревом и ох
лаждением к т. д. [3. 1] Все ли задачи можно рассматривать как 
частные случаи более обшей задачи о двух разнородных полубеско- 
печных пластинках, иодвергнмтых воздействию источников и стоков 
тепла, движущимися параллельно их линии раздела. Ниже будет при
ведено решение этой обшей задачи в случае действия двух источников 
тепла, движущихся параллельно линии раздела на некотором расстоя
нии от нее (фиг. I). Решение задачи в случай движения любого конеч
ного числа источников п едоков гепла получается методом обычном су
перпозиции.

Предполагается, что на одной части линии раздела (.г<0) тепло
вой контакт между пластиками является идеальным, а на другой час
ти (х>0) теплообмен между пластинками отсутствует.

Решение згой задачи, когда тепловой контакт между разнородны
ми пластинками по всей лине линии раздела является неидеальиым. 
приведено в работе [21

ДисЬс|>с ре н пиял ь ное уравнение
теплопроводности н подвижной У
системе координат хоу имеет вид ,- ------------------------------------- » .
13,51 А֊л

дх2 с) у1 а ; дх I ।

= ֊£։<*+ЗДу-»,> (П , Г ~

/=։, у>0. =։х>; /=2, у<<). ч<0 ; С՜՜՜՜!՜՜'
|Х!<ОО ' >;Л| '

Контактные условия на линии раз- ----- ’
дела \'=0 запишутся в форме ф1։г- ։
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. д!\ . д!\ г. . . , у=0, Н<ос
Оу <7,У

^Ь=о, у=о, .<>о
Л= Л. у=о» -^<о

(2)

(3)

(4)
Здесь Г; —приращение температуры пластинки по сравнению с рав
номерной начальной, >7, «у—коэффициенты теплопроводности и тем
пературопроводности материалов пластинок, Л—толщина пластинок, 
т?—скорость движения источников тепла, д,—мощность источников 
тепла, 3(х)—функция Дирака. Предполагается, что /’Да*, у), дТ рдх и 
ОТ/{ду исчезают на бесконечности.

Как и в работе [1], сначала решается краевая задача для урав
нения

—֊•+ 4֊ — ֊ ^7'/=-֊ ДачЗДу-с,) (5)
дх2 ду2 дх ։.{Ь

где — С>0. Решение задачи (1) (4) получается предельным
переходом е-»().

Для решения краевой задачи (5) и (2)—(4) используется инте
гральное преобразование Фурье с комплексным параметром преобра
зования £ = [6]

ос аД-Ь

у)ехр(/-л)б/л-, Г/(х. у)֊ |ТД:, у)ехр(-/сл*М?
—■* ос -Н՛-

(6) 

ос О

Т{4 («. у)=“ I Л(*’ у) ехр(/;х)^х, ТУ_(Е. у)= ! I Ту(х, у)ехр(/։х)</х 
2“ ./ 2 к .,՛о

(7) 
ос 0

г; (Е,у)=1 ( дТ,(*’ у) ехр(йхМх-; Т;_(Ьу)=^[^У>СХр(йХ>/х 
2я.՛ ду '2՜.' ду

Так как функции 7'Дл*. у) и дТ }{х, у)/ду стремятся к нулю на 
бесконечности, то 7/. (с, у) и Т у)=дТ, (;, у),Т)у являются анали
тическими функциями комплексной переменной ; в некоторой верх
ней полуплоскости [т; = -^>"_, содержащей действительную ось. 
Функции 7; (:, у) и Т;. у) = дТ).\у)1ду аналитичны в некоторой
нижней полуплоскости 1пк , также содержащей действитель
ную ось. Функция у) является аналитической функцией полосе 

1т поэтому в формуле обращения (6) интегрирзванье
можно проводить вдоль действительной осн 16].

Применяя преобразование. (6) к уравнению (5). будем иметь



-֊ - И*) У) — ехр (-^/<1 • Цу- е.) (М)
аУ '•/

где
Ь{ (О — lz “('*—/е) (* f ip7). A^q^rdi

Решение (8) примет вид

Л(՝.у) = С։(;)ехр(-у/г1(5))4- ■- — ехр(—йхЕ—|y-gil*JO)

Л(ъ У) = С2(;) ехр(уА?(;)) t- ^֊■—- ехр(—%5-|у֊з։|М'))
2М։(0

(9)

Re£x(?)>0, Re*2(E)>0
Преобразовывая граничные условия (2) —(4) с учетом (9), по

лучим

лА(:)С\(«) 'Л(*:)С։(«)=^֊֊ V Лехр(-йдЕ ֊ ֊ЫМ«))
'2 л I

0) = ^2С;)С1;(;) - А2ехр(— (Ю)

Г։+(;,0)~Г2 (Е.О) »=C։G)-C,(;)֊֊S (-1)Мяехр(-/и-|гЛМШ 
2 л- 1

Определяя из двух последних условий (10) С։(;) и С2(Е) и под
ставляя в первое условие, приходим к функциональному уравнению 
типа Винера-Хопфа |6|

/.?.Л(:)А5<=)|Т1.։.(;? 0)-Г2+(;, 0)И >։Т2Д;, 0)[М։(Е) I >Л(0Н

= _ v (-1)МЧЛ3. яЛз-л(5)ехр(-ЙяЕ-|вярл(Е)) (11)
л—I

Для решения уравнения (11) разложим аналитическую в полосе 
—/?/<1пк<3 функцию ЙДЕ) у виде

М5) = Ъ|(0М^) (12)
где Л;Ч(;)=/Е+//7у—функция, аналитическая в области 1тЕ>—р/, 

— I՝- аналитична в области 1тЕ<е, причем Re^/(E)>0. Оче
видно, что полосы - <hn։<T. и P/<lm;<s имеют общую часть.

С помощью разложения (12) уравнение (11) можно переписать 
в виде

Л 0)_f ։> г 0) -0(E) (13)
Ч*1+(О+М2-(5) /г֊(?)

где

_ V ( —1 )лАдл3_яЛ(а п) (;) ехр |—— |։Я'Л>(:)|

а



Представим аналитическую в полосе -гп1п(р„ ра)<1։п5<-. функ
цию G(;) в виде [6]

G(;) = O (с) 
где функция 

«•и*
<>+(«)=Л Г dt'. с<0 (15)

2~1 J ç —с
- > ֊ic

является аналитической функцией п полуплоскости 1тс.—е> - min(p։, 
pt). а функция

,х J-frf
û'֊(^- 2-y | Ю»> (16)

— Л֊г1 d
аналитична в области lm։ = rf<X Причем полосы ,
— tnïn ( /?j, /ÀjXImÉ <г и г<Дп։Х^ имеют общую часть-полосу

<1т;<՜! и в этой полосе уравнение (13) записывается в виде

(17)
Левая часть уравнения (17) представляв! собою функцию, ана

литическую в верхней полуплоскости 1щ£>՜ , з правая часть — в 
нижней полуплоскости 1пк<\ • Так как области их аналитичности 
имеют общую часть-полосу т_<1пк<? , из равенства этих функций 
в данной полосе следует, что существует единственная целая функ
ция, совпадающая с левой и правой частями (17), стремящимися к 
нулю при |5|—оо. В силу теоремы Лиувилля эта функция тождест
венно равна нулю, то есть

IТ. <(։• 0) -ъ > 0) 1 с <Е). ֊ К 0)=о_(=)
(18)

Для неизвестных коэффициентов С,(0 и С2(«) из (10) и (18) по
лучим следующие выражения:

£«(:)-6 о’Т77ГехР^-/г2--ММ0)
М»(О 2'Л(?)

ехр(֊/'՝1;-г։/г1(:)) - - ֊-*— ехр( |s#2(0) 
/Х(;)

Выбирая в (15) и (16) в качестве пути интегрирования вещест
венную ось и используя формулы Сохопкоги-Племеля, окончательно 
имеем.
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—2Р1/.']|;) />Дз) ? V֊3
— ф

(19)

Возвращаясь к оригиналу, получим
-*•

Ту(х, у) = | |сДа)ехр(Чу|Л7(з))+֊^—ехр(-хгуз-|у-։/|^(3))] х

— •о

X ехр(֊/ол')</о (20)
Рассмотрим некоторые частные случаи:
1. «у-0, Ь} >0. В этом случае

(?,(-)= 0»5(Л1Ч-Ла) А)А(2гЛ)-' г '^+(т{}

— ОО
и после предельного перехода е-0 температурное поле определяется 
формулой (Л = Д, рЛ։)

<4.

Л(А у)"л | е*Р1-1у1'М?)Л| 1£֊(1,)с08 (21)

о

■“ | "/(’г)^(^) -|՜՜՜^ |[М3)СОЗИ;(о)4֊ау(<5)51пИ;(о)|Х
0 — №

X ехрЫуМ°).) а, + Л Г т [ |аД։)со։И/(в) _
О—V) 2-./ ՝2п](-п) |Г’}.)О — «՛

-*,(0)^(0)] г 1Х
5-7} 2«? 2П,(Т1) |

х7= I 1М°)со$1/у(з)Н | ру(7})£(7։)+

--Л: О

4-^М- |к(’)сози,(=) -М=)81ПИЛ51]е-^Ы^^
2«>(’1) П ’-Н— <х 

где
лДг)=| 0,5(/г:-'-й ]-<). (-='. 1); «/(=)--/о,5(/^+о“й +^)

_____________ ^дД2(7;)______________________
м»(г*)|2 Ь1'1А’1/2«1(^)4-^Р2/2«2(^)]։

Л(т) =__________ /|р|/2л1(7})-|֊Хгр2/2^(7?)___________
-ГЧМГМ2 I ^а/2«2(^) Г

7



ад=^|у^_, И(.)=ах+ 

а ./-) = .. b.(д} = 2W(;> .

которая совпадает с прицеленным в работе [I] решением, где при 
оформлении статьи были опушены два последних слагаемых в правой 
част (21) и множитель 1.2 при коэффициентах у ннг.лрны.ч интегра
лов.

II. %=о։, 22—։1=0< </._.= <7։, где <?.. мощность линейного стока 
тепла. Тогда, как следует из (19),

СДа)- —(֊ П'А Г exp(-ZM) d/ 
2'֊А (°) J .(/J (22)

Учитывая, что при б|>0 (источник и сток тепла действую! в од
ной точке на линии раздела, где имеет место идеальный тепловой 
контакт)

1 рхр(—*М) d., ехр(-йго)

с помощью (22) и (9) получим 7’։(:, у)=7’2(5, у)=0, как и следовало 
ожидать.

Когда а։<0 (источник и сток тепла'действуют ։впереди начала 
координат, где контакт между пластинками отсутствует), темпера
турное поле определяется формулой (9), где С’у(*) имеет вид (22).

III. &2»8Р |£2|=в։, а2 = ах. Из (19) следует, что

Л(с. У)=^^^֊֊֊|ехр(֊(|у|Н֊з։)7г1(з))-Ьехр(-1!у|-1։^։(5))] (23) 
2<М 'г)А(с)

Температурное поле становится евмме;рнчиым относительно линии 
раздела двух разнородных сред независимо от того. действуют ли 
источники тепла впереди или за началом координат.

ТДАу)=—֊ кь(~г рхр(—a(a-4֊5j)/2) (2-1)
).։-t֊/.։ \ 2 / \ 2 /

где 
г±=)Ч|у| I :։)М֊(*

При переходе к безразмерным параметрам

х=р։л-, у = л1у1, *։=/Y'n ?-^p-2Tf
Л
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температурное поле (24) запишется в виде

У) = (25)

где
г±=/(у ‘ г։)2 + (хН)2

/\0(^)—функция Бесселя от мнимого аргумента второго рода нулево
го порядка.

По формуле (25) выполнены риекчы циклов безразмерной тем
пературы, когда а) в гонках (О, I) и (О, I) действуют два источника 
тепла с мощностями </} и </2, удовлетворяющими условию 
(сплошные линии на фиг. 2, б) в начале подвижной системы коорди
нат действует источник тепла мощности ii = g\ ! </2 (пунктирные ли
нии на фиг. 2).

lit приведенных кривых видно влияние смещенности источи и. ков 
тепла на температурное иоле, являющеггч шзчителыгым лишь в неко- 
п>р։»й окрестности источников геплз.

Фиг. 3

Формула (25) лае։ возможность также определить влияние стоков 
тепла на распределение температур и на размеры зоны термического 
влияния при соединении пластин с интенсивным охлаждением [4].

На фиг. 3 построены изотермы температурного поля для двух слу
чаев: а) ври действии источника тепла в начале подвижной системы 
координат (сплошные линии). 6) при совместном действии одного ис
точника генла в начале координат и двух стоков тепла соответствен
но в точках (0.1) и (0, —1). (пунктирные линии), суммарная поло
жительная мощность которых равна мощности источника тепла, дейст
вующего в начале подвижной системы координат, в случае а). В пос
леднем случае изотермы расширены более значительно сзади источни-
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ка тепла, чем нпередн. Сужение изотер» наблюдается вблизи линии, 
соединяюще;; ючки приложения источ|Н1к;| со стоками н некоторой 
окрестное! и с токов.

ՇԱՐԺՎՈՂ ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԱՂՐՅՈԻՐՆԵՐ11Վ ՏԱՔԱՈՎՈՎ ՏԱՐԱՍԵՌ ՌԻՌԵՂՆԵՐԻ 
ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԴԱՇՏԸ1 ՆՐԱՆՑ ՄԻՋԵՎ հք>ՎՈՂ ՋԵՐՄԱՅԻՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐԻ

ԴԵՊՔ Ո bU-
IL IF. ՍԱՐԴՍ ՏԱՆ, IL. Ս. ԽԱՉԻհՏԱՆ 

Ա մ ։|։ ո փ и ։ մ

Գծային ջերմ ս»Հ աղորդականութ յան տեսության t/iu մ աններում որոշված 
է. ?.տ P'1 ’{‘"l ջերմային чн{ ր յուրն հր и if աաբաւ]վող երկու տարասեււ 1/իսաան- 
վերչ թիթեղների կէէագիաոացիսնւււր ջերմային դաշար, հրր թիթեղների բա֊ 
t} ան ման գծի մի մասում (A‘<Y0) ջերմային կոնտակար իդեալական Լ, մյուււ 
մասում (*>0) այն բացակայում է։

Խնդիրր լուծված Լ ֆուրյեի ինտեգրալ ձևափոխության օգնությամբ, 
՛Լին եր-Հոս/ֆի մեթոդի Հեաագա կիրառումով։

^՛վային Հաշվումների ա րդ յո ւ.ն բն երր բերված են գրաֆիկների աեսբուխ

TEMPERATURE FIELD IN DISSIMILAR PLATES HEATED BY 
MOVING SOURCES AT RUPTURED THERMAL CONDITIONS 

BETWEEN THEM
A- M. SARGIS1AN, A. S. K1IACH1KIAN

S u m ni а г у
Within the bounds of linear theory of thermal conductivity, die 

quasi-stationary temperature iiel.i in two semi-infinite dissimilar plates 
heated by two heat sources has been defined, when the thermal contact on 
one side of the boundary of division is ideal while on the other side a 
thermal contact between the plates Is absent.

The problem has been determined by Fourier integral transforma
tion with the tollowing application of Wiener-Hopf technique.

The solution of the problem has been obtained in the form of 
defined integrals.

The results of numerical calculations are shown graphically.
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УДК 539.6

ОБ устойчивости равномерно сжатой в осевом 
НАПРАВЛЕНИИ КРУГОВОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 

ПРИ СМЕШАННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ
БЕЗИРГЕНЯН Г <՝

В настоящее время им селен большое количество работ но проб
леме устойчивое!и оболочек [1, И]. В этих работах, а также в [5, 7, 
9—11] отмечается существенное влияние граничных условий на вели
чину верхней критической нагрузки. В [5, 9, 10] показано, что для 
гонких цилиндрических оболочек кругового очертания из однородного 
изотропного материала при граничных условиях к?-,МГ=»7Г=-Д..=:О 
величина ач, уменьшается в два раза.

В настоящей работе решается задача устойчивости равномерно 
сжатой в осевом направлении (усилием зх0) тонкой круговой цилин
дрической оболочки (фиг. 1) из однородного изотропного материала 
при смешанных граничных условиях. Проведенные расчеты показали, 
что значения относительного критического усилия (р=:жо/зкр) быстро 
растут от 0,5 до 1 в зависимости от значений угла >. Значения р=0,5 
и 1 соответствуют предель ։ы.ч значениям угла £=0,2 к.

6,0

Фиг. 1
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I. Уравнения устойчивости для цилиндрической оболочки в без 
размерных координатах записываю ich и форме, приведенной и [2, 4].

Граничные условия шпишутся в виде

при х=±~ w «= Л!.. = =.-I) для 0<?^2п (|.|)(
•X

и . — о для • > — ՛՛ для 1 z- (1 ՝.՛՛

Начало координат помешено в штыре пролета ере шиной поверх
ности (фиг. I).

2. Решение уравнения устойчивости а общем случае можно пред
ставить в форме

w -f-v v exp(ÄmJf)(CJJ>cosnf4-CJ^si|i/x'p)e (2.1)
2 Л -I ад-1

где km корни уравнения А*  2р>(А» /Р)/г /.?(А’, f -rt3)J О, (Ä*  /г3■( /1~), 
которые записываются |9- 10) в форме

* Тпк как слагаемое г-(.О 2 нс илнмсг нз птчемне крнтвчсского усилии, то п 
,in;n.։։cftiiii'M ради краткости ылнен его нс приводим

'*«).  //>,). а, -Л(1 - р) q. bt=> 6?! п

(2.2)
Ä,-'/г,. \-k.. k^-kv kt=-k3. k.-=kt, кл k. (2.3) 

ctt-Vr—If> : 4л։, c.=“/r /Л —4л1, Г-/ 16/Р-8>^л3-» /.*,  Х = 2/:;э,р (2.4) 
С)՞», С‘р> постоянные интегрирования, подлежащие определению.

3. Для упрощения дальнейших вычислений отдельно рассмотрим 
случаи симметричного (случай а)| и антисимметричного (случаи б)) 
выпучивания цилиндрической оболочки относительно сечения х—().

Случай а). В этом случае из выражений (2.1) -(2.1) и из усло
вия четности w но л, после перехода к фундаментальным решениям, 
следует:

у В|я'а։-гВ<я’3։)со$я= ... • Ö* (/J>32)sinao
n—։

(3.1) 
где a/ = chn.x/2f2 со5^/л'2>г2, £y=sha,x ,'2F2 slnyyx/2/2, /—l, 2. 
Постоянные ßj՛1’, ..., ß'.՛1’ подлежат определению из граничных усло
вий.

Для нахождения выражений осевого напряжения з,. танген
циального перемщщ чип ? и напряжен։!•։ используем соотношения, 
полученные в |՝Л 10|. Подставляя «.*  из (3.1) н формулу л’ах*»  
=где Cl — :2՛. jJd.v) ’г*՛  провидя соответствующие вы
числения н имея ч ни 1V. что (д<дх) :-. ‘=с^՜ ох1 ~2d։ (Г^։ j (d/^.v) 
получим выражение бесконечной суммы Легко установи! ь, что



~“ $ •’ •*  ՝ j J

(формулы для <723У/</л>г и \йх^'^(1х записываются аналогичным обра
зом). Подставив полученные выражения й-г^йх^, \‘«.г ՝։,(Ул՛. с/’-З,.՛ г/х2 
и н формулу для осевого напряжения в проведя соответ
ствующие вычисления, можно установить, что

•«.,=-£{ V л»|(.«,-/1—р։ •!-(/> Г-։ ’]֊Р/։)б‘”4-

+ (уч-/ i— г — (»՛’ i - р5՜^ f р?։)#։՞1 COSH? ] 4-

+ v n։[(.. ... -г (. • (3.2)
п—t

где в скобках при 0*< л> те же выражения, что и в скобках при В^.
С целью получения расчетных формул для тангенциальных пе

ремещений г» и напряжений -_о подставим снова выражение прогиба 
в /*г> — — (՝Г -{֊ 2 — и в ?.։-։Л? = — F.QxP-widxclu՛, где Ч' —
= (д'дх)-‘(д՝д*)* . После проведения соответствующих вычислений, 
аналогичных предыдущим, можно установить, что

to= "Isr-Ä- 1^Л-ГА>Ч”'H||'-։=4+vä)ä’>1+-Jt5-|4ä+

+WC+V.) sV0]֊ (Я >)!(«,֊?-,)б!”+(/Т=7«,+
- (f^-Ti^p5՜?,) Bs"+(/'r=?’24-?3։)ßl”l| sm«? -

֊l/hfb? >• • •’ I (3.3)

V, «{[(Pat /НМ֊(рМ V 1՜֊ л։К|Я|яЧ[^ +

----- n { ... }cosn© (3.4) 
2/2 Г.

где T| .==0./, » 1—Р2Л’ 11 2.'=рЛ *'  •—Р'Л՝ J'i al‘!Z I ^։/j2' 4 ՝
—aJ)i, c/ = sh<i/X/2l 2 cos/^.v/2) 2 . ^; = duz/A' 2) '2 sin //Х/2Г 2 . /=• 1,2. 
Выражения в скобках при /?V° и получаются из выражений в 
скобках при ß\!'} и В^} заменой индекса 1 на 2, а выражения в фи
гурных скобках—соответственно из общих членов первых бесконеч
ных сумм (3.3) и (3.4) заменой В^} на В'^\

Случай б). В этом случае, как и в случае а), легко установить, 
что
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к*=  V (^|л^։4-да)тп-гО<л>^4-Л‘л>гй)со5Д®+(Р|*< л>В14- ... 4£Х('%)51л/?<? 
п—1

(3.5) 
где О(р и £>^п)—постоянные, которые подлежат определению из 
граничных условий (1.1), (1.2),

Подставляя выражения прогиба (3.5) в формулы для г՛, тХя и 
повторяя все вычисления, которые были проделаны в случае а), по
лучим расчетные формулы для нормальных и касательных напряже
ний и касательного перемещения. Нет необходимости приводить эти 
громоздкие формулы, так как они легко получаются соответственно 
из (3.2) (3.4), если в (3.2), (3-3) соответственно заменить я7 на с,-; 
3/—наткав (3.4)- наоборот (/=1, 2) и во всех формулах В<р и В'^ 
заменить на и (£==1, 2, 3, 4).

4. Как в случае а), так и в случае б) можем ограничиться рас
смотрением только одной половины цилиндрической оболочки. Рас
смотрим ту половину оболочки. ДЛЯ которой .>.•«£ (фиг. 1). В 
обоих случаях, подставляя выражения «», и з;։ в несмешан
ные граничные условия (1.4а), получим для каждой четверки по
стоянных В'<п\ Г)),՛') и Г)՛^ систему трех алгебраических урав
нений. Разрешая каждую систему относительно первых трех постоян
ных. найдем

я<я)
1 '

/??)= -
У4а։-2ЛЗ, 
^г-2Лз4 ’ ’

.7Л> —2./.Я.» г- 1-п- Лт։14-2Лм'= “ О(»> ли— Л!!------ Иди
■/л-24?.

(4.1)

где 7л = а-—<2?։-|֊(?х, ./<=«,£,—а.Д.

Формулы для и 1)^ очевидны. Выражения постоянных В?п 
и 0*̂  в точности совпадают с Вр и

Удовлетворим смешанным граничным условиям (1.21. После про
ведения необходимых вычислений можно установить, что

•:1В|, _д = Е V лФ(В’^Ь'ШП՛-?—В’<л)СО8Л?)=0, 3«^ с < 2т:, 
п 1 \ R /

(4.2)
_ а2 4-3։

где Ф=8/> у֊Г27д |(7։՝֊7:)н-(Л-/А')71- (?1+^Кг+(/>1-7>2)ъ1

<7։=/>- (ре5—/1 —ст су), ^։= (1—2?)/1 — рГу, Ру=У՝1 (усу—/1— ?8с։)

л>=(1~2р)/ 1-г.г. Г .а/. , Ь,Ь I՜1 ։ 1)}Е•; ;= сЬ -7= 4 СО5 $IП
I /2 /2 /2

! = 1, 2
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Подставляя выражения и постоянных в формулу (3.3) и удовле
творяя первому из смешанных граничных условий (1.2), получаем 

г/ 1_ &з й+Й
^.£=-8^----~Д~ ~Г~----- 75-7-^- (^1/1,5|П7/Р—5?(я)СО5П«) (4.3)

В случае б), повторяя те же процедуры, что и в случае а), 
придем к аналогичным (4.2), (4.3) парным рядам-уравнениям, в ко
торых в выражении Ф аа, % заменены ня ?г, гв, знаки „ — ” па 
и» наоборот, а 5['։> и на О{п> к

5. Вследствие неизученностя в литературе парных рядов-урав
нений типа (4.2), (4.3) сделаем дополнительное предположение, что 
оболочка ко тангенциальному направлению выпучивается симметрич
но или антисимметрично.

Применяя методику, предложенную в [1], парные ряды-уравне
ния можно свести к бесконечным системам линейных однородных 
уравнений вида

Хп = ^впгг.Хт (5.1)
/Г! I

где в случае симметричного выпучивания оболочки относительно се
чений х-0, ф = п (случай а- а)
Х^п(£+$)(;^-2Л%) ’Г։/?‘л>, Г,- (7,-֊7..);։-(/?։֊|-^)т։-(7։֊^):24-

3
4՜ (/А՜՜ Рз)՜'^’ /«я> 1пт— | У/г.-Уд1§ — 6./1! — —; ~ {1!пУ։։՝. ~

2 4 2 п-—ш‘
о

—тгтуп'} при п./ т

л/.-1-Р.֊,Я»+ —(Р’_,-/»)-22՛ Р,;(сО5?Ря-Рл у.-Р^+Л.
2 Г“1

Л—полиномы Лежандра. = (г/1—р3/т.)Г
В случае симметричного и антисимметричного чыпучпвани со

ответственно относительно сечений л^О; ?—О (случай а—б) в Хп
л

В\я* заменяется на Я]<л>, а в алт 1пт—\\л Гпт, где </»,
о

в случае (б—я)

Лй = п(^4-^)(Л^֊-2Лт?)֊ТаОр, апп=±֊^1пт, ?.֊(РЛР^ +

+ (А—(<71+?г>'2» Л4= 1—(г/1—?։/т)Г7’

и в случае (б—б) в последнем выражении Хк №\п} заменяется на 
а в п.пт /пгг. на ^„т-

Таким образом, задача нахождении критических значений осевых 
ежнмаюших усилий в рассматриваемом случае ври сделанных до- 
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пушениях свелась к нахождению минимальных собственных чисел 
определителя

Д(р, ?, А»//?. Л/Я)=(1е! |^| (5.2)
где <’яст=«(.я։ при п^-т и е„п—а„п— 1, п,т=1. 2, .. .

Введем обозначения: Л=£(.т'/./Р, -- 2м//)., которые весьма 
удобны для численного расчета. (Отмстим, что для значений ■•՛— 
=0,25-4-0,33 1=3,312 Р/Л. -=1,1м/л7р, Л=1,82А*//ЯЛ).  Тогда с 
учетом того, что §Ьл*.  сил՜ с возрастанием аргумента быстро растут, 
при |Ла.///2|5>6 (случаи относительно длинных оболочек) можно 
положить: 7/^0, /=1, 2, (а։^>0), «о- I, (й5<^0) и выражение
Л% упростятся

_ /2 г, (г։-Р֊Ь--2)։/-ЛГ„_1-г — —֊—

где г1=(<:«-2?-2-|֊1 ул ау=(1-р)Чи(г։—р-Н։)։'2. ./=1. 2
.Четко показать, что .Уда равномерно ограничено сверху и для 

больших т имеет порядок О(#г՜2), то есть Ротг^/И 'пг, где Л1=3?Р՛՛4Л. 
Из полученной опенки порядка Л’,я следует, что

у |Ял„|= 1V и|.¥„I|/„„| <-(-!- + V 1 14,„IV
«-1 2 ։ 2 ՝ п п т-1 т / гг > п

/ Л 1 1 1 - 1 1 1 \А( х-----у=-------- и > — 7=-------<1 при н^>п0, где
\л, гл-։ м } /;/ //—т т 1՛ т т—к/

6. Для определения собственных чисел определителя (5.2) были 
проведены расчеты как тля относительно длинных оболочек (упрошен
ный вариант), так и для оболочек средней длины (/.,}. Р — 0.5; 1; 2: 5). 
В обоих случаях рассматривался диапазон 1/60-7-1/400 изменении от
носительной толщины Л'р. Проведенный анализ расчетов показал, что 
при подсчете собственных чисел задачи вполне можно ограничиться 
определи гелями двадцатого порядка.

Следует отмстить, ч։г) в случа< О л определитель (5.2) равен 
единице и бесконечная система <5.1) вырождается. Ома ими только 
тривиально«- решешк Л’։| 0 л для «нтр- ас.՛: с пил ■> ։ря минных и тон 
кпх оболочках получается такое же уравнение, как н в [9, 10|. ю есть

Выводы

1. При смешанных граничных условиях (1.1) и (1.2) достаточно 
цилиндрическую оболочку но тангенциальному направлению закрепить 
примерно на 30е в ее потеря устойчивости произойдет при тех же 
значениях ежнмаюшегп усилия, что и в классическом случае (фиг. 2).
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2. Критическая величина относительного сжимающего усилим 
очень слабо зависит от относительной толщины Л//? и относительной 
длины цилиндрической оболочки, что согласуется с результата
ми работы [5].

ԱՌԱՆՑՔԻ ՈԻՂ'ԼՈԻՌՅԱՄ|։ .2ԱՎԱ1111.ՐԱՋԱՓ Ահ՚ԼՄՎԱԱ ԴԼԱՆԱՅԻՆՌԱԱԱՆՌԻ ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅՈԻՆՐ Ык»4». ՍԱՐԱՅԻՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐԻ ԴՍՊՔՈԻՄԴ. II. 14։!»1՝1’Դ1։ՆՃԱՆII. մ փ ււ փ ո ւ 11՛
Դիտարկված Լ '.ամասես, իղոտրոպ շրջանաձև գլանային թաղանթի 

աոաձղակ ան կայունության իւնղիրր, երբ ճակատն երբ շրջանագծային Ուղղու֊ 
(էլամը մասնակիորեն ամ րակրվտծ են հ մասնակիորեն աղաա են։

/. տրված, որ իէնղրի րււծումքւ բհրվում Լ ղուլդ յ՚՚՚ըը Հավասա
րումների լուծմանը, որոնր ձե ս/փ սի։սղ աղ երատորն երի մեթոդով բերվում են 
»/ յի ն '• “՚ 'եա ս ե ո հ ա վ ա ասրոէ մն ե րի ը վ ա ղ իոեղու / յա յւ ա ն վերջ հ ա մ սւ կ ա ր գի է 

Հաշվարկները յ/ոլյց են էոայիււ, որ բավական կ գլանային թաղանթը 
չրջանագծա յին ոլոգութ յամ ը ամրակւյեյ 30 ՚ -ով, ե նրա կայունության կ՚ո 
րոուտր տեղի կունենա գսւստկան ւյեււ/ըին համ ասյա տասքս անույ սեղմւոլ 
ճիւյհրի ւյևպբոլմւ

OX STABILITY OF I XIFORM1.V COMPRESSED IN AXIAL 
DIRECTION C1RCCLAR CYLINDRICAL SHELL FOR MIXED

BOUNDARY CONDITIONS
(i. S. BESIRGEN1AN

S u in rn а г у

It is assumed that the initial state is without moment and the Ini
tial imperfectlvitles are absent.

It has been shown that the finding of constants, in solution w after 
satisfaction of mixed boundary conditions, is reduced to the solution of

Ջ Известия ЛИ Армянской ССР. Механик , №2
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double series equations and by method of transformed operators Is tur
ned into a quasi-regular infinite system of linear homogenous equation. 
The calculation has shown that values of relative critical stress (p=3xo;3Kp) 
Increase rapidly from 0,5 to 1 depending on the mixed (?).
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1Ռխան|>կա х № Հ 19«7 Механика

УДК 539.3.01о пограничном слое слоистых балок
ХАЧАТРЯН л. М.Напряженно-деформированное состояние слоистых гонких тел. как и и случаи однородных, состоит из внутреннего и типа пограничного слоя состояний. Решение типа пограничного слоя экспоненциально. затухает при удалении от края, .։ показатель экспоненты определяется из характеристического трансцендентного уравнения.В работе [1] асимптотическим методом построено решение внутренней задачи слоистых балок. Там же приведен обзор работ по методам расчета многослойных конструкций.В статье [2] асимптотическим методом построен пограничный слой вблизи свободного края слоистой пластинки, составленной из чередующихся несущих и слабых слоев. Выявлена зависимость скорости затухания напряженно!и состояния иогранслоя от относительной жесткости слоен. В работе [3] и«.т.ндовано поведение первых корней характеристических уравнений потенциального и вихревого решении задач изгиба и растяжения трехслонной плиты.В настоящей работе строится решение типа пограничного слоя для слоистых анизотропных балок. Нсслсдуеся повеление первого корпя характеристического уравнения в щвисимосгл от геометрических в физических параметров; (2 ним корнем, в основном, связана скорость затухания иогранслоя.1. Рассматривается вопрос определения напряженно-деформированного состояния типа пограничного слоя в плоской задаче для анизотропной слоистой полосы прямоугольника длиной а. общей полтиной 2/i (2й<а). Слои имеют различные толщины //.•_ и коэффициенты упругости <iij. Полоса состоит из Х~М слоев, V и М число слоев, расположенных над координатной линией и пол этой линией, соответственно. Предполагается, что на продольных сторонах балки отсутствуют напряжения, а на торцах могут быть заданы различные условия.Для построения иогранслоя вблизи торца х=0 в уравнениях теории упругости сделаем замену переменных/=х/Л, ',=у/А (1.1)Решение вновь полученных уравнений ищется В виде функций типа пограничного слоя [4]2 a*'՛ "JR^’C.)exp (-;./) (1.2)19



где —любое из напряжений и перемещений, ==///«—малый паря-метр, /{^—показатель интенсивности, / — cons’ характеризует изменяемость напряженно-деформированного состояния, Л—номер слоя. Непротиворечивые значения /{;•> за даются следующим образом | ;]:х£)=х. /<*)=/֊|-1 (1.3)здесь 5/—любое из напряжений, к,—любое из безразмерных перемещений. Подставив (1.2) з уравнения теории упругости, с учетом (1.3) получим систему, интегрируя которую по будем иметь
---- C-О„«֊)=_[ ай».-<Л +&։(» W. 4- («|5Ч a^Ft, hafg^F,.IЛ<“>Функции />л0) удовлетворяют уравнению+2.M’A.„TWAta=o (1-5)и условиям/■'.vn(C.v)= /*.Уя(чу) = 0; /* .илС ч)=^_д։пС’-.м) = 0 (1-6)являющимся следствием условий j47, = ?v/> = 0 при ',.v, - и- Приэтом удовлетворяются условия упругого контакта при =(fc = 0, 1.2,..., .V—1, —1, —2............—А1֊{-1). Здесь принято

В зависимости от тнческого уравнения а)
1 Л’±л = ± — 2 fi±<
п ! 1вида корней соответствующего (1.5) характсрис-[5]

i-h> 6) 2ц.—Zgifc, 2J4i'hk (1.7)возможны различные решения задачи (1.5) (1.6).Исследование напряженно-деформированного состояния типа пограничного слоя слоистых балок и его оих.хэния в общем случае сложно и связано с большими трудоемкими выкладками. Здесь мы Ограничимся рассмотрением двухслойной балки из изотропных слоев, что даст качественную картину исследуемой проблемы. Аналогичное исследование можно провести и для ipymx случаев.
2. Пусть имеем двухслойную балку из изотропных слоев, верхний слой которой характеризуется упругими коэффициентами П\, ։^, а нижний слой—коэффициентам и ■< и соответственно, имеют толщины, равные Afj и //«. Ось Ох направим по линии раздела этих слоев. Характеристическое уравнение (1.5) имеет двухкратные мнимые корни [5]. Удовлетворив граничным условиям (1.6) а также условиям контакта, получим — (DjjCOsa/, -г 01/,cos/./.4֊Z)j.vsjn^/.+/3>j:.sin>-..'A ^л20



Fin—~ У, (։COs^rt> | /;ч I— Z^n^H’SinXfl.) (2.1)/Jn •' IiAe Dm— алгебраические дополнения nepBOf строки матрицы четвертого порядка с элементами~ COS' ntj! = ngCOS'л»1։ (/:3 = ^U==--- ■»jSjnAjjSj
dn = — A/iSiiv-/,!, d.K == cosXflZj —/./,։sinX^j ^м=КлСО8лй\3։ du = SiDArt'>j -J- X^jCOS/^ (2.2) 
du = Д/1СО8Апч։ T ARCOS' A:.jSinXrt % 4-A^։siriXn;a
du= — An/.nsin/.^֊֊Aj2(cos/./,2—Z/,2sJnAn;2) 4-Д/зХлсо8ап'.3֊|-H-Msi™.«;, ; /.n:2cos/.n:2), / = i, 2, 3, 4△и = 1, A22 = 0»5я1։ At1 = Д4։=0,5лг.а։A„ = 0։5x։։ Д32 = 0։5лл 4, A<4“£'o=^i

^i2=^ia=Лк—“2i ==дз< — \t — \a я\з ~ 0*j ~ ' *Ч)» J3= 14“*'з“^в( J H՜7։)a3=1 -v-^'oO—'ih «*«։ 72-F^o(։4-71) Собственные числа определяются из трансцендентного уравнения D(z) = <let||t/.7|| = 0։ которое имеет видD(?) = й jSinz sin/nz-f-a2cos? cosmz-j- (a34֊w4c'-jcosz֊(- 
(<1ц+айгй} cosniz-\ a-z*֊\ a4-«8=0 (2.3)где z=2/.fl;i։ w-x \2=—h2lh, аг^=32Е^«2=—4‘.։(w3 r 2’i г2^>։), «з=~2«i~2^4) + 16foa։;։Kj՜ a4"-2«2(74-l"2)'.i. «5= ֊4:j(a2aJ-2»l-i-2£'0a4)—i6z3;j, ^e=2^(«1+2/:’o);'f, a,=a|, ц6=4;?(^ - 2^/,|֊ 2%;* + 8Z:;n;2) ^=<l(-֊V3-l֊2’։+2£>4)+i6aa(^^)4 (2--0Если слон имеют одинаковые свойства, то есть £в=1, ;2=1,то а։=а4=2, а2 = «3=0 и уравнение (2.3) превращается в известные уравнения Sin2/-H-2X = O (2.5)sin2/- — 2>. 0 (2.6)которые соответствуют симметричному :։ кососимметричному задачам однослойных изотропных волос и пластин |4].К уравнениям (2.3ц (2.5), (2.6) можно применять теорию определения асимптотических корней уравнений шпа квазиполиномов [6]. Расположение чи\ <орнем прак1нчески определяется только несколькими членами характеристического уравнения. Асимптотические корни определяются по формуле [6] 21



2М/>=0.5(1 -М)с1?®/{|(2//—0,5)-4-аг£^/1 Н1п|2«:л2т։с18<р/|} (/—1, 2,3.4)(2.7)Формула (2.7) достаточно точно определят : значения комплексных корней для больших п, а для меныних п, то есть для первых корней, она дает приближенные значения, которые затем уточняются известными численными методами (например, методом Ньютона или метолом наискорейшего спуска).Уравнение (2.3) в первом квадранте имеет четыре ветви асимптотических корней, соответствующие четырем нгачениям 2/ и С1£?/. При этом асимптотика записи! иг т Характер проникания решения типа пограничного слоя но внутрь области определяется, я основном, наименьшим ио модулю корнем трансцендентного уравнения из условия 1 4-ехр(— Ке>-,/)^1. где /-—ширина зоны затухания. При исследовании первого корня надо следить за первым корнем каждой ветви, поскольку при разных параметрах наименьший корень принадлежит различным ветвям. По останавливаясь на подробностях, приведем окончательные значения 7> и с^;.а) /П<1, Шй*—•<:֊֊ ' | ֊<•: | (2.8)Из (2.4) и (2.8) видно, что корни 2Ы -вещественные, а 234—мни- „ 1-4-а ^14-ъмые при £л>----- £ и 2,., мнимые, а 4М вещественные при £0<-—1-г՝?ч 1+У1Тогда по формуле (2.7) находим:при /г.>4±!2. Ке(2;,1) = Ке(2лр)-0(1.5-(։+»О) (2-9)1-гЪг . 1-К а при £0< ------
1 + '*1Рр р, у =) В«(2Ф) = $(2“(1 -И')) при 0«3/4 к),к л) ՝| Ке(2ф)-О(1,57Ч14֊1//л)) при 3/4<т<1 { }где через Ре(2>4) обозначен гЫп Ре(2Ц/‘).б) //г==1, с։^я>/ = 2, 7., определяются из алгебраического уравнения 2а,2*-2(й4-Нв)2* (2.11)Независимо от значения уравнение (2.11) имеет два вещественных и два мнимых корня. Наименьший корень }.■ соответствует положительному вещественному корню 2։ уравнения (2.11), а его реальная часть, что следует из формулы (2.71. имеет порядокКе(2>1) = О(Зп) (2.12)в) от>1, с1£<р,.г = 2։.ч= I

т ) 2«,22



= 4м =1- 1/А—22 г 2"й
(2.13)

При £о<( Н-•'-)/( 1+՜',) корни /г։ вещественные, а/3>4—.мнимые» а при £'0>(1+>2)/( 1 >։) /1>։ — мнимые, /Х4—вещественные. По формуле (2.7) находимпри 7Г0<(1+^)/(Н֊>1) Ке(2ч)^Ке(2/4։))=О(1,5»(1 + 1//«)) (2.14)при £‘в>(14->2)(1-{->1)
₽е(2ч)= Ре(2Ц’>)=0 (<2* Л + АЛ при т>± \ \ '«// 3Ке(2Ц3,)=-О(1,5-(1 |-/п)) при !</«<—3 (2.15)

Трансцендентные уравнения (2.5) и (2.6) хорошо исследованы [7, 8]. Они имеют счетное количество комплексных корней, расположенных симметрично г. четырех квадрантах. В работе [8] приведены значения первых пятидесяти корней для уравнения (2.5). Немаловажно знать также их асимп гот ические представления. По формуле (2.7) находим асимптотические корни27’= (2/г—0,5)«-н’1п(4пя), /2 = 1. 2. . . . (2.16)27***= (2/Н-О,5)«-Н’1п(4“Л), «=!, 2,... (2.17)У первого корня уравнения (2.5) Не(2\) = 4,21239, а у первого корня уравнения (2.6) Г<е(2/|‘) = 7.49768.Сравнения, определяемые по формулам (2.9), (2.10). (2.14) —(2.17) — реальные части корней трансцендентных уравнений, соответствующих двухслойной и однослойной балкам, заметимНе(2ч)Же(2>.;); Ке(2>.1)> йе(2>7) при£0> - : А^т^АЛ (2.18)и>, з \ ։+'■ 4 2)Уравнение (2.3). помимо комплексных корней, имеет также конечное число вещественных корней, так как при г — со /9(з)— ф-ос. Эти корни могут быть определены численными методами. В табл. 1 приведены значения первого положительного вещественного корня, соответствующие различным значениям параметров.В задаче однородной полосы-прямоугольника характеристическое уравнение имеет только комплексные корки и затухание решения типа пограничного слоя происходит гармонично. Здесь же, кроме комплексных корней, имеются также вещественные корни, вследствие чего дату Ханне может происходить негармонично. Пр։: этом, в зависимости от физических и геометрических параметров, пограничный слой в слоистых полосах может затухать как медленнее, так и быстрее по сравнению с однородной полосой, что следует из оценки (2.18) и табл. 1.23



Таблица I

nt X
0-01 0,02 0,05 0,1 0,2 0,5

0,01 3,6855 3,7137 3,7991 3,9484 4,3141 9,9036
0,02 3,5851 3,7141 3.8018 3,9538 4,3185 9,9392
0,05 3,6792 3.7117 3,8083 3,9712 4.3421 10.0697
0,10 3,6446 3.6870 3-8085 4,001(1 4.4047 10.3083
0,20 I,7969 1,8303 2,0159 4,0371 4,5725 9,3635
0.50 1,5007 Խ5133 1.5577 I,6693 4.8621 9,1810
1,00 1,4221 1.4370 1.4927 1,6575 2.9971 8,5169
2,00 1,4184 1.4441 1.5639 2,0575 2,912!) 0,6860
5.00 1,4701 i,5209 I.7902 2.2507 0.4716 0,9599

10.0 1.4940 1.5491 1,8112 2,2124 1.0981 1.0շ85
20.0 1.4983 1.5432 1.7832 2,1556 1.1654 1.0940
50.0 1.5190 1,5439 1.7556 2.1045 1,2042 1,1081
100 1,1836 1,1836 1,9726 2,0826 1,2174 1.1441

Найденное в рабою решение тина тираничного слоя вместе с решением внутренней задачи [|]. позволяю՛! более гочии удовлетворяю условиям на горцах. Сопряжение этих двух типов решений можно осуществить одним из способов, изложенных в [9].
Glil'Slbl.llP շեԾԱՆՆ1;111» ՍԱՀՄԱՆԱՅԻՆ ՇհՐՏԻ ՄԱՍԻՆ

II., Il հ.Ա!>ԱՏր?,Ս.Ն
II. il փ ո փ ո I il*

Աշխաաան ptit/f, ասիմպաուոիկ ինտեգրման if Lfl ոգով, շերտավոր J>- 
t} անի համար կաս ni y վաք} / սահմանային շերտի սւիւգի /itidutu, էէրր միա
ժամանակ աոաձգականութ յան տեսաք} չան հավասարումների ճշգրիտ լու֊ 
ծումն Լ։ քննարկված Լ սահմանային շերտի տիպի լուծ ու մն ե րի մ արմ ան 
բնոէքթր' կախված ասաձգական գսրծակիէյների և շերտերի հասաէսթՀուն
ների հարարերությանների ijt OULiy Լ տրված, որ բնութագրիչ ավտււտրւսմր 
ունի ինչպես իրական, այնպես Հչ կոմ պ/երս արմատներ: Կսմպ/երս արմատ
ների որոշման համար գտնված 4 ասիմ պտոտիկ բանաձև։

THE BOUNDARY l.AYER OF A SANDWICH-TYPE BEAM
A. M. KH ACHATRI ANS u m in a r yBy means oi the asymptotic method the boundary layer type solution for a sandwich-type beam is constructed which Is also exactly the solution of elasticity theory. The analysis of boundary layer solution depending upon ratio of elastic coefficients and layer thickness is examined. It has been shown that the corresponding characteristic equation has both real and complex roots. The asymptotic formula for the calculation oi complex roots is obtained.24
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ШЦЦМЪ ии> %Ь811М*311ЬЪЪЬ1'Ь 11.1<н/ььи'ги,вр Н1։'1.Ь1|1к‘Н’Р 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

1П.|ишГф|р։1 XI., № 2, 1987 Механика

УДК 539.374

УПРУГОПЛЛСТИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ АНИЗОТРОПНЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ И КОНИЧЕСКИХ ТРУБ

АКОПЯН А. Г.. ЗЛДОЯН М. А.

Рассматривается уяругопластическос состояние ортотропной тол
стостенной цилиндрической трубы под совместным воздействием рав
номерно распределенных нормальных и пасагсльных сил на внутрен
ней и внешней цилиндрических поверхностях, растягивающих осевых 
сил и крутящих моментов, приложенных на торцевых сечениях, а так
же упругопластическое состояние анизотропной длинной конической 
трубы при равномерных нормальных н касательных силах, действую
щих на внутренней и внешней боковых повсрхнос.ях. Главные оси ани 
«пропни принимаются совпадающими с ։сями. соответственно, цилин
дрической и сферической системы координат,

Предельное состояние анизотропных пилиидряческих труб рассмо՛! 
рено в работах [1 5] В работе [б] изучено упругопластическое сос
тояние анизотропной цилиндрической грубы пот ц-йс. ином равномер
ного внутреннего и внешнего давления. Предельное состояние анизо
тропной конической трубы рассмотрено в работе [7|. а в [8. 9] по
строены решения соответствующих упругопластическнх задач для изо
тропной цилиндрической и конической груб.

§ I. Упругопластическое состояние ортотропной цилиндричес
кой трубы

Материал трубы принимаем идеально-пластическим, несжимаемым.
удовлетворяющим соотношениям теории упругопластических дефор

Фиг. I

маций и условию текучести Мизеса-Хилла.
Ось г цилиндрической координатной системы 

проводим по оси трубы так, чтобы плоскость г=0 
прошла по серединному поперечному сечению. 
Положительное направление 0 считаем против 
вращения часовой стрелки (фиг. 1).

На внутренней г = а и на внешней г — Ь ци
линдрических поверхностях задаем соответствен
но значения внешних сил

:Г= -р, —д։, <։: 'г։ = г. /։ (1.1)
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На торцевых сечениях г==±/ приложены осевые растягивающие 
силы Л'՜* и крутящие моменты Л1*. Соответственно принимаем ин
тегральные условия

ь ь
2- р.гб/г=;У», 2г. I ъгУг=М* (1.2)

а а

В зависимости от вклада крутящего момент в интенсивности 
внешних сил. пластические ^формации могут впервые появляться на 
внутренней или на внешней поверхностях грубы. Полагаем, что. на
чиная с некоторого уровня интенсивности внешних сил и при срав
нительно небольшом крутящем моменте, е внутренней поверхности 
г—а трубы распростри ня» 1ся пластическая юна. Исходя и. характера 
деформирования трубы. нола1эем. что ензор деформации как в плас
тической; так и и упругой юлах нс зависит от продольной координаты 
г и граничная поверхность между пластической и упругой зонами, на 
которой следует соблюдать V ювия сопряжения решений двух сосед
них зон. естественно, ||шннмаегсм цилиндрической (фиг. 1).

В пластической зоне а^-г -и компоненты напряжений н переме
щений представим 1В следующем виде:

с=֊р+«(л+ о)а- (—иг. л(г-ау (—аг, 
.՛ г’ г г
а а

ч = ъ-\ ш|(/?-6)Л + (/7фО)В — .
I '*'* .1 ?

Г а3= (Л-|-2^)Л+ЛВ֊-

р

(1.3)

и= -Аг В?-, г.=2^+С^--Ч֊֊ 
г р р /V ? 10 Г

I»
и> = I) 2 Аг—- I —11г

/И? <о 

где

«=
т^)’/2
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I (Л-֊б Н//)Л’ + 2(Л- (})АВ- | (Л-ф-7.С2- 
г* г1 р’

О=О0/Л, /7=^, £=Л0“\ ЛГ = /Иа֊\ Я=Л'֊1

Д = Ь<70//0-ь/֊/0Л0

Л. В, С, Г), В— произвольные постоянные, б0, //0. £0. .Ио, па
раметры пластической анизотропии, а г=р- граничная между плас
тической и упругой зонами цилиндрическая поверхность, положение



которой следует определять в зависимости от интенсивности внеш
них сил.

В упругой зоне напряжения и перемещения можно
представить в виде

ы = ֊•֊ 2 —- 1п —

где обозначены:

'• — ^2гН“^^23 --^1.$» ’1 — -^11 2-^124*^22

/. =^23 ‘3^12։ Х===^п

.4Г Вг, С1։ 1\, /Д—произвольные постоянные, /А,. —упругие постоянные.
На поверхности необходимо выполнить условия сопряже

ния решений двух зон. Из условий непрерывности перемещения 
следует

ДХ = Д. Вгт=В, С\ = С, /\ = О, ЕХ = Е

а из непрерывности нормального и касательных напряжений на по
верхности г = ? будем иметь

Р~д-= в

а

?
+л (Л-О) |

а

Х։ = >5, /։=ЛГ

ш / I Р — аг—уДп —
г Ь

(1-5)
Наконец, из условия непрерывности интенсивности касательных 

напряжении находим уравнение

^֊В։ ! 2’:.֊АВ֊^\ -м^г ./И֊/., Л« С’)- о 

где
/)’ I ^о՜/2 Iж ^(7-—Л)(11 -’/.)4* ^У7.Ч-^ох!Л

7 = /го(х х)2 + (-70/.։ 4- //оу?
Отсюда, определяя В в подставляя в выражения напряжений и 

перемещений в пластической зоне (1.3). получим
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<3Г=-~Р^Л
Л— 6' /[ .> + (^ + ОР(р)

с»=’г •:•«>*

а

р*

(5д 2//)/1 — -|-Л(?(р) , л- г6= г _ 
г-

г?

(1.6)

П г г
ч”=/’ —рс 

о о

, . 1'
г Г 2й

<и± Г3

и => —Аг г О(р) —, та = I) 4- 2.4з— — 
г М

аг

»>* Г

где введены функции

1-Л10^(р)-Л^|(р)-7Д> : Ао^1 

I 1֊.И0<.(г)֊Л^(г)]^

^-Д 

я

(Р+ал 4/-7)д=я +.2(/.- -а)А ֊ р(о)+(Р ^О)С«(»)4-/.с=֊ I 
р‘ р- ?е 1

Для упругой зоны из (1.4) следует

~г— — Я |-՝/Л 1я'—Ь — 
Ь 2 г-

=в
9

2/-Р 0(Р)\ 
г2 +|Р(₽)

<72

,2
(1.7)

и = —Аг\ О(р)^֊, у=*Е- -Ь С
/г /а՝
4 \г'гЛое V

гг
О՜-’

р. о . 2л՝й . г
то = Л+2Лг-------- |ц —

Р

После исключения В уравнение (1.5) запишется в виде

п ! ?
~ | ^(г,Р)^-гР(р)(/74-О) |Г <Мг» р) е1г —

9

2

а

Н

а
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а р «С Ь (1.8)

Из условий (1.2) следует

А |(>-֊)(*=-Р2)1 \ /
, /4-0+4// Г , . Д’* , , ,л .

--------------  <%г3т/г = ра-+ цЬ~-\- 
СГ .՛ г.

а

+ (|1~2х)О(р)р21п — ֊ Ф(р) ( ^-О) I **г(1г (1.9)
Р и

С|,1։1(^-р<) + ֊֊ р.г^г
и

(1.10)

Уравнения (1.8)-(1.10) в принципе определяют значения пара
метров .4, С и у. Перемещения определяются с точностью постоян
ных I.) и £.

§2. Совместное действие нормальных и окружных касатель
ных сил

Пусть ортотропная цилиндрическая труба находи гея под совмест
ным воздействием нормальных и окружных касательных распределен 
ных сил (фиг. 2).

Примем $=Л/Х=_С—И—А = 0

'*=/ Д[Г(р—/)- О/’+//и։]

Обозначая в пластической зоне будем иметь

/Г+О /_. г
’г, ;8 = —р--------- ---- ( 2 1П------ 1П - г---------- —

2 V Л 1֊4-/1-^/ЛГ

-I- /1 -'7-У у <- = у'^д- 1 г У

(2-1
*=/ —, ^'^=0, и=—/1--:2(0/^՜ 

г’ го

т)=Е-- (/]-•:»(р)^֊-/1--Л^)
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В упругой зоне получается

<7” ֊/ 1—։’(?)/;¥

(2-2)

\ГЕ-~6
2 Ц-/1— 1'/\г

/1֊^ -/1 --’(р)/Л' (2.3)

определяющему зависимость между р и внешними силами р— ц и Л
Из полученных формул предельным переходом можно получить 

решение задачи об упругопластическом состоянии вокруг круговой по
лости в бесконечной орто ровной среде.

Полагая </=0, Е-------- при Ь — из (2.1 —2.2) получим:
'^ПвР

в пластической зоне а^г ՛>

2 \ а 1-;-/1-/=/Л'

1

։=Ъ = 0, -<£> = (». И֊- < 1-Х2(р)/Л'

«=֊ -^֊.г - Д£֊/1—^(р)/лг
ДЛЙ6- 2/а-

в упругой зоне г>р

Граница между упрут ой к пластической зонами определяется урав
нением
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Ър 4 1п(14-/1-/։/Л0֊<1 — тг =

в ( н = ֊ Л]/1 _ 4-1П (>- 4-
\'УЛ4-0 )\ лгр* \а: Г а4 N/

В случае полости предельиос упругое состояние описывается эл
липсом

§ 3. Вывод основных уравнений, описывающих упругопласти
ческое состояние ортотропной конической грубы

Материал трубы принимаем ортотропным, несжимаемым, идеаль
но пластическим и удовлетворяющим уравнениям теории упругопласти
ческих деформаций. Полагаем, что при определенных комбинациях 
внешних сил вокруг конической поверхности 0 —х образуется пласти
ческая зона, ограниченная поверхностью 0=?, подлежащей определе
нию в ходе решения задачи. На граничной поверхности между пласти
ческой и упругой зонами имеются условия сопряжения, и на внутрен
ней и на внешней поверхностях задано соответственно (фиг. 3}

— р„ -рг‘. 'гч=т}, тг\ тв?=^, При $=а, 3 (3.1)

Задачу будем решать в сферической системе координат, центр ко 
торой помешен в вершине конуса.

Решение в пластической зоне представим в виде

о

зь= А — | | (2</4-//)/՜ (2Н •֊ (?)/с11?9|й)с1р0</б — 
а

6

з |

а, =5.-ь<»1(2(; । л)/-+(г-с)7с1йН -.„--ч
$1п*9

(3.2)

=* М-«>((2(7+/^)/(2#-гО)/с1£ ОI

^4—.|Уш(/'4֊/с18&)'

-Л?=0, « = г(/'-֊-/с1"Ь), — Зг/

С Д”= Б1п0 | ------- — т
Л <1)511? 9 
й

где
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„_________________________ а-ЧМ)1'*____________________________
|М/Г'+/С1й0)'а+(Г4֊Я֊4О)//2֊2(2О 2/7 /у/с^б-

I)—произвольная постоянная! а /($)- неизвестная функция, которая 
определяется из системы дифференциальных уравнений

<»=—-/9С1й6-м|(26 1-2/'՜ //)/' : (2Г4-2/7 б)/с1р0|
(3.3)

/"+/'<^(1----- А-
8111'5

Если ввести обозначения

"‘Л О

? = у.

Ф=։[(Г4-Н4-46)<?8-2(26 2// /7)/7с18б֊: (/74-О-’-4/7)/гс1б’5]’/2

и произвести некоторые преобразования [7], систему (3.3) можно при
вести к канонической форме

<5=—-госл^О — ՛ [(2(7 | 2Л /7)<?-> (2/У֊р2Л—(7)^5| 
ГФ

о' =—ъй—гс(цО 4֊ - —Тф (3.4)
$Й1г5 А-

Граничными условиями для (3.4) будут: г-в = ^1 при б = а и 
условия сопряжения на поверхности 0֊

Решение в упругой зоне можно представить следующим
образом: 

:• р
— р2 | (/։|” !‘-’Гс1^5)с1^5'^0—3 |

а ’•

= 5е4-/.|Г4-х։Гс1£(б тг,- = 5-П ~ 
$1п29

з, = зп+хГ-р’Е сС§0. гг?=0 (3.5)

Хл=^«(Ч- Ч'с^)', и-г(Ч-', Ч'сщб), ®=—Зг'Г 
2

Г . «а Г /■ К'®'2 . с°5՜? СО80 \ , ,. . Г1-—а,$1п235]п0 ( 1п - ------- ------ ------------ — ) - АгзЗнО
V 1£7/2 5|П>7 81Пв& /

где
1 — 3.412 2.422 .412 -^23« ‘41։ Д«2 2'4Г) ; 2-4гл

Х. = _ ■■'12՜ З.А,.)4-2.4,., .4М, /Ау,. -4։а--ЗЛ2Э—422—2ЛЗЛ

Е—произвольная постоянная, Ч’(0) — неизвестная функция, которая оп
ределяется из системы дифференциальных уравнении

3 Известна АН Армянской ССР, Механика, №2
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<5=—“r4CtgO4 (2л— 7J5—2(z4 u)4’ctg9

,4֊'=-W + ~ + 2r1. «"=* (3.6)
sin’G Aco

Граничными условиями для системы (3-6) будут: т/в=/ц2 при 
6=3 и условия сопряжения на поверхности 6 которые дают

F.=D, 71sin3a=7,sln’3

/=Ч-, ?=±, ?'=(|)4SF. при «=7 

$

л-л= | [4л»։'+(х+тЛя)5С‘е’։~(1‘с*8։в+адб)՛1 |rf&՜
(3.7)

- f [зЛ'(<р'+ч>’)—(2G-t-77—3A')fCtgO+(2f/-|-G)clgJS-----^1֊
J sin3» J ГФ
«

Дифференциальные уравнения (3.4), (3.6), условия сопряжения 
(3.7) в граничные условия для м из (3.1) в принципе определяют 
функции м, у, 4' и поверхность раздела упругой и пластической 
зон 7.

§ 4. Упругопластическос состояние трансверсально изотроп
ной конической трубы под совместным воздействием нормальных 

и кольцевых касательных сил

Пусть на внутренней и на внешней боковых поверхностях трапе 
версально изотропной конической трубы с осью симметрии механи
ческих свойств 0=0 действуют, соответственно, нормальные давления 
и кольцевые касательные силы

Ц——рл, —р2; -«?=£р Я?. При 9=7, (4.1)
Полагая по всему объему тела равными нулю кроме ъ?, также 

и тг9, находим

,.= Л . _ __________ / 1 - (<7^'sin1a)/(AsinS)___________  sin8-;
sin# ՛ /д/r(z.-rp)։4G(A—у.—у 7? 17У(*-')2 cosy

(•1.2)
В пластической зоне получаем

а,.=<зв4- 1/у /1֊Л'£, ^=з64 f 1 - -Л/А

. л ,r G sin9 . .г / — ( 2ln------ rln
V 2 \ sin®

л Sin’x .
•’? ~ 9։ ՝՝: ՛„■/ • !l

sin-6
Зг 7?Sin< sin; (4

Asin4v sin 9о
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AoL<h I 2 Sin’« COS? r sin4? \ J ?lSln4T

֊1/ /._?^՝] /JrsInO, .4(,=/r/H7-֊l‘)=4-0(.. -z-x-iO'-t-^z-A)1 
i ”sln49/

В упругой зоне ?^G^3 будем иметь дли напряжений

о,=о։+ 1/։Тда; W1 сой, _=^։=0
До г /.sin4? sin’O cos?

,,,„+ £±±֊ ֊[/, _ 91^L. ֊.=4t^֊ (4.4)
Ло ) /. Sin4? Sln’6 COS? SfrrO

Z_LJi 1 /7՜^?՜« «2!1/|П w + _ “5L\
2A0 У /.sin1? cos? \ tg?/2 sin38 sin։3 /

Перемещения и n v определяются согласно (4.3), а кольцевое 
перемещение

2r^sin2? . (. /, tg5/2 . cos? cosQ \ . ~ . nw-——---- — sinvf In-s-2— ----- U----------- ) Or sin 0 (4.a)
А»՜Аз X ։?4/2 sin2? Sin’O /

Граничная поверхность между упругой и пластической зонами оп
ределяется соотношением

Л_„.= * 1-1 "... S^L/m - +
2Л0 I Asin1? cos? \ ig3/2 sin8? sin2? /

(4.6)

Asin1? Г------T— Л/ 1 <7; sin4 a։ -?;//- У isln<T y

В случае ?2>-/2 (фиг. 4) может возник
нуть двухстороннее пластическое состояние 
[8]. R пластической зоне ^^0^? напряжения 
и перемещения определяй.тся прежними фор
мулами (4.3), а в упругой зоне ? —
формулами (4.4), (4.5). В пластической зоне 
п--?<9^3 находим

Фиг. i

3г=3|

sin8« 
sin’G

се f2G)z 1-֊2/Л

sin?
sinO H՜

4.jnl±}p=.?>£ -i/b-r-A

•4j3 .sin*‘i

4r<71sln8«sin& / cos?
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'■‘r 1/ G տ(ո2Հ sin5 , sin4« / ֊I , oSin’a , .
vFJ '-'Mr £-^՜ (‘L1)

-/7=?s+d'-'"։
Перемещения и и г՛ определяются согласно (4.3). В рассмотренном 

здесь случае параметр находим из соотношения

-| / (3Л А=|/ у 21п Sin8?
Sinaslnp

11+Հ! — (<?; slnM/քձ sin’f)]1 , 
" (1 TT^W ч-КТ^/Л

Հ?տ1ո*« sln‘_I |ntg JL 
/. sin1? cosy ” 2

__ q‘ Sin4«
L sin4*

Случай հ=-.՚'2 соответствует предельному состоянию трубы.

ԴԼԱՆԱՅՒՆ հՎ ԿՈՆԱԿԱՆ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ 1սՈՂ11ՎԱԿՆԿՐ1’ 
ԱՌԱԱԴԱՊԼԱՍՏէ՚ԿԱԿԱՆ ՎԻՃԱԿՍ

Ա. Դ. ՀԱԿՈԲՅԱՆ, Մ. Ա. յյլԱԴՈՅԱՆ

Ա մ վւ и փ ո ւ մ

^•/fWLwyz/yi/u/^ Լ սրթուորսպ, հասա պատերով գլանային խոգէէվակի ա֊ 
Ո.ա<իգա պլաստիկական վիճակը ներքին և արտաքին գլանային մ ակերեոէ յթ - 
ների վրա ադգսղ ՝, ա վ ա սա րա շա էի րաշխվաւ՚յ նորմալ և շոշափող ttt՛քերի, 
ճակատային հատույթների վրա կիրաովաժ ա tt ան y րա էին ձգող ււսքերի ե ոլորող 
ւ> nil ենէոների Համաաեղ էողգեէյՈէթյան տակ, ինչպես նաե. ան ի ղ ո ար n n/, եր֊ 
կ^ր կոնական իէողէէէէակի աոաձգասւլաււտիկական վիճակը արաարին ե ներ֊ 
րին կողային մակերևույթների վրա սւղղող հավասարաչափ րաղխված նոր
մալ և չոշաւ/ւէէխ ուժերի ղեպրում  ։ Ր,նէրււնւ[ած կ, որ նյութի անիդստրսպէէէ ֊ 
թյան ղ/իւավոր աոանւ/րներր Համընկնում են, ',ամապաւոասիւտնարար, ղ/ա- 
նային !ւ ղնղային կոսրղինատների Համակարգի ա ո.ան ր րն ե ր ի հետ՝. Աւււսէր- 
if ած են արտահայտություններ, որոնր կապ են '.tuiitttiuutnul արւաորին ու
ժերի It uiti աձդական ոլ պրսսաիկ ւրէաիների սահմանի միջևւ

THE ELASTOPLASTIG STATE OF ANISOTROPIC 
CYLINDRICAL \ND CONICAL TUBES

A. G. HACOBIAN. M. A ZADOYAN

S u m m a r y

The elastopiastic state oi an orthotropic thick-walled cylindrical 
tube under the Joint effect oi uniformly distributed normal and tangen
tial forces on internal ans external cylindrical surfaces, extending axial 
forces and twisting moments applied on end-face plane cross-section, 
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and the elastoplastic state oi the anisotropic, long, conical tube under 
the uniform normal and tangential forces acting on internal and external 
lateral surfaces are. considered. The main axes oi anisotropy are assumed to 
coincide, respectively, with the axes ofcylindric and spheric coordinates. 
The relations establishing a connection between external forces and the 
boundary between elastic and plastic zones have been obtained.

Л И Г L P А Г У 1’ A

1. Задо.чн AL А. О некоторых решениях уравнений пластического течения анизо
тропной среды. Или. АН СССР. МТТ. Ииж. ж., 1966. №2. с. 91-96.

2. Колмогоров В. Л., Соловей В. Д. К предельной нагрузке анизотропной грубы 
под внутренним давлением. Приял, механика. 1975. т. II. в. 7. с. 79—88.

3. Cater Neale К. IV'. Large -֊train Inelastic behaviours of cylindrical tubes. —In
tern. J. Solids and Struct., 1983, v. 19, № 8. p. 709-724.

•5 Sugimoto Masakatsu, Itakura Joshikiyo. Salto Koichi. Изучение пластического по
ведения труб из анизотропного материала с 01крышми и закрытыми концами 
пол внутренним давлением ..Нихон кикам гаккай ромбунсю*.—Trans. Jap. Soc. 
Meeh. Eng. 1973, 39. № 328. p. 3609-3618.

5. Бочарова С. А Напряженное состояние цилиндра из анизотропного материала 
под действием внутреннего давления и осевом силы при больших пластических 
деформациях — Пзв. пулов. Машиностроение, 1971. № 7։ с, 5—10.

6. Bitten Josef. P'rosch Напь-Сеor‘g. Г .istlsch-plastlsches Verhalten dlekwandiger 
Zyllnder unter Beriickslchllgung det ptasllschvn Anisotropic und der plastischen 
Konipressibiiita՛.. Forsch. Ingenieurw., 1983, 49, № 4, p. 112—116.

7. Лкопян А. Г. Предельное состояние пластически анизотропной конической тру
бы.—Изо. АН ЛрмССР, Механика, 1985, т. 38, №1. с. 20 32.

8, ЗаИоян М. А. Упругоплзггнческос состояние конической трубы.—Докл. АН СССР. 
1983, т. 271, № I, с. 56-60.

9 Задоян Л1, 1. Упрчтопластичсское состояние толстостенной трубы Изо. АН 
СССР. МТТ, 1987,' №4, с. 98-109.

Институт механики ЛИ Армянской ССР
Поступила в редакцию

8.V1I.J985

37



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՏ ՕԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ А КАД i-MIUI НАУ£ АРМЯНСКОЙ ССР 

Մեխա&իկէս XL, № 2, 1? Механика

УДК 332,591

ОБ ОДНОМ ЧАСТНОМ РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ 
БЮРГЕРСА КОРТЕВЕГА ;։е ВРИЗА

ОГАНЯН Г. 1.

Уравнение Бюргерса-Кор iсвега-де Ври ։а описывает распростра
нение волн малой, но конечной амплитуды в диспергирующих средах, 
в которых учтено влияние диссипации. Оно, например, моделирует вол
новые процессы в химически активных газожидкостных смесях |i— 3], 
звуковые колебания электронной плазмы, м<пнитснпдроликамические 
ударные волны. Известно, что уравнение Бюргерса описывает струк
туру слабой ударной волны, а уравнение Кортене։а-де Вриза распро
странение кноидзльиых волн в солитонов. Одновременный учет эферск- 
тов дисперсии и диссипации рассматривался с точки чрепия влпянп՛. 
дисперсии на структуру ударной воли... ( Ц, для чего использовалась 
механическая аналои»! с «потенциальной ямой»-.

В настоящей работе получено .очно,- частное решение, записыва
емое через эллиптические функции Якоби Это решение посредством 
разложения в ряд ио малому параметру Якоби удается упростил, и 
привести к тригонометрической форме.

.$ 1. Приведение к интегрируемой форме. В сис оме координат, дви
жущейся с невозмущенной скоростью n«yi-.a с0. уравнение Бюргсреа- 
Кортсвега де Вриза имеет вид

ди , ди > (Ри------ 1 ли-------Ь------ 
dt дх дх*

д*и п 
г՝г7^ = ° дх* (L1)

где //—скорость частиц среды. / — вр.мя, л* координата, а, I, со
ответственно коэффициенты нелинейности, диссипации и дисперсии. 
Интересуясь стационарными решениями уравнения (1.1). положим 
и(х, /)=ц(;), х— 17. где I ֊ скорость .впжения фронта ударной 
волны малой, но конечной амплитуды. Тьгда уравнение сведется к 
обыкновенному дифференциально,мг уравнению, которое после интег
рирования запишется в виде

(Ри
d?

ди
d-

V — //
1

С=О (1.2)

где С—постоянная интегрирования.
Вводя новые переменную х и функцию ■/.՛

И , 6 о5 и -----1------------ V
У 23 Л Հ

(1.3)
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перетншем уравнение (1.2) в виде

(Ри г/12а2\։/'^у 72Й2 .61/ /И 36 0<\ 12т г Гх
(1$* \25^/ (1$ 25x7 а \ а 625 ау5/ а

Обозначая 12о2(25*7)_1=<?- и выбирая постоянную интегрирования 

приведем искомое уравнение к форме уравнения Пенлеве

—■ — 5а ~ — 6<’-֊}-6Л=0 (1.5)

Отметим, что уравнение (1.5), выведенное из (1.1), совершенно дру
гим методом получено в [5].

§2 . Недиссипапшвный случай (о֊О). Уравнение (1.5) упростится

(Ръ а ■’---- = 6 с’՜ (2.1)

Умножая уравнение (2.1) на и интегрируя один раз, получим

= ФгР—4(и—Ьх)(и—)(?’—֊Ь3) (2.2)

Здесь с3—постоянная интегрирования, определяемая из задач с гра
ничными или начальными условиями. Ь3, Ьъ Ь3—корни уравнения 
4е’— ^-0, связанные между собой соотношениями

*1+*։+֊*։=0. М, + М»+*А-0. Ь1Ь,Ь,=—С±

Обозначим через Ь5 вещественный корень, а /;1։ Ь3—комплексно-со
пряженные корни

В. '’== /г *֊=
Интегрируя уравнение (2.2) и далее заменяя переменную интегриро
вания V на ?

Е *=)/֊1+/з (֊2.3)

I 77- =֊ = » 2г 3 1/ * 3
/1-4*81п։? I + 1 ։)> - 4

о
Здесь с2—постоянная интегрирования, А’ —модуль интеграла, 0<Л<^1. 
Согласно определению эллиптического косинуса [6, 8], (2.3) можно 
выразить через эллиптические функции Якоби

приведем его к нормальной тригонометрической форме эллиптическо
го интеграла первого рола
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■-‘ЧЪ- ՛֊■’ 11,1

Отметим, что решение уравнения (2.1) можно записать также, 
через функцию Вейерштрасса [7|: г>= ■>/՛($- <*•_>, О, с\), с инвариантами 
£2=0, #3=^. Выражая 5Р через эллиптические функции Якоби |8], 
снова придем к решению (2.4). Используя формулу для удвоенных 
аргументов эллиптического косинуса |6. 8]. решение (2.4) можно за
писать в виде

„ г— сп’(г, Л) I

где $п(г, &)—эллиптический синус. Согласно известным разложения« 
в ряд ио параметру Якоби д |6|, имеем

------- С||<֊;?>_____ = л_ С»В^-4У -1 1)^" 8|П^| 
зп(г, А) бп(г, 4) 2К 2/< Г1 1-И—1)ЯГ К I

?=ехр( А"(Л)=К(*'). (2.5)

где /\(/г)—полный эллиптический интеграл первого рода. А*'- допол
нительный модуль интеграла. В рассматриваемой задаче <?^0,02, 
поэтому проводя соответствующие выкладки, тля функции г՛ можно 
получить выражение

г’= | £1 / 3 0,966 с!и։(0,983 г) 0(<?)

Если ввести обозначения Д։=0,983/3 ”|/ р 1^ = ^ выра

жение для истинной скорости и примет вид

ДА^-_-Я1С(к2 1,^(х>И/) + 31 (2.6)
сс 0,966/3 ] 127'

Ниже, в п. 3, будет показано, что требование перехода диссипатнн- 
кого решения в решение (2.6) приводит к условию Ву=~п, так что 
окончательно получим

« = —- —Л֊Н-_-Л.си’ 1 ДС(х-Р7)1 (2.7
7 (1,966/ 3 I 12-; 1

Итак, решение (2.7) представляет собой волну, распространение ко-1 
торой описывается уравнением (2 1). Не-ру.тЬ показать, что период* 
такой волны ранен

7^-1 2^' 
I Лр

§ 3. Учет диссипации, Переходя в уравнении (1.5) от я к но
вой независимой переменной г=ехр(«$), приведем (1.5) к виду 
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a-z* — -H-t-Gö^=ü (3.1)
dz* dz

Полагая v^a'-z-J(z), получим относительно функции /(с) уравнение

=у-
dz- 

совпадающее но виду с уравнением (2.1). Поэтому очное решение 
уравнения (3.1) можно записать в виде

«= 14-/3՜ ֊- С"(՜? 4*1, '1'3՜ 1/^1«“+^) (3.2)
| 4 1—сп(2’„ А) г г 4 

где Сз, с.»—безразмерные постоянные интегрирования. значения модуля
А приведено в и. 2. 01 метим, что решение, уравнения (1.5) можно так
же записать через функцию Бейерштрасса [7] е инвариантами ,#2=0»

՝v=a-cze :՛' 0, 1)

Постоянные интегрирования <5 и сй связаны с са и с’։ несложными со
отношениями, которые здесь не приводим. Используя известные фор
мулы перехода о .< к эллиптическим функциям Якоби [»]. снова 
придем к решению (3.2) Согласно формуле для удвоенною аргумен
та эллиптических функций [6, 8]. полученное решение можно выразить 
через истинную скорость и ио формуле (1.3)

V 6?z <7 7 12«’ .-------1/£з_ е 
« 2577----- > 4 1՛- , /3 cns(5, k)

Sjr(4 A)dn2G. <’)

----------4__€Хр/ ֊“֊ —=)—^iCtg2| I/ —֊4L д ( expf —1 11
а 2577 0,966/з \. 5 7/ I Г 128г ։\ W / '1

(3.4)

Как видно из решения (3.4), учет диссипации приводит к тому, что 
волновой процесс, описываемый уравнением (1.5). является япериоди- 
веским. В предельном случае отсутствия диссипации разложим экспо
ненту в ряд по степеням н далее устремим ?» к нулю. Тогда (3.4) 
перейдет в решение (2.6), в ко юром необходимо положи (ь 
то есть в решение (2.7). Таким образом, требование перехода диссипа
тивного решения в недиссниатявное (6֊^0) приводи, к необходимости 
определения лишь одной постоянной интегрирования.

(3.3)1

Для дальнейшего сравнения решении (3.3) и (2,6) выберем посто
янные 4.J и с4 следующим образом:

Тогда, используя формулы (2.5), решение (3.3) можно упростить до 
вида
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«|.PI>4|. JI?I.II.UlkPll Ил, Il'tPi 1Г11.1П.1ЫПР
I.IIHHIU.։. iril.l!l‘b

•I-. *к (UUUIIX

II. if 1|1 n ||1 n I ri

StJippLp >î ^tu iftu ip t, (ittt ։i isiflt pîiliplt uiuipuii'rnuî p if/i и ft u/ui gfrru։j/< 1,'pLlfttt- 

hAp// tn tiljui jittp jttiiï p ItlfUipuirfpi/nuî !։ В jn i pq f<pu-h itpinltliif - qh ^pfi’l/i 
•[шишрпц! fti[: :i t/tt/iipft/t l.flitiftiiiulfiu'ii !l>mSil[tj[iuiiilipli ti fivn yu t} q ttt'u ijwi) /. ш (if 

tu tjui и ш fia ui'h d/qpfiin ii uni'b 4>ff[i fiuôtiuïp, upp !. f> fit i ö i, f t> pttppfi piitn

iui(tip[t[i ‘l,,։pp щШрнн!f.inpfi. phpi^iittl / ml.up^t

■>,n4H 4 inptfujö, пр Ijfuilutfutpltui^t 1։՝ф1Л(:п1. huit/utniniïp l'Lpittiî /. ttt[{tf>uij[dt 

Hfpnijl.ult iif iiftiipplipuil{ut՝)i qiitnj/ui [ttlii ;

ON PARTIAL SOLUTION OF THE BURGER-KORTEWEG-DE VRIES 
EQUATION

Û. G. Oil ANIA N

S u tn in a r V

The Burger-Korteweg-de Vries equation describes the propagation 
of waves of small amplitude In the media with dissipation and disperse 
effects. The exact partial solution is obtained which is defined by 
means of Jacobi elliptic functions It has been shown that dissipation 
effect brings about aperiodic wave process.
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ПЕРЕДАЧЕ НАГРУЗКИ ОТ УПРУГИХ РЕБЕР К КОНЕЧНОЙ
ПЬЕЗОКЕРЛМИЧЕСКО, 1 ОБОЛОЧКЕ

ФИЛЬШТИНСКИИ Л. А, ХИЖНЯК л. А

Взаимодействии изотропной и аиизо։роиной оболочек с упругими 
ребрами рассматривалось и рабшах [1. 2]. Ниже на основе фупда- 
че.ч.зльного решения, пос троенного а [3]. решается задача включения 
для льезокерамической оболочки конечной длины.

1. Рассмотрим отнесенную к координатной системе ?. у замк
нутую но 3 цилиндрическую пьезокерамическую оболочку длины /0, 
поляризованную вдоль ос։։ На торце 7=»0 оболочка жестко защем
лена, торец а—/0 свободен от сил. Пусть н точках «0, £0֊(-«։7' 
=!, 2.........ц- 1) к об олочке приложена система сосредоточенных
сил с компонентами Р։. Р-—Р2, Р^РГ

Будем ^ходить из полученного ранее [3] фундаментального ре
шения уравнении теории ылосих пьезокерамлческих оболочек. Компо
ненты матрицы Грина представим в виде

«//(«. *0. (1.1)

9 ՝ Ю
■| — Ре V V еХррАсшг<*> | 

Т £Г։ ~

где «’—общее решение системы уравнений пологой оболочки [3| 
при Р/=0 (/=1, 2, 3, 4); В**>—постоянные, определяемые из гранич
ных условий; Е(а—а0, 3—3О)—фундаментальное решение; «//—пере
мещения (/'=1, 2, 3) и потенциал электрического поля (г—!) в точке 
(я, 3) от действия сосредоточенной силы Р} (/ = 1, 2, 3) или заряда 
Л в точке (а0, 30+/н7՝)_ Остальные величины, входящие в (1.1), оп
ределены в (31.

Условия на торцах оболочки имеют вид

<7Ц’
«=<■’= и՝— —- =0 при а=0 (12)

<77

“г ~ ^֊֊=0 при з=/0
/<с с) Л

Рассмотрим два случая электрических граничных условий: 1— 
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горцы оболочки электродирОваны и заземлены (<р=0); 2—защемлен 
иый горец электродирован и заземлен (?=0). свободный торец элект 
рнчески зажат (/>. = 0).

I? рассматриваемой задаче нас будут интересовать перемещен!։ 
от сосредоточенной силы В силу (1.1) имеем

«։։=«(». '»=«’4 Л„‘Г։, «ц = Ч«» /)=^4-Д։е‘Г։ (|,2
//„=«(«, ?)=г«г + Лп‘Г։. «„=?(«. ?)=?вЧ֊Лн’1'։

ас= — у //<°>ехр(Л)'<т (12/’н։/рмАэ I 7
!‘ ~»

'Л •#;’՛> 1 Л՛,?; у/<<°>ехр(^«) 
.1

-Г 12а» - р/^)/ра/х,
4

^°-=—ру елрк* л) г":՛. 12"»Л0) Я?"' |
• I

~ (\2afWaf» с։,/р)/Л°,я Ь

А =Л V Ь" * V /,« *
" '«/гЛ 12«?-,.՛ ■ д1> Ъ?,

д ____*— .. у «» °*
“ л? Г, ՛' л’-<<г?* 12«? г-' -•>՛■- 1

/։л 2Ау^~— V Ь1?------ —------

__Л**Й о* ьп а-
12/г*го ։

^\о==~Си(^3~~г>3СП^''> ^Я==—ен(гВ $0 =~6'<4СЗЗеЗЗ

՝Си('-~ С<4:„) 5МЛ. д1} ~2/г'1՜՜ Ьэ4мл—£1։Г: ~4?։57Гг<?4։1‘?1э՜՜ 5зз^՛!

^:.=п; Ь\:^сп^, &։‘=см(ем5֊еиг); г(2е^՝ г-с^п)

6‘2- ֊^4-/-(2/<?п-спс?м); ^••=сп(ц։^-Ьс1/); ^3=сЧ4(спем-Ь5„с„) 

^’13 = спА/и֊с։з-г։-си(<?214спам); ^1=-с1։^; ^‘=с։^; ^‘=

А’4֊с„с„г-2емси$Ч֊ся(сигм—с„ем); ^։=2/г«-с։1егзэг-е^

Входящие сюда упруше и пьеюзлектричсскнс посгомнныг и их ко: 
биняцнп определены и [3].

Используя выражения лля усилий и моментом [I] и уравнен! 
состояния пьезохсрпмнчсско») среды I ’»). имеем

Л
(1.
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,. Л3 / о3да д2и>\

Л3 , . . л»
''՜ 12^ +(<?”ЧС<1)^

Подставляя (1.3) в граничные условия (1.2). получим системы ли
нейных алгебраических уравнений для определения произвольных пос 
тоянных (к--О. 1. . . .), 1, 2, . . .. 10). В силу громоздкости
их не выписываем. Этим заканчивается построение матрицы Грина 
для конечной оболочки.

2. Пусть конечная ньсзокерамическая оболочка усилена вдоль 
отрезков %1 = 2;7/;//ю (/?/=0, 1..........<՛■- 1) тонкими уп
ругими ребрами жесткости, нагруженными на концах одинаковыми 
продольными силами Р, вдоль отрицательной оси я (фиг. 1).

Будем предполагать, что ребро непрерывно скреплено с оболочкой 
н работает только на растяжение-сжатие, материал ребра диэлектрик. 
Условие совместности деформации ребра и оболочки имеет вид

« 1
Р(а)/ЕЕ = |ф. %)<7(7о)^о (2.0

< ч 1
е(а. а0)=е։ = -- 

Рэ

ди 
дз

Здесь г(а, %)—продольная дефор
мация; ип перемещение в точке 
(а. 0) от действия сосредоточенной 
силы Р։. приложенной в точке «0> 
Злн —интенсивность контакт
ных усилий, действующих на обо
лочку; £ и Г—модуль упругости и 
площадь поперечного сечения ребра

Фиг. 1

Вычисляя ядро ф. а0) с учетом (1.1), (1.3) и подставляя его в 
(2.1), Получаем сингулярное интегральное уравнение относительно 
интенсивности контактных усилий.

1 ։ ।
Ь 1՛ +Л 1՜ ьл+в («(/)Л=О (2.2)

՛՛: ՛■ -1 *с

з=(Дх4-а14-։2)/2; я0=(77- ?։ — ф/2, £=;г։—5։; А=—37.^/^ Ре[ 1д(х.У:1г. | 
■«и.։
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В=-Т^/ЩЕРЬ», Р(х, /)= V Ф,(Х. о - 
г-1 "10 О1.

Ф1(л-, О = 4^7^ (1 - -|§^^)| I -1т I ехр(։гф/.|х—ф2)|

Ф.(х, /)= —Йе5] »/(г.) Гс18 ‘ог-А<л՜՜')----------- 1------
12 Й, | ’ 4 Мх-()

Ф։=2йе V V 117р(г£)(*»>)-' |-1 й(г») 1ехр(«»Л.г*|х-,|/2)-
1г=1 , I I \ п / 12 |

~ ֊- ехр (1М г, |х—/|/2) | з^п (х-/)

Ф4(х,/)=2КеУ V В<п ( — ) (/А»)5^(г*) 4- 
*„։ »-.1 \ Л /

- ֊֊ ■•’-а24֊М/2|; />1(л)= V — г5֊2*
I {-о по

4 /»”
= Р(г)=Ь^:У^)-. Ч(х)=Ь։(?)1У(г)

у-0 ПО

Условие равновесия ребра даст
I
1՛ ?(/;Л=~2Р,//?../ (2.3

-։

Уравнения (2.2). (2.3) решались численно методом Мультоши 
[6]. После определения контактных усилий механические л элсктрн 
ческие величины вычисляются по формулам

н/г(а, I V ^у(о(о, Р>)//Ъ(а, в0. ^)г/»Л (2.4

«։

//.. г՛. /х3—и՛, 7/('7о-/)“ контактное усилие в точке (а0. ?|
от действия нагрузки Р,.

В частности, потенциал электрического поля в оболо«?ке имеет 
вид

=֊ Г Ч,(Ч. ?)[-֊г>?’ + АЛ' 
7 "։0

(2.5^3(1

<?> == ф(«, ^)/1/0: У0^Ь}^!ГЬ^а3

На фиг. 2 представлены графики распределения потенциал 
электрического пол> вдоль оси >. для случая заземленных торцо 
оболочки из пьезокерамики Р?Т—5 |51 при *=0. ^=6, /?г/Л=5Й 
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Кривая 1 соответствует «,=0.1. 
з,=0.4; кривая 2—?.,=(),3, а —0.6: 
кривая 3—«4 = 0,4. «2 = О,.5 («։, «2— 
координаты начала и конца ребра 
соответственно).

На фиг. 3 представлены рас
пределения потенциала электричес
кого поля для случая 2 при тех 
же параметрах оболочки. Кривая 
I соответствует «, = 0,1. «„ = 0.4; 
кривая 2—а, = 0,3. а„ = 0,(5; кривая 
3 —*։ = 0,6. 22 = 0.9; кривая 4 «։=*0,3, «2 = 0»6 ($ = я/о>).

На фиг. I представлены кривые относительного усилия в ребре 
^(д:)/Л=<Л>> И контактного погонного усилия

Фиг. 4

Анализ результатов расчета позволяет сделать вывод, что значе
ние потенциала с.упкччвеяно швиснт от места расположения ребра. 
При прио.1иженик ребра к свободному краю абсолютная величина
потенцияла увеличивается

ԱՄԱԱԴԱհԱՆ ։«11ՂեՐԻ?{ Պ31;9.11Կ1յՐԱՄԻ1|Ա1|ԱՆ ՎԵ1*^ԱՎ11Ր ԹԱՂԱՆԹԻՆ 
1«Խ1ԻԻ ՓՈ1ււԱՆ»ՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Լ. Ա. 1է»ԱՏ1’ՆՍ«։Ի, Լ. Ա. Խ1-<1-ՆՅԱ«1
Ա մ փ ո փ ււ ւ մ

Դիտարկված է ներդրակի խնդիրը առաձգական կողիր վերջավոր գլա
նային պլեզոկ երամիկական թաղանթին ք/.ռ,ի փոխանցման դեպրումւ Սի 
ծայրր ամրակցված, իսկ մյուսը ուժերից ազատ վերջավոր թաղանթի հա
վար կառուցված ՚ Գրինի մաարիցը: Այնուհետև ներդրակի խնդիրը բեր֊ 
ժած է ինտեգրալ հավասարման, որը լուծված է թվա/ին եղանակով. Հաշվ
ված են էլեկտրական դաշտի պոտենցիալը, ճիգերը կողում և կոնտակտային 
ճիգերը ազատ ծայրում տարրեր էլեկտրական պայմանների ղեպրում■

47



LOADING TRANSFER FROM ELASTIC RIBS TO THE FINITE 
PIEZOELECTRIC SHELL

I.. A. HI.SHT1NSKI, I.. A. KH1ZNYAK

S u m m a r y

The problem concerning loading transfer from elastic ribs to the 
finite cylinder piezoelectric shell has been examined. Green's matrix has 
been built for the finite shell secured on one end and free of forces on 
the other. Then the problem cd inclusion is reduced to an integral equation 
which is solved numerically. The potential field, the forces in the rib 
and the contact forces for various electrical conditions on the loose end 
have been defined.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ 111Ա ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
И 3 В Е С Т И Я АКАДЕМИИ Н Л У К АРМЯНСКОЙ ССР
ИМИ« = хи № 2, 1987 Механика

УДК 539.376

ОБ ОДНОМ АСИМПТОТИЧЕСКОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ
СВЯЗАННОЙ ЗАДАЧИ ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОСТИ ДЛЯ 

ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ ПРИ ЦИКЛИЧЕСКИХ НАГРУЖЕНИЯХ

ПОРКШЕЯН В. М

Возрастающие масштабы практического использования полиме
ров и композитов привели к необходимости экспериментального ис
следования и теоретического обоснования физических, и частности, 
термомеханических процессов в средах данного типа. Особый интерес 
вызывает изучение гермовязкоупруги?: тонкостенных конструкций [1 — 
6].

В настоящей работе рассмотрен случай осесимметричных цикли
ческих колебании оболочек вращения с учетом связности тепловых и 
механических эффектов. Гипотеза термореологической простоты мате
риала не привлекается; при постановке краевой задачи учитывается 
осциллирующая составляющая емпературного поля [6].

Решение исходной системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений 14 порядка осуществляется разложением полей переме
щений и температур на регулярную и погранслойную составляющие.

Особенность исследуемой задачи состоит в том. что при построении 
ногранслоя принципиально невозможно ввести локальную систему 
координат у краев оболочки, использование которой позволило бы 
одновременно удовлетворить всем граничным условиям. Указанная 
трудность преодолевается в работе построением двух существенно 
различных погранслосв.

1. Постановка задачи. Рассматривается тонкая термовязкоупругая, 
анизотропная, неоднородная оболочка вращения толщины // с глав 
ними радиусами кривизны /?, и R..: ,! ₽-.•<'* И качестве криво
линейных координат выбираются толщипная координата д угол х, 
образованный осью вращения и нормалью к срединной поверхности, 
н угол поворота произвольного осевого сечения оболочки

х0^х^х։;

Используемая в настоящей работе модель термовязкоупругой 
среды получена на основе традиционного термодинамического анали
за одного частного представления функционала свободной энергии 
Гельмгольца, рассмотренного в работе [7],

I Известии АН Армянской ССР, Механика, №2
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р4(/)= [ 1'1-1^«' (Г, л т, г,) '2^1 -¥Л'(г.Лг _
V՛ I 2 д- дг, д-. дт,

1 , , . д9(л) ОД . .
- —/п(г./. т, т;)—---------—

2 О' (?г,

где /(г, /, 7.) /[г, Т(г, /-■:),ел/(г. Ь 7), Т(г. /-т}), гк1(г, /-•<,), 7\гЛ), 
^тп(г,1),(—I — т}], Ь(()-Т(г. О—Т(г, 0); г—радиус-вектор мате
риальных точек.

Предлагаемая модель способна отразить ряд свойств реальных 
полимеров: эффекты механической и тепловой «памяти»; зависимость 
термомеханических характеристик материала как от предистории, так 
и от текущих значений деформаций и температуры. В случае гармо
нических колебаний около положения равновесия определяющие 
уравнения для тензора напряжений и энтропии, совместные со вторым 
законом термодинамики в форме неравенства Клаузиуса-Дюгема, 
имеют вид. аналогичны!։ соотношениям Д юга мел я-Нейман а в теории 
термоупругости, [7]:

(т, '^ЦТ, р5 = ®я/,(7՜,/‘о)г,;/ф/л( Г, *«>)9 (1.1)

где эя-г' комплексный тензор напряжений; .$՝- удельная комплексная 
энтропия.

В работе [6] из принципа Лагранжа, гипотез Кирхгоффа-Лява, 
допущения о линейном законе распределения температуры по толщи
не с учетом определяющих уравнений (1.1) получена следующая при
веденная система уравнений движения и теплопроводности для осе- 
сим м ст р и ч н ы х дсфо р м а ц и й:

о։ о։
а1н"-|-д2«л4-ад«Ч-еа4та"'-феа5та"фа6™' — <1-ы = \-Aji՛-фг 1Л3&֊| /1,9

ггЬлы"-\-;-Ь-'ы' Ь^ш —
о I II ։ 0 1

=^4.510"фе5Л/-^'-фгВ49/+б-1^Ч֊ (1.2)
о 10 10։ о 0101

ес։Г' \-1-с2Т"-}-гс2Т'֊^гс^Т՛ у-сь7՝ 1С9Т~-с.^*?С(и, -ю, и', та', та'. Т, Т, 9, 6)
О 10 10 1 1 0 10 1

'֊с7лТ"+^Т"-^(73Т' ^Г'^Т-д.Т (7.^֊С(и, м. и!՝ и>՛, та", Т, Г, 0,6)
О 1 О 10 1^,о 0 10 1

гсх()'г -£ас29"—2С39' , ес// б'5б- '-с£ <֊՝-= ^О{иу гг՛, и', и՛', и.՛1', 7’, Т, 0, 6)
О 10 1 <» 1 _ I 0101

. ! <.9-^ =з-£)(п, та, и'. та\ та ", 7՝. Т, 0, 9)

Граничные условия на боковых поверхностях (х=х0> вы
бираются в одном из следующих сочетаний:

.4/)-^5/)-ОДф-Р«), /=!. 2, 3; /, Д=1, 2,
где 

/I л л п
А 1) Т|Хл=Т;; 0|Хк=9;, д. А=о. 1

О 1-1
2) Сс.Т — еп^Т'-гелТ\х^д\
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_
еп. ։б'-|.ел0|л.л=^‘А, п, £=0. 1

11 ։ и I
3) е„Г ՝е., ,7' | $,_,Т • ?,|^=0

0 ։ о ।
^'4-^л-1в/Н-5/^֊г-5л+։б-т^я|хА=0; л, 6=0, I

В «кг«»’ 

0 1 2) Р^֊Р։ч ; да* А^Чда I *=0.1

С I) <л==®;

2) (]3и г<].^"' 4да%да'4-да-Ив9'+?в$'Ч֊ ?։09—
+<мк»=/>;. *=0. 1

О 1) да].ГА=«.; 
<> I

2) ^«Ч^"т^^"-г/4«’г-|-/5-а'Ч-/в0+/Лд=/И;. 6=0, 1

Здесь 7'(д-, !}=Т(х) Ке[9(л)ехр(/м|*)]—абсолютная температура обо- 
/11-/<м 

0 1 14 (*-
лочкн; Т(х)=Т -гТ—-- I Т(х, усредненная за цикл колебаний

I 
о ։

температура; 0=9 »9 — 9, /гл. амплитуда осциллирующей составляю
щей температурного поля; (? ехр(/ю/)--суммарное нормальное давле

ние на лицевых поверхностях оболочки, р=г~сф; и=н,4-

« — комплексное перемещение вдоль меридиана; и»=то։-|- 
6

^։с=—, й՛—комплексный прогиб; ( —; е= —; /'=/— 1; /?=
Л йх R

0 1 0 1 0 1 о>
=тпах(/?р Я); ₽и2)=/?г.(2|; Р(Т. Т)=Ра(Т, Т)^Р.(Т. Т)^Р,(Т. Л.
И
Р-(а!, Ду, /?„ су. г/у, е„ ру. д},

Коэффициенты Р/ весьма громоздкие; ограничимся выражениями 
л

для С, имеющими смысл усредненной диссипации (с точностью до 
„> * *

слагаемого — /?‘’+1лг։|5,|а), и 
2

Ц I.- 0 0 0 0 Л-г! 0 1 10
С = — А**՜1՜1 | 3|Л/«Н։/) -I ^2пр:И1 -Ь (1.3)

0 1 10 Х-ДЗ 11 11 А О о о о
4- аи/бшг: •£’^/*/(е-2Я/з2^4-е։л/вНу)4-<р«/(бх^у--0։е1яу)4-

*+10 1 10 11 1 10 *+2 11 11
՝ Мь/-^92е1«/)- £“^'?1Л/(&1Е2’»/-
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ъ о о о п л+г 0 1 10 о։ ։ о
—(6։22я/ /?&2г?я/Ч-9։в։я;- Т^е^,)—

*֊2 11 11
—22/??^(02е2л/ ;-9։в։л/)]

О I: О 4֊1 I А О А-4-1 1 
И—ю#* 1\Т($Чпкпг+*2?ч( £п^тЪ-\-*Я |

1 *4 1 О А . 2 1 А+Ю Л-2 1
-| $^(е?л/ел/~£2?л/М ՛' /яОн-е/?/п б)|, А=0, 1

о 1 0 1 О I
Здесь Вг-^՝(7՝, Т, 7՝, ю) №^к{(Т. 'Г, <••)—комплексный тен-

0 1
зор модулей материала; гл/=ел; 7в?л/—комплексный тензор

0 1 0 1 0 1
деформаций; уп1 (7՜, 7', 7«) ==©*•'(7’, 7՝, ю) Т, о>) — приведенный

0 1 0 1
комплексный тензор теплового расширения: т(Т, Т, ш)—тг(Т, Лю)

о I
Ч-/7?г2(7, Т. ю)—приведенный комплексный коэффициент теплоемкости; 
к О I Л/2 0 1
/ЧТ, Т)=Л֊* ( Л(7Ч^Т. г)гЧг.

Компоненты тензора деформаций имеют вид 

у ~и' т 2 /ы'~н\' 
$11—:1Г’ геЦ— ( ---------  )

Г| л \ Г, /

2. Выбор разрешающих функций. Ite нарушая общности, поло
жим, что Q—0(t) и заданы следующие граничные условия:

к к к h
: £1р/;։+ ...), «|.ч=ц;=£ в (2.1)

wj Б՜՜37՜’ и’р+е~1та/’։-г • • .. -a/'lx^wj =е гК’*.0-е՜3,2 w*։ 4֊ . . .

где /=(Г. 0): А,/-0. I; р„=- ’ ; -I.

Решение системы (1 2) строится в виде

z=zi(x)4-zn(c1) Z’H(;։) Z’'(:2)-1-Z4I(;2) 
где 

OU 11
z=(ffi» gi- «. w); gx-{T. 0); g.=(T. 6)

x=x0H֊ s ’' • ;2=a-0 4- — s1 f2ij=x, — s ;։

g}(x>-g\^f2g\x - zg\^~ • • 7=0. 1 (2.2)

a»(x)=se-J(a։n—e։'-«j-r-»Ki4-...). w։(x)=ss-1(arj-ri1--,?w|—•••)

-«ЦЕ ..)

■cy"($j)=4. zw՝2՝ ...) (2.3)
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֊^в’+ ... &|։(Ч)=« ?֊. .)

(2.4) 

и»|(^)=а4»4-з»/^«н-}-ад}«Ч֊ • •.. ю։,Чч)=»УЧ«,^։,Ч։*'У| + • • •

7”(Е։) и 2|||(’,։) имеют такой же вид.
Повышение (или понижение) порядка малости по с краевых усло

вий и нагрузки Ц приводит к повышению (или понижению) порядка 
малое։ и значений разрешающих функций (2.2) —(2.4), ио не изменяй] 
общей схемы решения задачи.

В настоящей работе при реализации первого и второго итераци
онных процессов ограничимся определением главных членов в раз- 
ложеннях (2.2) —(2.4), поскольку все последующие находятся ана
логично.

В дальнейшем в очевидных случаях индексы ( )>, ( )։|, ( )“’ 
опускаем.

3. Первый итерационный процесс. Переходим к построению ре
гулярного решения. После подстановки 12.2) в (1.2) с учетом раз
ложения коэффициентов

0 1 0 1 0 0 1 10 1
(ау. ЛЛ С1, Г)~У(Т. 7)= >'(7..Т0)^Г(Тв, То) .

получаем последовательность систем обыкновенных дифференциаль-
О I О : 

ных уравнений относительно Г,, 7/, О/, «/, ®/, у=0, I,...
Введем обозначения

/=(Г,0); О=(Г։, Г); ^=(^„ </:)

На первом этапе имеем
В .՝ о о

Л(^=-֊. —У*՜*'
Перемещения и и прогибы а- определяются из следующих уравне
ний:

/?։(х)п;4-Л(л)п(;ч-Л1(х)ч0=Л4(А'). трв(х)= (3.1)
Ьъ

Здесь Г։(х)«---А։— д։-. Л,(х)=а5—й, ( -- ) — а?— —а-
\*л / Ь*

Г,(х)=^֊ие А՛) ^։(х)=ав-п<А)-аА

\А/ \ Х\/ 1><
О О О О 00 00 0 0

С/=С/о; ау=пд>: *»=<?■ МД; аа=Л,01) • ЯД

Выбор метода решения уравнения (3.1) связан, в основном, с 
геометрией оболочки. Для оболочек, замкнутых в полюсе, коэффи
циенты Л1(х), А։«= 1, 2. 3 имеют особенность при Л’— 0; в этим случае 
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ограниченное решение уравнения определяется с точностью до одной 
константы О’.

Анализ последующих систем позволяет получить регулярное 
решение, удовлетворяющее исходно»’։ системе (1.2) с любой заданной 
точностью по »•.

4. Второй итерационный процесс. Для нахождения первого по- 
гранслоя у края х=х։ вводится локальная координата х-х,—

Как и при построении регулярного решения, первый погранслой 
находится из последовательное г н снсге.м полученных подст.чнонкой 
(2.3) в однородную систему (1.2) с замен« и х па

Главные члены разложения (2.3), удовлетворяющие условию 
убывания при <ю, определяются «• гочносы.ю д<» четырех постоян
ных Ор, /«1. 2, з, 4 

о I // О I ,!
Т0=С>‘ехр(Л;), Ги ехр(*-), 0а=6։.'ехр (&;). 4 О'»» ехр(А’Я)

(4.1) 

ио=А/։ехр(/.։։)+^ехр(Х,О /7лехр(£5) 

«’0=6|։։еХр(/։5)4 ^։1ехр(/Л)4-//О'^ехр(А:)

где р^-\-р^-трг—^), Ке(>1։)<0; Н—Вх В5Н֊ (—+ —Ла։
\*«1 Чх /

Нц—(֊'>д-— 1)0», *=0, 1 
\а։ а։ /•* /

^з=( —— - — -*)Ор; Р:=^~ -֊'Л; р,=ье--$ая—!■ ь
\й7 а3 R к а՝/ а։ я։

а с (1 ” 0-
а- ■ ; Ве(*)<0;

Чх сА-слс13
О (I О 9 О

С{=с^\ и,/=с1^, В =Вр. .-Ь=.4.; //Г=/Дд-=хг)=//(5 = 0)

Для получения второго погранслой у края х=х։ вводится ло
кальная координата

л=х,-£:.

После замени х на . и подстановьн (2.4) в однородную систе
му (1.2) получаем последовательность систем для определения 

(Т?. Т/. 0Р О/, и/.
Убывающее при решеии* первой системы находится с 

точностью до двух постоянных (7; н О1.1՛: 
о 10 ।
70- -ЛК7[”ехр(<.). 7’0 -6|||ехр(О^-Л/ОМ’ехрСь). 6!||ехр(т;)

и0=
О«1» АЬ՝ а.В 

7 ՝,3Ь1 ~а3Ь0
СХр(1',).

,.}|11 Ва. 1-АЬа , .. «о Ч"-;’—т^ехр(Т.)
а։А,-и։//0
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где

'.7+^=0. Ке(()<0; Л1=^--— ֊<-, А-А.М-А,. Л=--Д,ЛЦ Й, 
<4 I

С С С /* 0 О
^=^1- <А —. -- -И, — -<Л, —, а/=а/0, “ $/о

С1 С1 С1 С1

О О О 0 0
<■'7=^0. л։=а^ л. = д/։/)О=/>(х=л-1)=//(;-о)

Построением второго иогранслоя завершается решение задачи: 
наличие семи произвольных констант позволяет удовлетворить всем 
граничным условиям при л՛— л՛,.

Петра «слои при х=х^ строятся аналогичным образом.
В заключение коротко воспроизведем схему построения решения.

I) Выбором констант (О՝'։)о и ((7[:)0 однозначно определяется 
НИоо ՛■ _

вектор /ро, удовлетворяющий краевым условиям

Ло(?л=О) = .Ао
։

2) Выбором констант (О}։|)о и (Ч1’)# определяется вектор /Щ 
такой, что

7м(ч*=0)-| /14(«*=0)=/и

о
3) И снова, выбором констант (б’։)։ н (О'1 )։ определяется /Д’- 

вектор из условий
0 0 0,0
Д1(^=0)-| А1,1(^=о)4-/|о(л-=хй)=/;։

и т. д.
Перемещения и и прогибы ы строятся по следующей схеме.
1) Используя (О|։)в и (С'% находим прогиб удовлетворяю

щий вместе со своей производной краевым условиям

^'ао(«а=О) — ®;;о, (аЛо)'(’-с—0)=^д-о

2) Выбором константы (О^,)о определяются

/^0(А—х,)4-/ги =п;0
и т. д.

5. Некоторые выводы и замечания. Проведенный анализ право- 
| мочен, если выполнено следующее условие:

£<П1ах{|Р/|} (5.1)

то есть для сравнительно слабых нагружений, малых частот колеба
ний и тонких оболочек. Очевидно, что при этом нс приходится ожи
дать значительного теплообразования в оболочке. Это обстоятельство 
позволяет пренебречь в исходных уравнениях нелинейностью, которая

О 1
обусловлена зависимостью Р от 7՜ и 7‘. А именно, полагаем
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О 1
Р(Л Г)

О 1 
Р(/'Ч Т ).

О 1 
Р(7*. 7՛’),

х£1)

x£D

где О={х|^-|-Я<х < д\ о}, D = {л-;.т0 < х < х9 4 бАх։ — 3 < х < д-,},

А‘1

Нелинейность уравнений (1.2) связана также со структурой 
А !։

функций С и О. При построения решения осуществляется следующее 
разложение:

* > 4* А А* Л А А
5(«;.Л, е։д, О'. О’1, О’11. Т<, Г11. Г1’1 )-$։ 5։‘4-5”1

Л к ААЛ
где $=(С. /)); вектор б1, Г1) определяет регулярную часть;

к к к к к к
вектор ч$։։=5||(еу|л, 9П, Тн1—первый погранслой; 5" —А՝11 (И,, б}>։, Цй, 
АЛА А А А
б1. б11, О»։, 7\ Ти> 7’ш) второй погранслой.

Из проведенного исследования системы уравнений (1.21 при; 
сделанных предположениях малс-сти (5.1) следует, что в подавляющей 
части оболочки температурное поле определяется тепловыми усло
виями на лицевых поверхностях.

В качестве примера рассмотрим оболочку, с лицевых поверхностей՛ 
которой осуществляется теплообмен с внешними средами по закону 
Ньютона. Температурное поле вдали 01 краев оболочки определяется 
регулярной составляющей и имеет следующий вид:

о.о оооо
о -г'Т'ч-т’Т’ ։ дм Г -Г—т+ о
ВД= -О«). 7 '0(.т)= - — -Ч֊֊ Ч—

+ А33 А33
о о

о vr6‘ 4-«/՜
‘о—֊ ֊ ֊г^3*)
Г-Н’

Здесь •[*—коэффициенты теплообмена с лицевых поверхностей; Л?7- 
тензор коэффициентов тепло проводное՜։ .։; 7՝ R՛ (б ։exp(/wz)—темпе
ратура внешних сред.

Если Т-— const, то с точностью о(-) в оболочке устанавливается 
однородное по х и линейное пи 2 температурное поле. В случае 
9±=0 указаппиое температурное поле также и стационарно с точ
ностью О(£3;-). I

Что же касается приграничных областей оболочки, то здесь ос 
циллнруюшие температурные поля, задаваемые на боковых по 
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верхностях. самым существенным образом меняют картину напряжен
но-деформированного состояния в оболочке

Последнее утверждение проиллюстрируем на примере тонкого 
сферического купола, подверженного внешнему гармоническому на
гружению. Боковая поверхность оболочки жестко защемлена я под
держивается при заданной температуре: с лицевых поверхностей 
осуществляется теплообмен с внешней средой по закону Ньютона.

Численный расчет проведен для купола, изготовленного из капро 
на-Б. тсрмонеханнческне модули которого приведены в работе [В| 
Остальные параметры принимаются следующими

««0.1 рнд/сек: /?=0.1 м; Л=10 4 м; х, - -/2; р=1О* и/м»; Г=40 С;

7"=20*С; Т’ = 30аС

На фиг. I приведено распределение действительной и мнимой со
ставляющих окружных напряжений в зависимости от амп-

о
литуды температурных осцилляций на краях оболочки 0(11);
1(1Й).

На фиг. 2 приведены графики меридианального перемещения 
о

и-//։+/и. и прогиба wt=wl-riws для случая 6*=0.

Проведенный численный анализ показывает, что для адекватного 
описания термонапряженного состояния вязкоупругих оболочек необ
ходимо учитывать осцилляции тепловых полей.
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8ԻԿ1.ԻԿ ԻնքՒՆԱՎՍՐ11ԻՄՆնՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ ՊՏՏՄԱՆ ԹԱՎԱՆԹԻ ՀԱՄԱՐ 
ՋԵՐՄԱԱԱԱԱԴԱՄԱԾՈԻՑԻԿՈԻԹՅԱՆ ԿԱՊԱԿՑՎԱԾ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ I ՈԻԾՍ ԱՆ 

ՄԻ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿ ՄԵԹՈԴԻ ՄԱՍԻՆ

Վ. Ծ. ՊՈՐԿՇԷՅԱՆ

Ս. մ փ ս փ ո I մ

Ուսւււմնասիրվում Լ տսիմպԱէստիկ մեթոդի կիրաոաթ քունր 
րեոնավորս։մների դեէդրում պտամ ան թաղանթների ջերմ աաոաձգամածու-
յյիկոէթյան կապակրված խնդիրների անւպիդի Համար։ Ս տարված է սւեդա- 
փոխությունների սեդսպյար հ սահմահային շերտերի րադաղրիչների ճկվածք
ների ե ջերմ աստիճանների կասւ։։ րմ ան սխեման։

Bntfy / արված երկու տարրեր սա',մտնային շերտերի ղոյո։թյւսնր, 
սրսնրիր աոաջինր и/ ա յմ ահ ա վ ո րվ աո Լ թ աղանթ ի շարմմ ան հավասարում
ներով, իսկ երկրո րղր ջերմ ա Հ աղ որդ ակ անութ քան Հավասարումներով։

AN ASYMPTOTIC METHOD OF SOLUTION OF COUPLED 
PROBLEM OF THERMOVISCOELASTICITY FOR SHELLS OF 

REVOLUTION UNDER PERIODIC LOADING

V. M. PORKSHEYAN

S u tn m a r y

Asymptotic analysis of the coupled problem ol thermovlscoelasti- 
clty for the shells of revolution under periodic loading has been studied. 
The expressions for the regular and boundary-layer solutions of displa
cements, flexures and temperatures are obtained. The existence or (wo 
types of boundary-layer solution has been shown, first of which is cau
sed by the equations of motion, second—by the heat conduction equa
tions.
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