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ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПЛАСТИНКИ КОНЕЧНОЙ 
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АКОПЯН 11. 3.. БАГДАСАРЯН Г. Е.
Задача вынужденных колебании гонкой идеально проводящей 

пластинки в продольном .магнитном поле рассмотрена в работе [1], 
в которой показано существенное влияние напряженности магнитного 
поля на амплитуду резонансных колебаний.

В настоящей работе, исходя из линейных уравнений магнитоупру 
гости тонких пластин [2]. рассматриваются вынужденные колебания 
тонкой пластинки-полосы конечной электропроводности в продольном 
магнитном иоле. Исследовано и показано существенное влияние напря
женности магии гною ноля, проводимости материала пластинки, часто
ты внешней силы и толщины пластинки на характеристики вынужден
ных колебаний.

I. Рассмотрим гонкую изотропную упручую пластинку постоян
ной толщины 2й, отнесенную к декартовым координатам л\ у, г так, что 
срединная плоскость иедеформнрованпой пластинки совпадает с коорди
натной плоскостью .су. Пусть пластинка, изготовленная нз материала с 
конечной постоянной электропроводимостью о находится в вакууме и 
под действием поперечной нагрузки А х./) колеблется во внешнем по

стоянном магнитном поле с вектором напряженности //(//, О, О), на
правленном по осн ох. Граничные условия, нагрузка и геометрия плас
тинки таковы, что формой колебаний является цилиндрическая поверх
ность с образующими, параллельными координатной линии оу.

Задача решается на основе следующих предположений: а) спра
ведлива гипотеза магннтоупрутостн тонких тел [2] в виде, предложен
ном в работе [3]; б) магнитные к диэлектрические проницаемости ма
териала пластинки и окружающей среды равны единице; в) влияние 
токов смещения пренебрежимо мало.

На основе принятых предположений в работе [3] получена следую
щая система интегро-дифференциальных уравнений:

^ + 1^=о
дх с д(

4-до 
с V С д! / -А.1 V

О^+2г,А^+2,(А5^ + 2^/у 
дх* д? д( с

А+ " д”\-Р{х, о=о 
\ с д( /

(1.1)
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описывающая вынужденные колебания пластинки-полосы конечной 
проводимости в продольном магнитном поле.

В уравнениях (1 1) к1—прогиб пластинки, ^-тангенциальная 
компонента индуцированного н слое |г|<// электрического воля, /— 
нормальная компонента индуцированного в слое |г <7/ магнитного 
поля, Л>~2/:7г' 3( 1 ■/•)֊-цилиндрическая жесткость. /Г—модуль упру
гости, > коэффициент Пуассона, £—коэффициент затухания при от
сутствии магнитного поля. плотность материала пластинки, с — 
электродинамическая постоянная.

.= 1 I при жС|0, я] 
| О при Х(֊|о, а|

// — ширина пластинки-полосы. В первых двух уравнениях - оа<7с<7х>, 
я в последнем--а*С|0, </-|.

К системе уравнении (1.1) н каждой конкретной задаче необходи
мо присоединить обычные условия закрепления краев пластинки, на
чальные условия и условия па бесконечности (/ и 0 стремятся к 
нулю при —ос).

Как показывает точное решение системы (1.11 в случае беско
нечной пластинки, член д[>дх во втором уравнении имес! порядок й/л 
по сравнению с последним членом этого уравнения [4]. Поэтому, остава
ясь в пределах точности теории гонких пластинок, в дальнейшем им 
будем пренебрегать. Тогда из первых двух уравнений системы 
(1.11 путем применения обратного преобразования Гильберта и с уче
том третьего уравнения определяем / и <|՝. Подставляя найденное 
значение Т в третье уравнение системы (1.1). задачу вынужденных ко
лебаний пластинки в продольном магнитном ноле приводим к решению 
сингулярного пнтегро-дифференииального уравнения

4з// 1՛ дГ (К ын* д-ы 
дх с- .' д/ л՞ с2 дхд!

о
где (1.2)

Р=1) — д 2бй — -• 2'М — -Р(х, I) 
дх* дР д/

с обычными краевыми условиями для и> ня длинных сторонах л՜—О 
и х—а пластинки.

2. На основе (1.2) рассмотрим задачу вынужденных колебаний 
шарнирно опертой по краям х=0, л-=ц пластинки-полосы шириною 
а под действием нормально приложенной нагрузки Р(х, /)=.Р։(х)§1пш/.

Решение исходного уравнения (1.2). удовлетворяющего известным 
условиям шарнирного опирания, представим в виде

« Пт:
к'= V /)х1п/-пл-. <л= — (2.1)

л I Н
Подставляя (2.1) в (1.2) и используя обычный процесс ортогона-
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ливацин, после некоторых преобразований приходим к следующей бес
конечной системе обыкновенных дифференциальных уравнении отно
сительно неизвестных функций <£7Ч(/)

л I о/ dt

=?lwslnw/ i-4-sw/^cos»/ (z«=l. 2. . . . i (2.2>
где

л Й
2ft f f CO5> лнС Sin/ Д .. . 

(imn— I I ■՛ ■ ՛ ՛ d zdx
“df-mC9 J X

и 0

4«=—-----— | cos>mxc/P։
airfh J

(2.3)

[ Р,(Цсоу..г d,dx

Qdk частоты собственных колебаний пластинки при отсутствии маг
нитного поли

Если возмущающая сила отсутствует (Ат=Нт=<}). то уравнения 
(2.2) являются однородными и характеризуют собственные матннтоуп- 
ругне колебания конечнопроводящей пластинки в продольном магнит
ном поле. Представляя решение указанной однородной системы в ви
де

ЗДп(О=Слехр(*Ч/) (2.4)

где «о—частота магнитоупругих колебании, для определения неизвест
ных коэффициентов гя получим следующую бесконечную систему ал
гебраических уравнений [о]

-12= (■. ֊=- >О]с • :.<>£ -,1>)г,=1>
ч— I

где
Йо* о ( л7*=---- , •- ~ ~ ------- • 3—-----О О О г:—о։ --о։ ••«։ ՝■

Н՝1 4г з
, Ь,пп— «о = 7Г՜

Приравнивая определитель однородной системы (2.5) нулю, при
ходим к следующему .характеристическому уравнению относитслыю 
частоты Р

11^40’ Н1+«вИ*Н-|Л + -ЛПМ О (2.6)
где символ Кронекера.



•Четко показать, что определитель (2.6) относится к классу сходя
щихся (нор м ал ьн ы х ) о 11 реде.՛։ 11 те л е й.

Из (2.6) для определения первой частоты магнитоупругнх коле
баний получается уравнение

■>^։f-(.3+=«ï)S24|=o(1 :«3) + ?ïlP+?-<> (2.7)
где

Հ — — ֊ —
■ ".Я,

Уравнение типа (2.7) при г=0 получено и исследовано в работах 
многих авторов. Показано существенное влияние напряженности маг
нитного поля и проводимости материала пластинки как на частоту, 
ак и на демпфирование колебаний.

Вернемся к основной задаче вышеуказанных колебаний пласти
ки, ограничиваясь первым приближением. Тогда из системы (2.2) в 
случае /\(х)=Р() sin /лх получим следующее неоднородное дифферен
циальное уравнение:

(?4-3օ՜7 ՜։՜Հ-J՜ 4- w։ -H^sinC-Ն (2.8)
\ «՜/\ «՜* a- / a-

где
<><յւՀ ա,՚*֊օյ. ÏC’<՛ ^Q,'2f'AQQ|

«հ.—прогиб пластинки от статически действующей вертикальной силы 
P0Sln/-։A-.

Частное решение уравнения (2.8). описывающее установишиеся 
вынужденные колебания, имеет вид

ï,֊«'(/?+9((?t4Si1| (Ж| ( 1֊6*)’И

т =0<й=|2?-; i 2М'- с") ՝< --,) (2.9)
где угол «(. представляющий сдвиг фаз между возмущающей силой и 
вынужденными колебаниями, определяется из соотношения [6]

(E*4 *të*)ï I у?
tgr (^-гз^)(1-&’։ - se«39։ 2'

Как видно из (2.9). амплитуда вынужденных колебаний получа 
ется путем умножения статического про.иба те.՛,. на абсолютное зна
чение множителя

к=\W (1 -о«)»+l?ï+=o('-6։)+O.5v?l( (2.11)
г I I

который называется динамическим коэффициентом [6] При отсутствии 
магнитного поля (а=0) из (2.11) для динамического коэффициента 
получим известное выражение

Ko=KïO)։֊f (i-mпл (2.12)
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Для большей наглядности сначала рассмотрим случаи идеально 
проводящего материала (з0-*оо). В этом случае из (2 11) легко полу
чить следующее выражение для динамического коэффициента

Л',=| (1 -**)’ + 2хЗ( I - PR

Сравнивая (2.13) с (2.12), можем записать
(2.13)

J . 2*?(1-Р) ол
(2.1'1)

Рассматривая (2 13) или (2.14). легко заметить, чти »ависимость 
динамического коэффициента от параметра ?. характеризующего и։ 
пряжеииость магнитного поля, является монотонно убывающей если 
0<1. Для этого случая 0С1) на основании формулы (2.11) проведе
ны вычисления значения относи;единого динамического коэффициента 
в зависимости о։ напряженности магнитного поля при различных ша 
пениях х=з21։1а, Здесь и в дальнейшем при расчетах принято: /: = 
= 1.1 • Ю’՛ ДИН/СМ*, •' |ОСМ, > —\г>3 Г см’. ՛• >о = О.<)3. I де
^=2п:/ио։—относительное рассеяние энергии вследствие конструк
ционного демпфирования. Результаты подсчета значений при
ведены в табл. 1 и на фиг. 1. причем пунктирные линии соответ
ствуют случаю &։=0,9, а сплошные липни—случаю $=1 (случай ре
зонанса в отсутствии магнитного поля). Рассматривая таблицу и по
строенные кривые, замечаем, что при наличии магнитного поля амп
литуда вынужденных колебаний существенно уменьшается и это вли
яние намного усиливается в случае резонансных колебаний.

Таблица /
Значения Л'։ л0

\ (-) 

1О’-.т\
0 1 2 3 5

С-.
О 1 I 3.1•10-3 8'10"з 3.5-10՜4 2-10-3 1гЗ-10 4..՛ 5 1 0.502 0.502 0.309 0.201 0.139а 9 1 0,959 0.855 0.724 0,595 0.48 >

1 1 1.5'IO՜’ 3.8-10-« 1.710 « 9.610-՛ и-1 10՜’
5 1 0.189 4.8-IO՜3 2.1-Ю-з 1.2-10-3 7.7-I0'4— 9 1 0.740 0.270 0,124 7 10-2 4.5-10՜3

Если же частота вынуждающей силы велика по сравнению с соб
ственной частотой (€»> 1), то нарушается монотонная зависимое г. 
динамического коэффициента от напряженности магнитного поля. В 
этом случае динамический коэффициент принимает максимальное -.на- 
чепне при 1 )/3 и равняется

max К,֊he)-», ($>1) 
<•> .

(2.15)

На фиг. 2 приведены (рафики зависимости А'։/А от и.։пряженное!и 
магнитного ноля при различных 5, когда 6’=1.1. откуда видно, что в 
отличие от предыдущего случая (0^1) здесь наличие мат питого поля 
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может привести к существенному увеличению амплитуды вынужден
ных колебаний.

Перейдем к исследованию зависимости величины Л*, от частоты 
вынуждающей силы при фиксированных значениях напряженности 
магнитного поля. Из (2.13) видно, что динамический коэффициент К։ 
как функция величины & имеет максимум при 62=1 , — 0.5 •12, ко
торый равен

Фиг. I Фиг. 2.

Из (2.16) видно, что величина 7 1 является максимальным зна
чением динамического коэффициента но г> при отсутствии магнитного 
поля (я = 0), то есть

шах /С=т՜’
(6)

В силу этого формулу (2.16) можно представить в виде 

шах/<։
- -—— =՝; mа х А'։ = (2.1“)
шах Ко <՝) V1-H3<«1

Зависимость величины утах/<։ от х и Н приведена в табл. 2 и 
<*» 

па фиг. 3.
Рассматривая кривые, изображенные на фиг. 3, замечаем, чго 

наложением магнитного поля с напряженностью порядка 10;э мож 
но в несколько сотен раз уменьшить максимальную амплитуду вынуж 
ленных колебаний.

До сих пор рассматривали влияние магнитного поля на характе
ристики вынужденных колебаний, принимая модель идеального про
водника Рассмотрим теперь аналогичные вопросы в случае конечно- 
проводящего материала, опираясь на формулу (2.11). С этой целью па 
фиг. I представлен график зависимости относительного динамического 
коэффициента от напряженности мя!нитиого поля при различных 
8



значениях относительной частоты: 04=О,9,‘^=1, О8--1,1. Представлен 
иые кривые построены по формулам (2.11) и (2.12) для медной плас 
тинки (з—5,3 • 10’՜ с՜’) при 5=0,02.

Значения ушах /< (5.//) 
(•>

Таблица 2

\10^Ц 
Ю=Х) 0 1 о *• 3 4 5

0.3 1 0.093 0-047 0,032 0.023 0,019
1 1 0.494 0.273 0.186 0.141 о,пз
3 1 0'947 0,828 0.701 0,59-1 0,508
5 1 0.988 0.954 0.904 0»846 0.786
7 1 0.995 0-982 0.962 0-935 0,903
9 1 0.998 0,992 0,981 0,958 0.951

Сравнивая фиг. 1.2 с фиг. 1 замечаем: а) зависимость динамичес
кого коэффициента от напряженности магнитного поля для конечно 
проводящего материала имеет качественно аналогичную картину, что 
и в случае идеального проводника; 6) модель идеального проводника 
дает завышенное значение для максимума динамического коэффициен
та и увеличивает скорость убывания амплитуды вынужденных коле
баний.

Зависимость динамического коэффициента от частоты вынуж 
дающей силы при //=10‘э показана на фиг. 5. Сплошные липин по
строены на основе формулы (2.11) и соответствуют конечному провод 
нику, а пунктирные линии на основе формулы (2.13) и соответствуют 
। ։ деа л ином, у про во д нику

Из фш. 5 видно: а) в случае коиечиопроводяшего материала, в 
отличие 01 идеального проводника, при наложении магнитного поля и 
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дальнейшем увеличении его напряженное ш динамический коэффициент 
вначале уменьшается, достигая минимума для определенною значения 
О, после чего картина зависимости такая, как и в случае идеального 
проводника, 6) как и выше, модель идеального проводника лает завы
шенные результаты.

цтриизшчил. irimbiHMiUb i-iusniur чь1‘5и.чпр гидпг’Н'О 
llltl.b IISI’4|||‘UJ.I|U,4. SILSin.Ill'IH.IiPi;

•n. Ч. Л11.։ии‘311.ь. T. b. mk'VMLU ILPSULb

II. ։f i|> il ф n i if

H^Ju ai “՛ P " • G G. " '/ Г ш 1'1/14 " u,l 1' /' 7 /' “u‘ "111 A '1 7 “1 '■
ttiLiinift juili yôuijlilt ■> m <( tn и tnyin ifli by /> у , y{t ։n tnу I] (/ n t17 Ab yliyl.pl[iii iliailjtuli 
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FORCED VIBRATIONS OF FINITE CONDUCTIVE PLATE. IN A
LONGITUDINAL MAGNETIC FIELD

P. Z. MAKOPIAN. Ci L. BAGDASARIAX

S ù m ni a г y

In the work based on linear equations of magnetoelastlclty of thin 
plates, the finite conductive thin plate-strip forced vibrations in a lon
gitudinal magnetic field is considered. The essential influence both of a 
magnetic field intensity, plate material conductivity, external force fre
quencies and plate thickness upon characteristics of forceri magnetoelas
tic vibrations have been investigated and shown.
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ИЗВЕСТИЯ л К Л Д Е М И И Н Л У К Л Р М Я Н С К О П ССР 

1Г1.|чи1Гф11и1 ХГ. № I. Механика

УДК 532.58.620.22

ИЗУЧЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ТОНКОГО КОНУСА В МАГНИТНОЙ 
ЖИДКОСТИ

БАГДОЕВ Л. Г.. ГРИГОРЯН М. С.

Уравнения >лек։ родинамики для сплошных сред и магнитных жт- 
костей приведены в работах [1. 2]. Общие вопросы движения малин
ных жидкостей и тонких тел и сжимаемой жидкоси։ рассмотрены в 
работах [3, I]. При наличии кавитации движения тонких тел рас 
смотрены в [о].

В настоящей статье изучается движение тела в магнитной жид
кости, которая считается неэлектропроводяшей.

Уравнения неразрывное।и и гвнженпя были получены в [I]

где .о—плотность, (/ скорость частицы, Н магнитное поле- Н = ^Н, 
!՛ = р(р1Т,Н). 5, вязкостные постоянные, Р суммарное давление, 
Р—давление.
Уравнения электродинамики для магии։ной жидкости:

<Н\՛ Д=(), го1А/=0

Рассмотрим задачу движения тонкого конуса со скоростью Г. 
Ввиду малости возмущений можно полагать

Р‘Р0\1\> р=р0Жр„ Н-Н.гН. (2)
Считаем, что р зависит только от ъ. при этом

8п|

и равнение движения имеет вит 

о . 1 (ГУ 1 р----- — г Р-1- р----- Сргт* —
(И иу ' 8к

где отброшены слагаемые с ՛,.

И-Лтй>+.^ (4)
Яр 477

11



Учитывая то, что /7хго1/7=0 и используя равенство

7?Хго։Н= 7/ (5)
2 

можно записать

(Ш П 1 ГЛ 1 02 ,г.
•77 г՜Р 4-֊-'? — ??//• (6)

(И 8г «р 8- г/р’

Кроме того- предполагается постоянство энтропии

-----= «’— 7)
(И 

а -скорость звука.
Для малых возмущении

(8)
<։0 невозмущенная скорость звука.

Окончательно получаются линеаризованные уравнения задачи

-֊7-0
д1

сП'
(>л----10 (Э/

¥ Г
8- /0 8г (9)+ V<4

Р։“Л^г ^Нй-\г^Нх=^

В силу того, что г<_>(/7։=0. следует полагать 

^ = Г?. //։ = ??

Считаем, что //„ направлено по осп л՜, вдоль которой движется 
конус.

Из уравнения (9) имеем

. р п дЛ. • , £*? Р, 
։"\/рЛ 4^ дх • ;'0^ 8г </= (10»

+ №•!'֊(> (III
(1г^ дх

Р^а^՝ ^г4-РоА=О (12)
ш

Отсюда получится уравнение 

, Нл
Р։ _ п д( 0 с1'^ 4г дх (|3)

Функции ? и ՛? должны удовлетворять следующим уравнениям:
Эг<р 
~дх2



№ "7 дг )\;' <*9о *г.)~дг

дь 
д(

1*оГ*
,. д ..
Ни֊ V ?

В (II) введена радиальная координата г. 
Из (14) следуют соотношения

Волновое движение будет при <?8>0. 
Можно также получить

Ф—гармоническая функция, гф = О,
На конусе имеют место граничные условия |֊1,5|

— г гк, ?> = ()// х)$
дг 

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

где 3 угол полураствори конуса (фиг. 1).

Фиг 1

Обозначим через / высоту конуса.
Для простоты можно считать, что жидкость несжимаема и по

лагать ?•'■?=(). тогда 0=1 и решение имеет вид |4)

2 ' /(Х,-ЛГ)»Л г«՜
VI-1

(21)

Так же, как в [51, удержим в решении на конусе члены поряд
ка 3“ 1п 3, тогда получим

? =---- -  У'1Гц(Х, /) |» —
2 Гл

(22)

13



Таким образом, потенциал скорости <р найден на конусе в глав
ных порядках.

Для вычисления Нх или о следует учесть граничные условия на 
конусе: равенство нормальных компонент индукции 71 и танген
циальных компонент Н.

Обозначая штрихом значения Н нконусе, принимая в нем р’=1, 
имеем

г=гА, н//։,ч֊:би/у0-/71г+з//0. //>.. ֊ ?/7,г=//,л֊г//;л

1 Поскольку на конусе решение зависит от разности 17 л՜, где

/ время с начала движения, можно, полагая — - --֊ —, из (19)
дх V (Л

получить
•=_±ад-ф, х = 

V.............Ч 1‘0

Внутри конуса //’=//0 • //1։.
Тогда граничные условия будут иметь следующий вид:

lz дг дг

■/. дъ , дФ
V' д?х" дх -

дг

дх
(23)7. c^f ЭФ_

И дг дг ,

Следует учесть, что •!/—решение уравнения

. дЪ' J
дх- 1 дг՝- г

Подобным же способом, как и для ф, можно получить
17

2 1՛ 71(^10^1
4к J /(Л- -A-)’֊t Г-

На конусе в главном порядке

ф -֊ Чх<*\ /)1п —
2к г

.Можно искать решение п конусе в виде ри 1а по полиномам . 1е- 
ж.чн 1ра ио угловой координате, причем в главном порядке полу
чается

2 2

где А -постоянная.
Из условий (23) можно получить

--!1У?-51֊-^։ 1 )//..= -Аг* (24)
2-л>

14



-±^,,.1 4-Ж|П± + ?(-)Ф4--Мх
2 /> 2- Ох Гь V 2т. Гц /

х (г I)+?*(р -1 )/4 = -2Л (I'/ -А-) (25)
В силу малости Агк из (24) имеем

(чх ?На--П0}2т.(М -х)?Чх---------------------------------------------- , .>1

Тогда для давления получаем

1\ 14^1'=',’|п'3'^т£г1|п‘6
I 2 ({у0 8- \

Поскольку жидкость несжимаема.

Р,- ֊ М/8?Чп?>, 
2

я вля юшсеся

2//и.
Ни / ।

1 о здесь принято — = 0. 
"о

главным членом в фор

муле для давления в жидкости без магнитного поля. Подобные же 
формулы в порядке 3։1п3 получатся н сжимаемой среде.

Как видно из асимптотического решения, учет магнитных
свойств меняет давление на конусе.

Полученные формулы позволяют определять значения

ио измерениям Р на конусе.
Для смеси жидкостей, имеющих магнитные проницаемости / и 

с малой концентрацией последней Т, имеется приближенная формула

, 3(н р'Ь'У,1 -- -՝Л_—! 1—' 
•*4֊2и’

Для заданных ц'. р и У, записав для плотности смеси

*о=(1 Л/ •
можно получить

г/у» _ 3(и—рДр՛

Отсюда

8- ]10 \
?1пЗ

При «„-= 1

<!"0 «*?о
</(,„■ ‘I'-

По заданным постоянным значениям р0, р0 можно выяснять, воз 
растает ли давление.
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ՍԱԴՆԻ111ԼԿԱՆ ՀՍԱ11Պ|՛ Մ1մ» ԲԱՐԱԿ ԿՈՆ1- ՇԱՐԺՄԱՆ 111’11Ո1»ՄՆԱ111’ՐՈրԱՐ

Ա. Դ. 8Ա1Դ|Ո։Վ. Մ. U. 41՚1՚ԴՈ1՚ՅԱՆ

IL if փ ո փ и I մ

/, ււշ Լ յ1< կ տ/ւ ա . ա րյ ոքւրյի ; մ ա ւ/Ն ի ս ա կ ան Հեղակի tit ո ան // ք> ա յ ին 
it աղնիսական ղաշսավ ա ստւստուն արաղաթայմր շա րմ վալ կոնի վ Լրաքեր^ 
յա1 խնրլրի յՈէ^Ումրւ

11րոշվոսէ է, կոնի վրա ճնշման գլխավոր յ<ւսւյս։<;րի >ր ւ
Ա տարված արղյունրների Համաձայն կարելի է փորձնական ճան աս/ար֊ 

'.ա/ որոշել Հեղուկի ‘.ատկութ յուններրւ

Till* STUDY of motion of л thin conf: in magnetic fluid
A. 0. UAODOEV. M. S. GRIGORIAN

S и m m a г у
The solution of the motion problem of a cone with constant velo

city in a nonelectroconducting magnetic fluid in an axial magnetic field 
has been worked out. flic principal addend In the formula for pressure 
on the com* has been found. The obtained results for the properties of 
fluid can be determined experimentally.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
5===*» ——- - Т~и . » ■— Ж--------------- . _ _ --     - ■ .—— • ; Я - ■ _11 ՜
ՍԼխանիկտ XI., хг լ 1937 Механика

УДК 624.04

ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ПРИМЕНЕНИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ

СИСТЕМ
ПЕТРОСЯН Л Г.

I. При построении расчетных динамических моделей строитель
ных и машиностроительных конструкций часто использую! априор 
ные представления об их поведении при гармонических нагрузках, 
задаваясь том млн иной формой комплексной жесткости или ком
плексной податливости. В частности, такой подход используется в 
известных гипотезах внутреннего трения Шлиппе-Бокка и Е. С. 
Сорокина [I]. где комплексная жесткость вводится в различной 
форме в уравнения гармонических колебаний системы. Вместе с тем 
из теории динамических систем следует, что между вещественной 
/?(ш) и мнимой <2(«>) частями передаточной функции физически 
реализуемой системы

Ф(Ач) == Р(ад) Ф «(?(«>) (1.1)
должны сущее՜! нова । следующие зависимости |2]:

Р(ш) = ± 1՜ (12)
г ,' а — к> - .' 7—ю

х —•»
где интегралы понимаются в смысле главного значения. Формулы 
(1.2) определяют собой преобразование Гильберта, вычисление кото
рого представляет определенные трудности. поэтому непосредствен
ная проверка однозначно)! связи между частотными характернстп- 
ка.ми Р(«1) и (Дю) для реальных систем затруднена.

В настоящей статье излагается способ вычисления преобразова
ния Гильберта через преобразования Фурье функций /-’(<••) и 
что упрощает задачу, так как для преобразований Фурье имеются 
обширные таблицы. С помощью предложенного способа исследуется 
зависимость между параметрами комплексной жесткости для гипо
тез внутреннего трения Фохта и Е. С. Сорокина.

2. Преобразование Гильберта вытекает непосредственно из ве
щественной формы преобразования Фурье [3] и поэтому оригинал 
з(т) и его преобразование Гильберта

5(/)=4 |՜ *(^֊- (2-о
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оказываются связавшими следующими формулами:

/\(x)«ZFx(a)slgna, /->(«)= -/‘Л(a) Signa (2.2)
где

ос .-г
Л։^=у4т՜ I 1՝(')е*Р(':’')'/՜՛ ЗДяу=- |S(')exp(Za-)</-r (2.3)

есть Фурье-преобразования функций \(-) и 5(0 соответственно. 
Формула (2.3) позволяет произвести вычисление интегралов (1.2) 
в тех случаях, когда известно одно из преобразований (2.3). Дей- 
ствительио. пусть известен интеграл /*\ (а), тогда по формуле (2.2) 
мы можем вычислить /\(а), а затем по формуле обращения

ОС
$(т) = I F,(a)exp(֊«at)tfa (2.4)

' £ •* J— А
определиы. интересующую нас функцию х(т). Во многих случаях 
вычисление интеграла (2.4) может оказаться более простой проце
дурой. чем вычисление преобразований (1.2). Рассмотрим несколь
ко примеров вычисления преобразований Гильберта.

а) Пусть 5(/) = ''(')՛ * ie '«(О дельта-функция Дирака.
т с.՝ > \ 1 с / \ .signa1 огда Л.ч(х) = г~. /՛,(?) = / г —

I 2- » 2-
Г’о формуле (2.4) получаем

| signaexpf - Zen) <6. = ~ f , 1| slnaraa = —
о

Здесь использована известная из теории обобщенных функций 
формула [4] 

«V
| exp(::A-)tf; = /A-_J г го(х) 

о 
откуда следует

яг
| sin , | cos ixdl-r.Z(x)

b n
Подставляя полученное выражение для х(-) в (2.1), можно по

лучить интегральное представление дельта-функции ©(/) r виде 
, 1 свертки двух функции —
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Нетрудно также заметить, что полученная для х(-) формула 
непосредственно следует из основного свойства долма-функции. 
Действительно, из (2.1) следует, что

ф)=_± |-а^_

и при 5(/)='»(/) сразу получаем х(-)^ —.

6) Если функция 5|֊’) имеет вид единично!՜: функции Хевисайда 
8(1) —Н(1). то

I/<2-5)
I аг 2՜

Отсюда

Ф)= 1 Г е/1 (2.6)
.՛ 7
О

Полученный несобственный интеграл расходится и с точки зре
ния классического анализа не существует. Для придания этому ин
тегралу смысла рассмотрим преобразование Фурье функции |х| 2,п՛ '.

Согласно [4] (с. 227) в приведенных выше обозначениях
л?л»

֊‘(9) = Ж 1е- ” -М)|П|Я|] (2.7)
где

1-1.2.^ . . . ^4н֊Г-(1) • (2.x)
(2м)! 2 2гн м)!

|5] Г'(1) = —С, где С —0,5772.. . — постоянная Эйлера.
Вместе с тем из (2.7) следует

(2 9>

п
откуда при /?г֊0 получаем интеграл (2.6) Следовательно,

<■•(,)=-±|1 С-ШН1 (210)

в) Рассмотрим теперь случай 5(0 = Г (ч 1- 2. 3, . . .). Имеем

при четном п и

/'\(7.) — |/ — | /ЛСО8 а/<.'■/

6

ОО

/-\(7,)=1 | /л8(па/4//

6

(2.П)

(2.12)

при нечетном п.
19



Вычисляя интегралы (2.5) и (2.6) ([3], 3. 76!) и учитывая (2.2), 
находим при п «ici ном и нечетном соответственно

г / ч . ■ / 2 . !'('/•+1 ) (« М)кЛ(я)=и I/ -“.signa----- :----cos-—~
I ~ л" ։ 2

с . ч । 2՜ . Г(«+ 1) . («1-1)-Л(’) = — I/ — sign Я —---- — sin ----------| “ я" 1 2
Далее получаем при п четном

2iT(«-H)cos(”+1>g ՝
ï(,)=------ ------ - -------1—(2.13)

О
Интеграл, входящий в (2.13), может быть вычислен по формуле (2.7). 
Учитывая (2.8) и обозначая п=2т, находим

Г COsau/a (-1)՞-«։"' 1.1, ! г , . I֊֊—— =-------------  if... , — -C -f- |п я I
.՛ r֊m ’ (2w)l I 2 2m<»
При нечетном n необходимо воспользоваться следующей фор

мулой [4] (с. 218) с введением дополнительного множителя за счет 
различного обозначения преобразования Фурье

'■֊’КИЙ 

Поскольку

О
ТО

1՜cosgj:dA՜ = .
J А’2« 2(2/п-1)!
о

3. Применим далее описанный выше способ вычисления пре
образования Гильберта для анализа динамических систем с внутрен
ним трением, описываемым гипотезами Фохта. Г. С. Сорокина и 
Шлиппе-Бокка [I].

Для простоты рассмотрим безынерционный упрутовязкпй эле
мент. Для элемента Фохта уравнение гармонических колебаний име
ет вид

суД-Лу = <?ехр(Ао/)
и комплексная жесткость

/<(н>) — k\ ico>
Действительная и мнимая части передаточной функции
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p(u>) = ReK-J(w) = \ , Q(u>) ■ ImK '(•») = - (3.1 )

Проверим, соблюдаются ли для характеристик (3.11 зависимое 
ти (1.2). Вычислим преобразование Фурио функции Р(«>)

сю
г / . k i' exp(z<ua)t/»'> , II. 1ч

— *4 
Следовательно,

/'o(7)= /signal. 21f 1 exp ( — j?|A • c ')

Q(w)=- — ֊— I signaexp( |л|& ‘ Zaw)</a= —— -----
2 c A2-p«>2 • f՜-

—<x
I. e. приходим к функции Q(«), задаваемой формулой (3.1). Таким 
образом, фохтовский элемент удовлетворяет условиям физической 
реализуемое! и.

Безынерционный элемент Е. С. Сорокина описывается диффе
ренциальным уравнением гармонических колебаний

k(w \-iv)y -g exp (/W) (3-2)
где корректно определяемые параметры комплексной жесткости 
имеют вид [G]

1 Iи = ———, v= ■ . ■ 
Fil*/ V

причем параметры и. <՛ не зависят от частоты возмущения Здесь 
7 -коэффициент потерь. Поскольку иУ г* — 1, го для этой модели

Q(o>)= vk ‘ (3.3)
Следует отметить, что аналогичный вид имее։ комплексная 

жесткость, соответствующая гипотезе Шлиппе-Бокка, согласно ко
торой уравнение гармонических колебаний безынерционного элемен
та имеет вид

k. • ՛'-—— у ку =<?ехр (։«»։)
HI

Комплексная жесткость в этом случае

А(<и) = /г(1֊г-/7)
совпадает с комплексной жесткостью для гипотезы Е. С. Сорокина 
при часто применяемых в динамических расчетах значениях пара
метров М—1. г^=7.

Проверим, выполняются ли для характеристик (3.3) зависимос
ти (1.2). Определим преобразование Фурье функции Р("*).
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отсюда
/'q(7) — ink՜'1 2п signт ?.(з) 

и

^('•0=—I 8!£П ■> СХр(—Гт)б(«)*/*=0 
/? . 

• О.
Как видим, для этих моделей зависимости (1.2) не выполняются 

и, следовательно, эти модели нс являются физически реализуемыми. 
Таким образом, приведенный способ вычисления преобразования 
Гильберта позволяет сравнительно легко производить анализ апри
орных моделей динамических систем, основанных на построении комн- 
лсксной жесткости или комплексной податливости системы. Это։ 
способ позволяет также аналитически определи и. одну из состав
ляющих комплексной жесткости по экспериментально определенной 
другой соста вл я ющей.

‘H’bUUb‘iU.>iin, J>$U.OIlSUlki. 2U.ITUP 2l‘I.PbPSb
‘1Ь‘1.и.ФП1и(П4>;Н1.՝1. «ФРаГИГиЛ, 1Г1՛ IH.U.MJJiI’ iru.llbl,

1.. % «ibSPAUdUb

U. if l|l II ||> n l J

d iiipiiiiynf iinf I, z/ifpLpuift лкшфк fiiiup jw'tt tWfifJinh iil/f.}nri[i fbiiip/ijfi 

'j>in'lll{t)(nn ifi AhtJii/in/iiif шЪ i/ftf n у ntft и>п.шчшгцч[тЬ if lifhu/tnf ՝J,inui4tninfin<l՝ I, 

tiiiJ ицЪриш jft\i Ijllftrinifi Jlllli ti/iupiuif Luiplipfi iffipt I/III fin/Itld 1'IP {lll'itp illllfttlllft 

Il U lipttf/flltfl 'll/-[![>fl'll Jlplf Ill'll ■>' fl U{II pl.t/ ft .ttnitnp!

\ METHOD OF APPLICATION OF GILBERT TRANSFORMATION 
FOR THE INVESTIGATION OF DYNAMIC SYSTEMS

I.. G PETROSIAN

S u m in а г у

\ method oi calculation of Gilbert transformation was set forth 
through Fourier transform function. With the help of the proposed met
hod the dependence between the complex rough parameters for Fbcht's 
and Sorokin’s Internal friction hypothesis was studied.

22



Л И Г Е Г» Л Г У Р Л

I. Сорокин Е. С. К теории внутреннего трения при колебаниях упругих систем. М. 
СтроАиздат, 1960. 131 с.

2. Боде Т. Теория пепси и просктнройляпе у< 1'ли:е.кй 1՜ обратной снятью. М.. 
1948.

3. Диткин В. А., 11 рудников .1. П. Интегральные преобразования и операционное 
исчисление. М.: Физматгпз, 1961. 524 с.

1 Гельфанд И. .И., Шилов Г. Е. Обобщенные функции и дейстния над ними М 
Физматгнз, 1958. 139 с.

5. Градштейн II С., Рыжик И. Л1. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений. 
М.: Фв.чйэтгнз, 1962. 1100 с.

6. Цейтлин Л. II.. Гусева II. II. Статистические методы расчета сооружений на груп
повые динамические воздействия. М. Стройн :дат. 1979.

Ереванский ноли технически и 
институт им. К. .Маркса

Поступили и редакцию
18.111 1985



ՀԱՅԿԱԿԱՆ 111Ա ԴԽՏՈԻ1>ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

Մեխանիկա XI., ՜№ |, 1987 Механик»

УДК 539.3

поверхностны։: электроупругие волны лявл 
В СЛУЧАЕ НЕОДНОРОДНОГО ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО

СЛОЯ
АВЕТИСЯН А С

В электротехнике широко применяются регулярно слоненас 
среды, свойства которых меняются по нормали к iioiiepxiioei и. Для 
сред, не обладающих пьезоэлектрическим эффектом, в работе [5| 
исследована задача Ляна в случае неоднородного слоя, лежащего 
на упругом однородном полупространстве Рассмотрены два конкрет 
пых случая неоднородности слоя (линейная и экспоненциальная не
однородность) и получено дисперсной<ое уравнение относительно 
«разовой скорости поверхностной волны В работе [о] исследовано 
распространение поверхностной сдвиговой волны типа S/7 в неодно
родном полунростраист ве.

I. В настоящей работе рассматривается случай неоднородного 
пьезоэлектрического полупространства, неоднородность свойств ко
торого локализована в приповерхностном слое толщины h, намного 
меньшей, чем длина поверхностной акустической волны / — ՝2~ik. 
Исходя из этого, решается модельная задача о распространении 
поверхностной сдвиговой волны типа S/У. когда неоднородный пьезо
электрический слой толщиной А граничит с однородным пьезололу- 
пространством. Рассматривается случай, когда слон и полупростран
ство принадлежат одному из кристаллических классов 4,4шт, те
трагональной или 6.6 mm. гексагональной симметрии. Декартовая 
координатная система выбрана таким образом, что неоднородный 
слой занимает область а однородное полупространство —
область л', >А. Ось л*э параллельна главным осям симметрии кристал
лов. Уравнения электроупругости антиплоск<«и деформации п=|0; О; 
н(хг .vt. 01 ьтя пьезоэлектрических кристалл м» из указанных классов 
совпадают 111. Для однородного пьезоэлектрика они имеют вил

1՛ —(г,_ (10

здесь /3 = С5гДспс44) коэффициент электромеханической связи пьезо* 
электрн кп.

Уравнения упругости и электростатики при ан։ и плоской лсформ • 
цнп для неоднородного пьезоэлектрика, принадлежащего нышеук । 
за иным классам, не разделяются
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*՝ ՝ • ох-{ “ • ах\

Материальные соотношения
. . ди .

Зп = — м-ч) —•дх2 <)хл

I = ₽(*,) (1.2)

е,лх^_,.лх^^^ (1.3)
дх2

для и /Л имеют вид
,, , .. ои . . ч д?
՝\ ^п(^) -— е։1(лг)(1Х2 дХ2

Па свободной границе неоднородного слоя х, = 0 .механические на
пряжения отсутствую՛։. электрический потенциал и нормальная 
компонента электрической индукции непрерывны

=Д>=0: $» = <?<,: (1.4)
ох2

здесь «|,| потенциал внешнего электрического поля, который удов
летворяет уравнению Лапласа

Г?о=(> (1-5)
Индексами 0, 1. 2 будут Отмечены величины, относящиеся соответ
ственно к вакууму, слою и полупространству.

На границе выполняются: непрерывность перемещения,
механического напряжения, электрического потенциала и нормали- 
ной компоненты вектора электрической индукции:

«1=«г = (1.6)
Таким образом, искомая задача сводится к решению уравнений (1.1 — 
1.3) и (1.5) с граничными условиями (1.4) и (1.6).

2. Тонкость неоднородного слоя позволяет принять допущения, 
что перемещение г, по толщине слоя не меняется, а электрический 
потенциал =։ меняется линейно [2, 3] Исходя из (1.4) и (1.5). для 
111 11 ?։ будем иметь

и} = Нн^хх /). ^(Хр х„ Г) = |?г(х։, Л, /1֊-?п(л,, •>. /)] ?0(д'р 0. I)
п

(2.1) 
Допущения, сделанные ио отношению «։ и позволяют преобразо
вать граничные условия для механического напряжения и электри 
ческнх характеристик [2. 3]. Задача приводится к решению уравне
ний однородного пьезополупространства (1.1) и уравнения Лапласа 
для <р0 (1.5) с граничными условиями

,|21 диДхх, А, О д^(хлЛ. /)
Р дх։ " 15 дх՝ И ‘

. дги} . д^п(х՝,1),/) О. М
дх^ дх- Ц дх\
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''"•»(*». A, f) /֊։ *?a(x։. Л. () o, /),»՝z՝<—— --——----- —- ‘֊<>1 — — г ֊.
t,;> dx2 dx2 0 dxt

*n
Л *

(2.2)rV'։ h > dx\ c^dx}

?o(.v։,O, /) - A. /)
®H dX2 en f7.v,

u,\x^ h. t)^Bux{xv t)
здесь p*, c.;,։ s*։, e\„ приведенные характеристики неодно
родного слоя, которые определяются следующим образом:

Л >!
л* = | а(л2)т/л\, «♦♦ = | A-9(/(.v։)rf.ts (2.3)

и о
Сделанные допущения в Отношении н։ и ?։ позволяют получить 
дисперсионное уравнение относительно Фазовой скорости, которое с 
учетом введенных обозначений принимает следующий вид:

где cj = (l /д)с^ 6S, (?^-с’։/р*, величины Д7 зависят от электрпчес
ких характеристик слоя и полупространств։։, а также от А//:

(2.4)

( | .*21 ֊21 
\ A<’gV *ii՝ 2«>)| (1+А^А)(4 <■ 

he\ \k

՝։՜ Т—Гй՜^ 
Аб’р?

(2.5)

Из условия затухания волн в глубине пьезоэлектрического полупрос
транства для фазовой скорости получается Для существова
ния решений дисперсионного уравнения (2.4), удовлетворяющих 
уюму условию, характеристики свойств слоя и полупространс1ва 
должны удовлетворять следующему неравенству;

;М’ (2-61
Очевидно, что выполнение неравенств (2,6) обусловлено сот ноше
ниями характеристик свойств неоднородного слоя и однородного 
полупространства. Следовательно, при некотором выборе неоднорол- 
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пост слоя может нарушиться правая или левая части неравенства 
(2.6). Оно может нарушиться также в зависимости от величины kh.

3. Рассмотрим частный случай, при котором неоднородность 
свойств пьезоэлектрического слоя по толщине меняется линейчо 
таким образом, что на границе л՛, Л имеет место условие непре
рывности электромеханических свойств слоя и полупространства. На 
.с։ = () характеристики неоднородного слоя Тогда,
неоднородность характеристик слоя описывается Функциями

х..<7(Л2) И, (3.1)
//

где г4|. с։.}_
В этом случае, с учетом формул (3.1) и (2.3) дисперсионное 

уравнение (2.4) преобразуется к следующему виду:

И _ 1/։р.'2 ( I / 1 _ Г00 1,- 2 \ _ S / -^ । ; ;__ Л \
2(1 •/) V ’ I ;-7՜ ’ Z •< "■ 1 /

(3.2) 
Здесь

л։ = /. ЛЛ[2(-,- г)-н(2-т 0)1/6 W(7 G) 12
Л;=ЛЙ(7-3$ 1)/6-| (1 </)(;• 3<: 1)/гЛ712 W(l 2'1)(-; 3'1 1)/18(1 ;) 
Я‘ = 1 Vr^Kl -i-;)/2W( 1+7)J 2J/3( 14 7); ^ = ^2֊Н0/6

(3.3)
«=<Л. ?=4'№ г~'Ш- V=v>c‘

Условия существования поверхностных волн, скорость которых удов 
летвбряет неравенству v <с„ в этом случае имеет следующий вид: 

и-инмм»*’» д,). (М)
2 \ /։ / 2

Из формул (2.4)—(2.6) получаются аналогичные соотношения 
для случая, когда граничат однородные пьезоэлектрики—тонкий 
слой и полупространство. Соответствующее дисперсионное уравне
ние имеет вид 

где
д;=т֊д|х^/?)| лх7+г)(24->;/гЛ)йл, л.-1т*. (7 + -7-;)йл. л;=^л 
Условие существования поверхностных волн в этом случае принима
ет вид

(3-о)йл^7.?|(л;-ьд,) 14 (ЗЛ)

В этом случае на границе х։=Л имеет место разрыв между свойства
ми слоя и полупространства Когда ?(л2) р։, c։։(.v։)—<?<•՛, ^к,(л-г); JJ, 
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-п(л։) в5։!\ получается задача о распространении поверхностных 
сдвиговых волн в слоистой среде: тонки։։ диэлектрический слой 
пьезоэлектрическое полупространство [2՛.

Интересно сравнение лаконов дисперсии при этих двух частят 
случаях. Фазовая скорость определяется из (3.2) и (3.5). соответ 
ствеино. Из (3.4) и (3.6) видно, что в этих случаях условие сущест
вования поверхностной волны неодинаковы. Следовательно, если 
одном из этих случаен волны существуют, го в другом они могу։ не 
существовать и наоборот.

Пусть граничат два однородных пьезоэлектрических кристал
ла—полупространство из сульфида кадмия (018 —класс били гекса
гональной симметрии) и слой титаната бария (ВаТЮа класс. 4пип 
тетрагональной симметрии). При этом оси Л. и направлены в про
тивоположные стороны. Ось да совпадает с Л_. Величины характерис
тик этих кристаллов приведены в таблице [4].

Т аб.\

с<1 • 1О‘°Па ■> • 10’ кг м3 3„ . 10 “ф м ?^К.1 м= 0 • 10՜“ 4՛ »

С<1$
Ил‘( Юа

1.49
5.43

■1.824
В. 02

7.99
1744

-0.21
21.3

0 «885

Если формально не учитывать иьезоэффекта обеих сред, ю по
верхностные волны Лява нс существуют. При учете пьезоэффекта 
условие существования поверхностных волн принимает вид (3.6). 
Это условие выполняется. При этом длина поверхностной волны 
удовлетворяет условию /.>4186.67 А. Если пьезоэлектрический слой 
имеет линейную неоднородность свойств такую, что на границе ,г։ -( 
значения электромеханических характеристик совпадают со значе
ниями пьезокрисгалла Ва'ПО3. а на А'г=Л - со значениями пьезо- 
кристалла Сс1$, го поверхностные волны Лява не возникают. Они 
отсутствуют и тогда, когда формально не учитываются пьезоэлектри
ческие свойства обеих сред.

•Г|ЬЬй111<1.1|’։8Р1'и Г.ЬРЗГ ,М։'Т|4?(1Ь1Г 1.:ПЬЦ« 
и,и.1|ЬР1р|,11ЬЗР’и.31’Ъ 1.1,6’18 РЦ.1МН1 Ц։М1Ли.Ъ Ш.НПФРС

ц. и. идьзьизил.

II. ։1 ф п ф ։։ ։ И՛

г^/> /П1ир1(1/г>11[ / шр/ 1/1/и//>р. Ьц/՛ у Ь р и։ >'шмшггг^//лЬ^

'1"Ч’Р 4 “՝^1чпчн(ппч^пи1 I,

" 1,1 1,1!/'!и>^ Чи/Ш И Ш/Ч! ч! /Ч II4’ <"Ц'/Ч!<\ 1)1) (./""/А члЬ
ч/и>/<1 Ч1ЪЪ1,[Ц1 1/1)111՛ III1411/11111 ш՝11 чи^111и/,11 1ЧП(П1>1/ ]1>/ч1г/1 I/ 1>ч//>нчГ I 7/, тп1/<1/-

>[ич< ( <1 ч11/1>р1ип/Ри; 1/111 <л/1>/'/1 1/1>/1ч/1/1))11 1н1к/1ц1. !./)(՝ л/ДЛг/ 

м/| ш1гч11й'ши/,н)пР/11с1>/1
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LOVE'S ELECTRO ELASTIC SURFACE WAXES IN CASE OF
INHOMOGENEOUS PIEZOELECTRIC LAYER

A S. AVE HSIAN

S и m ni a г y

The case when the 
length of the surface 
itlon Is Investigated.

thickness of piezoelectric layer is lesser than 
wave is considered. The derived dispersion 

The existence conditions of Love's surface wa-
are obtained for an arbitrary inhomogeneous thin layer. An example 
surface wave existence in the case of linear inhomogenulty of the

layer is examined.
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ВЯЗКОУПРУГОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
КРУГОВОЙ ПАНЕЛИ В ТЕМПЕРАТУРНОМ ПОЛЕ

АРТЕЛЯМ Э. Г.

В (1] па примере одномерной задачи было показано, что свобод
но опертая но краям цилиндрическая панель юряет устойчивость 
при илу 1 рением давлении, а нс при внешнем, как наблюдалось в 
случае шарнирного закрепления. Работа [I] примечательна также 
1см, чю и отличие о։ тех случаев, когда докритическне перерезы* 
ил кии нс усилия можно нс учитывать, в этой работе показано, что ян 
усилия оказывают существенное влияние на значения критических 
параметров. Эти результаты позволили сделать вывод, что принятие 
начальною докритического состояния бечмо.ментпым приводит не 
только к количественным, но и к качественным погрешностям.

В данной работе рассматривается .адача устойчивости свободно 
опертой цилиндрической панели из наследственно-упругого материала, 
находящейся под воздействием внешнего равномерного давления в 
произвольном стационарном температурном поле. Предполагается, 
что панель имеет бесконечную протяженность вдоль образующей. 
Начальное докрнтическое состояние панели принимается моментным 
и характеризуется следующей системой:

^ + ^=0; (1
(1ь R (15 R 4з

Предполагается, что на панель действует нормальная равно
мерная нагрузка интенсивностью д = Х(Х>.

Панель, как уже сказано, предполагается свободно опертой, го 
есть на кромках заданы условия свободного опирания.

= при 5*0 и х $0 (хс<՜/?) (2
Начальные усилия определяются непосредственно из (I) и при 

условиях (2) имеют следующий вид:

1,„Ка , с<»№-*.> 2/? . V«
соДОо/2/? ’ соз 3^12R

Предполагается, чти свойства материала описываются соотношс 
пнями |3|

(I— 2р^/) — (3* 2р) |
о
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Здесь коэффициенты /, и и а так же, как и в |3|. считаются произ
вольным образом зависящими от времени, ио гак, что коэффициент 
Пуассона * = л/2(« фа) является постоянным |5|, а оператор Г' опре
деляется следующим образом:

Г*«(/)= 7)/ф)гЛ
й

Рассматриваются только лишь ядра экспоненциальной) типа типич
ное тело:

։՝։/—', 7՜) =./1(7՜) ехр{-«(7 )(/ <>;
Можно предположить, что общий вид коэффициентов вязкости опреде
ляется после применения темпера |урно-времеипой аналогии [6.7]. 
Уравнение устойчивости запишется в виде

с)

д')

Е /д*ы
1- '

<72К՛
Л=՜

\-¥р — 
' <%а

(3)

После некоторых преобразований (3) можно привести к виду

I д3™ , . . , .ЛА 
—I--------  ]•(- > Ф2)  )
•Д \д^д/ (М /

д_
дЬ 1

_.(Л +

И д') / "Ч'/')֊ I /■" (№
1

Е
I —

д Л
0{,։д/ .՛

где

Ь с" 7г,-12К։ 
/?

Решение этого уравнения ищем в виде [9|

•к — адехр \ ^1}

При предельных значениях к (/г=0; к -оо) получаем следующую 
систему: I

I / Е д27и, 1 ֊՛
| /%г \|—՝Л д'>* I г// 1 дЬ- ■ А I д՝') ՛■ дг / \<Л2 ՛՛'

II А/тоя(7')^\_ ?уо7.(Г)—1 =0 
//Ьб\ ՝ д^ / дР (4)
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Интересующие нас значения мгновенного и длительного критических 
усилий получаются соответственно из первого и второго уравнений 
системы (I). Из системы видно, что первое уравнение является част 
ним случаем второго (a(T) = 1; Л( Т) =0).

Решим каждое из уравнений в отдельности. Решая первое уравне
ние, представим в виде рядов функции 7'° и .V"

Т՝0 = v awcos Xw О: Л՛0 = V Ь,„ siп / «О (5)
т-•> от»։

. I -I Де О/п — —— / гпЛ/п', — “W
«о 

модуль Юнга

/:՝= 2 c,„cosM (6)
от -0

а также прогиб

w= 2/xsin(7) 
к I

при этом w удовлетворяет условиям (2) для возмущенного состояния.
Подставляя (5), (G) н (7) в первое уравнение (4) и производя 

некоторые преобразования относительно неизвестных функций /л 
получим бесконечную систему алгебраических уравнений:

(14 -сЪ)<՝2' kQ-i ֊ I) - ((2^о а-2*)>k -/ъА)

4- 2 | (c4-p-Q4-/')<՝։'.<('•*—։) - ~((вЛ—Р ак /՛)'•* (^4h

(Ь)

-г Ьк ;,)) f՝՝pfp-\-

4 У п)с՝։ч֊(>--1)- 7 ((^л * <lp ՝/>■)'՝к (^{՝ * Ьр-кУ) *~п/р h
Определим коэффициенты вышеприведенных разбиений, учитывая, что 
модуль Юнга зависит от температуры. Предполагаем, что эта зави
симость носит линейный характер

£=ед֊1<П
где р некоторый безразмерный коэффициент,.^ коэффициент линей 
кого теплового расширения материала панели. Для простоты пред՛ 
положим также что темпера։ура изменяется по следующему законе:

Т=1\

и удовлетворяет граничным условиям

0 = 0 при Т^ ТХ\ 0 —0о при Т=1\
Тогда коэффициенты разбиений примут следующий вид:
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26„ |l + (-D‘|(l-cosM

sln(CTMo)-

(cos(zM0)-|) + ^sin^Oj)
Go \(“Л)։ /

Условием нетривиального решения системы (8) является равенство 
нулю ее детерминанта.

Если обозначить и сделать некоторые несложные пре
образования, то нетрудно убедиться в том. что система (8) является 
нормальной, следовательно, корни можно определить методом после
довательных приближений и этот процесс сходится [8].

Рассмотрим решение второго уравнения системы (4).
Предположим, что Л и * линейным образом зависят от температу

ры [3]
Л«=Л(1-^Т); « = «(1-И)

где /»—некоторый коэффициент. Согласно [6] имеем

Л Л — = — = const 
я ։

Второе уравнение системы (J0) запишется в виде

Представим в виде рядов следующие функции:

(Ю) 
* -о

7’0(1 V (И)
Г-о

№(1 /?/՝) = £ $А$1пМ (12)
Ч I

В виде ряда ищем также прогиб

^=У /*81п>.л0 (13)

Подставив (10) —(13) в уравнение (9) и сделав некоторые преоб
разования относительно неизвестных функций Л՝ получим следующую 
систему бесконечных уравнений:

3 Известия АН Армянской ССР, Механика. № I
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I (2<-„֊с- А)г=/.,;с 1. - I) - 4֊ ((2л* _.*) I 1՝[/‘к 4-
! Л Л I

*-1 । ........ « I
4՜^ (<>-/> С{; ։,)С-/р)/д. —

•1 I | Л + « Л

(^-р-Г^Д+р)) V
I р А-I

(г„ ц )֊

Д 1
=---= -~ >>))Я 1 а Л <;л=о (14)

Коэффициенты разбиений примут вид

I ог. 2-(.л«С1 Ь)( га г2) + + (та г։г2-|-тр

г! 4 2<7՝։-7’>)’) ։1п(*ЧН
&о 1 -л т.к

/Л \ ^֊2(Г.-Г,)(Г,+(7’=(Т1)п4)

«г^^г.-оч &Л-А|։ц15<,+ 6с1г%֊А(Л֊ т։)-Лсо5еЛ 
2 % I \ 2 /

«,.= !/?</1 ։11!^ Ь (7-,-^) ■ 1(со։(-40։)-1) I -
90 I -к г.к т.к

1 со5 ։)
-к+\ (-^)2-1

С1И^(1-//Г։)Х

I СО50оСО8(п*%) 1 / 8{п(ттЛ—1)3П _ 51П (»А 1 1 )&<, \ 
г.к 2-л1 гЛ-1 г*4-1

։ 15^1)^. -1)4-
2 0о | (^|-1 )։ -л4-1՝

+ “гз?" - &՛-•**-»■«« +

..«•)!!
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Аналогично тому, как и в задаче упругости, нетрудно убедиться в 
юм, что система (Ы) нормальна и. следовательно, корни можно опре
делить методом последовательных сходящихся приближений [8]. 
Решая в отдельности задачи упругости и вязкости при одних и тех 
же параметрах, были получены критические силы. Сопоставление зна
чений критических сил позволило сделать вывод, что коэффициентной 
зависимости между ними не существует.

Фиг I Фиг. 2

На фиг. I приводится зависимость отношений критической силы 
к начальному модулю упругости (А'о ( 1 — >*)) от отношения 
температур. При проведении вычислений температура бралась равной 
200°. На фиг. 1 приведены 2 графика для отношения Л//?=1/20 
(пунктиром) и Л;7?“1/30 (сплошная). Коэффициент ;17(|=1,3 • 10 5 
(коэффициент стали). Как и следовало ожидать, значение критической 
силы с возрастанием температуры уменьшалось и наибольшего зна
чения достигало в случае 7\= Т.-. и равнялось 0,720275. С уменьше
нием 0о (%=”/10) критическая сила уменьшалась, но закономерность 
изменения критической силы в зависимости от температуры сохраня
лась. Для 0о~п;1О также были проведены вычисления, но результаты 
графически не показаны, поскольку отличались очень мало от указан
ного на фиг. I случая. На фиг. 2 представлены зависимости длитель
ной критической силы от изменения температур.

Варьировалось значение коэффициента Ь : />=1,3-10՜5 (сплошные 
линии) и 6=1.3 • 10՜' (пунктирные линии). Как видно из фиг. 2, за
кономерность изменения критической силы от температуры, как и в 
упругой задаче, здесь также сохранялась.

С другой стороны, уменьшение толщины панели в отличие от уп
ругой задачи в данном случае приводило к более резкому уменьше
нию значения критической силы. Кроме того, увеличение температуры 
также влияло на значение критической силы более интенсивно, чем 
это наблюдалось в задаче упругости.
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ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԴԱՇՏՈՐԱ ԱՈ-ԱԱԴԱՄԱԾՈԻՅԻԿ ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ
ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՊԱՆԵԼԻ ԵԱՅՈԻՆՈԻ^ՏԱՆ ՄԱՍԻՆ

է 2. ԱքՏԵՄՅԱՆ

Ա մ փ ո փ Ո ։ if

Ներկա աշխատանքում դիտարկվում Լ աոաձդաւք ած Hiէյիկ, արա արին 
Հավասարաչափ ճնշման ենթարկված շրջանա յին պանելի կա jmbtufl յան

4ամայական ջերմային դաշտում, Հաշվի աոնելով նախնական վի~ 
է ակի մոմենտայնուխյոէնր։ Կրիտիկական պարամետրերի էւրսյումր рА/н/пиГ 
/, անվերջ մտտրիրի ամենափոքր սեփական արմերի դսւնելունւ

ГНЕ STABILITY 01 X FOUGH-ELASTIC CIRCULAR CYLINDRlCAl 
PAN’LL IX THE TEMPERATURE FIELD

E. Q. ARTEMI AN

Summary

The stability of a tough-elastic circular cylindrical panel Is Investi
gated using one-dimensional arrangement in the temperature Held. The 
load uniform is considered. The calculation of critical parameters Is re
duced to the calculation of minimum proper values of die Infinitum.
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НЕУБЫВАЮЩИЕ РЕШЕНИЯ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ В ПАРАБОЛЕ

СЛУЦКИЙ А. С.

Полные асимптотические разложения решении задач теории юн- 
ких пластин построены в статьях [1—3]. В малой окрестности края 
пластинки возникает явление пограничного слоя Определение пограи- 
слойных членов разложения сводится к решении) краевых залах в 
бесконечных полуполосах [2 4]. При нахождении асимптотического 
разложения решения задачи об изгибе пластины с острым краем [5], 
[6] построение ногранслоя сводится к нахождению решений первой 
краевой задачи плоской теории упругости и к задаче об анпшлоеком 
сдвиге той же области.

Задача Дирихле для общих эллиптических уравнения в областях 
тина параболоида и «воронки-- изучалас! в работе [7]. Для исследо
вания асимптотики в окрестности особой точки границы в [7] произ
водилась замена переменных, переводящая область в полуцилиндр. 
Коэффициенты операторов после такой замены в окрестности особом 
точки границы обладают свойством «стабилизации»—стремления к не
которым предельным значениям. Таким образом, задача сводится к 
изучению сильных (степенных) возмущений оператора с постоянными 
коэффициента ми в цилиндре. Дифференциальные уравнения с опера
торными коэффициентами изучались в статьях [8]. [9]. Отметим, что 
результаты работ [8]. [9] но применимы к исследованию асимптотики 
решения задачи Неймана и червой краевой задачи плоской теории 
упругости, поскольку у возмущенного оператора изменяется кратность 
собственного числа л==0.

В настоящей работе строится асимптотика решения плоской за 
дачи теории упругости в окрестности изолированной особенности грани
цы типа параболы и заострения (фиг. I и 2)

Отметим, что определение неубывающих на бесконечности ела 
гаемых в асимптотическом разложении решений уравнений двумерном 
теории упругости в параболе позволяет построить функции типа погра
ничного слоя в асимптотике решения задачи об изгибе гонкой пластины 
с острым краем.

/. Постановка задачи. Некоторые обозначения. Пусть 62 подоб
ласть на плоскости (л։- л2), расположенная в полуплоскости Х|>0. мно
жество ! (х,. х,) £2; х։< а ’ компактно при любом при
«>а0{(А,х։)£Й; х։>а0}={|х։|<1/2л:;, где 0<?.<1.
х։<^ае}=Л (фиг. 1). При единичный вектор внешней нормали
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Фиг. I

п имеет вид //.==( I 4) 1 - (ax’-: 2, —sign х2). В области Q рас
смотрим плоскую задачу теории упругости

Л4(0/Эх։, d;dx2)//(xv х2)=Ф(х։. х8) при (хр х2)£Й (1.1)
1/2 £7(1 н) (1 гя’л? -։/4) l': К~(хх, 0}дхи dldx։)u(xt, х2)

при (хрх։)£ой, Xj>ir0 (1.2)
//(х։, х8)=0 при (xp Xj)^<2. x։^a0 (1.3)

Здесь /г=(«р Kj)—вектор упругих смешений; Л1 матричный 
дифференциальный оператор, соответствующий лнумерным уравнениям 
теории упругости:

где •— коэффициент Пуассона; Ф==(Ф։,Ф։)- вектор массовых сил;

/2(1—0 & и <Г- 
1-2-, дх\ ՛ dxj

1 д"
и/Л, mJ 1-2> дхудхг

\дх1 dxt) 1 d2 & , 2(1—0 О1

Ч -2> ^xtdx2 f)X‘ |_07 ох]

Равенства (12) соответствуют граничным условиям в напряже-

/Ч1-» Л„. д ? ■? . д д------х] 1 — —
֊ )= 1-2> '։ дхх дх, 1—2 / dx; ’ дхх

\ дх, ох2 / л v- ՛ А
V Л Л1 л..

-Г 2>
*՜ . ->֊

д 1х^ .А ֊(>->> д 
.1 л . л ■>
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ниях: cos (лл^а1։+cos(flx9h։։=4 ±; COS ( f/x} ) 3S1 - cos (nx։) 322 ’Г± 
’I‘ t=(’l'±,4*±) —вектор поверхностной нагрузки, знак .. “ относится к 
полуплоскости а'։>0, „ — - —к полуплоскости Л\<().

Функционал энергии Э(и), соответствующий задаче (1.1)—(1.3), 
имеет вид
Э(Н)=—1՛ (#а* / dlL. . ֊' диЛ . диу \ .

2(1 + 0 •՛ ' 1— 2> дхл 1 -2'дх^\дх^ c)xz)
U

+ /±_ 4 !<’ dXxdXt
dxz\\—2i дхх 1—2> dxz/)

Теорема 1. Пусть <I\£/.2(Q), 4՜ > £/.г(|%>), j [, 2. Тогда су
ществует единственное обобщенное решение и — (uv «2)ё 17/:,(£2) 
дачи (1.1), (1.2), (1.3), и для него справедлива оценка

Э(л)«7(|Ф|к,|2)-Ь|‘|-±||м^) (1.4)
При л\ ►(» решение „и1* с конечной энергией допускает асимп

тотическое представлена е
^-Су-с^о^х-^

при *<1/3 (1.5)
п.г=с34-^Л-1 0(*7’;> 

«։=q—(2֊3*)f3x2x* s’-o(.v։'՛)
при *>1/3 (1.6)

/Z9=tfrRa^“s’ r O(xf-)
где Ъ—положительное число.

Доказательство существования решения с конечной энергией и 
формулы (1.4) проводится по стандартной схеме |10|. В пространст
ве IV'J.(Q) вводится новое скалярное произведение, причем соответ
ствующая ему норма есть Э(//)1-. Доказательство оценки (1.4) и со
отношения 

вытекает из второго неравенства Корна. Хсимптотические формулы 
(1.5). (1.6) будут введены в и. 2 и и. 3.

2. Формальная асимптотика собственных векторов задачи в пара
боле. Предположим, что функции Ф/, 'Г;, / —1, 2 в правых частях 
равенств (1.1) и (1.2) равны нулю при х։>л։.

Для нахождения асимптотики собственных векторов задачи 
(1.1)—(1.3) введем новые переменные у։^х[ у2=(1— *)х2 х, \ В
плоскости (у։, у,) область {(д’։, л'։)£П; х։>*0} имеет вид полуполосы 
^={)’։>до У»£1—(1 -’)/2, (1 7)/2|}- Запишем матричные операто
ры .И и в координатах (у։. у2); их элементы имеют вил:

.И,-,.
" ' \ I —2֊,

— г2! 2(1—՜')/ * .-i/A. .). \
dyj dy’ |_2> \ 1-а У| ‘ “Уг ду,ду2 /
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д 2_ ։ / с)_
2 У| \<?у։

где р(х։)=(1 -а)л, 1 '.
Отметим, что операторы Л1 и /?- в координатах (у։. у։) следует 

интерпретировать как сильно возмущенные операторы первой краевой 
задачи плоской теории упругости в полуполосе П. Общие крае
вые залами для операторов с постоянными коэффициентами в цилин
дрических областях исследовались в работе [II]. 15 и. 2 § 6 книги [12] 
изучались собственные векторы двумерной задачи теории упругости в 
полуполосе. Построим асимптотику собственных векторов возмущен
ной задачи.

Однородные уравнения (2.5). (2.6) в полуполосе II имеют вид

А’(У| У2. ֊.֊)"(У։. У5)֊0; /НуЛ Ц“|=°
\ <?У: <Ъ'9 / \ ^У1 ду9) \ 2 )

(2.1)
Найдем асимптотику при у։->ос решений системы (2.1), расту

щих на бесконечности не быстрее полинома. Формальное «асимптоти
ческое разложение ищем н виде рядов 

"ш(Уг Уг)=У? У (( (', ) ^л(УаУГ’) 4- ^2Л. 1(У։УГ։) ) (2.2)

«й)(Уг У8)=Я £

л- о

((^^(у։УГ։) г ( ^^п.1(уэу, •)) (2.3)

где Р, полиномы степени -некоторые постоянные. Определим 
числа •; и коэффициенты полиномов у первых членов рядов (2.2). 
(2-3), полагая /’0 равным I.

Подставим ряд (2.3) в уравнения (2.1). Приравнивая члены при 
одинаковых показателях степени переменной у։, получим уравнения 
для нахождения функций Р, (коэффициенты полинома Р* вычисля
ются из условия равенства нулю членов порядка у* *). Итак. Рх оп
ределяется из задачи 
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Решением (2.4) является функция Р։= • (1 — ');у,у։~։. Прирав
нивая члены при у,՛ •՝. получим систему уравнений для нахождения 
Р.:

. г1 . . / 2Л-5>42 . /____ 1_ \ ։ \
Л!(0, О. —. —)Р։(У>У,’)=[ (|_,)ц 2>) \՛ 1 а/У’ I (2.5)

"У։ / \ п /

н*( о. А_ 
“ \ <Ь'1 <*у>

Задача (2.5) разрешима при -,=0 и -,=1. Значению 7=0 соответ
ствует функция Р>(у5ур։)=О. а значению 7 = 1 функция

Р>(У.У։ ’)=«/(!-М(2(1->)֊^/(!-*))/(!-20(у,у։
где /2,—постоянная, определяемая из условия разрешимости задачи 
для определения функции Р4(у8у,

Таким образом, получены старшие члены и показатель -, и 
асимптотическом представлении (2.2). Аналогично, из задач типа (2.4) 
вычисляются следующие члены асимптотики. Итак, асимптотические 
разложения .7(։", «։'■-’ решений системы (2. П. найденные по формуле 
(2.2). имеют вил

при у։~>ос (2.6)

Подставляя ряд (2.3) в уравнения системы (2.1) и приравнивая 
члены при одинаковых степенях у.. получим равенства для опреде
ления функций Р, в асимптотическом разложении (2.3). Правые части 
вида (2.4) для нахождения функций Р։. Р։. Р1 удовлетворяют усло
вию разрешимости; задача для Р« разрешима только при следующих 
значениях

10՜՜*1' и~* 0 ’)» । ։—> 1/(1—>). 3 (2.7)

Пз соотношений (2.7) вытекает, что асимптотика собственных 
векторов п<:*>, и{-՝՝>, и<:" системы (2.1), определяемая по фор
муле (2.3), имеет вид

м<ь-)=
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№

2-3?
1—«

(2-За)(1֊За) ;-■!
2(1 '‘'1

(2.8)

дау.?/б
V 3(2-3«) ֊1 ^(уг1)

4-o(yi ' '

где /?(*)=֊i/4(i - ։/( I ֊*))(;*֊2)/(i —')

/V,= ֊тИт*֊ l..'(l-ct))(;>-2/(l֊a))(2-5^2^)/«l֊v)(l֊2>))

/г=2, 3.
Итак, главные части формальных асимптотических разложений (2 2), 
(2.3) определяются из равенств (2.6), (2.8). В асимптотику решения 
задачи (1.1), (1.2), (1.3) входят решения /4 однородной системы (2.1), 
имеющие конечную энергию Э(я)- Запишем функционал Э(п) в пе
ременных (у։, у.,):

*!-/©■֊ 1УГ'Л1 —а
<w,\/2(1-0 /QUj____я ди. \

А 1 ? w)'։ 1 — 7 ’ '' ^У1 /

, 2' <Ч\ ,'’ди1 ։ да2
<ду2 <?у։ 1—а буг/\ду., оу J 1— «>-2- dyj ՝

. . -։ ^и2 \ . ^2 ।Ху.’у, 1- —1
dy։ / оу,

< Ъ /дп} 
U 2Âdy։

i ди, \ . 2(1 ->) ди. \ \, .У,.՝'," ) T „ . ’ ) W.v.dy,
1 —а ду,/ 1—2> ду,//

Вектора w1*՛1’ и обращают энергию в нуль, a и —в 
бесконечность. Интеграл Э(«( •’О конечен при «<ГЗ. а интеграл 
Э(н(2Л))—при «2>1/3. Итак, в случае «<Ч/3 в асимптотику решения 
задачи (1.1), (1.2), (1-3) при Л'։ -»о© входят функции и{' ь, и1'''5 
а в случае «>1 3—функции н<։,։),

Вид асимптотического разложения (1.5). (1.6) вытекает из фор
мул (2.8) для векторов //<-՛֊’>, записанных в переменных (л*։, л\).

3. Обоснование асимптотического разложения. Введем функ
цию Л’(х։. л\՝). удовлетворяющую соотношениям:

_^/՛՛ (FF _(FF ....
Лг,Лг,'’я՜^ ('М)

Условие совместности деформации приводит к равенству
W=0 (3.2)

Однородные граничные условия для функции /՛՛ имеют вид
<?Л/с)№=0; tfFidsdn^ (3.3)

где $*-касательное, и нормальное направление к dü.
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Произведя интегрирование по <Ф, перепишем равенство (3.3) в 
области л-։>« при достаточно больших а:

Л=0; dF д/i—O при д'2<(), (х,. x«)£dQ
(3.0 

л՛։
F—с| 1 a’/2’ :dtt “=<՜։ ПР» (X,, х2)£0Й

J * д п
а

где t՝j и г2 некоторые постоянные, определяемые значениями функ
ций F и ôFdn при х,—л.

Переходя к переменным (у,, у2), найдем асимптотическое раз
ложение задачи (3.2), (3.4) при у, -оо. Формальную асимптотику 
ищем в виде

Оу։. У,)=^ V у,7гЬ֊7<Л‘>(у։) (3.5)
j--- 1 fc-V

Запишем уравнения (3.2). (3 4) н переменных (уп у2) и разло
жим функции из правых частей равенств (3.4) в ряд по степеням у,. 
Операторы, стоящие в левых частях краевой задачи (3.2), (3.4) пред
ставим в виде суммы

/ д д \ à' / д д \ д_/ ։ д о \
\ ’ ду,‘ ду.г) \ ’ ду/ <9у2/ дп\*’’ àyz ’ ду2 )

à f / , ±_ J_\ 
r?y2 f * \ *՛ ^У1 dy2 /

где /.Ду,, ddyJt âày..). /=1, 2 дифференциальные операторы, удов
летворяющие при /(уг)€С3(/?х) соотношению

/-/(y.* ֊֊֊. т֊ V(y2.)y}=^(yj ’)

Таким образом, старшие члены /0 асимптотического разложения 
(3 ' решения задачи (3.2). (3.4) удовлетворяют уравнениям:

/о—°, ^/о ду2=(), при у,></, у2=—12(1—?) (3.6)
I а

/0-qxÏZ’ • с,; d/0/<v2=c3xf = при у,>н, у..-!/2(1—7.) 
где с,, с։, с, —постоянные, определяемые значением при у,=л функ
ции F— решением задачи (3.2), (3.1). Итак, старшие члены /0 асимп
тотического разложения (3.5). найденные из равенства (3.6), имеют 
вид 

« 1 а
Л(У1, у։) = (gvF 2(qyp^^))yi!H I -’^ур у;-

1 -> I «
ч (3'2(с։у’,-’ ; с,1-1'4с,у’ 7у2 1 2с,у’ 1/8с2у ' ^1 2с.

Аналогично находятся остальные члены ряда (3.5). Запишем асимп- 
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готику решения задачи (3.2), (3.4) з переменных (лу .г,) и из соот
ношений (3.1) найдем напряжения з։1. 5։г, з։г. Определяя из закона 
Гука по известным напряжениям вектор смещения и, получим асимп
тотические разложения (1.5), (1.6). Отметим, что слагаемые, обра
щающие функционал энергии Э н бесконечность, в асимптотику не 
входят.

Введем пространства и ДО'у. функций / с конечной нормой 
Цх1/||д., У^/Цц-? — Обоснование асимптотического разложения
(3.5) решения задачи (3.2), (3.4), а следовательно, и равенств (1.5), 
(1.6) вытекает из известного утверждения, по существу содержаще
гося в {12], 113].

Лемма 1. Предположим, что функции ф, стоящие в правых 
частях уравнений (3.2) и (3.4), принадлежат пространству /<>.,($2). 
Тогда существует единственное обобщенное решение „и' задачи (3.2). 
(3.1) из пространства и"у.(Г2), и с/ля него справедливо неравенство

• .р •'
В п. 2. 3 предполагалось, что функции ФДл՛,, л*4). Ч'*(л։, х2) 

/’ = 1. 2 из правых частей уравнений (1.1) и (1.2) имеют компактный 
носитель. Общий случай рассматривается аналогично՝ Если Ф; — О 
при л*1>«о» а 'Г±.^() при сколь угоню больших значениях .г։, то в 
асимптотическое разложение решения и задачи (1.1), (1.2), (1.3) при 
Л‘։- ос войдут слагаемые, компенсирующие вектор Ч ±. Поскольку 
функции 'Гу- принадлежат /.։(<?О), соответствующие слагаемые п 
асимптотике решения и убывают при х։-ос достаточно быстро, и. 
таким образом, вил старших членов асимптотического разложения 
(1.5). (1.6) не изменится. В случае, когда носитель Ф некомпактен, 
решение и задачи (1.1). (1.2). (1.3) представим в виде

//(л-։, л,) = г’(л։, хг) 4- хг)

где к՛ решение задачи Дирихле для уравнения (1.1) с нулевыми 
граничными условиями. Отметим, что функция то принадлежит прост
ранству №Д(Й). При таком выборе величины к՛, функция г удовлет
воряет однородным соотношениям (1.1). (1.3) и равенствам (1.2) с 
правыми частями Т± из Л։(дР); следовательно, для V справедливо 
разложение (5), (6). Итак, решение задачи (1.1), (1.2). (1.3) допус
кает асимптотическое представление (1-5), (1.6) и в том случае, ког
да носитель функций Ф и ’Г* некомпактен.

4. Определение коэффициентов в асимптотике решения. 
Найдем явную зависимость коэффициентов <՝։. с,. с, R формулах (1.5). 
(1.6) от правых частей задачи (1.1), (1.2), (1.3). Для этого восполь
зуемся методом [15] В. Г. Мазья Б. А. Пламеневского. Построим 
неэнергетические решения тот, «»<•*', том> задачи (1.1), (1.2). (1.3). 
сов ядающие при х։ с векторами и{- ՛’, /Л соответ
ственно. Пусть с(л'։)—срезка: г=1 при 2=0 при л,<4 2 & и
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։»=-и, где «—неэнергетический собственный вектор. Функ
ции ЗМо») и 5±(^) имеют компактный носитель. Искомые неэнерге
тические решения представим в виде

х2)=«>(л-1, х..Н *(, х2) (4.1)
где и- решение задачи (1.1), (1.2), (1.3) с правыми частями Л!(<и), 
*Г+(ш) (существование функции г՝ вытекает из теоремы 1. при л։ -ос 
для V выполняются равенства (5) и (6)).

В области Й,.={(х1, Л'2)£й; для решений и и г> зада
чи (1.1), (1.2). (1.3) с различными правыми частями справедлива 
формула Бетти:

\ (м։Л11(^)+и։Л/2(-и)-Ф։Л11(й)--^Л1։(н))^х։^х։=

• АГ
V | ( - ^„(«) - Ч’М ) — Л1 1 ֊ И-2)
±г?

=-։(«)—ад։(«)))/] 1~ •*? ■՝"! -I

1/2*-“

4- | («13п(г') + - ■адЛ«) — ^23։2(м))^л-2
1 ։ 
7՜ '՜

где ,И։=Л4։։Ч Л1]2, А12 /И։։4-Л!22 компоненты оператора .И, Г? = 
= {(л‘։. х2): д-;. £/?’, «о<Х1<?' 3} оО. 11одетавим в равенство (4.2) 
вектор я—решение задачи (1.1), (12). (1.3) с правыми частями Ф, 
‘Г- и к՛ неэнергетическое решение однородной задачи, построенное 
по формуле (1.1). Устремим ') к нулю, тогда тождество (4.2) примет 
вид

| (а»։Ф։-НС’2ФгМд-։ г/Х.= V | (՝Г'±и;г1-}-։Гргс;2)^х 

г?
1/2:—

4-Пт I (^зп(«)4-и։,з,г(//)“//։зп(то)—«։а։2(»))^л\, (4 3)о ։'

Переходя к координатам (у։, у2), вычислим последний предел в 
правой части уравнения (4.3). При

1Пп | (тар=п(и) 4 ^^э,2(«)-/^1=п(№Р»)--//2^2( гг'<3)))</х2== - ■ ■

-1/24-»

/Аналогичные соотношения получим и при других значениях <<՛. 
Таким образом, доказано следующее утверждение:

Теорема 2. Справедливы равенства
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1 О
"•“<1 2йЬт,-(ф-Գ=(1 -)(1-^2-з.),(Ф?1' w(4)

•,= (!->)-------------------
(2—3*)(l —Зя)

Л(Ф. Ч’±, w) (4.4)

где ад—«Л-1 при ?.<1-3. ад—ад:а при а^>1'3, ад*1*, ад(2), ад1'1, ад1'՝—неко
торые неэнергетическне решения однородной задачи (1 1), (1.2), (1.3). 
определяемые формулой (4.1)

/.(Ф, Ч’±. ад) — I (ад։Ф։ 4-ад2Ф.,)4/л'։(/л*, 2L | (Н‘гад։ j ’Г^ад2)^\ 
й ՜ г±

5. Асимптотика в окрестности заострения. Пусть Q область 
на плоскости (х1։ х2) с компактным замыканием и гладкой (класса 
С*) границей вне малой окрестности нуля. Предположим, что и точ
ке 0 граница области Q имеет особенность типа заострения (фиг. 2), 
то есть {(Ар л-։)£&: а'։<н0{ = (|л\,|=с-1 2х]. х։<«0}, где а>1.

В области Q рассмотрим задачу (1.1), (1.2), (1.3). Справедлива 
следующая теорема:

Теорема 3. Ксли Ф,£/..(й), Ч*±£/,։(дй): /=1, 2, то сущест
вует единственное решение. ,иа задачи (1.1), 11.2), (1.3) с конечной 
энергией Э(и) и для него справедлива оценка (1.4). При -0 ре
шение „и" с конечной энергией допускает асимптотическое пред
ставление

II։=<՛, (2 Зя)с,ха.г[’ ’4-'->(А'|՛)
(5.1) 

//2==с2фс3лТ՜2 ։ о(.т՛;), 4>0
Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 1. 

поскольку преобразование координат (д'։, л*2) *(у։, у2) переводит об
ласть {(х1։ .т2): х։<а0. |х2|<1;2а^} в полуполосу II. Коэффициенты 
г,, <*2, са из равенств (5.1) можно определить по формулам (4.4).

Автор выражает глубокую благодарность Мазья В. Г. и На
зарову С. А. за помощь в работе.

ՊԱՐԱՐ11Լ11ԻԱ Ա1111.՚2Դ1ՍւԱ.ՆՈ1«ԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՀԱՐԹ 
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11. մ փ 11 փ 11 i if

Աշխատանքում ւսոումն ա ււիրվու մ / աոաձդականության ւոեսութ յան 
Հարթ խնդրի աոաջին եզրային խնդիրը | A'2 I 'ՏՀ A” . (> <Հ 'i <Հ 1 պարա- 
րպի ‘եա Համընկնող տիրույթներում, երո X^-ր րավականաչտփ մ!<ծ Լ։ Կա- 
հույյվաէ) Լ ւք երջավոր էներդիայով լուծման էոսիմո/տոտիկ ։/1.րրոծntթյանր . 
երր A'j- ։<X>'. Պ՝տնւԷած ( ասիմպտոտիկայի աէ(սւդ անդամն երի դործակիրներրւ 
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Դիտարկված I, աււաձէ/ականէոթյան uiLtiiH fJ յան 'արք) /u^t tf ft fi ր այն աիրույթ - 
ներոււէ, երր տիրույթի եւյրր 11/in րուն >։ւ 1/ttttl Լ սրածայր մ եկուսարած կեաւ 
1/ աարված / րււծէէան ւաւիւք ււրռէւտիկ վ/. րրււ ծ in թ յւսն ր /•'//'/' եւյ ակ ի in թ յան շրր- 
«ակտ jpntil:

INDESCENDING SOLUTIONS OF THE FLAT PROBLEM OF THE 
THEORY OF ELASTICITY IN A PARABOLA

A. S. SLUTSKI

S ii in m a r y

The first boundary value problem oi the flat theory of elasticity in 
domains coincident with the |-v,|«^|x։i (<)<*<!) parabola lor sufficiently 
laige Xj is studied in this paper. The asymptotic decomposition oi so
lutions with a final energy for .v։ -oo is constructed. The flat problem 
oi the theory oi elasticity in the domain containing an isolated singula
rity oi the boundary as a peak is considered. The asimptotlc decompo
sition is obtained for a solution near the boundary singularity.
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21L:HiIUiU.4. UUZ ‘M«S(lbmbU»hl‘b lUilk'bbirbUBb SIHUiMLW 
ИЗВЕСТИЯ АкШМИИ НАУК A I’M S! fl (- к о [I C< P

\i. .у. J. 19֊.՝ Механика

УДК 532.516

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПОТОКОМ ВЯЗКОЙ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ < ЦЕЛЬЮ УМЕНЬШЕНИЯ 

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ЗАТРАТ
ПРХТЯН М л, КРАПИЗГКПЯ П Л

I. Управление нормально։: скоростью. Пусть тело 5 обтекается 
стационарным потоком вязкой несжимаемой жидкости со скоростью 
U на бесконечности. Рассмотрим следующую вариационную зада
чу: найти такое распределение скоростей отсоса (вдува) ио по
верхности тела, при котором скорость диссипации энергии I) мини
мальна. Диссипации характеризует потери механической лтергин, 
переходящие и конце концов в тепло. Поэтому 1> является естест
венной характеристикой эффективности устройства. управляющего 
отсосом (вдувом). Другой разумной характеристикой эффективности 
устройства является, казалось бы. сопротивление X, испытываемое 
телом S. Например, в задаче об оптимальном управлении формой 
тела заданного объема (в отсутствии отсоса) наличие связи /) и Л’ 
[I]

D—X-J (1.1)
показывает, что эти характеристики гидродинамического совершен 
с.тва формы тела фактически эквивалентны. Однако, в рассматри
ваемой нами задаче изменение граничных условий приводит к тому, 
что формула (1.1) становится неприменимой. Как будет показано
ниже, задача о минимуме сопротивления в этом случае имеет три
виальное решение с бесконечной тягой (А՜------ос), так что естест
венной характеристикой эффективности устройства является имеч
ко Л).

л равнения движения жидкости, 
звруемый функционал имеют вид

j>(v • v)r=—хР рЛг, 
v|s=U"w. v|. U

граничные условия и миними-

V • 0=0 (1.2)
(1.3)

(1.4) 
дх /

Здесь V—скорость жидкости, о плотность, р давление, р динами
ческая вязкость, Ц7 скорость отсоса (вдува). (/ -внешность тела 5, 
и единичный вектор внешней нормали.

Будем считать, что полный расход жилкост и через поверхность 
тела задан п равен ф.
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|К'<Й=$ (1.5)
.V

2. Д7ловил оптимальности. Для получения необходимого условия 
он нма.чыюсти сформулированной задачи (1.2) —(1.5) восполь
зуемся методом множителей Лагранжа. Составим расширенный 
функционал

./=£> 1 | {с* • 1рДг» Г/И I• г’)^3дг+'| (2.1)
о х

3.1. с /.= .-опз1—множитель Лагранжа, соответству։рщин ограничению 
(1.5) изопериметрического типа: «՝*—<>*(,?). р*=р*(х)—множители 
. Ьгранжа. являющиеся функциями в области О. которые соответству
ют щфференциальным связям (1.2). Сходный подход к решению 
других задач математической физики изложен в монографиях [2- 5]. 
поэтому вывод необходимого условия оптимальности приведем в 
сжатой ф >рме.

Первая вариация функционала ./ вычисляется согласно пра
вилу варьирования контурных и объемных интегралов и после гро
моздких преобразований с использованием формулы Гаусса-Остро- 
градского приводится к виду

•,./= (|. . а ֊/;*—1ч — / кГС7/5՝-1- */>? • \ ОН 1 ' ОН / ' I Л V
.V а

(2.2)
4- | (рЛи* рЦо • V)**—(V1*) • ®*| 2',’Аг՛} • ?лчЛл՜ 

о
При выводе (2.2) необходимо учитывать граничные условия 

(1.3). Вообще говоря, при составлении расширенного функционала 
(2.1) можно было присоединить соответствующие (1.3) поверхност
ные интегралы. Однако, достаточно варьировать (2.1) и учитывать, 
чк> па поверхности тела вариации скорости течения 5г и скорости 
отсоса (пдува) 5IV связаны соотношением

5г|Л- н'< IV'
Отметим также, что в (2.2) опушены поверхностные интегралы, 
учет которых при выводе условий оптимальности приводит к ес
тественным однородным граничным условиям па «сопряженную 
скорость» г*.

Таким образом, в силу произвольности вариаций 5 IV', 5е и 
ьр из (2.2) окончательно получаем необходимое условие опти
мальности:

в области течения
рДг* V/?* -гр | (п • V)!՛*—(V1’) * V • ® ՜-0, г*|х=г*Ь =0

(2.3)
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па поверхности тела

(ii՝z՜ р* im—»->•)՛ =о (2.4)\ дп * • дп /|х

Здесь V1' -тензор с компонентами , так что (ш») • г>*—
дХ(

вектор с компонентами |(v<’) • «’*Ь= v(~~) ՛ г‘
Т \ '

Необходимое условие оптимальности (2.3), (2.4) в случае ну
левого расхода Q=0 ранее было получен՛.! несколько иным мето
дом в работе [6]. Отметим также, что «сопряженная» краевая за
дача (2. 3) для множителей Лагранжа ©*, /э* возникает и при ре
шении других вариационных задач в вязкой несжимаемой жидкое։՛.։ 
[7, 8], а собственно условие оптимальности- условие типа (2.4) — 
отражает специфику каждой конкретной задачи.

Полученное выражение для первой вариации (2.2) можно ис
пользовать для построения эффективного численного алгоритма 
решения рассматриваемой вариационной задачи. Алгоритм пред
лагаемого итерационного метода состоит из следующих операций:

I) выбирается начальное приближение для распределения 
скорости отсоса (вдува);

2) решается «прямая» краевая задача (1.2), 11.3). Запоми
наются значения скоростей и и U՜;

3) решается «сопряженная» краевая задача (2.3). Запоми
наются значения множителей Лагранжа г՛* и /Г. При этом вы
ражение (2.2) для первой вариации принимает вид

IJ= | ( р ֊ — р* — 4р ֊— 4-1. ) '' К (2-5)
J \ дп ' г дп /

4) задается некоторое значение постоянной /.. соответствую
щее заданию ограничения па С? и пп. 2, 3 повторяются для нового 
распределения скорости отсоса (вдува). которое определяется по 
формуле

1Р„»-«'яч,+։и7, г«7=—1(5)(и + (2.6)

где ;(5) —произвольная неотрицательная функция, определенна.։ 
на поверхности тела. Выбор улучшающей вариации в виде (2.6) на 
каждом шаге приводит к уменьшению функционала поскольку 
формула для первой вариации (2.5) после подстановки выражения 
для принимает вид

W=- I 7(5) г dv* d;vn

При этом на каждой итерации вычисляется значение функцио
нала диссипации (1.4). Последовательность операций пп. 2. 3 вы-
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полняется до тех пор, пока величина невязки />( ։ ) — /)( \Х'։) не
станет меньше некоторого наперед заданного положительного числа £.

Использование указанной градиентной процедуры предполагает 
наличие быстрых методов решения прямой и сопряженной краевых 
задач. Для течения идеальной жидкости или газа наличие таких 
методов позволило решить ряд задач с использованием указанного 
алгоритма, например, задачу максимизации критического числа 
Маха при обтекании симметричного профиля крыла [9]. В рассма
триваемом случае течения вязкой жидкости существующие пока 
методы численного решения уравнений Навье-Стокса (1.2) являются 
весьма медленными и. к тому же. они работают в ограниченном 
диапазоне чисел Рейнольдса [10]. Опыт проведения по
добных расчетов в идеальном газе [9] показал, что необходимое 
число итераций при г = 10 4 составляет обычно несколько десятков, 
поэтому даже при Ре<10:‘ время численного решения оптимальных 
задач в вязкой жидкости на сегодняшний день недопустимо велико.

3. Приближение Стокса. Сделанный выше вывод о сложности 
численного решения относится к решению оптимальных задач в 
рамках полных уравнений Навье-Стокса. Если упростить исходные 
уравнения движения жидкости, то решение может существенна 
упроститься. Наиболее важным с практической точки зрения является 
приближение больших чисел Ре (приближение Прандтля). В этом 
приближении предполагается. чк> поперечная скорость в пограничном 
слое мала по сравнению с продольной. Интуитивно ясно, что при ре
шении оптимальной задачи в рамках уравнений Навье-Стокса попе
речная и продольная скорости буду։ иметь одинаковый порядок (во 
всяком случае для плохообтекаемых тел). Поэтому сформулирован
ная вариационная задача при Ре֊*оо должна рассматриваться в 
рамках полных уравнений Навье-Стокса, если не введены дополни
тельные ограничения па максимальную скорость отсоса (вдува).

Другим важным .упрощением исходных уравнений является 
приближение малых чисел Ие (приближение Стокса). В этом случае 
сформулированная вариационная задача при Ис->0 может рас
сматриваться в рамках уравнений Стокса, так как никакие предпо
ложения. необходимые для вывода уравнений Стокса, при этом не 
нарушаются.

В приближении Стокса сопряженная краевая задача (2.3) при
нимает вид

иАг«*= 7(/л^ 2^), V • ** = 0, = =В (3.1)
Задача (3.1) имеет только тривиальное решение V*՜՜։), р: 2/?+соп$1, 
впервые найденное в работе [11]. В результате необходимое усло
вие оптимальности (2.4) приобретает исключительно простои вид
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Для примера найдем оптимальное распределение скорости от
соса (вдува) по поверхности сферы единичного радиуса, центр кото
рой находится в начале сферической системы координат (г, ‘J, ?). 
Ввиду линейности уравнений С. т окса искомое решение можно пред 
ставить в виде суммы решения, полученного в [6] при Q=0 и реше
ния типа источника интенсивности Q, расположенного в центре сфе
ры. Действительно, для решения [6] выполняются условия <>niнмаль- 
пости (3.2). а для источника из соображений симметрии /» и д\Щдп. 
постоянны на иоверхнис։»։ сферы, гак ’гто условие (3.՛.! i к»-.же вы
полняется. Тогда искомое решение приобретает вил

U7=-՝-cos0- У, ■ ■) (3.3)

Картина линий тока около сферы при оптимальном законе отсоса 
4֊

(вдува) показана на фиг. i при Q=0 и Q —- Г. Mt (3.3) вили»)

что абсолютный минимум О достигается при Q О и раиеп О 
16« ,— — ри*. Другое точное решение оптимальной задачи в про-

Фиг- I

тивоположном предельном случае Йе-*ос недавно получено в работе 
[12]. Отметим, что подобно.՛ <՛ рода ;очные решения будут весьма 
полезны и при численном решении оптимальных задач и рамках 
уравнений Навье-Сюкса. ак как <>нп могу։ служить начальным 
приближением для искомого решения, а также использова н>ся для 
оценки »очное։л численных схем
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4. Минимизация сопротивления. Задача уменьшения сопротив
ления является одной из важнейших задач аэродинамики, причем 
управление отсосом (вдувом) представляется одним из наиболее 
перспективных направлений решения этой проблемы [13]. Однако, в 
рассматриваемой постановке задача о минимуме сопротивления име
ет только тривиальное решение с бесконечной тягой. Покажем это 
на примере обтекания сферы стоксовой жидкостью. Известно одно- 
параметрическос семейство решений этой задачи [14]

г г3

р^р՝-2А(- ■ И7 = (3 4.4) (1/-П) 
Г‘

Решение (4.1) удовлетворяет уравнениям Стокса, условиям на бес
конечности и условию прилипания касательной скорости. Семейство 
(4.1) содержит, в частности, известное решение Стокса обтекания 
сферы с условиями прилипания на поверхности (Д=3/4) и приведен 
ное выше оптимальное решение (3.3) при р-֊0 (.4 = 2/3). Сопротив
ление А', равное

Л- | у5|^5у. ։,7= /Л,у + |.('^+֊>') 
/7 дх։/X

для решения (4.1) дается формулой

X =--
так что при А -♦ -о© А->— ос. Из (4.1) видно, что скорость отсос.։ 
(вдува) № при этом оказывается неограниченной. Поэтому пред
ставляется правдоподобным, что наложение дополнительного огра
ничения на IV՛ приведи к тому, что задача о минимуме сопротив
ления станет нетривиальной. Разумным ограничением на П’ является 
величина интеграла

рРМ5=Л? (4.2)
л֊

которая характеризует мощность, затрачиваемую на отсос (вдув).
Законченные результаты в задаче уменьшения сопротивлении 

удалось получить только для стоксовой жидкости. Разберем деталь
нее случай обтекания сферы. Как известно, одна и га же варцацй 
онная задача часто допускает различные способы решения. Приве
денный ниже метод решения существенно отличается от использован
ного в предыдущих разделах. С идейной точки зрения этот метод 
близок к известному решению Гурвица [15] изопериметрической 
задачи о геле минимального периметра при заданной площади.

Оптимальное решение, которое предполагается осесимметрич
ным, ищем в виде
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?(г. -,)=r»/,(:)+ V (В„Г< " D„r< ")./„('.) (4.3)
n I

u(r, •.) = P,C.) 4֊ У (S,r 1 «+D„r< ')P„ ,(•.) (4.4)
л I

;.(r, -.) = - 4- V |(n -l)B,r 1 /■)„.'< "I (4.5)
sinO 7i slnQ

Здесь Ря(՜.)—полиномы Лежандра; Л(',)= —; ;==со50. Рс- 
2/1 — I

шение (4.3) — (Кб) является частным случаем общего осесимметрич
ного решения |16| уравнений Стокса, в котором выполнено гранич
ное условие на бесконечности и условие отсутствия особенностей в 
поле течения. Заметим, что единицы измерения выбраны таким об
разом, что скорость ни бесконечности равна (со$0, —О), ։ радиус 
сферы равен единице.

На поверхности сферы должно выполняться условие т՛, । 0. 
Поэтому из (4.5) имеем

О,=0, В, /4,=2, Я„4-'-^-О„=0, /0 3 (4.7)
/1—1

I
Ц = 2֊ | и^> 4г./А

1՛
1

Л=2- I \У:(Г, = 4֊В-.-г— (I /4^/ЛГ -V Ог)5
3 ' Г 2//-1֊1

Используя (4 7). получаем окончательное выражение :։л> мощности

•3

16г (4.8)
Гз(л 1)S(2«֊D

Для решения (4.3) -(4.5) сопротивление дается формулой А' -4я’/Л 
[16]. поэтому из (4.8) немедленно следует, что минимум сопротивле
ния при заданных Q и .V реализуется на решении, н котором 
при и 3. Окончательно оптимальное решение принимает вид

4՛ ±r4Sln։fjfo'<z±+l_A)_J(1 (.COS0) (4.9)

К cos 9 (4.10)

Из (4.9), (4.10) нетрудно получи и. выражения для А’ и D

А' = 6«р^1~ (4.11)
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1Э= £+ 6=Н/№ ~|к ■ |) (4.12)

(ЗЛ" ЗО’\’/г------—• Тот факт, что подкоренное выражение

все: та неотрицательно, легко следует из неравенства Коши-Шварца. 
Из (4.1!) получаем, что при увеличении .V сопротивление сферы мо
нотонно уменьшается и при Л -оо г¥-*—ос. В то же время дисси

пация (4.12) остается ограниченной снизу, в пол •

ном соответствии с (3.3).
Су. Управление касательной скоростью. Рассмотрим теперь за

дачу о минимуме скорости диссипации при управлении касательной 
скоростью па границе тела 5. Вариационная задача формулируется 
в виде (1.2)֊ (1.4). где граничное условие (1.3) заменено на 
(т1 л)|$ — 0. ('.оставим расширенный функционал

| {ф* * • у)11 V • «ДО3-*
о

Действуя аналогично случаю управления нормалиной скоростью, по
лучаем необходимое условие оптимальности: в области течения вновь 
получаем сопряженную краевую задачу (2.3), а из поверхности тела

(-.;/-2-‘РЬ- О. «=(0.0,1), / = 1, 2 (5.1)
Здесь г; «= ^до^дх, -ос^/дх,) —тензор вязких напряжений.

Вновь рассмотрим приближение Стокса. В этом приближении 
(5.1) принимает вид

тз/|а==0, /"=1, 2 (5.2)
так что касательные напряжения в оптимальном решении равны «гулю.

Точное решение оптимальной задачи об обтекании сферы при 
управлении касательной скоростью находится аналогично случаю 
управления нормальной скоростью и имеет вид

.±^$1п5, п = 4г}^/’ (5.3)
2г 2

Сравним это решение с другими известными решениями задачи обте
кания сферы; в задаче Стокса диссипация £)=6я{1{./* в 1.5 раза 
больше диссипации (5.3), а в задаче обтекания непроницаемой сфе
ры идеальной несжимаемой жидкостью что в грн раза
больше, чем (5.3). Картина линий тока около сферы при оптималь
ном законе управления касательной скоростью изображена па фиг. 2.

Рассмотрим теперь тадачх о минимуме сопротивления. Эта та
ла ча без дополнителтшых՛ ограничений имеет, как и в случае отсоса 
(вдува), лишь тривиальное решение с бесконечной тягой. Поэтому 
введем ограничение 
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I дЧ$ = М (5.4)

Найдем точное решение оптимальной задачи для случая сток
сова обтекания сферы тем же методом, что и в разделе 4. Опти
мальное решение ищем в виде (4.3) —(4.6). Условие нспрогекания 
на поверхности сферы даст

/?։ /9,== о

#*֊? /Л=0, /т>2
В результате касательная скорость д дается выражением

<7= (2/), 4-3) А <• 2/Л, А 
81п0 81п0

Подставляя (5.5) в (5.4) и используя условие ортогональности [16]
1

■ / / 0. ///А;/
1 ^(Г.= 2 , т=п^2

1
1 //(«-!)(2п 1)

окончигельно находим

I 24 Г. '1{п- 1)(2л— I)
(5.6)

Гак как сопротивление дается формулой Л* — -4пр./;г го из (5.5) 
следует, что минимум сопротивления при заданном М реализуется 
на решении, в котором /.)„ <1 при и 3. Окончательно оптимальное
решение принимает вид

д — — — / Мп О

(5.7)

(5.8)

Из (5.7) (5.8) норулпо получин выражение тли А’

X 6гр/| - /. =(ЗЛ4/2п)‘ '
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В заключение заме:им, что изложенный в разделах -1 и 5 под
ход к задаче минимизации сопротивления сферы может быть рас
пространи на случай обтекания более сложных осесимметричных 
гел. Действительно, решение (4.3) —(-1.6) является общим осесим
метричным решением уравнений Стокса. С его помощью может бы и. 
найдено выражение для ограничений тина .V или М в виде квадра
тичной формы от и /х.. Используя граничное условие, эта квад
ратичная форма может быть редуцирована к формам типа (4.8), (5.6). 
Далее, как и рассмотренных выше примерах, надо минимизировать 
сопротивление .¥=— 4-р/Л при фиксированном значении получен
ной квадратичной формы.

(Г11.ЫИ;1Ч- Ф11-РГU.8U'U.4. 1.”IIJ.SU.>ill«l. 1ЛШПЬВН|
Ц.Ъ11Ь‘ЦГЬ1,1’ ДДПМ||» Д11Н։1* O<nsbiru.l. hlMHk'I.ILPIIbire

И. К. »1‘ni’S-m.k '4. L ։։1'ВЛ1Чи,|1,8

II. И ф п ф и । и'

'ifiiituifilfifuit) /, if ш dm tf ft if шЪ ч i. qil'i.f fi ihifiidffi I/ id tf m fin I/ tub tf ш /н!Ъ ft JHift- 

ft fillip fl I 111 if lit ft (Ь I. fllf/lDI (ft I//II fill'll li fl Ъ ft tf D I if Ill/I Ш tf D 1 f/ J Ulb I fill [1fl Ut [/ ft till 

In)։ I/fl ftp • If ui/niitfi IIDilii.fi/ittt i/f/iif i/Ui III tu;nftlt tl f dliifttUiiif d.tfnilf/i

fuujnitf (tft/md )։

IJ tntlt tflflDt} /,}/ tlDfUtftlilUftllflllDlt Ill'll ft IIIli // J 111 11/ IIIJ if Ulldl it (I fl It til tl It! s' tU /1 if - 

tfini I, [Ji/injftii findiftub Wfifnp/tp.if: [bit pin[ifufi ‘/‘"/Ч1 ft'IJ'l'l1 ''

full If fl ft ft {flit/ft ffty imitiuib tfLuffjnuf ftiititfuif) l։ ttlt/fiftin: <7>i?in ։ji n I/ utftuilfiii. 

P HtlWlhflfl Ollf III fl if UI I if tUDUIlflU flti llAt t] I, Uf fill ft fl '.Ultiutfl ftttt) tf lilt) fib blllh tubui- 

I"1! ftlbtfpfihLfn

OPTIMAL CONTROL OF \ ISCOUS FLOW TO DECREASE 
ENERGY LOSS

M. A. BRUT1AN. P. L. KRAPIVSK1I

S ii 111 in a r y

The problem of the minimum energy dissipation ot viscous fluid Is 
considered. It Is assumed that normal or tangential velocity Is controlled 
on a surface of an arbitrary body. Necessary optimality conditions are 
derived. Using the Stokes approach oi the optimum control problems, 
exact solutions are obtained with different isoperimetrical type const
raints. According to this approach with an additional constraint on Ihc 
control device power exact solutions are obtained for the variational 
problems oi the minimum sphere drag.
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