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МАТЕМАТИКА

В. М. Мартиросян, К. Р. Овесян

К теории а-квазианалитических классов М. М. Джрбашяна 
в угловых областях

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 20/Х1 1984)

I (а). Как хорошо известно, полное решение проблемы Ж. Адама- 
ра о квазианалитичеоких классах дается теоремой Данжуа—Карле- 
мапа ( 1-։). ЛА. М- Джрбашяном (6) была поставлена проблема рас­
ширения понятия квазианалитичности, сводящаяся при 7 = 1 к класси­
ческой проблеме Ж. Адамара и заключающаяся в следующем.

Пусть последовательность положительных чисел и Т(г) = 
=8ир{г'7/И„ : Для заданного значения т>0 какими должны быть
подклассы С1{Л4л}сС{Л1л} на данном промежутке /с(—оо, +оо) и 
простейшие функционалы Ь1/(п—0, 1....), чтобы лишь при условии

Г 1пТ(г) . , /1Ч
I /• 1-1-7

для любой функции /€СТ{Л4Я} из равенств
£т/=0 (/1=0,1,...) (2)

следовало тождество /(л)=0,
В исследованиях М. М. Джрбашяна был открыт метод, поз­

воливший дать полное решение этой проблемы.
После введения более удобного параметра « = (1—т)/(1+т) (—1<՜ 

<Са<С1) соответствующие классы единственности были названы а-ква- 
зианалитическими.

(б). В работе М. М. Джрбашяна и Г. С. Кочаряна (10) была 
рассмотрена задача, аналогичная проблеме (1)—(2), для определен­
ных классов функций, аналитических в угловых областях вида Д7= 
= {«: |Агдг|<1г/(27)}(у>0), лежащих на римановой поверхности 
функции Ьпг.

Для значений параметров 0=Са<П и -^>0 в работе (10) были 
введены классы С<’){ДТ} функций /, голоморфных в Дт и таких, что 
¥Т1>Т

։ир{(1 + |г|в'п)|/<Л)(г)|}<+оо (п, /га=0, 1, ...), (3)
4Т1

а также их следующие подклассы:
1) С«{ДТ; Мл} функций ДС։“>{ДТ}, для которых
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sup{(l+«k|։)l(я=1, 2, ...); (4)
A-

2) С*{ДТ; Afn} функций /бС^ЧМ՛ для которых
5ир|^/(г)|<ЛВяМя («= 1, 2, • ■ •), 1/р= 1—’. (5)
4т

где константы А=А(/)>0, В = 5(/)>0 не зависят от л.
При этом (10) для функций /бС«вЧдт}. если 0<։<1, то

«.(f'ArgZj

= 1֊ ' (С-г)“"֊1/<я)(С)сГ, (л = 1, 2, .. .)• (6)
Г(ал)J 

z

В работе (10) единственность функций связывалась со значения­
ми функционалов

+=С
pla-пд Р /

£)я/р/(0 • g/S)՜^—j ] /(")(reze)ren-J Q&|<—, л>0

и были установлены следующие теоремы.
Теорема А. 1°. Для того чтобы класс Са{Д7; М„} (0<а<1, 

7>0) обладал свойством (а; ^-единственности, т. е. чтобы для 
любой функции /€Са{Д7; 7ИЯ} из равенств

Д»/р/(0 • е'») = 0 (|0|< —; « = 0,1,..Л (8)
\ 2т /

следовало тождество Дг)=0, г£Лт, достаточно условие

Г 1пГ(г) , , (111 1—“I՜1 /пчI ,,,, -/-^г = +оо, х = 1+а+------ . (9)
I ;■։+(։— ®)։ | у ]

2°. Если интеграл (9) сходится, то существует нетривиаль­
ная функция /€С£*ЧДЛ удовлетворяющая условиям (8) и такая, 
что

зир|/(">(2)|^Д5"Л4л (л = 1,2, ...). (10)
4т

Теорема Б. Для того чтобы класс С*{ДТ; УИл} (0<а<4, 7>0) 
обладал свойством (а; ^-единственности, необходимо и достаточ­
но условие

Г 1пТ(г) .) -7Гй2-‘,г=+~- <н>
Отметим, что при а«=0 обе эти теоремы переходят в следую­

щую теорему Р. Б. Салинаса (и).
Теорема В. 1°. Пусть /(г) ограничена и аналитична в Дт, 

удовлетворяет условиям (10) а
ДлЧ0) = 0 (л = 0, 1,2,...). (12)

Тогда /(г)=0, г^,։ если
148



Г 1П Т(г)
3 г։֊т/а-И) с1г= 4-оо. (13)

2\ Обратно, если интеграл (13) конечен, то существует 
ограниченная и аналитическая в Д7 функция /(г)=0, удовлет­
воряющая условиям (10) и (12).

2(а). Отметим теперь, что без всякого изменения всего метода 
решения проблемы в целом, предложенного в исследовании М. М. 
Джрбашяиа (’) и примененного в дальнейшем в работах (м-ид’), мож­
но предельно расширить ранее введенные классы С4ДТ; и С*{Д7; 
/И„} (0^а<1, 7>0) с тем, чтобы они были непосредственно ассоци­
ированы с функционалами единственности (7). В предлагаемой работе 
мы формулируем критерии (а; -^-единственности соответствующих 
классов и полученные результаты распространяем также на значения 
параметра — 1<а<0. При этом устраняется также расхождение меж­
ду необходимой и достаточной частями теоремы А.

(б). Пусть — 1<а<4 и 1/р=1—«. Для значений (Ха<^1 опреде­
лим операторы по формулам (6), а если —1<з<^0 и я>=1, поло­
жим

ос(г'Агег) 
1

П(И֊“)«]
Очевидно, что при — 1<а<Т), я^1 и |0|<?п:/(2т)

£>«/₽/(0 ■ е'°) = П(1+я)д] | /^(ге'^+^аг. (15)
О

(:-г)<1+»)л-1/<2п)(',)с('. (14)

Обозначим через ^’’{Д,} ( — 1<3*<1, т>0) класс ограниченных 
и аналитических в Д7 функций /(х), для которых интегралы (7) или 
(15) абсолютно сходятся (соответственно при 0</х<^1 и —1<^а<^0).

Через С«{Д7; М„} ( —1<а<1, ֊£>0) обозначим класс функций /Е 
для которых выполняются условия (10).

Теорема 1. Для того чтобы класс С„{Д7; Мп} (—1<а<4, 
у>0) обладал свойством (а; ^-единственности, т. е. чтобы, для 
любой функции /^С«{Д7; ДМ из равенств

£>«/₽/(0 • е'«) = 0 /^К—; « = 0, 1,2, ...\ (16)
\ 2-Г /

вытекало тождество /(г)=0, гбД7, необходимо и достаточно ус­
ловие (9).

Теперь обозначим через С*<“){Д7} (— 1<а<1, а=/=0, у>0) класс 
функций /(х)бС։,՝>{Д7} таких, что:

1) если 0<а<1, то ¥&0 (0<3>0<—/(2-у))
8»

Пт - /?дя ( |/<л>(Ке'®)|йН)=О; (17)

-8.
У?-»+с
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2) если —1<а<0, то А &0 (О<&о<^՜ (2?)) 
»<,

Ит Л<1+”“ [ |/<2л)(Ке'։’)|АГ»=0. (18)
Я—>-=֊ ■)

— $0

При ։=о полагаем С?’’{АТ}=С<О“’{АТ}, т. е. С£(’>{Лт}֊это класс 
ограниченных и аналитических в функций.

Наконец, обозначим через С*{Д7; Мя} (—1<а<1, т>0) класс 
функций /€С^(я,{дт}. удовлетворяющих условиям (5).

Теорема 2. Для того чтобы класс С^{Д-;; Л1Я} (— 
7>0) обладал свойством (а; -()-единственности. необходимо и дос­
таточно условие (11).

Авторы искренне признательны академику АН Армянской ССР 
М. М. Джрбашяну за постановку задач и ценные указания.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Վ. Մ. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ, Կ. Ռ. 2ՈՎԵՍՅԱ1՛

Անկյունային տիրույթներում Մ. 1Г. Ջրբաշյանի a-քվազիանալիտիկ 
դասերի վերաբերյալ

Տվյալ հոդվածում մենք ցու1ց ենք տալիս, որ չփոխե լով խնդրի մեթո- 
դըն ամբողջությամբ, որն առաջարկվել էր (”) հետ ազո տոլ թ յւււնո։ մ, կարելի 
է Հնարավորին չափ ընդլայնել (10)֊ում ներմուծված ՇՀ ճ-(։, և
/1Հ„} 1, 0<7<Հ-Ւ°°) դասերն այնպես, որ նրանք անմիջականորեն
կապվեն միակության (7) ֆունկցիոնալների հևտւ Տոլյց ենք տալիս, որ (9) 
և (11) պայմանները համապատասխան դասերի (7; Հ)՝ միակա թ յան հալտա֊ 
նիջնևր են, և ստացված ւսրդյւււնքնևրը տարածում ենք նաև ֊1«0 
դեպքս, մ,

ЛИТЕРАТУРА — Ч-РЦЧЦЪПЬР-ЗПМ,
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МАТЕМАТИКА

Л. В. Микаелян

Асимптотика детерминантов усеченных операторов Винера—Хопфа 
в некотором сингулярном случае

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 8/П 1985)

Пусть Оп(р-)—теплицевый детерминант, образованный коэффици­
ентами Фурье функции

п
Р(0) = Р1(О)П (Рг(0)¥=О (О^5=^2к)).

*=1

В (։) А. Ленардом была выдвинута гипотеза, что в этом сингуляр­
ном случае верна асимптотическая формула

А>л(р)~С(И)Л2а*[0(,х)]'֊Н

где С(р) некоторая постоянная, а О(р)—среднее геометрическое 
функции р(8). Верность этой гипотезы доказана для 1/2 X. 
Уидомом в (г) и распространена на более широкий класс показате­
лей а* Е. Бейсор (’). В обеих работах найдена также постоянная 
С(И).

В недавней совместной работе (4) X. Уидома и Е. Бейсор рассмот­
рен другой сингулярный случай, когда р-(б) имеет конечное число 
точек разрыва, п найден континуальный аналог этого случая. В этой 
работе, в частности, сказано, что исследования работ (2<3 ), наверно, 
имеют свон континуальные аналоги, но сложная техника этих работ н 
отсутствие простых случаев, когда детерминант Фредгольма соответст­
вующего интегрального оператора можно точно подсчитать, делают на­
хождение этих аналогов сложным. Настоящая заметка посвящена ис­
следованию некоторых простых случаев .и установлению одного нера­
венства в более общем случае, которое является аналогом результата 
А. Ленарда из работы (։).

1. Обозначим через Винеровскую алгебру, т. е. алгебру функций, 
допускающих представление

СО 
/(Х)=/(оо)+у7(0^, 

—ос

где/(оо)—постоянная, а /(/)^£1(—оо, оо). Если в этом представлении 
/(/) = 0 при /<0 (/>0), то скажем, что Скажем, что

допускает каноническую факторизацию, если а(Х) = о+(к)а_(Х), 
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где О(о): =ехр

где в’։ОГ и =._1€^՜ Пусть Рг проектор из £-(0. ею) на £։(0. 
г) и (С2г/)(/) = (Я/)(г-О. Для

ОС
а(>֊)=1+|У

—ос

обозначим через а(Х) = з(—X), а через 7(а) и //(о) операторы, дейст­
вующие в £г(0, оо) по формулам

гг во
(Т(о)/)(0=/(0+ [ *(/-$)/(*)^, (Щ»)/)(0= [ ’(*+«)/(«)<^. 

0 0
Пусть Тг(а)=РгТ(а)Рг, которую мы будем рассматривать в £2(0, г). 
Обозначим через Д(в) детерминант Фредгольма оператора Гг(а). 
Континуальным аналогом теоремы Г. Сегё о теплицевых детерминан­
тах принято называть следующее асимптотическое соотношение:

£>г(з)-֊[(?(°)1'֊£'(0) О'-*։»), (1)

1о§а(Х)о?х|, ^(а): =ехр1р(1оео),'(/)(1ояо) (—£)<//! 

> <>
с\-

1одв(Х) = у (1о£о)''(/)еш4/г.

Нам понадобится еще следующее равенство (см. (’)):

ТгЫ = Л(Ь) Тг^+РгН^н^Р^н^щ^, (2) 

являющееся аналогом соответствующего равенства для теплицевых 
операторов, впервые обнаруженного X. Уидомом.

Скажем, что а(Х) несингулярная, если для а(Х) верно соотноше­
ние (1).

2. Имеет место следующее
Предложение 1. Операторы Тг(аа) (0<г<оо) с символом

мм=|да|։: X—а 
л—л՜)”

= 1- ֊֊У е-1а1е-^е'исИ (1та = 0)

обратимы в пространствах £2(0, г) и

(Гг(ав)]-7)(0=/(0- 1 
о*

Г“(<, $)/(з)<&, где

— 1—т1п{/,

Пусть [Тг(а)|-1: =7'г ։(а) = /—Гг(а) и Гг(/, а) ядро 
Гг(°), тогда, как показал Н. И. Ахиезер (։), имеет место

оператора 
равенство

Г“(/, $)=е-'а<
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/),(5) = ехр| I Г/(£, Г, 1)сИ.

('лсюрг и из предложения 1 сразу следует 
Предложение 2. Ог(аа)=е~г(1+г/2).

Пусть = тогда из равенства

(2) получим
Л(’) =Л(1)Тг^а)-1/2( • , Рг'^Рг 'Л-ЦЦ ■ . Рг<Р.)Рг*в, (3) 

где ?1(<)=е-/е-/о/, <р։(^) = е-/е'а/, (4)

фх(/)= -.(^+5)е/а։е-^5,

о՜
ш= 5)е-'о։е-^5.

о

Здесь ( • ,) скалярное произведение в Л։(0, ею).
Теорема 1. Если, а(/.) = оо().)тр.), тр.) допускает каноническую 

факторизацию •։(/.) = т+().)т_().), то

11т °г^ - Т*(Д+ОТ-(Д-Л
' — £),(аа)/)г(т) -։(а)

Доказательство. Из условий теоремы следует, что опера­
торы Тг(х) обратимы в пространствах ЛДО, г)(Д>1) начиная с неко­
торого г>г0 и 7՝-1(т)-»֊7՝֊1(т) в сильном смысле (см. (’)). Из пред­
ставления (3) и предложения 1 следует

_££> =11е1 1-Мг.՝) -«»(<•.’) (5)
/Л(а„)£)г(т) — а21(г, т) 1— а„(г,х)

где
Г

«11(г, т) - ֊(Г-^(т).Ь։, Т7՝(°М= [1±£=£в^(Т֊1(х)ф1)(<)Л,

2 ,) Г + 2
о

г
«։»(г, *) = ֊(Т-Ч-О-Ь, Т֊ЧМ<?гЪ)-е-'в'е1а1 

о*7
г+2

ап(г, х)г 1 (ТГ1 фф,. 7^>(а-в)9гТ։) = е^ 
л»

о
г+2

е-^Т-^Ш)^.
о

После несложного подсчета получим Пт ^(г, т)=11т а^г, т) = 0, 
Г—»оо Г-»ОО

цт Л х+(а>—1, , ч ^_(а)—֊с_(а—1}Пт а1։(г, т)= —-------±--------- , Пт а8։(Г, х)= ֊* 7 ֊*------ <-.
<■-՝ т+(а) г-.-с т_(а)
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Следствие. При условиях теоремы 1, если ?(>.) несингуляр­
ная, то

О,(в) 1 + 7) ։г£(х) *(й+х(а՜)՜՜'՜

Доказательство очевидно, если учитывать предложение 2 и то, 
ЧТО С(з) = б(зо)(7(т), О(зо)=в Х-

Подставляя в равенство (5) вместо т(Х)=вй(Х) Ь==а. и •։(>>) = з0().), 
можно получить следующие предложения.

Предложение 3. Справедливо предельное соотношение

£>,(3Я)Щ°») <(«)

Предложение 4. При г-»оо справедлива асимптотическая 
формула

\ Л։ /

Предложение 3 показывает, что условие (—оо<Х<оо)
не является необходимым в теореме 1, но т(а)=/=0 необходимо, что 
видно из предложения 4.

3. Рассмотрим более общий случай. Пусть

в(Х) ~ П [М>-)|^(>). (1ща/ = 0, а/>0 (/--=1, 2, .;., «)) (6)
>=։

'(>.)£/?, т(>)>0(—оо<Х<оо), ■։(>■) несингулярная. Для 0<><1/2 обоз­
начим через

п
а.(Х)= П К,(*+«)Гт(Х).

/-։
Очевидно, что при 1пт>.=0 з։().)>з().), откуда следует, что самосопря­
женные операторы Л(з։) и Л(з) удовлетворяют неравенству Л(з)< 
<Л(з.), что в свою очередь приведет к соотношению Дг(з)<7)г(з,). 
Следовательно,

Яг(°)<[О(°.)]г
/9г(д‘) ^О'(з.)

[0(з։)]' О'+'(о,)

для любого Г>0, так как в этом случае отношение О,/Ог монотонно 
неубывающее. Переходя к пределу при 1->-оо и уиитывая несингу­
лярность з,(Х), получим

Щ3)<0'(3.)£(з.).
Проведя соответствующие вычисления и оценивая правую часть 

этого неравенства подходящим образом, можно получить оценку

£),(з)<0'(т)е ^ге^Г1
/=։

.4(1—е)е/ 1<)1

т+(а/+й)
X

а^(а/+0

т4.(«/—(1—е)р 2в/
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Подставляя в это неравенство вместо ։ определенное значение, 
можно утверждать, что справедлива

Теорема 2. Если ) допускает представление (6), где 
(■R. т(>)>0 (— оо<7<оо) и тр.) несингулярная, то верно неравенст­
во

\ Ле /

где С— некоторая постоянная, зависящая от т, а,-, ։, (/=-1, п).
Эта теорема является континуальным аналогом теоремы А. Ле­

нарда из работы С1). Соответственную гипотезу можно сформулиро­
вать так.

Гипотеза. Если о(/.) допускает представление (6), где •։(/.) не­
сингулярная, и допускает каноническую факторизацию •:('/.) = -+ (/.)•:_(/.), 

Т0 Ща)~С[(7(а)]' Г^' (г—>оо).

Для постоянной С можно указать следующий вид:

С=сП
/=1 "(aj) ) \

1<J

где с зависит только от я1։ ..., яп.

Институт математики Академии наук Армянской ССР

է. Վ. ՄԻՔՍ.8Ս18ԱՆ

Վիներ—Հադֆի հատված օպերատորների դետերմինանտների 
ասիմպտոտիկան մի սինգուլյար դեպքում

Հոդվածում ուսումնասիրված է Վիներ—Հոպֆի հատված օպերատորի 
Ֆրեդհոլմի դետերմինանտի ասիմպտոտիկ վարբր, երբ այդ օպերատորի սիմ֊ 
վս(ն ո<նի որոշակի տեսքի զրո իրական առանցքի որևէ, կեսաւմէ Ստացված է 
դնւ-:հտտական վերևից այդ դետերմինանտի համար, երբ սիմվոլն ունի վեր֊ 
ջավււր թվով զրոներ կամայական պատիկություններովէ
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О слабой обратимости в пространствах аналитических в круге 
функций, допускающих рост вблизи его границы 

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 14/11 1985)

1. Пусть В открытый единичный круг на комплексной плоскос­
ти С. И пусть #(В) пространство всех аналитических в В функций 
с топологией равномерной сходимости на внутренних компактах. 
Предположим, далее, что Л—линейное подпространство пространства 
^(В). причем X удовлетворяет следующим двум условиям:

а) гХ^Х, б) $>^Х, где ^—множество всех многочленов от г.
Функция /ёХ, /(2)^=0, г£О, называется слабо обратимой в прос­

транстве X (см. (г)), если существует последовательность многочле­
нов {рл}Г такая, что 11тря/=1, причем сходимость имеет место в п-•«?
топологии пространства X.

Понятие слабой обратимости возникло под влиянием работы М. 
В. Келдыша (’), в которой было установлено, что функция х(г) = 

(1 \—֊֊—\ слабо необратима в пространстве

^(В) = |/ё^(В):||/||’£.(О)*= У |/(2)|М/и։(г)<֊|֊оо

где /п։(г) плоская мера Лебега.
Отметим также работу М. М. Джрбашяна (3), где наряду с 

другими результатами было установлено параметрическое представ­
ление тех функций ё из £2(В), для которых возможна аппроксимация 

1пТ ||/и(г)-£|Ь(В)=0.

В работах А. Бёрдинга (4) и Н. К. Никольского (’) было уста­
новлено (при довольно жестких ограничениях на регулярность роста 
э), что для слабой обратимости функции «(г) в пространстве

^(=?) /€«(О) : [ |/(г)|։ехр[-Т('-^У^/п2(г) = ||/||։ц(?)<+оо 
յ I \1 |*|/յ

необходимо и достаточно, чтобы շ <1х= 4-оо.

В первой части этой заметки мы решаем следующую задачу: 
пусть «р—монотонно растущая мажоранта на (0, -4 оо). При каких ус- 
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(1) 

не-

(2)

(3) 
1<

ловиях ня ? можно утверждать, что функция 5(г) слабо обратима в 
пространствах

- {/С #(□): Ц/|£ - ] 1/(г)|₽ехрЬ,^_±_^1йт։(2)<+ос 

- о
Указанная задача возникает естественным образом, поскольку 

5(2) голоморфна в С 1, 5(г)=/=0, л£С 1 и довольно сильно стремится 
к нулю при приближении г к 1 по радиусу единичного круга. Ока­
зывается справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть

<р(л) = I М, где ш(/)>0, ш(^) [ 4-оо, £-»4-оо. 
) 1

Тогда:
1. Следующие утверждения равносильны:

а) функция 5(2) слабо обратима в пространстве Ар° при 
котором 1</>0<?1-00;

б) 5(г) слабо обратима в Ар при всех 1<^<4֊оо);

в) -֊^-^ = +оо-

2. Если выполняется (2), то каждая функция /б Ар вида.

Г(г) = Ъ(г)&(г), г£В, ₽>0, 
где С)—внешняя функция, слабо обратима в пространств Ар, 
<Р<4-ОО.

Имеет место аналог теоремы 1 и в равномерной метрике. Пусть 
<Р —мажоранта из теоремы 1; положим

Л(В)= Л^(О):/6С(О\1), |/(г)|ехр| ֊—| 1^0,

1. II/11лт(0) =8ир|/(г)1ехр[— 
гео ( \|1— г\/\

Теорема 2. Пусть <р удовлетворяет условию (1).
Тогда

1. Следующие два утверждения равносильны:

а) функция в(г) слабо обратима в пространстве Ат(0);

б) у -ф-^֊ ^=4-оо.

2. Если выполняется б), то каждая функция /^АТ(В), /(г)т^О, 
£0\1 вида (3) слабо обратима в пространстве Ат(0).

В дальнейшем будет обозначать одно из следующих прос­
транств: Ар, 1<р<4-оо, Ат(0).
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Следствие. Пусть /£С(0\1)№«/(*)=^0, г£0\1. Предполо­
жим, далее, что существует мажоранта Ф такая, что

|/(г)|*£ехр{с/4> (тТ?)}’ 2^°՜

+•»՛
При этом -^<4-0°. Тогда функция / слабо обратима в прос­

транстве А"?, если ? удовлетворяет условию (2).
Теперь приведем результаты, относящиеся к функциям, допускаю­

щим более сильный рост при приближении к граничной точке, из кото­
рых следует, что условие (2) приходит к другому условию (ем. (4)).

Теорема 3. Пчсть х«(г) = ехр|--------
1(1—2)’

где с—вещественное

число, и пусть <р(г) = Н'֊’+'И/՜*), выпуклая функция. Тогда, если

я>2 и (4)

то х»(а) слабо обратима в пространстве АДО), если же а^4, то 
условие (4) является также необходимым для слабой обратимос­
ти функции 5Л(г) в АФ(0).

В заключение мы сформулируем одно утверждение, в котором 
участвуют мажоранты произвольного роста.

Пусть фДг) и ?։(/■)—монотонно растущие мажоранты на (0, +оо), 
причем ®1(г)<‘р2(г), г(՝(0, +оо). Каким еще условиям должны удов­
летворять ?! и <?։, чтобы каждая функция /еАт,(В), /(г)=/=0, 
была слабо обратимой в пространстве АТ։(В).

Аналогичная задача для других пространств голоморфных функ­
ций рассматривалась в работах (*’•).

Имеет место следующее утверждение.
.V

Теорема 4. Пусть <рх(-х) = ^--сН удовлетворяет условиям

(1) и предположим, что функция ■ -—- выпуклая, где »(()—об- 
<Р։(*(И)

ратная к функции ш(/).
Тогда если

Г 6Л =

то каждая функция /е^(0\1)ПАТ1(0), /(х)У=О, гбО\1, слабо об­
ратима в пространстве Ат,(0).

Доказательство вышеуказанных теорем проводится по следующей 
схеме. Пусть /—одна из вышеуказанных функций и пусть £(/)—замы­
кание множества в пространстве ХЧ(ХЧ,). Предположим, что Ф£ 
в^—линейный непрерывный функционал, ортогональный к £(/).

Поскольку /(«)у=0, г^О, то можно рассмотреть функцию е(/) =
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Ыр), где / изменяется в определенной области. Используя резуль­
таты М. М. Джрбашяна (’), легко доказать, что

е։«>(1)=0, /։■=!, 2....... (5)
Теперь, исходя из условий вышеуказанных теорем, устанавливает­

ся, что функция е(1) принадлежит классу квазианалитических фун­
кций. Поэтому из (5) вытекает, что е(0)=0, т. е. !££■(/).

Для установления необходимости приведенных условий использу­
ется специальный вил указанных функций.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

I'. Մ. ԳԵՎՈՐԴՅԱՆ, Ֆ. Ա. ՏԱՄՈՅԱՆ

Շրդանում անալիտիկ և նրա եզրի մոտ աՏ թույլատրող ֆունկցիաների
տարածություններում թույլ հակադարձելիության մասին

'Ւիցար <թ-Ն մոնոաոն ա՛ճող ֆունկցիա է |0, -ք-Օօ) կիսաառանցքի վր 
(<р( Z)_>0): Նշանակենք ^^ՀՀ-հ-Օօ) շրջանում անալիտիկ ալն

ֆունկցիաների տարածս։թր։ւնր, որոնց համար

11/11ձ₽= i |/(z)|.'’e(-։(,|T^i)'^/is(z)<ooI

0

որտեղ' Ոշ(շ)-[։ Լեբհդի մակերեսս։լին չափն է Օ-միավոր շրշան ու մ։
Հոդվածում ստացված են անհրամ եշտ և բավարար պալմաններ Հն-մա- 

ժորանտի վրա, որոնց դեպքում

s„(z) = exp c I 
(l-z)’i’ (zCD)

ֆունկցիաների տիպի ֆունկցիաները հանդիսանում են թսւլլ հակադարձելի 
^-(K^+oo) տարածութ լուննե րում ։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵ1'Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ А к А Д Е М И Н НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ЬХХХП 1956 4

УДК 517.5
МАТЕМАТИКА

Г. А. Карагулян

О выделении подсистем безусловной сходимости из ортонормированных 
систем некоторого класса

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляном 25/Х 1985)
Скажем, что система функций {?л(*)}?.։, определенных на из­

меримом множестве #3(0, 1), является системой сходимости, если 
все ряды

У «л'рл(х) /у яК00) (1)
/1“1 \л«1 /

сходятся почти всюду (п. в.). И соответственно системой безуслов­
ной сходимости, если они сходятся п. в. при любой перестановке 
членов.

Известен следующий результат, установленный Д- Е. Меньшовым 
и И. Марцинкевичем в 1936 г.

Теорема А(1։). Для любой ортонормированной системы 
(ОНС) {<ря(х)}“_г, -^€(0, 1), существует ее подсистема сходимости

В 1974 г. Комлош усилил этот результат, доказав, что из любой 
ОНС {?я(х)}“_1 можно выбрать подсистему безусловной сходимости 
(см. (’)).

Вопрос о выделении подсистем сходимости с некоторыми свойст­
вами плотности впервые был рассмотрен Б. С. Кашиным в (՛)■ Им 
установлена следующая

Теорема Б (4). Из любой ОНС {?п(х)}~=1 можно выделить 
подсистему сходимости с «*■</?*, где /?։=3, /?л+1 = (/?*)!
(4-1,2,...).

В той же работе Б. С. Кашиным был поставлен вопрос: можно 
ли в теореме Б оценку заменить на п*<^41+։(б>0)?

В настоящей работе доказывается следующая
Теорема 1. Пусть ОНС -«6(0, 1), удовлетворяет

условию |?л(^)К/(х), /г = 1,2,.... где ф(х) п. в. конечная измери­
мая функция. Тогда для любого 8>0 из нее можно выделить под­
систему безусловной сходимости с условием Пъ<^№+\11 =
= 1,2,...)

Лемма 1. Если {т/(х)}1"_։1 является ОНС на (0, 1) и /։, ...,
/т некоторые функции из £։(0, 1) такие, что ||//||։><2И, / = 1,2, ..., 
т, то найдется такой номер 4(1<й<л). что
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1
т
п (2)

Доказательство. В силу ортонормироаанности име-

ем ?*/■
։
<||//!|,'СЛ4։ для любого ։=1, 2, т. Отсюда следует

Тогда легко убедиться, что существует такое чтобы выпол­
нялось (2).

Лемма 1 доказана. Для доказательства следующей леммы ис­
пользуется метод Комлоша из работы (5).

Лемма 2. Пусть {?л(-*)}*_1 система некоторых функций, оп­
ределенных на множестве ^С(0, 1) и удовлетворяющих условиям

|Ф*(х)|Ш<С1։ А-1,2,... (3)
е

и 2
9

։-</1 </»</։<*•< —
ТОН?/.?/. (4)

где Сг и С։ некоторые постоянные. Тогда {фл(х)}^_։ является сис­
темой безусловной сходимости на Е.

Доказательство. Легко убедиться, что

(п \ 4
У, я*?/) =а12 Я/1®/1Я/։а/։ф/1<р/,ф/,®/1+

(5)

где «*, 6=1,2,..., 5 некоторые абсолютные постоянные. Обозначив 
через 5* (1^6<5) множитель, стоящий перед ак в (5), будем иметь



имеем (см. (6)) |
Е

Если 5 равно одному из чисел 11 5.|, 11 53|, 11 $4| и 11 $5[ (см. (8)) 
ТЕ Е Е Е

(очевидно, это зависит от чисел {я/}?_։). то, как установлено при 
доказательстве одной теоремы из работы (5),

г . п \4 / л \®
I + ) >

£ /=

где С3 некоторая постоянная, зависящая только от системы {?л}я=։. 
п

Если же 5=| |'5։|, то аналогичное неравенство с константой С«^ |а)1| 
£ *-1

(см. (4)) следует из (7). В итоге получим (см. (9))

Из последнего неравенства, дословно повторяя известную конструк­
цию Эрдёша (см. напр. (’), с. 322), можно убедиться, что {<рл (•*)}*_, 
является системой безусловной сходимости.

Тем самым лемма доказана.
Доказательство теоремы. Обозначая Еп = {х, п — 1С/(х)<у։},

л=1, 2,. .., где /(х) есть функция из теоремы, имеем

и(й^л) = 1, Еп\']Е,п = 0 при л=#/л, (Ю)

|?*(-к)|</г при 6 = 1,2,... и х£Еп (л=1,2........ ). (11)
По индукции определим номера пк, 6=1,2,..., такие, чтобы выпол­
нялись следующие условия

гла/я1 1
к1 2 3+?/*

1) л*_։<л*, 6=2, 3, ...; (12)
2) л*<64+։, к — 1, 2, ...; (13)
3) пк есть наименьшее натуральное число, удовлетворяю­

щее условию

(*>3). (14)
г-п

Определим /^=1, л։=2 и л3 = 3. Предположим, что уже определены 
номера л*, 6 = 1,2,..., р (р>=3), удовлетворяющие условиям (12), 
(13) и (14). Применим лемму 1 к ОНО {?/}^։)4+։1\{<рЛ/}^_,1 и к 
функциям

Хял • п = 1,2.......  [(р+1)5/3],
количество которых равно [(р+1)5/8] • р(р-1)(р-2)/6, и /?(0, 1) нор­
мы которых ограничены числом [(р+1)5/8] (см. (11)). Тогда можно 
определить такое натуральное число /, что

^{1.2....... [(Р+1)4+{]}\{/։1, пр], (15)
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'\(р 1)^1’ [(р-1)4*1 •/>(/>-! )(р-2) 1
6([(Р4-1)^-1-р) (/Н-1)1+։,в'

(16)

Обозначим через пр 1 наименьшее из таких I. Тогда из (15) и (16) 
следуют, соответственно, условия (13) и (14) при к—р—\.

Для завершения индукции осталось показать, что Пр^Пр^х. Ес­
ли предположить, что п^>пр^х, то в силу того, что по предположе­
нию индукции пр есть наименьшее натуральное число, удовлетво­
ряющее условию (14), имеем

и тем более

У'Ч.'Р'Ч.'К'Ч+1

Это значит, что при (16) не выполняется. Следовательно
пр+\>пр.

Итак, мы построили номера л*. А=1,2, ... с условиями (12), 
(13) и (14).

Для завершения доказательства теоремы достаточно доказать, 
что {?п*(х)}к‘г1 является системой безусловной сходимости. Используя 
(14), легко убедиться, что

2 (17)

при любом п—\, 2....... На множестве Еп Е*(Еп) нормы функций
{?»|1(*)}|Г_։ ограничены числом п. Тогда имея в виду (17), из леммы 
2 получим, что {?и*(х)}*_! является системой безусловной сходимос­
ти на (0, 1) (при любом л>4). Тогда в силу (10) {?«*}£.! является 
системой безусловной сходимости на (0, 1).

Теорема доказана.
Близкий к теореме 1 результат, формулировку которого нам сооб­

щил Б. С. Кашин, получен Агаевым (7). Этот результат формулирует­
ся следующим образом.

Теорема В. Если ОНС {<?л(.ж)}“_1 удовлетворяет условию

1
Г 4+։
I <р„(л) с1х<М,

о

л =1,2,.... (8>0),

то из нее можно выделить подсистему (тлС*)}£=։ с л*<А8+։, яв­
ляющуюся 8^;,-сцстемой.
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Автор благодарит чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляну за 
постоянное внимание к работе.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Գ. Ա ԿԱՐԱԳՈԻԼՑԱՆ

Որոշ դասի օրթոնորմավորված համակարգերից ոչ պայմանական 
զուգամիտության ենթահամակարգ ընտրելու մասին

Աշխ սւտանքում դիտարկվում են |?ո(-'՜)|<^/(^'), // = 1,2,... պայմանին 
րավարարող {<ք/1(-*)}ո_1 օրթոնորմավորված համակարգեր, որտեղ Հ(.\՜) հա­
մարյա ամենուրեք վերջավոր չաւիելի ֆունկցիա է։

Այդ տիպի համակարգերի համար ապացուցվում է, որ գոյութքան ունի 
նրա այնպիսի ենթահամակարգ, որը ոչ պայմանական զուգամի­

տության սիստեմ է և որի համար 'ւ, որտեղ Օ^>0 նախապես տրված
թիվ է.
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Член-корреспондент АН Армянской ССР О. М. Сапоиджян

Об одном решении бигармонической проблемы 
для бесконечной полосы 
(Представлено 21/XI 1985)

Под бигармонической проблемой подразумеваются задачи плоской 
теории упругости и задача изгиба пластинки, заделанной по контуру. 
Для бесконечной полосы ряд таких задач решен методом применения 
интеграла Фурье ('). Однако этот метод не применим тогда, когда в 
контурных условиях задачи участвуют заданные функции, обращаю­
щиеся в бесконечность в бесконечно удаленных точках полосы.

В настоящей работе разработан новый метод решения задачи бес­
конечной полосы. Сущность его заключается в следующем: область 
единичною круга конформно отображается известной функцией на об­
ласть полосы, однако используется не ряд этой функции, который рас­
ходится для бесконечно удаленных точек полосы, а ряд отношения ото­
бражающей функции и ее производной, который сходится для всех то­
чек полосы. Далее, применяя аппарат интеграла типа Коши, решение 
задачи приводится к решению бесконечной системы алгебраических 
уравнений, которые для случаев первой основной задачи плоской тео­
рии упругости и задачи изгиба пластинки регулярны, а для случаев 
второй основной задачи плоской теории упругости вполне регулярны.

Контурное условие бигармонической проблемы имеет вид (2)

^1(0 + ^)+^)=/!+^. (1)

где Ао -постоянное число, принимающее разные значения для ука­
занных задач, I—аффикс произвольной точки контура, и /8—за­
данные на контуре функции, имеющие различные значения для от­
меченных задач.

Для решения задачи бесконечной полосы применим метод кон­
формного отображения, Область единичного круга отображается на 
область полосы шириной 2Ь с помощью соотношения

г=ш(С)= — 1п-֊Ь-. (2)
я 1—С

При этом х = 0 соответствует произвольно фиксированной точке про­
дольной оси симметрии полосы, а С=0—центру единичного круга.

Обозначив

ф1(г) = ?О, ВД = 440, (3)
условие (1) приводим к известному виду
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ММ+ 4= ?'М +’։■(’») -Л+?Л. ш (т))
где т։—аффикс окружности у единичного круга.

Согласно (2)
,„х 4Ь — 4Ь Ш (,) г, ----------------- , ш'(„) = ------------— .

Учитывая, что тр)=1, из (4) с учетом (5) получим

ММ ~ ~՜. (1 - 7!։)1п 7^— ?'М Ч-^М՜ =Л +1/,.

У ЛаАт)-*+1 у - ' ■ = у т)2« V -----—
& 44’-1 „4 Й1 4(4+«)’-1

2^ 1—71

(4)

(5)

(6)

1 1-4-тВ этом равенстве функция — — (1-^)1п —!•, заменяющая 
  1—7) 

функцию____________ непрерывна для всех точек окружности у и,
следовательно, для всех точек контуров полосы.

На окружности у
1-1-7) / «уДЛ-г! \(1-7)«)1п-ЬЛ=2(7։֊22 -1— \ (7)
1-7) \ £1 44’-1 /

Внеся это выражение в (6), получим
/ 1 « 7]2*-1  \______  ______

ММ֊(֊ ֊22 +УМ -А+44 (8)

Для определения из этого уравнения функции <р('.) и Ф'(С) при­
меним аппарат интеграла типа Коши. Учитывая при этом свойства 
этого интеграла, находим

—____ " гр*֊ 1

У,-4*"՜' ^ч+'ччО) - (9)
7 7

Функции <рО и Ч'(^) в области единичного круга разлагаются в ряд

<?(',) =2 а*’*, ^)=£^. (10)
й—1 *=Л>

Учитывая (10), из (9) получаем

ОС _ ос
։ г 2 Ло»Ч-‘+' 2 ֊2—

----- -у 44 а-п+ь,- 2 л/.*, (П)Ь=1 J — ч
Т

где Ак~ у (Л-Н/Лт)֊*֊^. (12)

7
Далее, учитывая, что
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'т-1 у 1)а2г—1
Й։ 4(А+Л-1)»-1

из (11) находим

£ у п ’Л-1-2 у '2л у 2^0-2° л- 2£/ 214(^л)8-1

2 у '2л—։ у 1)Дал-1 -г _
Ъл Ъл 4(^-л-1)’—1

Отсюда вытекает:
л=0

2ка2к
2 У 
£։ 4А8-1

к^т-, 1-2 2 ПУ - ~Л։л_։, 
£։ 4(А4֊л—1)’—1

л=1,2

М2л Г-22 -тт—֊ =Л2Л, п= 1, 2 
£։ 4(А-|-л)8-1

(13)

(14)

(15)

+^о='-^о>

Исследуем теперь вопрос о решимости бесконечных систем урав­
нений (14) и (15). При этом для простоты будем рассматривать слу­
чай симметричного нагружения полосы относительно оси х. Тогда
«л” «л.

Введя обозначения

Аг2Я = 2ла2Л, А,2Л-1 = (2л—1)о2л-։> (16)
уравнения (14) и (15) приведем к виду:

Х2п֊\-------
^о +

_4л__ 
4л

16л8֊ 1

у
£1 4(А+л)8-1 
к^п

2пА2п
4п .

16л8—1

(17)

._____ 2(2/? — 1)_____ 20,-1 _ (2л—1)Агп-1
' /г1 2(2д~1> &։ 4(Л-Ь л-1)8— 1՜ " А . 2(2"-Р ’

*о+֊^֊
16л8—1

0 (4л—1)(4л—3) * **"  ° ' (4л—1)(4я—3)
(18)

Условиями вполне регулярности этих уравнений являются (3):
4п

к^п

■ 1
4(4>4-л)8— 1

_ 2(2д-1) 1
2(2л-1) |£, 4(£+л_1)2,1

0 (4л—1)(4л—3) I**"

(19)

Если при л-»сзо неравенства в (19) заменятся равенствами, то тог­
да (19) будут являться условиями регулярности.

Учитывая далее равенства у 1 1_________1_
4(Л+")2—1 2(2л+1) 16л8— 1 ’
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1 1 1
4(Л+п-1)*-1  2(2л-1) (4л-1)(4л—3)

условия (19) приводим к окончательному виду:

4л
2(2/։+1) 4л I 

16л®—11

2(2л+1) 
16л® —1

2(2л-1)
(4л—1)(4л—3)

А , 2(2^֊ ո
° (4л— 1)(4л—3)

(20)

Напомним, что: 1) Ао = 1 соответствует случаям первой основной 
задачи плоек )й теории упругости и задачи изгиба заделанной по 
контуру пластинки; 2) £0 = -(3—4*),  где V—коэффициент Пуассона, 
имеет место в случае плоского напряженного состояния, когда на 
контуре заданы смешения; 3) £0=~ (3~'■')/(!+'') соответствует слу­
чаю плоской деформации, когда на контуре заданы также смещения.

Легко проверить, что при указанных значениях к0 условия (20) 
соблюдаются, при этом в первом случае (20) являются условиями 
регулярности, во втором случае при 0<՝'<0,5 и в третьем случае 
при 0<у<0,5 (20) являются условиями вполне регулярности. Если в 
случае регулярности уравнений (17) и (18) свободные члены будут 
иметь порядок не ниже 1/л, а в случае вполне регулярности указан­
ные члены ограничены в совокупности, то тогда уравнения (17) и 
(18) будут иметь решение, которое может быть найдено методом 
последовательных приближений (*).

Этим завершается задача определения функции <р(ч).
Полагая известной функцию <р(С), из (4) определяем функцию 

Ч'С):
՛»■(•.)- ֊7 Г -~г|’Т'О А • (21)

2՜։ J ’1—- 2^։ Л ш (т;) т;—,
т т

СО Г 71) ՝՛՝՛՛ 7 — 2АЦ-1
При этом согласно (2) и (5) - —т}ч֊2 у —1.

“Ч1!) Д 4А®—1
Таким образом поставленная задача теоретически решена.
Ереванский политехнический институт
нм. К. Маркса

Հայկական ՍՍՀ ԳԱ թղթակից անգամ 0. Մ. Ս ԱՊ (!№> 3 ԱՆ

Անվերջ շերտի համար բիհարմոնիկ պրոբլեմի մի լուծման մասին

1՝ի~<արմոնիկ պրոբլեմ անվանումը վերաբերվում է առաձգականության 
տեսության հարթ խնդրին և եզրագծով ամրակցված սալի դեպրինւ Անվերջ 

շերտի համար այդպիսի մի շարք խնդիրներ լուծվել են Ֆույփեի ինտեգրալի 
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օգնությամբ։ Սակայն արդ մեթոդը կիրառելի չի լինում, երբ խնդրի եզրային 
պայմաններում մասնակցում են ֆունկցիաներ, որոնց եզրագծի անվեր? հեռու 

կետերում ձգտում են անսահմանության։ Ներկա հոդվածում մշակւԼած է նոր 
եգան ակ անվերջ շերտի վերաբերյալ խնդիրների լուծման համար, որը զերծ է 
այդ թերությունից։ Ընդհանուր ձևով խնդիրը լուծվում է կոնֆորմ արտապատ­
կերման եղանակով։

Որոնելիք ֆունկցիաների (Ս՚եյլորի շարքերի) գործակիցների Համար 
ստացվել են անվերջ սիստեմի հավասարումներ, որոնց լրիվ ռեգոլրար են 
հարթ խնդրի գեպրում, երբ եղ բարին պայմանները տրված են լինում տեղափո­
խումների միջոցով, իսկ երբ. այդ պայմանները տրված են լինում լարումների 
միջոցով, ինյպես նաև եզրագծով ամրակցված սալի դեպքում, այդ հավասա­
րումները լինում են ռեգուլյար։
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Методика экспериментального определения динамической жесткости 
основания и ее учет при расчетах на сейсмические воздействия

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР О. М. Сапонджяном 18/ХП 1985)

При расчете зданий и сооружений на сейсмические воздействия не­
обходимо учитывать их взаимодействие с грунтом, что связано с опре­
делением горизонтальной динамической жесткости основания при 
колебаниях грунта. Под горизонтальной динамической жесткостью ос­
нования здесь подразумевается величина динамически приложенной 
на уровне подошвы фундамента горизонтальной силы, вызывающей 
единичное смещение основания. Обычно горизонтальная жесткость ос­
нования определяется теоретически с использованием решения динами­
ческой контактной задачи теории упругости. При этом значительно 
упрощается действительная картина взаимодействия фундамента со­
оружения с грунтом, не учитывается заглубленность и сложная геомет­
рия фундамента, неоднородность и пластическое деформирование грун­
та. Действительная динамическая жесткость основания зданий может 
быть определена натурным экспериментом.

В настоящей статье предложена методика, позволяющая экспери­
ментальным путем определить динамашескую жесткость основания и 
его диссипативные характеристики для конкретных зданий, возведен­
ных в данных грунтовых условиях. Сущность ее заключается в следую­
щем. Исходя из приведенного выше определения горизонтальной дина­
мической жесткости основания необходимо на уровне фундамента зда­
ния создать соответствующую динамическую нагрузку с заданной час­
тотой и амплитудой. Такой нагрузкой может служить суммарная инер­
ционная горизонтальная сила, возникающая на уровне фундамента зда­
ния при его колебаниях. Последние предлагается возбуждать с по­
мощью вибрационной машины инерционного действия, закрепленной 
на перекрытии верхнего этажа. При работе вибромашины на уровнях 
всех этажей здания возникнут сосредоточенные инерционные силы, 
суммарная величина которых С) на уровне фундамента будет уравно­
вешиваться с динамической реакцией основания, приложенной к 
фундаменту в противоположном направлении. Очевидно, что при абсо­
лютно жестком основании фундамент не будет иметь смещение при ко­
лебаниях здания. Если же грунт основания обладает свойством подат­
ливости, то фундамент сместится относительно первоначального поло­
жения вертикальной оси здания на некоторую величину и. Значение и 
будет зависеть от свойств грунта основания, конструкции фундамента, 
веса здания, частоты колебания вибратора и веса его дебалансов. Та- 
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хим ооразо.м, записывая во время раиоты вибромашины ускорения 
всех этажей ув и смещения основания и и учитывая то, что массы ть 
всех этажей нам известны, легко можно определить величину динами­
ческой нагрузки на уровне фундамента, а следовательно и жесткость 
основания для данной конструкции фундамента по формуле*

* При этом возмущающей силой вибратора пренебрегастся, так как она сущест­
венно мала по сравнению с поперечной инерционной силой на уровне первого этажа 
здания.

и и (1)

Предлагаемая методика была апробирована при динамических ис­
пытаниях двухэтажною фрагмента каркасного здания, возведенного 
из типовых конструкций заводского изготовления (рис. 1). Ускорения 
этажей и перемещение на уровне подошвы фундамента регистрировали

* - сейсмометр, регистрирующий перемещения 
а - сейсмометры, регистрирующее ускорение

Рис. 1. Двухэтажный фрагмент каркасного здания и его
расчетная схема

сейимоприемппками соответственно ОСП и СМ-3 в резонансном режи­
ме (начальная частота колебания—НГц) при различных весах деба­
ла: < он па палах вибратора. Полученные результаты и вычисленная по 
ним динамическая жесткость основания приведены ® таблице.

Поперечная динамическая 
иа։рузка (), кН

Смещение фундамен­
та и, мм

Вычисленная динамическая 
жесткость основан ы С, кН,мм

200.0 0,015 13333
238,5 0,018 13250
290,6 0,027 10763
348,8 0,034 10259

Приведенные в таблице значения С соответствуют амплитудным 
величинам инерционных сил п смещениям и. Поскольку при испыта­
ниях записывается их изменение во времени, то это позволяет также,
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пользуясь работой (‘1. построить график динамической зависимости 
между реакцией R основания и его смещением и, т. е. динамическую 
петлю гистерезиса грунта основания при данном уровне загружения. 
следующим образом Выделяя на записях смещения основания и(0 и 
ускорений этажей у^П и у։(0 отрезок осциллограммы, соответст­
вующий одному полному циклу колебаний, производят их табулирова­
ние с определенным шагом (рис. 2,а—в). Далее на каждом шаге 
суммированием инерционных сил и т։У»(0) вычисляют зна­
чение поперечной силы (ДО) и строят график ее изменения на том же

Рис. 2. Отрезки осциллограмм смещения основания (а), 
ускорений первого (б) и второго (в) этажей и измене­
ние во времени поперечной силы и'а уровне подошвы 

фундамента (г), вычисленной по (б) и (в)

отрезке времени (рис. 2,г). Таким образом каждому моменту времени 
будут соответствовать определенные значения (?(//) и тх(//), что 

позволяет, исключая время /, построить графическую зависимость 
(Д«). На рис. 2 показаны записи, соответствующие одному из этапов 
нагружения, при котором амплитудное значение С} было равно 
290,6 кН. На рис. 3 изображены построенные вышеуказанным способом 
динамические петли гистерезиса грунта основания при различных уров­
нях нагружения (см. таблицу). Как видно из таблицы, динамическая 
жесткость основания существенно зависит от уровня его нагружения. 
Сравним экспериментально полученные значения С с теоретическими. 
Начальное значение жесткости С, полученное аналитическим решением 
плоской контактной задачи, при малых частотах имеет вид (2)

С=2«с5р(1֊₽?)А---- ~р(1+Р1)шоА1 = (2)
4

где с1։ с,—скорости распространения продольных и поперечных волн 
в грунте; р—плотность грунта; ш0—круговая частота колебаний фун­
дамента; 26, Л—размеры в плане сплошного фундамента. Испытанный 
фрагмент имел два ленточных железобетонных фундамента с разме­
рами 1,4X7,4м, которые при расчете заменяются эквивалентным фун­
даментом размерами 26 = 7,4м, /г = 2,8м. Грунт основания крупно­
обломочный с базальтовыми включениями: с։=800м/с, ₽1=0>б77, р = 
= 1,6 кН • с‘/м4. Вычисленное по формуле (2) значение С составило 
С= 11950 кН/мм, что на 10% отличается от экспериментального зна­
чения, полученного при начальном низком уровне нагружения. В 
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данном случае динамическая жесткость, основания определялась по 
первой форме колебаний сооружения. Аналогичным образом динами­
ческая жесткость может быть определена и при любой форме коле­
баний сооружения, т. е. при другой частоте (скорости) приложения 
нагрузки.

Рис. 3. Динамические петли гистерезиса грунта основа­
ния при различных уровнях нагружения

Экспериментально полученные значения жесткости основания 
предлагается применять при решении задачи взаимодействия соору­
жения с грунтом в следующей постановке. Допустим, что имеется 
сейсмограмма свободной поверхности грунта у0(/). Если бы на дан­
ном месте находилось рассматриваемое сооружение, то сейсмограмму 
колебаний фундамента при землетрясении у(0 можно было бы опре­
делить из следующего уравнения:

Уо(О-У(О=У1(О. (3)
у։(/)— перемещение грунта, возникающее от сейсмических сил, дей­
ствующих на сооружение. Это перемещение можно представить в 
виде

У1(0=2 7֊- = 2 [уЮе-^-^пшДг-ОЛ, 
/=։ С/ /=։ С/ Л о

(4)
/л / л .

М] = ( 2 т։Хц ) • ( 2 /П/Х®. ) , 
\։=1 / \/=1 / 

где —сейсмическая поперечная сила I этажа, соответствующая
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/՜-ой • орме свободных колебаний: а-коэффициент затухания здания; 
е,.-—частота у-ой формы свободных колебаний; /П/—масса /-го этажа; 
X —коэффициент, характеризующий амплитуду колебаний /-го эта­
жа по у-ой форме; С,—динамическая жесткость основания, соответ­
ствующая у-ой форме колебаний. Подставляя значение ух(Г) в (3), 
дифференцируя два раза, получим интегральное уравнение Вольтер- 
ра II рода относительно неизвестного ускорения фундамента у(Г).

уо(О-у(*)  = V ^7֊֊У(0֊2( I й՝)*՜՜^ 810^-՝)^֊
/=1 С/ /=1\ 4 / С/ I

է
— у а (*  у(;)е—Г՜ (,_;’С03Л/(/— հ)Ժհ. (5)
՜1 Գ օյ՜

В общем случае интегральное уравнение (5) легко может быть 
решено численными методами на ЭВМ. После определения акселеро­
граммы движения фундамента у(() из (5) реакции сооружения могут 
быть определены известными формулами (3).

Научно-исследовательский институт 
строительства и архитектуры 
Госстроя Армянской ССР

է. Ь. ԽԱ8ԻՅԱՆ, Վ. Ա. ՀԱՄՐԱՐ2ՈԻՄՅԱՆ, Մ. Գ. ՄեԼՔՈԻՄՅԱՆ
Հիմքի դինամիկական կոշտության էքսպերիմենտալ որոշման և սեյսմիկ 
ազդեցությունների հաշվարկումներում նրա հաշվառման եդանակլւ

Հոդվածում բերվում է բազմահարկ շենքի հիմքի դինամիկական կոշտու­
թյան էքսպերիմենտալ որոշման եղանակւ Եղանակի էությունը հետևյալն է. 
շենքի վերջին հարկում տեղավորւէած հզոր վիբրացիոն մեքենայի աշխատան­
քի ժամանակ միջհարկային ծածկերում առաջացած իներցիոն ուժերի դում արը 
ո
У ШкУк (դինամիկական կտրող ուժը () ) հավասարակշռւէում է հիմքի դի- 
£=1
նտմիկական ռեակցիայի' Си հետ, որտեղից ըստ (1) բանաձևի որոշվում է 
հիմքի դինամիկական կոշտությունը' С։ Շենքի հարկերի արազացումներլ։ у„ 
և հիմքի տեղափոխությունը II առաջարկւէում է չափել էքսպերիմենտալ եղա­
նակով ОСП և СМ-3 սեյսմա ընդունի չների օգնությամբ։ Ստացված արդ­
յունքները տարբեր դինամիկական բեռնավորվածությունների դեպքում բեր­
ված են աղյուսակում։

Ունենալով հիմքի դինամիկական կոշտության մեծությունը սեյսմիկ ազ­
դեցությունների ժամանակ շենքի և հիմքի փոխազդեցությունը առաջարկվում 
է ուսումնասիրել ըստ (3), (4) և (5) բանաձևերի։
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Центры окраски в алюминиевых и скандийсодержащих 
гранатах с ионами 2г3+

(Представлено академиком АН Армянской ССР М Л. Тер-Микаеляном 1/XI 1985։

Кислородсодержащие материалы с ионами лантаноидов л элемен­
тами группы железа занимают одно из центральных мест в физике ак­
тивированных кристаллов. На основе этих соединений созданы десятки 
монокристаллов, обнаруживающих эффект стимулированного излучения 
(СИ) (*). Среди элементов с электронными конфигурациями и 
сР.$ в последние годы интенсивно исследуются ионы Т13+ и Сг3+, ко­
торые позволяют получать перестраиваемое СИ (*՜4). Ионы 2г3^ (с?1) 
в оксидных монокристаллах изучены в значительно меньшей степени. 
В (։) обнаружено, что введение ионов £г в иттрий-алюминиевый 
гранат (У3А1։О։։) приводит к появлению в кристаллах интенсивных 
полос поглощения в сине-зеленой области оптического спектра. По 
данным структурных измерений, спектров оптического поглощения и 
ЭПР (") обнаружено, что ионы 2г3+ замещают в решетке граната уз­
лы с додекаэдрической координацией. Восьмерное по кислороду 
окружение ионов циркония встречается, например, в цирконе (7г5Ю4) 
(’) и в гранате {Са2,5ггг>,5}[2га](Оа3)О1В (8), однако характерным для 
ионов циркония является шестерное окружение, которое реализуется 
в большинстве минералов циркония и в соединениях со структурой 
граната (’АМ).

В настоящей работе, являющейся продолжением (’•’), исследо­
ваны свойства ионов 7г3+ в алюминиевых и скандийсодержащих ред­
коземельных гранатах.

Монокриста тли КЕ3А13О1։ (КЕ = У, Пу, Но, Ег, Ьи) и ЯЕ35с։А13О1։ 
(ЕЕ’--У, Об) с ионами циркония выращивали из расплава модифици­
рованным методом Бриджмена (п). В ряде случаев в кристаллы вво­
дили компенсаторные ионы Са2+ или М£24.

Спектры оптического поглощения снимали при 300°К на спектрофо­
тометре СФ—8 в области 0,2—1 мкм (6=3—5 мм).

Цветовые характеристики (цветовые координаты х и у, длины волн 
преобладающего цветового гона X, чистота цвета р) рассчитывали ме­
тодом избранных ординат (12) на образцах толщиной 1 мм.

Параметры элементарных ячеек (а0) кристаллов измеряли порош­
ковым методом (ошибка измерения • 10՜’А).

Во всех исследованных кристаллах, содержащих наряду с цирко­
нием ионы Са2*՝ или Мр2\ полосы поглощения в видимой области не 
наблюдались. Оптические спектры кристаллов У3А15О12—£г3+ (’••) 
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характеризуются поглощением в области 0,35—0.7 мкм. связанным с 
полосами на 0.4. 0.5 и 0,69 мкм (рис. 1,а). Максимальное поглощение 
наиболее интенсивной полосы соответствует длине волны '•■п,»%0,5 мкм. 
В интенсивно окрашенных кристаллах полоса поглощения на 0.69 мкм 

Рис. 1. Спектры оптического поглощения 
гранатов, активированных цирконием: а— 
УэАЦОц, б~ Еи3А1։О1։, в—з5с3 А1зОц, 

г—ОбзБсзА^Озз

а,и*н

«Э >?.Г ' о, '

Рис. 2. Зависимость длины волны 
максимума полосы поглощения Хтах 
цнрконнйсодержащнх гранатов от 
параметра элементарной ячейки аа

не разрешается. Поглощение на 0,32 мкм, наблюдаемое в этих кристал­
лах, свойственно и гранатам ¥։А1։ОИ—Кб3т (1։). На рис. 1, б—г по­
казаны спектры поглощения гранатов ЕизА13О12—2г3+ (б), Уа8с։А13О1։— 
- 2г3*՜ (в) и Ос135с։А13О1։—(г). Наиболее интенсивная полоса погло­
щения в кристаллах ки3А15О։2—2г3+, по сравнению с У3А15О12 — 2гг1՜, 
смещена в коротковолновую область (>чпах^0>45 мкм). В скандийсо­
держащих гранатах по сравнению с алюминиевыми полосы поглоще­
ния ионов Уг3+ уширены, что по всей видимости связано с неупоря­
доченными искажениями додекаэдров в этих кристаллах (в кристал­
лах У35с2А1зО12 нами наблюдалось уширение спектральных линий и 
ионов Ег3* и Ыс13+). Максимумы полос поглощения расположены на 
Хщах^0,56 МКМ (Обз5с։А1։О1։ —2г3+) И >чпа։~0,5 МКМ (¥з8с։А1зОи —ггн)- 
В кристаллах Оу3А15Ои, ЕгзА|։О18 и Но3А13012 происходит наложение 
полос ионов 2г3+ и полос поглощения, обусловленных ионами Оу3+, 
Ег3+ и Но3+.

Рассмотрение спектров поглощения показывает, что смещение по­
лос наиболее существенно при замене ионов КЕ3՛՜ в узлах решетки 
граната с восьмерным кислородным окружением. Па рис. 2 изобра­
жена зависимость длины волны наиболее интенсивной полосы погло­
щения попов 2г3+ для алюминиевых и скандийсодержащих гранатов 
от параметра элементарной ячейки (а0). Точки, соответствующие 
алюминиевым гранатам, в которых меняется редкоземельный элемент 
(Ьн, Ег, У, Оу и Но) в додекаэдрических узлах ,с“, располагаются 
на прямой АВ, что свидетельствует о равномерном изменении силы 
кристаллического поля с увеличением размера редкоземельного кати­
она. При замене ионов А13+ на Бс3+ в октаэдрических узлах „а* 
кристалла ¥3А13О12 параметр элементарной ячейки увеличивается на 
величину 0,24А, а длина волны максимума поглощения практи- 
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чески не изменяется (отрезок ЕД). Увеличение а0 в скандийсодер- 
жащих гранатах при замене ионов ¥3՜ на Од3՜ а узлах ,с* приводит 
к смешению полосы поглощения иоиов 2г3* в длинноволновую область 
спектра (прямая ДЕ). Наклон прямых АС и ДЕ не одинаков, что 
свидетельствует о некотором влиянии октаэдрического катиона на 
расположение уровней иона 2г3՜, но, очевидно, в изученных рядах 
двух гранатовых систем решающую роль в сдвиге полосы поглоще­
ния 2г играет изменение додекаэдрического элемента. Изменения 
силы кристаллического поля (расчеты проводили в предположении, 
что ионы 2г3 незначительно изменяют размеры додекаэдра при изо­
морфном замещении узла „си) в пределах точности эксперимента со­
ответствуют зависимости определяемой теорией кристалли­
ческого поля.

На рис. 2 пунктиром продолжены прямые АС и ЕД, по кото­
рым можно рассчитать ожидаемые сдвиги полосы поглощения 2г3* 
для других членов соответствующих рядов гранатов. Значения а0 
дая гранатов Ос1аА15Ои и УЬа5с2А1։О։։ взяты из работ (”•“).

Как уже указывалось, кристаллам ¥։А1։О1։--2г31՜ свойственно 
поглощение в сине-зеленой области, обуславливающее окрашивание 
в красный цвет. Редкоземслыю-алюминиевые гранаты с ионами 2г31՜ 
также имеют окраску красной гаммы цветов (’). В таблице приведе­
ны результаты определения цветовых координат х и у, длин волн 
преобладающего цветового тона >■ и чистоты цвета р некоторых алю­
миниевых и скандийсодержащих кристаллов. Сюда же для сравнения 
включены данные по природным гранатам красной гаммы, взятые из 
(”). Данные таблицы показывают, что окраска кристаллов ¥։А1։О1։ — 
—2г81 в зависимости от концентрации ионов 2г3+ меняется от розо­
вой до красной. В кристаллах ВуэА15О1։—2г3\ Но։А15О1։—2г3+ и 
Ег3А15О։։—2г՜’1 изменение окраски при сравнении с ¥3А1։ОП—2г3+ обу­
славливается сдвигом полосы поглощения ионов 2г3+, а также нало­
жением собственных полос поглощения соответствующих матриц, 
обусловленного ионами Оу31՜, Но3+ и Ег3+. В ряде случаев изменение 
в кристаллах концентрации центров окраски приводит к изменению 
цвета в достаточно широких пределах. Например, окраска 
Ьи3А1вОи—2г3+ меняется от желтой до оранжевой, окраска 
Оу։А1|О1։—2г3+ от розовой до красно-оранжевой и т. д.

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы. В 
алюминиевых и скандийсодержащих гранатах редкоземельных элемен­
тов попы 2г3' образуют идентичные центры окраски, локализованные в 
додокаэдрических узлах решетки. Сдвиг полос поглощения ионов 2г3+ 
наблюдается при замене катионов матрицы в восьмерном кислородном 
окружении. С уменьшением ионного радиуса катиона полосы сдвигают­
ся в коротковолновую область спектра. При замене октаэдрических 
ионов А13' па ионы Бс3+ сдвиг полос поглощения ионо® 2г3+ незна­
чителен; в этих кристаллах полосы поглощения уширены предполо­
жительно из-за неоднородности кристаллического поля в додекаэдри- 
ческих узлах.

По своим цветовым характеристикам алюминиевые и скандийсо-
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Цветовые характеристики гранатов, активированных нонами инрконпя

Матрица
Цветовые характеристик

Окраска 
кристаллов_______X у ). 1 F

Y зАЦОхэ 0,34 0.33 590 0,09 Розовая
0.49 0,35 6С0 0.52 — —
0.55 0.34 610 0,63 Красная

Dy3Al5O15 0,47 0.32 625 0,38 Розовая
0,67 0.33 615 0.95 Красно-оранжевая
0,41 0,36 590 0.35 Оранжево-розовая

EfaAlsOja 
L1J3AI5O12

0,46 0,35 598 0,48 ——_ —— _ ——
0,42 0.43 577 0,61 Желтая
0.6 0.39 596 0,97 Оранжевая

Gd3Sc-А!3О12 0.23 0,09 566 0,71 Синевато-пурпурная
1 aScjAljQu 0,51 0,32 610 0,55 Розовая

Природные гранаты

Альмандины 0,35- 0,27— 590— 0.15-
-0,46 -0,35 —700 -0.5

Пиропы 0,3-
—0.6

0-21- 
-0,4

580—
—700

0.1—
—0,76

Розовая, красная, 
красно-оранжевая,

Гессониты 0,35- 0,33— 580— 0,14֊ Желто-оранжевая,
֊0,55 —0,4 —595 ֊0.83 оранжевая

держащие гранаты, активированные ионами 2г3+, охватывают практи­
чески весь диапазон красной гаммы цветов и позволяют достигать 
соответствия цвету природных гранатов альмандина, пиропа и гессо- 
нита.

Институт физических исследований
Академии наук Армянской ССР

Ա. Ս. ԿՈԻՋԱՆՅԱՆ, Ա. Գ. ՊԵՏՐՈՍՅԱՆ, Տ. Ի. ՐՈԻՏԱԽԼԱ, Կ. Լ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ
Գունավորման կենտրոնները Zr3+ իոններով ալյումինատին 

և սկանդիում պարունակող նոնաքարերում
Ներկա աշխատանքում հետազոտված են Zr3+ իոնի հատկությունները 

ալյումինային և սկանդիում պարունակող նռնաքարերում ։ Այդ միարյուրեղ- 
ները աճեցվել են հալույթից Բրիջմենի եղանակով։ Հետազոտված են օպտի­

կական կլանման սպեկտրները 0,2 — 1 մկմ տիրույթում, որոշված են (<7Ա) էլե­
մենտար բջջի չափսերը և բյուրեղների գունային բնութագրերը։ Ցույց է տբր­
ված, որ ալյումինային և սկանդիում պարունակող հազվագյուտ հողերի նռնա­
քարերում Zf3r իոնները ստեղծում են նույնատիպ գոլնավորման կենտրոն­
ներ, որոնք տեղակայված են ցանցի դոդեկաէզրիկ հանգույցներում։
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Ф. П. Сафарян, Г. Г. Демирханян

Резонансная электрон-фоионная передача энергии 
электронного возбуждения между ионами, максимумы 

функций спектрального распределения которых не совпадают
(Представлено академиком АН Армянской ССР М. Л. Тер-Мпкаеляном 2X1 1985)

1. Как известно, в теории резонансной передачи энергии электрон­
ного возбуждения, развитой Ферстером, Декстером и Галаниным^՜’), 
вероятность передачи выражается через интеграл перекрытия спектров 
излучения донора и поглощения акцептора. При этом считается, что 
донорный и акцепторный ионы связаны кулоновским взаимодействием. 
В (4՜7) показано, что к эффективной передаче может привести также 
электрон-фононное взаимодействие (ЭФВ) примесных ионов с колеба­
ниями решетки. Причем если величина передаваемой энергии намного 
больше максимальной энергии фононов (e^>lja>m), то передача осущест­
вляется путем обмена виртуальными фононами между донором и ак­
цептором. В (’■’) вычислена вероятность такой передачи в случае точ­
ного резонанса между электронными переходами, происходящими в 
доноре и акцепторе. В данной статье вычисляется вероятность переда­
чи для случая, когда условие точного резонанса нарушено, однако име­
ется некоторое перекрытие спектральных функций рассматриваемых 
электронных переходов- Подчеркнем, что эта передача не является не­
резонансной (по терминологии, принятой в литературе), поскольку, как 
известно, процессы нерезонансной передачи не зависят от интеграла 
перекрытия спектральных функций и происходят с поглощением (или 
’1спусканием) реального фонона решетки, приводя, тем самым, к со­
вершенно иным температурным зависимостям (8՜10).

2. Допустим, что в момент времени £=0 возбужден первый 
примесный ион (донор) в электронном состоянии X' с энергией е,.-. 
Требуется найти вероятность того, что в момент времени воз­
бужденным окажется второй примесный ион (акцептор) в электрон­
ном состоянии р.' с энергией e|L՛, а донорный ион перейдет в свое ос­
новное состояние X. В результате энергия электронного возбуждения 
ех'х донора передается акцептору. При этом будем предполагать, что 
ехо — вц'ц-ТтД^О (е„- = е,—е,-, е,—собственное значение энергии при­
месного иона в состоянии v).

В представлении чисел заполнения волновая функция системы в 
. „ а±<։х|«л'ЛхЛ11'Л|1‘и«>

момент времени <=0 имеет вид О>= и г ----- , а в мо-
/лх(«!х+1)

„ а.^ах'|пх'ЛхЛи'Ли.®«^>
мент времени f>0 |С>= ——f ==------- . где a,(aj)—электрон-

У ЛХ'(«|1'+О
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ные операторы уничтои:епия (рождения) в состоянии >. п.(г՛.) —числа 
заполнения электронных (фононных) состояний, ]п. л,а. я.г։։>—вол­
новая функция основного состояния.

Вероятность перехода системы из состояния \О~> в >> за еди­
ницу времени равна

«7
<1 (I (/);а-а։>*

(1)

где ~'^п, п,п. п....\п п^п.,п/и^> означает как квантово.чехани- 
ческое, так и статистическое усреднение по каноническому ансамблю 
Гиббса. От временной корреляционной функции <а+аг(О; а^а>-(0*> 
можно перейти к фурье-образу соответствующей функции Грина 

а,^/. (”), сводя тем самым вычисление вероятности (1) к 
вычислению функции а/.а-Да^а,Последнее можно осуществить, 
имея в основе гамильтониан ЭФВ типа гамитьтониана Фрелиха, мето­
дом, описанным, например, в (’). Тогда для искомой функции Грина 
получим

.а.Да^а.А'е
(п,,—п.1)А(Е)

(£-Н,'.л)(£4-*>.и) ’ (2)

где Л(£)

I
2^

1-1- г՛,
£4-8^' —

(3)

/)-коэффициенты ЭФВ первого порядка, связывающие элек­
тронные состояния / и /.

Л для вероятности передачи получим следующее выражение: 

и7=.2кЛ'|Л(£т)|Ч(6л.)֊511.,1), (4)

где вместо /!(£,„) подставлено значение Л(£) (3), найденное в макси­
муме спектрального распределения £т = -е>.-и-:

Д (£т) =-----*---- Я<1>(Х'')£<1)(н*)[2<»«-1- Д(2г>«+1) 1, (5)
вХ'Хвц'ц а

,у= (я.,֊ = 1ехр(е.,7-/кТ)4-1]֊1).
1)

Если считать, что электронные уровни имеют конечную ширину, 
то формулу (4) необходимо два раза проинтегрировать по функциям 
спектрального распределения Яхо.(£) и £.Л-ц(£), соответствующим пе­
реходам и р-41' (’■*). После чего, как нетрудно видеть, для ве­
роятности Н7 получится то же выражепие(4), в котором, однако, вместо 
8-функции будет стоять интеграл перекрытия 5= У ^х,х(£)йг!1.’|1(£)^£.

Если в качестве функций £х'х(£) и £|«.’ц(£) выбрать лоренцев- 
скип контур линий (с полуширинами Гг и Га, соответственно), мак­
симумы которых сдвинуты друг от друга на величии}' А, то в част­
ном случае миграции энергии по одинаковым примесным уровням 
(Г։ —Г։) получим известное выражение (а)
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Ղր. Ր«+(ձ/2)։ ՚ (6)

Выражение (4) в отличие от случая точного резонанса (Д = О) содер­
жит дополнительное слагаемое которое вместе с выраже­
нием (6) определяет температурную зависимость вероятности переда­
чи. Если отвлечься от сложной задачи получения правильной кон­
центрационной зависимости вероятности передачи (’••), требующей 
знания истинной функции фононного распределения кристалла, то 
для приближенной оценки относительного вклада дополнительного 
члена Л(2г'а-!-1) в величину вероятности передачи можно воспользо­
ваться приближением Дебая для колебаний решетки. Тогда, если

Л г—
учесть, что (А—волновой вектор фонона), то

для величины №/№0 (где №0 определяется формулой (4) без учета 
члена Д(2®.+ 1)) нетрудно получить

£41+8֊[։+£Հ£)11’Ա70 | Ցաք լ ЗТռ \ т / յ | (7)

где То и температура и частота Дебая кристалла, £>,(,*)-.
-V

3 с Р(И= — I ------- —функция Дебая.
о
Из (7) видно, что при Т^>7'о величина и = I 1-|-

\ Т՝ / П 0 |
, 5Д / . , 8Т \ 1’ ,г.уТ /То\ „ IV I .+ 5՜ ( 1+ ’ при Гвелнчина ^з ( V) ՝ ° 11 “ 1 +

8<ид\ ЗГ»/) \Т / IV 0 |
֊г ■— I , а при температурах Т~ТО получаем -Д I I .

8шд | . Ц70 | ш/։ ।
Так как для многих лазерных кристаллов (Д/шд)—0,1ч֊1, то можно 
ожидать существенного вклада второго слагаемого в (4), которое, 
как уже отмечалось, приводит к другой (отличной от обычно рас­
сматриваемой в литературе) температурной зависимости вероятности 
резонансной передачи энергии.
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Հաշվված է բյուրեղներում խառնուրդային իոնների միջև էներգիայի փո­

խանցման հավանականությունը այն դեպքում, երբ դոնորի ճառագայթման ն ակցեպտորի կլանման ռպեկտորների մաքսիմումները շեղված են մեկը մյու­
սի նկատմամբ ձ մեծոլթյամբ։ Ենթադրվում է, որ էներգիայի այդպիսի փո­
խանցումը առաջանում է շնորհիվ իոնների միջև առաջա գող էլեկտրոն-ֆոնոնա- 
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լին փոխազդեցության։ Տեղափոխման հավանականության համար ստացված 
Լ բանաձևը, որն ունի ըստ հէա փորր պարամետրի վերլուծության տեսք։ 
թնդ որում այղ արտահայտության աոաջին անդամը համընկնում է ճշգրիտ 
ռեզոնանսի դեպքում ստացված բանաձևի հետ, որը իրավունք է տալիս ենթա- 
ղրրելու, որ անկախ -. շեղման մեծության, քանակական հաշվարկներում 
միշտ կարեյի Լ մոտավոր հիմք ընդունել մաքուր ռեզոնանսային դեպքին հա­
մապատասխանող բանաձևը։ Ւնչ վերաբերվում է վերլուծության հաջորդ ան­
դամին (որր համեմատական է ճ, :.-ինյ, ապա որոշ համակարգերում ա։ն 
կարող / ղղաւիոբեն փոխել ինչպես անցման հավանականության մեծությունը, 
այնպես 1,1 նրա ջերմաստիճանային կախումը։
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О механизме действия магнитного поля на удельную 
электропроводность воды и осмотические свойства нервной 

клетки улитки

(Представлено академиком АН Армянской ССР В. В. Фанарджяном 18/Х1 1У85)

В последние годы внимание исследователей все больше привлекает 
чувствительность биообъектов к действию магнитного поля (МП). 
Магниточувствительностью обладают все биообъекты начиная с одно­
клеточных и кончая многоклеточными организмами (')• Однако до на­
стоящего времени молекулярные механизмы, лежащие в основе магни­
точувствительности биообъектов, остаются загадочными.

Очевидным представляется тот факт, что наиболее чувствитель­
ными к действию МП оказываются те вещества, которые в своей струк­
туре содержат неспаренные электроны, спин которых подвержен дей­
ствию МП. Таким веществом является вода, которая составляет основ­
ную часть (60—80%) внутриклеточной и внеклеточной сред и в кото­
рой разыгрываются основные жизненные процессы клетки.

Наряду с этим, как показано предыдущими нашими работами, 
транспорт воды через клеточную мембрану, который регулируется ра­
ботой элсктрогенного натриевою насоса (2), существенным образом ме­
няет функциональную активность мембраны как путем изменения по­
верхности мембраны (3), так и непосредственно активацией и инакти­
вацией ионных каналов, ответственных за генерацию потенциалов дей­
ствия в возбудимых клетках.

Из вышесказанного следует, что исследование механизмов дейст­
вия МП на физико-химические свойства воды, с одной стороны, и влия­
ния омагниченной воды ца осмотические свойства клетки, с другой сто­
роны, приблизит нас к пониманию интимных механизмов, лежащих в 
основе магниторецепции живых организмов. О механизме действия МП 
на физико-химические свойства воды судили по изменению удельной 
электропроводности воды (УЭ) под действием МП. Магнитную обра­
ботку возы проводили при напряженности МП 6000—7500 Эрстед спо­
собом пропускания воды (со скоростью 1,5 м/с) через полиэтиленовую 
трубку, помещенную в соленоид магнита. Удельную электропровод­
ность воды определяли по общепринятой методике (4), применяя ток с 
частотой 3000 Гц. Непрерывную регистрацию объема клетки осущест­
вляли методикой, описанной ранее (5).

Известно, что под действием МП возрастают вязкость, плотность 
и поверхностное натяжение воды (°). Как видно из таблицы, при дей- 
184



Уделымя электропроводность воды и водных ра.таороз при коатрс.-.ьны?. 
(без магнитного поля) и экспериментальных (магнитное поле 

напряженностью 6000—7500 Эрстед) условиях

Вещество
Удельная электропроводность. 

10-’ Ом-* см-’

Контроль Опыт

Денониэироваиная вода 0,27 5,76
Дистиллированная вода 0,32 4,32
Питьевая вода 0,37 1,86
Тяжелая иода 0-26 и .38
Раствор Риш ера 55,42 231,26
Раствор хлористого калия—5% 89,55 91,34
Раствор хлорке,ого калия—0,001% 72,74 68.52
Раствор хлористого натрия—5% 83,22 88.43
Раствор хлористого натрия -0,001 % 70,32 86,73

ст вин МП существенным образом увеличивается также электропровод­
ность воды. Для выяснения механизма действия МП на УЭ воды было 
исследовано действие МП на УЭ моно- и бидистиллированной, питье­
вой воды, электролитов (растворы хлористого натрия и калия) и тя­
желой воды. Оказалось, что действию МП наиболее подвержена УЭ 
деионизированной и бидистиллированной воды и по мере увеличения 
содержания ионов в водных растворах их УЭ становится менее чувст­
вительной к действию МП. При 5%-ном растворе КС1 и ЫаС1 УЭ 
раствора становится почти нечувствительной к действию МП. Интерес­
но отметить, что длительность сохранения эффекта МП на УЭ раово- 
ра также зависит от концентрации в нем ионов: повышенная электро­
проводность бидистиллированной воды после ее омагничивапия может 
сохраняться днями, тогда как у электролитов исчезает через 10—15 мин 
при 22’ (для обычной питьевой воды и физиологического раствора). 
Этот процесс намного быстрее протекает у электролитов при вариации 
температуры среды. УЭ тяжелой воды в значительной степени менее 
чувствительна к действию МП, чем УЭ обычной воды (см. таблицу).

Известно, что электропроводность воды обусловлена наличием в 
ней ПзО+ и ОН՜ ионов (4). Следовательно, приведенные выше данные 
о том, что под действием МП увеличивается УЭ воды, свидетельствуют 
об увеличении количества отмеченных ионов в воде. Наряду с этим так­
же показано, что молекулы воды благодаря своим дипольным свойст­
вам, водородным связям связаны с соседними молекулами и среднее 
расстояние между атомами кислорода варьирует в пределах от 0,276 
до 0,305 нм в зависимости от температуры (5 '). По мере увеличения 
этого расстояния увеличивается степень диссоциации молекул воды (г), 
следовательно и ее УЭ В случае же тяжелой воды расстояние между 
кислородными атомами (0.......... 0) составляет всего 0,240 нм и протон
практически оказывается в центре; следовательно степень диссоциации 
воды минимальная (7).

Потенцирующий эффект МП на УЭ воды, по-видимому, можно объ­
яснить следующим образом: методом оптической спектроскопии и рент- 
гепоструктурного анализа установлено, что валентный угол связи II— 
О Н составляет 104,5°, тогда как для Д—О—Д—90°. Такое различие 
объясняется отталкиванием кулоновскими взаимодействиями атомов во- 
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дорода и стремлением неспаренных электронов атома кислорода оттолк­
нуть спаренные электроны. Поскольку спин неспаренных электронов под­
вержен действию МП и оба неспаренных электрона в атоме кислорода 
имеют одинаковые (синглетные) направления, то при действии МП мож­
но ожидать увеличения валентного угла, что и приводит как к увеличе­
нию степени диссоциации молекул воды, так и к изменению ее нативной 
структуры. Подтверждением этого предположения могут служить данные 
относительно малоэффективности МП на УЭ тяжелой воды и электроли­
тов, так как в случае тяжелой воды спиновые взаимодействия оказы­
ваются малоэффективными из-за высокой массы дейтериума. а в слу­
чае растворов электролитов, по-впдимому, взаимодействие ионов с мо­
лекулами воды настолько сильнее, что под действием МП изменение 
спин-спинового взаимодействия существенным образом не может изме­
нять структуру воды, как это имеет место при случае чистой воды. 
Очевидно, что вышеуказанный вывод можно рассматривать лишь как 
рабочую гипотезу для более детальных исследований.

Поскольку структура воды существенным образом определяет 
скорость многих жизненных процессов клетки, то естественно предпо­
ложить, что в основе механизма действия МП на разные биофизичес­
кие п биохимические процессы клетки существенную роль может иг­
рать именно изменение структуры воды под действием МП.

Предыдущими нашими работами было показано, что число функ­
ционально активных белковых молекул (ионные каналы, ферменты и 
хеморецепторы), обусловливающих функциональную активность мем­
браны, в значительной мере зависит от поверхности мембраны, а пос­
ледняя определяется осмотическими градиентами на мембране (8՜10). 
Так как под действием МП происходит изменение «структуры воды, то 
можно ожидать и соответственного изменения проницаемости мембран 
для воды. Для проверки данного предположения в следующей серии 
наших экспериментов мы исследовали действие (магниченной воды па 
объем изолированного нейрона виноградной улитки. Как видно из ри­
сунка, под действием омагниченного физиологического раствора об-

Рис. 1. Действие омагниченного фи­
зиологического раствора на объем 

нейрона улитки Helix.

ратимым образом увеличивается объем нервной клетки улитки. Сле­
довательно, на основе вышеприведенных данных можно думать, что 
увеличение объема нейрона под действием омагничеиной воды сопро­
вождается увеличением числа функционально активных белковых мо­
лекул на мембране, т. е. имеет место увеличение ферментативных, 
хеморецептивных и возбудимых свойств клетки.

Таким образом, сопоставление полученных в настоящей работе 
данных об увеличении электропроводности воды и набухании кле­
ток под действием МП с предыдущими данными об объем-зависи- 
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мостя функциональной активности клеток позволяет прийти к заклю­
чению о том, что обнаруженные факты могут играть существен:։’,«о 
роль в определении магняточувствителыюсти живых организмов 
Очевидно, что этот вывод может быть окончательным только поел? 
летального исследования действия МП на хеморе целтивные, возбуди­
мые и ферментативные свойства мембраны.
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Ջրի տեսակարար էլեկտրահաղորդականության և խխունջի նւարդաւին թջ»ի 
օսմոտիկ հատկությունների ւ|րա մադնիսական դաշտի ադդեդութւան 

մեխանիզմի մասին

1հսումնասիրված են ջրի էլեկտրահաղորդականության և խխունջի առանձ­
նացված նյարդային րջջի ծավալի կախվածությունը մադնիսական դաշտիդ։

$րի և տարրեր ջրային լուծույթների, ինչպես նաև ծանր ջրի էլեկտրա֊ 
Հադորդականոլթ յան փոփոխությանը չափելու Համար դրանբ ենթարկվել են 
0000—7000 էրստեդ /ւսրվածությամ ր մադնիսական դաշտի ազդեցութ յանր ։ 
Պարդվեւ է, որ մադնիսական դաշտի ազդեցությանն առավեյ ենթակա են կըրկ- 
նուկի թորված ջուրը և ապաիոնացված ջուրը։

Նյարդային րջջի օււմոաիկ հատկությունների կախվածութ յունր մադնիսա­
կան դաշտից որււշվել է 11-ինդերի րււծույթր նախաւդես նույն /արվ ած ու թ (ան 
մադնիսական դաշտում պահելով և հետո այդ լուծույթի ադդեցաթ յունր րջջի 
ծտվաւի վրա դրանցե/ով։ Այդ փորձր ցույց է տալիո, որ րջիջր այդ պայման­
ներում ուոչում էւ

Սույն ոլռումնասիրութ յունր թույլ է տալիս եզրակացնել, որ հայտնաբեր­
ված փաստերը կարոդ են կարևոր դեր խազայ կենդանի օրդանիզմների մազ- 
նիււադզայնութ յունր որոշելու համար։
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70 C. //. Айрапетян, Г. E. Рычков, ДАН СССР, т. 285, №6, с. 1464--1467 (1985).

187



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
доклады академии наук армянск о и с շչ

LX XXII ~ 1986 4

УДК 581.192
ФИЗИОЛОГИЯ РАСТЕНИИ

Академик АН Армянской ССР В. О. Казарян, 
Т. С. Даниелян, А. В. Арустамян

О влиянии интенсивности света на активность ауксинов и 
ингибиторов в корнях древесных, кустарниковых и 

травянистых растений
(Представлено 16/VII 1985)

Жизнедеятельность высших растений, обусловленная в первую 
очередь функциональной активностью листьев и корней, осуществляет­
ся таким образом, что различные метаболические процессы одной по­
лярной системы протекают с участием продуктов обмена другой (“). 
При подобной функциональной зависимости любые изменения, проис­
ходящие в надземных органах, не могут не сказаться на жизнедея­
тельности корней. Так, например, установлено, что различные фото- 
периоды, воспринимаемые листовой поверхностью, через трофические 
и гормональные каналы влияют па жизнедеятельность корневой си­
стемы однолетников (3-4). При этом корреляция между надземными и 
подземными органами осуществляется путем подчинения хода физио- 
лого-биохимических процессов корней аналогичным процессам, проте­
кающим в листьях. Такая интегрированная реакция растительных ор­
ганизмов на световой режим находится в прямой зависимости от уров­
ня их корие-листового обмена. Последнее положение было проде­
монстрировано нами (5) на некоторых растительных объектах—пред­
ставителях основных жизненных форм.

Показано, что реакция корневой системы у древесных, кустарни­
ковых и травянистых растений па изменение продолжительности дня 
не одинакова, и их чувствительность постепенно усиливается от дре­
весных к травам. Последние будучи эволюционно более подвинутой 
формой характеризуются ускоренным корне-листовым обменом, и при 
таких условиях даже кратковременное изменение светового режима 
должно привести к более глубоким изменениям в метаболизме корней. 
Для экспериментального подтверждения этого предположения нами 
в 1984—1985 гг. была проведена серия экспериментов по сравнитель­
ному изучению влияния света различной интенсивности на гормональ­
ный баланс корневой системы древесных, кустарниковых и травянис­
тых форм, результаты которых излагаются ниже-

Объектами исследований служили следующие растения: древес­
ные—клен ясенелистный (Acer negundo L ), дуб летний (Quercus ro- 
bur L.), конский каштан обыкновенный (Aesculus hyppocastanus L.), 
вяз гладкий (Ulmus leavls (Pall.)); кустарниковые — дерен южный 
(Cornns austalls C. A. Mey), хеномелес японский (Chaenomeles Japo- 
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nlca (Thumb). Llndl.), сирень обыкновенная (Syrlnga vulgaris L.), ши­
повник обыкновенный (Rosa canina L.); травянистые растения — по­
лынь (Artemisia vulgaris L.), тысячелистник (Achillea millefolium), 
шток-роза (Alcea rugosa).

Для опытов использовались отобранные на территории Ботани­
ческого сада и пересаженные затем в 5-литровые вазоны примерно 
одновозрастные сеянцы деревьев и кустарников, имеющие вегетатив­
ную мощность, сходную с однолетними травянистыми формами. Все 
растения после месячного выращивания в вазонах делились на 2 груп­
пы, содержащие по 18—20 растений каждого объекта. Одна служила 
контролем и продолжала вегетировать в условиях солнечного света с 
интенсивностью 40 000 лк на уровне основной массы поверхности 
листьев (-֊ 200—220 Вт/м2), другая опытная группа на 3 суток пере­
носилась с сильного света на слабый—в вегетационную камеру с кон­
тролируемой температурой (25—26°) и интенсивностью света 10 000 лк 
(—40Вт/м2), создаваемую люминисцентными лампами типа ЛД—40 и 
ДБ—40. Длина светового дня для обеих групп растений равнялась 
16 ч. По истечении 3 суток в лиофильно высушенных корнях растений 
проводили определение активности эндогенных ауксинов и ингибито­
ров по методу Кефели и Турецкой (6) на тонкослойных силикагелевых 
пластинках (Sllufol —254 UV) в растворителе изопропанол—аммиак — 
вода (10:1:1). Тест-объектом служила пшеница сорта Безостая-1.

На рис. 1 представлены данные по активности стимуляторов и 
ингибиторов роста в корнях древесных растений, из которых следует,
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Рис. 1. Активность ауксинов и ингибиторов 
дуба (7), вяза (II), клена (III) и каштана

в корнях 
(IV) при

различной интенсивности света: а—10 000; б—40 000 лк

что кратковременное воздействие на них света слабой интенсивности 
не вызывает значительных изменений в гормональном балансе кор­
ней. В корнях дуба, клена и вяза в условиях сдабой светообеспечен- 
ности наблюдается возрастание (на 1—2 соединения) числа ауксп- 
чоподобных веществ, однако их общая суммарная активность как у
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контрольных, так и у опытных растений различалась незначительно. 
Изменения ингибиторного баланса корней древесных растений при 
различной интенсивности света также были не очевидны.

У кустарниковых растений (рис. 2), получавших свет слабой ин­
тенсивности в течение 3 суток, в корнях обнаружилось возрастание

fl fl.4 fl.8fy fl fl.4 0.8Kf 0 fl.4 0.8
Рис. 2. Активность ауксинов и ингибиторов в корнях 

дерена (/), шиповника (//), сирени (III) и хеномелеса
(/V) при различной интенсивности света: а—10 000; 

б—40 000 лк

числа и суммарной активности соединений, проявляющих стимуля- 
торную активность на биотосте. Например, в корнях дерена в конт­
рольном варианте таких соединений было 3, а в опытном варианте— 
5 при заметном увеличении их стнмуляторной активности (в 1,85 раза). 
Одновременно в корнях сирени, дерена и хеномелеса в тех же усло­
виях найдены ингибиторные соединения, которые в контрольных ва­
риантах были или малоактивны, или вообще не обнаруживались. Та­
ким образом, стимуляторно-ингибиторный баланс корней тех кустар­
никовых растений, которые хотя бы кратковременно получали свет 
слабой интенсивности, значительно отличается от такового контроль­
ных вариантов.

Роль ауксинов в росте корня остается до сих пор еще малоизу­
ченной проблемой. Торрей еще в 1956 г. писал: «Совершенно необ­
ходимо получить наконец ясные, неоспоримые данные, которые дока­
зали бы или, наоборот, опровергли прямое участие эндогенного аук­
сина в регулировании роста корней» (7). Характерно, что для роста 
корней даже в изолированной культуре практически не требуется аук­
синов (“•■). Тиманн (10) предположил, что корни обладают более 
низким порогом чувствительности к ауксину, чем стебли, и что естес­
твенное содержание ауксина превышает в них оптимум для роста.

Таким образом трудно провести какую-либо параллель между со­
держанием в корнях стимуляторов ауксиновой природы и их ростом 
в условиях различной интенсивности света, хотя из литературных дан-
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пых известно, что затенение уменьшает рост корней и соотношение меж­
ду массами корней и листьев (н-13). Кристкалне и сотр. (м) на травяни­
стых светолюбивых растениях показали, что при перемещении их с 
интенсивного (естественного) освещения на слабый свет уже через 
1—3 суток ослабляется темп прироста органов, в том числе и корней. 
Подобное явление для корней травянистых выявлено в наших экспе­
риментах: за три дня падение сухого веса корней составляло 14,9— 
18,8%. В условиях низкой светообеспеченности, наоборот, происходит 
возрастание листовой поверхности на 32,7—39,3%. Вследствие указан­
ных изменений в условиях недостатка света уменьшилась корнеобес- 
печенность листьев.

Указанные морфологические изменения у травянистых форм 
протекали на фоне следующих изменений гормонального баланса кор­
ней (рис. 3). Пребывание полыни, шток-розы и тысячелистника в усло-

J0-
I.-J - U

лл1|.1 L1..LJ 1| Д I I .

О и МП, О и 08Kt

Рис. 3. Активность ауксинов и ингибито­
ров в корнях полыни (/), тысячелистника 
(//) и шток-розы (III) при различной ин­

тенсивности света: а—10 000; б—40 000 лк

виях слабой интенсивности света вызывало резкое увеличение суммар­
ной активности ауксиноподобных соединений в корнях при одновре­
менном. хотя и не очень значительном, повышении в них активности 
ингибиторных соединений. Тенденция изменения стимуляторно-инги- 
биторного баланса՛ в корнях травянистых видов была такой же, как 
и у кустарников, однако различия между опытными и контрольными 
вариантами у первых были гораздо более выраженными. Так, например, 
суммарная активность стимуляторных соединений в корнях тысячелист­
ника в условиях низкой интенсивности света возросла в 1,82 раза, полы­
ни—в 2,17 раза, шток-розы—2,55 раза. Следовательно у травянистых 
видов уровень ауксин-ингибиторного баланса корней гораздо в боль­
шей степени зависит от внешних световых условий, чем у кустарнико­
вых и тем более древесных форм. Иными словами, процесс адаптации 
травянистых вадов к тому или иному уровню напряженности света про­
исходит значительно быстрее и активнее, причем эти растения реаги­
руют на этот фактор как целостная система, изменяя соотношение 
ауксинов и ингибиторов как в корнях, так и в листьях. Все это служит 
предпосылкой не только для ускорения генеративного развития, но и
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для повышения уровня корие-листовой интеграции. Таким образом, 
эволюция жизненных форм от древесных гигантов до карликовых трав 
осуществляется путем возрастания интеграции корне-листового обмена, 
что и способствует возникновению и закреплению адаптивных реакций 
к неблагоприятным факторам среды (|6).

Институт ботаники
Академии наук Армянской ССР
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տիվությունը տարբեր կենսաձևերի 11 ներկայացուցիչների արմատներում 
լույսի ինտենսիվության փոփոխման (10000 և 4000 լյուքս) պայմաններում։ 
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