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МАТЕМАТИКА

УДК 519.45:539.3

В. М. Фомин

Интегральное представление функции, заданной на множестве с 
пространственной группой симметрии

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 31/У 1984)

Решение задач статики и динамики линейных упругих систем до
пускает существенные упрощения при наличии симметрии у таких сис
тем (։՜а). Основополагающим является гот факт, что приложенная наг
рузка может быть представлена в виде линейной комбинации состав
ляющих, преобразующихся по неприводимым представлениям группы 
симметрии. Аппарат подобного разложения, разработанный в (*) для 
систем с пространственной группой симметрии, относится к важному 
специальному случаю исходной функции, гак называемому случаю 
усеченной симметрии. Для систем, инвариантных относительно группы 
трансляций, соответствующий алгоритм был предложен в работе (5).

В настоящей статье излагается алгоритм разложения, пригодный 
для групп симметрии и функций более общего -вида.

1°. Рассмотрим множество II точек трехмерного вещественного ли
нейного пространства /?։. инвариантное относительно пространствен
ной группы (}. Будем называть основным параллелепипед, построен
ный на основных векторах п։, о2, а3 подгруппы 6'г трансляций группы 
С, а элементарным симплексом—замыкание наименьшей по включению 
односвязной части этого параллелепипеда, действуя на которую преоб
разованиями из максимальной точечной подгруппы //_ (/, можно пок
рыть весь параллелепипед. Выберем один из элементарных симплек
сов в качестве основного и присвоим основному параллелепипеду сим
вол .$000, а основному элементарному симпллексу символ Система 
элементарных симплексов Зт>т.т,п=/1П,т,т,НпЗО(Л}(гп1, тъ т3=0, 3 1, 
±2,...; п=1.2,.... Л) образует покрытие множества П. Че
рез /т։/п։т, обозначена трансляция на вектор и11ал-\-!Пга^п1лиу Пред
полагается, что Ил- тождественное преобразование и что порядок 
группы Н равен АС Заметим попутно, что все рассуждения, прове
денные для трехмерного случая, легко переносятся на случай 
пространства /?л с любым п.

Введем функции Тя(х<хху) (/.//*■ 1,2.........V), определенные на
основном параллелепипеде 5^, следующим образом:

11'п(*000;)='</п и. п 1.2,..., /V; Хос0/€«5о00/).
Разложим каждую из этих функций на составляющие, преобразующие
ся по неэквивалентным неприводимым представлениям точечной труп
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пы некоторого вектора &£й (Й—зона Брмллюена (5))
и к —

Ч'„(х№.) 2 V м?л.л д.) у, ։, 2........ .-V).
р.—1 ■'=!

где

/V* лс-//■•

В этих формулах Л1 —число неэквивалентных неприводимых пред֊ 
ставленнй группы /Лр, /,,—размерность ц-го неприводимого представ
ления, этой группы, ?$*)—элемент матрицы этого представления, 
.V*—порядок группы Нус

Из теории представлений пространственных групп следует, что 
функппп

Фпц V/ ( X т. т.,р, к)֊ 'ГН-К ш •(*«»/>. ^С/)А)схр[ /.4Г(/)А! • ат1Л1,ПТэ]
( 7 ~ I ’ — I • - ։ /' ~ 5 « 2, • • , Хд,։гп,/п4р — I щ ( I )

,т,пп=туа 14 м2о։фтла

при фиксированных //, /г и у. преобразуются по неприводимому пред
ставлению группы О. В формуле (1) через £(/) (/- 1,2...... А) обоз
начены элементы группы //, участвующие в разложении ее на левые 
смежные классы ио подгруппе //;. Заметим, что любая функция, за
данная на основном параллелепипеде, может быть представлена в 
следующем виде:

/■(Хосо;)—/’(Хй՝х>..1)М\(Х|лю.-) (/--1. 2, .... Л),

а. следовательно.
А' ,и /.Л

/•(х<т>)= 2 /•(хиюл)! V игда.(хоооу, к) О 1.2........Л). (2)
л—1 !>=։ ՝=։

2°. Рассмотрим множество ограниченных функции, определенных 
на множестве П. Ряд

«V
/■■(Хадл, Я։. з2, Ял)= V /(хя։։„,։т։О)ехр[/(/л1л։4-7гагаа+?7г3я3)] (3)

т । ,т։.т1-=—гк
( Хт։лг:<п։.՛: — ^/П1Л111П>ХооОл> ХооОд£-$000/։)

сходится в 5' к периодической обобщенной функции с 3-периодом 
(2-, 2п, 2к) (*). Ее можно рассматривать как обобщенную функцию 
на кубе Г{—?.2, а3<п} с отождествленными противоположными 
гранями. В качестве основных принимаются здесь бесконечно-диффе
ренцируемые функции на Г. Тогда

/(Хл^л,^) ֊֊— (^, ехр[ -/(т1а։֊|-77։а«а4-/л3а3) ]). (4)

Заметим, что (4) может быть записано так:
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— ~(7՜. ехр(—1к • аг.п1т]11и))’ (5)

Здесь функция /- рассматривается как обобщенная на зоне Бриллюе- 
на Й. Приняты следующие обозначения: =
—• | —« -• — •
к= — (^1՝ ^2՛ />3—основные векторы обратной решет

ки, ат • Ьп=*>тп\ т.п 1,2,3), V—объем зоны Бриллюена.
Обозначим через Д множество ограниченных функций на И, для 

которых соответствующее дискретное преобразование Фурье (3) име
ет следующий вид:

Л)«г0(х0, ЛН у + У (6)
,9=1 р«-1

(хй = л-о»л, п 1,2....... Л ).

Здесь F0(x0, k) — кусочно-непрерывная функция, определенная всюду 
в Й, за исключением конечного числа точек, кусочно-гладких по
верхностей и линий, интеграл от которой но области й—U. (£А—s— 
окрестность вышеуказанных точек, поверхностей и линий стремится 
к конечному пределу при а-*0; F2(xc. k) кусочно-непрерывная функ
ция. заданная на кусочно-гладких поверхностях и линиях Гр (/;= 1, 
2, ./л); 6(Л)—дельта-функция, $ГР—обобщенная функция на й, 
действующая по правилу

(/-'(л0, Л)оГл, <?) = j F(x0, £)<?(£МГр. 

Гр
Подставив (6) в (5), получим

/(x)«/0(^)4-/i(^)+/։W. (7)
где

Л(*) = у; ( ^о(хо. Л)ехр(— ik • amiW։„,)dQ(8) 
а

У։(х) = Т7 z*। Л/>)ехр( lli}, •
V p=J

/3(х)= р \ Ла(х0,1)ехр(-гЛ •

Гр

(X0 = X(X».t X = X(Tt.CT.fn|4։ 1,2,.. ч .V).
Заметим, что (8) может быть записано так;

/о(х)- 2 ( Fq(Xv ^')ехр(—ik • <in|BI^,)dQ;.
V р«։ J

Здесь через Й։ обозначен основной элементарный симплекс зоны 
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Бриллюена. Остальные элементарные симплексы могут быть получе 
ны так:

(Л^/7).

Поэтому

Л»(а0. М)ехр(—МрЛ • «,П։т, 
«I

Воспользовавшись разложением (2) и учитывая (I), будем иметь

/о(*) = ■֊ 2 ( М)ФлпД*. ^7 (Ю)
V р.п 1 л ®|

1 /»’ .V - А'р .л -
/йя^2 2^(Мм)? 2Ф^1(л.М. (И)и р..\ л,.| > ।

I Р1 л Г - .и к
/М~ 77 2 2 рАхо* V 2 2 <12)/>*•! Л—I '.1—1 «=1

ГР

(А--хт 1т,ту, х0 = Х(ЮОЛ; //.. /= 1, 2.......... V; етр м2, тл=0, ± 1, /_2. .. .)•
Здесь /чР-размерность р-го неприводимого представления точечной 
группы вектора /г,.., М(, -число неэквивалентных неприводимых пред
ставлений этой группы. При выводе (10) учтено что функция
Л) суммируема в 9 и множество векторов с нетривиальными точеч
ными группами имеет меру нуль.

Таким образом, справедлива
Т ео р е м а. Произвольная функция из Д имеет дискрет но-конти

нуальное разложение (7). (10) (12) по функциям (1). преобразую
щимся по неприводимым представлениям группы (/.

Замечание. Пусть множество точек в формуле (6) инва
риантно относительно преобразований Ь£Н. Разбивая суммирование 
по р в формуле (11) на ряд суммирований по точкам Ь,,, располо
женным в пределах одного элементарного симплекса ЙХ/=1.2......  V
и учитывая (9), будем иметь

1 Г,,„ 4„ Д’
Л(*)=—2 2 2 2 2Л(^о.о.о^)г..^(^)^)Ф^(х, Лр).

|։,“* ՝ = 1 ЛЯ=1

Здесь £р-֊число левых смежных классов в разложении группы по 
точечной группе вектора Ьр.

Одесский инженерного рои гельный
институт
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Վ. 1Г. ՖՈՄԻՆ

Սիմետրիայի տարածական խմբով բազմության վրա տրված ֆունկցիայի ինտեցրալ ներկայացումը
Սիմետրիկ առաձգական համակարգերի и տ ա տ իկ ա յի և դինամիկայի 

խնդիրների լուծումներն Լական պարզեցումներ են թույլ տալիս։ Հիմնականն 
Լ հանդիսանում այն փաստը, որ կիրառված բեոնվածրը- որպես սիմետրիկ 
րաղմ ութ յան վրա տրված ֆունկցիա , կարելի Լ ներկայացնել ըստ րադմոէ- 
թյան սիմետրիայի խմբի չբերվող ներկայացումների ձևափոխվալ բադա- 
դրիչների գծային կոմրինացիայի տեսրովէ

Սիմետրիայի տարածական խմբով բազմության վրա տրված սահմանա- 
փակ ֆունկցիայի համար առաջարկված Է Ֆուրյեի դիսկրետ ձևափոխության 
լիրա հիմնված ալգորիթմ, որը թույլ Է տայիս ֆունկցիան ներկայացնել ըստ 
սիմետրիայի խմբի չբերվող ներկայացումների ձևափոխվող ֆունկցիաների 
դիսկրետ-կոնտինուալ վերլուծաթ յանով ■

ЛИТЕРАТУРА-ԴՐ ԱԿԱՆՈՒՄ 9 ՈհՆ

1 В. Лк Фомин, н сб.: Распределенное управление процессами н сплошных сре
дах. йып. 6. 1969, 3 В. Л1. Фомин, а сб.: Сложные системы управления, 1976. ■ Л1. Л. 
Бурышкин, ПММ. т. 39, вып 3 (1975) * М. Л Бурьиикин, ДАН УССР Сер. А, № 7 
(1975) Տ. Л1. //у.ыер, .4. Ճ. Рывкин Или. ВНИМГ нм 5. £. Веденеева, т. 136(1980). 
6 В. С. Владимиров, Обобщенные функции н математической физике Наука, М. 1979. 
т И. Г. Каплан. Симметрия многоулекtройных систем. Наука. М., 1969. Г. И. Лю- 
барский. Теория групп и ее применение в физике. Физматгиз. М. 1958.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈհԹՅ Ո ւ՚ՆՆԿՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵԻ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
ЕХХХ1 ~ ~ 1985 ՜

УДК 517.518.235

МАТЕМАТИКА
В. С. Захарян, Д. Т. Багдасарян

О росте функций с конечным интегралом типа Дирихле

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 7/VI 1984)

Пусть i/ = {|2|<l} единичный круг. Для аналитических в U 
функций /(z)=2anz" обозначим 

О

M(r,f)=^\an\r՞- M(r,/)=max|/(z)| (0<г<1). 
я=о 1*1='

Обозначим через й° класс функций ?(/), для которых ?(/) j -f-oo 
при (—*0 и j>f(x)dx<-|-oo, а через 20 класс функций А(/)>0, кото

рые монотонно стремятся к нулю при МО, и для них существует 
производная функция — для которой

11m =С (=4-0, оо) (1)«-о iH(t)
и Н(х) f 4-00 при х 1 0.

Ясно, что если A(/)£Q0, то h'(x)=H(x)£QP.
Далее обозначим через Dn класс функций /, аналитических в 

U, таких, что при А(х)£й0

5л(/)= f J А<1-г)։/,(ге'’)|’гоГг^<+о°- (2)
и и

Ясно, что если A(/)£Q°, то £>лС/\, а если A(Z)££20> то где
D± класс функций Dh : h(t) — const.

Приведем несколько вспомогательных результатов
Лемма 1. Если ш(х)£2° и

1
ф։<э(/1)= J ш(1— x)x^nJ^dx, 

о
где п>1 целое, 1<а<^4-оо, —то

1 
п

Фа,з(л)=О J ш(л) dx^. 

и

Доказательство можно найти в работе (*)
Лемма 2. Пус^пь А(х)£й0։ и
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(3)

(4)

Тогда при р-»1 имеет место оценка

0/,(р)=0--------- ----------

Доказательство. В силу (3) можно предполагать, что не-

равенство 0<^С^ — / , / <С2<^֊|-оо 
н( — ) 
\ л/

имеет место начиная с л-1, что не влияет на последующие рассуж
дения.

но легко усмотреть, что -------------  У, Р"<Г--------------------[ЛГ1֊Р)?Л^1 ^(1-р)[А(1֊р)Р
1—р

V «С------------- У л^"<-----—----- У пы
!֊(,

с,____ < с
~ (1-р)Н-л[//(1_р)? < (1_р)[А(1_р)1₽ •

С другой стороны
рл'+։

(1-р)[Л(1-р)|я ’

где М удовлетворяет условию —-—, ЛЧ-1>—-
1— Р՜ 1-р

Отсюда для ру+։ получаем следующее неравенство: р'^'+'^рь^՜1, и, так
2-Р 1

как Птр1-р — е՜1, то при р, достаточно близких к 1, имеем рЛ’}> —.
р-։ 2е

Следствие. Обозначим^р(г)= у
л=1

При р-».1^-0 имеет место

(11
(5)

в частном случае при р= \ получается’
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(6)
р 

" о" / Г дЛ \

\п/
Пусть /(г)=2««2в аналитична в и и А(х)£20. Тогда 

1 I

5л(/)=21«лГд։ У А(1—р)р2я-։^р=21«п|* ~ ( Н( 1 —р)р2«</р. 
о о

Так как А/(1—р)£й’, то согласно лемме 1

Я(1-р)р»Мр-0^1^

и следовательно

(7)

Теорема 1°. Пусть /(г^Иь, Л(х)£20. Тогда

(8)
где 

р
Р1(г) = о/ [------ -- -------\

Доказательство. Напишем 7И(г, /) в следующем виде:
__  о» к ~ Г / ։ \ И I /1 \ 1 ։
М(г./)=2 |а«к"=2 |а„|г"+2 яА( —) ։ |а„| лА( —) “г".

Л=0 П=0 Л=еА'-|-1 | \ Л / 1 Г \ Л / J

Применяя теперь неравенство Шварца, получим
__  К / <г> /1\ ое Г / 1 \ 1 —1 к 1>И(г./)<5|ал|тл + (2 |ал|’лА( —-) • 2 «Л(-) '•’"УК

я=0 \я=Д+1 \ П / л_кЧ-1 [ \ п. / J /

< 2 |а»| • г-+(2 |алм(-№[С2։(г«) ]4. (9)
Л=о \я=Я+1 \л//

Откуда следует

Игл 5ирТИ(г,/)[р1(г։)] 2^(2 |ая|։«А( —))’.
'-1֊0 \"к+1 \ п, //

Так как левая сторона неравенства не зависит от Д', то отсюда 
вытекает доказательство теоремы.

Докажем теперь, что в теореме 1 величина — наилучшее воз-
2

можное значение.
Теорема 2. Для любой константы, р, удовлетворяющей ус

ловию 0<р< —, в и существует функция при А£20, такая,

ч.то 
202



11т 1п{ М(г, ?)[Р1(га)1_/’>1. (10)
г-*1

Доказательство. Пусть <р(г)-<2Р(г) = У -------------------- .

'"'“"ЮГ
Сперва докажем, что С}р(г)£Оп. Из (1) имеем, что при х, достаточно 

близких к нулю, —<——- ;
X й(л) 

интегрируя по х в интервале (л, л0), где л0 фиксировано, а х доста
точно близко к 0, получим Н(х)<^Мхс>; отсюда, так как Ь'(х)= 
= //(х)ТН-оо при х 10, получаем Л(л) = //(л)л<^/Илс», 0<л<л. 

- МСледовательно Н(х)х<Н(х)х<?МхС1-, /7(л)<------ ,
х1՜’^

где Сг, М—некоторые постоянные, и в силу того, что /7(л) | -|-оо 
при л I 0, 0<С։<Ч.

Имеем
1

д2֊2л

л(1-2р)(1-С։)

Теперь докажем, что имеет место (10). 
Из равенства (5) имеем

М(г, ------ —-------- =о( (’----------—--------
"Г/уЛ—У]/7 V н-оиф-о]'

I \я/] 
Следовательно 

I 
сП \-л

(1-Ой(1֊о/

г г
11тЛ4(г, ?)(Չ1(ր։)]^Շ11տ (’------------ —------------ • ( ք

г-1 յ (ւ_ք)խ(ւ֊օթ Լյ
о о

= — 11т|л(1-г) С----- —-------- Г Р^ — Птյ (1-0А(1֊0/
О

=Л(=^0, оо),

й(1—г) I1-*Ղ(1-ր)^(1-ր)1

отсюда и следует (10).
Замечание. Оценки (8) и (10) при Л(О=сопз1 совпадают с 

результатами Коулинга (’) и Ямасита (։), а при й(£) = £а (0<а<Ч)—с 
соответствующим результатом (4).

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

Վ. Ս. ՋԱՔԱՐՅԱՆ, Դ. Օ. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ

Դիրիխլեյի տիպի վերջավոր ինտեգրալով ֆունկցիաների անի մասին

Թող է/={|շ|<^1 }-ք լէ՚՚^՚Ւ միավոր շրչանըւ Ս-ում անալիտիկ ք(շ) =

2 Ջ/ւ2" ֆ">^կցի>"1ի ^ամար նշանակենք 1№(ր, /) = 2 |ճո|րո: Շո—վ նչանա֊ 
ո=օ էճօ
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Ս-ում անալիտիկ ալն ֆունկցիաների դասը, Որոնց համար Տո(ք) = = յ՚յ/ւ(լ-Հ')|/'(ր«,*)|*/7//՜Ժ?<Հ Ւօօ, որտեղ հ(է)֊ն բավարարում է որոշս/֊ 
Ս

կի պարմանների։ Հոդվածում /?//• դասի ֆունկցիաների համար ստացված

է հետևյալ գնահատականը' 111Ո , /)[Չ1(/՜)] ’=0, որտեղ Չ։(/") =
ր

— 0^ Ապացուցված է, որ ալդ գնահատականում՛ — մեծոլ-

թրոնը լավաղուլն հնարավոր արմեքն էւ

ЛИТЕРАТУРА —ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

» М. М. Джрбашян, В. С. Захарян, Изв. АН СССР. Сер. мат., т. 34, с 
1262—1339 (1970). ’ V. Cowling, Amer. math, monthly, v. 66, 119—120 (1959). ’ S. 
Yamashita, Amer. math, monthly, v. 87, №7 (1980). * В. С. Захарян, ДАН
АрмССР, т. 79, №2 (1984).



ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ЬХХХ! ” 1985 ~ 5

УДК 517.968.23

МАТЕМАТИКА

В. В. Асатрян

Об одном методе регуляризации систем сингулярных интегральных 
уравнений

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александряном 7/УП 1984)

В своей известной теореме эквивалентности (*) И. Н. Векуа до
стиг регуляризации одного сингулярного интегрального уравнения с 
помощью характеристического оператора. Методы, примененные в (1) 
для одного уравнения, нельзя непосредственно применить для систем 
сингулярных интегральных уравнений, так как условия разрешимости 
и единственности решения систем сингулярных интегральных уравне
ний непосредственно через коэффициенты системы не определяются.

В работе (2) Н. П. Векуа достиг регуляризации систем сингуляр
ных интегральных уравнений с использованием задачи сопряжения 
для нескольких неизвестных функций и оценкой частных индексов, 
представляющей определенные трудности.

Ниже дается новый метод регуляризации систем сингулярных 
интегральных уравнений, при котором сперва решается однородная 
система, затем с помощью решений однородной системы регуляризи- 
руется неоднородная система.

Пусть Լ—совокупность конёчного числа простых, гладких, замк
нутых контуров, не имеющих общих точек- Рассмотрим нормальную 
систему сингулярных интегральных уравнений, написанную в виде 
векторно-матричного уравнения

/с«>=А(^м(0)+± [' (1)

Լ

где /0, է-аффиксы точек на линии ճ, ք(է)={ք1(է), /։(0. • /л(О}—
заданный л-мерный вектор, а А(<), Հ(է0, է)—квадратные матрицы 
л-го порядка с компонентами, принадлежащими классу Гельдера Н 
при է, է0ՀԼ. Решение ?(0 = {Փւ(0> <Р։(0, ■ •••|Рл(О} уравнения (1) отыс
кивается в классе Н.

Начнем с однородного уравнения
К? = 0, (2)

где К—сингулярный оператор (1). Применяя к обеим частям уравне
ния (2) оператор /С, союзный с оператором К, получим уравнение 
Фредгольма

К'К?=0. (3)
Очевидно, что уравнение (3) содержит все решения уравнения
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(2), но обратнре неверно. Найдем все решения уравнения (2), если 
известны все решения уравнения (3).

Пусть «)’(/), «'(/) —полная система линейно-независи
мых решений уравнения (3). Тогда любое решение уравнения (3) 
представляется в виде

<р = С։<о1-|-С։ш։֊|- ... (4)
где С1։ С։,..., С/—произвольные постоянные.

Выберем эти постоянные так, чтобы у явилось решением урав
нения (2), т. е. чтобы выполнялось условие

С^чС։0։4- ... + С;6' = 0, (5)
где 01 = Кы', /"•1,2,..., /.

Пусть р векторов из 6’, 0я, ..., 9' линейно-независимы (р^1). 
Общность не нарушится, если предполагать, что линейно-независимы 
первые р векторов в1, б։, ..., Ор. Тогда векторы 9/’+1, 9₽+2, ...,01 мож
но выразить линейно через О1, 9։, ..Ор.

Пусть 6₽+*= а^О', А - 1, 2, ..., 1—р,
1=1 

где а*;—некоторые постоянные.
Подставляя выражения в (5) и учитывая линейную незави

симость 61, О9, ..., Ор, получим выражения постоянных Сг, С......... Ср
через Ср+1, Ср+2,..., С[

С)— У, я*/Ср-|.», /= 1, 2, ..., р.
к-1

Подставляя выражения Ср С։, ..., Ср в (4) и сгруппировав, по
лучим общее решение однородного уравнения (2)

?= 57«>р+*—2 
*=1\ /=։ /

где Ср 1-1, Ср+2, ..., С/—произвольные постоянные, а функции, стоя
щие в скобках, линейно-независимы.

Очевидно, что число линейно-независимых решений уравнения 
(2) равно 1—р.

Для дальнейшего важна следующая
Лемма 1. Для произвольной вектор-функции ?(/)£// сущест

вуют вектор-функция « постоянные Сх, С։, ..., Сп такие, 
чтобы

?=К'Ф+С1ф1+С#+ ... +Сяф\ (6)

где ф'(/) = т'(О^, причем <р'(/) (/—1,2,..., п)—полная система ли
нейно-независимых решений уравнения (2). (Черта над функцией — 
знак комплексно сопряженной величины.)

Так как /^0, то система функций ф'(/) также линейно-незави
сима. Для доказательства леммы достаточно показать, чтодля любого 

можно подобрать постоянные С։, С։,..., Сп так, чтобы урав
нение
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Л"Ф=?-(С#+С1Ф*+ ... +С„Г) (7)
имело решение.

Условия разрешимости уравнения (7) можно преобразовать к 
виду

2 С/(ф/,ф') = (?,Ф'), *=1,2..........«• (8)
1-1

где через (...) обозначено скалярное произведение. Определитель 
системы (8) есть известный определитель Грама и отличен от нуля. 
Поэтому система (8) относительно коэффициентов Сх, С։, ..Сп име
ет решение. Лемма доказана.

Перейдем теперь к нахождению частного решения неоднородного 
уравнения

К?=/. (9)
По лемме 1 решение <р(£) уравнения (9) можно отыскивать в виде 
(6). Подставляя ?(/) из (6) в (9), для определения ф(/) и постоян
ных Сх, С։, .... Сп получим уравнение

КК'ф=/֊2С^г, (10)
։-1

которое есть уравнение Фредгольма относительно ф(։) при заданных 
(Ср С4,.. Сп). Уравнение (10) имеет решение относительно ф(/) 
тогда и только тогда, когда выполняются условия

[[/(*)-Д С|А'(*)]“'(*)Л=0, /=1. 2........*, (П)

1
где Л'(О=Кф'(*)> а “’(*). “։(*). •• •. ШЧ*) — полная система линейно-не
зависимых решений уравнения (3).

Систему (11) можно привести к матричному виду
ОС = В, (12)

где С=(СХ, Сг, .... Сп)—неизвестный вектор. Если ранг матрицы Д 
равен г, то условия разрешимости системы (12) примут вид

У^т(*)/(0^ = 0, /п=1, 2, ..., 1—г, (13)

£

где н։(*). р։(*). • • •» р'֊г(*)~вполне определенные линейно-независи- 
м е вектор-функции, которые выражаются через функции

ш1(<), <։»’(*)•. •.» “'(*) и Л։(0, Л։(*),.... Лл(*).
Ясно, что условия (13) необходимы и достаточны для разреши

мости уравнения (9).
Пусть выполнены эти условия и пусть в уравнении (10) (Сх, 

С։, ..., Сл) есть частное решение системы (12). Тогда уравнение 
(10) имеет решение относительно <|»(0 и функция ?(*), определенная 
из (6), является частным решением уравнения (9). Общее решение 
уравнения (1) равно сумме общего решения однородного уравнения 
(2) и частного решения уравнения (9).

Следовательно, .решение уравнения (1) сводится к решению урав-
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нения Фредгольма и нахождению частного решения системы линейных 
алгебраических уравнений.

Исходя из вышеизложенных рассуждений приходим к выводу, 
что изложенный метод регуляризации применим и для других типов 
операторов К, для которых сопряженный оператор К* обладает сле
дующими двумя свойствами:

1) операторы К*К и КК*—фредгольмовы;
2) операторы /(и К* нормально разрешимы, т. е. для разреши

мости уравнений Ку=/ и К*՝^—ё необходимо и достаточно, чтобы 
правые части были ортогональны ко всем решениям соответствую
щих сопряженных однородных уравнений.

В частности этот метод регуляризации можно применить для 
сингулярных интегральных и псевдодифференциальных уравнений в 
л-мерном пространстве с отличным от нуля символом.

В заключение выражаю искреннюю благодарность профессору 
И. Е. Товмасяиу, под руководством которого выполнена настоящая 
работа.

Кироваканскнй филиал
Ереванского политехнического института
им. К- Маркса

Վ. Վ. ԱՍԱՏՐՅԱՆ

Ս|ւն(|ուլյար ինտեգրալ հավասարումների համակարգերի 
ոեգողյարիզագիայի մի մեթոդի մասին

Սինդոլլյար ինտեգրալ հավասարումների նորմալ համակարգերի համար 
տրվում է ռեգուլյարիզացիայի մի մեթոդ, որը կիրառելի է նաև Ո֊չափանի 
տարածության մեջ ոչ զրոյական սիմվոլով սինգուլյար ինտեգրալ և փиևգոդի
ֆերենցիալ հավասարումների համար։

ЛИТЕРАТУРА - ԳՐԱԿԱՆ ՈՒ ԹՅՈՒՆ
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С. О. Саркисян

К задаче о колебании анизотропной пластинки с продольными 
сжимающими усилиями в продольном магнитном поле

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 5/Ш 1985)В работе (') указано дальнейшее направление развития определенных классов задач колебаний анизотропных пластин и оболочек, имеющих анизотропную проводимость, в магнитном поле. Основываясь на гипотезах магнитоупругости тонких тел (2), в (3) выведена разрешающая система уравнений для неортотропной пластинки с анизотропной электропроводностью. В (4) исследованы параметрические колебания пластинки-полосы в продольном магнитном поле. В работе (5) при помощи асимптотического. метода интегрирования трехмерных уравнений магнитоупругостп получены асимптотически точные в целом двумерные уравнения магнитоупругостп для тонких анизотропных (ортотропных) оболочек, имеющих анизотропную электропроводимость.В настоящей работе рассматриваются некоторые задачи колебаний анизотропных (ортотропных) пластин с продольными сжимающими усилиями в продольном магнитном поле. Выявляется влияние анизотропной электропроводности на характер колебаний пластинки. Численные исследования поставленных задач показывают, что если краевые сжимающие усилия являются критическими (в смысле устойчивости), то можно найти такой диапазон изменения напряженности магнитного поля, при котором движение пластинки относительно сжатого состояния будет устойчивым. Меняя численные значения электропроводности в трех главных направлениях, можно обнаружить такие случаи, когда пластинка колеблется относительно начально сжатого состояния с достаточно большими частотами. Более того, соответствующим образом определяя диапазон изменения напряженности внешнего магнитного поля, можно достичь того, что продольные сжимающие усилия могут превышать критические значения на 10—30%, сохраняя вышеотмеченные свойства движения относительно начально сжатого состояния.1. Рассматривается колебание сжатой в продольном направлении усилиями Ро ортотропной пластинки-полосы толщиной 2й, длиной 21, с конечной электропроводностью о = (о1։ а։, а։), находящейся в продольном постоянном магнитном поле напряженностью Нх.Используя результаты работы (6), изучение магнитоупругих колебаний пластинки-полосы (цилиндрический изгиб) приводится к реше-



НИЮ следующей системы ннтегродифференциальных уравнений с ядром Коши: д ^’+2рЛш«та*-ьро /7«шда+
dx\^ 8 сГл-’ » с2

+ Нхе* - нЛе* + - нхШ* =о:
с у 3 с3 \ у с /

(1.1)^=1л 
с1х к 3 х—л0| <РЕ*у 

йх2и
4ка./ 1 \Н-------( Е Ч----- Нхшп)* ) —1 С \ У с /

_ ШЕ* 4֊ — // ш>ф*\ 1 с1ха\ —оо<'л<Ъо,3 с3 \ у с /| \ \ > где ад*—нормальное перемещение пластинки; напряженность возбуждаемого электрического поля; ш—частота колебания пластинки.Для упругой части задачи принимается, что края пластинки шарнирно оперты.Для решения систем уравнений (1.1) принимается метод Бубнова—Галер-кииа совершенно аналогичным образом, как это делается в работе (в). Поступая аналогичным образом, как в (6), для определе-I1ния безразмерной частоты колебания £2=— (ш0—частота колебания шопластинки-полосы при отсутствии магнитного поля и продольных сжимающих усилий) получаем алгебраическое уравнение четвертой степени. Результаты вычислений приведены в табл. 1.
Таблица 1

НХ1 
эрстед

а։=о,=- 
=4 • 10", 

с-։

а։=4 • 10", 
®3=4 . Ю", 

с-1

а։=4 . Ю", 
,3=4 • 10", 

с-1

а։=4.10", 
а։=4 • 10", 

с-1

0,=4. Ю", 
։3=4 • 10", 

С-1

1т2 1т2 1тй 1т 2 1т2

3 • 10’ 0 0 0 0 0
6 • 10’ 0 0,5 0 0 0
9 • 10’ 0.2 1,1 0 0 0
3 . 10’ 1.1 3,7 10,5 0,2 0
6.10’ 2.1 7,5 23,4 0,6 0
8 • 10’ 2,5 10,0 31,6 0,9 0,1
1 • 10’ 2,2 12,4 39,7 1,2 0,2

1,2 • 10’ 0 14,7 47,8 1,4 0,3Механические и геометрические характеристики 'Пластинки-лолосы следующие: £^ = 2 • 1011 дин/см2, р = 6 г/см3, *г—0,2, *։ —0,1, А=0,5см, в=4=0,01, -^-֊1.1.Как видно из приведенной таблицы, существуют интервалы для 
Нх, когда начальное неустойчивое движение становится устойчивым. При этом, если увеличить проводимость в поперечном направлении и уменьшать проводимость в продольных направлениях, относительная частота колебания резко возрастает. В обратном случае относительно



пая частота колебания имеет малые значения и возрастает очень 
р Рмедленно. Аналогичные явления имеют место, когда —— = 1,2, —- =
РК? Ркр= 1,3.2. Рассмотрим колебание прямоугольной пластинки толщиной 2Л, с продольными размерами а и Ь, находящейся в продольном постоянном магнитном поле напряженностью Нх. Пластинка в продольном направлении х сжат;а усилиями Ро. Материал пластинки ортотропный, имеющий также анизотропную электропроводимость а = (а։, а։, о։).Изучение магнитоупругих колебаний прямоугольной пластинки приводится к решению следующей системы интегродифференциальных уравнений (6):

а ЬШ 1 Г Г___________ 1___________ | с д /<?£■* дЕ*\
с • 11 ] У(Х—л0)®֊Ь(у— у0)։[ “ Эу7/՜*՜

—а —Ь4"а,/„. Нх 16к2 а2Л® / р, 1 \ I
4----- ------------ “«' )------— • -Ч-(т£\Н---- Нхи*™* } \(1хос1уо,

с \ у с / 3 с3 \ у с / Iш 1 Г Г 1 Г с д /дЕ*
х " с 2*3 Л /(х—Х0)®-!-(у_у0)։1 ш ду0\дха

—а —Ь

дЕ*\ 41га. 1б«*<?Уо/ с 3 а2А* 1 ֊Тг^рМУо;
дгм*--------- Н ------------^Вп-------- — дх* дх^у* Т <?у« дх1 2рйш։™*-|-

НХЕ*- —с1 с у 3 ^Нх( а>£*+ -I Нх а>«®Л = О с3 \ 3 с /—оо<х, у<Ъо; —а<х0<л; —где В„ В,, Рз = /?1՝^4֊2Д)1—жесткости ортотропной пластинки (’).Отметим, что в работе (5) в уравнениях моментов всю правую часть необходимо отбросить ввиду того, что указанные члены имеют более высокую асимптотическую точность, чем 0(е2-2г). В работе (®) ошибочно указанные члены были удержаны.На границах пластинки х=+а и у= + Ь для упругой части задачи принимается шарнирное опирание.Для решения систем уравнений (2.1) принимается метод Бубнова—Галеркина совершенно аналогичным образом, как это делается в работе (8) Поступая аналогичным образом, как в (8), для определения безразмерной частоты колебания О=— (ш0—частота колебания пря- шо моугольной пластинки при отсутствии магнитного поля и продольных сжимающих усилий), получаем алгебраическое уравнение шестой степени.Результаты численных вычислений приведены в табл. 2.Вычисления, приведенные в таблице, соответствуют следующим значениям: Ег=2 • 1011 дин/см®, £'։ = 101։ дин/см®, 0=1, 2 • 10й дин/см®, 211



Таблица 2

Нх, 
эрстед

’3=°Э= 
=4 • 10", 

с--1

о։=4 • 10“, 
• 10", 

с-1

а.=4 • 10« 
а3=4 • 10", 

с-։

о։=4 • 10", 
а3—4 • 10“, 

С֊1

а։=4.10", 
а։=4 . 10”, 

с-։

1րոԶ ImQ ImQ ImQ ImQ

г*
 у 
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С

 (О
 О

О
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■с II
 

__
__

__
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__
__

__
__

__
__

__
__

__
0 
0,1 
0,2 
0,05 
0
0 
0

=0,1, р = 6г/с:м։,

0 
0 
0,5 
1,9 
2,3 
1,5 
0

°1 = ’|.

0
0
0
5,1
6,5

12,4
14,5

— =1, 
Ь

0 
0 

0,05 
0,2 
0,2 
0,1
0в- А =0,01, 

а

а 
coooooS

 
оооо

■чA = i.
/’кр Как видно из табл. 2, аналогичные явления, о которых говорилосьвыше для задачи 1, имеют место также для прямоугольной пластинки.

Ленинаканский филиал
Ереванского политехнического института 
им. К- Маркса

Ս. Լ. ԱԱՐԳԱՅԱն

Երկայնական սեղմող ուժերով, երկայնական մագնիսական 
դաշտում անիզոտրոպ սալի տատանումների խնդրի մասին

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է անիզոտրոպ սալի տատանումների 
խնդիրը, երբ այն սեղմված է երկայնական ուժերով և գտնվում է երկայնա
կան մագնիսական դաշտում։

Ենթադրվում է, որ սալի նյութը օրթոտրոպ է և ունի անիզոտրոպ հաղոր
դականություն։

Բերված թվային տվյա/ները ցույց են տալիս, որ գոյություն ունեն մագ
նիսական դաշտի լարվածության փոփոխման այնպիսի ինտերվալներ, որ 
սալը իր վրա կրելով կրիտիկական արժեքին հավասար կամ նրան գերազան
ցող ուժեր, ՛կարող է կայուն շարժումներ կատարել սկզբնական սեղմված 
վիճակի շուրջը։

Ուսումնասիրված է անիզոտրոպ հաղորդականության ազդեցությունը 
նշված երևույթի վրա։
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ГИДРОМЕХАНИКА
/

Дж. С. Торосян

Исследование распределения жидкости по комплекту вставок при 
тонкослойном центрифугировании

(Представлено академиком АН Армянской ССР Г. С. Саакяном 6/П 1985)

Распределение разделяемой жидкой гетерогенной системы по вы
соте пакета вставок при тонкослойном центрифугировании имеет важ
ное значение при конструировании сецаратора с оптимальными пара
метрами, а также при моделировании процесса разделения (*)•

До настоящего времени при исследовании распределения жидкос
ти по высоте пакета вставок волновые процессы, неизбежно возника- 
кающие при этом, не принимались во внимание. Это обусловливается 
тем, что разделению подвергают жидкую гетерогенную систему, и в 
связи с наличием неоднородной плотности состава компонентов разде
ляемых систем неизбежно возникает волновое движение (։՜5).

Рассмотрим внутренние волны в шламовом пространстве центро
бежного сепаратора при периферийном питании комплекта вставок 
жидкой гетерогенной системой.

Пусть ротор центробежного сепаратора вращается вокруг верти
кальной оси с угловой скоростью «։. Обозначим внутренний радиус 
ротора /?2, наибольший .радиус пакета вставок радиус невозму
щенной поверхности раздела между двумя жидкостями /?0, плотности 
жидкостей рх и р„ причем^ р2>рх. Рассмотрим случай, когда жид
кости различной плотности определенных объемов находятся в шламо
вом пространстве центробежного тарельчатого сепаратора. Тогда урав
нение возмущенной поверхности раздела двух жидкостей с различны
ми плотностями записывают в виде (8՛3)

£=/?о+а81п(л0—օք), (1)
где а и п—постоянные величины; О—полярный угол; է-время; а— 
круговая частота.

Рассмотрим потенциальное и безвихревое движение идеальной 
жидкости. В этом случае потенциалы для легкой <рх и тяжелой <р2 
жидкостей запишем в виде

?1 = [^л(хг)+с։кя(хг)]соз(л0-а<), (2)
<Р։=[сЛ(Х'')+с<Гп(хг)]соз(л0-оО, (3)

где Сх֊5֊с4—произвольные постоянные; Л(хг) и Кл(хг)—бесселевы 
функции первого и второго родов порядка п\ г—радиус рассматри
ваемого слоя жидкости в шламовом пространстве; х~величина> оп
ределяемая равенством (*)
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/ = [(о8_41Ч»)/(;?0/ш’)^> (4)

где /—высота шламового пространства.
Рассмотрим линеаризованную задачу (♦■’); тогда пренебрегая ве

личиной а։з1п։։(«О—а1) в связи с тем, что а<С/?0, на основании урав
нения (1) имеем

г։ = ^/^+2а/?051п(/гН-а/). (5)
В этом случае на основ,ании выражений (2), (3} и (5) уравнения 

гидромеханики запишем в виде (։>4<5):
Р1---- Р1<4сЛ(хг)+с8Гп(уг)]81п(п0—о/) +
+р1ш։/?։/2+Р1/?оаш281п(л0—о/)4֊сопз1; (6)
Ра=~ Р»в[«г։Л(//)+с4Кл(уг)]8։п(Л0—а/) +
+ р։ш2/?2/2-Ьра/?Оа(и։81п(Л0—а^ + сопв!, (7)

где р! и Р1—давление жидкости на рассматриваемом радиусе для 
легкой и тяжелой жидкостей; и т),—скорости частичек легкой и 
тяжелой жидкостей.

Рассмотрим физические условия на поверхности раздела рассмат
риваемых жидкостей плотностью рх и рг в шламовом пространстве 
центробежного тарельчатого сепаратора, которое представим в виде 
(4.5)

А=А и ?! = ?„ (8)
а граничные условия в виде (2>։)

=0 (9); «=0 (10); . (11)
ОГ г=Ч1 ОГ г-=н, дг г=я, д1

Получим дисперсионное соотношение

о^^ош’у^-р^ЛрхЛ-р,/7,),
где

ЫМУ'п(М֊ УМ^'п(М
1 <(хЯ0) У'п(М-У\(МЩМ'

ЫМУ'М) ֊ Уп(М^п(7Л)
’ Уп(М-•

(12)

(13)

(14)

Соотношение (12) связывает конструктивно-механические пара
метры ротора центробежного тарельчатого сепаратора с физическими 
свойствами жидкостей. При этом круговая частота а существенно за
висит от напряженности поля центробежных сил инерции ш։7?0, радиу
сов заполнения шламового пространства /?։ и и постоянной величи
ны у_. Как следует из дисперсионного соотношения (12), при опреде
ленных параметрах я принимает комплексное значение, которому 
соответствует потеря устойчивости слоя поверхности раздела жидко
стей с различной плотностью в шламовом пространстве центробежного 
тарельчатого сепаратора. Этому условию соответствует такая крити
ческая высота пакета вставок, при которой еще наблюдается линейная 
связь между производительностью центробежного тарельчатого сепа
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ратора’ и количеством межвставочных пространств (высота пакета 
вставок).

Экспериментальные исследования процесса тонкослойного сепари
рования показывают, что при определенном количестве межвставочных 
пространств наступает критическое состояние потока жидкости, питаю
щей пакет вставок ротора центробежного тарельчатого сепаратора. На-: 
рис. 1 изображены результаты экспериментальных данных, полученные 
при разделении суспензии азопигмента бордо «Ж» с исходной массо
вой концентрацией дисперсной фазы 0,13% на сепараторе ОТ—ОР— 
230, ротор которого снабжали различными пакетами, отличающимися 
наибольшим диаметром тарелок (при наименьшем диаметре тарелок 
0,066 м расстояние между тарелками 0,5 ■ 10~3 м), м: 0,1; 0,1|2; 0,15. Уг< 
ловую скорость вращения ротора поддерживали постоянной—950 рад/с 
Отношение диаметра шламового пространства к наибольшему диамет
ру вставок во всех опытах составляло 1,16. В каждой серии экспери
ментов изменяли производительность сепаратора. Анализ полученных 
экспериментальных данных показывает, что при достижении опреде
ленного количества межвставочных пространств прямо пропорциональ
ная связь <?=/(£) (<2—производительность сепаратора; г—количество 
межвставочных пространств) резко нарушается и дальнейшее увели
чение г не приводит к повышению величины С?. В качестве примера на 
рис. 2 показана зависимость производительности сепаратора <3 от ко
личества межвставочных пространств г при различных качествах раз
деления.

Условие, при котором нарушается равномерная загрузка межвста
вочных пространств центробежных сепараторов при тонкослойном 
центрифугировании жидкой гетерогенной системы, определяется из 
дисперсионного -соотношения (12). Подставляя значение величины 
X из выражения (4) в равенство (12), имеем

Хаа’֊|֊4и)’к1 = 0, (15)
где Р1)/(Р1/?1—Р։^|)- (16)
Из биквадратного уравнения (15) получаем

д, >.»+()Л-16ш«/?ЛТ5
2/?0Ь8

Из уравнения (17) следует, что при значениях

16ш%/к։-)Л>0 (18)
волновое движение слоя жидкости в шламовом пространстве ротора 
центробежного сепаратора, который питает пакет вставок жидкой ге
терогенной системой, теряет устойчивость (6) . Это- обстоятельство выра
жается в том, что начиная с определенной высоты, считая с места поступ
ления жидкости в шламовое пространство ротора сепаратора, межвста
вочные пространства будут недогруженными, т. е. не участвуют прак
тически в процессе тонкослойного сепарирования. Из неравенства (18) 
получаем

I > ( —£*2^1—V. (19)
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Рис. 1. Зависимость с0/(с0—Сф)=/((?) 
(с0 и Сф—содержание дисперсной фазы 
до и после разделения; 9—производи
тельность аппарата): а—наибольший диа
метр вставок 0,1 м при количестве вста
вок: 7—5; 2—10; 3—15; #—22; б—наи
больший диаметр вставок 0,12 м при ко
личестве вставок: 1—5; 2—12; 3—16; 
#—21; 5—28 и 35; в—наибольший диаметр 
вставок 0,15 м при количестве вставок: 
1—5; 2-10; 3—16; #—22; 5—28; 5-35 

и 40
Из выражения (19) следует,

Рис. 2. Зависимость $=/(г) при с0/(с0— 
—Сф): /—1,6; 2—1,4; 3—1,2 для вставок с 
наибольшим диаметром, м: а—0,1; 5—0,12;

в—0,15

что если неравенство имеет место,
т. е. если межвставочные пространства расположены в роторе сепара
тора выше отметки, определяемой величиной I по высоте пакета вста
вок, то вышележащие межвставочные пространства не будут участво- 
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вать в процессе тонкослойного сепарирования, следовательно, эти меж
вставочные пространства не должны учитываться при моделировании 
процесса. На основании экспериментальных данных по сепарированию 
высокодисперсных суспензий азопигментов на центробежных сепарато
рах различными геометрическими размерами пакета вставок установ
лено (наименьший диаметр тарелок у всех пакетов составлял 0,066 м), 
что отношение длины вдоль пакета тарелок I к среднему радиусу слоя 
питающей пакет жидкости /?0 составляет примерно

///?о^О,61; 0,66; 0,75 (20)
для пакетов с наибольшим диаметром тарелок, соответственно, м: 0,1; 
0,12 и 0,15.

Ленннакаиский государственный 
педагогический институт 
нм. М. Налбандяна

Ջ. Ս. ԹՈՐՈ113ԱՆ

Նուրբ-շերտային կենտրոնախույս բաժանման դեպքում հեղուկի 
բաշխման հետազոտությունը վերադիրների հավաքածուի մեշ

Ուսումնասիրված են ներքին ալիքները կենտրոնախույս զատիչ մեքե
նայի շլամային տարածությունում։ Ստացված է կենտրոնախույս մեքենայի 
ռոտորում եղած վերադիրների հավաքածուն սնող հեղուկի անկայուն շարժ
ման առաշացմ ան պայմանը, որն արտահայտվում է միջափսեային տարա
ծություններով հեղուկի բաշխման հավասարաչափության խախտմամբ։
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МЕХАНИКА ГРУНТОВ
С. Р. Месчян

Об определении бокового давления и давлений набухания 
глинистых грунтов

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 22/Х1 1984)В работе (’) приведено описание нового прибора и методики определения на нем анизотропии давления набухания глинистых грунтов. Авторы этой работы совершенно справедливо отмечают, что обычные стабилометры непригодны для этой цели. Однако следует отметить, что использованный в (։) прибор для замера бокового давления грунта не безупречен. Его основным недостатком является то, что практически невозможно полностью дегазировать воду, которая воспринимает боковое давление грунта в гидравлической камере стабилометра.Для замера бокового давления глинистых грунтов можно успешно воспользоваться тензометрическими кольцами (2). В данной статье приведены результаты испытаний двух глин, выполненных с целью определения бокового давления, коэффициента бокового давления и давления их набухания при дополнительном увлажнении в двух взаимно перпендикулярных направлениях образца при помощи тензометрических колец.Принципиальная схема определения бокового давления и давлений набухания глинистых грунтов методом компенсации деформаций в двух взаимно перпендикулярных направлениях образца приведена на рис. 1. Основным узлом установки замера бокового давления и давлений набухания грунтов является рабочий стакан прибора кручения оплошных образцов без возможности бокового расширения М-5 (2), где боковые' защитные кольца заменены одним сплошным протариро- ванным тензометрическим кольцом высотой 30 мм, с толщиной стенки 0,3 мм, изготовленным из латуни, а нижний и верхний рифленые и перфорированные штампы заменены гладкими перфорированными штампами. Как и на приборе М-5, вертикальная нагрузка на образец грунта создается винтовым приводом и контролируется динамометром. Этим динамометром замеряется также давление набухания грунта в вертикальном направлении при отсутствии деформации набухания— компенсации деформации набухания винтовым приводом. Замер бокового давления образца от действия вертикального уплотняющего давления и набухания при дополнительном увлажнении осуществляется тензометрическим кольцом и тензометрическим мостом ЦТМ-3.Испытаны два различных очень плотных глинистых грунта природного сложения и твердого состояния, отобранные из основания будущего ускорительно-накопительного комплекса в г. Протвино (табл- 1). 218



Рис. 1. Схема установки для определения бокового давления 
и давлений набухания глинистых грунтов: 1—двухъярусная 
рама; 2—рабочий стакан прибора М—5; 3—штуцер для по
дачи воды в днище стакана; 4—датчики омического сопро
тивления (тензорезисторы); 5—тензометрическое кольцо; 6— 
верхний перфорированный штамп-фильтр; 7—держатель мес- 
суры; 8—мессура; 9—шток; 10—направляющий штока; 11— 
динамометр; 12—винтовой привод; 13—насадка верхнего 
штампа—направляющий штока; 14—нижний перфорирован
ный штамп-фильтр; 15,16—стопорные (установочные)

шпильки. _Испытанием образцов диаметром 101 мм и высотою 24 мм определены боковые давления и коэффициенты бокового давления грунтов при сохранении их природного сложения и влажности. Вертикальные уплотняющие давления а։ прикладывались к образцам ступенями, возрастающими по 0,05 МПа с интервалом один час. В процессе опытов замерялись деформации уплотнения ех и изменяемость во времени бокового давления образцов ая.На рис. 2 изображены графики изменяемости бокового давления 219



Данные о физических свойствах испытанных грунтов
Таблица /

М грунта РЛ-. 
г/см։

Р> , 
г/см։

е 5г ХВр •!р Л

40-82 2 >82 2,07 0,19 0,62 0,86 0,77 0,48 0,29 -1,03
42-82 2.76 1,96 \0,29 0,81 0,98 0,65 0,39 0,27 —0,38

Рис. 2. Графики изменяемости бокового давления 
грунтов а։ во времени при ступенчатом росте 
уплотняющего давления а։ и диаграммы зависи
мостей а։=/ (։։): а—грунт № 40—82; б—грунт 

№ 42—82испытанных грунтов во времени от действия ступеней уплотняющего давления я1։ а построенные на их основе графики зависимости между и а, в правых частях тех же рисунков показаны сплошными линиями. Зависимости <։а—/ (о։) аппроксимированы следующим соотношением (’): . 3։=« ՛ °1+С, (1)где ;—коэффициент бокового давления грунта; С—параметр, определяемый из опыта (табл. 2).
Таблица 2

Результаты испытания грунтов

№

грунта

Коэффициент 
бокового давления ; С ®։,о, г в5.О,у

’Г.О,«
Х=________

^5,0,2

40-82
42-82

0,33
0,48

0,005 
-0,0042

0,25 
0,168

0,217
0,159

0,87
0,95Вычисленные по экспериментальным данным коэффициенты бокового давления Е испытанных грунтов полностью характеризуют пх высокую плотность и твердое состояние. Они полностью согласуются с данными, полученными другими исследователями (4). Вместе с тем 220



следует отметить, что полученные нами коэффициенты бокового давления грунтов несколько заниженные, поскольку они не соответствуют полной стабилизации роста бокового давления во времени. Для достижения полной стабилизации роста бокового давления о, во времени следовало бы существенно увеличить интервал приложения уплотняющих давлений а։—растянуть наблюдения за ростом о։. Очевидно, что это привело бы к возрастанию бокового давления и коэдфициента бокового давления.Осуществлено определение давлений набухания рассмотренных грунтов в двух взаимно перпендикулярных направлениях по методу компенсации деформации объема (набухания) (2). Для этого помещенные в тензометрические кольца образцы грунтов (рис. 1) замачивали (водонасыщали) как восходящим потоком воды, подаваемой к ним через нижние перфорированные штампы приборов, так и нисходящим потоком воды, подаваемой через верхние перфорированные штампы. В первом случае вода наливалась в днище рабочего стакана прибора через штуцер 3 (рис. 1), во втором—в углубление верхнего штампа.Давление свободного набухания образцов в вертикальном направлении а3,о,г замеряли динамометром при нулевом положении стрелки мессуры (индикатора часового типа), а боковое давление набухания °л,о,у —тензометрическим кольцом и тензометрическим мостом ЦТМ-3. На рис. 3 показаны графики изменяемости во времени давления набухания испытанных грунтов в двух взаимно перпендикулярных направ-

Рис. 3. Графики изменяемости давлений набухания 
грунтов в двух взаимно перпендикулярных направле
ниях: а—грунт №40—82; б—грунт № 42—82; 1—а3,0,*; 

2—о, у.
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лениях. Конечные значения этих давлений, а также коэффициенты их анизотропии X = приведены в табл. 2-Как видно на рис. 3, давления набухания в двух взаимно перпендикулярных направлениях образцов грунта № 40—82 вначале значительно отличаются друг от друга, однако по мере увеличения времени водонасыщения их расхождение постепенно уменьшается и при <=7ч составляет всего 13%. Это значит, что грунт № 40—82 обладает небольшой анизотропией давления набухания. Из этого же рисунка видно, что грунт № 42—82 в отношении давления набухания практически является изотропным материалом. Последнее обстоятельство полностью подтверждает целесообразность замера бокового давления грунтов вообще, бокового давления набухания в частности, при помощи тензометрических колец. Конечно, это не значит, что другие методы, в частности описанный в (■), непригодны для этой цели. Для большой достоверности данных о боковом давлении грунтов они должны быть получены различными методами.Автор считает своим приятным долгом выразить глубокую благодарность Г. В. Маркосяну за оказанную им помощь при выполнении настоящей работы.
Институт механики Академии наук
Армянской ССР

Ս. Ռ. ՄԵՍՏՅԱՆԿավային դետնանուլերի կողային ննջման և ուոջելու ննջումների որոջման մասին
Հոդվածում պատկերված է կավային գետնահողերի կողային ճնշման 

և լրացուցիչ խոն ավաղման պատճառով փորձանմուշների երկու փոխադար
ձաբար ուղղահայաց ուղղություններով առաջացող ուռչելու ճնշումների որոշ
ման փորձասարքի սխեման։ Բերված են երկու տարբեր կավային գետնահո
ղերի փորձարկումներից ստացված ղրանց կողային և խտացնող ճնշումների 
առնչությունների կորերն ու կողային ճնշման գործակիցների հաշվարկ
ների արդյունքները։

Պարզված է, որ լրացուցիչ խոնավացման պատճառով փորձանմուշների 
երկու փոխադարձաբար ուղղահայաց ուղղություններով առաջացող ուռչե
լու ճնշումները մի դեպքում տարբեր են, իսկ մյուս դեպքում դործնականորեն 
չեն տա՛րբերվում։ Դա նշանակում է, որ մի դետն ահ ողը ուռչելու ճնշումի 
նկատմամբ ունի որոշ անիզոտրոպություն, իսկ մյուս դետնահողն իզոտրոպ է։

ЛИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿ ԱՆ Ո Ի > 3 Ո Ին
1 С. А. Лапицкий, А. И. Вайтекунене, Ю. Б. Осипов, Инженерная геология, № 5, 

1984. ’ С. Р. Месчян, Экспериментальная реология глинистых грунтов, Недра, М., 
1985. 3 Н. А. Цытович, Механика грунтов, Госстройиздат, М.-Л., 1951. 4 Н. Д. Крас
ников, Динамические свойства грунтов и методы их определения, Стройиздат, Л., 
1970.
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
ЬХХХ! “ 1985 ° 5

УДК 621.378.325
ФИЗИКА

М. Н. Нерсисяи, П. С. Погосян, Л. В. СаакянИзлучение от нелинейной границы при генерации разностной частоты
(Представлено академиком АН Армянской ССР М. Л. Тер-Микаеляном 18/111 1985)Работа В. Л. Гинзбурга и И. М. Франка о переходном излучении (]) явилась толчком для изучения процессов, происходящих на границе двух сред. После ее появления прошло более сорока лет, однако исследования в этом направлении все еще продолжаются. В настоящее время накоплено большое количество как экспериментальных, так и теоретических работ. Мы ограничимся ссыл.кой только на некоторые обзорные статьи и монографии имеющие отношение к нашей работе.Первая экспериментальная работа по переходному излучению появилась в 1959 г. (2). Результаты исследования дифракционного излучения приводятся в (3). Излучению электромагнитных волн, при мгновенном изменении состояния излучающей системы, посвящена работа (4), а при плавном изменении параметров—(5). Основные вопросы физики переходного излучения и переходного рассеяния рассматриваются в (®). В монографиях (’■*) большое место уделено переходному и резонансному излучению.Такой, далеко не полный, перечень литературы указывает на большое внимание исследователей к процессам, происходящим на границе двух сред, как при прохождении через нее заряженных частиц и моментов, так и при изменении параметров среды во времени и в пространстве.При прохождении лазерных импульсов через нелинейную среду возникает излучение, аналогичное излучению при мгновенном изменении параметров сплошной среды. Это обусловленно тем, что под воздействием лазерного излучения образуется нелинейная граница.Экспериментальное исследование такого процесса излучения реально и не только может представлять интерес для физики, но и найдет ряд практических приложений. Несмотря на это, указанное явление изучено недостаточно. Такой режим легко осуществить при генерации разностной частоты, так как в этом случае поперечные размеры возбуждающего лазера можно делать порядка даже меньше длины волны излучения.Особый интерес представляет случай, конца разностное излучение возникает за счет биения спектральных компонент лазера с синхронизацией мод.В настоящей работе приводятся результаты исследований характерных особенностей излучения от нелинейной границы в случае, когда оно доэбуждается с помощью коротких лазерных импульсов.
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Для простоты рассмотрим нормальное падение лазерного излучения на плоскую границу раздела между линейным и нелинейным диэлектриком. Обе среды будем считать изотропными с диэлектрическими проницяемостями ег и е, соответственно (см. рисунок).

Задачу будем решать в приближении заданного поля. Из уравнения Максвелла для напряженности электрического поля разностного излучения в нелинейной среде получается следующее уравнение:
—* 1rotrotf=---- -  — е.£- — — P.VLс» д? с* дР (1)где PNL—вектор нелинейной поляризации.В линейной среде поле описывается однородными волновыми уравнениями. Используя уравнение d!vD=0, уравнение (1) можно написать в следующем виде:у’Д—Y -- PNL— — grad dlvPV£. (2)с’ at* с' at* е։Нелинейную поляризацию зададим по формуле
pNL — ф^х у) f(t---------1 (3)\ “О/где ©—скорость распространения волны нелинейной поляризации, а Ф(х, у) определяется поперечным распределением возбуждающего импульса.Разлагая Е и РЛ£ в трехкратный интеграл Фурье (по времени и поперечным координатам), получаем:

Е— Ед։<и(г)е-1ч г ~‘ш‘(4)
. е14 r ~la‘t dqd<o, (5)

где ^—поперечная компонента волнового вектора.Подставляя (4) и (5) в уравнение (1) для поперечной и про
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дольной компонент Еч^, соответственно получаем следующие уравнения;
— 4кГ — ֊► _ _ *1 ш

+^ЕЧ\— — [РД-тСЭД ]/.«Л (6)

(РЕ2 4я -»֊► ш , ш֊^+ад;„--(Ф.9)Л-е,Г'. (7)где = Л?=^-.
с*Из уравнений (6) и (7) получим-деф։-?(М/. —• —♦ С .со

Е&.а = але‘^~ *---------------- ------------ Л՜ (8)----- -4и Л х ш (Ф^)Л ш= Ь^г+ ֊----------е <9)
кчг----- -■ггРешение однородного уравнения (для £<Ю) напишем в виде:^.Ш = а1в-'*։Л (Ю)

Егх.ч.т=Ьге-^, (11)
8где к1г = к\—д*, АГ=֊1—. 
с*

Коэффициенты а1։ а։, Ь1, Ь։ определяютсяиз граничных условий.В дальнейшем мы будем рассматривать излучение назад, поэтому выпишем выражения только для коэффициентов аг и Ьг:

= _ 4к/ш( (?2+^1г^2г)Ф<>—У(Ф^)] Р2)

(кчг Н-----)(е»^1г + е1^2г)“О /
Ьл-__________4к/т(Ф^)^_______ . (13)

(кчг 4------ ((е^и+^гг)
'И/Для энергии излучения можно получить следующее выражение (см. например (8)):^=2к»с Г (|а1|’+1М։)1/е,- (14)

г ш։
—■ОСЧтобы не загромождать формулы, положим е1 = е։ = е, так как разница в диэлектрических проницаемостях качественно не меняет полученные результаты. Для определенности предположим также, что 
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форма импульса и сечение нелинейной поляризации имеют гауссовым вид: рлг = фое——е о’ . (15)Учитывая (15) и переходя к сферическим координатам, выражение (14) можно написать в следующем виде:
1 р *гя-в1п;В <и*т*№ =-----------1/в(ш')։Р։е 2 е г (1 — 51п8б51п։?)4/£2</«), (16)16 А’ игде 4/£2 = з1п04/04/?—элемент телесного угла. Введены следующие обозначения:„'(В) - , Р- (17)1+ — Увсо։© и*/с*

СПервое выражение (17) показывает допплеровский сдвиг частоты излучения. Второе выражение (17) представляет собой полный дипольный момент объема импульса с учетом лорентцевого сокращения его длины.Появление 51п8? в выражении (16) обусловлено тем, что направление РЛ'Д фиксировано. Если провести интегрирование выражения (16) по ?, то вместо множителя (1—з1п։051п8?) получим: «(1-(-соз։0). Это указывает на то, что излучение от нелинейной границы аналогично синхротронному излучению.Анализ углового спектра энергии показывает, что он имеет /2максимум при 0=0 и ш=֊^—. После интегрирования по углу ср максимальное значение углового спектра //(©, ш) определяется выражением
Полуширина углового спектра в зависимости от 0 и ш соответственно выражается формулами:Д0^֊^-1п2, До)^ —. (19)

У га тФормула (19) справедлива при условии га, т. е. длина импульса значительно меньше поперечного размера импульса в среде.Полученные выражения можно использовать для определения длительности импульсов и их поперечных размеров, что особенно интересно для фентасекундных возбуждающих импульсов.Авторы признательны академику АН Армянской ССР М. Л. ТерМикаеляну за ценные обсуждения.
Ереванский государственный университет
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Մ. Ն. ՆԵՐՍԻԱՅԱՆ, Պ. Ս. ՊՈՂՈԱՅԱՆ, Լ. Վ. ՍԱ2ԱԿՅԱՆ

ճառագայթումը ոչ գծային միջավայրի սահմանից տարթերային 
հաճախականության գեներացիայի դեպքում ;

Աշխատանքում ուսումնասիրվում են ոչ գծային միջավայրի սահմանից 
տարբե բային հաճախականության ճառագայթման առանձնահատկություն
ները, երր սահմանը գրգռվում է կարճ լազերային իմպուլսների միջոցով։ 
Տրված դաշտերի մոտավորությամբ լուծված է եռաչափ խնդիրը։ Ստարված են 
անալիտիկ արտահայտություններ ճառագայթման էներգիայի համար։ Ցույց 
է տրված ստացված արդյունքների օգնությամբ գրգռող լազերային իմպուլսի 
տևողության և լայնական կտրվածքի չափման հնարավորությունը։
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В последние годы накоплен значительный экспериментальный 
материал об иммуномодулирующих функциях экзогенных нуклеиновых 
кислот С՜3). Показано усиление антибактериальной, антивирусной не
восприимчивости, стимулирование иммунного ответа и иммунногенеза 
препаратами нуклеината натрия (НН) (4-в). однако механизм такой 
стимуляции до сих пор окончательно не выяснен.

В настоящее время большой интерес как в медицинской, так и 
ветеринарной практике представляют работы по выявлению эффек
тивности препарата НН в качестве иммуномодулятора при сочетанном 
использовании с вакциной для стимуляции процесса антителообразо
вания при применении вакцины с относительно слабым образованием 
поствакцинального иммунитета.

В данной работе представлены некоторые результаты исследова
ний влияния официнального препарата НН, используемого нами в от
носительно стабильной форме кальциевого преципитата НН (Са-НК).

Эксперименты проводили на десятидневных цыплятах. Предвари
тельно было проверено наличие материнского иммунитета при помощи 
реакции задержки гемагглютинации (РЗГА). Определение уровня 
антител в сыворотке крови цыплят по РЗГА показало, что материнские 
антитела не препятствуют созданию поствакцинального активного им
мунитета. Цыплят внутримышечно заражали эпизоотическим штаммом 
«Т» вирусной болезни с множественностью 104 1,О501мл. Для вакцина
ции птиц использовали вакцину из штамма «Ла-Сота» (серия № 142). 
Вакцинацию проводили закапыванием в ноздри цыплят 2 капель вак
цины. Препарат НН использовали в виде кальциевой формы. Концент
рация кальция в растворе нуклеиновой кислоты во всех случаях была 
равна 125 мМ.

Подопытные птицы были разделены на три группы по 100 в каж
дой; контрольную группу составили 50 голов. Первая группа получала 
препарат Са-НК по 5 мг/мл внутримышечно. Через три дня после вве
дения препарата вся группа была вакцинирована, а еще через три дня 
повторно получила препарат Са-НК в той же концентрации. Вторая 
группа получала вакцину и препарат Са-НК в тех же концентрациях 
одновременно. Спустя три дня этой группе повторно вводили Са-НК в 
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концентрации 5 мг/мл. Третья группа получала только вакцину по 
обычной схеме. По истечении 10 дней после вакцинации у первых трех 
групп брали кровь для определения титра антител в сыворотке.

Результаты проведенных экспериментов показали, что у птиц пер
вой группы отмечалось выраженное нарастание титра антител, значе
ние которого достигало 1:1024. У второй группы максимальное значе
ние титра антител составляло 1:256. В третьей экспериментальной 
группе титр антител колебался в пределах разведения сыворотки от 
1:4 до 1:64 (таблица). Эти данные позволяют предположить, что 
препарат Са-НК, введенный птицам до вакцинирования, значительно 
усиливает действие примененной вакцины.

Сравнительная характеристика 
препарата Са-НК—вакцина против вирусной болезни птиц

№ 
группы

Количество 
голов

Введение препарата 
Са—НК

Титр антител в 
разведениях

Количество пав
ших цыплят, %

1 95 До и после вакцины 1 : 1024 10
Одновременно с

2 95 вакциной 1:256 14
3 95 Только вакцина 1 :64 20
4 50 контроль — 50

Согласно принятой инструкции через 15 дней после вакцинации 
было проведено .контрольное заражение подопытных цыплят всех трех 
групп эпизоотическим штаммом «Т» вируса. Вирус вводили цыплятам 
внутримышечно по 0,2 мл и наблюдали за выживаемостью птиц 
(рисунок). Из представленных данных видно, что в контрольной груп
пе отмечается 100%-ная гибель подопытных птиц. В третьей группе,
получавшей только цакцину, падеж 
составляет 20%, что примерно со
ответствует падежу вакцинирован
ной птицы в птицеводческих хозяй
ствах. Несколько ниже был падеж 
птицы во второй группе, где цып
лятам одновременно вводили вак
цину и препарат Са-НК. Самый 
низкий падеж птиц наблюдался в 
первой группе, которая до вакцини
рования получала препарат Са-НК.

При сравнении результатов дей
ствия изучаемых препаратов видна 
четкая корреляция между титрами 
антител и выживаемостью птиц во 

Падеж цыплят после контрольного 
заражения вирусом. По оси орди
нат—падеж цыплят в процентах; по 
оси абсцисс—время введения препа

рата Са-НК

всех группах, что свидетельствует о стимулирующем влиянии препара
та Са-НК на действие вакцины против вирусной болезни птиц. Из по
лученных результатов можно сделать заключение, что время введения 
препарата Са-НК играет существенную роль в регуляции уровня ан- 
тителообразования в крови подопытных птиц. Использование препара
та НК в виде кальциевой соли в качестве стимулятора привело к по
вышению титра образования антител и ускорению их формирования.
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Таким образом, полученные даннке свидетельствуют о целесооб
разности использования в практике Са-НК вакцин для проведения 
мер экстренной профилактики.

Институт экспериментальной биологии Академии наук Армянской ССР
Институт ботаники Академии наук Армянской ССР
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