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Г. Г. Эмин

Модули и строгие радикалы

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 15/ХП 1983)

В. А. Андрунакиевич и Ю. М. Рябухин в (’) предложили метод, с 
помощью которого в категории ассоциативных колеи А$ радикалы в 
смысле Куроша—Амицура можно описывать на языке модулей. Л. А. 
Скорняков в (2) обобщил этот метод для случая бикатегорий. Оказа­
лось, что пользуясь тем же методом, на языке модулей можно описы­
вать строгие, а также сильно наследственные строгие радикалы (см. 
(3)) категории Ад.

Пусть Ս-произвольное ассоциативное кольцо. Под (7-модулем 
будем понимать правый (/-модуль. Аннулятором (7-модуля А назы­
вается множество (О : А)и={ս\ս^Ս, А • и = О}. Если (О:А)у=О, то 
А—точный (7-модуль, если же А • (7=0, то А—тривиальный (7-мо­
дуль. Пусть произвольный класс (7-модулей. Ядром класса 2у 
называется пересечение Кег^и = Ո{(0 : А)у|АС2г/}. Если 2ւ/=0, то, 
как обычно, считаем Кег^и=и. Если же Кег^и=О, то класс назы­
вается точным. Известно следующее.

Предложение 1. Пусть Ս-произвольное кольцо, V—идеал 
кольца (7. Если А является (7/1/-модулем, то при композиции а • и= 
—-а ■ (« + !/) А становится (/-модулем, причем 1/<=(О: А)у. Обратно, 
если А есть (/-модуль и идеал 1/с=(О: А)у, то при композиции 
а.(и + У) = а • и А становится (//1/-модулем. Всякий подмодуль 
(//1/-модуля А есть подмодуль (/-модуля А и обратно.

Каждому кольцу Ս поставим в соответствие некоторый класс 
2» нетривиальных (/-модулей (может быть и пустой), и пусть 2֊ 
класс всех 2у, где Ս пробегает класс ассоциативных колец.

Учитывая предложение 1, дадим такое
Определение 1. Класс 2 назовем строго общим классом 

модулей, если выполнены следующие условия:
Р1. Из А£2у/у следует А£2У;
Р2. Из А£2у следует Аб2и/к, если 1/с(0:А)у;
РЗ*. Если класс 2 у точен, то 2и=^0 для любого ненулевого 

подкольца 1/ кольца (7;
Р4. Если 2к=/=0 для любого ненулевого идеала V кольца Ս, 

то класс 2у точен.
Очевидно, что строго общий класс модулей является общим 

классом модулей (см. ք)), поэтому мы можем рассмотреть 2-ради, 
кал. Напомним определения.
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Пусть 2—общий класс модулей. 2-радикалом /?(2, 1Л кольца 
и назовем ядро КегУи класса 2ц, т. е. /?(2. и)-=Кег^и. Если 
2^=0, то кольцо и назовем 2-радикальным. Если класс _и точен, 
т. е. /?(2,1У) = О, то кольцо и назовем 2-полупростым.

Под" радикалом будем понимать некоторый радикал в смысле 
Куроша—Амицура. Радикал 7? категории Аз называется строгим, ес­
ли для любого кольца и любое /^-подкольцо кольца и содержится 
в /?-радикале /?(67). _

Теорема 1. Пусть строго общий класс модулей. Тогда 
^-радикал является строгим радикалом. Обратно, если ^—та­
кой общий класс модулей, кто ^-радикал является строгим ра­
дикалом, то 2—строго общий класс модулей. Для любого стро­
гого радикала R существует такой строго общий класс ^-моду­
лей, кто R совпадает с '^-радикалом.

Доказательство. Пусть V—2֊радикальное подкольцо кольца 
и. Покажем, что Ис=/?(2, П). Предположим обратное, Ц£Я(2, И). 
Тогда кольцо 1/= 1//1/П/?(2, 67)^У-|-7?(2, 67)//?(2, 67) является не­
нулевым подкольцом кольца 67 = 67//?(2, 67), для которого выполнено 
условие: 2и—точный класс (см. С1), следствие 1). Из условия РЗ* 
следует, что 2й#=0. Значит и 2у-#0, в силу условия Р1. Получи­
ли противоречие с тем, что V—2-радикальное кольцо. Значит, 

67).
Обратно, пусть 2֊такой общий класс модулей, что 2-радикал 

является строгим. Предположим, что условие РЗ* не выполнено и, 
значит, существует такое ненулевое подкольцо V 2֊полупростого 
кольца 67, что 2у=0. Поскольку V-2-радикальное подкольцо 
кольца 67 и 2-радикал является строгим, то ненулевое подкольцо V 
должно лежать в радикале 7?(2, 67)=0. Получили противоречие, ко­
торое показывает, что условие РЗ* выполнено.

Осталось доказать последнее утверждение теоремы.
Пусть R—произвольный строгий радикал. Тогда существует (I1), 

теорема 1) такой общий класс 2, что R совпадает с 2-радикалом. 
Поскольку R—строгий радикал, то 2-радикал также является стро­
гим. Значит, в силу первой части этой теоремы 2֊строго общий 
класс модулей. Теорема доказана.

Замечание 1. Пусть г—произвольный радикал в категории 
абелевых групп АЬ. Тогда по этому радикалу г можно построить 
строгий радикал г* в категории Аз, определенный по следующему 
правилу: [г*(6/)]+=г(67+), где 67—произвольное кольцо и 67+—адди­
тивная группа кольца 67 (см. (4)). Каждому кольцу 67 поставим в 
соответствие класс ^гц всех таких нетривиальных 67-модулей А, что 
фактор-группа 67+/[(О: А)у]+ является г-полупростой группой. Пусть 
5'՜-класс всех У^, где 67 пробегает класс ассоциативных колец. 
Тогда в силу теоремы 1 и доказательства теоремы 1 работы (*) 2Г— 
строго общий класс модулей.

Замечание 2. Теорема 1 дает возможность изложить описа­
ние строгих радикалов в категории модулей над всеми кольцами, ис­
пользуя лишь язык модулей. А именно, с помощью систем {2;



Рм.. щ 1Ь£Аз}, удовлетворяющих условиям (/?1)֊(/?3) работы (֊*), где 
2—строго общие классы модулей.

Напомним, что строгий радикал R категории А$ называется 
сильно наследственным строгим радикалом, если всякое подкольцо 
А1-радикального кольца является А-радикальным. В работе (։) пока­
зано, что радикал R является сильно наследственным строгим тогда 
и только тогда, когда для всякого подкольца V любого кольца и 
справедливо равенство /?(И)= !/"./?(£/). Но в таком случае вполне 
аналогично доказательству теоремы 1 получаем, что верна

Теорема 2. Пусть У—такой класс модулей, для которых 
выполнены условия Р1, Р2 и

Р5*. Для любого подкольца V кольца и справедливо равен­
ство Кег'£у=У[\Кег'£и.

Тогда 5 является строго общим классом модулей, причем 
^-радикал является сильно наследственным строгим радикалом. 
Обратно, если 2,—такой общий клисс модулей, что У/радикал 
является сильно наследственным строгим радикалом, то условие 
Р5* выполнено. Для любого сильно наследственного строгого ра­
дикала R существует такой общий класс ^-модулей, удовлетво­
ряющих условию Р5*, что R совпадает с ^-радикалом.

Замечание 3. Известно (8), чго сильно наследственные стро­
гие радикалы категории ассоциативных колец описываются с по­
мощью наборов простых чисел П-= (р1։ ..., рк, ...). Сильно наслед­
ственный строгий радикал категории Ав, определенный набором прос­
тых чисел II, будем обозначать Ад- Поставим в соответствие каждо­
му кольцу и класс 2“ всех таких нетривиальных ^/-модулей А, что 
фактор-кольцо С//(О:А)у является Ан-полупростым кольцом, т. е. из 
пи^(О։А)и следует, что й£(О:А)у, и^и, п — П-число. Пусть 2й— 
класс всех 2|}, где и пробегает класс ассоциативных колец. Полу­
чили, что классы модулей 2, для которых выполнены условия Р1, 
Р2 и Р5*, — это в точности всевозможные 2П для всевозможных 
наборов простых чисел 11.

Вычислительный центр Академии наук
Армянской ССР
и Ереванского государственного университета

Գ. Գ. ԷՄԻՆ

Մոդուլները և խիստ Ռադիկալները

Վ, Ա. Անդրունակիևիչը և Ցու. Մ. Ռյաբուխինը առաջարկել էին մի 
մեթոդ, որի օգնությամբ ասոցիատիվ օղակների ռադիկա/ները կարելի է 
նկարագրել մոդուլների լեզվով։ Պարզվում է, որ օգտվելով տյգ մեթոդից 
կարելի է նկարագրել ոչ միայն ռադիկա/ն երը, այլ նաև խիստ, ինչպես նաև 
ուժեղ ժառանգական խիստ ոսպիկա/ները։ Վերը նշված նկարագրությունները 
արվում են մոդուլների խիստ ընդհանուր դասերի միջոցով։ Դա հնարավորու­
թյուն է տալիս բոլոր օղակների վրտ մոդուլն երի կատեդորիայի խիստ ռա- 
դիկայները, ինչպես նաև ուժեղ ժառանգական խիստ ռադիկալները նկարա-

5



Դրեւ {Տ; տիպի խիստ ռադիկա լների համաձայնեցված սիս­
տեմների միջոցով (տես' (5)յ, որտեղ ՜^-ները դրանք մոդոլլսերի խիստ ընդ­
հանուր դասեր են։ Այսպիսով, բոլոր օղակների վրա մոդուլների կատեգո­
րիայում էլ խիստ և ուժեղ ժառանգական խիստ սաղիկա/ները հնարավոր է 
նկարագրել միմիայն մոդուլների օգնությամբ։ Բացի այդ, հայտնաբերված են 
մոդուլների ընդհանուր դասերի հետաքրքրություն ներկայացնող նոր օրի­
նակներ։
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УДК 517.518
МАТЕМАТИКА

Р. И. Овсепян

О некоторых новых условиях, обеспечивающих монотонность 
функции

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляном 29/ХП 1983)
Всюду ниже рассматриваются вещественные функции, опреде­

ленные на отрезке [О,1]. О обозначает класс функций, удовлетворя­
ющих условию Дарбу, т. е. отображающих связное множество в 
связное.

—первый класс Бэра. .,4—множество функций, аппроксиматив­
но (иначе, асимптотически) непрерывных всюду. Известно (։), что 
■Л^ВВ^ (здесь ВВ՝=ВГ Вг). /ар(х) (/+ар(х); /1ар(х))-аппроксиматив- 
ная (правая: левая) производная в точке х. Гч(х) (Д,(х); /_?(х)—
производная (правая; левая) Маркуса (х). Это значит, что для точки 
х существуют интервал ДЭх и некоторое множество Е~^ такое, что

Д\Д имеет первую категорию и lim
t—x =/q(x)

Определение 1. Функцию / назовем a-непрерывной (с-не- 
прерывной) в точке х, если существует множество Е, для которого 
х—двусторонняя предельная точка (двусторонняя точка конденса­
ции) и Um f(t)=f(x). 

ief ; t—x
Очевидно, что функция класса Дарбу обязана быть с-непрерыв- 

ной (следовательно, и п-непрерывной) всюду. Обратное неверно: 
фукция Дирихле или ее очевидная модификация.

Определение 2. Функцию /назовем d-непрерывной в точке 
х, если существует такое множество Е, что для любого о>0

mes{(x—о, х)Г|£}>0, mes{(x, x-j-*)  Q£}>0 и lim f(t)=f(x). t£E\ t—x
Очевидно, что d-нeпpepывнocть в точке более слабое условие, 

чем асимптотическая непрерывность, и более сильное, чем_ с-непре- 
рывность.

Известно, что если производная функции всюду равна нулю, то 
эта функция—постоянная. Этот факт обобщался многими авторами 
('•’). Приведем те результаты, к которым непосредственно примыкает 
наша работа.

Л. Шеффер (см. (3), с. 73, а также (4), с. 44) доказал, что не­
прерывная функция сводится к постоянной, если в каждой точке, ис­
ключая, быть может, некоторое счетное множество (и. с. м.), она име­
ет правостороннее производное число, равное нулю. Однако, как сле­
дует из одного результата Ярника (см. (5), существуют непостоян­
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ные непрерывные функции, у которых в 
ва или слева (в зависимости от точки)

каждой точке существует спра- 
производное число, равное ну-

В связи с теоремой Шеффера Н. Н. Лузиным был сформулпро 
ван такой вопрос (см. (s), с. 374): обязана ли быть постоянно.։ функ 
ция, имеющая всюду конечную производную, равную нулю почти всю­
ду (п. в.). Ответ на этот вопрос содержится в теореме Ю. Гольдовского 
и Л. Тонелли (см. (։), с. 297 и ('), с. 174): если 1) /-непрерывна (/t 
6С); 2) Vx (и. с. м.) существует конечная или бесконечная правос­
торонняя производная /j> —оо); 3) /^>0 и. в., то / монотонно воз­
растает (/t).

Нами установлено более сильное утверждение:
Теорема 1. Если 1) /£С; 2) Vx (и. с. м.) существует или

>֊°°) или /_ар(х) (>-оо); 3) /±Мар(х)>0 и. в., то f \.
Еще раз обращаем внимание на упомянутый выше результат 

Ярника.
В 1939 г. Г. П. Толстов (см. (’), а также (х), с. 175) усилил ут­

верждение Гольдовского—Тонелли, установив следующее: если 1) /ь
2) Vx (и. с. м.) Я/;р(х) (>—оо); 3) /ар>0 п. в., то / [ и ДС.
В 1950 г. 3. Загорский (см. (8), а также (*),  с. 175) доказал: ес­

ли 1)/б£>; 2) Vx (и. с. м.) Я/' (>—оо); 3) /'>0 п. в., то f\ и /faC.
Как видим, здесь первое условие теоремы Толстова ослаблено 

(c4czD), а второе и третье усилены. С другой стороны, как тогда же 
указал 3. Загорский, функция, удовлетворяющая во всех трех пунк­
тах минимальным условиям теоре.м Толстова и Загорского, не обязана 
быть монотонной. В этой связи им была высказана гипотеза (8), что 
справедливо такое утверждение: если 1) f^DBx\ 2) Vx (и. с. м.) 
Э/.Р (>-°°); 3) />0 п. в., то/t и /ес.

Эта гипотеза Загорского получила подтверждение в 1965 г. в ра­
ботах А. Брукнера и Т. Святковского (см. ('), с. 175).

Наш метод, основанный на иных (категорных) соображениях (чем 
у Брукнера и Святковского), также позволяет доказать их теорему, 
которая, очевидно, содержит теорему Г. Толстова, но не включает те­
орему Загорского. Упомянутая выше теорема Загорского в оригинале 
имеет длинное и сложое. доказательство, которое по существу исполь­
зует условие feD.

Нами установлено более сильное утверждение (с простым и про­
зрачным доказательством).

Теорема 2. Если 1) f—а-непрерывна всюду; 2) Vx (и. с. м.) 
Я/' (>=—оо); 3) /'>0 п. в., то /f и feC.

Точный аналог теоремы Брукнера—Святковского для производ­
ной С. Маркуса f был установлен Дж. Леонардом (см. (8), а также 
(х), с. 184). При этом он пользовался методом Брукнера.

Мы показываем, что в теореме Леонарда условие /Е^ излишне, 
а условие feD можно заменить на значительно более слабое (заме­
тим, что не так обстоит дело в случае теоремы Брукнера—Святков­
ского: она перестает быть верной, если вместо предполагать
лишь feDB^). Итак, справедлива
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Теорема 3. Если 1) /-с-непрерывна всюду; 2) \'х (и. с. м.) 
ГЛ/Ч -'X')-, 3) /,'>0 п. в., то / и /£С.

Наш метод позволяет проводить исследование и в случае одно­
сторонних производных. В этой связи заметим, что существуют не­
прерывные функции, обладающие всюду конечной правосторонней 
производной класса Е1, у которых левосторонняя производная (даже 
асимптотическая) не существует на множестве мощности континуума 
(см. (“), а также (1), с. 64).

Теорема 4. Если 1) 2) Ух (и. с. м.) существует ко­
нечная Г^х) или /1,р(л); 3) /±(х)ар('*)>0  п. в., то /\ и ^С.

* Любопытно, что если непрерывная функция нигде не имеет правосторонней 
производной, то в бесконечном количестве точек она обязана быть асимптотически 
дифференцируемой (см. (“), с. 364).

Как показывает пример Крофта (см. (։), с. 12), условие конеч­
ности /*_ иар в теореме 4 опустить нельзя. Но это можно делать, если 
функция непрерывная: теорема 1 настоящей заметки.

Теорема 5. Если 1) /-с-непрерывна всюду; 2) Ух (и. с. .и.) 
существует конечная Д։р€^։; 3) ДарЭ*0  п. в., то / [ и /^С.

Опустить условие суммируемости нельзя, даже если
Теорема 6. Если 1) /—а-непрерывна всюду; 2) Ух (и. с. м.) 

существует конечная 3) Д>=0 п. в., то / ] и /£С.
Как показал Леонард (см. (*),  а также (1), с. 187), условие ко­

нечности /՛ можно опустить, если (и, как оказывается, при
/£/)52 этого делать уже нельзя).

Теорема 7. Если 1) /М; 2) Ух (и. с. м.) (>=—ос), ко­
торая конечна п. в.; 3) /'^0 п. в., то / ]' и /%С.

Это утверждение дополняет теорему 3.
Рядом авторов (см., например, (10՜12)) исследовался вопрос: в 

какой мере аппроксимативная производная обобщает обычную произ­
водную. Так, А. Хинчин установил (см. (х), с. 157), что если всюду 
существует конечная /ар, для которой выполняется неравенство 
/а (х)<<Р'(х) (или /ар(х>Ф' (х)) при какой-либо Ф, то всюду 
/^р(х)=^/'(х)- Это так, например, если Др—ограничена (и, как легко 
убедиться, не так, даже если /'^Е1). С другой стороны, непрерыв­
ная функция может быть асимптотически дифференцируемой почти 
всюду и нигде в обычном смысле (см. (’), с. 448)*.  Как будет видно 
из теоремы 10, в таком примере множество, где не существует , 
обязано быть второй категории.

Г. Толстов показал (см. (10), а также (х), с. 157), что если 1) /6 
(•.4՝, 2) всюду существует /' (^е—оо), то на некотором всюду плот­
ном открытом множестве /ар является производной (однако множест­
во, где нет производной, может быть положительной меры, даже ес­
ли /,’р всюду конечна). Нами установлено, что условие /^<4- в теоре­
ме Толстова излишне.
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Теорема 8. Если всюду существует /ар (Э®—оо), то на не­
котором всюду плотном открытом множестве =/'.

Пример Крофта показывает, что в теореме 8 заменить /’р на 
/+ нельзя, даже если /£РВг.

Теорема 9. Если 1) /М; 2) вне некоторого множества пер­
вой категории и нулевой меры существует (^>—оо), то на не­
котором всюду плотном открытом множестве существует f.

Пример Крофта показывает, что в теореме 9 условие /6^4 нель­
зя ослабить до /б-О#! (при этом / может стать недифференцируемой 
даже всюду). С другой стороны, утверждение теоремы 9 сохраняет 
силу, если условие /6Л заменить на ^-непрерывность всюду (или на 
с-непрерывность всюду, но исключительное множество уже должно 
быть не более, чем счетным).

Теорема 1С. Если 1) /бС; 2) вне некоторого множества пер­
вой категории существует (Э®—оо), то на некотором всюду
плотном открытом множестве существует .

Теорема 11. Если 1) /-с-непрерывна всюду; 2) Ух (и. с. м.) 
существует конечная /^б-^1, /по /—абсолютно непрерывна и, сле­
довательно, почти всюду существует производная.

Условие конечности Дар опустить нельзя, ибо, как известно (см., 
например, (®), с. 392), существуют непрерывные, но не абсолютно 
непрерывные функции, производная (быть может, бесконечная) кото­
рых существует всюду и суммируема. Заметим еще, что можно пос­
троить непрерывную функцию, у которой всюду существует асимп­
тотическая производная (возможно, бесконечная) класса Л1, однако 
множество недифференцируемости имеет положительную меру.

Ясно, что теорема 11 является обобщением известной теоремы 
А- Лебега, где речь идет о непрерывной функции и обычной произ­
водной. В этой связи заметим, что множество недифференцируемости 
функции / из теоремы 11 может иметь мощность континуума, даже 
если всюду существует конечная /'рб^1.

Отметим еще одно утверждение подобного рода: если Е(х) 
всюду имеет конечную аппроксимативную производную, интегрируе­
мую по Данжуа (в широком смысле), то Е(х) является неопреде­
ленным интегралом Данжуа своей производной Г .

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Ռ. Ի. ՀՈՎՍԵՓՅԱՆ

Պունկցիայի ւէոնոաոնությունը ւսպահու[ռրլ որոշ նոր պայմանների մասին

Աշխատանքում բերված պնդումները ընդհանրացնում են այլ հեղինակ­
ներին պատկանող որոջ թեորեմներ ֆունկցիայի մոնոտոնության վերաբեր­
յալ։

Օրինակ՝ եթե անընդհատ ֆունկցիան յուրաքանչյուր կետում բացառու֊
10



հաջվելի բազմոլթ չան ունի աջակողմ չան յ .. կամ ձա- 
ասիմպտոտիկ ածանցյալ (վերջավոր կամ անվերջ) և

թյամբ դուցե մի 
խա կողմ յան ք_է>
աւն ոչ բացասական է համարյա ամենուրեք, ապա այդ ֆունկցիան մոնոտոն 
ւսՇոդ է (թեորեմ 1J։ Այս պնդումը ընդհանրացնում է Գ. Գոլդովսկու և Լ. Տո- 
նեյ/ի թեորեմը, որտեղ խոսքը դնում է աջակողմ յան սովորական ածանցյա- 
յի մասինւ

ЛИТЕРАТУРА — ■Т-РЧ^Ц.ЪЛЬП'ЗПЬЪ

՝ A. Bruckner, Differentiation of Real Functions, Lecture Notes In Mathematics, 
659 (1978). 1 С. Сакс. Теория интеграла, ИЛ, М., 1949. 3 А. Лебег. Интегрирова­
ние и отыскание примитивных функций. Гос технико-теоретическое изд-во, М., 1934. 
4 А. /(ар тан, Дифференциальное исчисление. Дифференциальные формы, Мир, М. 
1971. ։ V. Jarnlk, Fund. Math., v. 21 (1933). ։ H. H. Лузин. Интеграл и тригоно­
метрический ряд, Гос. изд-во технико-теоретической литературы, М,—Л., 1951. ’ О. 
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НА УК АРМЯНСКОЙ ССР

ЬХХХ! 1985 1

УДК 512.776
МАТЕА1АТИКА

С. Г. Далалян

Дискриминантная форма конечного семейства однородных полиномов 
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 5/1 1984) 

Понятие дискриминантной формы объединяет и обобщает поня­
тия результанта (в частности, детерминанта) и дискриминанта. В от­
личие от работ (1։), в которых понятие детерминанта обобщается с 
сохранением его формально-алгебраических свойств, пас больше ин­
тересует геометрическая сторона вопроса.

Пусть А = АЛ'*Х ... ХАл’т=Ал/—пространство семейств однород­
ных полиномов ..../т), определенных на аффинном прос­
транстве А" и имеющих степени degf^si,. Целочисленная последо­
вательность s = (Sj, •?», .... sm) называется мультистепеныо семейства 
/, ею вполне определяется пространство А = А4. Все рассматриваемые 
•полиномы считаются определенными над фиксированным алгебраи­
чески замкнутым полем нулевой характеристики, п^>1.

Уравнения /*(х) =0, А= 1, ..., т определяют подмногообразие 
Z в АХР՞՜1. Проекция на первый сомножитель рх: Z—>A является 
расслоением на полные пересечения Xf гиперповерхностей Х^ в 
Р«-1 = Р(АЛ). Проекция на второй сомножитель р2: Z-^P՞՜1 представ­
ляет из себя аффинное расслоение со слоем коразмерности т в А. 
Поэтому многообразие Z гладко, неприводимо и имеет размерность 
dim Z=(n—1) + (N—т).

Полное пересечение Xf в общей точке / пространства As нео­
собо и имеет коразмерность т в Р’՜1. Размерность Xf в произволь­
ной точке f зависит от ранга якобиевой матрицы #■(/) = 
= Подмногообразие S многообразия Z определим
эквивалентными условиями

(? ; I = ^Slng X7
[ dim XT^>max(0, n—tn),

<=>r^(®)(O<Cmin(m> n).
Очевидно, многообразие & и его проекция замкнуты в

топологии Зарисского соответствующих пространств.
Определение. Проекция у- многообразия 8 в Af называется 

дискриминантным многообразием мультистепени s. Таким образом, 
дискриминантное многообразие есть замкнутое множество простран­
ства А,, над которым слои проекции рг специальны (особы или име­
ют подскок размерности).
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Предложение 1. (I) При, rn^-n дискриминантное многооб­
разие У неприводимо и имеет коразмерность т—п—1 в Лг.

(Il). При т^п

codlm^U ’’ если не все 5*=1’
(п—т-гГ), если $*=! при всех ^£[1, т\.

Доказательство теоремы опирается на две леммы.
Лемма 1. (I) При т^п, а также при т<^п, когда не все 

Sh™ 1, k<z[ 1. т\, проекция р1-. У֊-Ч является рациональным ото­
бражением степени 1 и dim§ = dim^.

(II). Если т<^п и все $*=1, /г£[1,т]. общий, слой, проекции 
ру-.'У-% изоморфен Р"՜” и dim^=dim§—(п—т).

Действительно, в первом случае единственным прообразом об­
шей точки « дискриминантного многообразия § является точка (ч>, 
где ?—единственная особая точка А’т, если т<^п, или единственная 
точка если т'^п. Во втором случае

(?, E)^^dhnZp>fl — т— 1э»0,
поэтому /771(«р)=?С?=Рп՜'" для общей точки <р.

Л е м м а 2. Для любого [1, л] на открытом множестве Zj мно­
гообразия Z, определяемом условием Xj=£0, j-тый столбец якобие- 
вой матрицы, является линейной, комбинацией остальных
столбцов.

Для доказательства леммы 2 достаточно заметить, что для лю­
бой точки (ч>, Е) многообразия Z

п
2 d?kldxi(Vfa=O, А£[1, т\. 
/=1

Из леммы 2 следует, что rk(#(1 на Z. Поэтому при 
т^>п многообразие § совпадает с Z, и, следовательно, У=p^Z) не­
приводимо и dim У ■-= dim Z=-A/4֊(n— 1) — т.

При m<ji в общей точке (/, х) многообразия Z rk(^( fY) = m и 
rk||6</f,/dx/||Jjyi-- ™ [ = /71—1. Согласно лемме 2 на открытом множест­
ве Z/„ многообразие S определяется уравнениями

dfx
. =0 ^П'лГ\{/о. А........Л-1})-

ОХ/ j

Следовательно, dim §>=А(-|֊(л— 1)—т—(п—m) = N—1. Так как yy=As, 
то в случае, когда не все sft = l, А£[1, иг], получаем codlmx^=l. Ес­
ли Sii=l при всех &£[1, л?], то якобиева матрица составлена из 
коэффициентов линейных форм /*, поэтому вышеприведенные урав­
нения независимы и определяют многообразие § размерности N— 1. 
Ввиду леммы 1 dim У = (N— 1) — (п—т).

Следствие—определение, (i). При т^п идеал дис­
криминантного многообразия У порождается конечным семейст­
вом форм, называемым системой результатов однородных поли­
номов fltfm (3).

(II). Если т<.п и не все sft=l, ^[1,м], идеал порожда­

ть



ется одной формой Ш8Сц(Л....... /т) = б18ся(/), которую мы будем
называть дискриминантом конечного семейства однородных поли­
номов ....... /т). Дискриминантная форма однозначно опре­
деляется условием нормировки

й1зсл(х?+ ... 4-х;!_т+1.------■<»”+ +хлт) = 1- (и=1;л-1,-п).
При т=п система результантов состоит из одной формы, сов­

падающей с дискриминантом. Отметим, что согласно предложению 
1 результант й18Сл(/1, ../л) является неприводимой формой и в 
случае, когда все полиномы/й> Л£[1, /г] линейны, он равен детерми­
нанту матрицы коэффициентов Следующие свойства дискрими­
нантной формы являются обобщениями соответствующих свойств ре­
зультанта (см. (4)). Они справедливы при условиях А£[1,т] и 
при т<^п не все 8* = 1.

Ас. Для любой подстановки
б18Ся(/3(1), . . ., ~ Ил " 618СЯ(/^, . . ., /т)-

При т = п ил = где г„—функция четности на симметрической 
группе 5п. При т = п—\ |м=1.

5°. Если однородный полином фт—фт принадлежит идеалу 
/«-։). то

б18Сл(_/1» . . .1 /т — 1, фп)—У֊В ՛ 618СЛ( . . ., /т_\, /щ)-
При т = п = 1- 

л
С°. Предположим, что ак(х) = у ащх^ А£[1, <], /<т—линей- 

ные формы, у-(а)—якобиева матрица семейства а=(а1,..., а։), 
й—определитель, составленный из ее первых / столбцов, Д,(а^) — 
определитель, получаемый из А заменой 1-того столбца на ]-тый 
столбец а> якобиевой матрицы ^(а), Л=/*(Д1(а'+1)хм1+ • < • + 
+ йТ(ап)хп.......+ ... + Д,(ая)хл, -Дх<+1.............................................. -Для), /г£
С[< + 1, т\. Тогда

<И5Сл(ах...........а,, Л+1................./т) ■ Д'-сПвСл-ДЛн, ..., /й).

И°. Дискриминантная форма обобщенно-мультипликативна 
относительно своих переменных

........... /т-1, /тД)-=

б18Сл(_/1։ . . ., /т—I, /ш) ' <118Ся(֊/1։ . . .1 /т—1, т — П\
_ Но։118Сл( .Д, . . ., /т—1, /т) ■ (И8СЛ(/Г1, . . ., /щ-1, /т) ■ 618СЯ( /р . . ., /т—1>

, /'), т=п— 1;
О, т</г—1.

При т<^п формула справедлива без ограничения тах$^>1, если 

считать дискриминант семейства линейных форм тождественно 
равным 1.

Е°. Пусть й]—определитель, составленный из первых (т— 1)- 
го и (у—1)-го столбцов якобиевой матрицы ^-(/) семейства 
= (А......./т), Л получается из /к подстановкой хп=0. При т<п
14



615Ся(/1, . . ., /п, Дт+1...........Дл) = '£б15Сл(Уг............/я,)7 • (И5СЯ_1(Д, . . /й)*

Если. гп*=п—\. то Т=--Р=\.
Е'‘. Степени дискриминантной, формы относительно пере­

менной. ф> и полная степень при т равном п, п—1 и 1 задаются 
по формулам

(1ев*с115Ся( /........ /л)=5։... 5* ... $я, с!е? сИзсл(/г, ...,/л) = з1... $я£
*=1

с1е£*сПзсл( /։.......... /л-1) = $։ ... 5* ... ^-1(2; 5/—Л+5*),
\/=1 /

К
 л—1 \ л—1
У ?к-л)2 5~՝-п—\ ;
*=1 /“1

(1еес118Сл/’-л(5— 1)՞-։.

Приведем два приложения свойств Л°—Д’.
Предложение 2. (1). Для семейства из одной функции / 

(Нзсл(/) = |а • д\зсп(д/1дх1..........д/1дхп).
(И) Для семейства из п—1 функции /=(/։. ...>/я_1)

1 п
Л18Сл(/) = ---------------618СЛ(/, А) ■ П (115Ся_։(/|д =о)՜1,

Л**- ■’«-։ /=։

где Ь—определитель матрицы п-того порядка, составленной при­
соединением к якобиевой матрице #(/) первой строки (хг... х.[... хп,

Доказательство. (11). На открытом множестве Х^х^-О, /£ 
С[1,л] &=ПХ!... Х], ... хпЬ/, где А/—определитель матрицы, получен­
ной из якобиевой матрицы вычеркиванием /-того столбца, по­
множенный на ( — 1)1+А Подставляя это значение А в дискриминант­
ную форму, получаем, что па р^ХД

618С„(/, АУ)= ------ 1-------С118Сл(/, А) • П Й18Сл_1(/|х(=о)՜1,

Л’։- 4л-1

Из неприводимости форм с118Сл_1(/|х/=о), /£[!, л] следует, что все они 
делят форму с118ся(/, А). Согласно Е°

(118Сл/=(118Сл(/, Ау) • д18Сл_1(/|х=о)-1= -------- ------ Й18СЛ(/, Д)Х
1 пЧ- 4Л_1

X П б18сл_1(/|ж<=о)-1.
1-=\

Предложение 3. (1) Если ...,/Л), Я = (йг1, ..., ёп}-се-
мейства мультистепени « = (81։ г—(г г), а семейство
фо£ получается подстановкой ё1 вместо X/ в полиномы семейства 
Ф, пго

(118Ся(/о^) = (118Сл(/)'՛՞՜1 • (118Сл(я)^--։л.
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(11) Если в предыдущих обозначениях семейство / состоит 
из произвольного числа т^п полиномов, а г=1, т0

б13Ся(/о£) = р • б!8Ся(/) • б)5Сл(Я)՜-

При т=1 T!=s(s—l)"՜1. При m—n—l v—st... л+1у-
Лемма 3. Если discn(g)=^O, отображение g: P,! '-+P ,•*!-*■ 

-+(.gi(x): • ■ ■ -gn(x)) является конечнолистным накрытием.
Действительно, неравенство discn(g)=O эквивалентно условию 

регулярности отображения g. Полный прообраз точки ; = (?։. ■ ■«Д 
скажем, при £я=£0 задается уравнениями hi=g։—^։gn = 0, а/ = Е//»я, ‘х. 

£[1, л-1]. Если dim (Л Л\>0, то dlscn(A1....... A„֊i, g«)=0, что не­

возможно, так как согласно
б1зсл(А1,..., Ля_։, ял) = й18сл(^).

Доказательство теоремы. При условиях (1) и (11) предло­
жения, используя лемму 3, можно показать, что формы б18Ся(/՝£) и 
б1зся(/) • б1зс„(£) имеют одинаковое множество нулей. Приравнивая 
степени однородности обеих частей по / и g или подставляя g = 
= (х1, ..., хп), можно получить значения показателей сомножителей 
б1зся(/) и 618СЯ(^).

Ереванский государственный 
университет

Ս. Լ. ԴԱԼԱԼՑԱՆ

Համասեռ բազմանդամների վերջավոր ընտանիքի դիսկրիմինանտային ձևը

Մուծվում է բազմանդամների վերջավոր ընտանիքի դիսկրիմինանտային 
ձևի հասկացությունը և հետազոտվում են նրա հ ա տկությունները։ Մւսսնա֊ 
վորապես, ցույց է տրվում, որ դիսկրիմինանտային ձևը սիմետրիկ կամ շեղ- 
սիմետրիկ ընդհանրացված բաղմապատկային համասեռ ֆոլկցիա է ք ա
բազմանդամներից։ Որպես ապացուցված հատկությունների կիրառություն 
ստացվում են ընտանիքների արտադրյալի դիսկրիմինանտային ձևի բանաձևը 
և դիսկրիմինանտային ձևի արտահայտումը էՈ = \ և II—1 դեպքերում ռեզոլլ֊ 
տանս։ի միջոցով։

ЛИТЕРАТУРА —Я-РЦ.ЧЦ.ЪПЪР’ЗПЬЪ

1 Н. П. Соколов, Пространственные матрицы и их приложения. Физматгиз, М., 
1960. 2 Н. П. Соколов, Введение в теорию многомерных матриц, Наукова думка, 
Киев, 1972. 3 Б. Л. ван дер Варден, Алгебра, Паука. М„ 1976. « Н. Барбаки, Ал­
гебра, гл. IV, приложение «Результант, дискриминант», Наука, М., 1965.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР ОХХ1 ““ °" 1985 " 1
УДК Е19.86.57

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА
Н. А. МеликянЗадача календарного планирования на технологических сетях(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 28/Х1 1984)Применение многосетевых моделей в управлении строительными организациями является перспективным направлением в повышении эффективности строительного производства. Такой подход позволяет отражать в модели календарного планирования процессы возведения отдельных строительных объектов и процесс функционирования возво­дящей их организации в целом, что обеспечивает «...надежную увязку двух наиболее важных, но зачастую противоречивых задач, стоящих перед любой строительной организацией...» (*).Однако высокая размерность и многоэкстремальность задач мно­госетевого оптимального планирования затрудняют создание эффектив­ных формальных методов и алгоритмов их решения. Используемые в сов­ременных системах методы и алгоритмы основаны на различных эврис­тических подходах и решают узкие задачи, ориентированные на кон­кретных потребителей.В настоящее время возникла необходимость в создании гибких, универсальных систем календарного планирования, основанных на ре­шении задач, отличающихся достаточной общностью постановки, что позволит применять их для решения широкого класса задач этого ти­па. В работе рассматривается постановка задачи составления распи­сания работ на основе сетевых моделей, которая может применяться для решения некоторого класса частных задач, отражающих различ­ные варианты учета ресурсов и различные предположения относитель­но характера использования ресурсов отдельными работами.Рассмотрим строительный комплекс, состоящий из п разнотипных, технологически и территориально независимых объектов. Для каждого объекта п. заданы директивный срок завершения строительства (х’ир) и нормативная продолжительность строительства (А^л).Объекты представлены в виде направленных технологических гра­фов (сетей), содержащих множество вершин (событий) и множество дуг (работ). Дуги в таких моделях, соединяющие две вершины, это определенный трудовой процесс, требующий затрат времени и ресур­сов. Комплекс описывается многосетевой моделью состоящей из тех­нологически и организационно независимых сетей с единым источником ресурсов-Работы выполняются единым (самостоятельным) производителем, 
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обладающим правом централизованного хранения и распределения ре­сурсов (материальных, финансовых, технических, энергетических и людских).На последовательность выполнения работ каждой сети наклады­ваются технологические ограничения в виде отношения предшествова­ния, которые представляются в виде матрицы определяющей усло­вия, необходимые и достаточные для начала выполнения работ сети, т. е. для каждой работы сети указывается перечень работ, завершение которых необходимо для начала ее выполнения.Комплекс предусматривает выполнение А* видов работ. Каждош вид работы характеризуется нормативной матрицей взаимосогласован­ных интенсивностей (МСИ/ А ), которая содержит различные органи­зационно-технологические варианты выполнения работы вида А, оп­ределяет номенклатуру ресурсов и их количества на единицу измере­ния работы по отдельным вариантам.Эти варианты разделены на технологические группы по призна­ку взаимозаменяемости. В процессе реализации работы допускается замена первоначально принятого технологического варианта на любую из технологий, относящихся к той же технологической группе. Техноло­гии разных технологических групп не обладают признаком взаимоза­меняемости.МСИ/ А представляет собой прямоугольную матрицу размером \ X С Первый столбец матрицы содержит номера организационно­технологических вариантов работы А, второй столбец—номера тех­нологических групп. Третий и все последующие столбцы определяют номенклатуру ресурсов, т. е. соответствуют одному из типов ресурсов, при этом ресурсы организуются в порядке возрастания индексов, при­своенных им при кодировании.Строки матрицы ( -'л ) описывают организационно-технологиче­ские варианты работы А—номер варианта, номер технологической группы, количества ресурсов по полной номенклатуре ресурсов матри­цы, т. е. если некоторый тип ресурса не применяется по *л вариан­ту, то его значение принимается равным нулю.Каждая работа комплекса задается ресурсоемкостью и относится к одному из видов А и, следовательно, может быть выполнена любым технологическим способом, предусмотренным МСИ/А.В связи с тем, что в процессе выполнения работы допускается за­мена технологий, интенсивность отдельных работ переменная и выбира­ется с помощью заданного алгоритма. При выполнении работы воз­можны перерывы технологического и организационного характера. Продолжительность выполнения работы, сроки ее начала и окончания определяются в результате решения задачи. В общем случае по отдель­ной работе могут учитываться ресурсы по полной номенклатуре МСИ/А.В строительстве комплекса применяются /?* типов ресурсов.По характеру реализации ресурсы подразделяются на невозврати­мые (материальные, энергетические, финансовые), частично возврати- мые (технические) и полностью возвратимые (людские).Невозвратимые ресурсы непосредственно расходуются в процессе выполнения работы, и в случае их неиспользования могут сохраняться и накапливаться.
18



Частично возвратимые ресурсы в процессе выполнения работы расходуются частично (на величину износа;. Ресурсы этого типа не складируются и не накапливаются.Полностью возвратимые ресурсы в процессе выполнения работы не расходуются и не допускают складирования.В случае, если ресурсы последних двух типов в некоторый момент нс используются, их количество в последующие периоды не увеличи­вается.Число учитываемых ресурсов по комплексу в целом не превышает /?*. Задача предусматривает различные варианты учета ресурсов.1. Полностью возвратимые ресурсы распределяются, частично воз­вратимые и невозвратимые ресурсы рассчитываются.2. Полностью возвратимые и частично возвратимые ресурсы рас­пределяются, невозвратимые ресурсы рассчитываются.3. Все виды ресурсов распределяются (полностью или частично).Запасы ресурсов могут быть постоянными или переменными. Из­менения их уровней задаются заранее в виде функции от времени.Период планирования Т разбит на равные промежут­ки — интервалы планирования Л/, время дискретное 1=1,2,..., <*, 7#___7°/*=—- ----- . Каждому моменту / соответствует период планирова­ния |Г-|-Д(<--1)]-1Г+Д/].Экономически смысл задачи заключается в нахождении такого расписания планируемых строительно-монтажных работ самостоятель­ной строительной организации (перечень объектов задан директивно), которое обеспечивало бы: ввод в действие пусковых объектов плани­руемого периода в заданные сроки, нормативную продолжительность строительства отдельных объектов, сбалансированность производствен­ных мощностей и ресурсов с планируемыми объемами работ при ми­нимальной стоимости реализации комплекса.В качестве критерия оптимальности выбран показатель, миними­зирующий средства, отвлекаемые в строительство. Этот показатель от­ражает зависимость между затраченными средствами и сроком их оку­паемости (моментом сдачи законченных объектов и проведения взаим­ных расчетов с заказчиком).С экономической точки зрения затраты будущего времени не иден­тичны затратам настоящего времени, поэтому «уменьшение среднего размера отвлеченных средств за все время строительства имеет огром­ное значение для повышения эффективности общественного производ­ства и капитальных вложений» (2).Уменьшение размера отвлекаемых средств осуществляется за счет концентрации ресурсов на пусковых объектах и выбора организации работ на отдельном объекте, обеспечивающей выполнение материало­емких работ на стадии его завершения.Выбранный критерий рассчитывается как сумма произведений ве­личины затрат (сметной стоимости выполненных работ) на промежу­ток времени между моментом осуществления затрат и сдачей объекта в эксплуатацию:
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5=ա1ոք V П)
է=1 “ւгде С՞—затраты по объекту п в момент է\ է- рассматриваемый мо­мент времени: т“₽—директивный срок сдачи объекта п в эксплуата­цию. При этом должны соблюдаться вышеуказанные ограничения по от­дельным объектам и по всему комплексу.В результате решения задачи определяются:1. Для комплекса в целом: потребность рассчитываемых ресурсов в виде функции от времени.2. Для отдельных объектов: а) сроки начала реализации; б) про­должительность строительства; в) потребность распределяемых ресур­сов в виде функции от времени; г) потребность рассчитываемых ресур­сов в виде функции от времени.3. Для каждой работы: а) сроки начала и окончания, продолжи­тельность выполнения; б) организационно-технологические варианты исполнения; в) интенсивность в виде функции от времени, т. е. графи­ки выполнения работ; г) потребность распределяемых и рассчитывае­мых ресурсов во времени.Задача многосетевого оптимального планирования в приведенной постановке решена на базе алгоритма динамического программирова­ния, что позволило получить строгое оптимальное решение. Разрабо­танный комплекс алгоритмов и программ оформляются для передачи в ГосФАП.Армянский филиал Всесоюзного научно-исследовательского института проблем организации н управления при ГКНТ СССР

ՄեէԻՔՅԱՆ Ն. В.Օրացուցային պլանավորման խնդիրը տեխնոլոգիական ցանցերում
Դիտարկվում է ինքնուրույն շինարարական կազմակերպության պլանա­

վորվող աշխատանքների չվացուցակի կազմման խնդրի դրվածքը։ Աշխատան­
քը կատարված է շինարարական համակարգի օրինակով, որը նկարագրվում 
է բազմածանցային մոդելի օգնությամբ։ Մոդելը կազմված է տեխնոլոգիա­
կան և կազմակերպչական անկախ ցանցերից, որոնց ռեսուրսների ապահովու­
մը կատարվում է մեկ միասնական աղբյուրից։

Համակարգում կատարվում են Հ տեսակի աշխատանքներ, որոնցից յուրա­
քանչյուրը բնութագրվում է ինտենսիվությունների փոխհամաձայնեցված մատ­
րիցայով, որը նկարագրում է տարբեր կազմ ակերպչական տեխնոլոգիական 
տարբերակները և նրանց ռեսուրսների ապահովումը։

Շինարարությունում ներգրավող միջոցների նվազագույն ցուցանիշը ըն­
դունված է որպես օպտիմալության չափանիշ։

հնդրի լուծման համար նախատեսված է օգտագործել դինամիկ ծրագրա­
վորման մեթոդը։

ЛИТЕРАТУР А- ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

Մ- Рыбальский, Автоматизированные системы управления строительством, Вища школа, Киев, 1979. 2 М. Г.֊ Минц, Л. Д. Кондратова, Экономическая эффек­тивность капитальных вложений и производственных фондов в строительстве Наука М., 1976. ' '
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УДК 539.4.012.1:517.968
ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Н. А. Матехии, Н. А. Никольская

Вычисление коэффициентов интенсивности напряжений в бесконечных 
областях, содержащих вырезы с угловыми точками границы

Рассматривается задача о напряженно-деформированном состоя­
нии бесконечной плоскости с вырезом, симметричным относительно 
оси Ох. Предполагается, что вырез имеет угловую точку, в окрест­
ности которой его граница совпадает с углом произвольного раствора. 
Па границе выреза приложена постоянная распределенная нагрузка, 
действующая вдоль оси Оу.

На основе метода Мазьи—Пламеневского (') коэффициент интен­
сивности выражается через известные параметры и некоторый интеграл 
от приближенного решения задачи. В частных случаях прямолинейной 
внутренней трещины и лолубесконечной трещины, нагруженной сту­
пенчатой нагрузкой, получены формулы, совпадающие с известными. 
В случае, когда вырез имеет вид ромба, получены численные значе­
ния коэффициента интенсивности. Для входящего бесконечного угла, 
нагруженного ступенчатой нагрузкой, получена аналитическая фор­
мула.

Рассмотрим бесконечную область <£2) с внутренним вырезом 
совпадающим при х^О с углом раствора 2(я— №) (см. рис. 1).

X

Рис. 1.

°уу=— Р-

Пусть на границе выреза задана нагрузка.
Для функции Эри имеем краевую задачу:

ДДФ(х, у) = 0, (х, у){42,

Ф(*. У) = ?1(*); ~ (х> У) = <р։соз(лГх) (х, у)е<Х2 
дп.
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(1)

Раф' д2Ф. д*Ф 1 \ ^2 = х։_|_у2_чоо,
дх։ ’ дуг ՝ дх, ду \Рг/

где <?!=— Ру; <?,=-----Рх.
Л/

„Х։
Рассмотрим в области Я функцию и)— Р ? •

на дЯ —- =—Рхсоз(«, х). Введем новую функцию 
дп

Р(х, у)=Ф(х, у)—®(х, у)>)(р), (2)
(о, ?)—полярная система координат с центром в угловой точке; ^(р) 
срезающая функция

1. Р<Р1
7/(р) = гладкая функция, Р1<р<Р։, 

,0. Р>Р»
причем 0<Р1<Р։<Са- 

д д Учитывая, что на стороне угла — = — и, следовательно, 
дп д<р

— 0, для Р(х, у) имеем следующую краевую задачу: 
де

дт/ 
дп

Д։Р=—Д2(«п}(р))=/(х, у) (х, у)бЯ, 

р(-«.у)=?։(-*)11—п(р)]»

у (■», у) = ч>։(х)[1—т)(р)]соз(лГх) (х, у)£(?Я, 
оп

(3)

д'Г дгР д*Г 
дхг ' дуа ’ дхду

р—»оо.

Задача (3) имеет однородные граничные условия в окрестности 
угловой точки, что позволит теперь для вычисления коэффициента ин­
тенсивности воспользоваться методом Мазьи—Пламеневского (՛).

Согласно (2) в окрестности угловой точки функция Р(х, у) пред­
ставима в виде

Р^Ср1+х^х(?)Н-О(р1+х); (4)
здесь С—коэффициент интенсивности, который в силу (2) совпадает 
с коэффициентом для функции Ф(х, у); X—решение уравнения

з!п(2Хш) = —).з1п(2та);

£х(«р) = соз[(Х— 1)ч>] _ соз[(Х—1)то] 
соз[(Х4֊1)®]

созЦ)֊+ 1)ср]

(5)

(6)

Следуя методу Мазьи—Пламеневского, для определения коэффи­
циента интенсивности С воспользуемся формулой Грина для бигармо- 
нического оператора
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(7)
с... Л1С,^С к дГ\.-I (/^ДЧ՛—■оД*/7)^5 = I ( Л------------ Д/7----------- V-------------— 1^1 .

) .; дп. дп оп оп/

Интегрирование в (7) ведется в специально выбранной области 
5, границей которой служат два луча Г|={(р, у): ։<Ог<7?՛ ?=+“} и 
две окружности Г,={(р, ?): р = е, |®)<®}, Гр={(р, ®):р=/?, 
(си. рис. 2).

Рис. 2.

Кроме того, в (7)՜ Л(х, у)—решение задачи (3); ъ(х, у)—неэнергети­
ческое однородное решение бигармонической задачи в угле
«(Л,

®(р, ?)=Р1-хё'-х(?),
ди
дп г.

=0. (8)V

Показатель особенности в (8) выбран таким образом, чтобы 
интеграл по окружности (Г։) в (7) не зависел от ее радиуса(г).

Легко видеть, что в силу соответствующего убывания подын­
тегральных функций на бесконечности интеграл по Г# при /?-*оо 
стремится к нулю, а интегралы по Г/ остаются при этом конечными.

Вычислим интегралы, входящие в формулу (7). Интеграл по Г, 
при е->֊0 легко вычисляется, если учесть, что в окрестности угловой 
точки функции ^(х,у) имеет место разложение (4). После некоторых 
преобразований получим

7,==8СА[2тасоз(2)-та) -Н!п(2та) ]. (9)

Интеграл по лучам Г< представим в виде суммы:
Р1 р» Д оо

Л,= Л(р)г/р+ у В(р)с1р+ С(р)^р+ у О(р)о!р. (10)

0 Р1 р* а

Из-за однородных граничных условий на части границы 0<^р<СР1 
первый интеграл в (10) равен нулю; второй интеграл выражается че­
рез некоторые интегралы от срезающей функции и ее производных:
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рк = |’р*-ч(р)4/о, I р*-у(р)^р-

Р1 Р*

Третий интеграл удается взять в явном виде. Опуская громоз 
дкие вычисления, выпишем окончательное выражение для коэффи­
циента интенсивности:

Р
С 2лгисо8(2>֊‘ге>)+'֊81п(2,к>)

- — 81п[ (՝'-+1)®][Хсоз*®—81п*(Х®)]4- — У

где ֊/= [ (ьъ— — Ф—-Уар при <р=та. Интегрируя по частям, учи- 
Л \ дп дп / 
а

тывая граничные условия при р — а и условия на бесконечности, по­
лучим

от '
—8з1п[(<4-1)ги] (’о„р-Мр+8со8[(>«4-1)®] ^ТР“>С?Р- 

«

Рассмотрим некоторые случаи.
1. Задача о растяжении плоскости с внутренней прямолинейной 

такой задачи имеет видтрещиной длиной 2а. Функция Эри для

Ф-—Ре
1

I ֊1֊

при р=а—х, у = 0 имеем
2 / ________ ,_______
— Ф = < (р—а)у р1—2ар — (р—а)я— аг1п(р—а+г р1— 2ар) а21па

В силу симметрии задачи ---- =0. Остается воспользоваться фор-
дп у—о

мулами (14) и (15). В результате получаем С—Д|/ что соответ­

ствует известному выражению (3).
2. Задача о напряженно-деформированном состоянии плоскости 

с входящим углом, нагруженным силой ауу = — Р, распределенной на 
отрезке длиной а, включающем вершину угла. Очевидно, в этом 
случае 7=0 и для коэффициента интенсивности имеем аналитическую 
формулу

С = /3а1~х81п[(1Н֊1)'ге>]{).С08!|то—81п*(Хта>)}
(1 -л)։[2Хадсо8(2Хто)4֊/.81п(2та) ]

9 п _
В случае полубесконечной трещины (м=т.) С——Уа, что совпадает 

с известным выражением Р).
3. Задача о растяжении плоскости с вырезом в виде ромба. В 

этом случае при вычислении интеграла У использовалось численное 
решение задачи, полученное при решении интегрального уравнения 
24



.'Лусхелишвили при использовании конформного отображения Крис­
тоффеля-Шварца. В таблице приведены значения коэффициента ин­
тенсивности для плоскости с входящим углом (Сх; и для плоскости 
с вырезом в виде ромба (С#) в зависимости от величины ш (значе­

ния С отнесены к величине Л*1/ у)-

ТУ Կ,օն֊ 0,6т. 0,65 т. 0.7֊ 0,75֊ 0,8՜ 0,85֊ 0,9- 0.95- Г.

Са, ԿՀձն 0.45 0.57 0.67 0.75 0.81 0,86 0,89 0.9 0,9

Ся 0,66 0,75 0.86 0.94 0,99 1,0

Ленинградский государственный 
университет им. А. А. Жданова

Ն. Ա. ՄԱՏնԽԻՆ, Ն. Ա. ՆԻԿՈԼՍԿԱՑԱ

Օգրագծի վրա անկյունային կետերով կտրվածքներ պարունակող անվերջ 
տիրույթներում լարումների ինտենսիվության գործակիցների հաշվումը

Օհ առան ցքի նկատմամբ սիմետրիկ կտրվածքով անվերջ հարթության 
լարված և դեֆորմացված վիճակի խնդրում հաշվվում է լարումների ինտեն­
սիվության գործակիցը։

Կտրվածքն ունի անկյունային կետ, որի շրջակայքում նրա եզրագիծը համ- 
ընկնում է կամայական բացվածքով անկյան հետ։ Եզրագծի վրա կիրառված է 
հաստատուն բեռ։

ЛИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿ ԱՆՈԻԹՅՈհՆ

1 В. Г. Л!азья, Б. Л. Пламеневский, ДАН СССР, т. 219, № 2 (1974). 2 В. А. 
Кондратьев, Тр. моек. маг. о-ва, т. 16, № 209 (1967). 3 Дж. Райс, в кн.: Разрушение, 
Мир, М., 1975. 4 С. С. Заргарян, в сб.: Механика (Ереван), вып. 3 (1984).
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МЕХАНИКА

С. О. Саркисян

К задачам о колебании прямоугольной пластинки 
и пологой оболочки в продольном магнитном поле

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 22/У1 1984)

Задаче о колебании прямоугольной пластинки в продольном маг­
нитном поле на основе гипотез магнитоупругости тонких тел (1) посвя­
щены работы (83)

В данной работе рассматриваются колебания прямоугольных 
пластин и весьма пологих оболочек в продольном магнитном поле. 
Как исходные уравнения здесь принимаются уравнения магнитоупру­
гости для тонких оболочек и пластин работы (4), имеющих 0(е2~2г) 
асимптотическую точность. В указанных уравнениях по сравнению с 
уравнениями, построенными на основе гипотез магнитоупругости (1), 
появляются новые члены электромеханического происхождения. Чис­
ленные исследования показывают, что относительно толстые пластин­
ки и пологие оболочки могут терять устойчивость. Для более тонких 
пластин и пологих оболочек возникает явление, обнаруженное С. А. 
Амбарцумяном в (е), а именно, при возрастании напряженности маг­
нитного поля частота колебаний сначала уменьшается, далее проис­
ходят апериодические колебания, а когда напряженность магнитного 
поля превышает определенное значение, частота колебаний резко воз­
растает.

1. Рассматривается свободное колебание прямоугольной пластин­
ки толщиной 2й, с продольными размерами 2а и 2Ь, с конечной 
электропроводностью а, находящейся в продольном постоянном маг­
нитном поле напряженности Нх.

Изучение свободных магнитоупругих колебаний прямоугольной 
пластинки в продольном магнитном поле приводится к решению сле­
дующей системы интегродиффереициальных уравнений (4):

— и 1
^(х,у) = --^

4ка 

с

а Ь

Г ('
յ Х0)8-|-(у—у0)2

'дЕ* дЕ՝\с д
ш дх0

16֊8а2А2/ — Нх ,---------- 1 и>с н----- ш8шЗс* Լ с
а Ь

1 с д /дЕ՝у 
ш <?у0 \Ժ%0

^(л-, у) = (1-1)
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дЕ*, 4- \6-։-№
Зс3 Ох^у0;

£>у։у։®*4-2рА<и*та* — ^-//£«>та*— 
с։

2зА и -г- 8- =2А3/ „ -=, 1 „2 . \ п-------НХЕ------------[ <ьНхЕт-\----- Н^чю* ) = 0;
с у 3 с3 \ у с )

Л» Л»
у։=------ 1------ ; — оо<՜՜х, у<оо; —а^х0<а; —А-<у0<А,

дхЪ дуб

где Ё*, Е*-напряженность возбуждаемого электрического поля на 
лицевых поверхностях пластинки, та*—нормальное перемещение 
пластинки, «и—частота колебания, с—скорость света.

Па границах пластинки х= ±а и у=±Ь для упругой части за­
дачи принимается шарнирное опирание.

Принимая безразмерные обозначения
► х у , Ь А ш .та* _.5 =—, 41= — , к=—, е=—, £2= —, ч)я——, (1.2)

а а а а ш0 А
где о^—собственная частота колебаний пластинки при отсутствии 
магнитного поля, для решения систем уравнений (1.1) принимается 
метод Бубнова — Галеркина, при этом, как отмечает С. Г. Михлин 
(’), весьма важно так подобрать координатные функции, чтобы син­
гулярные интегралы просто вычислялись.

Итак, представим £'*(?, т)), £*(Е, •/)) и г>*(50, т)0) в виде

£’(?, ч)~Х • ?(*, 1); ^'ув> г1) = У • ?(5, ’1); 'И’ = 2з1п^(1—;0)81п^(А-7)0),

(1.3)
где <?((:, ■»։)= — , 'о(;, т), ^)—преобразование Кельвина гармоничес-

с=о
кого полинома (в).

Если г»(5, т), >)|с=о=^(?։ 19), тогда имеет место следующее соотно­
шение (®):

гч ес՛

Г Г ^ ==;-?(£, тг)^^7) = Ф(;0, 7)0). (1.4)
2՜ 3 и V (?—?0)։+(-»։֊-11о)

—ж —с®

В данном случае за гармонический полином принимается функ­
ция и=г, тогда его преобразование Кельвина будет

V, :)= -;±2Г2г2-, г։=^+^+(!:+2)։.г3
Итак, после подстановки (1.3) в уравнения (1.1) и применения 

обычной процедуры метода Бубнова—Галеркина с учетом соотноше­
ния (1.4) относительно неизвестных коэффициентов X, У, X получа­
ется однородная алгебраическая система. Обращая определитель 
этой системы в нуль, получим алгебраическое уравнение шестой 
степени для определения комплексной безразмерной частоты £2.
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Приведем результаты численных вычислений.
На рис. I график I соответствует случаю Л=1см, s=0,01, А=1; 

график II—случаю й=0,5см, е=^з. А = 1, график III—случаю Л = 1см,

е = —, А=1. Как видно из графиков, для относительно толстых 
25

пластин безразмерная частота при возрастании Нх сначала возрастает, 
потом уменьшается до нуля при значении НХ=НХ. Если продолжать 
увеличивать напряженность магнитного поля до значения /Укр, проис­
ходят апериодические колебания с ЕеЛ<^0, при значении Нх~^.Нкр 
опять движение апериодическое, но для одного из решений Кед ста­
новится положительным, и, таким образом, при Нх=Нкр пластинка 
потеряет устойчивость.

На рис. 2 приведены результаты для относительно более тонких 
пластин. График I соответствует случаю Л=0,01см, е = 0,001, А=1; 
график II—случаю А=0,005см, £=0,001, А=1. Эти результаты пред­
ставляют собой те физические явления взаимодействия тонких плас­
тин с магнитным полем, которые были обнаружены С. А. Амбар­
цумяном в (*).

2. Рассмотрим свободное колебание весьма пологой оболочки 
толщиной 2А, прямоугольной в плане, с размерами 2а и 2Ь, с конеч­
ной электропроводностью о, находящейся в продольном магнитном 
поле напряженности Нх.

Кроме известных допущений теории пологих оболочек, здесь 
дополнительно принимается:

1) оболочка настолько пологая, что приближенно можно прини­
мать Н-^Ъ, (27?=0), где а, р—линии кривизны на срединной
поверхности оболочки, направление нормали на поверхности;

2) за функцию Грина для внешней задачи электродинамики, 
когда источник расположен на пологой срединной поверхности обо­
лочки, приближенно принимается функция Грина тех же уравнений, 
когда источник расположен на плоскости, где проектируется средин­
ная поверхность оболочки.

При этом изучение свободных магнитоупругих колебаний весь­
ма пологой оболочки приводится к решению следующей системы ин- 
тегродифференциальных уравнений (*):
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—. 1 С С 1 I с о /дЕ* дЕ*\
^Х’ У> ~с \ /(х-Ло^+Су-уо)* I ~Т ~дх^ ~ 5у7..'

—л —Ь

1бЛ’А։
Зс3

<и 1 Г________ 1________ Г с д /дЕ* дЕ*\
~с 2^ А ... 7 /(х-л0)։-|֊(у-у0)։ | “ Т дх^ “ дх^)

— а - Ь

16Л։А3 -=.|, , —— (2.1)

£) -%Ж<»։?угЕ*+
К*

+ —//;.„73735* _|_ ^ЬнхЕ'- — — 
с* с у 3 с3

где

V3-
д2 , д^_ 
^Г'’

, . д* _ г?
7" = *։ТТ+^ тт-<?У??

Для упругой части задачи принимается шарнирное опирание.
Поступая аналогичным образом, как и в предыдущей задаче, 

для определения безразмерной частоты колебания R получается ал­
гебраическое уравнение шестой степени.

1тП

Рис. 3. Рис. 4.

Приводим результаты численных вычислений. На рис. 3 график 
I соответствует случаю /?1 = /?։ = 7? = 8а, А = 1, е=0,01, Л=0,5см; гра­

фик II—случаю /?1=/?2 = /? = 8а, А=1, е= —, Л=1см; график III—слу- 
50

чаю /?1 = /?։=/^ = 8а, А=1, е= —, А=2см; график IV—случаю — = 0, 
50 /?2

“ = тг, /?=8а, А=1, е= —, Л == 0,5см.
R 25
На рис. 4 график I соответствует случаю = = /? = /? = 8а. 
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А=1, 5=0,001, А=0,001см,; график II—случаю /?!=8а, — =-0, А=1, 

е = 0,001, А=0,001 см.
Как видно из графиков, получаемые результаты для пологих 

оболочек аналогичны предыдущей задаче.
Ереванский политехнический институт

им. К. Маркса

Ս. Հ. ՍԱՐԳՍՏԱՆ
Ուղղանկյուն սալի և թեք թաղանթի երկայնական մագնիսական 

դաշտում տատանումների խնդիրների մասին

Դիտարկվում է ուղղանկյուն սալի և թեբ թաղանթի մագնիսաառաձգա֊ 
կան տատանումների երկայնական մ աղնիս ական դաշտում։ Որպես ելակե­
տային հավասարումներ ընդունվում են ամ րողջության մեջ ասիմպտոտիկո- 
րեն ճիշտ բարակ թաղանթների և սալերի մագնիսաառաձդականության երկ֊ 
չափ հավասարումները։

Ելակետային ին տ եգրադիֆերեն ցի ա լ հավասարումների լուծման համար, 
որոնք ունեն որոշակի եզակիություն պարունակող կորիզներ, կիրառվում է 
Բուբնով-Գալյորկինի մեթոդը։ Ուղղանկյուն սալի և թեք թաղանթի, լափ սղա­
կան ոլթյոմ։ չունեցող կոմպլեքս հաճախ ական ութ յան համար ստացվում են 
վեցերորդ աստիճանի հանրահաշվական հավասարումներ, որոնք լուծվում են 
թվային մեթոդներով։ Բերված թվային արդյունքները ցույց են տալիս սա­
լերի և թաղանթների կայունության կորստի հնարավորությոլնը մագնիսական 
դաշտում ։

ЛИТЕРАТУРА —ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
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Поверхностные электромагнитные волны в гиротропных кристаллах

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Г. Иосифьяном Ю/УП 1984)

В последние годы для изучения физических свойств поверхности 
кристаллов широко используется спектроскопия поверхностных поля­
ритонов, локализованных у границы раздела двух различных сред (Ч. 
Обычно поверхностные волны существуют, лишь если диэлектрические 
проницаемости контактирующих сред отличаются по знаку. В настоя­
щей статье мы покажем возможность существования нового класса по­
верхностных электромагнитных воли на границе раздела двух энан­
тиоморфных модификаций одного и того же гиротропного кристалла 
(например, кварпа), различающихся лишь тем, что в них вращение 
плоскости поляризации происходит в противоположных направлениях. 
В таких кристаллах без учета гиротропии никакие поверхностные вол­
ны реализоваться не могут, так что речь идет о волнах, само сущест­
вование которых обусловлено пространственной дисперсией диэлектри­
ческой проницаемости. В работе (2) было предсказано существование 
лишь одной поперечной ветви поверхностных волн с законом диспер­
сии 

ժհլ 

ш*
= 611. (1)

не зависящим от параметра гиротропии. Мы покажем, что существу­
ют не одна, а две волны поверхностного типа, законы дисперсии ко­
торых значительно отличаются от (1).

Пусть область пространства занимает правовращающий
кристалл, а область 2<0—левовращающий. Кристаллы немагнитные, 
а их оптические оси перпендикулярны к границе раздела, так что 
не зависящий от волнового вектора тензор диэлектрической прони­
цаемости е и псевдотензор а, описывающий гиротропию, диагональны: 
Е// = 6|3//, е.г=еу-е1։ ег = ец, а/;=а։о/;, ах=ау = а±, а2 = ац. Как и в (’), 
будем считать, что в области Л^>0 поля —ецлг-®<)։ й=(Ац,О, А2) и 
описываются уравнениями Максвелла, а в области 2<7) поля

Ав = (Ац, 0, АЯг) и описываются инверсионно-сопряженными 
уравнениями Максвелла—Иосифьяна (4). В качестве материальных 
уравнений используем феноменологические соотношения, приведен­
ные в (®), которые хоть и отличаются от классических (в), но удоб­
ны тем, что позволяют использовать обычные граничные условия. 
Итак, в области 2>0 имеем
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х5=-[^Я], х5=[й£], 

д=;(£+г-^1), в=н+^кН]. 

а в области „левого" кристалла /<^0
хДу= 1^//^] •

Вг = Не—ЬаОе, =֊- е(Ег+1ыВе),

где х= —. Подставляя (3) в (2), исключая Нх, Н, и Ех, Ег 
с

мощью соотношений
Ех = (1а±Еу +■ -^֊Уг, Дг = -Ац (й։ Еу+ —\

\ 8Хх/ \ 6II*/
/ с \ / Еу\

Нх = Кг(1лкНу--^-), Н^- А ц ( -й || Ну + — 1, 
\ х / х * '

(2)

(3)

(4)

(5)

с по-

(6)

получим систему двух однородных алгебраических уравнении для Еу 
и Ну-.

— (/?+ах^։)Ду + Ну(֊----- Ьа±Д 1՝)==0։ (7)
х \ х։։ех /

(Л«—х։вх+х*е±ахр)£у—Г/У.ух(^+ М) = 0, (8)
где 

р=ах«4-алЛЕ — 6а=#+А’,. (9)
®я

Условие существования нетривиального решения этой системы с точ­
ностью до членов —я։ имеет вид:

(^-Ы)(А^֊^)-*։С(^) = 0, (10)
где 

£0==ехх։-^,, (П)

А։Л=^(5||*։-А1|)
6II

(12)

определяют нормальную составляющую волнового вектора обыкновен­
ной и необыкновенной волн в отсутствие тиротропин, а функция

О(кг) =бх(р։ -|-2ехх։ахрЧ-а1Л։^) (13)
характеризует связь этих волн, обусловленную гиротропией. Решение 
уравнения (10) напишем в виде

1 / •» •'--------------------------- \
^1,2 = + у (Ло’—ЛЛ)Я+4х2О(А֊-) (14)

где в силу малости параметра гиротропии я в б(Лг) следует поло­
жить 1?г=/гог, если берется перед корнем знак 4 (Ая), и Аг = Ае2, если 
берется знак —(^й). Для существования поверхностных волн необ­
ходимо, чтобы 1т^>0 для обоих решений (14). Подставляя (5) в 
(4), для левовращающего кристалла аналогичным образом получаем 
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решения, совпадающие с (14), однако а отличие от предыдущего 
случая теперь нас интересуют волны, для которых 1шА„<7). Пос­
кольку при наличии гиротропии обыкновенная и необыкновенная 
волны в одноосном кристалле не расщепляются, то решения вида 
поверхностной волны могут удовлетворять граничным условиям на 
поверхности раздела / — 0, лишь если представить поля в виде су­
перпозиции

*—о, 2>о (15)

£,г=(£г։е₽«'+£<։в^)е'<*1г<0 (16)

и аналогично для векторов Н и Нк\ р1-—1кЖ։, р^—Игд, Рер1.2>0. 
Условия непрерывности касательных составляющих полей на границе 
раздела г 0 имеют вид (*):

^1 = АЛх-|-/Ах—^?1х—/7^2.г=0։ | (17)
^!у ^Е^у-^-ЕцХу-^-ЕцЧу = 0, ^1у4"А72у—^<1у — //<ву=0.1

Используя (6) и аналогичные соотношения для „левого՛ крис­
талла, полагая кк1-=—кг и исключая Ну с помощью (7), из (17) по­
лучим систему четырех однородных алгебраических уравнений отно­
сительно величин £1У, £։у, Ек\у и ЕЙ2У. Условие существования не­
тривиального решения этой системы имеет вид:

(аЛх—а։Аи)(/?1А1,-М2г) = 0. (18)
где 

ех*(р+ах^*) 7.*£Х—А/’ — ехахр
£1/ = -----------------------------------  = ------------------------------- ,

А’х—АЛ—ех/.аахр Х(ах^+^)

^ = а±+-^-, Ь=1, 2 (19)
ехх

Несложный анализ показывает, что существуют, вообще говоря, 
дне ветви поверхностных волн, дисперсионные соотношения которые 
с точностью до членов —а имеют вид:

и
(20)

(21)

Найденные нами законы дисперсии существенно отличаются от 
соотношения (1): во-первых, они зависят от параметров гиротропии 
ах и а и, во-вторых, они соответствуют непоперечным волнам. Та­
ким образом, найден новый класс поверхностных электромагнитных 
воли в одноосных гиротропных кристаллах. Эти волны могут быть ис­
следованы обычными методами спектроскопии, например, методом 
НПВО (՛)■ В заключение отметим, что в изотропном случае (е±=8ц, 
а1 = ал)• а также при неучете запаздывания (с-»оо) поверхностные 
волны (20) и (21) не существуют. В случае ех(ш)>0 и ец(а>)>() вол- 
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на (20) существует лишь в области частот, где а волна

/21) _ в области —> а՜՜*՜*2՜ . в кристаллах класса или в 
® и 2а±

которых а± —ац, существует лишь одна ветвь поверхностных волн: 
волна (20), если е±<е , и волна (21), если в^^вц.

Институт радиофизики и электроники 
Академии наук Армянской ССР

Ռ. Լ. ԹԱՐԽԱՆՅԱՆ, Վ. Ռ. ՍԻՄՈՆ8ԱՆ

Մակերևութային էլեկտրամագնիսական ալիքները գիրոարոսլ բյուրեղներում

Ցույց է տրված, որ միևնույն գիրոտրոպ բյուրեղի (օրինակ' կվարցի) եր­
կու տարբեր էնանտիոմորֆ մոդիֆիկացիաների բաժանման սահմանով կարող 
են տարածվել նոր տիպի մակերևութային էլեկտրամագնիսական ալիքներ, 
որոնց համար ստացված են դիսպերսիոն առնչություններ և հետազոտված են 
նրանց գոյության պայմանները։ Այդ ալիքների գոյությունը պայմանավորված 
է դիէլեկտրիկ թափանցելիության տարածական դիսպերսիայով (գիրոտրո- 
պիա) և բյուրեղային ցանցի անիզոտրոպիայով։
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Поведение коэффициента диффузии на «краю расплываюшегося 
облака частиц»

(Представлено академиком АН Армянской ССР Г. М. Гарибяном 18/1У 1Р84)

Рассмотрим процесс одномерной диффузии, т. е. рассмотрим 
частицу, блуждающую вдоль прямой случайным образом. Обозначим 
через К(у,х,1) вероятность, с которой частица, находящаяся в мо­
мент I в положении у, окажется в момент 1—сН в интервале х, л+ 
| с1х (т. е. Я'Су, х, I) плотность вероятности переноса, отнесенная к 

единице времени — относительная скорость переноса ([К] = [/_1][^՜1]). 
Заметим, что вместо того чтобы рассматривать процесс блуждания 
одной честицы, можно представить себе очень большое количество 
частиц, первоначально находящихся в тождественных условиях и со­
вершающих затем случайные перескоки без каких-либо взаимных 
влияний (оба эти представления (языка) полностью эквивалентны 
('■’)). Тогда эволюцию плотности числа диффундирующих частиц р(х, 
/) можно описать уравнением

г.

Х(у, х, 1)с1у р(х,1). (1)-(յ~- -■ ( 7<(У> х, /)р(у, 1)с1у- 
д1 յ

Здесь в первом интеграле пределы берутся от — оо до х, так как в 
окрестность х частицы могут попасть только из области, располо­
женной „левее" х (если х крайняя „правая" точка „расплывающе­
гося облака частиц"). Мы ограничимся рассмотрением диффузии 
только на „правом" краю, так как диффузия на другом краю проте­
кает, очевидно, совершенно таким же образом). Во втором интеграле 
пределы интегрирования берутся от —оо до 4-оо, так как частица, 
находящаяся в точке х, может за время сП „уйти" из этой точки 
„куда угодно*—как „направо", так и „налево". Заметим теперь, что 
поскольку на самом „краю" р(л, /)=0, то второй интеграл в (1) в 
точности равен нулю. Это предположение (р(л, 0=0 на самом 
„краю") фактически есть единственно возможное в данном случае 
следствие фундаментального физического принципа, согласно которо­
му любые частицы могут перемещаться лишь с конечной скоростью 
(см. об этом подробнее ниже).

Будем считать систему автономной, однородной и изотропной,
т. е.

/<(у, А 1) = К(у, х) = /С(|у—х|). (2)
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В силу быстрого убывания К(|у—х|) (оно содержит Больцмановскнй 
множитель, экспоненциально быстро убывающий с ростом |у—х| (*)) 
разложим р(у, <), входящее в (1), по степеням у—х=;. Учитывая, 
что на самом „краю* р(х, /)=0, получим из (1)

МхЛ. = _ С зд)^ + - • г) Г ?ед)л. о) 
д։ дх \ 2 ох- Л

О о

Рассмотрим простейший случай: частица диффундирующего ве­
_1_ 
2

щества с вероятностью, равной может совершать перескоки на

расстояние А „направо* и „налево* за время т, Этот случай реали­
зуется, если положить

К(|х֊у|)=К(|е|)=Д8(|5|-й). (4)

Здесь 8—8—функция Дирака, Д=՜՜ (определяется из условия нор­

мировки, так как за время * частица обязательно должна „переско­
чить* „направо" или „налево"). Подставив (4) в (3), получим

др(х, /) _И_ . др(х, О А* д8р(х, О
д1 2՜ дх 4 т дх*

Таким образом, появление в (5) члена и коэффициента

А։/4т вместо коэффициента А։/2т, который появляется в уравнении, 
описывающем тот же процесс, только не на „краю" (ур. типа (7), 
см. ниже), есть следствие асимметрии „правого* и „левого" полу­
пространств относительно краевой точки („слева* в нее частицы мо­
гут поступать, а „справа* нет). Уравнение (5), описывающее эволю­
цию р в приграничной области, является, фактически, уравнением 
Фоккера — Планка. Конкретный вид коэффициентов при р^. и р'.г 
связан с выбором в качестве К(х, у, £)—о-функции. В дальнейшем 
мы исследуем влияние функциональной зависимости /<(у, х, I) на вид 
коэффициентов при р, и р'м.

Линейное уравнение диффузии, описывающее процесс распрос­
транения частиц, происходящий по механизму случайных блужданий 
вдали от „краев* „облака* (см., например, (*•*)), при предельном пе- 

А*реходе А-*0, т—>0, таком, что D= — = const, имеет фундаментальное 

решение (описывающее эволюцию единичной массы, первоначально 
сосредоточенной в точке х = 0)

р(х, t)= !. ехр(----- - —Y (6)

которое обращается в нуль лишь асимптотически, что влечет за со­
бой бесконечно большую скорость распространения частиц (так как 
при сколь угодно больших х и конечных t р(х, /), задаваемое (6), 
не обращается в нуль (’Ав)).
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Если и в уравнении (5) предельный переход А—0, т—0 север- 
А* и.чать таким образом, чтобы £>= — =согл1=^0, то тогда А2т=֊֊ = 

и определяющим (т. е. даюшим основной вклад в правую

часть ур. (5)) будет именно член
2֊

При предельном же перехо-

де, проводящемся так, чтобы выполнялось —--=a=const и, следова­

тельно, /J ^֊,0
2

опять-таки определяющим .справа* в ур. (5)

оказывается тот же член. В силу вышесказанного конечная скорость 
распространения частиц втечет за собой .зануление” коэффициента 
диффузии и на самом .краю облака распространяющихся частиц* 
(другими словами, на .фронте волны концентрации” О обращается в 
нуль однозременно с 'Ах, Очевидно, что учет этого обстоя­
тельства существен для тех стадий процесса диффузии, когда возму­
щении („фронт волны концентрации”) „не успело дойти” до гранич­
ных точек рассматриваемой среды, т. е. на начальных стадиях про­
цесса диффузии в пространственно ограниченные среды и при диф­
фузии в полуограничейную среду.

Возникает вопрос: возможно ли на
А*волнение р'։(х,/) Ои ——I) сопз(^0 

„краю” одновременное вы­

при /г—-0 и -0. Если это

было бы возможным, то ур. (5) приняло бы вид:
1} _ D д\(х, t) 

dt ’ 2 дх'

Уравнение же (7) имеет фундаментальное решение
, .. 1 / х2 \{Ах, t)= г — ехр(--------),V'l-Dt Ч 2Dt)

(7)

(8)

которое обращается в нуль лишь асимптотически и, следовательно, 
не имеет „края”. Получилось противоречие, поэтому на поставлен­
ный вопрос с необходимостью следует отрицательный ответ.

Обсудим различные определения скорости V распространения 
диффундирующих частиц.

Пусть в процессе случайного блуждания частица с вероятнос­
тью 1/2 в моменты пх (/1=1,2....... оо) „перескакивает” в соседние
точки на расстояния А. Скачок, совершаемый из каждого /-того по­
ложения, независимое событие. Тогда за ( секунд совершается (/т 
скачков. Отсюда дисперсия за I секунд

t h2— h2 = 2 — - t = 2Dt, 
т 2т

(9)

где D- — = const. Следовательно, модуль среднего отклонения с те- 
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ченпем времени изменяется по закону Дг—1 '2Dtf поэтом} естествен­
но за v принять

^=1/ —. (Ю)
dt F 2Г

Если же подсчитать суммарный путь, пройденный частицей в 
процессе случайного блуждания, то он окажется равным

Lh=UL.L=D* 
т t h h (И)

и будет стремиться к бесконечности при Л-»0, D=const и конечных 
t. Следовательно, и При этом все перемещения могут быть и 
одного знака, и именно поэтому какая-то часть частиц в „облаке" 
имеет конечную вероятность „уйти" на бесконечность. Для того что­
бы совместить получающуюся таким образом бесконечную скорость 
распространения частиц с конечной дисперсией, и вводится предпо­
ложение о бесконечной частоте осцилляции частиц (см., например. 
(*), с. 261).

При D=/=const естественно „разбить" t (или х) на участки, на 
которых D можно считать постоянным, и подсчитать дисперсию на 
каждом участке, а потом их складывать (так как „перескоки" на 
каждом участке — суть независимые события, то их дисперсии 
складываются).

При описании диффузии в неограниченную и полуограниченную 
области (именно эти случаи мы обсуждаем) правомочна подстановка 
Больцмана (6) u-xj^/Dt. Тогда изоконцентрационный профиль

р(х, t) = const распространяется со скоростью, определяе­

мой из условия x = 2\ft (где f некоторая постоянная).
Заметим, что определения v, за исключением данного с помощью 

формулы (11),—макроскопические и, в сущности, совпадающие. Опре­
деление же V, данное с помощью (11), являясь микроскопическим, про­
тиворечит не только макроскопическим определениям, но и фундамен­
тальному физическому принципу, требующему конечной скорости рас­
пространения частиц. При этом даже введение бесконечной частоты 
и осцилляции не снимает этого противоречия, ибо «край облака» по- 
прежнему будет мгновенно «уходить» на бесконечность.

Для преодоления этого противоречия заметим, что эволюция плот­
ности диффундирующих частиц на самом «краю облака» будет описы­
ваться уравнением (5), являющимся уравнением Фоккера—Планка. 
Как было показано выше, это обстоятельство является следствием уче­
та конечной скорости распространения частиц (откуда следует и факт 
наличия «края»). Поэтому скорость V, введенная с помощью (11), яв­
ляется принципиально ненаблюдаемой, так же как не может быть 
наблюдаем (из физических соображений) отдельный акт «перескока» 
частицы на расстояние А, происходящий за время т, при А֊>0, 
т֊»0. Поэтому определение V по формуле (11) лишено физическо­
го смысла. Таким образом и внутри «облака» скорость распростране­
ния частиц не бесконечна и должна определяться макроскопически. 
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Վ. Ն. 2ԱՅՐԱՊնՏՅԱՆ, ВАК Ն. 2ԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ
'Ւիֆուզիա ւի զործակցի վարքр ■’մասնիկների նապարլվող ամպի եզրին»

Դիտարկված Լ "չփոխազդող մասնիկների ամպիս ճապաղման պրոցեսը, 
երր մասնիկներր սկղրում կենտրոնացված են տարածության սահմանափակ 
սւիրու յթում ։

էյ/ներւվ դիֆուդվոդ մասնիկների շարժման արադութ յան սահմանափակ 
/ինե/ոլ иկզրո։նրից վեր/ածված Լ դիֆուզիայի գործակցի վարքը "ամպի եզ­
րումս։ Արված I, հետևյալ եզրակացությունը' "ամպիս եզրին դիֆուզիայի զոր֊ 
ծակիցր պետը !, հավասար լինի զրոյի։

Ամպի եզրին չփոխազդող մասնիկների ճապաղման պրոցեսը նկարագըր- 
վում /, ֆոկևր-Պլանկի հավասարումով։ Ստարված են այդ հավասարման գոր­
ծակիցները։
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ФИЗИКА
Р. Г. Тарханян

Термоэлектромагнитные волны в анизотропных полупроводниках 

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Г. М. Авакьянцем^21/У1 1984)

В работе (*) исследовалось влияние градиента температуры на 
диэлектрическую проницаемость анизотропных полупроводников е,у 
и было показано, что возникающий при этом высокочастотный эффект 
Нернста приводит к резкому изменению электромагнитных свойств 
кристалла. Цель настоящей статьи—изучение влияния градиента тем­
пературы на распространение высокочастотных электромагнитных 
волн в одноосных полупроводниках на основе полученного в (1) вы­
ражения для тензора еу. Это влияние оказывается весьма сущест­
венным: при наличии уТ изменяются поляризации, дисперсионные 
соотношения и другие характеристики распространяющихся волн, 
Кроме того, как будет показано, при определенных условиях волны, 
частоты которых значительно превышают частоту столкновений, могут 
испытывать «бесстолкновительное:» затухание (даже в отсутствие прос­
транственной дисперсии) либо самопроизвольное усиление за счет 
энергии электронов, дрейфующих под действием термоэлектрического 
поля и магнитного поля волн. Именно из за этих особенностей волны, 
распространяющиеся в полупроводниковой плазме при наличии в 
дальнейшем будем называть термоэлектромагнитными волнами 
(ТЭМВ).

Рассмотрим, как ив (■), одноосный полупроводник с одним сортом 
носителей заряда. Будем считать, что длина неоднородности Г/уТ зна­
чительно превышает длину свободного пробега частиц, а также дли­
ну волны рассматриваемых электромагнитных колебаний. В этом слу­
чае пространственное изменение поля можно характеризовать с по­
мощью волнового вектора: Е, Н~е! При этом уравнения Мак­
свелла принимают вид

[пН\ = ֊Ъ, \пЕ\=Н, (1)

где л=сА/ш, А=е,у£'у1 еу—тензор комплексной диэлектрической про­
ницаемости, полученный в (։) с помощью кинетического уравнения 
для функции распределения носителей тока. Дисперсионное уравне­
ние

бе1|л։8у—еу|х=0, (2)
следующее из (1), удобно исследовать в системе координат с осью 



2 > и осью х. в плоскости, содержащей оптическую ось кристалла С 
к волновой вектор А, составляющие между собой угол 8. В этой 
системе координат, используя (։), для тензора ч/ получим

։ со։*8 -з\гМ^-п-;т;гТ —п.-’^^Т‘ллг ^ 
()

(г±—։ )51п0СО50— П"^ХТ — я-1'7У7и„>

(£_ —5 )51П0СО50 
о

£±51П*0 — I СО5։5 '
(3)

где ։-(^УхГ+н»Т։Л/Р . Т=4яСН1И =(։«)9(и») ш, (4)
4-/

, . ±> ц„ = ад81п։0+}1 СО5*0, ихг= (их — Н )51п6со50, (5)
<«

|1 <х главные значения безразмерного "тензора эффективной массы 
носителей вдоль и поперек осн кристалла, , —соответствующие ве­
личины для независящей от частоты тензора диэлектрической прони­
цаемости решетки, ^(ш) и <2(<”)—кинетические коэффициенты, вычис­
ленные в (’). Используя (3), из (2) получим два дисперсионных со­
отношения для ТЭМВ:

л։-г;л-։1-֊-О, (6)
(в1з1п*в4-е СО5։0)й։—7Л[(8Х— г , )51п6соз9у.г7’-г (ехз1п։б т

+в|!со8։6)ух7’]-е1։|=0. (7)
Каждое из этих уравнений имеет по два решения для показа­

теля преломления: п¥ и л_, которые в случае полубесконечной среды 
соответствуют падающим на поверхность среды (изнутри) и отражен­
ным волнам, отличающимся знаком нормальной составляющей волно­
вого вектора. При уТ^О (6) и (7) дают

л։ = б1, (6а) /1։=еХ£ /(е±со5։б4-5|.51п։9), (7а)
первое из которых соответствует обыкновенной, а второе—необыкно­
венной волне в одноосных кристаллах. При наличии градиента тем­
пературы в безграничной среде в заданном направлении распростра­
няются по-прежнему две волны, свойства которых, однако, сущест­
венно отличаются от соответствующих свойств волн, описываемых 
(6а) и (7а). Так, из (4)—(6) следует, во первых, что при у7'^=0 по­
является зависимость показателя преломления обыкновенной волны 
от направления распространения. Во-вторых, волна перестает быть 
поперечной и изменяется характер поляризации. Действительно, при 
уГ«0 вектор электрического поля Е|| оси у, а при уу7у=0 возника­
ют составляющие Ех и Ег, причем

_Пу±ЪТ . & _„„у7֊йе8 . ЕРх-Р.Ч (8)
®±1111 Еу е±Н||(е±—е||)

Легко видеть, что в изотропном случае, а также в случае рас­
пространения волны вдоль оси кристалла (0 — 0) этот эффект невоз­
можен: волна остается поперечной, вектор ЕД. плоскости (А, у Г). В 
одноосном же кристалле при 0у=О рассматриваемая волна (6) не про­
дольна и не поперечна и обладает, вообще говоря, эллиптической
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поляризацией. Волна имеет линейную поляризацию лишь при рас­
пространении в плоскости (С, при этом показатель преломления 
зависит от угла 6 между волновым вектором и осью кристалла, так 
что волна (6) становится „необыкновенной". Влияние уГ на свойства 
необыкновенной волны оказывается менее резким. В волне (7), как 
и в (7а). вектор Е лежит в плоскости хг и в отличие от вектора ин­
дукции 5 = (£>.г, 0, 0) имеет как поперечную, так и продольную сос­
тавляющую относительно волнового вектора, причем

Ег = ДТУ-уГ—Вдг
Ех е„ ' 1 '

В частных случаях распространения вдоль (6=0) или поперек 
оси кристалла (6 = ^/2) из дисперсионного уравнения (7) отщепляется 
решение, соответствующее продольной (Д||К) волне: еа=0 в случае 
6 = 0 и е±=0 в случае 6 = тс/2. Из (5) следует, что в рассматриваемом 
приближении градиент температуры не влияет на свойства продоль 
ных волн. Оставшееся решение (7) описывает продольно-поперечную 
волну с дисперсионным соотношением

п2-п֊^2Т—ех = 0 (Юа)
в случае 6=0 и

л8—Л7угГ—е|(=0 (Юб)
в случае 6=к/2. Заметим, что несмотря на совпадение (10а) с (6), 
если в последнем положить 6 = 0, волны, описываемые ими, сущест­
венно отличаются: в волне (10а) Е=ЕХ(1, 0, п^хТ/е^, а в волне (6) 
при 6 = 0 Е=Еу(0, 1-, 0). Таким образом, вдоль оси кристалла рас­
пространяются две волны с различной поляризацией, но с одной и 
той же частотой и фазовой скоростью. В случае 6/2 такое вырож­
дение отсутствует; в этом направлении распространяются две волны 
с различными показателями преломления: волна (Юб), в которой 
Е=ЕХ(1, 0, пчухТ/е^), и волна с дисперсионным соотношением

лг—л^уг —ех = 0, (66)
ИИ

в которой Е=Еу(0, 1, Л7(1±ууТ/е.±Ц||).
Изложенные выше результаты справедливы для волн произволь­

ной частоты, распространяющихся в полупроводниках с произвольной 
степенью вырождения электронного (или дырочного) газа. Далее 
рассмотрим распространение высокочастотных (шт^1, т=т(е)—время 
релаксации носителей заряда) ТЭМВ в полупроводниках с невырож­
денной электронной плазмой. В этом случае согласно (х)

(11)

шо = 4пА/еа//и,/п масса и А/—концентрация свободных электронов,
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г параметр, определяющий характер механизма рассеяния носите­
лей. Подставляя (11) в (6) и (7), для показателей преломления 
ТЭМВ получим соответственно 

(12)

(13)

(14)

где

1‘2тс, 12 .77) —-77. ? V*7՜——ужТ,2с г т _т
<■/ резонансная частота волны (13). Из этих выражений
следует, что при распространении ТЭМВ испытывают самопроизволь­
ное усиление либо затухание в зависимости от знака величин И и 
(2,. При заданных направлениях векторов к и уТ знак этих величин 
зависит лишь от механизма расс-яния носителей заряда. Например, 
в случае а>»0 волна (12), распространяющаяся в направлении -гг, 
затухает при рассеянии на акустических фононах (г<0) и усилива­
ется при рассеянии на ионах примеси либо на оптических фононах 
при 7'^>7'о(г^>0). При заданном направлении распространения и за­
данном значении г усиление волны переходит в затухание (и наобо­
рот) в случае инверсии вектора уТ. Из (12) следует, что волна су- 

шествует лишь в области частот ----—, т. е. наличие градиен-
2шл

та температуры приводит к смешению частоты отсечки в сторону 
более высоких частот на величину ~(?7')8, что может проявляться 
на эксперименте как сдвиг края плазменного отражения. Коэффици­
ент поглощения волны (12) в области прозрачности определяется 
выражением 

и существенно зависит от взаимной ориентации векторов k, \Т и оси 
кристалла (՝. В случае волны (13) в формуле (15) следует заменить 
а на [1. Используя (4), коэффициент а можно записать в виде а — 

где
”, cos'p/cos։ 0 + — sin8 —sin20sln<]»cos<(’■ f——1), (16)

\ lln /2 ' \ М /

ф и <р -полярный и азимутальный углы вектора уТ в выбранной сис­
теме координат. Из (15) и (16) легко видеть, что при заданных зна­
чениях г, О и ч> знак коэффициента поглощения меняется на обрат­
ный при ф = <|»0, где

tg%= -H«/HxzCOS<p, (17)
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и что при 9=ф։—у (если рд>Р|) либо при :=б0--^֊ (если рх<р ) 

|т(| имеет максимум, равный
|г|в£ ш= иТ 1

Мтах = ^2՞— (Ргг+Рх.’СО38=)2 . (18)

Заметим, что в изотропном случае, а также в случаях 9=0, -/2 
поглощение имеет максимум при 6=0 либо 6 = -, а коэффициент 
поглощения меняет знак при б=~/2. В анизотропном же случае, как 
это следует из (17). появляется возможность «управлять* этими ха­
рактерными значениями ф путем изменения углов 6 и

Институт радиофизики и электроники 
Академии наук Армянской ССР

Ռ. Լ. ԹԱՐԽԱՆՅԱՆ
Թհրմոէլեկւորամագնիսակսւն ալիքներթ անիզոտրոպ կիսանաղորդիչներոԼմ

Ուսումնասիրված է ջերմ աստիճանի գրադիենտի ազդեցությունը անիզո­
տրոպ կիսահաղորդիչն երում բարձր հաճախականության էլեկտրամագնիս սլ­
կան ալիքների տարածման վրա։ Յույց է տրված, որ կտրուկ փոխվում են 
ալիքների դիսպերսիոն առնչությունները, բևեռացումը, բեկման ցուցիչները 
և որ որոշակի պայմանների առկայության դեպքում ալիքները կարող են սպոն- 
տան կերպով ուժեղանալ թերմ ոէլեկտրական դաշտի և ալիքի մ ագնիսական 
դաշտի ազդեցության տակ դրեյֆող աղատ լիցքակիրների էներգիայի հաշվին։ 
Ստացված է բացահայտ արտահայտություն ալիքների կլանման գործակցի 
համար։ Թերմոէլեկտրամագնիս ական ալիքների փորձնական հետազոտումը 
կարող է արժեքավոր ինֆորմացիա տայ կիսահաղորդիչներում լիցքակիրների 
ցրման մեխանիզմի վերաբերյալ։

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱ ԿԱՆՈ Ի Թ 3 Ո ԻՆ
1 Р. Г. Тарханян, ДАН АрмССР, т. 78, № 3 (1984).
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ЭНТОМОЛОГИЯ

С. А. Вардикяи

Новые виды пядениц из рода Eupithecia Gurt. 
(Lepidoptera, Geometridae) из Армении

(Представлено чл.-корр. АН АрмССР С. О. Мовсесяном 7/1Х 1984)

При обработке материала по ролу Eupithecia Curt, нами обна­
ружены дна новых вида, описание которых приводится ниже.

I. Eupithecia dinaria Wardikjan sp. nov. (рис. 1).

Рис. 1. Eupithecia dlnarla Wardikjan sp. nov.

Размах крыльев 15 16 мм. Усики нитевидные. Передние и задние 
крылья сероватые с неясно выраженными поперечными перевязями, 
которые более четко выражены у переднего края передних крыльев, 
а к заднему краю исчезают. На вершине передних крыльев имеется 
темное пятно . На жилках имеется скопление темных чешуек, поэтому 
хорошо выделяется жилкование крыльев. Срединная ячейка более 
светлая, на вершине ее расположено узкое, поперечно-удлиненное ерз- 
дипиос пятно.

Задние крылья более монотонной окраски с едва заметными пере­
вязями и срединным пятном. Внутренний край задних крыльев темнее. 
Бахрома двухцветная: внутренняя полоса темнее, внешняя светлее.

Генитальный аппарат самца (рис. 2).
Вальвы лепестковидные с хорошо склеротизованным дорзальным 

кантом, в виде узкой полосы. Ункус небольшой, конусовидный, остро­
конечный. Саккус вытянутый, достаточно склеротизованный с округ­
лым внешним краем. Эдеагус прямой, цилиндрический с небольшим 
расширением у основания. На парс ннфлабилис имеется пара склеро- 
гпзованных удлиненных пластинок с зазубренными краями. Вентраль- 
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пая пластинка продольно разделена на две половинки, которые у верх­
него края соединены узкой перемычкой. Верхняя часть этих пластинок 
округлая, а нижняя в виде узкого, дугообразно изогнутого остроконеч­
ного отростка.

По окраске, по рисунку крыла и по строению генитального аппа­
рата данный вид сближается с видом Е. эПешсоЫа. У описываемого

Рис. 2. ЕирПЬес1а Шпана ^'агсШфп .чр. поу. Половой 
аппарат самца

нового вида вальвы более узкие, ункус остроконечный, склеротпзован- 
ные пластинки на парс инфлабилис совершенно другой формы (две 
пластинки удлиненной формы с зазубренными краями). Резко отли­
чается также по форме вентральной пластинки.

Тип (самец)—окр. Еревана (зоопарк) 24.IX.1957 г. (Вардикян), 
хранится в коллекциях Института зоологии Академии наук Армянской 
ССР. Вид назван в честь моей внучки.

2. ЕирКЬеаа Ьат1еП Магс11к)ап зр. поу. (рис. 3).

Рис. 3. ЕирИйесЬт 11ат1е11 \VardlkJan зр. поу.

Размах крыльев 16—17 мм. Усики нитевидные. Передние и зад­
ние крылья имеют монотонную окраску, покрыты светло-серыми чешуй­
ками. На фоне обоих крыльев выделяется по одному срединному пят­
ну. Срединное пятно на передних крыльях поперечно-удлиненпой фор­
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мы, на задних крыльях округлой формы. Имеется едва заметная по­
перечная наружная перевязь на передних и внутренняя па задних 
крыльях.

Генитальный аппарат самца (рис. 4, А).
Вальвы лепестковидные с явно выраженным дорзальным кантом. 

Ункус на вершине с неглубокой выемкой разделен на две лопасти. 
Саккус вытянутый с округлым внешним краем. Вентральная пластин­
ка треугольной формы с небольшой выемкой по переднему краю. Уз­
кая часть вентральной пластинки с боков имеет склеротизованные ло-

Рпс. 4. Еир!111ес1а йапИеИ \Уаг<11к]ап ар. поу. Я—половой аппаратсамца; 
Б—половой аппарат самки

лоски. Эдеагус широкий, цилиндрический с несколькими склсротизэ- 
ваниыми пластинками различной формы, покрытыми мелкими шипп- 
ками, на парс инфлабилисе.

Генитальный аппарат самки (рис. 4, Б).
Анальные сосочки удлиненные с явно выраженными апофизами. 

Совокупительное отверстие широкое, перепончатое, округлой формы. 
Копулятивная сумка грушевидная. Внутренняя поверхность округлого 
дна покрыта крупными шипами. Проток копулятивной сумки широкий, 
с боковыми широкими пластинками. От основания копулятивной сумки 
отходит широкий, перепончатый семенной проток. У основания сумки, 
на месте, где отходит семенной проток, имеется ряд склеротизованных 
мелких шипиков.

Указанный вид близок к Е. 1’п1пса1а, отличается от пего окраской 
тела, двувершпнным ункусом, склсротизованпой пластинкой на парс ин- 
флабилис у основания эдеагуса. Генитальный аппарат самки отличает­
ся ио форме и расположению шипиков на внутренней поверхности ко­
пулятивной сумки п по форме и степени склеротизации протока сумки.
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Тип (самец и аллотип (самка))—окр. Еревана зоопарк) 1.Х.1958г- 
(Вардикян), хранится в коллекциях Института зоологии Академии на­
ук Армянской ССР. Вид назван в честь сотрудника института, приняв­
шего активное участие в сборе материала.

Институт ЗООЛОГИИ
Академии наук Армянской ССР

Ա. Ա. ՎԱՐԴԻԿՅԱՆ

Երկրաչափ թիթեռների նոր տեսակներ Eupithecia Curt, սեռից Հայաստանից
Հոդվածում զետեղված է Հայաստանում հայտնաբերված երկրաչափ թի­

թեռներից երկու նոր տեսակների նկարագրությունը, որոնք պատկանում են 
Eupithecia Curt, սեռին։

նկարագրված երկու տեսակներից մեկը մոտ է կանգնած Eupithecia Sile- 
nicolata» իսկ մյուսը Eupithecia intricata տեսակներին, բայց թե արտաքին 
տեսքով և առանձնապես սեռական օրգանների կառուցվածքով խիստ տար­
բերվում են նշված տեսակներից։ Առաջին տեսակից հայտնաբերված է միայն 
արու, իսկ երկրորդ տեսակից և արու և էգ։

Հայտնաբերված նոր տեսակների տիպերը գտնվում են Հայկական ՍՍՀ 
գիտությունների ակադեմիայի կենդանաբանության ինստիտուտի հավաքա­
ծուներում է

>1 ԳԲԱԳԱթԱձ 
։>,Ե Ա ԳՆ մ քյ
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