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В [I] предложена модель изотропного разномодульного тела, уп
ругие характеристики которого непрерывно зависят от вила напряжен
ного или деформированного состояния. В основу построения модели по
ложено предположение о суnieciновинии по1енциала деформации или 
напряжений, зависящего соответственно от параметра вида напряжен
ного состояния (равного отношению среднего напряжения к интенсив
ности напряжений) или деформированного состояния (равного отноше
нию объемной деформации к интенсивности деформаций) и включаю
щего в себя как частный случаи потенциал для классического упругого 
тела Данная модель в отличие от модели [7. 8] учитывает зависимость 
диаграмм деформирования материала от вида напряженного состояния 
и позволяет описать днлатапспые явления.

На простых примерах [2- 4] показано, что учет таких свойств ма
териала может в определенных случаях привести к существенному пе
рераспределению напряжений в теле. Решение более сложных задач в 
связи с нелинейностью определяющих соотношений наталкивается на 
значительные математические трудности и возможно только приблн 
женными численными методами.

В данной работе детализируются некоторые свойства модели изо
тропного ра.зномолул иного тела [I] и исследуется сходи мости метола 
поел едовател ьн ы х п р и бл и жен и й.

I. Рассмотрим потенциал напряжений для изотропного разномо
дульного тела [2], который с помощью элементарных преобразовании 
можно привести к виду

^-^■[։’-2f(Y)«0 + ?=SI (1.1)

где т-։/£0 — параметр вида деформированного состояния. — 

объемная деформация, *0= |/ е:> —интенсивность деформаций.

£//=£//— — девиатор деформаций, 0 = 3(7,/\, К и
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<?(;) - безразмерная функция вила деформированного 
ределяемая из экспериментов. При <?(■[) о потенциал 
с потенциалом для классического упругого тела.

G константы,

состояния, оп-
(1.1) совпадает



Преимущество записи потенциала (1.1) по сравнению с предложен
ным в [2] состоит в том, что член, учитывающий разномодульность ма
териала, входит аддитивно, а это облегчает анализ сходимости прнбли- 
женых методов решения краевых задач.

Зависимость напряжений от деформации можно представить в зиде

с, ֊/< 1-
9
jK|?-2û(7) i T/(ï)k0 (1.2)

где ՛{/(•() штрихом обозначено дифференцирование по аргу- 
х ситу функини. I ри прели рщи нальнсм иа։руж(нии ? = const и зави
симость шл'ряжт hi й (т ;:с(1 о| маиьй псьсштся линейной.
Из (1.2) найдем

с=/< с0=/< |/ - 2Ит) + ï/(ï)ho (1.3)

где з =-֊■ о/։. — среднее напряжение. ?0 | А 5 5 , интенсивноегь

напряжений, \у-- з1 - г'՝,. —девиатор напряжений.
Заметим, что введенный параметр вида деформированного состоя

ния 7 принимает значения на всей числовой оси. При этом выражения 
(1.2) и (1.3) в общем случае могут содержать особенности при 7 «О и 
7֊>оо. Для их раскрытия потребуем, чтобы конечным деформациям 
соответствовали конечные напряжения или, иными словами, исключим 
из рассмотрения класс отвердевающих материалов, которые, вообще го
воря, могут быть описаны предложенным потенциалом напряжений 
(1-1).

Следует отметить, что конечность соотношений (1.3) не нарушится, 
если к функции вида деформированного состояния добавить произволь
ную константу пли член вида а՛,2, где а некоторая постоянная. Введе
ние таких добавочных членов приведет лишь к изменению входящих н 
потенциал (1.1) коэффициентов при «2 и г֊, оставляя без изменения вид 
потенциала и член, уплывающий разномодульность материала.

Исследуем поведение <тио<; при деформированном состоянии чистого 
сдвига, когда ‘-*-0 н. следовательно, 7- 0. Конечность ~ и будет 
обеспечена, если

■/(•;) -С. при 7-и։ (1.4)

Здесь и далее С, -некоторые константы, соответствующие предельным 
значениям указанных функций.

С учетом (1.-1) и сделанного выше замечания можно без ограниче
ния общности положить (0) =0. и тогда из (КЗ) найдем

- -А'С։в0, 50 = Л'3=0 (1.5)
то есть в общем случае создание чисто сдвиговых деформаций в теле 
невозможно без наложения всестороннего растяжения (сжатия), вели
чина которого определяется интенсивностью сдвиговых деформаций.



Отмстим. что условие (1 4) заведомо будет выполняться для вся
кой функции ^(7), аналитической в нуле.

Рассмотрим случаи чисто объемной деформации, когда и 
значит 7—00. Конечность п и по будет обеспечена, если

——С, при со (1.6)
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Из (1.6) следует

/(•;) -С, при 7 •'х. (1.7)

При ЭТОМ из (13, легко получить

з = К<, зв-=-КС,е (1.8)

то есть и общем случае для с“»лзння чисто «Атомной леформацнн на 
тело должно быт։, наложено не только гидростатическое давление, но и 
сдвиговые напряжения, интенсивность которых определяется величиной 
обье.мпоп деформации

Условия || ('•). <1 7i ipv6\fo՛. ЧТОбц на бесконечности функции ви
да деформированного со։ гояния >(•;) был:՛ близка к линейной.

Равенства (1.5) и (l.b) показывают, что модель разномодульного 
тела, свойства которого определяются заданием упругого потенциала в 
виде (1.1), позволяет описать днлатаисные явления

Простейшей функцией. удовлетворяющей условиям |1 4) и (1.6), 
будет линейная функция, которая с учетом civ чанного ранее замечания 
может быть записана в виде

(1-$)
При этом соотношения (1.5) и (18) сохраняют свой вид с заменой 

констант С| и С. на Со.
2. Одним из возможных решения краевых задач для

физически нелинейных сред является метод последовательных прибли
жений. вариант которого метод упругих решений —впервые был пред
ложен для деформационной теории пластичности А А. Ильюшиным 
[5] и получил строгое обоснование в [6] и дальнейшее развитие в ра
ботах [7, 8]. Некоторые общие вопросы сходимости .методов последо
вательных приближений для сред с нелинейными определяющими соот
ношениями рассмотрены в [9].

Сходимость метода последовательных приближений для модели 
[7]. приводящей к нелинейной теории и являющейся формальным 
обобщением деформационной теории пластичности при активном нагру
жении, исследовалась в [К] В основе модели лежит предположение о 
том. что интенсивность напряжений и среднее напряжение ЯВЛЯЮТСЯ 
функциями двух аргументов интенсивности деформаций и объемной 
деформации Введение потен::::.i.՛;։ в зиле (I Н позволяет отказаться от 
ограничений п(0. «,о)=0. Мг. 0)=0, сделанных в [7], то есть описать 
материалы с более широкими свойствами и несколько упростить полу- 
чающиеся при анализе сходимости оценки.
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Заметим, что применение метода последовательных приближений 
требует выполнения георемы о единственности решения, но в данном 
случае эквивалентно требованию выпуклости потенциала (1.1) Вы
пуклость потенциала, записанного в несколько иной форме [2]. псслс 
довелась в работе [10]. Выпуклость буте; гарантирована, если в каж
дой точке будет выполнено

Из (1.1) после несложных выкладок, используя неравенство

получим квадратичную форму переменных ое,

1 д'и
К <М։м

Ц/Ч։ > <1 -??")(г’)։-2( ¥'№<> I

+ 1?-(20-274' + Т։Г)1(Ч)։
Приведем ее к каноническому виду

(2.1)
3-|2.?-27./д-(Н^У| - (2-?/ У2) I 

г 1

Квадратичная форма в правой части неравенства (2.1) положитель
но определена, если

I -Г>0, Ы2* ֊2^4 О Н*)Г1 + (2?Г-Г)>0 (2.2)
Упростим второе неравенство (2.2). Раскрыв скобки и перегруппи 

ровав члены, получим

(3-2?-|--Л)(1-^)>(/֊1)г
откуда с учетом первого неравенства (2.2) следует

(У —т)2
? - 2* + 7։>0, 1 - »" (2.3)

■л- -26֊г;г

Первое условие (2.3) означает, что функция ՛!»(,) ограничен;! свер
ху параболой.

Таким образом, при выполнении условий (2.2) пли, что разносили« 
но. (2.3) будет гарантирована единственность решения краевой задачи.

В случае представления (1.9) эти требования сведутся к очевид 
ному условию

С->0 (2.4)
3. Исследуем сходимость метода последовательных приближений 

для краевых задач, основа иных на использовании законов (1.2) и ука
жем условия, позволяющие находить обобщенные решения этих задач

Рассмотрим следующую краевую задачу 
б



Ч'./֊1֊/^0 (3.1)

"/-о (3.2)

Здесь Й объем, занятый телом и ограниченный поверхностью 
/ 2лЦ—«• Напряжения и деформации связаны соотношением (1.2). 
Входящая в (1.2) функция удовлетворяет условиям (1.4), (1.6) и 
(2.2) или (2.3).

Подставляя (1.2) в уравнения равновесия (3.1) и граничные уело 
вия (3.2), получим систему квазилинейных дифференциальных уравне
ний второго порядка относительно перемещении при соответствую
щих՛ граничных условиях, решение которой будем искать методом по
следовательных приближений. определив рекуррентные соотношения 
следующим образом:

2
-Ь -֊- /< |(2» - /о/’>)■?<*> | (3.3)

и}* ” 6 <" >«.• -I- 2<А<;; ։>Я/

= 7/1 А'С/(яЧл,'б) - ֊2-К|(2'Ь(1Г) (3.4)
3

Решение поставленной задачи получается как предел последова
тельности а(я) ПРИ 11 ֊ос-

Общая схема доказательства сходимости метода последовательных 
приближений аналогична используемой в работах [6. 8]. Рассмотрим 
линейное множество М вектор-функцин и (щ, и2. и3). дважды непрерыв
но дифференцируемых в области Й и удовлетворяющих первому усло
вию (3.2). Следует отметить, что ec.ii՛. граничные условия заданы в на 
пряжениях, то рассматриваемые нектор-функцин п должны удовлетво
рять условиям отсутствия перемещений гола как жесткого целого. Оче
видно, чю классическое решение и красной задачи (3.1). (3.21 при на I- 
лежит этому множеству.

Рассмотрим произвольные элементы и(«1։ о,, п3)£ -И, у(г։, у։, 
и определим скалярное произведение следующим образом:

(и, V)«« 1|Аци)։(у) 1 20^.(и)<?//(у)]№ (3.5)

Пополняя множество .11 предельными элементами так, чтобы су 
шествовало скалярное произведение (3.5), получим полное гильбертово 
пространство I/ функций с суммируемыми квадратами производных. 
Норма элемента в // определяется по формуле

IIй!!՛.՛ = I,/ - ЗС^О ( 3.6)



Обобщенным р< шепнем краевой задачи назовем вектор-функцию 
и(н։. //։, г/л )(_•//. удовлетворяющую равенству

/',<՛•,(Д2 1 7 '^1(1У =- О (3.7)

для произвол։.ной вектор-фупкиии У(тпг,։,<г’3)е.//. Заметим, что если не
которая функция является обобщенным решением поставленной задач;։, 
то при зтом выполняются все условия равновесия тела, если их сфор- 
мулировать с помощью принципа возможных перемещений Лагранжа, 
и обобщенное решение будет классическим, если оно дважды непре
рывно дифференцируемо в &. Первый интеграл в (3.7) существует в 
силу свойств пространства II. а для существования второго и третьего 
интегралов, как покачано в [6], следует потребовать, чтобы

л;е/,дп) Р>4- Ь€/-«(Х։) ч>- 
о 3

где Д,(О)—нормированное пространство функций, суммируемых а 
степени г по области (}.

Рассматривая (3.3) как вектор-уравнение, умножим его на вектор 
функцию у£/У и проинтегрируем по области 2 с учетом граничных 
условий (3.4). В результате получим

(цОН И, у)ц Д(у) • К

I- 4 |2'Ий>(и)-7(',,(«)?'(’)(н)Н;’(и)^/(У) ! (/<2 (3.8)
3 • ' I

где Д(У) /угм/Й 4- 
е

Записав аналогичное уравнение для /ьго приближения через 
(я 1)-е. вычитая его из (3.8) и полагая у = и(’։ ’> -и<л), найдем

ц(л 1) !;/(« ։)) (=(л 1 I) - £{л)) ֊1

- _£ [(2-;<л)_.Дп|7(л)^и)_ 0>ул-1) ։>; (л-1)|с(1 1(| (е(л+1> _ ) I

Оценим сверху полученную норму разности двух последующих 
приближений.

После несложных преобразований. учитывая неравенство 
е0(и(я> и1* :>) • К0՛՜2? ։>1 и используя теорему о среднем значении, 
получим

цИ! ։> ц(Л)^ /< ( /|У'( Л |с(-> _€И-|)| 1/(10—^'( ;2)|го(и<м-и<л֊՛))}
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■X О1" 11 ֊ «•”)</« Ч к [ 7,/(ЪЙ и<”-^-”| +

а

+ I (-$(* 11 _ 1>| + |.;<(у(,։) _ т,.?’(т,))||։,(и<”-и<-'>)} X

< 50(и(։՜ 0 —

где 7.= ^ 5*СИ'֊’>. Ь=^֊. ^>|

7.-'— • -оС1:!Г "• 7.= '-р--. «Г€14’-|։-4”1
'0 ео

Воспользовавшись тважды неравенством Буняковского, получим

1Г 1 ’.1 ՛ ՛ ( |/ <!- „(Л 1 ՛,

КА- ■ ֊֊,£?• 1-(‘։ | /<(Е<^֊£(п 1>)2_{_3(7£2(и(л)_и(л֊П)Х

X 1 1СА֊ -^ К, ■
I • 30

/<(£<■• 11-ь(?1>/-|-ЗС/?֊1и<'։ ”-иИ>)’|.'' Л'(2<л> Е<л֊|))։-‘-Зб,£*(и<я) и(”-|»)х

где введены следующие обозначения:

Л=1Г(т։)|. В, !•/(;,)-ъГ(ь)| (3.9)

I. ^֊֊ |2.у«֊»_1м-|у(Я֊1)| 4֊ |74|^(1<)֊7<Г(1<)Ц

Учитывая (3.6) и применяя интегральное неравенство Буняковско- 
го, последнее неравенство приведем к виду

Ри*4 '> и<Л,||;,^г1л и(п^’> — и1^[|2||и(0>—и<л“։)Ц2 (3.10)
где

Н.^тпах 1/ 4- А(В2+Л2)+/Ау^ (З.Ц)
Г ОС/ \ <_5(/ /

Из (3.10) При и|,]>||..7 0 получим
||ц(л м> Ц«.».| и^и(с։ и(л-1)||2 (3.12)

Из (3.12) следует [11]. что последовательные приближения сходят
ся к обобщенному решению, если

0<«Л^.<1 (3.13)

Условие (3.13) с учетом (3.11) и (3.9) означает, что должны быть 
выполнены следующие неравенства:
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(3.14)

֊ { |2И-Г) ֊7/(7) I + I тЦ’И) ֊ тГ(7) II}«-. /^+2*ч7։ < /. < 1 
30

В случае представления (1.9). когда потенциал (1.!) принимает 
вид

условия (3.14) существенно упрощаются

тах 1/ 2Л & (\ + >.< 1
У за " \ зс 7

При этом Со должно удовлетворять (2.4).
Первые два неравенства из (3.14) накладывают сущее гневные ог

раничения па вид функции 0(у), не противоречащие сделанным вы
ше предположениям о поведении функции и ее производных при 7֊*0 и 
;->оо и требованиям выпуклое!и потенциала. Третье неравенство (3.14) 
при то есть при чисто объемном деформировании в общем еду
чае может нс выполняться, и. следовательно, сходимость метола в этом 
случае может не иметь места.

В этом заключается характерное свойство рассматриваемой моде
ли разномодульного тела. Условия сходимости накладывают ограниче
ния не только на вид функции деформированного состояния, описываю
щей разномодульность материала, но и на вид деформированного со
стояния.

Эти заключения сделаны для произвольного трехмерного деформи
рованного состояния. В случае плоского деформированного состояния, 
когда параметр ; ограничен (П|^3). область сходимости метода после
довательных приближений будет значительно шире.

1'Р.П8РПЧ| 81).(‘1НГ(1|М11‘1. 1Г1ЦЧПЛ՛ Л 1П1.Р £1).^11РЧ-11,||1а 
ти.‘1.пр1։н*зпьшг1։1՛ (гпр-пч-ь и՝и.иьъ

•к 0. 'ЦЩ1ЧЦ1'!ЩЪ. 1>. «I.. 1.1ПГЦ1фЪ. II-. 1«.

II. ։!' ф п ф п ։ В

Ы.рЬи։ !.Ъ (шр։[шшу/3/
рЬтРш^рр^Ьр!! шЪ рЪ ц т т /у/////> ///г> гп[/ (ип/ р /г </////։ „у 11111411111! 114114

11и։/н[ /1Ъ11/,р/1 хУ/г/уАу// 4ин?шр "р"?1<; !) ш ч[ ш I/ц т Р нпЪЪ I. р ։! р риЛ[! ",

[IрнЪЪ/,р1 ^.1,11111141111111  и։,) I ։пшрик!п4114 'лшАшр пр 1/шI/и/Ъ
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Օձ՛ ար։ տսշշԸտտւ\ո՝. .\ր>ք>տօձշհ ^տաօօ ր՝օտ ւտօաօոշ 
ձաւրաօոսւստ ^սաաւտ

<յ. 0 ՕձՏՐձԱւ^ձՀ |–. V. ԼՕ.\Ա1<1Ի1. 1Ն I. «ձ21Ի1Օ

Տ ս ւո ու յ ր )•

1ո էհօ բրշտօոէ թօթշր տօւոօ Խտէսռտ օք շօոտԱէսէ^օ րշԽԱօոտ քօր էհշ 
րոօյս օք ւտօէրօթւօ րոս1է1րոօ<1ււ1ստ ա3էօո31տ ^1էհ շօոէւաւօստ մԸթՉոմօոԸշ 
օք ՍօքՁրտձէքօո բրօթօւ՜էէօտ օո էհօ տէրօտտ տէՅէշ Յրօ ժւտօստտ^մ. 1՝հճ <։օո76ր– 
&€Ո€6 օք է1)6 ՏՍՕՉԸՏՏ^Ը ՅթթրՕՅՉհ 1Ո0էհՕ(1 1Տ ՅՈ31\*Տ6(1 քՕք 1Ո111111ՈՕ(1111 ԱՏ 
1Ո<1էՕՈ՚31Տ.
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ZÜ.3’iÜ.։M 11112 USnbmi'MibPb WiUÆbirbUBI» SUU’iimi*
H 3 B E C T И я Л K A Д L М И И И Л У К Л 1’ М ЯНСКОЙ ССР

ir4'"‘'r'hul •■Vin. V ТЙ Механика

УДК 539.3 : 534.1

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ТОНКОГО УПРУГОГО ВКЛЮЧЕНИЯ 
с трещиной в кусочно-однородной плоскости

I РНЛИЦКИП Д В. ЕВТУШЕНКО л л

Решена «адача линейной теории упругости для двух спаянных раз
нородных полуплоскостей с трещиной на прямой линии раздела мате
риалов и перпендикулярно ей расположенным гонким упругим включе
нием. Путем использования интегрального преобразования Медлина 
получена разрешающая система сингулярных интегральных уравнений 
относительно функций скачка напряжений и перемещений на берегах 
включения и трещины. Численные результаты представлены для коэф
фициентов интенсивности напряжений на торцах включения.

I. Рассмотрим кусочно-однородную пластину, содержащую трещи
ну и упругое включение (фиг. I). Трещина занимает отрезок [ — с. <] 
оси №= 0. а включение расположено вдоль оси симметрии внутри одной

из полуплоскостей и имеет длину 2а0- Ь—а, ширину 2//0. К пластине 
приложены растягивающие усилия с0, =։ и з, на бесконечности. При 
этом должно выполняться соотношение

(1 г7-։)!1։3!—( I т x«)lxi3j I (•$ ֊zï)'4 (^—zi)?sl-u
| 3—4։7—для плоской деформации;

1 1 '?՛'( 1 + ~ -1ЛЯ обобщенно! о плоского напряженного состоя-
12



ния; 1 £,.» '( соответственно модуль Юнга и коэф
фициент Пуассона материала матрицы (/=1, 2) и включения 
(7 = 0). Для элементов упругих полей примем следующие обоз
начения: ^—компоненты напряжений, иг, мв—составляющие
вектора смещений пластины, записанные в полярной системе коорди
нат (г, 0) с началом в центре разреза; .У( г) —нормальное усилие в 
сечении включения.

Граничные условия задачи

0) = П) 0, 0<г<о©

~֊А(И. т?<г</>

֊'2) = тм(г, тг/2), т։и(г, П/2)=Т,М(Г, ֊/2), -с<г<с

« 2)֊//.,(г, -/2)|--=֊й1(г), ֊с<г<с 
0Г

•֊1Мг-"'2) -/2)1 = ֊^2(г), -с<г<? <1-1)
()г

Взаимодействие включения с матрицей при условии идеального их 
механического контакта и равенстве поперечных деформаций кромок 
прослойки описывают соотношения [I]

«|0(Г, -) (2 /.„) ( 3 у v

Ъ г
N(r) - N(b} J - h„6($, z)(ls— ~ | ֊„(,(5, -)ds, (1.2)

,lo J «о Ja «
Согласно [2] трапсформанi։. Медлина напряжений i перемещений 

имеют вид

АЦг’зДг, 0), s| 2Z(s 1)|Д։$ехр (Zs5)-f-B,(s 1) exp (f(s4-2)0)

- /^схр(-/(х֊2)(/) ]

Л11 r-bt(r, 6), $ ] ֊ — | Д/S exp (Zs$) • -։r 1) exp (/(x 2)0) ■-
14

4- хД-exp ( -/(s+2)0)|

»/(r.6) a.ir.'a (1.3)
(J;՛ ()r

Alt Bj (/- 1,2) комплексные |։ункщп: параметра преобразования s. 
Введем обозначения
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Л = С։4֊*СГ Л1ся+/С։. 4S-C։‘/Ce, В, CTHCR

Подставляя выражения (1.3) в граничные условия (1.1), записанные в 
пространстве изображении интегрального преобразования .Челлини, 
приходим к системе восьми линейных алгебраических уравнении

sCer(n2)Ca 0, sCe4 (Я1-г։)С$=0

sslnGjCj sens6,С 4($ ֊2) sin'^Cj : (s4-2) со$ОгС.։
-t(s-t-l)

s sin 0аС։ 4- s cos Oac։ r (s 4-1 —z։) sin %C3 г (s 4֊ 1 /,) cos 52C։ =
2(s֊r-H

ssin -r scos^Cj—(s 2) sin О/'з —(.$ 2) co$9։C4—

— xsinOjCj, 4 (S+2)sinGjC: 0

s cos OjC։ — s sin r\C2 — scos fijCj 4֊ s sin 0։C։ - 4֊ scos^C- «=• 0

///[scosOjCj ssin6։C2 — (s 1 z։)cosG։C3 ($ : 1 ) /,) sinO.C.|-

s cos GjC5 4՜ (H ' I z3) cos 0։C- - —
s -I-1

/n[ssinO,C։ j-scosQjCj (.9-bl —Xj)sinO։C3 (s ■ I— •/,) cosG։C։|

— ssinO։Cj4 (s 1 —zg) s-n ^C. -
*4-1

W = p։/Jij, 9;-/r.9;2. f?(s)= I /;(r)rX1Wr,

a

G,(s)= ^g,(r)r”>dr (/ = 1,2) 

a

Решение этой системы позволяет определить G(si (/г-1, . . 8) в
зависимости от функций G(^), G(s) ( / 1. 2)

Ce = Cft = 0

с = ֊ cosQ< с (*+l-*i)G(s)-2p,(-,?
slnGj 8 45(s4-i)(i-|_z.i)S].|(j։

С,= —----- -։--------{[($ D/H^/nJsin^Gjs)
s(s4-l)Wj/n։

[($ i)w2 • /z։1|cosG1G։(S)} -

7֊—-77—• l)(2s-2 Z։) we|/-։(.s) - 
4s($4֊l) (14֊*j)

— 2uJ/?z.1(s4 1)(2s4-3) I- z»e|G(s)J
c .= _ cosO, c G(s)-2:s/5(s)

sin6՜ ‘ 4(s t 1)(14 z։)slnO2

r =_±2____
(s-i-l)Wi

|slnOjCz։(s) -rCOs0։G։(s)| -

wr,I (2s4 2—/,)G(S)- 2?h( ■ 3)/'2(s)i 
4(s4-l) (H*i)
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С5 =--------- —-------- -  {[(5 4 1)ш։ /л։|5։։։0//։(5)-|($4 1)"Ч֊1֊^21050/4(5))
5(5— 1)/7/։М58|цО}

т |
4$(5-|-1)51п02 I

* 2-,_£±2 ^з_£±1 Л։(։)1
т} т* Шу т2 ]

Нг
(5-г 1)/иа$1п%

|яп10,(7։(5) со501б։($)|
ж | Л\(5)-2нхЛ'г(5)|

•1(5 [ 1)/я2$!пОа

тх-\ гШ7.}, т9—т тл- I т, т4-т՝/-х Г7!6 = т. Н12

(1.4)

Подставляя значения Сг,(.$) (&-1, ...81 (1.4) в соотношения (1.3), 
находим на линиях &=—/2 и 6=.т

Л1|г==, (г, -'2), 5|֊-;։{1^0։О\(5) —/С1й9//г(л) .г|О՝2(5) - П 1

4Н(1 : 7,)СО5б,] 4125 + 3 Л /ЛД25 - 2 -7.։) ,Лп|/?1(5)-2Н{2(5г2) 

////251-3' ■[ /?/,.|/-2(5)} Н4(] )/։)51пб1] ։{[25֊г1֊ у1 2—*,) -

Л'/6|Л։(5) 2ч։|2(5 4 1 )֊//?/25 3) /ив|/ч(5)}

.'И|гг֊|б(,(г, г). 5] \^(тхтг) 4[(25 }֊\)т2—тл |(соз9։) ’</։($)֊ |(2$ г

41>3 ^11(81^0 ’{1(^-1^,4-[^5(254 1)(254

- 2 /.,) ! «1,|(81пО8)֊։|Л;(5)42и։|2с1?г>։-|///$(254

г 1)(2$ ?3)4^в](8.1п92)՜

Л1 Г2 <М'. 
дг

5 =/м(2/н։т։)-1{|(2$4х1 ; 2)т2 -/?/1](со891)-։С?։(5)4

4|(28-Ь2֊К>, Ьда։1(81п0։)֊1О2(5)} 14н։(14՝4)|

41^(2$ 2 -7.։)х(2542 1-х։) 1 «в|($1п08)֊։|/;,1($)-2«11(%։—1)с^1 г
-| 1/7Ц25 }֊>•։֊2)(28^-3)Ч֊/Лв|Х(§1в52)

■ ,111 т2 ,п1
н ~ I1։ ’ ‘12^՜гп2—тх

(1.5)

Применяя к выражениям (1.5) формулы обращения шпигрального 
преобразования Меллнва [31 и используя при этом некоторые таблич
ные интегралы [4], получаем

-։г,в(С-'2)-/ли6(г. -/2) = 1 рг,(О ШИ

о

ък'Л'*) гЛтги)|-
2(1 ֊г՜-^

о

/։)Н—/л,.[(24

-1/г |(3 /11тг (1 /,)4—т:\ (4 -4)^4
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-/7/л(У,2-Згг)]

1
— — ///яI 15

1
7,4

/>
14 С

и

■\т0 -+-/> |2(?-г’)-/МЗг.8-^)|—- 
7/ ֊ Г2

(1.6)

’1Ю($. “) - -------- !--------

2(1-41)*

ь

11

- -I- т
I*. 4- 5

ц*4 Зул - ь.2)
(14 *)а

2(.3֊-/,)(2г<4-У)

(14-*)*

-"Ь

I

дз

4№

. 1<2՜ 1 "?п 1
7;-Ь$

!>

-г -
(Н з

а
5

6$
(’-.+5)’ (ГН֊* )2

(Зт.+т.) I
2(14-5) I

21>1
т,т

«, |

֊)

5'4 *2
• №

1

о

о

2н(1֊К)- 3
а

(4—/4)/7/5-; тк\^ 1
2(14-5) ) ' 2(1-4,);:

2(5՜: у-1)(2у, Л՜)

7Па(4-7.()-2-/ч5г

Соотношения (1.6), 
ноет,

1/1 , • 1/1п
.3? —л3 
;։ -Н*

</'

—։------- //I
>3—5

к

4$* 6$
(У^ 5)3 (уз + х)2

I 4(5’ Зул и4г։3)! т ---------------!----------,-—
(г.г^У

; 3(2'! ) (/л .
Ч + З

/п
/п./п.

/Л։

(К

Г«2 и
О

/;/։ • т 2

о

г-(2т/,)52
4^

Ср, 

? №

(1 7)

(1.7) имеют .место при любых значениях г, в част-

~1г'1(Г' *ЧОо(/*' -/2) — “р«)(Г. “•’/2) Г։ (1.8)

•|«(г. (г. п)“1 ՝мв(г’
дщг(г, ֊) ■' -\Г, .֊) <///’,|,г. Г)

дг ог дг

(1.9)

16



'| -г '"ба՛ А'?г—напряжения и перемещения в теле при отсутствии 
включения и трещины, вызванные заданной внешней нагрузкой; звез
дочкой отмечены возмущенные величины, обусловленные наличием 
включения. Подставляя соотношения (1.6) в равенство (1.8), а (1.7) — 
в условия взаимодействия (1.2), с учетом, представления (1.9) и формул

(՛ г

а а

<> е-

а л а

( $1ЯП (г -х)/.(0с^ г 4 \//(з№

№ С
ргДОх) четная функция по |#а(О |/^(01 (четная функ-

0 " -с
ПНЯ ПО С ] (7/

с
I ^։(0Х (четная функция по р|£։(0-Н'£։(0[ (четная функ-

8»
ция по I ((Н (1.10)

приходим к системе трех сингулярных интегральных уравнений

<~У

‘■3>
"(Г-Д)

;։^(у) * I6(Л у) ЫПс/1 - ֊[-.К.5(у.-։2)-֊к?,9(у, г/2)( 
, -I .) 7։

?
Ш*)

-1<у<1
։

М0^-'3 5(л-/)^(/)^ —

֊ \Н(1. .ф1>(0Л Г\(х)

/) ■>.(/)(//+ ( Л/,(/. л-)Ф(0^^Я(^)

~։<л<1 (1.Н)

Здесь обозначено

Р/(Л л)=(?1/(Л -V) 4 8и0р.ч(л Х) (3 Го)

/7(/, х) /7։(/, л-)-^ 8։'-0/72(/, Д'),ц3 /<,), 5(л -0 = sigп(x /)

Л(Лу) = (I*

2(1֊гх։)г.
((3 1/.,)?-(! /։)с’у2 /«5[(4т/1ЬЧ-х։с2/(|Х

'2 Известия АН Армянский ССР, Механика, М- 3
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X - tf\ - 1 - I (Ն 1(34 'i)V֊(l- *։)<?/֊/Հ,|(2 4 ն)^“
7,4 է-y’ V I t*y3

X —ւ- +^l[2(Y--ty)-/?My?-3fy)|--֊—+we
tj-I г’у2 I y4o'։
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Л(։) |ш։п(р0,н։)л*։|։ ■>,(։."К ф(у) яД^у) -Н£։(о՛) 

%(0-//(>}) (/-■=։, 2). -гу. «О (л л) 2. £0 (£֊М)/2 
у _ | ^4-^0. <7^0 5 _ | <70л- |Л0, а^О

I М. а = 0 1 Ьх, (7 = 0

а* _ | а0, й-ДО г> = | 0. а^О
| Ь, а-=0 I I. а=0

Если о>0, то для однозначной разрешимости системы сингулярных 
интегральных уравненлй (1.11) к ней следует прибавить условия

I I
Сф(О<«=0, (/-1.2) (1.12)

-I -1
При и 0 из соотношения Н 10) получаем

ии(х, г.) М'М/ ։ ֊֊• | >2(О^4֊«1"(1. ")
~ -։ -1

Интегрируя условия (1.11) и отделяя действительную и мнимую части, 
имеем

У
«1*(у, “ 2) — «..„(у, “/2) —Нт Ф(0Л + 1т |С|

о
у

«1б(у.--2) — лн,(у. г:'2) - —г Яе | Ф(Л(# • Ре |С|

о 
1

С= с | <1 (/)^/ 
о

Отсюда, учитывая свойства функнин <!(/), находим
1

1т[Ср— Ф(О^
" -Л

и. поскольку.

«1,(0, г/2) - «.до, Г./2) .«р(и, т.,-2) = -.7>г.(-1. п). 
получаем 

։ 1
-֊ ф(<)<// = -֊-^ ^(/);/( + (/..л(1,г) (1.13)

“1 — 1

В случае абсолютно жесткого включения (£0 -оо) уа(х)-0 и 
и последние два уравнения системы (1.11) преобразуются в одно 
уравнение
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II ’
„ I 7^Л ’ Г (?„(/. л) + Г //,('. х)Ф(()Л= 
2'<ч(И*>)-.) .1 .1

-I - । ֊ ։
= -^Л± |л֊|<1

ах

Когда же Л‘о=О, тогда и у,(л*) 0. В этом случае имеем 
I 1 I
С | 1՛ 9։.(/, х)М0<//+ [ //,(/. л) Ф(/)^ = ,,(Л-, г

и-|у1)"3 ‘-а .) .)

интегральное уравнение, которое вместе с первым уравнением сисле՛ 
мы (1.11) описывает упругое равновесие спаянных разнородных полу 
плоскостей с трещиной на прямой линии ра щели материалов и перпсн 
дикулярно ей расположенной трещиной внутри одной из иолуплоскос 
1СН.

Приближенное решение системы сингулярных интегральных урав 
пений (1.11) будем искать методом коллокаций (5, 6]. Пусть

Ф(0 (1 —/)՞ (Н-/)'’Ф*(/). * = --£• л”’ Н 1 1,Н7
2 2г Ь-5

•?)(о֊-(1-/2)-|/2'?;(о, оо. мо=(1 « о

Тогда из (1.11) —(1.13) получаем
.м а 2 .V ।
1 —— Ф* (6«) -/ V V ад’/ДГл. у.։г:<(/л) - ֊ ֊ 1^(У>1
«1=1 *гн У к /=1 «г-1

- -'Л(х; -/..,) ֊ <?,(/... л.) •?;(/.,)-}֊ 
“(* л — А;)

֊֊^։—--0,((- V ......г,)<!>(/„,)
~(/л Х,<) | г/1 [

“(Гп — X;)
/..) 1 .г.)

+ 2 х,)Ф(Г„) Р,(х։) (1.|‘
гл֊1

V Ляф*(^)=с, V Г-у('»)֊֊-0 (/֊1.2). Л>0 (1.15
лг-и! г։—I •»'

и- ՝։ Ь ” г>1Л„.Ф(/„1)-------2——й(/и) //М1.7Т), . (1.
д ... I ‘2 . ։ 2.\ — 1

/г=1...............И֊1; V-1, л>0
.V, а=0

I I. .
1. .

Здесь

(г— I)р ■'411 </т)-о. р^' (у.) =֊о



, = 2-4*11 Г(.И-Н)Г( VI ■!-?■) Д
" (Л/֊1)Г(.и)Г(Л1+-,.+М-1)

А-(1+«)л;. Ам-(1 :«)А։М. Л--4;, о»-*. ■ • ■■ лт-п

Г(л*)—гамма-функция, Р^'^х) - полиномы Якоби.

Коэффициенты нитенспвнос։н напряжений вычисляем по формулам

7^-ЧЬ;( ՝> и '-2>I 1 т71 2(1 +7։) I 

на торцах включения и по формулам

А + г֊(1—кфФ*{1)

в вершине трешнны.
2. Численное решение системы линейных алгебраических уравне

нии (1.14), (1-15) (если п>0) и (1.14). (1.16) <«— 0) получено для 
комбинации материалов полуплоскостей алюминий-эпоксид {Е Е„, -- 
=22,47, -0,3, —0,35) в случае плоской деформации. При этом

□0=—-<>,12357. с։=1Д =2 0,26844 (алюминий-эпоксид)

с0=—-—-֊0,42857, з2=0։26844, 1,0 (эпоксид-алюминий)
1 — >։

Определение комплексных точек коллокации у< и узлов /*, являющихся 
корнями полиномов Якоби, проводилось методом Ньютона -Рафсоиа 
В качестве нулевых приближений брались точные значения корней 
соответствующих полиномов Чебышева

Для достижения относительной точности и 1% потребовалось при 
самых неблагоприятных значениях параметров задачи положить в 
(1.14-1.16) Л' = 21, А! =25.

Результаты вычислений приведенных коэффициентов интенсивнос
ти напряжений

^(А)֊/г((А)/(.-А(70) (7=1.2)

для значений относительной жесткости включения Ао=/?о//?|=0,0001: 
О 1; 0.5; 2; 10; 10000, расположенного в алюминиевой матрице, представ
лены на фиг. 2, 3. Здесь фиксировали длину включения д; = 1. его тол- 
шину //0=0.1 и исследовали влияние расстояния правого торца х = а 
на коэффициенты А] (Ь) (/ 1,2). После достижения торцом 
линии раздела материалов полуплоскостей (а 0) предполагалось 
возникновение трещины полудлины с вдоль этой линии. Зависимость 
А)’(Ь) от величины параметра с представлена в правых частях фиг. 2, 3.
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Установлено, что при А’-=0,0001 значения /г] с относительной 
точностью по более 1% совпадают с коэффициентом А՛, соответству
ющей задачи для трещины 17]. При А* 10000, а 8 получаем реше
ние задачи для абсолютно жесткого включения в однородной изо
тропной плоскости |8|.

Фиг 2

Фиг. 3

Соответствующие результаты для включения, локализованного в 
матрице из эпоксида, содержатся в табл. I. 2.
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Таблица

*!'(»> А-’(Л)

0-0001 0>1 0.5 2' 10 10000

2,0 0.9616 (1.4284 0.1172 0.01753 0.04638 0.06662
1,8 0.9566 0.4277 0.1172 0-01754 0.04645 0.06577
1.6 0.9506 0.4268 0.1171 0.0 755 0.04653 0,06695
1.4 0.9433 0.4258 0-1170 и.01756 0.01663 0,06717
1.2 0.9343 0.4245 0.1|Ь9 (•.01758 0.04675 ОЛ’6747
1.0 0.9231 0-4230 0.1168 0.01761 0,04692 0.06785
0.8 0.9090 0.42Ю 0.1167 0.017(3 0-04714 0,0683>
0.6 0.8910 0.4185 0.1165 0-01767 . 0.04745 0.06914
0.4 0.8680 0.4154 0.1162 0.01773 0.04792 0.0 031
0.2 0-8387 0.4114 0-1160 0.01782 и.04871 0.0724՝

Таблица 2

У к\\Ь) А֊(&)

0.0001 0.1 0,5 2 10 10000

04 0.8124 0.3581 0,08753 0.02213 -0.08939 0,1748
о.з 0.8339 0.3642 0.08939 ֊0.01812 -0.07303 0.1572
0.5 0.86«4 0.3818 0.Ю051 ֊0.01058 -0.06344 -0-1022
0.7 0.8975 С, 9 8 0.11244 -0.00195 -0.03759 0,9707
0.9 0.9211 0.4162 0.12375 0.00712 ֊0.02108 0.03419
1.1 0.9382 0,12>9 0.13325 0.01617 —0,00553 Г,”0192
1.3 0,9479 0.4372 0.13999 0.02454 0.00778 1 , »1Ы4
1.5 0,9493 0.4339 0.14344 0.03160 0.01846 0.04177
1.7 0-942/ 0Н261 0.14453 0.01744 0.02815 0.04595
1.9 0,9288 0.1154 0,14.63 0.04252 0,93615 0.090Н

«1$пр ин« Ч8ПР 2ii.uu.iib»- :и.рр-пы*-з1п, 1гьз> nu.ru.ii и.п-и.ач-и.ии.ъ 
ЪЬР'1-Ри.ЬЬ ФП11(и.9.|И!>И11՝Р-3111Ч|1! лМ!’ 2Ь8

•К Ч. ГИ,1՝1.1’3‘|1’3. II.. II.. ЬЧ$ПМ;1ЛЫ1

II. «Г ф II ||| II I Ь'

йи/шу^икЬ / Ьр!/п1 /1ршр 1/41/1/1116 /ипш^ча^/шЪ ттршиЬп 1{/1иш-

'՝и1рРтр11пЪЬ(>[г[1 /иЬ 4/1/1 /тбпси р, прпЪр н/1ир 111’11141/11 и) !>">> 1/п/р1шЪ 1/6/1 Ър- 

/ци/Ърш/ &шр, рЪ/и/Ьц ЪшЬ ^/нпцишр^рс/} риЪЪЬррд прЫ, ЛЛуий &шр/1Ъ 
Ы/11/рш1/р //ш/нп/ /, 4и/и>11( а/гр'/пш/ш //А1 бшрр: Ь Ь//1'11/1 /1՝11411>чри1/ лЬипрп/шч- 

р/шЪ 01/И1Ш1/п[1^п1 б т/ //шптц։/ шб / /1116111/ рЪ т !>//р ш / бии/шишрии^Ьр/! 
и/чплЬб/и Р՝1/т1/Л1 шрг/рпЪрЬЬрр 'ьЬр^шра/р/шб 1<11 /чцпибЪЬр/! /1Ът 1/1/ и/и/пг • 
Р/шЪ 11прЛш1//1р)11/р/1 бшбшр:
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interaction of the thin elastic inclusion with crack
IN BONDED HALF-PLANES

D. V. GR1UTSKI, A. A. JEVTUSHENKO

S ։j hi tit a r y

The solution is given for two bonded Isotropic linearly elastli 
half-planes of different elastic properties having a crack along the Inter 
face as well as a perpendicular incl islon In one of the half-plane: 
which may intersect the Interface crack. The appropriate integral e<|ua 
lions have been developed through the use of Mellin transforms.

Numerical results are presented for the stress intensity factors.
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Ж31|Ц.1|ЦЛ. II1Ц <Ы'8ЛЬР;ЗП1'ЪЪЬР1՛ ll.bU.4birbll.8l՛ 8ЬДЬЬЦ.%ЬР 
Известия I к ад । ми и нл у к а р и я и < к оп с ср

1П.|ишй|111и. XXX МП. № 3. 1985

УДК 534.221

РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ О СОУДАРЕНИИ ТЕЛ, 
ОГРАНИЧЕННЫХ УПРУГ ИМИ ПОЛУПЛОСКОСТЯМИ I

МА1>ТИ1>0< ЯП А !1„ САФАРЯН 10. С.

Решение задачи о соударении стержней со свободными поверхнос
тями методом Смирнова—Соболева гапо в [1, 2]. Задачи о соударении 
плоских и осесимметричных тел при наличии смешанных условий ме
тодом интегральных преобразований решены в [3, 4] Применением ме
тода обращения интегральных преобразовании [5, 6] решение приво
дится к форме Смирнова Соболева. Вместе с гем асимптотика реше
ния получается значительно проще, чем в [I]. Задачи для точечных им
пульсов методом плоских волн были рассмотрены в [ 10]. Решения ди
намических гадач 1сорпн упру.՛ости методом интегральных преобразо 
вапнн даны в [6]. [7], [8], [9].

Рассматривается задача о соударении двух полуполос с упругими 
постоянными р'. ■> и высотой 2А, ограниченных с обеих сторон упру
гими полуплоскостями г/. ^А, имеющими упругие постоянные /, Р, р. В 
результате соударения образуется стой высотой 2А между упругими 
полуплоскостями. Левая но.тунолоса движется вдоль жесткой заделки 
л<0, а правая ֊ междх полуплоскостями.

Граничные условия следующие;

у А, /.՛ = //', ?-«/, 7уу-зуу, 5х>=а'гу, л*>0

•у'® г՛-О, -։у-зч. О, л'<0 (1)

где п, г»—компоненты перемещений по осям .-V, У в полуплоскостях, 
суу—тензора напряжений. штрих обозначает величины, относя

щиеся к сло.о. Условия на ребре имеют вид и, и, и', в'=О(/л2-|-(у- |А|Н 
при д-֊-0. у -0. Для случая А о- решение одномерно и имеет вид 
1И

В £,։=о (2)
Ох и \ а' /

где = I ՛՛ , I у-скорость полуполос до соударения, начало
Г 9՛

координат О выбрано в середине слоя, ось х направлена по его 
средней линии, ось у шерх.

В силу симметрии рассматривается движение слоя и иолуплоскос- 
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тей для у>0. причем высота Л считается значительно меньше харяк* 
терной длины а(. Рассмотрена асимптотика решения для |х|, значи
тельно больших /։.

Для перемещений имеет место 

где -> удовлетворяют волновым уравнениям со скоростями а, /- 
а — I Ll,2!4 , b= 1, JL, р—плотность среды.

՛ Р ՛ р
В силу четности и и нечетности т՛՛ по у, можно рассматривать 

решение у^О и полагать для преобразований по Лапласу по пере
менной t (/—время)

X >.
r = i А exp (i 7. х-Н‘?։(У * ?= ( 2?ехр(/ эх f/2(y h)}d у.

(4) 
cv гх

<?'- Д'ехр(/ял')со§ 3։уг/а -| ср0. ՛/== 11 Ä'exp(fax)slnS’,yc/T J-?„ 

где ?о’ ?о еСть решение одномерной задачи в предположении, что 
слой вырождается в плоскость (Л ос), даваемое формулой (I)

— 11«“ “2 ‘р — ■ ' и>а —
?1։2= Г сГ-~ ' '1,2 г с^“2 ’ С^и' С*~Ь' Г’=“’ С- Ь

ш =/«— частота, х —параметр преобразования Лапласа. Введем в 
слое возмущенные перемещения и пд -р / ’. г՝՜ I". Можно получить 
при малых у

«О
Ь!, \՛ и, Рехр (/хх) (Л, В = /(аД Р /(?։Д— 7 В)

= _0Д4 2/Л?Д 
р

112 = (2Ьд а>г) А'—а -I з0у).

(5)

֊ /Д (2? л, у(27а?./?' -‘З'/Г-’А'-֊
р \ р' \ 2 />'’■ /

п'А'17 4- уз՛ ^и'{], С/” = ( — А'З՛՛-՛ /?' 17 ;<,)у
где
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"<■----------тД—: ■ t>0, ^=։"'։֊2*'։)«о<’
2n</Wcr(------2 )

Введем аналитические функции ։ а верхней и нижней полуплоскостях

Г и-~о-и՛

■Г
Условия (I) можно записать в виде

{'2Ь ։я։ — оЛ)ДЧ ֊ 2'֊ Л j З./Гс/ • р'(а 1 2b’i)u^'x-\-A' —

- р( -<»’ i- 2!-Ч*)А 4- 26’ В

1»А‘ । 5,/Г + «„ • t" = (7/l t\B)i (6)

Л(7,'А' тл) г՜-—/(М-’й)

Положим Д' Л։4 Л В., в^=эолг + °Г»У

где Л,. /?, 0(1). Л.. />’. = 0(А), =;гу»О(А), *[Г,~О(А’) 

Из (G) можнт получить, что Д и В имеют порядок h. Решая уравне
ния (С) в порядке единицы методом Вннера-Хопфа. можно найти 

^ha^0. 0"=Q֊-0. l-.o. А 11ь,7о. =

Подставляя полученные значения н (5). можно заметить, что слагаемые 
с Л)։ сокращаются то слагаемыми, содержащими индекс 0. Тогда в 
порядке h можно получить из (6)

< Ьа'ЧЪ/и, (>' Ла'։3,-и„
.4 —------------- -=-----. о =------ ------------

t, 1>Г5։ & UT
(7)

А___ ^1—I—< + V՜ ]. Л- -U֊(2։7l ■- 2]" )
■ w’AS/lf/i’’ \ b-) J ‘ Л^Д ■/Ь’Ч

Подставляя (7) в первое и втрое уравнения (6). получим уравнение 
Ййнера-Хопфа и n/c.ic исключения получим уравнение

!!2К- + — («• ji-')/7t/=/(7) 
А р

(Н)
/(7). ՝)-֊(.1-։֊2(>-*)(7։ + |«о

и/*1| I ՝(>• '9 *
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Согласно |7| можно записать представление функции /(*) в виде

/(*)=/ (а) + /*(«). где /’(а) = —•/.(’), * = ™
<ч

^=У ’։֊^ * 1 |
Решение уравнения Винера Хопфа (8) имеет вид

(10) а •
Подставляя V՜ в вышеуказанную систему Винера-Хопфа, получим 
уравнения

Записывая снова/х(а).-=/}(«) ֊/[(а) и решая уравнения Винера- 
Хопфа, получим

2£'2)/ (а) , / чм -\ -—'-а’Л(р О7՛’1’
/;(?).֊, т, Х1(։)„ Г •'; Уи՜՝

Р"։ Л н(5—’)
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Подставляя (10) —(13) в (7) и используя (5). можно получить

U'-֊ V =-l֊z(։)y (14)
or I , .. а 2>։>

а'

__ дС՝' (՝ /,(?)Поскольку — ֊ -£2֊ 1------- • применяя метод обращения инте-
дх ^1 а' \-у. — »4

тральных преобразований [5|, получим решение в форме Смирнова- 
Соболева

Как видно из (9) и (13), при ?< — интегралы нс содержат иолю- 
' а

сов. причем /(я) мнимое, а 7И(»), действительное решение (15). рав
но нулю. Подобным же образом можно показать равенство нулю

членов в (15), соответствующих при а<Г— неособым интегралам. Та֊ 
' b

ки.м образом, имеются в слое продольные и поперечные волны со 
скоростями л, Ь, которые соответствуют полуплоскостям. Асимптотика 
решения задачи соударения полуполос, ограниченных упругими по
луплоскостями, имеет порядок й и волны н слое имеют те же ско
рости. что и в полуплоскостях. В отличие от этого, при р й. то есть 
для жидких полуплоскостей, также как и в случае отсутствия ве
щества в них, можно показать, что А, /7 •(). .х. система (6) вы

рождается, при этом немало и решение соответствует волнам в 
их

пластинках [3|.
В случае отсутствия смешанных граничных условий Q - 1’=0, 

и асимптотика решения примет вид

Вновь следует, что при й^О решение в слое мало и скорости волн
29



равны а к Ь. Для Д = — - 4-—— получается решение. содержащее 
дх ду

Слагаемые, соответствующие волнам со скор остями а, А В то же

время при Ь -0 получается асимптотика решения, для которой —- 
дх.

немало и совпадает с полученным другим методом решением 111. 
Для малых х задача двухмерна и требуется решение метолом ре
куррентных соотношений [3, 4|.

В полуплоскости у>А, А =----/-тогда в порядке

м0 можно получить при а О

1из / - 4А'4 - \Ц =------ Л,։2-4№ 1
А"-՛ \ (Г‘ /

I ՛ **
Вычисляя вычет при а- я0- —. где <‘0--2А'1. । ’֊_ есть ско-

ГО I
рость пластинчатых волн, можно получать аснмпт/тпку решения, ко
торая совпадает с решением соударения при наличии свободных по
верхностей, имеющим вид [1|, |3]

ди 14 /. л:\ , 2А'։ ди' ди' д-с'1 —3 ~ 3 I ► в I • •-* ՛ ————
дх ео \ с(,/ «/’ дх дх ду

где т(х)—единичная функция. В жидклстл из (0) можно получить

«г ди лТогда из — можно получить, обр пца । формуле для интегральных 
дх

преобразований |5|, решение в виде

.. , /х ту-А) 1/ /։ _ г--д± _ _ {?е_______2а?А1/йА/ • у П2
,)х ՝

Вблизи волны г 2. ,
1 ач

ди_______ _______________

При с0>а имеется плоская волна АВ (фиг. I)
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з -
‘° Со<7 /—аол' — Зл(у-//)=-Л, которая касается волны r^at.

Можно получить решение на волне АН в виде

liV'na:k’ ..
11 —— =Р—Л)1

Авторы благодаря՛! Л. Г. Багдоева за ценные советы.

ԱՌԱԱԴ11.ԿԱՆ 1|1»ՍԱՀԱՐ^Ո1^3ՈհՆՆեՐՈՎ 11 ԱԿԱՆԱՎՈՐՎԱԾ ՄԱՐ(Ո,ՆՆԵՐ1։ ՐԱԽՍ՚ԱՆ ԽԱՌՐ. ԽՆԴՐԻ ԼՈԻԾ11ԻՄՐ,
11. Ն. ՄԱՐՏԻՐ11ՍՅԱՆ, 3!11'. Ս. ՍԱՖԱՐՅԱՆ

II. մ փ ո ւ|ւ ո է մ
Դիտարկվում Լ 2/l ր ա րձր nt թյուն հ <*։ , '/ tt. սա ձղտ կան հաստատւսննևր 

էսնեէրւղ կիսաշերտերի րախման իւնղիրր, որոնք։ սահմանափակված /ւե/,ս,Շ 
ղործակի րներ ունեէքէէղ աէւաձղական կի ս ահ ա րթ ութ յունն /. րււվ: Զախ կիսա- 
յերւոր շարժվում է սյինդ ամրէորմ ան ուղղությամր, իսկ աշր կիսահարթոէ- 
թյունների միշեէ lututiu եզրային պա <ս աններով խնէքրի քՈէ,ծումր որոշվում կ 
վիներ֊Հոֆի մ /< fl աքով I: ինտեզրաք ձհաւիոիւությունն երի շյւջմամրէ Գանված է 
ր1էծէէան ասիմււքւոուոիկան վւորր ll - ի համար, րնէք սրում ի աարրերութ ւան 
հեղուկ կ ի ս ահ ա րթ ո ւք!(11էնն ր ի ղեւղրի, որոնէք համար շերտում տ արած վ ում է 
երկայնական սա/աձհ աքիրներ, ւոոաձղական կիսահ արթ ութ յունների համար 
շերտսւմ կքինեն աոաձղական կ իռ ահ աքւթութ յունն երում ղտնվող աքիրների 
արագություններին հավասար արաւրււթյտմր աքիրներ ե լուծումր 1ամեմա- 
ւոական I; 11 ֊ին։

THE SOLUTION OF MIXED PROBLEM OF IMPACT OF BODIES 
rd! NDED BY ELASTIC HALF-PLANES

a. n. Martirosian, y s. s\i-apian

S ii ։n hi a r v

The problem ol Impact ol two semlstrlps ՝.՛. Jh elastic constants 
l<p' and depth 2h bounded by elastic half-planes having elastic c cffl- 
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cients p, ;՛• is considered. The left semistrip moves along a rigid wall 
and right-between half-planes. The solution of the mixed boundary 
problem Is determined by the Winner-! lopl method an I by inversion 
of integral transformation. The asymptotics o( the solution for snail h 
Is obtained, in contrast to the case of fluid half-planes, for which the 
longitudinal plane waves propagate In the strip. In th - of elastic 
half-planes waves will occur In the strip with the speed of waves hi 
elastic half-planes and the solution proportional to fr
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈ ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻՍՏԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ А К А Д Е М И И НАУК А Р М Я н С К О Я ССР

ХХ.\\ III, № . I" . Мех л и ню.

УДК 539 3 :678.067

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ НАПРЯЖЕНИЙ В МП О ГОС Л Ой ПОП 
УПРУГОЙ ТРУБЕ

ДОРОГ!ЛИШ в. в.

В настоящей работе для решения задачи и плоском деформации 
периодически неоднородной ио толщине цилиндрически орто тронной 
грубы применен асимптотический метод осреднений [I. 2], сводящий 
неоднородную задачу к последовательности задач для однородной 
анизотропной трубы с эффективными модулями упругости. В оглнчис 
от теории эффективного модуля [3]. уже нулевое приближение по ме
тоду осреднений учитывает локальные напряжения, обусловленные 
неоднородностью материала. В работе [I] исследована зависимость 
погрешности нескольких асимптотических приближений от числа слоев и 
степени неоднородности материала ;ля |рубы. нагруженной равномер
ным внутренним давлением. Ниже аналогичное исследование в нулевом 
приближении проведено для случая неравномерной нагрузки различной 
степени локализации.

Малым параметром г в данной задаче является отношение безраз
мерной толщины трубы к числу периодов структуры, укладывающихся 
по Толщине грубы. Ограничившись в асимптотических разложениях для 
напряжений слагаемыми нулевого порядка по получим нулевое 
приближение |4|

Е о«?-#. г=1,2

£»122 ^1122 Н С,։:1С,;;ло

Они

Здесь индексам 1.2 соответствуют полярные координаты \--г, *։֊0, 
индекс (э) обозначает ' решение по теории эффективного модуля, 
С-.-ч —модули упругости. эффективные модули упругости [2[.
В случае изотропных слоев с модулем сдвига ц и коэффициентом 
Пуассона > соотношение (1) упрощается

т.н- через <<?> обозначено какое-либо осреднение периодической 
функции по периоду.

Зависимость погрешности приближенных решений о г характера 
внешней нагрузки исследуем па следующей задаче. Труба с вмутрен-
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ним радиусом а и внешним радиусом />։состоящая из 2Л1 периодически 
чередующихся однородных изотропных склеенных между собой слоев, 
находится пол действием внешней нормальной ступенчатой нагрузки

/Л если -3, - г/<^=5'2՜—?
^-1). если

Угол Р, характеризующий степень неравномерности нагрузки, варьиру
ется от л/4 до 0.

Решение подобной задачи для однородной ортотропной трубы в 
рядах Фурье дано в работе [5]. В частности, формулы для кольцевых 
напряжений имеют вид

V см(^. 1)г>՛ 'соз*6 (4)
* .0 Г-։

Здесь со- постоянные интегрирования, определяемые из граничных 
условий, тА|—корни характеристического уравнения

W.M.4 1 I <!.->(! ,՛. I -.А’2) /).5/?(Л-4';) г 2F(;2 ; 2/ ֊■ 4'.)

Поскольку 7>0, 'Г>0 и

;։_4г=4<._±_> (1 - <—>
Xl֊v и

то корпи характеристического уравнении действительные. Кратные
корни могут быть лишь при У-l или Л* ('՝ -1)։ = 0. Оба эти случая 
в рассматриваемой задаче невозможны, так как в разложении нагруз
ки (3) в ряд Фурье отсутствуют слагаемые eft 0 или k - 1

При вычисления\ в -лом рядх удерживалось 50 членов.
Приближенные решения сравнены с точным, полученным методом 

начальных параметров [6]. Погрешность оценивалась по норме

Агатах |з.Л''։"(г, 0) -'фил.1 (г, &)| шах ;>?""(г, б )|

Для трубы относи тельной ТОЛЩИНЫ Ь (I 1.1, СОСТОЯНИЯ) из стальных I: 
свинцовых слоен (Н|/.п2=15; \|==о.З; ՝՛,—0,146), погрешность решения 
по геории эффективного модуля оказалась примерно на порядок боль
ше погрешности нулевого приближения по методу осреднений, состав
ляющей в широком диапазоне изменения параметрон Р, М 3 9%. Од
нако, как видно из фигуры, при уменьшении угла |> настолько, что учас? 
ток действия локальной нагрузки сужается до величины, равной '2—3 
периодам структуры, погрешность резко возрастает.
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Таким образом, нулевое приближение по методу осреднений весь
ма Эффективно дли всех нагрузок, кроме сосредоточенных, и тем эффек
тивнее, чем больше слоев в трубе. В случае сосредоточенных нагрузок 
для применения метода осреднений нужно предварительно выделить 
особенности решения.

Автор благодарен профессору Б. Е. Иобедре за плодотворные об
суждения работы.

ԲԱԶՄԱՇԵՐՏ ԱՌԱԶԴԱԿԱՆ ԽՈՂՈՎԱԿՈՒՄ ԼԱՐՈՒՄՆԵՐ!’ 
ՈՐՈՇՄԱՆ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

Վ. Վ. ԴՈՐՈԴԻՆԻՆ

Ա մ փ ։ւ Փ ո ւ մ

Ըստ շաււաւքւ/ի պարբերաբար ս։ն • տմ աս ես ասաձէյական խողովակի 
հարթ ղքմիրւրմարիււն խնղիրր [iridijuu) է միջին արված ս> ս ի մ պ in it ա իկ մեթո- 
ղով և էփջւո, ււկէ/բնական պարամետրերի մ եթ ողով ։ Stitjy / տրված, որ մի- 
ջինարված մեթողի դբոյակսւն մ ոտավորէէէթյունր տսէ[իս / (ավ ճշաութ յան 
խնդրի աժային ե երկրաչափական պարամետրերի փսփսխման [այն ղիա- 
պաղոնէէւմ t

ON THE DETERMINATION OF STRESSES IN A WL'ETILAYER 
ELASTIC TUBE

V. V. DOROGIXIN

S ։i m hi a r y
Tlie plane strain problem has been solved lor perloillcally Inhomo

geneous along the radius elastic tube both with th՛ asymptotic method 
35 



ci h mtogem zation and exactly with the initial parameter method. It 
has been shown that zero-order approximation lender high accuracy In 
a wide rargc of ch: r.fc of ictct ar d geometric parameters of the problem.

ЛИТЕРЛТ У I»A

1 LiuXfW iw H. С. Осреднение щффсрс:!цщ։лы։ых уравнении с мастными лроизнодиы- 
мн быстро осп м..:>рую.::;|м -х^ффиш։։- тзмн - . |.\11 СССР. 1975, т. 221, № 3. 
с. 516—519.

2 Победря Г>. Г.. Горбачен В. И. С) статических сдачах упругих композитов.- Вест
ник МГУ. математики. механика, 1977. № 5. с 101-110

3 . Механика композиционных мвгерна.тое М.. Мир. 1976. 556 ։
I Горбачен В. И. Об упругом р.гчюнесии цилиндрической неоднородной ио толщине 

ipyf-.u под лей iniicM понерхкп.тных натру юк п перемещений.- Ироб.-.смы проч
ности, 1979. № 5. с. 79 63.

5 Лоросяхнн В. В. О плоской деформации бесконечной цилиндрической ортотропной 
трубы—Нзв АН Армянской ССР, Механика. i 33, № I. с. 77-79.

6 1Иен.!Ях<в Ю. А. Матричные алгоритмы в теории упругости неоднородных сред — 
Киек— Одесса Виш.-i я։коля. J977 216 с

Москонскяй институт нефтехим me Koi- н Поступила и редакцию
। адовой промышленности им. И М. Губкина З.П.1983

ЗГ‘



JUlilUiUA. UlU ’Н«8ЛН*ЗЛЬШЯ‘Ь ll.liU.'bbiri'U.BI* Sb*l.b|iU.<)«l՝l։
ИЗВЕСТИЯ Л К А Д Е М И И II Л У К Л Р М Я Н С К О И С С I»

ШфииБрри 1985 Мехаянк*

УДК 533.6

ПОВЕРХНОСТНЫЕ МАГППТОУПР’ Г1’Г. ВОЛНЫ РЭЛЕЯ 
ПРИ НАЛИЧИИ ПОПЕРЕЧНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ

ДАНОЯН 1. II, СИМОНЯН А. М.

Задача распространения v.ai ннтоупруглх воли Рэлея рассмотрена 
в работах [1—4]. Волны Рэлея для случая однокомпоисятпого магии?- 
лого поля рассмотрены в [1], где предполагается, что внешнее магнит
ное поле проникает в вакуум. Для двухкомпонентного .магнитного ноля 
волны Рэлея рассмотрены в работах [2. 4]. В [2] предполагается, что 
внешнее магнитное поле не может проникать в вакуум, велело вне чего 
на границе упругой среды возникает магнитное давление, приводящее к 
возникновению начальных напряжений. Окончательные уравнения и 
граничные условия работы [2]. как отмечается п [ I]. получены в не
корректном виде. В работе [4] рассматриваются двухпорцизльпые по
верхностные волны в случае проникновения внешнего поля з вакухм, 
причем в граничных условиях не учитываются члены, связанные с на
пряжениями Максвелла в вакууме В работе [3] исследуется поведение 
волн Рэлея в продольном магнитном поле г учетом магии.того давле
ния.

В настоящей работе, учитывая влияние начальных напряжений, 
обусловленных действием магнитного давления, исследуется сущест
вование поверхностных волн Рэлея в и щильпо проводящем упругом 
полупространстве при наличии поперечного магии muro поля.

Показывается, что для любой упругой среды возможна только од
на скорость распространения магннтох пр\ i их ноли Рэлея. Найдена кри
тическая величина напряженности магнитного ноля, зависящая от коэф
фициента Пуассона, превышение которого приводит к исчезновению 
поверхностных волн.

§ 1 Рассматривается упругая изотропная идеально проводящая 
среда, ограниченная плоскостью О.г։х3. Ось Ох< направлена ио внешней 
нормали к границе среды. Пред пол а гае ня, что среда находи гея во 
внешнем магнитном поле, вектор напряженности коюрого определяется 
следующим образом:

Но={0, 0, А70а cons:) при л'..^0

/Уо֊О при х»>Л (1.1)

Из (1.1) следует, что на поверхности упругой среды до—О залан- 
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нос магнитное поле сдовлетвбряет следующим граничным условиям 
[1֊5]:

//„• «=0. л/0:.<„= — 4° (1.2)
с

где л -единичный вектор внешней нормали к границе среды, 
вектор плотноегп поверхностного тока, г — скорость света в вакууме.

Согласно (1.1), (1.2). плотность поверхностного тока определяется 
формулой:

А-Ч'. <|:*)
4՜

где /* единичные векторы выбранной системы координат.
На Гранине среды магнитное поле, благодаря поверхностному то

ку (1.3). создаст давление, которое направлено вдоль внешней нормали 
к границе среды в определяется следующим выражением [I -5]: 

где л—магнитная проницаемость упругой среды.
Согласно (1.4) граничные условия для упругих напряжений мож

но представил, п виде

Ро- «?։= 0 ПРИ А'։ 0 О-5)

Откуда следует, что под действием ма.ншногб давления упругое 
полупространство находится н следующем начальном напряженном со
стоянии:

?5Н> (1-С)

где т коэффициент Пуассона среды.
§ 2 Для описания распространения попер постной плоской маг- 

нитоунругой волны вдоль границы полупространства л֊2==0 будем исхо
дить из линеаризованных уравнений теории магнитоупругости идеально 
проводящей среды при наличии начального напряженного состояния. 
Представляя компоненты возмущенно։о электромагнитного поля, тен
зора упругих напряжений и вектор упругого перемещения в виде

£ь /Уад + Ло (2.1)

и предполагая возмущения малыми, основные уравнения магнитоупру- 
гости после линеаризации можно записать в пиле [6—10]:

уравнения движения среды—

+ £{[го1г°։<«х//(,)]хйи.- (22)

- 1 о? г о/;,՝ ,՝ \( ()л'՝ ди'п \ /о
2 \ бх;т: аХ[ /
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векторы индуцированием г> электромагнитного поля в среде

/'֊“Г0‘1"' //'“1 (2‘”

уравнения Максвелла для вакуума—

Д£*— -1- —- = 0, ДА*-— —= 0 (2.5)
с2 д1* сл д‘*

Здесь индексом о отмочены ненозмущенные значения рассматриваемых 
величин, а без индекса их изменения в волне, знак * относится к ва
кууму, ।ь— плотность среды, > и (г постоянные Ляме, символ 
Кронекера.

Задачу будем решать в двумерной постановке, предполагая, что 
поверхностная волна распространяется я иаправлеииии оси ()х։. то есть 
будем искать решения уравнений (2.2), (2.5) в виде

«1=-п։(х1։ л։,/). иг=и^ху, х2, I), и, 0 (2.6)

Е*~Ё*(хг л-2, /), Л’ /Илу л-։,/) (2.7)

В силу (2.6), (2.7) из (2.2)—(2.-1) получаем следующие уравнения, 
описывающие распространение поверхностных волн:

д'-и, д-и„ . д'и. (У-и
"А1 <9л'/Лсг Г7Л_՛ 01՝

дгил . с/д/. . <Уи2 д-и.
е1 +с* “7—Ч ։ лз "ЯТз՜՜• ~Т<7*1 0Худх2 О Ху (/;֊

(2.8)

и соотношения, определяющие шачения индуцированного магнитного 
поля в среде

л։-.л,-о, 1՛,- ֊н°>(д-р- + г^) 
\с/л-։ дх2 /

(2.9)

В (2.8) приняты следующие обозначения:

нд (24-1)7., Ь3 - а0 З/, с3֊ г04-2х. <-о ло
/4-26

а0= ------
о

I Г' 
^0= 1-2;

<70, дг֊-=(1^ •/., с3 = //0-гх

—п х =аи’ ' Рй 8֊

(2.10)

где 0«0,5, 0<«<1, 0<՝;<0,5 (2.11)

Согласно [1—3, 8], на поверхности упругого полупространства 
должны выполняться следующие линеаризованные граничные условия:

Г- УР1 (■- 1՛2-3’ (2.12)

где возмущения компонент поверхностной силы электромагнитного
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происхождения, определяемые, в cn.iv (II). (2.9). следующим образом 
[9]:

А Ц/^Л-У.о,  ̂ (2.13)
ох»

Здесь 'Г\ компоненты :•֊•;.чира напряжении Микснолл.т в ереде в на
чальном состоянии [3]

Заметим, что и (2 13) члены, сажанные с предельными значении- 
ми возмущенного #лектрпМ2гп)нного поля и вакууме, отброшены как 
величины более высокого порядка Эго упрощении является следствием 
ОТСУТСТВИЙ внешнего МВГПНТПОГО ноля в вакууме Таким обр.т Ирв 
вышелрншпых допущениях внутренняя »апача магпнтоупруго.стн пол
ностью отделяется от внешней задачи.

I |риним.1Я во внимание -нинош- пня (1.5). (1.6) (2.6), (2.9), (2.1-0, 
граничные условнн (2.12) на поверхности среды » =0 можно предс1.'1- 
вить в виде

=0
А’/ ' <>х։ (2.14)

- ----- г (С —4 - 0 
ах.--------------дх.• I

I ле Ьл = лй I 2*-
§ 3. Будем искан, решение уравнений (2 8) в виде

и = Ал ехр(;х,)ехр(/(^л-։ — «•/)) (£ = 1.2) (3.1)

соответствующем распространению вдоль положительной осн 0х։ сипу- 
соида.н.ной поверхностной волны с частотой ф, волновым числом к, 
фазовой скоростью 15՛ = <՛>£ и амплитудой, зависящей от координаты 
л-2. .Здесь .4. — некоторые пистоян.-. -корень характеристического 
уравнения системы (2.8).

Решение (3.1) соответствует волне, амплитуда которой убывает с
ростом расстояния от границы среды, если имеет место условие 

КеЗ>0 (3.2)
где величина Рез определяет скорость затухания волны.

Подставляя (3.1) в уравнения (2 8). получим

А'/4»4.=О (Л 5= 1,2) (3.3)
где 

Л’п К.։ с44՝: А-иЛ (3.4)

Из условия совместности уравнений (3.3) получаем следующее 
характеристические уравнение для системы (2.8): 

+ /ЪК 4-Мт. А-) О (3.5)
где 
Га* (^а 4 с. г։ (д/։-»и’)(е,4։ «") (3.6)
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Огс.юда получаем характеристические корни

- f/'։K*)+(-l)'/?։(w,A) (3.7)

где
<7,-^ 4М/։ ^֊2.И3/ЛЛ (-^

(3.8)

л 3 = АаЯ,-с , Аз=а, - ел, Я, »b3 -d,

Под (3.7) понимаются го корни, которые \дов.1етворяют условию 
(3.2).

Следовательно, общее решение системы (2.8). соответствующее 
корням (3.7), получим в виде

/Ъ=Ар> ехр^л-.) exp (/(Aja-j-cmO) ($, /»1, 2) (3.9)

причт постоянные .4<-> (х, j 1, 2), согласно (3.3). удовлетворяют 
соотношениям

Л'ь(3։)А՝?=0. = ($-1.2) (3.10)

Подставляя решение (3.9) в граничные условия (2.1-1). получим

M^)A.ll»T-/-/ (3։)Af^0 ($,/=1.2) (3.11)

где приняты следующие обозначения:

/-„ = ?, ЛЖ". L^t,^ (3.12)

Условие совместное:в уравнений (3.10), (3.11), определяющее фа
зовую скорость распространения поверхностной волны, можно предста
вить в виде

Е' A-M^&/“(6)|X1(G)-X։(5)j/?։(6) = O (3.13)

Здесь

9 /г.'ш, &= -А-»., Л’(9) = 1/ .1. 
Г

ед=1 1 _о= /ч.(&)- I /м*Ж֊1)¥^՜)
14 ' V 2Ь^Г3

(3.14)
/?,0) » aX^։(4'?(G) 4 //>AgsW>;(&)

g։(9) -- (а՜(t?3 - с'з) -t- Ь3(с3-а0) IG2

£t(fi) = ֊Л p
Рассмотрим при каких значениях 0. обращающих в нуль определи
тель Д, существуют волны Рэлея.
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Из (313) видно, «[то этот вопрос сводится к исследованию ну
лей функций /{(G), 'з($)—М$) и /<р,6) при выполнонин условия

Аналогично |11] можно показать, чго волны Рэлея, соот 
ветствующпе нулям функций /.{(G) и ' ։(&) —'։(Ч. нс существуют.

Таким образом, определение скорости поверхностной годны Рэ
лея сводится к нахождению корней 0# уравнения Рэлея /?3(6)^() 
причем таких, которые у ювлетворяют условию

Im >■։

§4. Так как функции л։(0), >^(0), /.{(5) и /.{(6), входящие в ре 
шеиия (3.9) и в выражении функции Рэлея /?а(6), многозначны, т< 
следует соответствующим образом выбрать и.х однозначные ветви 
Рассматривая вышеуказанные функции на всей комплексной плоское 
ти 0, мы будем фиксировать их значения условием, чтобы они был։
положительным)! пр)! 0 /'■<, где достаточно м ал а я положительная
величина |1J, 12].

Очевидно, что 
косги G с разрезом

функция /.J(G) однозначна 
вдоль вещественной оси

на комплексной плос

-5.<б<0к

г 1

(/г -1,2) 

1
(4.

։՜
Далее, внутренний радикал, входящий

(4.2

в выражения функций
>*(0), имеет четыре точки разветвления, определяемые выражениями

I
* V />з

(4..

Следовательно, все четыре корня • могут быть или мнимы 
ми, или вещественными в зависимости от знака величины Да (.Иа<0) 
В соответствии с этим внутренни 1 радикал выражений /.*(!>) будет од 
нозначн й функцией на плоскости 0 с разрезами, соединяющими том 
ки между собой через бесконечно удаленную точку.

Из выражения >*(&) (3.1։) следует, что существование и коли 
чество точек разветвления функций >-/.-(0) зависит от знаков величн

Аа—С^>0, ^з —-'з^л ‘4 з^з 4 С>0 (4 ч

причем можно показать [12. 13]. что точками разветвления для внеш 
них радикалов >*(0) будут точки +0։ при Аг 1 и • \ при .'е-2.

Для ^(6) и £.(&) имеем

при С ^5’ (£=1,2) (4.
где

6'= I _____ <М֊2*_______ I
Г 2(։-г1)*Ч-|М* г 1)-2<]
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I_________________ flo+2x_________________ (4.6)

Сравнивая \ с параметрами 6e в зависимости от 7 и /, получим

О<G։ <'Г. fj., Ц < ос при

0<01<^GJ<^6J*^0s<Joo при х^г^х-с^ею (4.7)

где
--(1-47)1/4^6?՜

֊<А I ‘ «О

Из выражения /"(0) и ц,.(/;) следует, что в промежутке О<^6’<0,, 
согласно (4.1) и (4.5), функция /?,(0) положительна. В промежутке 

функция /<1(4 Cian •пится комплексной и, очевидно, не об- 

р.щается а нуль. В промежутке /?л(&)- /7?(0), а в проме
жутке —оо<0< -0, /?3(&) //?Д0), где

| £#) | '*-*• + |/VT^j(O)

причем и этом выражении радикалы считаются арифметическими.
На основании вышеприведенных результатов приходим к следую

щему заключению:
а) уравнение Рэлея /?а(0) — 0 для каждого 7 и z либо имеет один 

корень, удовлетворяющий условию (3.15), либо не имеет корней, удов
летворяющих этому условию, го есть в любой упругий среде в зависи
мости от величины напряженности внешнего магнитного поля либо 
распространяется поверхностная волна с единственной скоростью, либо 
такой волны не существует;

б) скорость распространения поверхностной волны зависит от па
раметров 7 их. причем для каждого 7 с увеличением магнитного поля 
скорость распространения увеличивается, оставаясь меньше. н?м ско
рость медленных магнитоупругих волн;

в) скорость поверхностных магнптоупругпх волн не зависит от 
частоты колебаний в поэтому эти волны, как и упругие поверхностные 
волны, распространяются без дисперсии;

г) для любой среды (для любого 7) существует такое критическое 
значение внешнего магнитного поля /*(7 , превышение которого приво
дит к исчезновению поверхностных волн.

Легко показать, что глубина проникновения полны Рэлея А* (то 
есть глубина, па которой амплитуда волны падает в 1/е раз), связан
ней с медленными возмущениями, определяется выражением А*՜

С увеличением величины напряженности внешнего магнитного по
ля (то есть с увеличением параметра х) Зг(6Л-) убывает, стремясь к 
нулю при X—хж, или, что го же самое, при х-х» А’, увеличиваясь, стре
мится к бссконечиосчн. Это значит, что при увеличении величины внеш
не! о магнитного поля глубина проникновения полны Рэлея у величина- 
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ется и в пределе, когда поле достигаем своего критического значения, 
глубина проникновения стремится к бесконечности, а волны Рэлеи 
превращаются и объемные волны.

На основе численного авали кт приведены таблицы и графики за* 
висимосгп скорости полны Рэлея от величины напряженности магии i 
кого поля при различных коэффициентах Пуассона. Приняты следую
щие обозначения: Л = х/б/0; Х.^ —y=|/fr.y^

/\։0лиц<: I

V/' 0.05 0.25 0.35 0.45

O.Ü 0.95 0.93 0.92 0.90
0.1 1.00 0.97 0.94 0.91
0.2 1.05 0.99 0.96 0.92.
0*3 1,10 1.03 0.99 0.94
0.4 1.15 1.06 1.00 0,96
0.5 1,19 i > 1 1.03 0.97
0.6 1.23 1.11 1.05 0,98
0.7 1.27 1.14 1.07 0.99
O.8 1.31 1.17 1.10 i .no
0.9 1.34 1.19 1 • II 1.02
1.0 1.38 1.22 1.13 1.03
Ы 1.41 1.24 1.15 1.04
1.2 1.26 1.16 l 4X5
1.3 l .28 bis 1,06
1.4 1.0 1,19 1.(3
1.5 — — 1.20 1. lu

1.41 1.31 1.21 1.10

•Легко показать, что при и—О, то сеть при отсутствии магнитного 
[юля уравнение Рэлея А\дЬ)=О превращается и уравнение, которое, 
как показано в [11]. равносильно уравнению Рэлея для изотропной 
среды Как видно из (1.7), поведение корней уравнения Рэлея изучено 
также при -х=0. Этот факт отражен на фиг. I.

В конце заметим, что имеет смысл отдельно исследовать волнн 
Рэлея при двухкомпопентном магнитном подо с учетом начал։.ном 
магиятиого давления.

Авторы благодарят профессора Багдасаряна Г. Е за постанови} 
Задачи и обсуждение результатов.
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THE SURFACE MAGNETOELASTIC RAYLEIGH WAVES IN THE 
TRANSVERSAL MAGNETIC FIELD

Z. N. DANOYAN. Л. M, SIMONIAN

S u rn m a r y

Taking Into account the effect of Initial stresses stipulated by in
homogeneity of the magnetic field, the existence of Rayleigh surface 
waves has been investigated in the presence of a perfectly conducting 
elastic semi-space in the transversal magnet.c field. It has been shown 
that for any elastic medium th are exists only ;։ single prorogation velo
city for the Sirface magnetic-elastic wave. The magnetic field critical 
value which depends on the Poisson ratio has been found, beyond 
which the surface wave vanishes.
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ИЗГИБ СЛЕГКА ИЗОГНУТОГО ОДНОРОДНОГО 
АНИЗОТРОПНОГО БРУСА

МИНАСЯН Р С.

В статье [1] И. М, Риз исследовал напряженное состояние слегка 
изогнутого однородного изотропного бруса при различных видах де
формации. В настоящей статье решается задача изгиба такого же бру
са в плоскоегп, перпендикулярной плоскости кривизны осп бруса, из 
анизотропного материала".

I. Постановки заоачн. Положим бруе из ан изотрон нбгф материала 
с одной плоскостью упругой симметрии (13 упругих постоянных), ось 
которого- плоская кривая второго порядка, отнесся к прямоугольной, 
прямолинейной системе кооп пшат хОу с началом в центре тяжести 
нижнего (закрепленного) основания. Оси Ох и Оу главные, централь
ные. Брус ограничен двумя основаниями г=0 и 1 — 1 и боковой по
верхностью [1|

/(*  + *֊,  А=0 (1.1)

Упругие постоянные бруса обозначим через /', (/,/==1, 2,
3. 4), коэффициенты Пуассона—о/ (/= 1. 2, 4).

Объемные, а также поверхностные силы на боковой поверхности 
отсутствуют. а все силы, приложенные к верхнему основанию, в зависи
мости от рассматриваемой задачи приводятся или к парс сил в плос
кости уОг или к сил , параллельной оси Оу.

Задачу решаем в линейной постановке, полагаем, что компоненты 
деформации с достаточной точностью определяются линейными члена
ми, напряжения не превосходят предел пропорциональности и опреде
ляются известными формулами [2]. [5]

:и —1 Ад2и + А(.ц?й, /=1, 2. 3: /=1, 2. 4; ~.и ~12

';я = А։ц^л }-, ' = 1,2. > 4 /, 1 = 3-1 (1.2)

причем 

где м, —смещения: к։-_.и, с. г՛, //3 ֊:.՝՛, х։ л\ х2_.у. лу г.
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Обратные формулы представятся так:

еп = /:"1 У -г/,’,-,, /. / = 1, '2. 3, 4. е4., е12 
I

&М = 1 (т.р \"з/)» ( = 1, 2> 1Ь&~ "я1’?2 ~ 1'а։ 3 О О

« = 4И', / = 3֊!

В формулах (1.4), как и в нижеприведенных (1-5). ' с одина
ковыми индексами следует приписывать знак плюс, а с различными — 
минус.

Между /!■/. /:' и з . имеют место зависимости

^д1Л ==^ /,/=1,2. 3.4. У .4* а, =0. 7=1.3. 4

£^,4 / = 2.3,4, УА^., = 0< /=1,2.4. (1.5)

/=1,2.3

при этом -5да- 1. V с„ ՝4-
Искомые компоненты напряжений *,  л-л жим у .овлство; ять 

уравнениям упругого равновесия в области I՜. занятой брус-м

^£к = о, /.7=1.2.з (1.о)

ГраНИЧНЫМ УСЛОВИЯМ На бОКОЗОЙ 1И>ВСрХ)ШС:!1

соз (//. х,) =0, /,/=1,2.3 (1.7)
/

где п—нормаль к боковой поверхности (внешняя по отношению к об
ласти V).

На верхнем основании г=/ усилия доджи:.! приводиться к за
данным внешним силовым факторам.

2. Некоторые формулы преобразовании Введем новую систему ко
ординат | 1)

:=Л’4֊Л—, 7(-=у, = г (2.11

тогда рассматриваемый слегка изогнутый брус в пространстве •/,, '
перейдет в призматический, ограниченный боковой 
/(;, 0. с основаниями —нижним '. = > и верхним *.

поверхностью 
= /.

В формулах (2.1) настолько малый параметр, что во всех 
последующих вычислениях членами с множителем .՛■“ во второй и 
выше степени пренебрегаем.

Обозначим поперечное сечение бруса в пространстве ■<„ '. че
рез 5’, а его контур—через

Зависимость между частными производными, а также между 
направляющими косинусами при переходе из пространства х. у. ? в 
пространство с указанной выше точностью, представится так:
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д а д д .. д---  =--- - = — -■ к.---
дх1 д\, дг д'. д’:

(2.2)

со$(/?, .^) = со$(//, ;<). со5(//, г) = А\с<>:>(//, :) (2.3) 

при этом как здесь, так и в дальнейшем :։ ;а т„ =а
3. Зядачп изглбя пирон сил. Положим, что нее заданные силы, 

приложенные к верхнему основанию, приводятся к паре сил с момен
том Л1, расположенной н плоскости уОг. Решение задачи п прост
ранстве •<, ’ в смешениях ищем в виде |5|

« = ?/։|3/м' г*  -= 3 (/8-Ь ֊"г ЛЗг՛', ьу = — ?<. ф 3/гха' (3.1) 

причем

Л = г ~ V*.  ~ V*)  (3.2)

к', о', а-՛' неизвестные смешения, ) = Л1./н՜: ,/։1 -£՝Л -жесткость бру
са при изгибе в пространстве •/,, относительно оси О\.

Вычислив компоненты деформаций, соответствующие смешениям 
(3 1). используя формулы преобразования (2.2). в соответствии с фор
мулами (1.2) получим

*</ = ?*■!? ’. '■> ֊։. 2. ^>=I-?*■£ ’. -»-•։*( ’>Д*:+ ’У> (33)

А*  ■= Хг=4 ; I

где -.Р —напряжения, соответствующие смещениям*  и’, и.

Уравнения равновесия (1.6) и граничные условия (1.7), с указанной 
выше точностью, представятся так: 

в области Г. занятой брусом;

о)=(1. X -§>со$(п, о)ч *.|5 Т V А' соз(п. ■/) -Z:\cos (/л. :)|— О

(3.5) 
на контуре 7. сечения У.

Задача определения нсизвсс:Шл-х напряжений удовлетворяю
щих уравнениям равновесия (3.4) и граничным условиям (3.5). решим 
Йрлуобратным методом Сеи Венана. Примем

дгФ(°> 1 /9’ф^
'■ ' * •’֊’ 2 ՝1 ••֊*  (3.6)

1?= Л->>,, -^)^г м; 1

•Термины млапряженне» н «.смешение» ысп. применяются услоино. В денстви- 
телыюстп, напряжениями и смешениями будут еоотиетстиуюшие величины, умножен
ные вл рк.

4 Известия ЛИ Армянской ССР, Механика, № 3.
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гЛе

f. (0)= r(0i v о, - " ՝ j- ; , ( ->’V ) _ \

•■!;•=я.л-|(W лл։)-А„?

^>=֊V Z57ît-z-Л, 1 — 1, 2, J = 3-l, z = ( 1)' (3.7)
< ՝V:i /

- - известная функция кручения [5|.
Непосредственной подстановкой -)1;» убеждаемся, что уравнения 

равновесия (3.4) удовлетворяются.
Из граничных условий (3.5) получим

д I <с‘> Г I 1 <, 14֊֊ в И I -L £ycos (//, I- d°>7 <'1 ds (3.8)

на контуре /., /= I. 2, / = 3—где

7р = -усо$(г, Ъ) --<ÿcos{«.;/) (3.9)

Компоненты деформаций, соответствующие напряжениям (3.6), 
удовлетворяю՛! условиям совместности Ссн-Всиапа |3] при

I. ф<։» ֊7:7*  :п (3.10)
причем.

£<՛>: ^"д^) ' ("и д՝/дг,г

1՜ â։ â1
(З.И)

В формулах (3.11) “Лп’К‘ 5Й, = М ’о’У
1

’п=ак =;• = ‘' = 1.2- / ։-' (3.12)

Итак, рассматриваемая задача приведена к бягармонпческой за
даче в области ..$՝ поперечного сечения бруса ч пространстве с, '. 

Разрешимость ее обеспечена ]3|: ------- (/=!, 2) однозначны при

обходе контура /.. Однозначна также Фс՝ при обходе того же кон
тура при
Г<"։= и = |[ |ЛЯЧ?. 0֊ .4мт1(? -։։) +

где I) жесткость бруса при кручении.
На основании г = ! усилия приводятся к заданной паре сил с 

.моментом Л/ при а(0) (Л5) 1 ։3}°)с (7:5) 7:^;^?^,,

7-1.2, /~3-7 
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4. Задача изгиба поперечной силой. Положим на основании 
г I вес заданные силы приводятся к силе IV, параллельной оси Оу. 
Пели воспользоваться заменой координат п соответствии с (2-1), то 
получим брус, ограниченный цилиндрической поверхностью и изги
баемый силой №, параллельной оси От,.

Заладимся решением рассматриваемой дачи :։ смещениях н виде 
[5]

:)Л - ֊ (17 - — АрлУ -н=;
2 \. з /

(4.1)

где /3 даны фо[ мулами (3.2)

S

? и у-известные функции, соответственно кручения и изгиба |5|. 
Значения /„ и I) приведены выше, -формулами (4.3).

Повторяя вышсиспольз( ванную последовательность вычислении, 
получим

; -.„•), т12 ^(Л5.//:-{ ?;2). -1/.-(/_;)г-ьл7(дп//;.}

Ъ, = Ч1«’ ■* »1 ’М;1 ЫI (А2)
где

// = У -’•».. I- А™՜*, =. (4.3)

Уравнения равнотесня, соответствующие напряжениям (4.2). пред
ставятся гак:

А 1: (Ж I ж.) А ■ (Ж •<,/'֊
д-1 dii

л (/ -&Н։л; • з---г1А/.=о

\՝^hi л ,//-= о
Г

(4.4)

в области V. занятой брусом, граничные условия

Vt..co$(/>, ;?) г>(МзН2֊0 -А։('— 1)1А/ : r--7-Hg>)coS(«. ;)-г

(2—i) Л ,л// cos (п, <) О
(4-5)

Vx.’cos(//, :.) .(Z-'.)| -4‘cos(.7, —2:\c<;s(?/, ;) I 1 О
7 ) I
на контуре L сечения 5: /,/֊1,2, а = 4-|֊/.

Htjk, задача свелась к определению шести компонентов напряже
ний -/j, удовлетворяющих уравнениям равновесия (4.4), граничным 
условиям (4.5), а компоненты деформаций, соответствующие - 
шести условиям совместности Сен-Венана.
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Как и предыдущую, задачу решаем полуобратиым методом, при 
• гом с целью максима ишою упрощения воспользуемся решением 

дачи изгиба парой. Итак, примем

’и=:(--!М + ' ^=-(^ + -ь|». /=1.2

."М ф,.! .'< ) '<■’ рМ (16)

•л. '■)/<-.! /Л, /.<■%.- -.֊ 'А.;=и-.?г^г : 1

где
^^^+^+'7 ’Д;֊с<П:И

гЯ| Ш

причем

/ .ч;—А/т ] А]՜*  Лвв : Д’.п т՜—
(47)

С=С Р.</е<-+</:, (1^^ I .'’ = 1.2. / = з-4
л л 1 \ ()ч / I

Р, <^Ф^\

Л(и)_, ^!Г_* а> - ’՛ ,
Значения даны формулами (3.6), аУ|- -формулами (3.1’2); в форму
лах (4.7)

= ’.\п; -’.Д'- ^' = ’гк *«< -Л’) 1/'Н

Непосредственной подстановкой убеждаемся, что первое и 
второе уравнения равновесия (4.4) удовлетворяются. Из третьего 
получим

.. ?.„// 1-^—, 7=1,2 н области 5 (4.8)

Условия совместное՜!и Сен-Вснава [3] иуду! утовленюрены, если при
мем

ЛЗ Р । 0) ,} \Д»)
. ±Ь1_, 7=1,2, /.--3-7 в области 5, (4.9)

Т
значение А14 дано формулой (3.11).



l’(о (стаилия гранитные условия (15), получим

) os (п, ;,)У (/-р<”) cos(//, ч) = V

</ф(П Р(
-——=1.1 |^Y13 | _Д| Д. :) ’ А। G

(4 Ю)

•Т’Лв(Ч\—0 ’• V? j•<) с<։) Т\ Jt/S (1.1 1)

гЛЬ<'>
Л-.лС?։ "ТЧ.) cos (//, ։) 1 А^(// —/V) cos (л, -rj -г < | ds 

на контуре /. сечения значения Т\՝' приведены выше.
Итак, рассматриваемая задача в пространстве $, ч. t свелась к 

двум плоским граничным задачам теории упругости в области S: гар
монической—определению <՛>, и бнгармопической определению Ф<’’ 
Первая определяется есловиями (4.8) и (4.10), вторая֊ условиями (4.9) 
и (4.11).

Разрешимость гармонической задачи обеспечена при а = 
- - (ед֊1 С \^-T33-Aj/)d-dr,

Что касается бнгармопической. то как 
дф<>) 
-------, а также сама функция Ф<” однозначны

сечения .8’ при с(’> ./,/> ’•
Усилия на основании г = / приводятся к 

этом

пока ։ывает проверка.

при обходе контура /.

заданной силе IV. При

, Iа*  — — 11

?J')=_(/:S) ։/
/

/ 1.2. / = 3 —/

Используя известные приемы, легко вычислить смещения и՛, г՛՛, 
к՛', соответствующие :։, (зависимость между и е\ линейная, причем

Полную систему напряжений в пространстве \, получим, 
если значения по формулам (4.6) подставим в формулы (4.2).

5. Заключение. Рассмо։репные гадачп изгиба парой сил и изгиба 
силой слегка изогнутого бруса н плоскости, перкендикуляриой плоскос
ти кривизны осп бруса, приводятся к плоским граничным задачам тео
рии упругости в плоскости поперечного сечения бруса: первая к бигар- 
моническои. вторая—к гармонической и бигармоиической.
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Даны значения всех шести компонентов напряжений. Как и следо
вали ожидать, в рассматриваемых случаях имсс| место закручивание 
бруса (члены с множителем с О). 1’111:010.01 отсутствия надавливания про
дольных волокон друг на друга н*՛  имеет места (наличие напряжений 
V ** /==։. 2).

friifMiWih hiirij.8U.TT 2u.iru.ubii- и.ыф.п5рлп| цич.1՛ тигр

0. U. 1ПЧ.11.Ц-на

U. if ф II ф II i И՛

/. р Lpliuilpi Ijiipill tjtj'uii i nnl iiniLn la'll (։ 4 nut (tn 14 \ttqp AqiiuAi 
l'lllrH,b l"*Aiiiiip  mtiuAippji l{ <tp m [I jin'll ui p p it i.[l 1 uAip псгщш'! 111 >tn у '.tap֊

pnipfiiAi r/Ays
U Lil-՝l !Al U At /1 !{ ft U 111 ՝։ llllj ill If 111p& Г, I) Ill'll UI If fl OtllllUJI]npfrnil! tltf Ill'll qp ft [ttidnufp 

pf‘P‘11‘1 !, pfi'i Iitpii tAtlilf h III ptl 1A1 pq IpiiAtliyptlAil.pp nptiftf tit'll pt

ON BENDING OH A HOMOGENEOUS ANISOTROPIC SLIGHTLY 
BENT BEAM

R. S. .MIX ASIAN

S 11 in 111 a r y

The soiiitf.Ofi to a problem for the bending of a homogeneous ani
sotropic beam is obtained by means of tlu Sen-Venaii method where 
the axis of the Learn Is a plane curve of a second order.

л II T E РАТУ PA

I /-'in П 'll b-<!i0pM3iii!!i <՝:<-;>я<Н11 VO слмбо нлбгиутрп Ч'.:.1Ч—ДЛИ СССР, 1939 
Т. 24. ВЫП. 2.

2 . Л.хницки!! С. Г. Теория ynpyroCTii пни<oi;՛ Jim:;:о М : Цугка I''՜.՜.՜. С 22—32. 
87-88. 317-320.

3 . Мусхе.книвн.'.и II. И. Некоторые кронные задачи м.иематичеекОй теории упругос
ти. Издание пятое. М—Я.: Наука, i960, с 51—61, 106—115, 513 517.

4 Ммкаслн С. К ранению .la.r.piii об уиру-.ом ранииие. :ш составного ни тиндри՛-.-с 
кого бруса. Уч ззпнехи Лз1111ЕФТЕХИ.М. 1972, № 6.

5 .‘7яй А. Математическая теория упругости. Перевод с четвертсно английского изда
ния, М -Я.: ОНТИ НКТП СССР. 1935, г 17(1 175, 315-361.

гУ.зербайджацскнй институт нефти Поступила и редакняю
и химии нм. М. Лзизбекова 30.IX. 1982

54



Н 3 В Е с т й я лк Л Д Г М II И Н Л У К \ Р М Я II С К О П С. С Р 

^У.ЗЙЦ.ЙЦ.Ъ 11112 ‘ЬЬ8П1ЧШЬМ.ЬР1’ иД»В.ЧЬ1Г1‘11.;'>1’ ЗЬТ.ЬЧЦЛН՝

1Г1|ии1Г||1|ри \.XX\ I11. .V? 3. 1985 Механик;!

УДК 519.6

ПРОГРАММНЫЕ КОНСТРУКЦИИ ДЛЯ ИГРОВЫХ ЗАДАЧ 
ПРИ 1п ЦЕЛЕВЫХ МНОЖЕСТВ\Х

ГАБРИЕЛЯН М. С.

Рассматриваются вопросы определения стратегий из различных 
классов для задач сближения и уклонения при гп полевых множествах 
на базе программных конструкций. Выделяются регулярные случаи 
соответствующих задач и определяются -жстрсмальные стратегии из 
соответствующих условий минимакса или максимина. Самым широким 
классом стратегий, используемых здесь, является класс кусочно-позици
онных стратегий.

§ I. Программное поглощение ш целей

Пусть задана система уравнений

л* =/(/» л*. 1՛) (1.0
где .^/Г: пСА’СМ',

Предполагается, что функция /( • ) у товлетворяет всем усл мшим, 
приведенным в |1|, а Р и С? заданные компакты. Предположим, что 
заданы замкнутые и ограниченные множества АЦ (Ь£/ — (1, . . .. /«)) 
в Рп Предполагается, что в отличие от постановки задач в [1| 
;У=/?Л ’.

Пусть также заданы моменты времени й*. /г^/, такие, что 
А) ’Ч . . . ■ 0«;

11редполагается также, что

А!.- |(/,х) :/=/,. 0; /.-ер(Ь ф| /(/ (1.2)

Определим программные управления и движения для отрезка време
ни 0Л|| точно тек, как в |2| (стр. 125). Сформулируем следуй - 
щие вспомогательные задачи:

Задача 1.1. Заданы < ... с, множества ЛЦ А’£/. 
удовлетворяющие условию (1.2), начальная позиции (/*. I,
։>/ )ХР\ параметры (х։.........х: |)€/?(,"|)л и выбран) {г։<,)р*.М}и.
Среди -г )^{т( ;[/й, )};| требуется найти минимизирующее управление
Л, Ц* 1 <^гл. I которое удовле;корне। следующему условию:
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МЛ. aJ) /= I........ /-I; 0Л **. V«)), j l............m} =

= mln p((։i„ Л,. />;) / I....../- 1 :<JI/.A-Ii>/։ /*, .v<։ r ), //') /-/....... m )
r r.l , I ' ' 1'(•r

где (1.3)
P((f>։.-t։-, /,”)/£/)- mln 1'"((’%. -V,. л) W\.

Функция о»: |rx;)Z/?՞. A’'՜’ ... X |/0. rx;) /?'' А*" — /?’ непрерывна 
и в области ՛՛>({/);, л՜,, /'<})>•<՝ имеет н.прерывныс частные производ
ные по всем аргументам (Л... д>‘г. Параметры л\ у —1,..., I фикси
руем.

Решение задачи 1.1 всегда существует, гак как функция »( • ) 
(1.3) зависит or всех аргументов непрерывно, а переменные Л/ = 

л;(а,. /*, л\, 7;( J зависят непрерывно от программных управле
ний-мер t множество которых замкнуто и компактно
н себе н слабой топологии

Задача 1.2. Заданы t>։ < . . . < е, множества М* !։£/, 
удовлетворяющие условию (1.2), начальная позиция (/*. л’*)€1‘Ь ։, 
•>,) /?•', параметры (л՜,.......... v.'-i)yA(/-n' . Требуется найти максимин
ное оптимальное программное управление ’jJ’V* /<Л». / .-• ։>J, 
к порос удовлетворяет следующему условию максимина:

.Ч(։)о л‘л р") / = I. 1; (», л-(Ь,.։ /*. л*? v,^). р") J—1,. . от) = 

= шэх rnjn р((1>/, х„ у=|........./֊!;(։»,•. Л'(։>/. /». Л\.
!■)' ’( )1՜'’■(■)■''(•) И
/==/........ /н) = г<°Ц/ж, л*. л-„ . . л-<_|, {М) (1.4)
Здесь также параметры х, (/-1,.... /֊1) полагаются постоянными.

Для доказательства существования решения задачи 1.2 достаточ
но показать, что максимум в (1.1) достигается. Каждое из областей 
достижимости Gv = {x: Д-(ПЛ, гл, хФ, \ >)• 'ч ,€{ >c.Jn} замкнуто в 
/?" и изменяется непрерывно по метрике Хаусдорфа зависимо от >( > 
второго игрока |2| (стр 131—132). Функционал mln (min |i»((«h, л\, /М 
/ •■= I, . . ., т) :/лС'А('Ь); I 1........ 'п\'-*х('!՛. j I, . ...м| зависит от
Gt, непрерывно, так как множества \/։........ M.,t замкнуты. Следова
тельно, этот функционал шшрерышю зависит от программных управ
лений 7( j второго игрока. Из замкнутости и компактности в себе в 
слабой топологии программных управлений второго игрока вытекает, 
что максимум в (1.4) дбётнгяегся.

§ 2. Принцип минимума и правило максимина для 
задачи сближения с ш целевыми множеси?.ами

Сформулируем принцип минимума. Предположим, что функция 
/ ((, л*, «, 1՛) имеет непрерывные частные производные по д՜' (( - 1, 
Принцип минимакса для задачи сближения будет:
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;>о

.'!с.им՛.։ 2.1. Оптимальное управление /<՛>«). (։>;_! /*<՛'>;. 
1^^/п), разрешающее за «ач\ 1 1 и порожденное нм оптимальное 
программное движение при условии

пппр((5‘/. л-. />'р /=1....... / I; (։»/.х(айл\, т/( )),/;р / /,

(2.1)
у до ял ։. ТВ О Р Я € Т р.1 Ч С! IС ТВУ

•Ч(/)/(/. л°(/). к. •։•)’£(<*«• с/г՛) ( ш!п 5\(/)/(/. л-°(/). и, г’)>,(с/г>)
,) «€/’ V

(2.2)
при почти всех /£[/*. ։»т| |», ։. М, ///');

р
_ «
МО — где $,(/)֊ решение дифференциального сравнения

/ Н
•<(/) //(Ом/) (2.3)

с краевым условшм
иг
■

Переменные л\ (7=1.
.... ։ «|

. .. / — 1) считаются постоянными.

(2-4)

Матрица
определи стс я ра в е н ст во м

Д(0 ” П I Г՜ <2-5)
/ I </Л' х*(0Р V 

а /'?£՛'(/ 1.........т) —вжторы. на которых достигается мини
мум в (1.3).

Наметим план доказательства леммы 2.1. Нз определения функ
ций 1и((։։.‘, л*., /ъ) /£/) н р( • ) (1.3) следует, что при /#£[!)/ ։, 0;). 
/ Рч.'1ьч| | ։>и I. ։>»>) (/■՛ /) элементарное изменение функционала 
и>( • ) в зависимости от элементарного изменения программных управ
лений имеет следующий влд;

Ош - \ I ---- . СЛ\(/)
Г“« | с/л; / |.<-э.л-..Ь’а).ра)» /.... * р9) ® *......

<Л*»
сЛ\; ।

I. р о

/(•:. л Д-.). и, р}‘Т (^и. (1и)с!~- V ./(/, /,)<\\(/.) -։֊ 
/-•*

/
1- | | I 2^ КД/. -)/(-^. Л*(֊), П, и)б/л(^7.

р $
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где
■ f/u)

С/Х/
•Su, т), a .S’(Z, :) фундамента.։!.нам 

I 1
матрица ре

шении уравнения

а а-. л՝(/. ") = ֊ Г(’)Я'; ($(Л /) = £’)
Затем, исходя от обратного, точно такими же рассуждениями, как 
при доказательстве леммы 36.1 из |2|. приходим к противоречию, 
которое и доказывает лемму 2.1.

Выделим регулярный случай дли задачи сближения со всеми 
множествами, Назовем элементарную программу |т,( г|/*, 0да), >. ||н 
регулярной для дайной позиции Щ, лд) л\. х։, . . Х;_։,
|}>*‘)>с), если: 1) задача 1.1 для данной позиции (/*,**) Л.ДФ ,։, «»,) 
и напора (л*։........... г. ։) при выборе этой программы д( >։ |/,, »),„).
\ (| имеет единственное по существу решение у. 2) набор векто
ров / = 1,...,м, минимизирующий (1.3) при г,( ։ = (
единственный.

Лемма 2.2. Пусть оптимальная максимизирующая элементарная 
программа д( г ‘•(°) из задачи 1.2 для данной позиции
R*. л*ж) и набора (х։,. . ., лг֊։), где ։<*»(**. л*» -г|։ .. Х/-։, |%}) >с, 
регулярна. Пусть ■<՛ и УДП (^</<?>«: !։ »,)) суть опти
мальное управление и о: гпмальног движение, разрешающие задачу 
1.2. Тогда выполняется следующее условие максимина: при почта всех 

[’Н-ь'Н| ։,<)/))

J рА.(Н/(/. л^(О,«,с)т//’(г/нДг»)==п1ах mln «.•*(/) /\t. и. v) (2.6) 
/» Q v£Q lie/’

при

М0= 1 st(l) (2.7)
>--.а

где х,(/) решение уравнения
$,(/) ֊ Si(l)-. L (I) ֊ f f I1 ^(du. dv) (2.8)

J J [ (fx I v,<(() 
p Q

с краевым условием

I “I (2 9)
| dXj I <։».,. гй./ф« l. .../-1. J.;<l 3 .՛.... »Hj

Доказательство леммы 2.2 не приводим, так как оно аналогично до
казательству леммы 37.1 из |2|.

§ 3. Экстремальное прицеливание

Выделим регулярный случай для задачи сближения со всеми 
м ножествами.
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Ситуацию назовем регулярной, если для всякой позиции (/ .. а\) 
и М 113 »Оласти

(}=и\О,-.1=\...........«1 (3.1)
('>!('*’ И, (12 |(/е, X*): <»։<
=<ьС^։>։: Р։. Л’։)£О*։: с<-дъ>(/ ,, .г,, л1։ {М)^ Ч]. • ■ •՝ ^ = !('*. *,) : 
'*Г1—։ Ч. ’• а՛., (Д| 1£О։, . • •. (4 .ч ֊ ь хт-1)^(д«-п с<^г*"> (£,, л*.(,, д*։, ..., 

л^-1. {М)^-ьН

(»0) и набора (йв, л\)£С, (^ — 1, ..../—1), I) существует единствен
ное но существу решение •<[>|) задачи 1.2, 2) набор векторов 
С-^Д0։)» • • ՝Ь<։1гл) единственный. Сформулируем следующее
утверждение;

Че.има 3.1. Исли при выбранных с и 3 ситуация при 
ж»*, />£') /г= 1.........../ ֊ I: (1С, х(»ъ /,4:, Л'#, у4~), ^'0 Л=2.........

т) инн л՛,, р*) к- ■......... I I; (»*, х(иА, /$, х..„ т,/;*) (3.2)

/г =֊ 7........тЧр&М^У, /С/]
является регулярной, го в области б (3.1) /г(0։..........0т) функция
в<°»(/, л\ д։.......... г/ |, {;С ) ииеег непрерывные частные производные
&<°) (к{ '— и —, и эти производные определяются равенствами 
()х д!

/;Г7 | —
— шах пип |$;(/*)/(/*. л\,. п,Ч | 

мт? «ер

Здесь х,(/:г) определяется со гласно (2.7)֊ (2.9). Справедливость лем
мы 3.1 проверяется аналогично доказательству леммы 38.1 из |2|, 
которое не приводим.

Функция г<։)(/, л*. Л’։............... ։, {1)А}) в регулярном случае явля
ется непрерывно дифференцируемой в области

0е -= {(/, л-): (/, хКСг, /Г(Н։, ..։)г?|)} (3.4)

Составим выражение
а֊<ч
дх Д1. .V, <•>) I

а(

= $Д( )/(^1 -V» «, г՛) тах пИп5.(/)/(/, х, и, у) (3.5)
гео и£Р

Из (3-5) следует, что при наполнении условия седловой точки для 
маленькой игры при любом (/, л*)сб" (3.4) функция х, л\, . . х: ։, 
{!•»}) удон.зетвоняе." условию
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min max|
sc)

&<Ф| л u.v) 4- ֊— =0 
di I

(3.6 J

Сформулируем следующее \твержленис:
Теорема 3.1. Пусть выполнено условие седловой точки малень

кой игры, и при выбранных значениях с и 3^>() ситуация для
mhi H(lhi, л-*» /д) ££/) :/^C'b.(a.v)|

регулярна. Тогда экстремальная стратегия : «{"'(/, х) /С|՛»/„ |, 
заданная условием 

г
f(t, X, и, v)max 

те о Ох
— min max£1£Р vf-Q

(k™ 
дх

(3.7)

в области 6* (3.1) и любой Aj - Л пне этой области, обеспечит 
неравенство 
?((•»/. л|й/,/0. х0, Lf)|. р<*) i I... ., w)<max(c.^)(/0,.v0,iMn (3.8) 

для любого движения х| • [, порожденного стратегией 1^, если 
только х0. |й*!)<с |

Прежде чем доказать теорему 3.1, отметим, что здесь игра на
чинается из позиция (/у, Л’о) и в каждый момент И, (у.^1) вектор 
л'а = .т(Ий) фиксируется, поэтому нет необходимости введения пара
метров л3. я = 1, . . 1.

Теперь докажем теорему 3.1.
Пуст, наоборот, при условиях теоремы 3.1 существуют ( \՛'’ 

удовлетворяющие (3.7), и движение (/, д|/. /0, х^, С<''|), для которых 
Р( (։».-. -Г| 0/, /0, Ло- р™) гп) > тах (с, ь<‘*> (/0, л0. |1>*| )).
Рассмотрим систему уравнений в контингенциях л\-Л0|(/, л*,?'*), где 
/^>(/, л\ г»*)= со[/:/=/(/. х, и, и*)-, «вн<°ЦСх)|) при с • !)„ и 
Л0)(Л -V, ?»*)«= со | /:/ /(/. -г, «, ??*): при Г=

Здесь каждый вектор м}0)(/, х) и тч удовлетворяет условию (3.7) 

при / Из непрерывности — и — (/- }М следует, что мну- 
дх д!

жестка Т'-^( - ) изменяются но (7, х) полунепрерывно сверху относи
тельно включения, и следовательно, для любой точки (7^,а\)£о՝ су
ществует пучок решений из абсолютно-непрерывных кривых, кото
рый компактен и себе в метрике С’о,,. п,л|. Согласно сделанному пред
положению среди решений пучка |л'(/, /1>։ а0. С՛^)• должно существо
вать хотя бы одно решение л(/, /0, а-0. ( для которого

р((՝)о -՝'(։><, ^о. *0- ( р). р\") 1^1} > шах (С, £(,,|(/и։ Л'о. |й„;)).

При этом функция х (/), р*|) но / будет абсолютно-неп
рерывной и возрастающей на множестве положительной меры из 
|/0, ։>от|. так как г<0’(/0, х0, ■ ։>*}) <^с - 3. Тогда на этим множестве 
<i f.iL 0"\г, х(1), )2>0. а это противоречит условию (3.6). Таким об
разом, теорема 3.1 доказана. 
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§ 4. Регулярные игры сближения к заданным моментам 
при m целевых множествах

Пусть !՛•({ Л, л\. /?/<) есть непрерывная функция от аргументов 
!/п, -V*. и допускает непрерывные частные производные гЛи.'сЛ^ 
(1—\, . . п; к=\........ tn) в области пространства j lR, х*. /?л|, где
С<>՛ (|Л, Л'<г, р^)<с : 'Л; //.♦< Мл(/л). А’£/. причем Л1л(Л) замкнуты, огра
ничены и зависят от /hCl'^v i- Ы непрерывно в .метрике Хаусдорфа

Сформулируем следующую задачу:
Задача 4.1. Дана начальная позиция {Л, л'Д, ЛСрЬ-ь «>.՛), па

раметры (Г,. х։)........ (// I, л;_։). Требуется найти минимизирующие
моменты ’К | рл- i. Ы. максимизирующую элементарную
программу ,т,( J,՛! — |/i;, max -}''*); x>'.. и впей минимизирую

щее управление удовлетворяющее следующим условиям:

min Л», -<>, . • л՜/ I. Л. .... 6 I, *..,)

(4.1) 
.........x/-i, t,.......... .........................т£))

Функция • ) (4.1) непрерывно зависит or (/ , x ). Нззонзм, что 
ситуация является вполне регулярной в области

(J=Z/|O/:/V| (4.2)
(<?/-= |(Л Aj : С<։<“>(/. X, х,........ Х/_։, /,.......... Л |.

f), . . ., (/e. x3)CGt; 7=1........../-1) /=1........ га; ft/u=/0; ?>0) 

если:
1) для каждой позиции (/*. а*;(.)<Л (4.2), /*6|}>.՛ ։• М 11 набора 

(Лхр.........(6-1, XI 1) ((0„ х։)£(73; а = 1............ / — 1) существует един
ственный набор (-р......... -(”’) и единственное управление удов
летворяющие условию (4.1); 2) набор векторов (/А) !■:— 1....,/֊ 1:

Л (-сСо). А’ —7. /??, минимизирующий в (1.3) (символы и/д. за
менены на А'=1........ 7-1; -.р& = /..........т, а т.։ } на у,^\) единст
венный.

Во вполне регулярном случае оптимальное управление из 
задачи -1.1 удовлетворяет правилу максимина (2.6)- (2-9) (с заменой 
символов ։>* на Л и соответственно). Из вполне регулярности 
ситуации следует, что функция (4.1) при / т^11 имеет непрерыв
ные частные производные й^ дх и &։">;£/, которые определяются 
равенствами

см«) 

дх (4. л.)

д^> 
(И

= — max min |х\(Л=) / (Л,
։j -F? tfP

Л',, п, г/)|

(4.3)

где вектор х^(.'.) и 1рсче.тлече» согласно (2.7) (2.9), если моменты 
заменить мом' нтами и Функция 1'" ( • ) (4.1) । каждой пози

ции (Л л*) из а (4.2) / удовлетворяет условию
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/ ч Л«»\max mini ---- - r(i,x.u,v) t ----  ] П
vfQ t*P \[ dx I f)t / (1.4)

откуда вытекает справедливость следующего утверждения.
Теорема 1.1. Пусть ситуация является вполне регулярной и в 

каждой позиции {Л..., х* из 6 (4.2) выполнено условие седловой точ
ки маленькой игры. Если в начальной позиции 70. х<։| имеет 
место г1" р0, х0, -р........ с-• 3|. го экстремальная стратегия
Ц0) :^р(г,х), которая и области 6’ (4.2) при определяется
условием

Gdz^ |'
/(/*, **. «I01, 

дх Ь.. г.)
= min max 

иС-Р г( О Л\. II. Г)

(4.5)
а в других позициях произвольным вектором и^Р, обеспечит для 
всех движении хр]=хр,/0, х0, Р ] результат 9(л’|֊*. Го. лг<։.' р|. 
/?;ю) * = 1........ при »0,1 к/.

Теорема 4.1 доказывается такими же рассуждениями, как и тео
рема 3.1, если ։>* заменить на тр Л£/.

§ 5. Условия стабильности в игре сближения 
к заданным моментам при гп целевых множествах

Пусть функция <•»( /*, х*./?*|) удовлетворяет всем условиям, при
веденным в §4. Предположим, что множества

р^ЛЦ/)| (/?£/) (.5.1)
компактны в себе в эвклидовой .метрике и ЗЬ,( ։).՛,) 0. Обозначим 
через 7\ множество всех гех значении /£ри iA], для которых сече
ния М*(/) не пусты, а символом 7\(г > пересечение 7\(Г.(.) — Г*f । 
Rs. «М.

Задача 5.1. Дана начальная позиция (/,, хД (G<i!,c >■ '1.’)) и на
бор (/։, х։), . . ., (!• х- |). Требуется найти минимизируюшие мо
менты 1,0*1 /г=/, . . т, максимизирующую элементарную
программу {т։( >}?,={v;{ р*.'£), л\}։| и в пей минимизирующее
управление >?[՛'. удовлетворяющее следующим условиям:

mln s(0)p*. л* л,........ д'/ 1. G........... ti I» 'а,. . =
I-V Гй(/.)пК_Л1!

= х.г„ х,........ .... G........ 6_։. -.р...........-.WJ (5.2)

Задача 5.1 имеет решение, гак как функция .v.. ........
x/_j, <i........ //_։, чт) при -^Л(М р*. 1, полунепрерывна по
(tJ......а множества 7\(/:։i)f |1։л-|.’Ъ,| замкнуты. Таким образом,
функция el°)( • ) достигает своего минимума на каких-то значениях

Iй* ։. ’М- Допустим, что для всякой позиции (t*. х¥)цб (4.2)
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M И набора (/„ хв)^(/„ *=1........ Z—1, когда s<°‘( • ) пони
мается в смысле (5.2). найдутся минимизирующие моменты такие, 
что во всякой максимизирующей элементарной программе frJ( ,, |/*t*jy)» 
•/">. х* |п будет существовать лишь единственное по существу мини
мизирующее управление v։J® и единственный набор векторов

* = I........ / 1; ------ т
минимизирующий (3.2) при замене символов на /Л и -.£՛►, т„ >-на 
Множество всех минимизирующих моментов {■jj1}. удовлетворяющих 
вышеприведенным условиям минимакса, отвечающим данной началь
ной позиции {/*,**} и набору (х։........х: ։), обозначим через
/ ^(/4, л\<։ flt х։........ /•_!, х/Л) k = l, . . /л. Из результатов § 2 вы
текает. что при всяком “р€7{.°'( • ) минимизирующее управление 
<,՝'((* <1 <"£’) удовлетворяет при почти всех условию
максимина (2.6) (2.9) с заменой 0» на />, и

Обозначим через х„. х։........ С_1։ х/_ь |-^' ) множество
всех векторов $г(/Д определенных согласно (2.7) (2.9) при замене 
։)ц на *.J'> для позиции (/*. хн), набора (/„ ха)........ (7»_|, х,՛ д) и при
всех значениях |т<°>|. Сформулируем следующее условие:

Условие 5.1. Скажем, что выполнено это условие, если для вся
кой позиции (t*,x.) из области (/ (4.2) и набора

(/«,х,)ССа (я= I........ /֊1). GCph 1. М
при f .7 ! 7\( • ) и при всяком выборе вероятностной меры ^(dv)

найдется, по крайней мере, одна группа минимизирующих моментов 
> и» 110 крайней мере, одна вероятное тая мера t,(dn,dv), 

удовлетворяющая условию

I dv)-y(du) (5.3)
/•

и такая, что для всех векторов • ) будет справедливо нера
венство , х*, и, i-)r,(di:, dv)^ max mln .*/((*, x,. и. v )

P Q X'CO 'J(-P
Функция s<(,|( • ) (5.2) в точках xj1» не возрастает, а фазовый век. 

тор x{t) непрерывен, следовательно, имея в виду, что условия лем
мы 43.1 из |2| соблюдаются, то точно такими же рассуждениями, 
как и при доказательстве теоремы 43.1 из [2], приходим к выводу 
об и - стабил iнести каждого из множеств

Vv/.X/j, . . .. Л) I /. х) : X. Хр . . ХУ, /։............... /у,

-V.OV-- ( • • !■՛.:•' Q.......... '1 ' 0, - 1:
U"-i,-=/?" (5.4)

Таким образом, верни следующее утиерждение:
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Теорема 5./. Пусть выполнено условие 5 1. и для всякой пози
ции (/*, л\)'<(/ (4.2) выполнено условно седловой точки ыя .малень
кой игры. Тогда при всяком • 3) КИС L : к<.пМ. .v). экс
тремальная к системе множеств Wj,( • ) (5.4), гарантирует для вся
кого движения л-|/]-х|/, /0, л*0. L '^| выполнение условия

min р((тй. .ф*. л-0, Lf)|. //”) А- 1........ w) s (5.5)
На I

если только s<0,(f0. xa, *р, . . .,

§ 6. Обобщенное экстремальное прицеливание в игре 
об уклонении при ш целевых множествах

Для простоты изложения рассмотрим линейную систем} вила

л-.4(/)л' 1 B(t)n ; C(t)v
где А(/)./?(/) и С(/) — (// -,п), (п р) и ('.՛<<?) матрицы с непреры I- 
ными элементами при ^|/0. ^). и&\ |/> /?". О՜/?՛ за тайные
компакты). Пусть заданы выпуклые замкнутые и ограниченные мно
жества Л1*. А£/ в пространстве /?л. Пусть также »аланы моменты 
времени /0=с- ։>. 0г։. Пусть выполнены следующие условия:

Условие 6.1. При всех ^р0,’л| и ~л€|/п- !М функция
՛* ч

x*U''vO= — I \ min • ') B(“)ud~ I max -.)C(-.)i՝d- mln Гр
I J “eP ? vcq -/>6.Чг.(»

(6.2) 
выпукла по / для всех А£/.

Условие 6.2. Для всяко о вектора — со а£Р) найдется век
тор y£Q = co| v€Q] такой, что для всех Ьте| и для всех векто
ров I будет справедливо неравенство

| C(t)v) ■■ mtn r\B{i)i/1 j max/'[C(Or| (6.3)
«СФ t-cv

Здесь A'(C ")—фундаментальная матрица системы х .4(/)x (AV, О ֊ Г.}
Построим следующую функцию . Члпунонл:

»/֊и
1,1>■(/■■<)= V I ., )■• ... «*-!Ч = ы (6.4)

г *
Здес ь

tjo)(/. л*. М« max |/ А'(։>/, /)д՜ х.(/, /,)| (6.5)
в/,«։

Елине 1веиность вектора ZJ°\ минимизирующего (6.5). следует из 
условия 6.1. jy>() сколь угодно малое число. Область (i.
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определяемая условием min л*. -,)><) (у ю). где опре-

делена функция /(/. х) (6.4), открыта и ври стремлении точки (/, х) 
к границе этой области функция '(t.x) неограниченно возрастает. 
Область О не пересекается с множествами |(/, х) : х£Л4. *£|4- ,։м—Hl- 

Определим стратегию второго игрока из условия

/
It I — ’1

a’(-z)!C(,)b (c-6)
/

(։՛* 4 = ։h». (*€/))
я при {/, x}i (J положим {u,|/,x|} Q. Множества (?v|4x|l, опреде
ляемые из (6.6), полунепрерывны сверху относительно включения го 
(/. х). поэтому уравнение в контшцен дих

—^€Л(Л-ф) । Й(/)Р-f-C(7)cojti,|/. х|} (x(/0>֊x„) (6.7)
at

имеет абсолютно-непрерывные решения. Составим производную функ
ции по произвольному решению х(/) уравнения (6.7), исходя
щему из точки (/u. x0)£G. Учитывая условие 6.2 в включение со[т»£ 
£{г>|4х]}] :co{v£Q}, заключаем, что d dt /.(f,x(f))<0. С другой сто
роны, любое движение х]/, 4» х0, 14], совершаемое по стратегии V,, 
определяемой из (6.6). содержится в решениях уравнения (6.7). Сле
довательно, функция Z(Cx(/)) не возрастает, что и обеспечит усло
вие (/. x(7])£G для всякого движения х|/, х0, I J.

Таким образом, верно следующее утверждение:
Теорема 6.1. При выполнении условий 6.1 и 6.2 стратегия 

14 î’r| t, х|. определяемая из (6.6). обеспечит уклонение всех движе
ний х|/,/0. х0, 14] от попадания на множество AI* на промежутке 
14, 1>*) при всех если только min ^(4. хп,-.) >() (А։£/).

Автор благодарит академика II. И. Красовского за постановку и 
ценные советы.

in ՆՊԱՏԱԿԱՅԻՆ ք։Ա!>ԱՈ1՚Ա311ԻՆՆՆՐ11>1. հԱՎԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ 
ՃԱՄԱՐ ԾՐԱԳՐԱՅԻՆ >ւՈՆ11ՏՐՈ1’Կ8ԻԱՆԵՐՐ.

1Г. II. Դ1Ա4'1'1յԼ5Ա.Ն

II. if փ 11 փ II I մ

Դիտարկվում են ծրաղրաշին կոնստրուկցիաների »ի^ան վրա ստրատե֊ 
ղիաների որոշման ե ոաարիլ կամուրջների կո>ոէ/էցման հարցերը П1 նպատա- 
կաշին բտղմութւոլննեըի հետ մnt/էեցման և նրանցից ւշոնե մեկից շեղման 
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PROGRAMME CONSTRUCTIONS FOR GAME PROBLEMS WITH 
w AIM SETS

M. S. GABRIELIAN

S ii ni m a r y

The questions of determining strategies and constructing stable 
bridges are considered for the problems oi approaching with every set 
and deviation from at least one of them on the basts of programme 
constructions. Regular cases of given problems are singled out and ex
tremal strategies are determined from enrrespo. ding conditions of mini
max or maximin (’lasses of the strategies are chosen io be the possible 
narrowest. The widest class of the used strategies appeared to be piece- 
by-piece positional strategies.
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