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ПЕРЕМЕННЫМИ УПРУГИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

АГАЛОВЯН Л. А.. АДАМЯН С X.

Рассматривается вопрос определения напряженно-деформирован
ного состояния анизотропного двухслойного прямоугольника, находя
щегося в условиях плоской задачи теории упругости, когда упругие 
коэффициенты переменны, при смешанных граничных условиях ил 
продольных кромках. Получены формулы, позволяющие определять 
искомые величины с наперед заданной асимптотической точностью. 
Указаны случаи, когда можно получить точное решение внутренней 
задачи. Когда упругие характеристики слоев постоянны, соответствую
щие задачи ля двухслойной полосы в пластинок решены в [4, 51. В 
работе проведен асимптотический анализ напряженно-деформирован
ного состояния слоистой полосы-прямоугольника в зависимости от за
кона изменения упругих модулей. Класс из рассмотренных более общих 
задач описывает модель сжимаемого слоя с переменными упругими 
характеристиками в теории оснований и фундаментов (модель Власо
ва-Леонтьева, Егорова К. Е.. Клейна Г. К.).

1. Требуется определить напряженно-деформированное состояние 
двухслойного прямоугольника Й={(л\ у): л*гЮ. я]. —4<у<А. 24= 
--//14-//9<а}. находящегося в условиях плоской задачи теории упру
гости. Толщина первого слоя А,. второго—А2; А։4-Ла֊2Л. Слои ани
зотропные и в плоскости каждой полосы анизотропия общего вида. 
Считается, что упругие коэффициенты интегрируемые функции 
от поперечной координаты (а/й=а/А(’)). Пусть на нижней грани 
у = —//заданы значения перемещений м(—А) =։«.“. ъ։( —Л) = тГ (в 
частности, п" = гГ"0), а при у = 4-Л—одна из комбинаций следую
щих условий:

м(А)=м+(В), ■ц(Л) = ^(’) (1.1)
■и(Л) = гГ(;), С,,(А)=з%(?). (е = А/а) (1.2)

«(Л) = //.-('), ау(А)=г֊Ь;(0, (; = х/а) (1.3)

3х..(А) = £-ч;у(=), з,(Л)^г֊ь;(>) (1.4)

Величины, относящиеся к верхнему слою, отмечаются сверху индексом 
(1), нижнему слою—индексом (2). Указанное решение должно удовле
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творять граничным и контактным условиям, а также условиям при 
л*=0, а.

Перейдем к безразмерным переменным \ = ; = у///, н ка
честве неизвестных выберем напряжения слоев и безразмерные 
перемещения £/<*'> = и<Уй. = г՝Ю1а (/=1, 2).

Поскольку отнесенная к безразмерным координатам соответ
ствующая система уравнений теории упругости сингулярно возму
щенная, ее решение складывается из решений внутренней задачи и 
пограничных слоев [1,2]. Решение внутренней задачи отыщем в ви
де [3|

5 =07^ (1.5)/л /Л

Здесь и далее обозначение х = 0, V означает суммирование но пов
торяющемуся индексу х от пуля до Л. Л— число приближений. Под
ставив (1.5) в уравнения теории упругости, приравняв в каждом урав
нении коэффициенты при одинаковых степенях г, получим систему 
относительно эй],* и (./<■՝>•у. Проинтегрировав э.у систему, для иско
мых компонентов напряжений и перемещений получим

*й=’&>(*) -г :)

и (՝’==^ риС-И'.+^’о '.) (1.6)

о о

и<*>==;=0>
О 9

где

3?5) = + Му'К'К/ ֊ (1.7)

лп = (апаг5-лул՜1. = (аиОм-^м)^}, Ам = (аплм--лУа;։

а всем величинам, зависящим от надо приписать индекс (1). если 
они относятся к первому слою и индекс (2) —ко второму, в част
ности,
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а (:) = ( <) С) _ ։ *114*, Ч '^<1АЦ’) (О -к:<;0

Функции з%(։)» 5у(}(^’ ^<5)(՝)՝ одни и те же для обоих
слоев и подлежат определению. На линии раздела слоев '.='0= 
=(Л2—Лг)/(Л24֊Л։) удовлетворены условия упругого контакта Ч?=3гу, 
3(П=39։ £/(П = ^(2)։ 1/<։)=[/<2),

Покажем это для напряжения з.гу, для остальных величин до
казательство можно провести аналогичным образом. Из (1.7) имеем 

следовательно,

у=֊ ] ֊5=— -.о)
о

отсюда и из первого соотношения (1.6) вытекает ”’о) = 5?у’։(<**о)«
2. Удовлетворив граничным условиям при ' = ±1, в случае зада

чи (1.1) имеем

10 10

где
?о) = 4/4(.о_О’-^-|/г'(Я(:, ц]

/М== уцл)_ у-О) — [•<«՝)(£, 1) — г> <-0(;, 1)]

(1-9)

= и*/а, 1/±(0) = у* 1а, ^±(Л> = У±(4> О ($-У=0)
Затем по формулам (1.5), (1.6), (1.7) определяются все величины внут
реннего напряженно-деформированного состояния. В ряде .случаев 
можно получить точное решение внутренней задачи. Например, когда 
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и~='и-=О, «+=соп51, г>+ = сопз1, получим решение

I 1 1 ։

(1.10)

Точные решения можно выписать и тогда, когда и’,-у* есть полиномы.
Рассмотрим некоторые, часто встречающиеся в приложениях 

[б, 7, 8]. случаи изменения модулей упругости.

а) Пусть £(,) =£։=гсоп81, >г^соты, £<-՝) = ^ехр(—AG—'0))

=’#2~СОП81 (1.12)
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тогда решение (1.10), считая слои изотропными, примет вид

^£։| 2(Ц-у2)Л£(Л, ;0, «)]->, = ^£։[(1->2)А£(А, ч0» /к)]'1

ч0, т)]"։

и(2)==и+|ехрЛ(;—:0) - ёхр(-А(1Ч-;0))|[А£(А, ’0. я)]՜1

г)С-) = 'У,1ехр/г(;—',0) -ехр( •А(1-|-:0))ЦА£(Л. ;0, /п)]՜1

«^=и*МА, :0)-н:~ '0Г։ (ыз)
-у(»>=-и+ |«.(Аг, ;0)4-(;—:0)/7<П^» ՝о» "0Г։

где

:0) = [1-ехр(-А(1+-;0))1.Г։ (1.14)

Проведем некоторый анализ решения (1.13) в зависимости от па
раметра к.

При Л=0 получаем решение задачи (1.1), когда упругие коэффи
циенты обоих слоев постоянны [4]:

3О= ՝,^՛

2(1֊*-уа)
Е, 

1-1 
£2

Л. + &1Л
£։

1-<
А, + -к , и< ՝ = ц*(у4-Л)

1=1 н 
Е-.

1 т''։ I 1+'*а . Н*]
'2 Ч 

(1.15)

о(0 = у 
У

и^ = и 1±хЛ։ЬЛ_Лх2А.Л1±
Е, ’ V 2 / Е.

1±=л.

1 — ^5 Г I—V- 1—I,Й=Х,.(У + Л)_Л1 _2.Л։+—±А,|

г։<1) — с'
1-*1
-£Г-А=' (у Л2 А։ \ 1 — у, 

2 / £։
1->?2 
Е, Л>4- ֊7-= л

При из (1.13) вытекает

^=«^1/[2Л1(1֊Ьч)|.

и^О

ЕЛ 1 ->?) I’ А1( 1 - у?) I
(1.16)

... х / кл к\\ 1/г<’) =>и+ / у— -—1) — 
\ 2 /

<п , / Л։_ЛЛ 1•уО) = V՝ I у - —----- ) —
V 2 /Ах

(1.16) имеет очевидную физическую интерпретацию: чем жестче стано
вится второй слой, тем меньше становятся перемещения этого слоя. 
Когда 1

о^«0, а(^0, а<О;^0, (’,=^-1) (1.17)
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При очень же малой жесткости второго слоя, в силу (1.17), напряже
ния в слоях близки к нулю, то есть основание перестает сопротивлять
ся. Зависимость напряжений и перемещений от параметров к,т для не
которых сечений показана на фиг. 1, 2, где

б) Рассмотрим случай кусочно-л инейного изменения модуля упру
гости по толщине.

Фиг. 2
«



Пусть Е& у£х^соп51, — >։=соп$г

/?•> = [£. 4֊ /7,0+( Е.-Е.У. ] (',04-1Г *<’> = ^соп51 (1.18) 

Решением задачи (1.1), вытекающим из (1.10), будет 

30«т*л21(1֊>:)АП(с :0.«)Г1. ‘#=«^12(1 :0.*)Г

о0) = .^£։|(1֊,|)й^:0. /«.)Г։, д^=1^С04֊1)1п(^/^)1 х 

Х|(1-с)/Л^ %, «)Г։. м(։>=ИС«4-1)/(<:)+«С--'о)1Р(^ 'о. «)Г 
(1.19) 

^2, = г^6о4 1) 1п (Д-<2)/£-3)Ц(1-г)/9(с։ ;0, т)Г’ 

^=ф’К;4-1)/(с)4-«С֊'ЛР(^ ՝»• ю)]“1
где с = Е^Е„ /(с) = (1пс)/(с— 1), /Э(с, п) ~С04- !)/(<?) 4-п( I — ’0)

Изучим (1.19) в зависимости от параметра с. При <" = 1, Е2 Е3 и по
лучаем формулы (1.15). Когда с^>1, то есть Е^Е2, получим снова 
(1.16) с юн лишь разницей, что асимптотика (1.16) устанавливается в 
первом случае намного быстрее.

Если < 1. получим формулы (1.17). но в этом случае
асимптотика устанавливается довольно медленно-

Зависимость напряжений и перемещений от параметров с, т на 
некоторых площадках ‘ показана на фиг. 3, 4.

Фиг. 3

2. Приведем решение задачи. 
Удовлетворим граничным условиям

с оо т в етс т в у ю щей у с л о в и я м 
(1.2). будем иметь

(1.2).

>ь

=О> =з <’) а*НГ, ))л>0 Лгу л у \ ” 1 '
I 1

и О')|)_^*(։)^;։ |/1։в(',)<Л 111.4пбГ,

-I -I
(2.1)

о



4-
0 о

-I -I
о о

^W(5)=’d-<֊J> -1֊ о<*) j AudZ гз^о J -1)

—J —t
Подставив (2.1) в (1.6), получим окончательное решение, в частности, 
когда = const, е*։а* t=T+ = const, имеем

Если слои изотропные, решение (2.2) для случая (1.12) примет вид 

«<;> =Л о(;»=71’5г{(1-7?)А^, ;։), ш)|-’

= А£(/г, Со, /и) ]֊»

^>=2( I -т-'зК’л |ехр А(;-:о) - ехр(-А( 14-;0))| е;՝ьг՝
«о>»2(1 на)£7[? (А, :0)-ь«(:֊:в)Ь+ л

(23) 
г)(2). и+[ехрА’(: -:0)~ехр(-А(Ь|-:0))]|ЩА, ;е, т)Г

ч) 4֊ :0, /п)Г։
Нетрудно провести анализ этого решения в зависимости от А, В случае 
же (1.18) получается

^>=^£»1(1- ^)hD(c. ;0, «)]->, (I-^)AD(C, Со, /л)Г

tt12> = 2(1 -H։)Go+ 0^Л| 1п(£ («/£-,)
(2.4)
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и(։» = 12(1Ч->,)(:0+1)£7։/(^4֊2(14-ч)^Г^֊^Л

-п(О = ^[(;о4-1)/(г)֊1-/«('-'о)Н£>(с, :от /п)Г
3. Приведем решение задачи, соответствующей условиям (1.3). 

Удовлетворив условиям (1.3), будем иметь
о(уО=0у(’)_3уЮ^’ О

! I
?Йо= ^«■։’(Л)-к_(л)(?. I) | Аиск. | | л66а\^

— 1 —’ I

1 1

и«(5) = „+«-^)'лмЛ֊“‘(։)(5. 1) (3. 1)

О *0
-1 -I

^)(;)=-и-б) — о$ | Аи(Г, АисК~ъ*Ы(1, - 1) 
о о

о+<°>==7» °?о>=0-
Подставив (3.1) в (1.6), получаем окончательное решение. Когда

4. В задаче, соответствующей условиям (1.4). имеем
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1) . = 1) 
0 0

«<*>(։) = «֊«45<« p,,<r.-։<’>0 1՛ Aad:-,r^. -1) 

-I — I
(44) о 0

■aw(S)=<B-w + c<5> p։։d-,H-5(։^ -i)

-։՛. —i

В частности, при £~\.y=t-«= const, const, ii~^v-—0 по
лучаем замкнутое решение

o(0 = T+, 3(О=о?, (Z=l,2), cW = ֊(aV 2̂+4-a^)(aUl)r

Эта задача описывает упругое основание—фундамент по модели ежи* 
маемого слоя [6—8]. Из (4.2). считая слои изотропными, когда модуль 
упругости изменяется по закону (1.12), получаем

3<гу = ^ ’ Зу} = =Г,

^)=2(1-1->2)^Л[ехрХ’(;-;0)-ехр (-А(1-г:0))](Д;/гГ

«<3>=2(1+^)£7ч?(л,:0)4-«(:-:0)]^й
(4.3)

-У<2>= (1—фз+й[ехрй(;—г,0)-ехр(-й(Н֊:0))|(£'2й)՜1

т><’> = (1 -4)з^[?(й, ч0) 1

Если упругие коэффициенты обоих слоев постоянны (й — 0)
□О)—1г = о ,* оС0= >»з+.гу у 2 Л- ‘ '2

п(-)=2(Н ^й(Ч-1)Е2-։
«(‘)-[2(1Ф^)Со4-1)£7» <-2(14-у1)(С-:0)£г‘рй (4.4)

^'> = (1_.<;)3;Л(:-1- |)£-«

т.<» = 1(1 _,|)(;о+1)£-1+(1 _.,;)(;_;О)£Г1 ]34-Л

При /г>1

5Й^=”+. — 3? —7/°2՜. г><2>йь0 (4.5)

То есть чем жестче второй слой, тем близки к нулю перемещения это
го слоя. Используя это свойство и заранее станин ограничение на воз
можную осадку, можно найти ту глубину, начиная с которой основание 
можно считать абсолютно жестким.

Когда —1
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э<Д =•։*, в«в«+, e(0 = v,<. ь֊/֊1) (4,6)

Чем меньше становится жесткость второго слоя, тем быстрее падает 
его сопротивляемость и возникают достаточно большие перемещения. 
При (1.18) имеем

4° = ^ ’1? = ^ =
/гСО = 2(1^72)(:о4_1)-֊/4]п(^>/Гл)](Г2-£3)->

«<” = |2(1 ; >5)Со+1)/:7'/(г)+2(1+ъ)/:г։(;-:о)|--А
(4.7)

(V O(I֊W^"(£(WK^֊É3H
^>=[(1 ф(;04-1)/:27(с)4(1->рягч:-:0ЧзгЛ

5. Решения (4.3), (4.4), (4.7) позволяют судить о поведении осно
вания под действием внешней нагрузки и провести сопоставления с 
известными моделями оснований. По модели основания Винклера— 
Фус’са есть прямая пропорциональная зависимость между контактным 
давлением я соответствующим перемещением { зу— /<т> ). На основе, 
точного решения уравнений теории упругости было показано [4], и это 
вытекает также из (4.4). что в случае равномерной нормальной нагруз
ки. действительно, па линии контакта - = ‘о двух слоев имеет место 
вышеуказанная пропорциональность с известным [6.9] коэффициентом 
постели

К — - 20 (РЖ (5.1)

Возникает естественный вопрос: сохраняется ли эта пропорциональная 
зависимость при переменных модулях упругости у основания, то есть 
когда основание с глубиной твердеет или ослабевает. Из (4.3) выте
кает, что пропорциональность нормальной реакции и соответствующего 
перемещения сохраняется, однако в качестве коэффициента постели 
выступает

А “ (I- фЛ. 1—ехр(-Лг) 1-ехр(-А-1)

где k^tKkJ/h характеризует изменение модуля упругости по глу
бине основания.

В силу (1.12) это изменение запишется в виде

Е exp I -Уу -у0)Л,| (5.3)

то есть модуль меняется в пределах [52. £2ехр/г։].
Если модуль упругости основания меняется по формуле (1.18), то из 
(4.7) следует

К=К„^- (5.4)
1пб?

В табл. 1 приведены значения отношения Х//<0 б зависимости от знача 
ний £։,с. Оттуда следует, что с увеличением жесткости основания коэф- 
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фициеит постели К по сравнению с обычным коэффициентом /<0 увели
чивается, при уменьшении же жесткости коэффициент постели умень
шается. Когда упругий модуль основания постоянен, предельным пере
водом Лх---0. г-՝1 из (5.2) и (5.4) получим известный коэффициент

Таблица !

-100 -50 -30 -10 -5 ֊3 -1 0 1 3 5 10 20 50

К;К0 8-10'« I.3-1Օ-2« 27.10-« ■но՜* • 0.15 0.6 1 1.6 3.15 5 10 20 50

с 0.01 0.02 о.оз 0.09 • Օ.շ|ո. .•
0.5 1 5 10 20 50 100

ККь 0,21 0.25 0.28 0.39 0.44 0.5 0.6 1 2.5 3.9 6.3 21

Как и в случае однородного основания [4]. если нормальная нагрузка 
нс остается постоянной, точки контакта получают дополнительные тан
генциальные перемещения, а также возникают касательные напряже
ния. Однако, главным вес же остается Впнклеровское слагаемое.

Полученное выше решение । проведенные рассуждения справед 
ливы, начиная с некоторою расстояния о։ вертикальных сечений 
л‘=0, а, равного зоне затухания концевых эффектов (погранслой). 
Вблизи же этих сечений возникает пограничный слой. В этих местах 
модель Винклера-Фусса и любая прикладная модель, использующая 
понятно коэффициента постели, перестают быть справедливыми По
граничный слой можно изучить способом, изложенным в [10].

ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ԱՌԱ&ԳԱԿԱՆ ՐՆՈԻԹԱԴՐԻՋՆԵՐՈՎ ԵՐԿՇԵՐՏ
ՇԵ!։Տ֊Ո1Պ,ՂԱՆԿՅՈ1’Ն 1.ԱՐՎԱԱԱ31’Ն-ԴԵՖՈՐԱԱՑ1՚ՈՆ ՎԻՃԱԿԻ ՄԱՍԻՆ

Լ. Ա. ԱՂԱԱ1ՎՅԱՆ, Ս. Խ. ԱԴԱՄՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո է մ

Դիտարկվում Լ առաձգականության տեսության հարթ խնդրի պայմաննե
րում գտնվող անիզոտրոպ երկշերտ ուղղանկյան լարվածային-գեֆորմացիոն 
վիճակի որոշման հարցը, երբ երկայնական եզրերի վրա տրված են խառը եզրա
յին պայմաններ և առաձգական գործակիցները փոփոխական են։ Ստացված են 
բանաձևեր, որոնց թոէ֊յլ են տայիս որոշել փնտրվող մեծություններր նախօրոք 
տրված ասիմպտոտիկ ճշտությամբ։ Բերված են դեպքեր, երբ կարեյի է ստանալ 
ներքին խնդրի ճշգրիտ լուծումը: Սատարված է շերտավոր ուղղանկյան լարվա- 
ծային-դեֆորմացիոն վիճակի անալիզ կախված առաձգական մոդուլների փո
փոխման օրենքից։
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ON THE STRESS-STRAIN STATE OF TWO-LAYER 
STRIPE-RECTANGLE WITH VARIABLE ELASTIC 

CHARACTERISTICS

L. A. AGALOV1AN. S. Kh ADAMIAN

Summary

The determination ol stress-strain state for an anisotropic twc-layer 
rectangle with variable elastic characteristics is considered. The mixed 
boundary conditions on the longitudinal sides of the stripe are given.

The formula allow to determine all unknown values wilh given 
asymptotic exactness in advance,
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏII Ի0*ՅՈ ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ академии И Л У К А Р М Я Н С К О И ССР

Մ1ւ|սաէ|»1|ա XXXIX, №5, 19?б Механика

УДК 536.1

УРАВНЕНИЕ КОРОТКИХ ВОЛН ДЛЯ СМЕСИ В МАГНИТНОМ 
ПОЛЕ

БАГДОЕВ А. Г.. ГУРГЕНЯН Л. Л.

В связи с развитием в последнее время газодинамических лазеров 
несомненно представляет большой практический интерес изучение не
линейных волновых процессов в окрестностях слабых ударных воли, 
распространяющихся в диспергирующих средах с малок диссипацией. 
Учет соответствующих членов с высшими производными, а также до
пущение о медленном изменении амплитуды, волнового числа и дру
гих величин, характеризующих волну на расстояниях и за время одно
го периода колебания, приводит к совершенно новым эффектам, таким 
как самофокусировка волновых лучей, интенсивно изучаемая в насто
ящее время.

Как указывается в работе [I], при работе газодинамических лазе
ров в потоке возможно появление жидким и твердых частиц конденса
та, нарушающих гомогенность активной среды. Распространение удар
ных волн в таких средах имеет диссипативный и дисперсионный харак
тер Все эти факторы в той или иной мерс влияют на мощность гене
рации и фазовые характеристики излучения.

Оценку этих факторов можно получить рассмотрением приближен
ных нелинейных уравнений движения жидкости в областях более ин
тенсивного изменения параметров среды (области коротких волн).

Получение нелинейных уравнений коротких волн для произволь
ной среды дается в работах [2, 3]. Конкретизация коэффициентов этих 
уравнений для магнитной газодинамики, а также химически активной 
среды в магнитном поле как для стационарных, так и для нестационар
ных задач дается в [4, 5, 6].

В настоящей статье, в первой части, дается получение этих урав
нений для реальной смеси с пузырьками газа и при наличии твердых 
сферических включений под действием внешнего магнитного поля.

Во второй части статьи выводится уравнение модуляции и 
интегрируется для осесимметричной задачи, что дает возможность ис
следования самофокусировки волновых пучков.

/. Получение уравнений коротких волн. Для произвольной недиг- 
сипативной среды эти уравнения имеют вид [4]

ди___Լ /д^_ двг, , дуг, 1? ժ-х ժԾ.ր,\
ծէ 2 \ Ժ32 дх.> ду дху ԺՅԺհ дХь / (Н

ди 
д-Հ

ди. _ дуЛ.
дх3 Нхд- '

ди
ժ7, ՜ нхд~. (1.1)
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где и—проекция на нормаль к волне возмущенной скорое՜:։ частиц, 
/ время, /У,—нормальная скорость волны в линейном приближении, 
Уг,,г/»,—функции, смысл которых выясняется из проекций уравнения 
среды па направления у, г, касательные к волне, -—время пробега 
волны в линейном приближении от ее положения в момент I до дан
ной точки (эйконал), « »(?, ;)—дисперсионное уравнение, л։. л֊л ко
ординаты, отсчитываемые вдоль волны. у—лучевое решение. (/.-• !)м 
дает нелинейный добавок в формуле нормальной скорости волны, а 
также включает формально диссипативные эффекты.

Вначале рассмотрим задачу определения вида уравнения (I I) для 
химически активной смеси с пузырьками газа по внешнем однородном 
магнитном поле с напряженностью Причем предполагаем, что про 
исходит только одна химическая реакция

Уравнения движения такой среды можно взять в виде [7. Я]

-~4 pdivt»==O. ~ — grad/;— —rot/7xH f- 
at at р 2кр

4- — Ьи •- — (: 4- — I grad div и 
р р \ 3 '

— rot (и X //) — rot (-.т rot Н )

div Н « О
rds

fT^ dg _ 
di

k±T + — p i  ------ ) 4֊ Л - —rt\( divv)’
2 dx{ / \ 3 /

т — (rotH): :-cZMldiv Д — DX| — ngrad p — grad(Qc> ՛ p&)| 
4r.

(1.2)
PH՜ Q~ =pdiv(бОД), Tds — de ■*֊ pdV—^dc

рЧ'Ь
P=P,(l — ?); P= const. - -.g—const

' p/(1—p)
где р -давление в смеси, р.— давление в газовом пузырьке. 6-плот
ность смеси, р/ -плотность н жидкости, т՛- скорость, 7—температура. 
5—энтропия, (]—средство химической реакции, }> —химический потен
циал. с—концентрация, т„ :֊ коэффициенты вязкости, >« коэффициент 
магнитной вязкости.

Предполагая, что газовая и жидкая фазы движутся с одинаковой 
скоростью и считая, что расстояние между пузырьками много больше 
радиуса R пузырька, можно пренебречь взаимодействием между ними 
и пульсации пузырька описать уравнением [8]

л п 3 Г,1^\ 1 /1 'П 2

2 Известия АН Армянской ССР. Механик*, № 5
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При течении релаксирующих сред различаются квазнзаморожен- 
нын и квазиравновесный процессы распространения возмущений и 
соответственно различные скорости звука й/, йг. Несомненный интерес 
представляют среды, в которых предельные скорости близки друг дру
гу [9]. Исследуем квазиравновесный случаи, остальные получаются 
аналогично.

В этом случае основными переменными считаются плотность р, 
давление р и химическое средство Ц. Используя уравнение [9]

ds dp—aldo- ( —— ) dQ (1.4)

а также (ИЗ), систему уравнений (1.2) можно переписать в виде

dpR - / dp \ dQ . /ds \ 1 ds— 4-pa:dtv-a« ( —— | — -l-( — ) —
dt \dQ )t.idi \dp/fi,Q dt

----------&------
Л p " 3T^.(i-M a« R ■л-.Р.Р ot

4՜ —— ro(f/x7/|- — vp-|- — Л + —Wad div v 
4~p p p \ 3/

dTf
— ---- rot (-uX//) = div /7= 0
dt
ds Q dq £ Z)Q---- j- — ■ -    a /   
dt oT dt рГ T

dJ._l.d_l = v ЛС4.^АГ4_^Д/Л 
dt p dt \ 7 p /

где
Л-grade ~ grad Г г — grad p. Q = z?r(/^) — t7&\

T p \dc/..r W*
(1.5)

Переходя в уравнениях (1.5) к системе подвижных координат 
хг х։, х3, связанной с волной, где х3 направлено по нормали к вол
не, плоскость ?:։л\ проходит через начальное магнитное поле /30, ось 
х։ перпендикулярна магнитному полю, и оставляя в правых частях 
величины основного порядка, можно получить уравнение нелинейных

<7 • > Л -/ \характеристик, заменяя-------- ло, у֊ пл, Д֊.֊б/---- ), где п—единич-
д1 \ дхг/

ный вектор по нормали к характеристической поверхности, /—нор
мальная скорость распространения

—Сп^Рк+раум = ф1։ — cnoz՝ + — п ь pg— ЬН 4֊ — nZHz = Ф։ (1.6)
Р 4zp 8^р

где
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rJ &v \ - d'֊u 4 /?0
p V з ՝ ' r '3^ (1.7)

З-./^l -?o)
л’/го^. Ф3 = <W

сп— скорость распространения магнитозвуковой волны для недиссипа 
тивной среды.

Решая (1.6) относительно З1», можно получить

ч՜* । п . ... . ч Не. / Нп ~ , Н л— Cr.f'V~------ (рЙ-ДсЧ —Ф])--------(---- О® 4----- Юц-
?ся 4-0 \ Сп СП

(1.8)

Нп , л ч Ф,^
‘ а Сп

н*
-----ОТ’л
Сп Сп I

Проектируя это уравнение на нормаль к волне, получим

С՝п֊С- п к 4-о0
(1.9)

где
Ф֊( "L-1V 

\ 4-р0 р0 /
Вводя обозначения

Нл
4-р0

НпСп • -
*։то 4-?о

Ф// Ф,я<?>

p^PYp\ р = роч-р', T = r04Tz
(1.W)

Я=Й՜-!-//. г.-С„+р+ !)«„, <1,֊»,.+(«•-О — 
Р»"|

««=
\ / р--«р» V

где и, , р', Т', b -есть малые возмущенные значения и учитывая, 
что d;dx^d;Ox2^d:.dxs, можно в порядке ди1дх2 получить условия 
совместности на линейных характеристиках для недиссипатнвной сре
ды в виде (Xj=x, л'г у. х3 z и принято /?о^=О)

«.= С„А н, = -^(С--<)^, 6y=^?(q- (l.in 
О0уС,| pQa0 /JQy Po®o

Используя (1.11), из (1.9) можно найти

С2-а2. 3 С2-а2 1 Ф
й.=2СЬаЬ^? (1-12)

Чтобы вычислить диссипативный член Ф. допускается аналитическая 
зависимость q от Q (9]

^ = ֊«(p,<;)Q, W(p,<:)=—, Н'~-\ (1.13)
dl -/
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Учитывая, что для квазнравновесного процесса £/сг։Х/^1, где /_
и х'—характерные длина и время, и Ц<£.д, а также зависимость

нетрудно получить условия совместности для с, 7՝, <), д

т,=(—'\ -V,
X др / <?.?\ ** / дхх

(1.14)

Р0_ 2п' ^2 — _ 217 * ил.* а> ’ д1 Нх дх\ 

и диссипативный член Ф в виде
» л д՝р .. д3рф = д ֊х д .4*

дх] 
где

(1.15)

ет

Д= (\ 4 .43
\4^0 Г.о/ 4^0

л =Л՜11 2-/2.Л Л_1у.2Е/2:\
\др/-.О 1 ‘ *С / 7'о \^/ф,до р

Л 2'И сАрл(д1\ 1: Т *,/ ՛ \д(^//х ՝ \(^Л.4«’о

1 — /о) \4«Й)
с2~*1

?од‘;

Нелинейное уравнение коротких волн (1.1) окончательно принима- 
вид

ди 1 г/ /д1* дуЛ2 п №—-------- /7, --- ---------- !----- -------- ֊2 ----
д1 2 Х^а дх, дх3 д^д-'

дух > X дПп >
дх3 / (И

— п н ди гт (Ри 1 п ^11 дг',2 ди д^ ди
дх, 1 дх3,' н,д- дх, Н,д- дх,

где обозначено

(1.16)

п “О _ ° ^Л~ЦО . п _ _ 2
ох 2 а, ’*՜ с^։ ^г°’ Пз==“^йГ?0^

Дифференцируя уравнение (1.16) но дд, где хх—Нх-, можно записать 
его в виде
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д*и 1 н /о:д д*и , д*и ժ*ց д*и
'<йдху ~ 2 1 \дУ **} ՚ ժ7 <>հ ԺՅժք дх։дх3 է

ди մ |пФ г, д / ди \ п д3и , _ &и-------------- -  — П.—( ս-ղ— )4Пп-7—Հ֊ր 11.-гтдхг մէ дх. \ дх{) ’ дх] дх< (1.17)

Как видно из (1.17). влияние пузырьков в жидкости добавляет 
в уравнение коротких волн (1.1) третью производную неизвестной 
функции по с коэффициентом Па.

.. , . с?а (Яа ...Коэффициенты ---- , —,------ вычисляются аналогично 4 при
д? д-? дЗд(

помощи уравнений характеристик для линейной недиссипативной сре
ды и имеют вид

ԺՅ։ ՜ Ся+аоа! &Շձ\ г с 1

** .^р(бС---аМ)
Ժք ” Ся Տ’ԴԶ։ ՚ ° ‘ 46ՀԶ?

дЧ , АА Заз -За՝-2С-
-Спа^1\ & (1.18)

Лучевое решение 6, входящее в уравнение (1.17). как показано в 
[3], можно получить из уравнения сохранения адиабатического инва
рианта [10]

Нг’
=շօոտէ

Ь п
где Ճ есть площадь фронта волны внутри лучевой трубки, է>—возму
щенное значение скорости частицы.

Рассмотрим как повлияет на вид уравнении коротких волн появ.че 
пне в смеси твердых частиц.

Шарик совершает движение, уравнение которого по направле
нию нормали к волне можно записать в виде 112. 13]

մսւ . Ւ /(1ս.է մս \ . . _
֊77 4Հ ( ֊ ֊ ֊ ֊Нз («,֊«) = 0 մէ \մէ (1է /

(1.19)
. _լ - ճ ՃՏճ-
*=₽4 4-| հ է՛լ 44-*‘/?;

где «/—скорость центра шарика по нормали к волне, «—скорость 
жидкости, &—плотность смеси, р/. плотность шарика. /?։—радиус 
шарика, намного меньший, чем длина волны, к волновое число 
падающей волны, з — частота колебаний шарика. При появлении ша 
риков в уравнениях движения (1.5) (в правой части второго уравне

ния) нужно добавить ——֊ • п. и о заменить на р(1— ?։), где 
մէ

^—концентрация твердых частиц в смеси.
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Учитывая, что из (1.19)
местности на волне в виде

можно получить условие сов-

гИ;=(л-։ + к,у>и + к,и, к,=—
։+Я

(1.20)
л\ = -г------ —1---- т---- 7, к3= —^5----

Так как К։-немалая величина, то первый член /</и в (1.20) 
войдет в левую часть условия совместности (1.6), а остальные сла
гаемые добавятся в диссипативный член Фа.

Вследствие этого в уравнении (1.9) для скорости волны а։ нуж
но заменить на а{/( I —/.»)(1—£։), а Ф—на Ф/(1— Ь), где I ~?1)-

Окончательно диссипативный член с учетом твердых шарообраз
ных частиц запишется в виде

Ф-.4 &Р 
дх]

уА^В^-Ср 
0^1 дх, (1.21)

где Л и .4* определяются по (1.15), а В и С имеют следующий вид:

&_ ___ р£ЛЛ 1 й- « /____ ^0;______ г 2 \
Ро(1֊₽։).^\-1г<0(1-р։) "п )

е_Л^ <\( сЛ (1

Уравнение коротких волн (1.17) в этом случае запишется

&и- 1 /д2л д3и д2* д2и _ дг* (Ри >
д1дх, 2 1 ՛• дх‘ " 'дх,дх, I

ди
П5 ֊г—. Мд-։

дик 41пф _ р|
0\\ (/! ՛ (Л ։

+Г1,^-1-

С? 3 С2-а2п - _эо —2---- !--------------"___ 2_
1 О, 2

(1.23)

СА(1-*)’ П’ спр։(1-^’ п< сА(1-(>)

СА(1-£)
2. Нелинейное уравнение модуляции. Общий подход получения 

уравнений для .модулированных колебаний в нелинейной слабо дис
сипативной диспергирующей среде дается в [3, 10, 11].

Здесь рассматривается задача о получении нелинейного уравне
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ния модуляций для уравнений коротких волн (1.23) прямым путем, по
лагая

и = (70-гЦехр (4'т—ехр( г.—»0+^։ ехр(2/Ч-2а/)4- ... (2.1)

где «/(г, 0 есть медленно меняющаяся функция от аргументов, что 
эквивалентно с точки зрения порядков (как принято в геометрической 
оптике) предположению о больших значениях со (частота линейной 
задачи), невозмущенный эйконал, И'—комплексно сопряжена и р

Подставляя (2.1) в (1.23) и учитывая, что производные от экспо
ненциального множителя по порядку превосходят производные от 
функций 6% а также соотношение ш = —дчд1, к = д-՝1дх^ можно 
получить в основном порядке уравнение для слагаемых при ехр(Ь)

—11к— 44(&Н а)г/г Н- -—----—1 (40>4֊а) —
д։ дх}д( дхх

2 н (д— д‘и^ ՛■ д'г д'и^ -1-0 _
2 '\о₽։ о? ' д}д; дх։дх, /

(2.2)
д\ п к.и и хр(-2,0)-
0Ху (И

- Г1, (.3/4 ֊ ЗА» |֊3 -ИМ, ) I ), -

+- "• ('"■+§՝)-0
Приравнивая коэффициенты при П։ в (2.2), найдем дисперсион

ные соотношения для линейной задачи
и>=,П3^֊Г1/, а = П։*։-П5 (2.3)

В порядке ехр(2*') найдем из (1.23)
(2.4) 

где
р =__1______ п^ш-гяъ-нп,)______

2 (ф -2Я’П։+А11,)’+ (а*П,-« - -|п, у

(2-5)

2 («֊24’11։+*П.)։+(*ЧI,-« ֊ ^П։

Подставляя в (2.2). учитывая, что для дифракционных задач мож
но считать С;0=О и отбрасывая несущественные вторые производные 
по молено получить нелинейное уравнение модуляции
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—1 -tfJ — —4֊ 4- 
dx, dt 2 \d? dx*

(2.6)
Я- +2 W ^)^1(O։^։)Wexp(-2.)=0

Если перейти в (2.6) к новым переменным х,=х—Н1(у для ко
торых имеет место

dU, _dU, dL\ dX, 
di .v։~const dt Л-const дх, dt (2.7)

dU, и положить --- J
dt

=0.
Л—con? I

то уравнение модуляции для стационарных

задач принимает вид
dU, 
дх

(Сг| 1С։) 1 // /^1 д'иу д'* дЧ-^
2 J W dx2 ду дх\ т

где

. 2 д'Ц, 
д}д\ дх2дх3

) ЕП։Хг*(/>, (/*exp(-2*Z) =0

Сх«—«4-ЗЛ4П2-П։, С։ = -ш-Ь^гЬ4/г3П3- 2ЛП4

(2.8)

(2.9)
Рассмотрим осесимметричную задачу в случае, когда начальное 

магнитное поле направлено по осн х, то есть /70=Лит, 8^= В£ — 0.
В этом случае коэффициенты в уравнении модуляции (2.8) упро

щаются и принимают вид

д2* _ ф d2a _ д՝* _ С2
5Й7՜՜' ’ д? 5^ '՜ Й? Qj — 2С՝п л^— а- (2.10)

.. 1 d՝L , 1 dU, .Учитывая, что • . т- — <-.*■ = ■ ■ --------—•*, уравнение (2.8)
ах2 axz дг1 г or

можно записать в виде

дх, 2 д? \ дг2 г дг /
ni(D։ + *D։)W//2exp( -2*/) = 0 (2.Н)

Представляя U, в виде — а ехр (/?), учитывая что С,<^С.2, D&D 
и отделяя действительные и мнимые части (2.11), получим .

— С ta
дх

1 ., о2а /д2а11? I 1 ’
2 1дГ՝\дг2

, да 1 ы д1՛! да д^ , d2?
дх 2 ду \ дг дг дг2

— — ^-п3/)։ехр(- 2*0 = 0 
г дг/

(2.12)
ь а>г>, ехр (-2«Г)=0 

г аг/

а

Система уравнении (2.12) полностью определяет эволюцию огнбаю-
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щей волны, характеризующейся величинами а и ф. Эти уравнения сле
дуют также из обшей теории битема [10].

Ищем решение этих уравнений в виде

«=֊֊ ехр(-г։/2^/8). <? = о(х)4- (2.13)

где ((х) задает профиль волны. Л/?—радиус кривизны.
Вычисляя производные и подставляя в (2.12). можно для R,/по

лучить уравнения

- = + ехр(—2«/) — —Л-&-: = 0 (2.14)
R \/ Г С։) />

<$« 
где

1 /дЧ \- 1 пд22 а’ДР Г\ , _ ,1У\ , л мп
7'՜2^ "'72 74- ехр(-2^)-«5?^ехр(-4аГ)[|^

Чхор / Г0 О?։ Г0 Ч С2
Интегрируя второе уравнение (2.14) при условии: /0 -1 при л* = 0, 
получим

]72(/о2гх)՜ /-+Հ0
(2.15)

Отсюда определяется лу — —, то ееп. фокусное расстояние

действительно при *<*0, а это означает, что £Л,/С2<0 
«5 !\ X /Л У

1 дЧ 1 д*хИтак, получим, что если Дз>֊ —-----г$ехр(2а/), — >0, то исходная 

волна может распадаться на ряд пучков, которые неограниченно 
сжимаются на расстоянии, определяемом по формуле х = х,. Все эти 
эффекты наблюдаются в стике нри прохождении интенсивных лазер
ных пучков через среды.

ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈԻՄ ԽԱՌՆՈՒՐԴԻ ՀԱՄԱՐ ԿԱՐՃ ԱԼԻՔՆԵՐԻ 
ՀԱՎԱՍ ԱՐ ՈԻՄՐ.

Ա. Դ. 8ԱԴԴՈԽԼ, Ա. Ա. ԴՈհՐԴՆՆՅԱՆ

Ա մ փ о փ и ւ մ

Աշխտասէնքսէսէ ղի ա։ս րկվում I, աքիրների տարածման իւնղիրր ի/աոնուր- 
ւրււմ (էքապ֊ՀԼղուկ, կարծր մասնիկներ^։

/Լրաածւ/шЛ է; կարճ ա լիրն և րի Հ ա ւք ա и ա րւււմ ր և կվա ի մ ոն ո ի/րոմ ա տի կ 
սւչիրնհրի համար ստարված կ մււ/]ւււլյարիայի Հաէքաиարամր:

Աէւանցրասիմձտրիկ դաուսրսն փնջերի համար դիսիպատիվ միջավայրում 
и տարվա ծ Լ լուծումր, ւ/սւնված ( նաև ֆոկուսային հ ե п ա վ ո րո ւի1 յուն ր ։
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THE EQUATION OF SHORT WAVES FOR MIXTURE IN THE 
MAGNETIC FIELD

A. G. BAGDOEV. A. A. GOURGENIAN

Summary

The problem of propagation of waves in a mixture of gas-fluid and 
rigid particles is investigated. The equation of short waves is derived 
and for quasimoiiochromatlc waves an equation of modulation has been 
obtained. A solution has been recleved for axial symmetrical Gaussian 
narrow bundles oi dissipative medium. The focus distance has been al
so found.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Մհխանիկւս XXXIX, №5. 1986 Механика

УДК 539.374

ВНЕДРЕНИЕ ЖЕСТКОГО ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ТЕЛА В 
ПЛАСТИЧЕСКИ АНИЗОТРОПНУЮ ТРУБУ

АКОПЯН А. I?.. ЗАДОЯП М. Л.

Рассматривается соосное внедрение жесткого цилиндрического те
ла в анизотропную, идеально-жестко-пластическую трубу, материал 
которого подчиняется соотношениям Мизеса-Хилла [1]. Подобная кар
тина пластического деформирования встречается при клинопрессовой 
•.'варке разнородных труб [2]. Технологическая схема такого рода 
сварки представляет собой предварительный нагрев и соосное впрессо
вывание трубы из более твердого материала с монотонно возрастающим 
по оси внешним диаметром в трубу из более мягкого материала, поме
щенную в плотную педеформпруемую цилиндрическую прессформу. 
Процесс соединения материалов происходит в твердой фазе, причем 
физический контакт образуется за счет пластической деформации более 
мягкого материала, вызывающей пластические деформации в припо
верхностном весьма тонком слое грубы из более твердого материала. 
Заметных объемных формоизменений этой трубы в процессе впрессо
вывания не наблюдается.

Пластическое состояние цилиндрически анизотропного материала 
рассмотрено в работе [3]. В работах [4 9] изучено пластическое со
стояние анизотропной цилиндрической трубы, подверженной внутрен
нем^ давлению [4], внутреннему и внешнему давлению [5]. закреп
ленной по краям и нагруженной внутренним давлением [6], с откры
тыми и закры гыми концами под внутренним давлением [7], иод дей
ствием внутреннего давления и осевой силы [8], находящейся под 
совместным действием внутреннего давления, осевой силы и крутящего 
момента [9]. Задача о внедрении жесткого цилиндрического тела в 
идеально пластическую изотропную трубу рассмотрена в работе [10].

В отличие от перечисленных работ, в решении, рассматриваемом 
в настоящей работе, тензор скоростей деформаций является функцией 
от радиальной и продольной координат.

I. Основные уравнения задачи. Общие соотношения теории анизо
тропного идеального жестко-пластического течения в цилиндрических 
координатах в обычных обозначениях имеют вид: 

дифференциальные уравнения равновесия

д-г 1 д~гй . О'г’ ~г ■ Л <^"/0 1 . <7“аг 2^,0
"т—I------- — -г —----- 1--------- ==0, ֊֊—:-------- — -у—  ------- =0
дг г д՛} дг г дг г сЛ дг г
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#уО 1 , д~г ,
дг г д% ' дг г (1.1)

условие текучести Мизеса-Хилла

Л>(с8-а։)ч 1 (1«2)

зависимости между компонентами тензора скоростей деформаций, 
скоростей перемещения и напряжений

^=^=й1//о(*л-’։) + с«(=,-=.•)!. ч- - + - ^=й(Р0(=։-=..)+
дг г г дЬ

-1 ^о(с«- 5Л]. г--г= --֊й[Л0(а։-«)+а։(с։֊։,)|
дг

_ дъ V 1 да
2 7г« з--------- 4---------т- =

дг г г дз

(1.3)
- .¥0х,,Й. 2> = -у ֊ = Д0^.Й

дг г дЬ
_ ди , ды .. ~
2тл..=— + — =М,Т„Я 

дг дг

Компоненты напряжений удобно представить в виде

2.У . _ 2£
‘ге— [гб, «в; = — з.-,

2 .И 
о ‘ (1.4)

Й = ]■•'■ (/''-^֊б)е;-у2Огге..֊}-((?֊|-Л/)е2 :-4Л-^֊|-4М7^-|-4Л,у;е 
где

Л=£?. О Н ЛК1. А'=Л'7‘
Д д д 0 0 ’ ‘

д ЛА 4֊ ЛА Ь
Скорости перемещений и компоненты напряжений можно выразить 

через неизвестную функцию /(г):

2Л — ЪВг- •/. Ц/7*'—С</г, -:г.=/?г-К —, •z-.sign/., -гг&=х6.=О

_______  (1.5)
1 _____________ч>«=----- — ----- --

|/(Л-и//)/^4֊2//£/+(/у

и = \/(г)е,г, и՛—------  (г/ )'еХг4֊Л), и = 0 (1.6) 
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где л, а—заданные постоянные, .4, В, С, £) —произвольные постоян
ные.

Приведенные выражения напряжений (1.5) и скоростей перемеще
ний (1.6) будут решениями системы уравнений (1.1) (1.3), если 
функция /(/•) удовлетворяет следующему обыкновенному дифферен
циальному ур а вис и и ю:

/■ ^|/(А //1;

(1.7)
Полученное уравнение кроме двух спонх содержит еще две произ

вольные постоянные, входящие в функцию -Л . Характер течения плас
тической массы на граничных поверхностях тела определяет краевые 
условия для этого уравнения, а из условий, накладываемых на ука
занное касательное напряжение на этих поверхностях, находятся про
извольные постоянные, содержащиеся ь этом выражении. Гидроста
тическая постоянная л определяется из условия равновесия тела в 
продольном направлении.

Будем отличать внутреннее и внешнее внедрение в зависимости 
от того, впрессовывается ли жесткий элемент с внутренней или с внеш
ней стороны по отношению к элементу из более мягкого материала.

2. Внутреннее. внедрение. Пусть в абсолютно жесткой цилиндричес
ком прессформе плотно помещена цилиндрическая труба из анизотроп
ного идеального жеско-пластического материала с внутренним и внеш
ним радиусами а и Ь, соответственно, а в нес соосно впрессовывается 
цилиндрическая труба и ՛ значительно более твердого материала с пе
ременным внешним рад՛! сом /?(2)=д ехр(*г//>), где •/и//, -задан
ные положительные постоянные (фиг. 1). Материал этой трубы счи
таем иедеформируемым.

Цилиндрическую координатную систему закрепляем с жесткой 
трубой так. чтобы плоскость д=0 прошла через входное торцевое се
чение, а положи тельное направление оси с—по оси труб протии направ
ления движения. Считаем, что материал деформируемой трубы по всей 
толщине в области су>0 переходит в чисто пластическое состояние, а 
торен г=( этой грубы считаем свободным от внешних сил.

Введем обозначения: п0 = п։/д, — -дЬ, р0 = я у, безразмерные
координаты р=г/д, ; - с 6 и функции

/(г)=*’Л(р), /?(а) = ^(;) 
где

Я»(։)=Ро-Н«оехр(<;)

После преобразования формул (1.5), отпуская в дальнейшем знак 
• » для компонентов напряжений получим

?
бг=-2А-28;

}\ Р /? \ Р /
р.
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Фиг. I

(2-1)

У (Г+Н)/'^2Н^+(0+Н)£

Компонента скоростей перемещений 
в новых обозначениях будут

н = у/(&)ехр(‘/>)

ЗД = ֊֊(?/)'ехр(-Д) • О, ?=«0 (2.2)

Здесь в в дальнейшем скорости перемещений отнесены к Ь.
Дифференциальное уравнение (1.7) в новых переменных перепи

шется в виде

г ч.2г_2±р1/ + р р

+V ^^"‘+2Н V- + “0 (2-3>

Исходя из допущения о иедеформируемрсти вдавливаемой трубы 
и прессформы» а также принимая за нормальную скорость перемеще
ния на поверхности р = /<(;) радиальную скорость перемещения 
«(ро, О, Для функции / (;.) будем иметь граничные условия

/(1)=0 (2.4)

где 1'0—скорость внедрения.
Принимаем, что степени шероховатости в продольном направлении 

на внутренних и внешних поверхностях заданы и равны соответственно 
тл и т„, причем /д£>0. Используя эти граничные условия, находим

.О _  ,Л8 Ро^Ц Л՝ т1 \'от2 . /п -хв—1ЧГ՜- с— ~$г?° (2-5)

Торец деформируемой трубы ; = с0 = — свободен от нормаль- 
Ь

них сил, следовательно
։
| зДр» ч)р^р~ 0 (2.6)

Л
Подставляя сюда из (2.1) и производя интегрирование по час

тям в полученном двухкратном интеграле, найдем
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J
л = "*• - 2(T4Sj J112W+л (1 + ?) I7'+ 

p*
(2.7)

Используя выражения компонентов скоростей перемещений, легко 
проверить, что условие сохранения количества масс

? 1
Ро | «(Ро» «)^=| | Нр» и-И?гО)1Р«р 

° г»

(2.8)

выполняется тождественно.
Из условия равновесия элемента на контактной поверхности тру

бы (фш. 2) для абсолютного значения давления по оси имеем

/?(;) = — <) COS а -|- тгДр0) sina (2.9)
причем

1 R'
}r\֊R'2 /ц-Я"’

Суммарная осевая сила, приходящаяся на эту поверхность, го есть 
сила впрессовывания, будет

Р = 2я*։ | /?(;)/1 /?'»(?)
О

(2.10)

Подставляя выражения для /?(с) и р(\) и производя интегриро
вание, находим

Р'-Ь* = 2р0;0РЛ։ 4- 2«o(exp(vco) — !)(/?/, 

-•Лм05(ехр(2Д0)-I) 4/?^м0| 1+ехр(>;0)

Х(а֊0 1)H^WJ[1 ехр(2>М(2^о֊1) I (2-Ю

причем S Q—2/й0, где

2/7 + G

(Г+Н)/'Ы + Н^ 
?о

(2.12)

Разлагая в степенной ряд экспоненциальные функции, входящие 
в(2.П)г и ограничиваясь первыми двумя членами, получим

2к65?0(<>0֊{-’^0)(/п։-‘-^«оР) (2.13)
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Получено численное решение дифференциального уравнения (2.3) 
с краевыми условиями (2.4) при следующих значениях параметров: 
>-֊0.2; :֊֊=(). :0-8; Ип=1: «.-П.25-, .4 = 0.5; /п:=1;
/л'2 = 0,2: /■,4=3; (7/4 = 2, //,4 — 1.5. На основании численных 
расчетов, выполненных на ЭВМ ЕС-1022 по формулам (2.1), (2.131. 
на фиг. 3 построены графики напряжений и силы впрессовывания. Для 
сравнения пунктирной линией показан график силы впрессовываии.1 
для изотропной трубы. Как видно из графика, анизотропия существен
но влияет на величину силы впрессовывания.

фиг. 3

о. Внешнее внедрение. Пусть теперь цилиндрическая труба с внут
ренним и внешним радиусами с •: Ь. соответственно, из анизотропного 
идеального жестко-пластического материала плотно насажена на неде- 
формнруемую трубу (прессформа), на которую с наружной стороны 
соосно впрессовывается труба из значительно более твердого материа
ла с внутренним, монотонно возрастающим по оси трубы, относитель
ным радиусом R = 1—>«оехр(<). Материал этой трубы считается аб
солютно жестким, а координатную систему закрепляем с ним как в 
случае внутреннего внедрения (фиг. 4). Принимаем, что деформи
руемая труба по всей толщине при переходит в чисто пласти
ческое состояние.

Заменяя в выражениях (2.1) (2.2) знак функции /(о), для ком
понентов напряжен;՛:: получим

р

,, = -2.4-2^: -и — с1у,

?•

1Л-лад, 
и> =------ — , — - - ...

]/ (/^/7)7'42//^ т (Он Н)£

Соответственно для компонентов скоростей перемещений (в долях 
Ь) будем иметь
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и = —■//((,) exp (7;), w = — (f,/)'exp (>;)+£• v —0 (3.2)
P

Дифференциальное уравнение (2.3) примет вид

Г > ' 1 d’rtf Г •
(3.3)

Исходя из допущений о недеформируемости вдавливаемой трубы 
и прессформы, а также из того, что нормальная скорость перемещения 
на поверхности у = /?(;) заменяется радиальной՜ «(!,£), для функции 
Л» находим граничные условия

/(ро)=О. /(1)=«<>VO=«. (3.4)

Граничные значения -Г£ на внутренней и на внешней поверх
ностях считаем известными, соответственно» —т։ и —т„ где /л/Х). 
Используя эти граничные условия, находим

В= W4i-mt с= М»-Я1> (3,5)
I _ I _ Л- и

Из статического условия (2.6) определяем

Из условия равновесия элемента вблизи контактной поверхности 
у '֊ /?(«) (фиг. 5) для абсолютного значения осевого давления получаем

/?(;)« —«ИI. ;)cos2- Osina (3.7)
причем

1 R'
fl -R'։ КЦ-/?'։

Фиг. 5

3 Известия АН Армянской ССР. Механика. №5
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2/7 . g(\ -у) —} Ч'<*Р֊֊

Сила впрессовывания определяется по формуле (2.10), где сле
дует положить /? 1 — 'Иое \ а р(с)—согласно (3.7). После вычисле
ния находим

PM8==2;ow2 2«f)(exp (v;0)—I )(>S-///2)—^5(cxp (2^0)- 1) 4-

4֊4S«0[ 1 + exp(v;0)(7C0-1)] - fhuft 14֊ exp (2՝/S0)(2^0- 1) ] (3.8)

где S ----- Q — 2/#0, прнчем 
i

<?=t4j’I[2,/+f(i+»I/4
։

Ff - G 1֊\- dr.-[(/’4֊//)/'(I)4՜НийM1) 
P / P

?»
Разлагая в степенной ряд экспоненциальные функции и ограни

чиваясь первыми двумя членами, получаем

Р = 1 -v/z<>)(w#4-^//0Q) (3.9)

Численное решение дифференциального уравнения (3.3) с гранич
ными условиями (3.4) получено при следующих значениях параметров: 
v=0, 2; Е=(); £0= 8; 1Л0=1; «О=0։2о; р0—0,5; р=1; /п։=0,2;
F./M =0,5; G:M = = 0,8. На^фиг. 6 показаны результаты чис
ленных расчетов, выполненных по формулам (3.1). (3.9) для напря
жений и силы-впрессовывания. Для 'сравнения пунктирной линией 
показан график силы впрессовывания для изотропно:: трубы. График 
свидетельствует!© существенном влиянии анизотропии” на величину 
силы впрессовывания.

Фиг. 6
■/. Сличай цилиндрических слоев. Полученные в предыдущих па

раграфах результаты можно применять при внедрении разнородных 
анизотропных цилиндрических слоев.

1. Пусть цилиндрический слон из анизотропного идеального жестко- 
пластического материала плотно помешен в прессформе, состоящей из 
недеформируемой цилиндрической поверхности г=/>, идеально-гладких 
жестких осевых плоскостей Ъ = -©о и в него соосно впрессовывается
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цилиндрический слон из значительно более твердого материала с на
ружным относительным радиусом /?=р0-{-и ограниченным 
осевыми сечениями 0 = ±Դ0. Напряженное состояние и поле скоростей 
перемещений деформируемою слоя оппсделяется согласно формулам

(2.1) (2.2), а сила впрессовывания будет֊ Р. где Р определяется но 
Հ

формуле (2.11) пли (2.13).
2. При внешнем внедрении полагаем, что цилиндрический слой ил 

мягкого, анизотропного материала помешен и прсссформе. которая 
ограничена недеформнруемой поверхностью жесткими идеально 
гладкими осевыми плоскостями G.-. ц в него соосно вдавливается 
цилиндрический слой из значительно более твердого материала с виут- 
решим относительным радиусом R 1 >worxp(40) и с осевыми се
чениями 0= 0о. Формулы напряжений и скоростей перемещении 

определяются по (3 I)-(3.2). а сила впрессовывания будет — Р, где ••
Р дается согласно (3.8) пли (3.9).

ԱՆ1Փ.11ՏՐՈՊ հՈՂՈՎԱԿԻ ՄԵՋ ՊԼԱՍՏԻԿՈՐԵՆ ԿՈՇՏ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՄԱՐՄՆԻ 
ՆԵՐԴՐՈՒՄԸ

Ա. Դ. ՀԱԿՈԲՅԱՆ. IT. IL ԱՈԴՈՅԱՆ

Ս. մ փ ո փ ս է մ

Դիտարկէք it t մ Լ կոշտ զլանա յին մարմնի ներդրումը անիզոտրոպ, իդեա* 
լական-կոշտ պլաստիկ խողովակի մեք, որի նյութը ենթարկվում Լ Միդեսի֊ 
Հի([ի հաւանության պայմանիս! Լուծման մեշ րյեֆորմագիաների արագություն
ների տենդորր ֆունկցիա Լ շաոա քղային և երկայնակսւն կոորդինատներից։ 
Ստացված են զլանային անիզոտրոպ խողովակի մեյ աոաշացած լարումն երր և 
ներդրման ուժր որոշող արտահայտությունները: Դիտարկված Լ արտաքին h 
ներքին ներդրումր: Լուծումը կարելի Լ օգտագործել տարասեռ անիզոտրոպ 
գլանային շերտերի ներդրման Г ամար: Բերված են թվային օրինակներ:

THE PENETRATION OF A RIGID CYLINDRICAL BODY IN A 
PLASTIC ANISOTROPIC PIPE

A. G. HACOBIAN. M. A. ZADOYAN

Summary

The penetration of a rigid cylindrical bode in an anisotropic. Ideal
rigid piastre pipe Is considered, the n material of which obeys the Mises- 
Hill flow criterion. In the solution the tensor vl the speed of strain Is a 
function of radial and longitudinal coon'»nates. We have obtained rela
tions which determine the stress appearing in a cylindrical anisotropic 
pipe am! the penetration force. Internal a.id external penetration Is con
sidered. The solution may be applied to the penetration of heteroge
neous anisotropic cylindrical lavers. A numerical example Is presented.
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хизмижъ иил 9Ф8ль0-5П1’ЪЪЪрь ичилыгымь зъгьчильг 
О В Е СТ II Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXXIX. № 5. 1986 Механика

УДК 534.221

РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ СОУДАРЕНИЯ УПРУГИХ 
ЧЕТВЕРТЬ-ПЛОСКОСТЕП. ОГРАНИЧЕННЫХ ПОЛУПЛОСКОСТЬЮ

САФАРЯН 10. С.

Рассматриваются задачи о соударении полубесконечных плоских 
тел, движущихся в противоположных направлениях с одина
ковыми скоростями и граничащих с упругой Полуплоскостью с иными 
упругими постоянными, которые решаются методом интегральных пре
образований. а при смешанных условиях -применением метода Винера- 
Хопфа и последующим приведением решения к форме Смирнова-Собо
лева [ 1 ].

Решение задачи о соударении прямых упругих углов в предполо
жении, что граница тел после соударения остается свободной от напря
жений. методом [1] дано в [2]

Для тел, имеющих конечную высоту, задача решена в [2]. Задача 
о соударении упругих прямых углов при смешанных граничных усло
виях на границе тел решена в [2], [1].

$ 1. Соударение упругих плоских тел, ограниченных упругой полу
плоскостью, при наличии скольжения

Рассмотрим формулировку граничной задачи соударения полубес
конечных упругих тел, ограниченных поверхностями прямых двугран
ных углов, граничащих с упругим полупространством (фиг. I). Для 
тел. неограниченных в обе стороны, задача одномерна ио х, где ось х 
направлена вдоль поверхности гол параллельно скоростям их движе
ния. и для проекций перемещений «, V на оси х.у имеет место [4]

-£ = -^(;с-а.()+М-*֊<։'). ^ = _^3(а/֊|х|), »„=0 (1.1)
01 дх а
Вводя двумерные возмущения одномерных решений и — и-и0, 
можно записать уравнения движения для упругух сред при у>0
д*и д:и с,.,д2и . г ...д-У д֊\/ ..(РУ.———а-------К»-— +(« -Ь-)------ , —= о-— ~а------ •֊•
д1՝ ох- ду* ду дР дх- ду1

дгО 
дхду

(1.2)
Уравнения движения упругих тел в полупространстве у<0 

имеют вид

37



д֊Цх 
дГ-

,д-и\ 
}'дх2 дЬ ах՝ ду՝ дхду

(1.3)
где а, Ь— скорости продольных п поперечных волн в соударяющихся 
телах, о(л‘)—единичная функция. ах, Ьх—скорости продольных и по
перечных волн в нижнем полупространстве.

При у=0. удовлетворяются следующие граничные
условия:

Л V (

где

\ «/ Л 1, . /~ -1уу, С — б|.1у — 0, /=1',

ду дх' ду дх'
к =- а- —21)-

Решение для случая а^=Л = 0 получено в |2|. Переходя к пре
образованиям .Лапласа и, V, Ц. Р։ от и, V, Ц, по /, граничные 
условия можно записать в виде

, ди , .(/V' .-ц0 . . , , . , дих , ,(21Л\
А 77 +а՜ ~к +“■ ~)

ь^=0, ^+^=о. й.й, 
ду дх ду дх

(1.4)

г,те $=—/•» есть параметр преобразования Чапласа. у. —плотности 
соответствующих сред.
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Ищем решение уравнений (1.2). (1.3), записанных для Ь\, 
77, И, в виде

00

«=1 и—-•»
ее

77; V I 0<«>; рМехр1(?А--Няу )сй
Г--} V՛

где
Рсл) в ^--Ь%Ц(П) р <«> = и (л)

(а--Ь-)^п ' (а'—Ь-}^п

(1.5)

(1.6)

Гп-Й!
С12=^1п~\, 2,

сх ?= а
с^Ь՝

Подставляя (1.5) в (1.4) и проводя обратное преобразование Фурье 
по л՜, получим

£/0) -2/,гя ------------^0_------==՝^(Ь’^-~2Ь^и^
Я я/֊„ й\ I ՛ ‘ ‘

2ч1Ь'11)+— г?,#1,'»1-^-Цг’=о (1.7)
7 г ?2

Ь. £/<։)_ Л ис1)= </П=о
« 72 * ‘ ‘

где 
— и»։ ——֊_*_ «. _
7. = — 2й” — 72 а*, / ։ = —а- 

и՝
Решение системы (1.7) имеет вид

£/<։) = __ //гуХ_ ^(2)в 2^о>»2_ 
^а^/?։(а)' ' №71/?։(»)

2 — •• м от.
1/ (>) ։= _ 21Ь\ку^^

”^’?171^’(Л) *

где (^+4^)

Предположено, что корни /?г(«) являются действительными. Под
ставляя (1.8) в (1.5), получим решение поставленной задачи, перио
дическое во времени.

Обратное преобразование по х, соответствующее решению неста
ционарной задачи, имеет вид
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s^-leo
U; V; U։; V, = -^ |'# Й Ц; PjexpUOds (1.9)

2—i ,/ o—: x
При применении обратного преобразования Лапласа по $ введем 

вместо а переменную а (я—ао>), <-з— i-., {S==fc>3, где о>0 и мало [3]. 
18]. |9]. [10].

При вычислении оригиналов используется контурное интегриро
вание и решение записывается в виде аналитической функции от пере
менной а = а_. для которой выражения в экспонентах обращаются в 
в нуль

/e<(4Ai) =/я(։л) в0, /1=1, 2
(1.10)

/л(«) = t-ЛХ- НФ» = 7„(7.)у
причем комплексно-сопряженные значения ал также удовлетворяют 
(1.10).

Можно записать на основании (1.5), (1.9)
пс-

О~ !> «>։ i՝ i՝ — — —
—ds U™(b)fiW(S/n(*))d*
(H3 2-1 J J3—in, — x-

ai-lm eo
p/x | H'‘>(a)exp(s/rt(a))dz

4֊. ix — x
где /л(з) даются (1.10).

Из решения (1.8) видно, что

£/<«)(a)=_L £>)(а), l/(«)(a)=֊L р ('•>(»)
Ш3 и։3

где в 6/<я»(а).
При этом

V^(a) положено w=l.
можно записать следующие решения:

s֊|./ V
d2U 
di2 ’

= \Js f ^<'f,(a)sgn‘»exp(s/n(x))(/a

□—/.X —л.՝
а-rlx «о

֊ — ֊7 ( ds iz n(a) sgn (0 exp (х/„(а))^2 

;—in. —х

в которых сделан переход к а и формулы для 6'<и)(я), полу
чаются путем сокращения на и։, причем в множителе при экспоненте 
в подынтегральной функции всюду положено «>=- 1, что дает новые- 
формулы дли 47<л),

В силу малости з можно условно контуры по а проводить по 
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вещественной оси л с обходом особых точек в верхней и соответ
ственно нижней полуплоскостях [4|.

Пусть и>>0. Заменим контур интегрирования —оо<а<Ъо на кон
тур Г, проходящий через указанные точки аЛ, ал в направлениях 
Нп/п(а)=0; Для этого нужно найти области постоянных знаков

Обозначив /п(7)==В, где величина В вещественная, х=яс-|-г/;, 
можно убедиться, что в плоскости («,•/,) линии /„(«)== 3 состоят из 
ветвей гипербол

с • — ? с; — г/-' -1, г* - х*у5 
яхэ лу2

а также из отрезков вещественной оси с1 = а, с2 — Ь. Пусть
Сл 

X», у>0.
Тогда, полагая, что на положительной мнимой полуоси 

I 4- - а= >0. можно показать, что 1гп/л(։)<0 в областях фиг. 2, 
г сп

Фиг. 2

где проходят дуги окружности с'] и с”. Тогда при <о>0 можно заме
нить интегралы по вещественной осн а на интегралы по Г*. При 
вместо с", сг; берутся их дополнения до верхней и нижней полуок
ружностей, на которых 1т/„(а)>0. Тогда интегралы по вещественной 
осн а заменятся на интегралы по Гл в обратных предыдущим направ
лениях. Все внутренние интегралы поменяют знаки на обратные, а 
решение будет таким же. как при <и>0. Для х<4) точки ал. ал нахо
дятся на левых ветвях гипербол (фиг. 2) Контуры с", с՞ заменяются 
симметричными относительно оси с и решение не изменяется. Итак, 
при любых Ш, х, у получим
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I<v ,~rlcn

^=^psPW(։)exp(s/"(։))—itv — a
lx l-rjcn

-֊֊- 1 ds ( Z7'0,(a)exp(5/n(a))^^֊
2~1 J J ՝ J n(«)— lx — J

где учтено, что на контуре Г+ величина В меняется от —эо до 
i—r!cn. Поскольку tz<fl>(«) содержит множитель i слагаемые сопряже
ны и можно написать

f* ։-'/сл

“-2Re2rf՜ j ds J (։/»(«)
-ix —eo

Используя формулу обращения интеграла Лапласа, получим

^--=-2Re j
Вычисляя полученный интеграл, можно найти

&U 2
= —2Re^ 

1
1Лп՝М дЧ7г 

дГ-
__2(г^фц)

։ /|л(я1,‘)

dW 2
= -2Re v дЧ\ - 2Re V

дР 1 di*

(1.11)

где «л, я։я находятся из уравнения (1.10) и имеют вид

т։яя (х 4- у в'՜ ?֊ г՝1!^

г\а --1х — у IVР - г*[&1я, га = л'՜ ֊и у*

Здесь С№\ 1/(л), 17{п}, дается (1.8) при ю — 1.
Из (1.11) можно получить значения для двумерных возмущений 

напряжений и перемещений при у =0

д *уу Ке/ (^4-4а27НР
д1 ъ -а2х •;?(?•) А1 (*)

^1. (1.12)
ОЬ X X

а при л* »0 имеем
^г^о72(Ч)4^^оа87?(/оа)

Р “^г7։(^1)А’/(^1)31У ^71(‘'12)А,'(^2)У 
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и подобные формулы для нижней полуплоскости.
Чтобы выяснить характер напряжения важно знать значения эхл 

при х = 0

р дх, ду

которые после использования значений и, V примут следующий вид:

^Т-'о Г ¥(<»’ —2^7?) ~
— = — т, -р г.а* J /?3(а)7‘

— 30

- | _-^Л- ехр/(ял г (1.13)
-а- ;

Обозначая соответственно Т в первых и

вторых интегралах, а затем перейди к переменной ?=—, где
/ Я*

= —, можно получить после выделения вещественной части выра- 
У

жение
Л<^л_*8 (I 2д2,«2) (а-/Ь^2 |-2/«) ,, .ч 

д\ с( '

. ь- тГ\Цг-а-1Ьг /Ь . \ л г.а
л4 /?2;4У 1—а’/^Ч V՝* \я ' ^'о

(1.14)

которое имеет удобный вид для численных расчетов.
Сначала рассматриваем тот случай, когда верхние соударяющиеся те
ла более жесткие, чем нижняя полуплоскость. Расчеты проделаны для 
двух вариантов и кривые 1; 2 показаны на графиках фиг. 3 соответст
венно для

О ֊ =2. - =4, - =2, -0.1; 0,3; 0,5
«։ Ь р

2) ±=2։ ±=9, ^֊=0,01: 0,03; 0,05
ал Ь р

Для случая, когда нижняя полуплоскость 
более жесткая, выбраны следующие значе
ния:

п графики приведены на фиг. 3.
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1

Как видно из графиков, двумерное слагаемое в -хл вблизи фронта 
продольной волны положительное. Затем двумерное возмущение напря
жения становится сжимающим, что имеет место до |=0. Тем не менее 
суммарное напряжение ъхх- -оаг։0 остается всегда сжимающим. Вблизи 
границы контакта сред двумерные возмущения больше одномерных. Из 
численных расчетов видно, что напряжение вблизи фронта продольной 
волны в случае, когда соударяющиеся тела более жесткие, значитель
но больше напряжения, когда за более жесткую принимается нижняя 
полуплоскость.

$ 2. Решение смешанной задачи соударения упругих плоских тел, 
ограниченных упругой полуплоскостью, при наличии скольжения ■

Можно рассматривать подобную задачу при наличии жесткой опо
ры у-О, л<7).

Сначала рассмотрим тот случай, когда соударение происходит на 
опоре. Обозначим I (/^0) координату точки соударения (фиг. 1). 
которая находится на жесткой опоре, причем граничные условия мож
но записать в виде

.дО . „дУ .дий . ди. . (?ИЛ
Л------ ---------- ~ ----- + О' --- 1 ). Х>0дх ду ох р \ дх ду /

֊ + у1 =°’ у՜ + ֊- = 0. “оо<х<оо (2.1)Ох ду дх ду

И = 14 при х>0; И -14-0 при х<3)
Снопа переходя к преобразованиям Лапласа, выбирая решение в виде 
(1.5) и используя функции, аналитические в верхней и нижней полу
плоскостях а

ехр(- 1ъх) — /г —-о — ауу 
дх

дх
>’=-0

(2.2)
оо

1/՜=— | (И։)у осхр (— Ьх)дх 
о

где

подставляя (1.5) в (2.1) и проводя обратное преобразование Фурье по 
х, найдем систему уравнений

-21ЬЧЦЬ>+ -21Ь^О<А + —
л дх р\ а ' / у

(2.3)
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z2.^»=o։
Т* *

И ֊ = к б'<” - J- Г<2>= Ь- Гр - ~ Г(2> 
« а Ъ

Исключая из (2.3) /•(”. Г?>. Г‘։), Гп. можно получить уравнения 
Винера-Хопфа

2j։f(^)OV-+4^—— 
дх р

где _ _ _ ____
FW l-4?7J? - рЛ Щ ъ(х?-И*3З.За) . (2 4)

2;։7s^/J

d-
(г р а*

- С-/Л 1 . const .и при я—оо F Р)=1 -|- —----- F . . .
а՜

Проводится факторизация (б|

lnF(J)=X | 12Л^=1пЛ+(։)4-1п/П?) 
2՜/ .1 ; — ?

Л(я)=/74(а) Л՜(я), где
. г-*,֊ 1 f 1пЛ(։) ,, , 1 f JnF(c)rf$lnF (’)=-&r! ГТЛ' ',1Л (։,=“2ri J ;-Г՜՜ Г-, о

где контуры сг с՝„ выбраны, как в [6|.
Подставляя значения Л(я) в (2.4), получим

2^֊D F- (7) V -+ _ *=- -----
о? 7j/'T(a) дх Р^’С7)*!

где т;(7) = ’|/_^+7։ 7;(7)=|/Г21_Ч (2-5)

_ —w/i
С4 <»lcR-\-a. г. /?(5) dt с.{ ֊.(^) = ֊7=----- _ г------- -xF-- exp In-^-2- —- ^F (—a)

f ш/а a T <y/Z7-֊a * /?(՝) 5—»

Здесь /?(a)=^(a)D.
При условии l/a<i/^<^l/a-x<l/^1 можно получить решение урав

нения (2.5) в виде

V՜— 7г=^2(я) exp (i&l/a)

^rd/ai)^ (Ulja) 
Pi
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Откуда можно получить значение коэффициента интенсивности напря
жения

в.у 2 гои^“7/713(/-//Д)
Р =^ ;О։„7: му-муу=0

՝ <1 / \ а >
и для нижней полу плоскости

_ '1уокх\։ - //и, Э( / - //о,) О, /?»
'Я"’^ (тУ'Ст) О„=2П„^ЬЦО>- Ь\

Для случая, когда соударение происходит вне опоры (/<0) (фиг. 4), 
диследует в формуле (2.5) заменить значение —- при Z>0 значением 
дх

<>ц0 _ г0ехр(/з/> voexp (Isla)
дх а5(^Ча:-г^) as(s/a-ii)

Решение имеет вид

f<0

где

Я’=?Г(Г)т;б-(5)+ ^■е-р-(^-)iuta(y>'(i ֊ь ’)

V-^֊G-(i)l2Di^F'C2)

СГ(7) « n>Qftp» Г F~(:!?;($ 1т;й)ехр(Н/)2Ке/?(ск/;

46



-J՜1
С 2/-~(ih;Uh;(<)exp(#Z)tf;

r.at J (:~w/a)|/?(i)|(:—«)/’—< -ш/л

При этом решение уравнения (2.3) примет вид Й։ = 1'= V'՜, Ц——V՜ 
Л 

©стальные величины можно найти, как и выше.

§3. Соударение упругих плоских тел. ограниченных упругой полуплос
костью, при наличии сцепления

Рассматриваемую задачу можно решать ври наличии сцепления
вдоль границы, условие для которой имеет вид

дх ду дх
^4+aS^j\₽L 
дх 1 ду / о

.я/ди , dV\ ,.(дТ\ , дИЛ 
՛ \dy дх .) ■’ ду дх )

Ц, v и,
Повторяя метод решения задачи 1, можно найти решения задачи в 
виде

। Ш֊ [?(7, -йЗ’+КьЙ-«։;:7?(a) I гЛ- '' »? ’ Ч ,л lK։'|

to81 ?;£)!
ьЬ2 \ bi / |

U[== „Г*вГ\ Чг /- —“ <? /։/?(») [р<> О'

о- ։* *’ ՝о^ 1112

^(’) = ^'(’г-?։^)<7/-}-4яг7։7»)-1 ~ -֊(«’+7։Ъ)> 
6*

(ЙЧ-Й’ЗД) 2*=?(7,- 23Л)(/-2?,?,)-•■ ~ (SF,+?։7,)

Предположено, что функция /?(а) имеет вещественным корень [7]. Ре
шение задачи дается в виде (1.9), (1.1 !)■ Для краткости рассматрива
ем только напряжение эг.г при х 0. которое после вышеуказанных 
вычислений можно получить из уравнения

4^.v<-_ (1-26W<2) | 6?7, Г/ I \/а2 , 2
/?։ Л41 l\ 5VV? “"г2
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<), /?2=//(7Г о

Фиг. 5

Результаты расчетов приведены на графиках фиг. 5 соответственно 
для случаев более жесткой верхней и более жесткой нижней полуплос
костей.

Автор благодарит А. Г. Багдоева за ценные советы.

ЛԿԻՍԱՀԱՐԹՈԻԹՅԱՄՐ ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿՎԱԾ ԱՌԱՋԴԱԿԱՆ ՔԱՌՈՐԴ ՀԱՐԹՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԲԱԽՄԱՆ ՄԻ ՔԱՆԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԼՈՒԾՈՒՄԸ
ՅՈԻ. Ս. ՍԱՖԱՐՅԱՆԱ մ փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկվում !; կիսաանվերշ Հարթ մարմինների ր ախումը, որոնք շարժ
վում են իրար հանդեպ Հավասար արադութ յամ ր ու ս-ահմ անակրված են այլ 
առաձգական հաստատություններով առաձգակ՛ան կիսսյհարթությամր։ Տեղա
փոխման և լարման բաղադրիչները որոշվում են ինտեգրալ ձևափոխություն
ների մեթոդով, իսկ խառը ջրային պայմանների դեպքում' Վիներ-£ոֆի մեթո
դի կիրառմամ բ, լուծումը բերվում է Ս միրնով-Ս ո րոլևի տեսքի: Կոնտակտի 
վրա բերված է նորմալ լարման գրաֆիկը:
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SOLUTION OF SOME PROBLEMS OF IMPACT ELASTIC 
GUARTER-PLANES, LIMITED SEMIPLANES

J. S. SAFARI AN

S u m m a r y

The problem ol impact of semiInfinite plane bodies moving in 
opposite directions with same velocities bounded by elastic halfplane 
with other elastic constants are considered. The component of displace
ments and stress are found by the method oi Integral transforms and 
for mixed conditions by the method of Vlnner-Hopt and the solution is 
brought to the form of Smirnov-Sobolev. The graphs oi normal stresses 
on contact are given.
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>ЦЗ։|и»|1П. ШЦ <№(1№$тЪЫФ 1и։1тПМ15Ь $№№№№(* 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМ И И И А У л А Р М Я Н С К О Я С С Р 
ГфшЕй* XXXIX. Г., ! 986 Меха::1!х-

УДК 539.3.313.014.11

ОПТИМАЛЬНОЕ ДЛЯ КЛАССА НАГРУЗОК ПОДКРЕПЛЕНИЕ 
ОТВЕРСТИЯ В РАСТЯГИВАЕМОЙ ПЛОСКОСТИ

ВИГДЕРГАУЗ С Б.

Г Пусть в неограниченной плоской пластинке малой толщины А 
вырезано отверстие с гладким контуром Г, усиленное упругим безмо- 
ментным стержнем переменной жесткости С(л՛), где £—длина дуги Г. 
Пластинка, занимающая область л в системе декартовых координат 
А'}՜, однородна и изотропна с упругими модулями £ и •՛. На бесконеч
ности заданы растягивающие напряжения

р. Оу-֊ <?, Т*у=0
а подкрепление свободно от внешних усилий.

В [5] рассмотрена вариационная ;адача об отыскании формы Г 
и функции </($), доставляющих минимум величине </—суммарной по
тенциальной энергии упругой деформации пластинки и стержня при за
данном его объеме и площади отверстия. Выведены необходимые усло
вия стационарности функционала и в виде дополнительных соотно
шений для деформации стержня и напряжений на контуре пластинки.

В частност։:, если стержень отсутствует, то получается условие 
равнопрочиости контура, рапсе найденное в ряде работ как оптималь
ное для локального критерия—минимизации максимального по (54-Г) 
значения интенсивности касательных напряжений при нагрузке (1.1). 
Для р - д наилучшим является круговое отверстие, усиленное стерж
нем постоянной толщины (0(5) б’().

Входящая слагаемым н и потенциальная энергия деформации 
пластинки определялась в [5] как интеграл от ее удельной плотности 
по части 5', заключенной между Г и достаточно удаленным контуром, 
вне которого напряжения постоянны Можно, однако, учитывать лишь 
энергию возмущения, вносимого отверстием в однородное поле (1.1). 
но вычисленную по всей области 5 [4]

2С' = К «Н®; + + 7,(м, Г т’у)2-Ь | (_«“ул-Н;хл)20($)</$

(1.2)

50



Здесь п. v —возмущения компонент вектора перемещения точки 
пластинки,//0, т>°—полные компоненты этого вектора для подкрепления. 
Нижними индексами обозначено дифференцирование ио соответствую
щей переменной, хя, у,, направляющие косинусы внутренней нормали 
п к контуру. Первый интеграл в (1.2) существует, так как и, v в стати
ческом случае убывает на бесконечности нс хуже, чем г՜’, где 
”■ л*' 4* У2 |6|.

На Г справедливы соотношения

£«? = En, —руп— •qxl!. /:V՛ = Ev, 4 qx„ 4 vpyn ( 1.3)

Нетрудно показать, что варьирование расширенного по Лагранжу 
функционала (1.2) с учетом (1.3) дает те же условия оптимальности, 
что в в [5].

Постановку задачи можно обобщить, считая, что параметры на
грузки в (1.1) не фиксированы точно, а лишь не превышают опрсде- 
левной величины Р, и усилия зу г равной вероятностью и не
зависимо друг от друг ■ принимают любые значения из промежутка 
|ü. Р |. При этом также требуется найти форму 1’ и функцию G(i), 
доставляющие минимум наибольшему но всем допустимым нагрузкам 
знамени ■» /■ (1.2).

ш(п шах U(p, /7); (14)Г.С?( ) p.Q
Здесь обозначена зависимость функционала от текущих значений 

пара՝л-.՝тр э р, (/
В [1] отмечеш. что для подобных задач возможны два варианта 

решения. В периом существует «наихудшая» нагрузка, рассчитанная 
на которую конструкции оптимальна и для всех остальных нагрузок. 
Во втором такой нагру ки нет, и конструкция, оптимальная в «целом», 
не оптимальна ни для какой нагрузки в отдельности.

К первому из них относится и рассматриваемый случай. Наихуд
шей является симметричная нагрузка зг =v Р и. следовательно, 
окружность, подкрепленная стержнем постоянной толщины Оптималь
на также и в смысле (1.4).

Для доказательства заметим, что при любых фиксированных Г и 
0(5) функции положительно определенная квадратичная фор
ма своих аргументов.

^(р, ^) = а։/Чa^pq + arf՝, av /?։>() (1.5)
Пусть величины р, ({ растут от произвольных начальных значе

ний Ро. 7о 113 Pi пропорционально безразмерному параметру 
»1« тогда, в силу однородности

U(tPo> = 70)
откуда следует, что при данных Г и G(s)

шах U(p, <7) = max{max U(Pt q), max U(p. P)} 
p,q 7 P
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Согласно (1.5) (7(Р, ?), как фунацм ог д, может достигать мак
симума на отрезке [О, ] только в его концах. Аналогично для 
^7(Р,Р). Поэтому

тах(7(/л <?)= шах {(/(Р, 0), £7(0, Р), и(Р,Р)} (1.6)р,<7
Обозначим теперь значение функционала (1.2) для круглого отвер

стия и стержня постоянной толщины через IV'( />. ц). Упоминавшийся 
результат работы [5] записывается в ряде

гШп и(Р, Р) = \Р(Р, Р) (1.7)

Величины \\'{Р. РУ (всестороннее растяжение пластинки) и 
\\7(Р, 0)-^иу(0. Р) (одноосное растяжение) вычислены в |4]

М(Р, Р) = -к(1
(1֊НН-')М3

•г Р։ 0) = с(1-(!—')>•)= . 12с>-8 х^(1-г(1 • >)/)е
(1-г (14֊*)>Т- (1 НЗЧ-'Р-Г (1-НЗ -'Ю3

4я/?5Р8(1֊Н) 3->
՛ ■՛ " О ' * 1-Н

А?о - ряд.|у • отпер :ия, / (70( "к?, )՜’ оти •■сзтел. кая жесткость кольца.
11епсср. ЛС. П0!։1’0 проверь стел. что ля > Он ЛСёХ 7>0

иу;Р, Р}^^и\ 0)
Следовательно, по (1.6)

тих IV[р, ц) и”(/\ Р) (18)
/М

Доказательство оптимальности круглого отверстия со стержнем 
постоянной толщины завершается цепочкой неравенств, следующих из 
(1.6)-(1.8)

шахГ(/?, <7)>(/|7Л Р)>Г(Р, Р) = щач\Г( р. д), ^.р,<кР 
р.<1

2. Рассмотрим теперь под нагрузкой (1.1) пластинку, ослабленную 
совокупностью п нсподкрепленных отверстий с границей Г֊ (7Г.՛, 
/ 1. /г, свободной от внешних усилий.

В этом случае (1 2) содержит г. правой части только первое сла
гаемое, для удобства преобразованное к виду [6]

|'(/Н2И Н)4)^У (2.1)

5
здесь /։—инварианты тензора напряжений возмущенного состояния.

Варьирование функционала (2.1) с подвижной границей, расши
ренного по Лагранжу за счет заданной площади каждого отверстия, 
приводит к условию стационарности на Г
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/։4-2(1-Н)4 = const (2.2)
С учетом того, что компоненты возмущенного состояния отлича

ются от исходного на слагаемые (1.1) и, что по условиям нагружения, 
на Г верно соотношение

°.v=A = р+я
где а»—нормальное напряжение в направлении касательной к конту
ру. (2.2) приводится к условию равнопрочности

°л=^-г<7 (2-3)
Следует отмстить, что условие (2.3) получается и при варьирова

нии (2.1) с подынтегральным выражением более общего вида

-I- аЦ (2.4)
лишь бы сохранялась положительная определенность (2.4) в каждой 
точке (5-|-Г). Так. д=3 отвечает интегральному критерию Мизеса 
[6] —энергии формоизменения возмущенного состояния. При этом 
уравнения Эйлера и естественные краевые условия с учетом зависи
мостей Бельтрами [6] сводятся к тождеству \ -0 в (.$'4֊Г), согласован
ному [1] с (2.3).

Как оптимальные по этому критерию в его локальной форме, кон
туры (2.3) изучались ранее. В ряде случаев найдена их форма из 
решения краевой задачи теории функций [7,8].

Пусть теперь параметры />, q из (1.1) принимают любые значения 
а промежутках [0, Р] и [О, Q] соответственно. Докажем, что равно
прочные контуры (2.3) оптимальны и в смысле (1.4).

Результат (2.3) переписывается в виде

W\ QY& W(P, Q) (2.5)
где W(p,q)—значение функционала (2.1) для равнопрочных контуров. 
Теперь для доказательства по схеме и 1 необходимо установить, что

max W(p,q) = Q) O^q^Q (2,6)
р-ч

то есть, что

W(P։0), W7(0, Q)< Q) (2.7)
Величины, входящие в (2.7), можно вычислить по теореме Кла

пейрона [6] как половину работы внешних сил Д(Д. q) на соответству
ющих перемещениях возмущенного состояния. Поскольку силы дейст
вуют на бесконечности, то 

2г.
А(р, q) = h lim R ( (/wcosG-}֊ ^sinOJrfO (2.8)

R-* Jо
Здесь R—радиус достаточно большой окружности с центром в нача
ле координат. Величины и., v в любой точке (5-}֊Г) с аффиксом 
ts=x—iy находятся в виде [6]
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2н(а+^)«=х?(0-/?/(0-'И0 2{*(1-В)=£ (2.9)
где ?(£)» ՛?(/)—потенциалы возмущенного состояния, убывающие на 
бесконечности. Подстановка (2.9) в (2.8) дает после несложных пре
образований

^А(р, <7)-пЛ|ха(/?—7)-?(р4 <?)] (2.10)
а, 8—вычеты на бесконечности функций ?(/) н 6(/) соответственно. 
В силу симметрии задачи по осям координат они действительны.

Величины М7(Р, 0), 117(0, С?) и М7(Р. (?) подсчитываются явно. 
Для этого силовое граничное условие, при произвольных /?, </ имею
щее вид |6|

9(0+7?(0+М0 = - — I- ч~- Г

интегрируется порознь по сП и сП вдоль /.

|ф(0#4- -Ц~рй/г՜ (2Н)
*/. ~ ՝1. ~ /.

|ф(/к//+4֊ | й7)^= - \~idt (2.12)
7 д д 2 • 2 £

Неравные нулю слагаемые в правых частях (2.11) —(2.12) по из
вестной формуле [9| пропорциональны площади О всех отверстий. 
Первый интеграл в левой части (2.11) и аналогичные находятся с 
помощью конформного отображения области 5 на стандартную об
ласть 2 переменного с—внешность п разрезов, параллельных оси X.

/ = о)(:). сй--^)сН, с£=с11
На оптимальной границе верно соотношение [7|

—2%<и'(<) = (р^.(2) ^ф)
•р0(с) голоморфна в /. при с—ос, 2у0(Ч)== (ф—Р)-р0(1), следователь
но

аТ= -21,(5) (2.13)

Подстановка (2.13) в (2 II). (2.12) после несложных преобразо
ваний приводит к линейной алгебраической системе относительно а 
» ?

2^а4-^=- £±£.0; т = 
2г. (]+Р

(2.14)
(Ц-/Я>4-/иЗ=-£^£-О 

2г.
Полагая в (2.14) поочередно р^Р, <7=0 и /? = 0. </*=(?, полу

чаем соответственно:
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. , . . _ L . ֊ -1
2֊(l֊m։) 2*(l-/n2)

(2.15)
QD(m — \) o QD(l-/n)4 et, = ------------- ; p, =-----------------
2~(1—№) 2n(l-w։)

Вычеты не зависят явно от связности и области. В частном слу
чае п=\ выражения (2.15) можно найти из решения |6) прямой за
дачи для эллиптического отверстия. Из (2.10), (2.15) следует, что 

| W7(P, 0) = — (ха,-?,) = PIO/'<,'+,7>(Xtm + 1>
8’i 16ji(l— т*)

I R0. Q) =֊ (za2+M = 
8u 16p(l — m*)

W(P O) = - g(p+QWM-M = (p+Q)2z>A 
8|t 16ji

В последней формуле учтено, что Qtx։4֊Pa2=0.
Анализ полученных выражений показывает, что неравенство 

(2.7) при z^2 (3> 1) справедливо для любых значении Р и Q, а 
при 2<z^3 (0<3><Ч) —лишь для P, Q, удовлетворяющих дополни
тельному соотношению

P-Q
P Q

*֊Vp I-4/—12 
2

С учетом этого ограничения оптимальность равнопрочных кон
туров в смысле (1.4) следует из (2.5), (2.6)

шах С/(р. д)^С(Р, (?)> И7(Р, <?)-- тах№’(Р» *?) 
/>•<? р.((

О^р^Р, 0^q=szQ

2ԴՎՈՂ ՀԱՐԹՈՒԹՅՈՒՆՈՒՄ ԱՆՑՔԻ ՕՊՏԻՄԱԼ ՈՒԺԵՂԱՅՈԻՄԸ ՐԱՈՓՐԻ ԴԱՍԻ 
ՀԱՄԱՐ

II. <։. Վ1’ԴԴԵՐԳԱՈ1*Ջ,

Ա մ փ ո փ ււ ւ մ

Դիտարկված է փոփոխական կտրվածքով անմոմենտ ձողով (առաձգական 
թելոփ) ումԼղարած կամայական անցքով սալ։ Սայի անվերջում ձգող հաստա
տուն նշանով, ճիգերր ճշգրիտ հայտնի չեն և միայն հաստատունով սահմանա
փակ են վերևվիյյ։ Փնտրվում է անցքի ձեր և ձողի կոշտության փոփոխման 
օրենքը, որը օպտիմալացնում Լ սալի լարվածային վիճակը ամբողջությամր 
վերցրած րԼոերի րո(որ ղասերի համ աո։

Օպտիմալության կրիտերիա հանղիսանում է սալի գեֆորմացիայի լրա֊ 
ցուցիչ պոտենցիալ էներգիայի մինիւ! ումր; Հաստատված է, որ օպտիմալ հան- 
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ղիսանում /, Հաստատուն կոշտությամր ձողով ուժեղացած կլոր անցքը։ Դի
տարկված Լ նան որոշ ուժեղացած անցքերով ոար Այղ դեպքերում օպտիմալ 
են հանդիսանում հավաոարամոա անցքերը։

OPTIMUM REINFORCEMENT AROUND Л HOLE IN A STRETCHED 
PLANE FOR A CERTAIN RANGE OF LOADS

S. B. VIGDERGAL'Z

S u ու ni а г у

An infinite plate with arbitrary hole stiffened with an absolutely 
llexiblle rod (an clastic thread) of variable section Is considered. The 
fixed-sign forces stretching the plate at infinity have only upper esti
mation with a given constant rather than being exactly determined. The 
form of hole and the law of variation of rod rigidity optimizating the 
strained state of the plate for the range of loads as a whole are explo
red. The minimum of additional (due to the hole and reinforcement) po
tential energy of plate deformation is chosen as a criterion of optimali
ty. The round hole with the rod of constant rigidity has been found to 
be optimum. The plate with several free holes is also considered. In 
this case the SJ-called equal-strong holes have been demonstrated to 
provide the optimum,
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ UUZ ԳԻՏՈ1*1>8ՈԻՆՆԵ1'Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯН CKO И ССР 

Մեխանիկա XXXIX .’.՜ 5. 1986 Механика

УДК 539.376

УСТОЙЧИВОСТЬ ВЯЗКОУПРУГИХ СТЕРЖНЕЙ С КОНЕЧНОЙ 
СДВИГОВОЙ жесткостью

ДРОЗДОВ А. Д.

В работе получены условия устойчивости армированных стержней, 
изготовленных из неоднородио-стареющего вязкоупругого материала, 
при учете сдвиговых деформаций. Устойчивость исследована при про
извольном ядре релаксации материала и различных типах закрепле
ния концов стержня. Определение устойчивости на бесконечном ин
тервале времени соответствует определению устойчивости но Ляпуно
ву.

/. Постановка задачи. Рассмотрим изгиб прямолинейно։ о стержня 
длины I, изготовленного из неоднородио-стареющего вязкоупругого 
материала. Стержень имеет две оси симметрии. Изгиб происходит в 
плоскости, проходящей через продольную ось и ось симметрии. Обоз
начим через 5 площадь поперечного сечения стержня, а через 7—его 
момент инерции. Введем ось Ох, направленную вдоль продольной оси 
в недеформпрованпом состоянии. Возраст материала стержня в окрест
ности точки х относительно элемента материала в окрестности точки 
О обозначим через р(х). Функция '• кусочно-непрерывная и ограни
ченная.

В момент времени /^--0 к стержню приложена внешняя нагрузка, 
состоящая из сжимающей силы Р и распределенной поперечной нагруз
ки интенсивности 7(а>. Деформации сжатия ё։ и сдвига е2 связаны с 
соответствующими напряжениями <т։ и оэ соотношениями [I]

=1« = 2<Л /— № (Ы)
Здесь Е- постоянный модуль упруго-мгновенной деформации, </ —по
стоянный модуль сдвига, /•—единичный оператор, /?1( Р2 -операторы 
релаксации при сжатии и сдвиге

!
рр^= | ГД/Ч-рСх), х)^т, (/=1, 2)

•г

где гР г2—соответствующие ядра релаксации.
Предположим, что удлинения, сдвиги и углы поворота элемента 

стержня малы, так что их квадратами можно пренебречь. Обозначим 
через X, г), адД/. х. г) продольное и поперечное смещения точек 
стержня, находящихся на расстоянии г от продольной оси. Согласно 
гипотезе прямых нормалей [2]
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кг = и((,х) х), и', = у(/. х) (1.2)
Здесь и— продольное смещение точек осн стержня, у—прогиб стержня.

угол поворота нормали к продольной оси. Из соотношений (1.2) по
лучим

£, = //'^֊27', 2-^Ду ). у*в^у^Х (1.3)
•г

Обозначим через И изгибающий момент, через -перерезываю
щую силу, а через р—проекцию равнодействующей всех сил, при
ложенных к сечению, на перпендикуляр к пролильной осп в неде- 
формированном состоянии

Л1«- | | о.Л, р=р0+Ру' (1.4)

Здесь ^5—-элемент площади сечения стержня.
Подставим выражения (1.1), (1.3) о соотношения (1.4)

= /-/?,)/
(1-5)

3е —О$(/~/?։)(т+у') ЬР/
В квазистатнческом приближении уравнения равновесия элемен

та стержня в изогнутом положении имеют вид [3]

- Ч (1.6)
Подставляя выражения (1.5) в равенства (1.6), получим систему урав
нений для определения прогиба стержня при учете деформации сдвига

^|(/-/?։Ь'Г-С5(/-/<2)(; -у'). |-О5(/-Р։)(74֊у')4֊Ру'|'-7 (1.7)
Определение Стержень называется устойчивым по Ляпунову на 

бесконечном интервале времени, если для любого е2>0 существует та
кое ? = ^(£)>0. что из неравенства 5ир^7(х)|<* следует оценка 
вир^|у(/. х)|<£, (лС[0. /|.

Цель работы—получение условий на величину сжимающей силы 
Р, при которых стержень устойчив. В случае, когда деформацией 
сдвига можно пренебречь, аналогичная задача исследована в [4].

В дальнейшем предполагаем, что р<05 и выполнены условия:
1) существует такая функция -). что для любого х£|0,/]

-гр(х). т-р(.г))^г<“(С •).
г

|г։։>|==5ир | /М’Ц/.

2) функция •) допускает представление 
'!М։(*. •) 4-•>,(/.

где функции у, непрерывны по Г, т и

58



2. Устойчивость консольного стержня- Пусть один конец стержня 
жестко защемлен, а другой свободен

у(/, и) = ■;(/. 0)=0, Лф, /)-$(/, 7)=0 (2.1)
Из второго равенства (1.6) я (2.1) найдем

г
Ц~-Ы(х), (2.2)

Подставим это выражение в (1.5) и разрешим полученное соотноше
ние относительно у'
у' = (1֊«Н/֊(1֊«)-։/?։|-1 |^/(05)-(/-/?а)71. а=Р/(05) (2.3)
Из (1.7), (2.2), (2.3) получим

+(1 “*)-ЧМ-«( 1 ֊’)-։(/-( 1 (2-4)
/д-о՝57(^7), Лг։ = Л'/(£7)

Граничные условия для уравнения (2.4) имеют вид

•;(/. 0) = 0. •/(/, /)=0 (2.5)
Рассмотрим сначала случай, когда эффектом ползучести при сдви

ге можно пренебречь (/?։=0). Тогда уравнение (2.4) можно записать 
в виде

I Г = -л*( 1-а)֊М- (1 (2.6)
Умножим соотношение (2.6) на ;(/՛. х) и проинтегрируем по х в 

пределах от 0 до /. Интегрируя по частям и учитывая граничные ус
ловия (2.5), получим

7?(0 = ,.а(1-я)-7*(/Н֊
I I

I 77<т/лх֊(1-я)֊1 | Ы-^х
6 'о

7(Л х)
2
ах. (7-0. 1)

(27)

Оценим второе и третье слагаемое в правой части (2.7) с помощью 
неравенства Кошн-Буняковского

<Л(0ах (2.8)

I
1՝ к-

О

| №хйх 
и
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Обозначим через 1' множество непрерывно дифференцируемых 
функций -»(х), удовлетворяющих условиям г*(0)-•а,(/) = 0. Положим

I I
л —1пь |(г>')։</л*| |г»^х 

о о
г՝^и

Согласно неравенству Рэлея |5|. а --’/(4/։) есть минимальное поло
жительное собственное значение краевой задачи ъ'-г/.г՛ = 0, т»(0) = 
= -и'(/)=0. Из определения величины / следует оценка

(2.9)

Из соотношений (2.7) —(2.9) получим

1 \-пгк֊'( 1 ~а)֊ЧЛ(О< |г\ >(/, 

откуда найдем

|1_|ГП)|_Ла)-1(1 а)֊’]/?(/)^/(|л’/-(1-7)]֊՛, ./<’(/) =8ирЛ(-)’
(2.10)

Из (2.3), (2.5) следует, что существует такая постоянная ОО, что

|у(/,х)|^С|./?(/) /<| (2.11)
Из неравенств (2.10), (2.11) следует

Теорема 1. Пусть

/><аЕ/(1-|Н11>|)|14-а/г-’(!-|Н10|)]֊1 (2.12)
Тогда стержень устойчив.

Перейдем к рассмотрению общего случая, когда необходимо учи
тывать ползучесть как при сжатии так и пр т сдвиге. Введем оператор 
/< определенный по формуле /< — ?(! «)-։|/ —(I —а) 1/?21 ’/?2.
Ядро этого оператора обозначим через г(/, Предположим, что вы
полняются условия:

1) существует такая функция гП)(/. ■, ?.). что для любых С>/0, 
^€[0, /|. «0, 1)

|г(Нр(4' г,<л‘))|=^Н:М.г 7). |г(«)|<ъс
2) функция г(,,(/. 7.) допускает представление 

г0> = ©г(/։ а) рс9(/, ։)(/—') ՝
где функции ср։, непрерывны по /, ? и

Запишем уравнение (2.4) в виде
[(/֊ /?։)7Т-֊«*(1 -’т«)^(1֊’)-'(/ ЯИ։ (2.13) 

Умножим равенство (2.13) на ?(/,х) и проинтегрируем по х в пределах 
от 0 до/. Интегрируя по частям и учитывая граничные условия (2.5). 
получим
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I
-г яа\ 1 - «)-։

о

/
■/?(О+ 1' 

о

-(I-։)-1 |\(/+^)^х (2.14)

О
Оценим величины, входящие в правую часть (2.14) с помощью нера
венства Коши-Бун я конского и (2.9)

I 

и

г
< ./Д/) | Г?>(Л т)Л(-)йх

/«
I

| \R\dx 
о

>*Л(0 т,»Ц(т)<к (2.15)

I
1՜ 7(/+Л)Л'։с(л-

О
Из (2-14), (2.15) следует соотношение

11 дао֊») ’'-’1Л(О< | И0։'. -•) ■ »> ։/,(-)«- +

4
-4֊Х(1-а) ։Х М2(1 у|г0)|)

Из этого неравенства получим
||_|..Щ| >х֊1(| ~|Н’)|) ]/?(/)</<( 1-а)^/. 1(1 Ь|Н’-)|) (2.15)
Из соотношении (2.11), (2 16) следует

Теорема 2. Пусть л(1—х)-’(1 |лЧ1,1) п х( 1 р<։)]). Тогда
стержень устойчив.

Приведенное выше условие устойчивости можно записать в виде

р<л/'У(։-1/'0)|)11֊Нг<’|4֊>« 1(1-Н1,1)1 1 (2.17)
3. Устойчивость шарнирно опертого стержня. Пусть концы стержня 

шарнирно закреплены

у(/. 0) = у(/, /) -0, 0) -^(Г. /) ^0 (3.1)
Ограничимся рассмотрением случая, когда ползучестью при сдвиге 
можно пренебречь (/?4=0). Из соотношений (1.7) получим

-,' = _(! -а)у"-^։, (К = 2д/(05) (3.2)
Продифференцируем первое равенство (1.7) по х и подставим в него 
выражение (3.2)
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Умножим соотношение (3.3) на у(/, х) и проинтегрируем по х в преде
лах ог 0 до I. Интегрируя по частям и учитывая (3.1), (3,2), получим

! I
/^(/)= | + -а)֊1 п^удх-

о *■ о

У"(/֊^)^^ (3.4)

>'5<о= [ 
о

д' ’֊--у(/,х) дх, 
дх' (М 2)

Обозначим через О множество дважды непрерывно дифференцируемых 
функций г>(х). удовлетворяющих условию г>(0) = г՝(1) =0. Положим

I
/• —1п1; | (-и")гс1х 

ао

I
| (ъ')’дх 

о
V

Согласно неравенству Р:.ле ■ [5|, > ։ есть минимальное положи
тельное значение краевой задачи г|П(л') ьлг։*(х)=0, т»(0) и(1) ■•֊՛ 0. 
т»"(0) -••։/"(/) = 0. Из определения величины /. следует оценка У'?(/)=С 
'С/~ХК£(/). Слагаемые в правой части соотношения (3.4) оценим с 
помощью неравенства Кошн-Буняковекого аналогично (2.8). Получим, 
что при ?.(!■ х) ։</.;г ՛(! |г\1М справедливо соотношение

I
У^С^, К2,—

О

(3.5)

где постоянная С,>0 не зависит от интенсивности поперечной нагруз
ки. Из граничных условий (3.1) и неравенства Коши-Буняковского най
дем

|у(/> х)|<2/^Г,(0 (3.6)
Из соотношений (3.5), (3.6) следует

Теорема .3. Пусть
РС'.ЕД 1-|п’ф( I +хя֊а(1 _|г<»|)]-’ (3.7)

Тогда стержень устойчив.
•/. Устойчивость стержня с жестко защемленными концами. Пусть 

концы стержня жестко защемлены

У(Л0Ьу(Л /)-0, т(Л0)-7(«,/)»0 (4.1)
и ползучестью при сдвиге можно пренебречь (/?։=0). Из соотношений 
(3.2), (4.1) найдем
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I

о
(4.2)

i х

.¥,(х)«=/֊։ f(/-O<7։^—j qxd\ 

о о
Из (4.2) и первого равенства (1.7) следует соотношение

I
«)~։| ylx+nb\ ՝) (4.3)

о
Умножим (4.3) на х) и проинтегрируем по х в пределах от 0 до /.
Интегрируя по частям и учитывая граничные условия (4.1). получим 

/

О и
Г

— л(1 —в)՜1 j Л'^Х (4.4)
о՛ ՛

Обозначим через и множество непрерывно дифференцируемых 
функций г։(х). удовлетворяющих условиям г'(0)—Ф(/)=0. Положим

я-и[/(1-а)(1 -|г?»|))֊։

Легко покашть, что --1 5<'.(а) i^JZ՜2. Из определения величины л
и (4.4՝ следует неравелст о

И'ЛЮ |1—«а(Х(1 а 
։

X ( | 7^/х^ 
'b

)(։-т))-’||(>-1Л?1МК0+л(/(։-«»
I I
I 7'tfjTWxl + а( 1—7) 1

о '
I Na;dx 
о

Хх

Оценим слагаемые в правой части этого соотношения аналогично (2.8). 
Получим. ЧТО При

а(1 -*)֊’< Ца)л-։(1-Н։>1) (4-5)
справедлива оценка

I 
4(0<С,К2. Х?= [л2/х 

о
(4.6)

где постоянная Сг>0 не зависит от интенсивности поперечной кагруз- 
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кн. Из соотношений (4.1), (4.2) и неравенства Коши-Буняковского 
вытекает оценка

|у(Л ^)|^/^(1-«)ь։[24(О-К21 (4.7)
Из (4.6), (4.7) следует

Теорема 4. Пусть выполняется неравенство (4.5). Тогда стер
жень устойчив.

5. Устойчивость армированного стержня. Пусть стержень изготов
лен из неолнородно-стзреющего вязкоупругого материала и армирован 
упругим материалом. Поперечное сечение стержня имеет две оси сим
метрии. Арматура расположена симметрично относительно этих осей. 
Площадь поперечного сечения арматуры равна ձ’«, а момент инерции 
равен ./а. Напряжения и деформации к арматуре удовлетворяют за
кону Гука ’о =2б„:2, где £ճ, О’в-постоянный модуль упру
гой деформации и постоянный модуль сдвига армирующего мате
риала.

Условия устойчивости армированного стержня совпадают с усло
виями устойчивости неармированного стержня, у которого модуль уп
руго-мгновенной деформации равен ԼՀ модуль сдвига равен (Լ площадь 
поперечного сечения равна ձ’օ (С75 Օնձ*,,),<?. момент инерции ра
вен ,/0 =(£7( а ядра релаксации при сжатии и сдвиге имеют
вид 3։г։ и >2г,. где - Հ՛Հ, 32--5/50

6. Некоторые замечания.
1) Если деформацией сдвига можно пренебречь (6=со). то усло

вия устойчивости (2.12), (2.17), (3.7), (15) принимают вид

Р<л£./(1-|г<։>|) (6.1)
2) Пусть существует такое предельное ядро релаксации Հ(/,ր) 

что |г?|<1 и при ра; номсряо по 
։

Пт I 8ирл|г։(/ ?(л), р(х))—г®(/, Հ)[մ-:=0
հ

Тогда в условиях теорем 1. 2, 3, 4 можно заменить норму ядра г<п ил 
норму предельного ядра релаксации г%. Условие устойчивости стержня 
при отсутствии деформации сдвига (6.1) в этом случае переходит в 
условие устойчивости, полученное в [4].

Автор выражает глубокую благодарность П. X. Арутюняну за вни
мание к работе и ценные замечания.

ՎԵՐՋԱՎՈՐ ՍԱՀՔԻ ||ՈՏՏՈԻԹՅՈ1»ՆՈՎ Ա!1-ԱսԳԱ.1րԱԾՈԵ8ԻԿ ՋՈՎԻ 
ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅՈԻՆՈ

Ա. Դ. ԴՐՈ&ԴՈՎ

Ամփոփում

Աշխատանքում ստացված են անհամ ասեո֊ծերԱ/ցող աոաձէ/ամածոլցիկ 
նյութից պատրաստած ամրանավորված ձողի կայունության պայմանները 
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i/ահքա ւին րյեֆււրմացիաների հաշվաոմ ան ղեսքրոէմ: Կայունությունը Հետա- 
ղոտվաձ է նյութի կամայական կորիղի ոեչարոացիայի b ձողի ծայրերի տար
րեր աիս/ի uniրակրյումների ղեպրում: Կա յունոէթ յան որոշումը մ աման ակի ան - 
'//'/’У միջակայքի կա յունութ յան որոշմանը։

STABILITY OF \ ISCO-ELASTIC BEAMS WITH FINITE 
DISPLACEMENT RIGIDITY

A. D DROZDOV

Summary

In the paper conditions of stability ol beams from aging visco
elastic material have been obtained.
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