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БАБЛОЯ Н А А.. ТАДЕВОСЯН Р. Г.

Исследованию напряженного состояния бесконечных клиновидных 
областей посвящены работы [1 -II] и др.

Методом «кусочно-однородных» решений Б. М. Нуллер рассмотрел 
задачу для составных М-образных областей, имеющих три угловые 
точки, когда линия контакта имеет определенное направление. Анало­
гичные задачи для составных тел. когда исследуемое тело имеет две 
или три угловые точки с раствором Л-/2 (Л— 1, 2. 3). рассматривались 
» работах [8, 4] и др.

В работах [1,2, 7] приводятся решения задач для составных кли­
новидных областей, имеющих две (внутренние или внешние) угловые 
точки с произвольным раствором углов, причем линия раздела различ­
ных материалов проходи! через вершины углов под произвольным на­
правлением Все эти задачи решались методом, предложенным в [2] 
сущность которого состоит в следующем՜ вводятся две системы поляр­
ных координат с центрами, совпадающими, соответственно, с угловыми 
точками. Применяя принцип «обобщенной» суперпозиции и точно удов­
летворяя условиям контакта двух материалов, задача сводится к реше­
нию регулярных интегральных уравнений, а затем—к бесконечным 
системам алгебраических уравнений. Используемый метод позволяет 
получить искомые напряжения около угловых точек с выделенными 
характерными особенностями.

1°. В данной работе приводится решение задачи теории упругости 
для симметрично собранной плоскости, ослабленной многоугольным от- 

Фиг. 1 фиг. 'Հ
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перстнем (фиг. 1). Отверстие имеет п (/1=1, 2. ...) осей симметрии и 
4л сторон, которые попарно равны между собой. В силу симметрии 
задачу будем решать только для заштрихованной /И-образной части 
составной области (фиг. 2), удовлетвори*. при этом условиям симмет­
рии па лучах О։А и О4Я:

•<,\>=0. 1’^ = 0. (Ы’Л) (1.1)

Пусть модуль Юнга и коэффициент Пуассона для первого ма­
териала будут а для второго- Л,. Принимается, что по лу­
чу О,С материалы сцеплены друг с другом

С(1) ;С!_ ..И . / Г I I

На отрезках 0,0, и О։Оа заданы напряжения в виде интегри­
руемых функций

/•>• -«‘Л /*«• (А-1.2) (1.3)

1-я:. известно |8|. р.'с< иагрльлек .|р щдача сводите։։ к определе­
нию бигармоннческой внутри о ласти Функ: : н /•', удовлетворяющей 
условиям (1.1) (1.3)

Введем четыре системы полярных координат (г։, $и), (г,, <р։։). 
(/■<.. ?м). (6. ?з*) с центрами с .ответственно в точках Ог. Оа, 0„ О 
(фиг. 2).

Решение поставленной задачи ищем в виде

F = F\ внутри первого материала
Л. внутри второго материала

Каждую из функций /•* (Л=1, 2) представим в unie суммы 
двух интегралов Меллнна

/՝>= У ?«* )= ~т У \ Фл4*. ?«м)г’п՜ ds 
n=h 2**i а₽-4 .

?н=՝?п- Тп=?м֊*» ?» = ?»-“• = (1-5)

(Здесь и в дальнейшем первый индекс указывает вершину угла, 
внутри которой функция бнгармоннчна, а второй индекс указы­
вает материал).

Ал—прямые, параллельные мнимой оси комплексной плоскости s 

(s-cn4-/y, —o^<y<;-t-oo, е— 1<Сл<0, ։>0)

Функции ФЯй удовлетворяют уравнении?

4>lv(s, ?)4-2(5*Ч-1 )Ф"-| (v—1)’Ф = О (1.6)

следовательно, их можно представить в виде

Фл4*. ?л*)=.4па(5)СО5(5—1)Гя* sin(v— 1)7.*-f-C* cos(s-t 1 )<рли ф

н DflkSin ($4- 1)?Д4 (1-7)
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Из фиг. 2 следует, что углы изменяются в пределах: для 
первого материала 0<?п<9п, 52։<<рп —я--•?„<(): для второго мате­
риала * = ?и=с0. О«С?32^032 и имеют место неравенства

0П-Ь®з։^2т:« 532—(1.8)

2°. Требуем, чтобы функции Г1։ и Л1а на отрезках и О2ОЛ 
соответственно удовлетворяли условиям (1.3), а функции Л21 и Л22 
на этих же отрезках удовлетворяли условиям свободного края, ана­
логичным однородным условиям. В дальнейшем целесообразно вмес­
то неизвестных функций, входящих в (1.7), вводить новые неизвест­
ные Аф, УгЛ (р=1, 3; п, й = 1, 2)

4՜ фА/,2 I П 7//2^>р)

— (1'^гркХр1 ?р^1>2 ՛ 4- /ръ$ р)

;С'>лЛа — р( Аф1՛ и 4- А՛ 2А) 12 -|- Сф) ։1 4- /ф) ։2)

=а1(Л7мГп 4- ЛфГ։։ 4- /фГ։։ । (&у„)

1)^4֊(* + 1)ад=4Л*(О

Ц* 1)(А*4֊ад = ^Л։($)

(։-1)Вг,+(։+1)£>г»=0, Лг»4֊С2»=0. (л = 1, 2; р* П’ (2.1)

При этом граничные условия {1.3) удовлетворяются тождественно 
Здесь введены следующие обозначения:

£‘«А7*(:)- ± (֊ 1И^Ф«֊

/Згп.\’ ֊(;) -( - 1)’”(£т^*4 ^т<^С.'п֊ А\:§-(т)

^/•//?А(:) = (֊1)"' ։|£2(^-»֊ЙС) ^7±Д.Г/]

=±( I ^:^т-^с2±«)-֊^՝Йд՜-1
г<п>)= | 2(81п2;9р), 31п20Р)>)

С^(:, 0м)= 4[81пг(;5рь-г./4Т”'4)--Б1п20гн]

а±0, $) = (! Т?)[со5 (?—1)5—со$(с4-1)^|

5)^(1±’)81н(;-1)04-(1 4 5)51п(В-1)9

«*(?, 5) = (1 РФ’■:4-4со8(;-Р 1)5

?*(:, 9) = (14֊>)3±-4з1п(։-1)5

С5(5, 6гл) = 81п2с9.-*±и։п2б2*

Д*(£’ ®2>) = 51П*:0п — С*81Пгб2*

7а(5, М-=(14-^)։Ф -4(1^ь)51п%+4

6г(’. 02*) = (1-т- 'к)Ф -2(51п8;0л±?51п,02*)
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a_ld2L_l±\ |^P’*=n 
£, Ъ V 13. «=2 2

V*) - 4C;fc(:, 9,»)

Aa(B)-4{^։£,,(«A,i։4-4(A։sin’'G„/£։֊i>$in4G„/£,)|+

4-4(f։A։/£t4-£tAt/^)-8|cos(9„-9M)blnWnsln:G„-

-£cos(0„-9M) sin 0„ sin 6„|}

Функции /рй(О определяются no формулам
«а

7₽k(0-«;՝J Mr^^drp 

о

Удовлетворяя условиям симметрии (I I) и условиям контакта (1.2), 
после ряда преобразований для определения новых неизвестных функ 
цнй получим следующие сингулярные интегральные уравнения:

(2.2։

(2.3)

(2-4)

д,
r..(s) +j|X„Xj'<*»+X„KS'<4 ‘«(Л + рЛ-։,КК‘՛• -W’""'|rf'= 

h I.

/(D-U 1(2) = 5; p--=l, 3; n. k=>L 2; от« { l’ 1 \
I 2. р-з/

(2.5)

Ядра интегральных уравнении имеют вид

5)АЙ(*.0(-)'. 0-18) (2.6)
\Д։ /

(п. й=1, 2; <7 принимает значение 1. 2 или 3 соответственно линии
Л։. А, или /., интегрирования).

Здесь В(х,;)—бета-функция, а функции «у определяются по 
формулам

W(5. =

«li։=(֊i)*|^(3;/^+3;J;j4-xHe^aCos(s+i)։2>-3;wsin(s+1)«2<1)| 

Л(*+2)«(—1)*|£։։(з7\։Д4'^*3;>)та/(<ьсоз(з4-1)*?м ₽^sln(f • I)s20|

Л1*'Н)в(-“0*+1|Ь(»лЗ;»-ад*) t-M’r\s։n(s --l)«2»-r?;fccos(54֊IH..A)|

(-l)։+։j£b(x7fc3;t-&a;j-֊«а(«Д51п(.< t l)k4-+-^Mcos(.s-r l)e.k)|
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^2Л “ 2* 2*' ~ $2*+%։» 2*

ЩЩ - №М>

“ <1 -Н*)ЛЙ-М151п(л՝ -г 1 )ем—С08(&'-|-1 )ем | 

Л^ = ( 1-Нк)*£Н ф(п(8 } 1)8р>—СО5(.^4-1)ерл| 

ЛЙ= (* +7л)^2? +4|51п($4- 1 )Ерй — со$($4-1 )ер>] 

= (1 -Н*Н{+4[51п(.у-|- 1 )8р*—со։(^+1 )ви] 

£*» = (! лл=4£,/£>

е»։=бл։֊(֊1)*-Ч 8т2 = е«2-(֊1

(Л=1, 2; т=2, 3; /-=1-4) (2.7)

Свободные члены системы (2.5) выряжаются через функции (2.2) 
и (2.4) следующим образом:

Л.»(։)= ֊ [| ЛЛО^, 0+7,,^^ - У(2-8)

Здесь

0 “ Й(о1~/Л 11^5)(тУ • (у=14՜8' *՜1’ 2)

/Й+5> - ( 1)‘ (^+4»с;). /!? - ֊ £/?<’ (г-9»

1й> -(-։>'| £*(Ч^;, 7‘Л՝;,> /08(5+1)г2* +-с;8։п(.«+1 к») |

/Я 2) = (-1)*1^(а;кС; • ?;>8;ХМС/О5(л4-1)«.> -57,8։п(х-Ь1М2к)| 

/ Й+*)=(-1 )Ч ^(З.ч^-г ($;ап(8 -ь I )8.Л-с;со8(я-1 )^х) |

/ ?7 6> = ( - 0*1 ^(^Л7“а2к5/0 -«^(С;8|П(8± 1 )е2л+$;СО5(8+1 )62й) 1 

В формулах (2.7) и (2.9) первые множители зависят только от 
аргументов (х, е), а вторые—от (5, б). Если аргумент в одном мно­
жителе задан в явном виде, то второй множитель зависит только от 
($,е).

Систему уравнений (2.5) путем исключения неизвестных /д* 
(л.Л-1,2) или неизвестных (р=\,3; к=\, 2). как это сделано в 
работе [1]. можно привести к двум неизвестным регулярным системам 
интегральных уравнений Фредгольма второго рола. Из-за громоздких 
формул и уравнений эти системы здесь не приводятся.

Если неизвестные функции представить в виде рядов Фурье по при­
веденным. ортогональным, на линии ЬР, многочленам Чебышева-Эрмита

Х^)^Г(1+5) V Л^/77С), Уп„^) -Г(1 ')< Г<^(с) (2.10)
1/-1-0 <7=0 
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то систему (2.5) можно привести к решению бесконечных систем алгеб­
раических уравнений

V |Лйа(.,г,Т+лмт։гй>+лй1>>(.,.1 гй>+л^)-.й>| -о

п»+2 [^и*)^й>+^!а>+2хй)+л1’4»> м =^«.<<?-=0
где (2.Ц)

4ЯА1=(֊1)'+’ Г \г(5֊^+\)Н։(5)Н^)ехр\(з-сУ\1^^^^1

-1- (1—$в)фп(5, ?„) р1п2(9։1—<рп)-$ф;,($, ?п)соз2(021 »„) г^֊։г/х

?и = агс1$ (г^п^Кг^о^-а^), ф г2з1п921 = 0

Определив неизвестные функции А'.,» ։< П;» (р 1, 3; п. А’=1,2).
функции Ар՛................ Орк и До*............ £>2)| будем определять по
формуле (2.1). После чего по формуле (2.13) будут вычислены на­
пряжения. Интегралы, входящие в (2.13) • удем вычислять при по­
мощи теории вычетов. Например, если на границе тела, вдали от

Рпь.1=(— 1)г 1 / ЛлМ(5)/Л(5)ехр|(5 —с)2{Г-1(14-х)^х

1, п = 1 в /г = 1
2, /г = 2
3, п -1 и /г- 2

1, //=2 и А’=1
2, п » 1 ;
3, п = 2 и /г- 2

/! 1 :-8; / = О. 1 ...

(2.12)

Возможно, что система (2.111 нерегулярна. Но исключением неиз­
вестных ^¥рь(У лЛ) и преобразованием системы получим новую вполне 
регулярную систему для определения неизвестных }'я* (Л’рО-

После решения уравнений (2.5) или (2.11) искомые напряжения 
будем вычислять по формулам [8]. Например, приведем выражения 

нормального напряжения о, в точках отрезка О։О։ (г։։=-?г։ — 0: 
/■։-г/-2 = <71) и касательного контактного напряжения действую­
щего на луче ()։С

‘У’—~ [ 4(®-։)(^1,+с,1)-г4С111гГ<֊

I,

*֊1)(Л։-1С2։) НС21|г2—
(2.13)

1
2-1 — Ф։։($» ?п)-1-

*1/
5,
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вершины О, действуют сосредоточенные силы или моменты» то все 
полюсы подынтегральных функций (кроме» может быть, точек 5=0» 
±1) будут простыми и поэтому напряжения (2.13) при гп<^з„ (я=|, 2) 
представляются в виде

2
Л։п,3<։>=. V 

л»«1

П п-1

(й«Цд<о։

(2 14)

где коэффициенты Л*Д' (/—1 4) определяются по известным форму­
лам простых вычетов и зависят известным образом |8| от углов 
&„*» упругих постоянных и внешней нагрузки. Вторые суммы появ­
ляются из-за того, что, как следует из (2.5). все неизвестные функ­
ции имеют полюсы в точках /г (Л»1, 2, . . . ). Если, хотя бы, 
одно из соотношений ап[гя<\ {п 1, 2). то вид второй формулы 
(2.14) бу тег меняться.

3°. В качестве численною примера рассмотрена задача о контакте 
двух полуплоскостей из одинаковых материалов (/:'։, *։) и двух сим­
метрично расположенных полубескоиечпых полос (£'։. ',) постоянной 
толщины. При лом отверстие в составной плоскости имссл вил: 1) пря­
моугольника (фиг. 3). 2) вогнутого симметричного многоугольника 
(фиг. -I); 3) выпуклою симметричного многоугольника (фиг. 5). Внеш­
няя нагрузка приложена на берегах отверстия в виде равномерного 
давления интенсивности Р. При вычислениях принято

>։-0,3. .2 0.25. 2, 2</: = </3=2

Фиг Ь
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При вычислениях бесконечные системы (2.14) сначала приведены 
к регулярным пилам, которые затем решены методом последователь­
ных приближений. При этом во всех рассмотренных случаях сумма 
модулей коэффициентов при неизвестных не превышает значения 0,33.

В табл. I приводятся значения некоторых первых корней целых 
функций Л։(Е), Д։(5) и АД£).

Таблица I

А» А,

1 1 0.6450
2 2 1.9989 ֊0,3009 7

1 3 3 2,9958-И), 3041 7
4 4 3.9998 0.3239 1
5 5 4.9999 0.3243 1
6 6

2.7396+1.1190

5.9999 | 0,3248 1

0,7454 0,4170 1
2 совпадает 6.84524-1.6816 1,9731 0,2216 7

с первым 10,8856֊ 1.9702 3.1953 1,1062 7
случаем 14.9080 2.1673

18.9225+2.3174
22,9327—2,4388

3,9998 0,3231 7
4.5571 1,2417 7
4,995340,3167 ։

3 совпадает 0,5450 0.8394
с первым 1,6292—0,2 Я 2 1-9735 0,2302 7
случаем 2.9718 0.3739

4.3104 0,4554
5,6471 । 0,5136
6,9829 0,5591

3,0067 0.3006 7
4,0000 0,3244 7
4.9947-; 0,3269 (
5,9988 0,3331 1

В 1зб.| 2 приводятся значения интенсивностей напряжений а, 
около точки ()2 при разных направлениях площадки, на которой дейст­
вует с.. При первых пяти шачеииях ? площадка находится в первом 
материале, а при остальных—во втором. В

В табл. 3 приведены значения некоторых первых коэффициентов 
.-Щ. ( п 1« “• 3: /г—I) разложения \2.I4) нормального контактного 
напряжения теист кующего около угловой точки О։.

Таблица 2
Коэффициенты интенсивности контактного напряжения

1 2 3

V о № к?

60- о.озо 60е 0,084 60 0.024
85э 0.125 85 0,248 85 0.087

105 е 0,213 105’ 0.347 105 0.143
130 0.225 130 0.485 130= 0,154
180’ 0.254 180 0.564 180 0.158
80 0.161 90 0.483 30 0.112
45 0,038 60 0,342 20’ 0.094
30 0,013 30° 0.015 10 0,012
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Таблица 3

Коэффициенты разложения (я=1՛ 2« 3; *-0 контактного напряжения -т-

1 2 3

0.254
-0.165 ■ 0,118/ 
֊-0.079-ր0.028/

0.548 0,174/
-0.318 0.109/

0,212- -0.074/

0,158
0,047—0,019/

—0.012—0.009/

Вычислсння показывают, что наибольшая концентрация контакт­
ного напряжения для рассмотренных случаен возникает, если от­
верстие имеет вид,, указанный на фиг. 4.

Па фиг. 6 приведет.! графики распределения напряжения 
действующего на одной из осей симметрии ()ЛВ. Вычисления показы 
бают. что появление угловой точки сутт ՛исипо отражается на распри 
делении напряжения с. в непосредственной близости от точки О3.

Как видно из габл. 2. максимальный коэффициент интенсивное। и 
(А՜ ) ' Д^} | при особенности получается па площадках контакта двух 
мац-риалов. На других площадках в >той же точке О2 коэффициенты 
интенсивное!и напряжения зг уменьшаются по мере приближения к 
।раницам.

ՐԱՐ.ՄԱՆԿՅՈ1*ՆԱՋԵՎ ԱՆՑՔ11Վ ԹՈՒԼԱՑՎԱԾ ՐԱ՚ԼԱԴՐՅԱԼ 
ՀԱՐԹՈՒԹՅԱՆ ՀԱՄԱՐ ԽՆԴԻՐ

Ա. Ա. ՈԱՈԼՈՅԱՆ. 1>. Դ. ԹԱԴԽԼՈԱՅԱՆ

II. մ փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկվում Լ տարրեր նյութերից երկու հատած սեպերի համար աոաձ֊ 
դավանության հարթ կոնտակտային իէնդիրր, որոնք միացված են այնպես, որ 
կազմում են երկու վերջավոր ե երկու կիսաանվևրջ կողմեր ունեցող անվերջ 
տիրույթ (նկ. 1 )։ Տիրույթի վերջավոր 1{ ււ էք լք ք. յւ/է վրա տրված են ԷԼորումներր, 
իսկ նրա մնացած եդրերի վրա րավարարվամ են սիմետրիայի պայմանները: 
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հնգիրր լուծված է Մերինի ձևաւիււխէռթ յան կիրաոմ ամ բ րնդհանրացված 
սուււ/երսրւդիցիայի մեթոդով։ Խնդրի լուծումը բհրվել Լ բվադիլիռվին ռեգուլ­
յար գծային հանրահաշվական հավասարումների անվերջ սիստեմի լուծմանր։ 
Դիտարկված են թվային օրինակներ։

PROBLEM FOR THE COMPOSED PLANE. WEAKENED BY THE 
POLYGOHAL HOLE

A. A. BABLOYAH, R. 0. TADEVOSIAN

Summary

The plane contact problem of the theory of elasticity has been 
considered for double truncated wedges of various material linked so as 
to make an Infinite area with two finite and two seml-Inflnite sides 
(Fig. 1). The stresses are given on the finite sides of the area and on 
the other sides the conditions of symmetry are satisfied. The problem 
is solved by means of the method of generalized superposition with 
the use of Mellin transform. The problem is reduced to quasl-complete 
regular infinite systems of linear algebraic equations. Numerical exemp­
ts are presented.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

XXXIХ?№ 3, Т%б “ Механика

УДК 539.3

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ ГЕОРИИ 
УПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛУПРОСТРАНСТВА И ПОЛУПЛОСКОСТИ 

НЕОДНОРОДНЫХ ПО ГЛУБИНЕ

АИЗИКОВИЧ С. М., АЛЕКСАНДРОВ В М.

Изучается влияние неоднородности основания па распределение 
контактных напряжений под круглым штампом и его осадку, определя­
ются контактные напряжения под полосовым штампом на неоднород­
ном основании. Задачи поставлены п связи с проблемой расчета фун­
даментов на химически закрепленных насыпных или просадочных грун­
тах (круглая жесткая плита, ленточный фундамент).

1. Методы решения основных краевых задач теории упругости для 
многослойных оснований хорошо разработаны. Для произвольных же 
непрерывно-неоднородных по глубине сред здесь приходится преодоле­
вать значительные трудности, гак как необходимо решать краевую 
задачу для системы дифференциальных уравнений с переменными ко­
эффициентами. В связи с этим в большинстве известных работ рас­
сматривались контактные задали для специальных зависимостей свойств 
следы от глубины (степенная, экспоненциальная, линейная) По при 
этих зависимостях есть точки среды, в которых модуль упругости об­
ращается в нуль или бесконечность, что неестественно для многих прак­
тических задач.

В общем случае произвольной непрерывной неоднородности в ряде 
работ применялся приближенный подход, основанный па замене непре­
рывно-неоднородной среды многослойным пакетом [1, 2. 3].

Следует заметить, что метод аппроксимации произвольной непре- 
рынно-неоднородиой среды многослойным пакетом нс всегда даст удов­
летворительные результаты и нуждается в дополнительном обоснова­
нии [4].

Смешанные задачи для многослойного (двухслойного) основания 
рассматривались в работах [1—3. 5—13] и других. При построении 
решения интегрального уравнения в указанных работах использова­
лись методы: а) коллокации по чебышев<ким узлам; б) сведения к ли­
нейной системе путем аппроксимации полиномом регулярной части 
ядра интегрального уравнения; в) асимптотический (метод больших / ); 
г) сведения к интегральному уравнению Фредгольма второго рода и 
решения его методом механических квадратур, то есть использовались 
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методы эффективные для достаточно больших значений '- (а—отношс-1 
нис толщины слоя к полуширине (радиусу) штампа).

Заметим, что трансформанты ядер интегральных уравнений непре-1 
рывно-неоднородных сред и многослойных отличаются по свойствам,, 
поэтому н структура их решений в общем случае различается. Ниже 
изложим способ численного построения трансформанты ядра для не-1 
прерывно-неоднородных по глубине полупространства и полуплоскости 
[11] и методы решения возникающих интегральных уравнений как для 
слоистых, так и непрерывно-неоднородных по глубине сред. Будем рас­
сматривать следующие задачи: задачу I плоскую задачу о вдавлива­
нии педеформпруемо!о штампа в неоднородную полуплоскость и зада­
чу 2—осесимметричную задачу о вдавливании недеформируемого кру­
гового штампа в неоднородное полупространство. Полагаем, что 
неоднородное полупространство (полуплоскость) представляет неодно­
родный слой (полосу), сцепленный с однородным полупространством 
(полуплоскостью), для непрерывно-неоднородной среды и пакет слоев 
(полос), сцепленный с однородным полупространством (полуплоско­
стью), для дискретно-неоднородной. На границе между неоднородным 
слоем (полосой) и однородным полупространством (полуплоскостью) 
предполагаем выполненными условия сопряжения по напряжениям и 
перемещениям. Требуется определить распределение контактных напря­
жений под штампом, связь между вдавливающей силой и осадкой 
штампа (задача 2).

Математически постановка задач I 2 запишется следующим об­
разом.

Задача I Коэффициенты Ляме А и М полуплоскости с глубиной 
у изменяются по закону:

1. А = Л0(у), М- М0(у), 0>у>-//
2. Л = .\։ = Л0 (—-А/), М = М։=М0(—//), ֊/У>у>-«о (1.1)

Граничные условия следующие:

у = 0, (су1==0’ И>а ‘ (1.2)
| = —7(х)| = /(л-), |х|<а

Здесь а-ф^х—перемещение штампа под действием силы Р и момента 
М, 7(л՞)—форма основания штампа

у = = = ^10=^2) (1.3)

и и г՛—смещения вдоль осей ох п оу соответственно. При (|х{. —у)֊>оо 
напряжения в полуплоскости исчезают. Требуется определить распре­
деление контактных нормальных напряжений под штампом

«5? в—?(*);  (у=о. И <«) О-4)
а 

и связь между Р. М и я, В при условии у-(ЕИ5=Р 
— Л
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Задача 2. Коэффициенты Ляме А (г) и М(г) полупространства с 
глубиной г изменяются по закону (1.1). Граничные условия имеют 
вил:

г-0, т„ = г„=0, [’֊-“°' Г>а (1.5)
I ■& = — о(г) — - [о—0(г)),

Здесь перемещение штампа в направлении оси г, ф(г)—форма по­
верхности основания штампа. При (г, —г) -ро напряжения исчезают

г = - Н: □’*)«=  оС2). зд<‘> = К’<2>, «<’> =

О 
п’(2М4-Л)М՜1 

0

Требуется определить перемещение штампа и распределение нормаль­
ных напряжений под штампом:

°г’ = — <?(Н; (2 = 0; г^а)
Задача 1 сводится к интегральному уравнению вида
I о
^?{<)| Л(к)|м|_1со$///^м«/; = ^60?('1С՜). =

-1 <7
(1.6)

/(,?)=/( х«՜’); б(у) = 2М(у)|Л(у)4- М(у)]| А(у)4֊2М(у)|՜1; 6о = 0(О)
Интегральное уравнение для задачи 2 имеет вид:

1
| -(?)?«/? I 'ун=-.).е0Цг), г<1

Г о
(1.7)

Здесь >. = ///«, Н—толщина слоя, а—полуширина (задача I) или 
радиус (задача 2) штампа, ^(г) = т(гй“։), Ь(г) ■=֊Цга 1).

Выражение для /,(«) получаем из уравнений равновесия, исполь­
зовав преобразование Фурье для задачи I (соответственно Ханке ля, 
для задачи 2, г—у)

| д^и)а^(и)-, а,(и, у)=(л|’>(/г), ар (и), ар(и), ар (и))

/=1, 2

Векторы («, у), (* ’=!, 2) находятся численно из следующих задач 
Коши при фиксированном и:

йа^ду = Ао7—|«|яь —7/<у<0, /=1.2

1. й։(п, у) = (1, и, 1, и)\ (у = — Н)

2. а^а, у) = Iиу, и, + ду, и ЛЛ/4 «У֊Г 1))
\ А֊{-л1 \ л֊рм //

(У=~7/)
0

—«М'М-» 
о

1
- М'М-։ 

0

о
֊й(М + А)М’։

1
н\'(2М.4-.\)-։ /т(М-}-Л)(2Мл-Л)"։ «М(2М-гЛ)-1(2М/4 А')(2М X)՜1
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Функции г/։(//) и d.(ii) определяются из линейной алгебраической 
системы уравнений

| ар 4-нар | -rd։| «р 4- иа$ | = О

</։|- \ааун֊(Л ; 2М)ар} - </,{—Лиа\”+(Л+2.М)ар}-Оо«; (у-=0)

Трансформанты ядер /.(«) обладают следующими свойствами |4|:
/.(н)-Я ВДфО(н։), (и -0); Л = lint 0(0)0'»(у) (1.8)

у-*
1 .(14 14-£)|нГ‘4-О(«՜’). (н—оо); В, D—const (1.9)

при условиях:
inlnG(y) с,>0; max 0(у) Г<ео; linifc(y) const (1-10)
у(-(0.—*■)  КчЯ-М ' у—-■х

Для многослойны՝ сред свойства функций податливости, аналогич­
ные (1.8). отмечены и работе [15] Свойства (1.8) означают, что зна­
чение /ДО) в;- зависит от тою. каким образом изменяются модули уп­
ругости п слое от у 0 до у=—Н, а определяется только их шаче- 
ннями при у О и у //. Графически -то будет выглядеть так, что 
если множество кривых, описывающее некоторые законы измененвя 
Ч у ) с глубиной, имеют одинаковые значения на поверхности полу­
пространства в на глубине Н, то графики соответствующих трансфор­
мант 1(a) задач 1 и 2 будут выходить из одной общей точки /.(()) = 
= 0(0)8՜*  (-Н) в сходиться в одну точку £(оо)«1.

Замечание 1.1 В случае, если рассматривать не неоднородную по­
луплоскость (полупространство!, а полосу (слой), лежащую на жест­
ком основании, то в этом случае Д(0)=0. Этим свойством обладают и 
все типы оснований, для которых 6(—/7) = =с, (// — ©о). В данной 
работе не будут затрагиваться методы решения таких задач. Далее 
будут строиться методы решения классов интегральных уравнений, для 
которых имеют место свойства (1.8). (’.9). причем Д#=О. К таким 
уравнениям приводят контактные зздачл как для непрерывно-неодно­
родного. так и многослойного полупространства (полуплоскости), при­
чем законы изменения коэффициентов Ляме удовлетворяют условиям 
(1.10).

Замечание 1.2. Условия (1 10) являются также достаточными для 
того, чтобы можно было применить схему численного построения /-(«), 
основанную на том. что, хотя бы начиная с достаточна больших зна­
чений глубины //. можно построить точное пли асимптотическое [14, 
lii, 17] общее решение обыкновенных дифференциальных уравнений, 
к которым приводят уравнения равновесия и результате применения к 
ним преобразования Фурье (задача I) пли Хайкел я (задача 2).

2. Некоторые аппроксимации L(u).
Обозначим:

I z _ Л1
Mw)“!^ ; v ^(ехр(—ху|ц|) ехр( -*/|и|)):  /..”(")■ v <М«1(«’-1 Я?)“1*_՝ • * к I
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Ал(«) = П(«ЧЛ;)(и’4 я;г։; (й-ад(Л-Л*ИО; (/-4) (2 2)
/-!

Имеем при «-0
1.1. ~ । л _

/.0(и)= 1-|- V 2 И 4- ֊֊ V ЬО(|«’|) (2.3)
/=։ /=1 2 /=-1

/^(«)- V ^•|//|4-О(|«|а); £л.(м) -П А^ + О(и') (2.4)
*=1 1=х1

при и—СО
4/«) = 14-0(ехр (—х/г)), х =т!п(Рех/); /=1, 2» ...» £ (2.5)

А?(= V гл|«Г։4-0(|«Г’); 4л(«)-=14-0(«֊’) (2.6)
/- I

Рассмотрим следующие выражения:

А։(я) = /.0(М)4-^(«); £,(«)-Лу(«)4֊4;м(«) (2.7)

Покажем, что выражениями вида (2.7) можно аппроксимировать Ци) 
со свойствами (1.8), (1.9). Для этого используем лемму [18, 191,

Лемма 2.1. Пусть четная, вещественная, непрерывная на всей 
вещественной оси функции ?(«) обращается в нуль на бесконечности 
Тогда она допускает приближение в С(- 6о, сю) рядами из функций 
вида ?*(«)  = («’ -/Т-)՜1.

Выберем постоянные Ь( (у 1, . . Л), А։. В,1.. . ., /V) в.
(2.3), 62.4) так, чтобы

с л:
14֊ А п А]В?=А (2.8)

/-г- /=■։
Рассмотри м ф у н к ц и и

/.!(«)-[£(«) Ао(«)1М՜1; 4;(ц)=[£(й)-Ллг(«)11«Г։ (2.9)

На основании свойств (1.8), (1.9) и (2.3). (2.4), (2.5), (2.6) и условий 
(2.9) следует, что 4](а) и />’(//) удовлетворяют условиям леммы 2.1. 
Это означает, что справедливо представление

/.](п)= V о(/г~/;•)->; Щн)-- У М«Ч^)՜* (2.Ю)
А=1 Л=1

то есть имеет место
Теорема 2.1. При условии, что трансформанта ядра интегрального 

уравнения Л(и) обладает свойствами П.8). (1.9), она допускает ал 
проксимацию выражениями вида (2.7)

3. Асимптотические решения задачи I.
а) Метод больших /. (Х>2).

Используя [20], на основании (1.9) видим, что ядро уравнения (1.6)
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/.(«)«֊1cos и (dir. Ци) I-h 2-i-ty? 34-O(« ’), («—oo)

; — X (3.1)

с точностью до бесконечной постоянной имеет следующую структуру:

k(t) -In U|-Pa։ol/|֊<z1/2ln;/| |-rt21|/|’- |-O(/։ln|H) (3.2)

Здесь cv cv ^—постоянные, 6’и^ ~ct> ачх
2 ~ 12

— c24֊֊֊ \ |w։— uL(ii)-CiH c2(l —e-w)|« 'du 
4 2 .1

о
Для ядра вида (3/2) в [20] доказано, что при >->2 решение имеет вид

?(r) (1 -xa)-։,‘V V <.>m„(x)r*ln n>
т 0 г.-О

(3.3)

Функции ։’>Лгл(А'). выраженные через коэ4?фиииенты а(!. приведены в 
[20]. Таким образом, из (3.3) видно, что для больших X в общем слу­
чае неоднородности основания асимптотическое решение представимо 
рядом по степеням X՜1 и 1п/ в отличие от многослойного основания, 
где решение имеет вид ряда по степеням л՜2 |6|.
б) Метод функционального параметра ('^1).

Рассмотрим уравнение (1.6) с /.(«) А։(«) из (2.7). Дифферен­
цируя обе части (1.6) по л. получим

Iр I I L f / т Л1 '|
?(0 xz-ч — V Ь, 4- —2 7֊ Z С*СХР (-1'ИА) Sign/ d\ -

J I 2/֊^՜։ 1 5 z7 t' r'^ 2'- *=<i I-I
= 2-0/'(jc), |x]<l (3.4)

Введем параметр - = /0,25Xs I —0,5X.
Для построения решения оказываются полезными разложения:

—2—= V гп V (//~1~^)!(~Р՛--------- 4 air-2i (3.5)

/2։=5, (72 = 2s—s’; fla = S5 —4s’-֊3s, . . .»
ÎÎ M / Isl \ и- V ^exp)-1- /Л )slgns = V 

2X <.=։ \ X /
/■^*Sign  (S)-֊4 r.cj)kszz 4

+ (4 \lgn(s)s*  - w,:n„s ( 1 + ֊֊ ^\‘+О(->)

Решение (3.4) ищем в виде

¥(Ç) = 2 (3.6)
1-0
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Подставляя (3.51. (3.6) и (3.4) и приравнивая коэффициенты при оди­
наковых степенях т, получим рекуррентную последовательность урав­
нений, из которых определяются ?<($)» (« —I, 2. . . . ).
Этот метод для ряда задач гидродинамики позволил получить решение 
для всего диапазона значении характерного геометрического парамет­
ра. Для рассматриваемых интегральных уравнений и связи с более 
сложной структурой ядра такого результата добиться нс удается, хотя 
диапазон применимости этого метода несколько шире, чем метода 
«больших Использование аналитической аппроксимации трансфор­
манты ядра вида (2.7) позволяет использовать метод для произволь­
ного закона неоднородности вида (1.1), когда трансформанта ядра 
Д(«) строится численно.

Для контроля точности асимптотических формул может быть ис­
пользован метод ортогональных полиномов или метод коллокации по 
чебышевским узлам. Метод коллокации по чебышевским узлам (/^=1) 
[22. 23] удобно применять к уравнению (1.6), преобразованному к 
виду (3.1). Реализация метода производится аналогично [22] Пред­
ставление ядра интегрального уравнения в виде (3.4) позволяет зна­
чительно уменьшить время решения задачи на ЭВМ. так как на осно­
вании теоремы 2.1 можно показать, что величина Ц/)<Л>

/.(«)- 1 -i- V £,(ехр( -хф/1) ехр(—х;|«|)) |- 
- ;=։

с*|«| sinn/ .------ du

при надлежащем выборе коэффициентов аппроксимации в выражении 
(2.7), где з0֊ наперед заданная малая величина и ею можно прене­
бречь.
в) Двухстороннее асимптотическое решение задачи 1 при малых и 
больших значениях /. (/•—>0, /.֊ оо).

В работе [24] доказаны существование и единственность решения 
интегрального уравнения задачи 1 при Ци) вида (2.2). Представим 
правую часть, уравнения (1.6) в виде ряда Фурье (не нарушая общно­
сти. считаем /(л*)-  четная функция), имеем

А/ (*)  = — + У «к cos kzx 
2 *-։

Используя метод работы [25], полечим выражение для напряжений 
[24]

i(x) = Pr-'(\֊x։) ол V С,ф(Д,-«։ X) -v akkrd.x\kr^F(kr., X)
/=| *».֊=։

Здесь введены обозначения

Ф(АЛ)=_2Шг+л J Ä»—x)~/1(.4)sh^(a—л:) d:i
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РН V) _ -А(0 _1_ 1 (' Л(/) 81п/(«-.у) (1г
/Т=Т8 ‘ 3 /1—а*

Постоянные С1 определяются из системы линейных алгебраических 
уравнений

V С։$(—; — \ + РК0(— V — ) Г V г( т-- И*\  = 0 (3.7) 
Гл \л >. I \ '• /\В*  / Г\^.\‘(тг.) \ /. /

*=1, 2, . . ., Л՛’
5(Д;В) [Л/0(Л)/<1(В)֊ЬВ/1(Л)/<0(5)](Л* —52)~։

£(ю: /?)= |т./0(/л)/<1(/?)+Л(/л)^<0(^)1^а
Очевидно, система (3.7) разрешима, если Л/, В/ (/-1, 2, .... /V) 
удовлетворяют условиям (2.2).

В общем случае £(н) вида (2.7) решение уравнения (1.6) строится 
методом последовательных приближении. Перепишем уравнение (1.6) 
через операторы в виде

ПЛ.<НЬл>=/ (3-8)

Ниже интегральный оператор, соответствующий функции /.(и), пря­
на длежашей классу Л, будем также обозначать՛ через Ль 5/. В (3.8 
оператор Пд соответствует в уравнении (1.6) функции Ци) вида 
(2.2), а ^.•.|֊£(«| вида 1У(и) в (2.1). Не нарушая общности, полагаем 
/V/ = 1, имеем

Представим Vo в виде ряда

Х։?= — со+ X Ск cos ^ял* 
2 л- ։

Коэффициенты С*  находятся по формулам
1 i

т—( l)* u|expf-—'j ( ?(s.)ch —W- 1 ( ?(5)cos£-«tt
Irt~՝ (k?)2 \ л /л J

u о
£=0. 1, 2. . . . (3.11)

Используя (3.11). получим следующие оценки:

max |2,(?)/Г^5|« У >.֊.0 (■).<>’) (3.12)

max Е£.(?)/Т^лЧ; v X-W, /.֊»о© (/>}.«) (3.13)
Х€(֊М) ՛ £Го 

где постоянные М*  и Л1° не зависят от /. Из (3.12) и (3.13) следует, 
что /. можно выбирать таким образом, что оператор ПЛ-‘^.-и будет 
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оператором сжатия |26j. На основании этого, применяя к уравнению
(3.14)

принцип Банаха сжатых отображений, .можно получить доказательство 
существования и единственности решения уравнения (3.8) [24] при 
0<л<3? и где >.*  и некоторые фиксированные значения.

Лемма 3.1 [2.7] Г1усть/(х) непрерывная периодическая функция, 
обладающая абсолютно интегрируемой производной (которая может и не 
существовать в отдельных точках). Тогда ряд Фурье для /'(х) может 
быть получен из ряда Фурье функции f(x) почленным дифференциро­
ванием.

Применим лемму 3.1 к выражениям (3.9), (3.10), имеем
I

— v c^slnkr.x — ?(։) exp— ]«—xQsign|;—(3 15) 
-л

Исполь.уя неравенство Бесселя, получим из (3.15) оценку
I 1

v [ф(5)ехр (֊ уу slg„ |;—х| ) 7^֊ (3.16)

-Л -1

где с*  нс зависит от X. Данная оценка представляет интерес при 
больших л.

Замечание 3.1. При численной реализации значительного расшире­
ния диапазона применимости изложенного метода ио /. можно добиться 
путем улучшения приближения /.(и) за счет функций вида (2.2).

Данный метод показал себя наиболее эффективным из всех рас­
смотренных выше.

7 Асимптот иче.ские решения задачи 2.
а) Единственность решения задачи 2.
Лемма 4. Если функции /.(и) являются трансформантами ядер 

интегральных уравнений задачи 2. то для всех£ (0, ©о) имеют мес­
то неравенства

0<J։ mln б(г)0 ’(—/7)<Z(w)^max 0(z)G“‘(—//)• t։t<oo (4.1) 
*6(0.-//) *6(0.֊//)

Справедливость леммы 4.1 нетрудно установить, используя для рас­
сматриваемых задач соотношения (1.1G).

Теорема ■!.! Если имеют место условия леммы 4.1, то nip ( 1.1) 
(2>^>|) интегральные уравнения, соответствующие задаче 2. не мо­
гут иметь более одного решения.

Доказательство следует непосредственно из результатов работ 
[28,29].
6) Асимптотическое решение при большие значениях (Xs>2). Ис­
пользуя соотношения

1 «
У(а)= (т(р) 70(яр) о//։о; '(г)= i 7(a)./0(x-)3rfa (4.2)

и
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■(1.7) можно переписать в 'виде парного уравнений

(7՝(7)А(>.7)У0(7Г)^ = 601(г). (г^1); Т(7)У0(7г)= 0. (г>1) (4.3)
о о

С помощью операторов

'«>
О г

представим (4.3) в виде
т» сх
Г(7)^()7)со57^7 = ^(/); (^1); С Тц)соз\1 0, (/>!): £(/)-%(- •’1 о (г) 

о' о
(4.5) 

Преобразуя (4.5) аналогично [30], получим следующее уравнение от­
носительно вспомогательной функции <р(/):

1

и<1 (4.6)
-1 

I л
’(/•)=--^-г I 4==; ^(уЛ Н 1֊Л(«)|со?«у</«; у- —- (4.7)

~(1г -у-.’—г- J >.
г о

Выясним структуру ядра /-Чу). Из (1.8), (1.9) имеем

.И(7)=/ (7)֊1 =(Л-1) 4֊ ^֊4-С-/+О(֊(3). (7-0) (4.8)
/И(7) (/(7)֊1)= />ГЧ*ГЧЛ- Д֊1 0(7 ‘), (7 >оо) (4.9)

Па основании свойств (4.8), (4.9). используя [20]. для Р(у) получим 
след у ющее а си м я то т и ч ее ко с п р еде та в л ей и е:

Р(у)--֊£Му|4-֊|у!֊-<Ъо ~ ֊֊ У’։п1уН-«мУ’ (4.10) 
4М *-•

[• т-ни-рц֊^) _ ±г
30 ] и 3 4 2 ՝

о о
-и2(/.(и)- 1) )-£«+./(1-е-"М— 

и

Отсюда вытекает, что решение уравнения (4.6) следует искать в виде

ф.-ял(0>“л’1пял
т— 0 л=0

(4.П)

Подставляя (4.10), (4.11) 8 (4.6) и приравнивая члены при одинако­
вых степенях а՜1 и 1п' в правой и левой частях (4.6). получим рекур­
рентные соотношения для нахождения ?««(/), пз которых определи- 
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ется выражение для контактных напряжений, так под плоским штам­
пом (•|>(г)=0, Ь (1, 5)):

,(г) = ֊ДЦ1 1_2-2'ЛГ ?Й4± + 1^[8^» + 2^(2|п2_1)11.|.

• g2-k--’(«.sinaсИЛ/"։-|-Лл՜1 cos«sh/‘V. ’)(/?—.4’/. -)՞1

2^2 Л2_ОТп>.у֊ Л(г). о ._, \
' л [\я. А>ДЙ1(2й-1) /1

= /,(г)=—е+2з1—зЧ-‘\ /։(г)=4-(’+— 4՜/’-: -Л— Л՜1
3 5 2 2

1 44*4-  yxz54-2s2f34-4.s3/ s‘H, . . . / = (1 г8)*' 2, s = r։

Связь перемещения с приложенной силой имеет вид

Р=4а Go6 2D\n'f. с
1------- :—гт

4/Л.’* Ink „ --------- — 0(л—) : с '*=-(2ln2-l)-^5
к

Для построения решения задачи 2 также может быть использован ме­
тод ортогональных многочленов. Решение задачи в этом случае отыс­
кивается в виде двойного ряда по четным полиномам Лежандра.
в) Двухстороннее асимптотическое решение задачи 2 при малых и 
больших значениях / (>.֊0.  >. ՝оо).*

Пусть Ци) имеет вид

£('•.') = (г4-Д’/-2) 2) 1 (4.12)
Тогда, учитывая, что при е-*0,  У0(гг) —1, уравнение (4.5) и я случая 
соответствующего плоскому штампу, можно переписать:

о
--֊——cos-г/«/; Oleose/, (0<7<1); I'Л(7)со$7^7=0. (*>1 )
7Ч^.֊8 J

о

Введем обозначение
(4.13)

/;(/) = .’.OS (4.14)
о

Из (4.14) с учетом четности р(х) получим:

pix) -c։ch.*V."hv  гС։(^2/•’2 г2)(.42|‘՜2 I s2) coss7, c։ -0Q'>
Используя (4.15), (4.13) можно записать:

(4.15)

rtC0S7W7=ctcli — 3-f. ֊ i -а
■ —-coss7. (Os^/^1);

о
Обращая преобразование Фурье, получим

Т.(«ЧС։2к-ДЯ8/.-5 -е2)(/1:/ 2 |-e2)'1(w sin a COS^

74cos7^t- 0,(Г>1) 
'

ssinecos«)("2 s2) 1

23



Постоянная с, определяется из условия, что т,{и) должно удовлетво­
рять исходному уравнению (4 13)

с,(В>. ’сЬДА֊’-1-Л)֊։§ЬЛл֊։)(в>л ’--Л2/.՜2)՜1
; С1(5>."։СО86—а$1П8)(А։>- 2-Н’)-։ = 0

Формулу для напряжений преобразуем к Солее удобному виду. Исполь­
зуя равенство Парсеваля, получим

COSS

V i՜2

м(Г) = 
I

Sln/sgtt c, ch/U՜’ sh/V 'tdt

-(г) ֊ Нт ^(г)«2в0о с֊>0
ch/V~։ shzV-։/<//1 d

и с0- Нт — г-о q
Связь между приложенной силой и осадкой штампа имеет следующий 
вид:

Р^4ка60|/ ։(0)-|Г(И ։/.511ДХ֊։|о
Определение 4.1. Будем говорить, что абсолютно интегрируемая на 

отрезке [0,1] функция /(х) удовлетворяет условию /Ио, если имеет 
место разложение Фурье-Бесселя

/(Л')= V V |d„uk| < Л1?( -1.1 )<oo (1.16)

где Л1^(—1, 1) некоторая постоянная, р*.  (4 -.1.2,... ) нули функ­
ции /0(л*).  При Ци) вида (2.2) для правой части уравнения (1.7)

3(г> о(Н֊/(г)); (0<г£^1)
где /(г) удовлетворяет условию Л10։ выражение для распределения 
контактных напряжений имеет вид

-к(Г)=^Ь-|(0)
V \-r2

/>/£'։('P/)<?(r; h;) |

i(r; A)=-==
CshAidt . . cos г-------■; c?(r, e) = ■ r-----

(4.17)։
f s\x\tzdt 
J/Z’-r2

Постоянные G определяются из системы линейных 
уравнений

алгебраических

.V
V С,а 0, *~1.2 ........ А
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а(/Л Л) = (5сЬЛ-Л5М)(В2֊֊Д2Г։; 3(/?; Д) = 
^(5со8Д-Д$1пД)£л.։(М)(Ва 'Л4Т։ и.18)

Система (4.18) однозначно разрешима, если Д.; Ви удовлетворяют 
условиям (2.2). В данном случае связь между приложенной силой и 
осадкой штампа имеет вид

Р=4"О%|/. ’(0)4֊^ ։л$11Д;/-։֊т-V /?/£Л|(/.р/)^718й1р/|о
Г«! /=1

В общем случае, когда £(«) имеет вид (2.7). решение уравнения (1.7) 
строится методом последовательных приближений.

Реализуется он так же. как и в задаче 1. при этом оператор, соответ­
ствующий в (3.8). имеет вид (Л4 = 1):

։
г).՜՜1?

Т2 /^-2 •/о(7'-)А(Т^)^7 «?>- а*./ 0(”.ьг)
А 1

Коэффициенты <-Ч находятся по следующим формулам:

2сг֊1
7;(:ч)(и֊^73’л *)

I 1

\ -(р)1ЦХя**И'  "11*4( ’.1*Жг^  '(р).Ч( у У?

о
(4.19)

Используя (4.19), получим следующие оценки:

шах |£,(--)/Т=гг|.сс V Меир, . .и (/.<>,*)  (-1.20)
/е<-ьи Г-։

шах )х՝д )}՛' I—г’|<с 2\ Чп/.И0. (У>'°) (4.21)
Г (•(֊։.։> Гл

где постоянные Л4:: в ЛР не зависят от
(4.20). (4.21) следует, что/ можно выбирать таким образом, что 

оператор Пд.'^.ч будет оператором сжатия [26]. Применяя к уравнению 
вида (3.11) принцип Банаха сжатых отображений, можно получить до­
казательство существования и единственности решения уравнения (1.7) 
]24] при 0<?.<>*  и )7>к°, где X*  и Х°- некоторые фиксированные зна­
чения.

5. В качестве примера рассмотрим задачу 2 в случае, когда мо­
дуль Юнга Е(х) меняется по закону

£(г) = 2:0/(г), ^(0.-1), £(г) = £'0(-1). ^(-П-оо)
/(х) = 1,1 ֊(֊510 0,552-, х=1

при постоянном коэффициенте Пуассона (•/ -1/3),. Напоминаем, что 
коэффициенты .'1яме А и М связаны с модулем Юнга £’ и коэффи­
циентом Пуассона ՝* соотношениями |31|.

Л = £-/(1Н֊>)-։ (1-2>)-г; М-0,5£'(1 (֊>)-’
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11а фиг. 1 приведен график £.<(«) при 5= 1 (кривая 1). Кривая 
I соответствует разности между точным и аппроксимирующим зна­
чением трансформанты вида (2.2). На фиг. 2 приведены графики ве­
личины Л(г)«--в„(г) «7։(г), характеризующей распределение контакт­
ных нормальных напряжений под штампом с плоским основанием на 
неоднородном основании з„(г) по сравнению с однородным з0(г) при 
различных значениях з0(г)—распределение контактных напряжений 
под штампом для однородного полупространства ври Е' = Е'0(1)). Зна­
чения =и(г) найдены двухсторонним асимптотическим методом при $ 1.

(111Տ ԽՈՐՈԻԹՅԱՆ 11.Ն2Ա1րւ1.111։Դ 1|Ի11Ա.ՏԱՐԱԵՈԻՐ-ՅԱՆ ԵՎ «ւԻ111ԱԱՐՐ-ՈԻՒՅԱՆ 
2ԱԱ11.Ր Ս.ՈԱՉԴԱ.1|1ԼՆ11հք)--յ|1.Ն ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻԱՍԻ1ր<Ո$11ՏԻ1| 1.ՈԻՍՈԻԱՆԵՐ

II. 1Г. Ա?>9.1Պ11Վ1'!». Վ. 1Г. 11.ԼԵ₽11 անդրովԱ մ փ ո փ и ւ մ
Ուսու մնասիրվում է կ{ււր դրոշմի տակ կոնտակտային լարումների բաշխ­

ման և նրա Հատվածրի վրա 'Ւ՚^ք-Ւ անհամասեոռւթյան ադդե բութ յունր, որոշ­
ված են անհամասեո ’իմրի վրա շերտային դրոշմի տակ կոնտակտային լա­
րումները: Դրված խնդիրների լուծումը կառուցված ե ւսսիմպտոտիկ մեթոդ­
ներով։ Մասնավորապես, ամ են աէֆեկտիվը դրսևորել Լ իրեն երկկողմ անի 
ասիմսլսւոտիկ մեթոդը, որը թույլ Լ տալիս ստանալ այդ խնդիրների /ուծում- 
ներր բնութադրող երկրաչափական պարամետրի ինչպես մեծ, այնպես 1;լ փո- 
ըր ր ար ։ք ե ք ն ե րի հա մ ար ։

26



ASYMPTOTIC SOLUTIONS OF CONTACT PROBLEMS OF THE 
THEORY OF ELASTICITY FOR NONHOMOGEN EOUS WITH DEPTH 

HALF-SPACE AND HALF-PLANE

S. M. AYZ1KOVITCH, V. M. ALEKSANDROV

S u m m a r y

The Influence of inhomogeneity of the soil base on the distribution 
of contact stresses under the circular plate and its displacements has 
been studied and the contact stresses under the strip plate on the non- 
homogeneous foundation have been determined. Solutions of the posed 
problems are obtained by asymptotic methods. In particular the two-si­
ded asymptotic method is the most effective. It allows us to obtain the 
solutions of these problems tor big and small values of the characteristic 
geometric parameter.

The problems arc posed in connection with the problem of the 
evaluation of foundations on chemically stabilized fil’.-up and slumping 
soils (rigid circular plate, strip foundation).
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՕԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ наук АРМЯНСКОЙ ССР 
ւրւխւսնիկա XXXIX. № 3, 1986 Механика

УДК 534-1
О ДИНАМИКЕ ДВИЖЕНИЯ ПРОМЫШЛЕННОГО 

МАНИПУЛЯТОРА ТИПА «ЦИКЛОН» С УЧЕТОМ ЕГО УПРУГИХ 
СВОЙСТВ

ГУКАСЯН А. А.. ГРУДЕВ А. И.

При исследовании движения манипуляторов обычно используется 
механическая модель абсолютно твердых тел. Однако в ряде случаев 
упругость конструкции манипулятора существенно влияет на гочносн> 
выполнения рабочих операций и должна учитываться при разработке 
системы управления.

В последнее время появился ряд работ советских и зарубежных 
авторов, посвященных проблемам упругом податливости манипулято­
ров [I -9]. Экспериментальные исследования упругих характеристик 
промышленных роботов, выполненные в Институте проблем механики 
АН СССР, показали, что основное влияние на точность позициониро­
вания рабочего органа (охвата) оказывает упругая податливость шар 
пиров, соединительных узлов конструкции манипулятора [8, 9] В на- 
стоящей работе исследуется влияние упругой податливости соедини­
тельного узла на динамические характеристики промышленного робота 
типа «Циклон».

/. Рассматривается механическая модель манипулятора с тремя 
степенями свободы, кинематическая схема которого близка к схеме 
промышленного робота «Циклон» (фиг. 1). Манипулятор состоит из 
неподвижного основания 1. стойки 2. вертикально ориентированного 
вала 3. горизонтально ориентированного плеча 4, направляющих ци­
линдров 5. неподвижной стрелы 6. подвижной стрелы 7 со охватом. 
Направляющие цилиндры жестко связаны с вялом посредством плеча 
Основание, стопка, вал, плечо, направлявшие цилиндры и стрелы счи­
таются абсолютно твердыми телами. Стрела 6 может без трения пере­
мещаться в горизонтальном направляющем цилиндре. Соединительныи 
узе.; между стойкой и палом, допускающий перемещение вала в верти­
кальном направлении, обладает упругой податливостью. Манипулятор 
имеет три степени подвижности, отвечающие перемещению вала в вер­
тикальном направлении, его повороту вокруг вертикальной осн и пере­
мещению стрелы вдоль направляющей

Для описания движения рассматриваемой механической системы 
введем следующие прямоугольные правые системы координат: ОХ УХ. 
связанную с неподвижным основанием, ось ОХ которой совпадает с 
осью вращения вала 3; вращающуюся систему координат О։А’։ К։/։. ось 
Ц/։ которой совпадает е осью вращения вала, а оси ОхХх и Ох}\ 
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связаны с подвижным валом и лежат в плоскости, перпендикулярно! 
к оси вращения.

Фш I Кинематическая схема 
промышленного робота «Циклон».

Указанным выше степеням но- 
свнжностн соответствуют обобщен­
ные координаты: г(/) -расстояние 
между точками С) н О,, ?(/) -угол 
поворота вала вокруг оси OZ. /(/) - 
расстояние от центра масс стрелы 
7 до плоскости Or¥,Zj.

Управление системой осущест­
вляется при помощи момента Л 
относительно оси вращения валя, 
силы вертикально направленной 
и приложенной к валу, и силы 
приложенной к стреле и направ­
ленной вдоль ее продольной оси.

Введем еле дующие обозначе­
ния т суммарная масса системы: 
вал. плечо, направляющие цилинд­
ры. неподвижная стрела 6; mt -

масса стрелы 7: /?■ -радиус-вектор центра масс системы 3—6 (точка 
Л), заданный в системе /?։ —радиус-вектор центра масс
стрелы (точка В). заданный в той же системе координат: с- жест­
кость соединительного узла. а(Т) и 3(/)—углы поворота системы 3—7, 
обусловленные упругой п>»д::<ливостью узла, относительно осей ОХ 
и О}'соответственно; /—суммарный момент инерции системы 3—6 
относительно начала координат 7'—момент инерции стрелы 7 от­
носительно се центра масс В; ш— вектор мгновенной угловой скорос­
ти системы 3 -6 в проекциях на оси координат системы O։.Y։KjZt.

Матрица перехода от системы координат O.VKZ 
ординат OjA'jKjZj имеет вид 

/ cos^cos? cosBsIn?
О= I —sin?cosa-t-sinasln3cos? COsacos® siiwsin3sln<?

\ shusin® -cosxslnfcos® — sin։cos?4֊cos։sh։®sin?

к системе ко

—sin? 
slnacos?
cosacos?

В неинерцняльной системе координат О,K։Z։ векторы «•>, ц, 
имеют следующие координатные представления:

iP\ /—sin? ^4՜։ \ /Г,‘\ 1а \
^пзсо$н? I cosip 1՛ fl-l'yil; /?i - Р(0 1

\г ' C0S2C0S?? — sina?/ rz, ' \b /

Точка в (1.1) и в дальнейшем означает производную по вре­
мени /.

Кинетическую энергию системы 3—6 с учетом (1.1) можно пред­
ставить В следующем виде (10):
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то֊. I т 1 л.
Т,~ ֊ 4--=-^, Л)֊֊ (■»„, «>ХЯ)։ ('-2>

где г»о։—скорость точки Ог в системе ОХУ 7, 7—тензор инерции сис­
темы 3—6 относительно точки Л.

Кинетическая энергия движения стрелы 7 имеет следующий вил:

1 1 . /1 ох
7'2=-—4- —( о»,/ш)-— (Т’О1 I /?։ <•>></?,)- I ֊2֊ (<«>,./“>)

Полная потенциальная энергия рассматриваемой механической 
системы равна сумме потенциальных энергий сил тяжести и упругих 
сил. обусловленных упругой податливое՜՛ ыо соединительного узла

£
Г1- И։4«)^* -т£1$1м -(а* 32)(1.4)

Предполагается, что углы поворота «(/) и 8(/), обусловленные 
упругой податливостью соединительного узла, суть малые величины 
порядка с’, жесткость узла велика (порядка е*. £<■ 1). а управляю­
щий момент Л1(/), силы /\(О- /^(Н—величины порядка единицы.

Поставим следующую задачу управления системой 3—7. Пусть 
задан закон изменения <?(/), £(/). /(О для жесткой модели манипуля­
тора, который реализуется двигателями. Таким образом, управление 
Задано кинематически. Требуется найти движение упругого манипу­
лятора, а также управляющие силы /\(0 и А,(г) и момент Л1(/), 
обеспечивающие заданные (?(0. г(0՛ '(О) движения для упругого 
манипулятора.

Уравнения колебания стрелы 7 манипулятора, состявленные в 
форме Лагранжа [10], относительно переменных у.(1) и 'ЛО с учетом

•указанных предположений о малости я(/) и 3(/) можно пред-
11 следующие*։ матричном виде:

^1Л(0'П/)] I СФ(/)+й(0=0
(II

(1.5)

где Д(/)—симметрическая матрица размерности 2X2. С—диагональная 
матрица жесткости соединительного узла:

С= Чг(/): '!՛(/); £(/) —векторы с компонентами

(1.6,

где компоненты вектора /?(/) являются заданными и определяющимися 
из динамики жесткой модели манипулятора.

Для решения уравнения (1.5) сделаем следующую замену пере­
менных:

Т(0-£2Ч\(/), С=е е«1 (1.7)
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где ։։\(/)—'1, 1; а также введем „быстрое" время /=ех, /-֊1.
Подставляя (1.7) в (1.5), получим

£1Л(/).’^(0|+СЛЛ0+Я(')-0 (1.8)
(11

Решения уравнения (1.8) в нервом приближении ищем согласно 
[ I ] в виде

’>ЗД + »(-) (1-9)

Слагаемое Ч'*(0 описывает медленно изменяющиеся квазиста- 
тические смещения, для которых характерное время изменения поряд­
ка единицы, то есть порядка времени выполнения операции манипу­
лятора. Быстро изменяющееся слагаемое <-)(-) описывает упругие ко­
лебания стрелы, частота которых порядка е А Подставим (1.9) в 
уравнение (1.8) и, опуская члены порядка о(։։), получим

[rft | а-
G 0(5) =0 (1.10)

Первые фигурные скобки в (1.10) заключают выражения, не за­
висящие от а вторые скобки объединяют быстрые слагаемые, за­
висящие от -.. Потребуем, чтобы каждое из выражений в фигурных 
скобках (1.10) равнялось нулю. При этом используется произвол, ко­
торый содержится в представлении решения в виде (1.9), так что 
оба слагаемых (1.9) определяются однозначно.

Приравнивая нулю выражение в первых фигурных скобках (1.10), 
получим

>!-,(/)=—С,'в(О (1-11)

Выражение (1.11) определяет квазисгатические упругие смещения стре­
лы манипулятора.

Приравнивая нулю выражение во вторых фигурных скобках (1.10), 
получим уравнение

d- I d-
0 (М2)

('истома дифференциальных уравнений (1 12) описывает колебания 
механической системы с медленно изменяющим пси параметрами. Такие 
системы исследовались при помощи асимптотического метода усред­
нения [II]. Асимптотическое решение i ервого приближения системы 
(1.12) представляется в виде разложения но нормальным колебаниям 
[1.2].

Собственные частоты колебаний системы (1.12) определяются ре­
шением характеристического уравнения

det|C#—шМ(/)1 = 0 (1.13)
Уравнение (1.13) имеет два положительных корня
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œj —k'(Aij n32^ ^K^lî Æjjj)2 -kzf,,)1 ՛ * I ! ‘֊((ïn<z22 Д|2)

^։)-П(«н-^)2 ИгГ72}/2^։»0»-^) U-U)
Амплитудные векторы X1 (f«l, 2), отвечающие частотам суть

ненулевые решения однородных систем алгебраических уравнений

|С*—^Л(0)А''=О (1.15)

Ненулевые решения (1.15) имеют следующий вид:

X'- с֊ш,Чг1 /-1,2 (1.16)

\ «W '
Искомое асимптотическое решение первого приближения системы 

(1.12) имеет вид

6(-) = V X'^COST, (1.17)
I -1 

где амплитуды А/и фаза д определяются из системы дифференциаль­
ных уравнений

_ ±_____ ^‘4.01- _«,,(/) (1.18) 
dt________________________ dt d~

Здесь введено обозначение: (А(!)Х‘, А"'). /’--1. 2. Интег­
рируя выражение (1.18) при фиксированном /. получим

1 \-"■O'WG+t.o. Г-1. 2 (1.19)

о
Используя представления (1.7) и (1.9), произвольные постоян­

ные /г,,-, и fi0 можно определить из системы алгебраических уравне­
ний 
__ 2 2
4՜ ДО) V Х'(0)^осо5т/о=-е-8’1’(0). a՜’vX^OJœHOU/oSin-po s֊։‘l'(p)

(1.20)

где ՝Г(0) н Ч*(0) предполагаются заданными в начальный момент 
времени /=0. Из (1.20) следует, что начальные данные должны 
иметь следующие порядки малости: ’1‘(0)~Л Ч'(0)~з. Определители 
систем (1.20) не равны нулю в силу линейной независимости векто- 
рои X1, поэтому системы (1.20) разрешимы относительно постоянных

Vio, z=l. 2.
Управляющие силы Fv F2 и момент М при заданных <р(/), /(/), 

z(/) и «(/), £(/) определяются из уравнения Лагранжа, описывающего 
движение рассматриваемой механической системы. Углы а(/), 3(/), 
силы /‘j, Л, и момент Л1 состоят из двух слагаемых „медленных" 
или квазистатических и „быстрых“. Медленные слагаемые могут быть

3 Ihaecntfl АП Армянской ССР. Механика, № 3
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вычислены на основе жесткой модели. Для расчета быстрых слага­
емых требуется определить собственные упру։не колебания манипу­
лятора.

2. Рассматривается движение манипулятора «Циклоп» в вертикаль­
ной плоскости и колебания стрелы относительно оси ОХ, то есть 
9 = 0; $(/) = 0; /(/) = соп5(; г —г(/); * — *(1),

Формулы (1.11). определяющие кваастатическое упругое смете-' 
ине, принимают в этом случае вид

(2-1)

где />1(/)=;лгу։2 ’-гп^гУ1 —заданная функция времени, оп­
ределяемая из жесткой модели манипулятора. Уравнение (1.12). опи­
сывающее упругие колебания стрелы манипулятора, в рассматриваемом 
случае является дифференциальным уравнением второго порядка с пос­
тоянными коэффициентами, решение которого при начальных условиях 
/ = 0 :?*(())=(/л £ГУ։-| (0) = б имеет вид

О(') = Лз1и («>* 4֊ •!») (2 2

Здесь Л = (тгУ1 р т.1) д( 0 )/с*; ш = (с^ап )*'֊, ՛■'=֊֊

а11=/и4-»ц(^+/г)+4 (2-3)

Для натурного образна промышленного робота «Циклон-ЗБ» ком­
поненты матрицы жесткости С с точностью до 15% определяются из 
статического эксперимента [8.9]. В данном случае

с» = 2.8 - 10« н.м (2.4)

Измеряя геометрические характеристики частей робота 3—7 в 
считая но известным формулам массы всех частей и положение центра 
масс [10], получаем

п | л
пц = ад; R = V л/яЛ У /пг, п — 1 (2.5)

3 / I • 3

где Д/֊ объем каждой части, (ч—плотность материала, R радиус-век­
тор центра масс системы 3—6. п—радиус-вектор центра масс каждой 
части.

В результате расчетов получим

/№93 кг, /и։ = 6,3 кг. /?=(-2. 5. 15) см, /?։=(31, 84. 52) см (2.6)

Считая собственную частоту упругих колебаний по формуле (1.13), 
получим ■>=<м/2п = 7 гц.

Вертикальное движение жесткой модели манипулятора можно за­
давать следующим образом. Уравнение вертикального движения имеет 
вил

(т.-\-тх)г==Ръ~{гп+т1)§

Обозначим [ 7^—(/и։֊: ///)& |/(///-|-/7/1) = Ф, получим:
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г=Ф; |Ф|<Ф0 (2.7)

Законы изменения Ф можно задавать различными способами. Не­
которые стандартные законы изменения ускорений представлены на 
фиг. 2.

Изменение ускорений, представленных сплошными линиями, опи- 
сывастся следующим образом

ф=|2Ф0//Г; О</<772
I 2ФЛ(Т-/)/Г; Т,12^(^Т

(2-«)

где 'Г=2(Лг/Ф0)։/л; Аг = хт —г0.
Для промышленного робота < Циклон» время вертикального движе­

ния 7'= 0.6 с. максимальное перемещение по вертикали Аг = 0,2м, а 
максимальное ускорение равно Фо»2.22 м/с*.

Квазисгатическое упругое смешение ».(О. определяемое из (2.1) 
с учетом (2.-1). (2.6) (2 8). можно предо ввить в следующем виде:

а»(О « —— (ш37 I ЩГУ1)- — (/я։/ • тгУ։)

2Ф.//Т: 0- /<^-

т ֊ (2.9)
2Фо(Г-О/7';

Все величины, входящие в (2.9), определены.

Р.»5)

Фиг. 2. Законы изменения ускорений верти- 
кллыгого движения стрелы манипулятора 

сЦнклоя*.

2 -

« Ф. £5 £$ -Э[ГЛ

Фгг 3. Спектр мощности упругих 
колебаний в вертикальной плоско­

сти.

Для рассматриваемого случая (движение в вертикальной плоскости 
и колебания стрелы относительно оси ОХ) приведем результаты ди­
намического экспериментального исследования, которые подробно они 
саны в работе [8] В результате экспериментов получены спектры мощ- 
носп։ упругих колебаний в вертикальной плоскости (фиг. 3). Из спек­
тра видно, что низшая резонансная частота упругих колебаний схвати 
робота «Циклон» с точностью до определения компонент матрицы жест­
кости С и инерционных характеристик (массы манипулятора, центра 
масс, момента инерции) равна расчетному значению, которое приведе­
но выше.

Сложный характер полученного спектра колебаний объясняется 
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взаимодействием многих факторов: упругостью конструкции мани­
пулятора. влиянием демпферов, ограничителей движения, устанавли­
ваемых в конечных положениях, податливостью прокладок между: 
поршнями и цилиндрами, влиянием воздушной подушки приводов и 
другими.

Заключение. Предложенный подход н работах |1. 2] и полученные 
общие формулы для описания динамики упругого манипулятора (л- 
звеиного) при некоторых конкретных предположениях (углы упругой 
податливости малы, жесткость манипулятора велика, управляющие 
силы и моменты конечны), описывают динамику ПР гика «Циклон» с 
учетом его упругих свойств. В случае кинематического управления 
асимптотическим методом разделения движений получены замкнутые 
формулы, определяющие квазистатические упругие смещения и быс­
трые упругие колебания стрелы манипулятора. Приведены результаты 
экспериментального исследования (статического и динамического) для 
ПР типа «Циклон» [8]. Результаты экспериментального исследования 
для рассматриваемого частного случая (л 2) сравнимы (в рамках при­
ближенно»’։ принятой модели манипулятора) с результатами расчетов.

Авторы благ одарят Ф . I. Чернрусько за постановку задачи, а так­
же Л. Д. Акуленко и Н. Н. Болотника за полезные замечания.

ԱԴԱսԴԱԿԱՆ ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՀԱՇՎԱՌՈՒՄՈՎ «ՑԻԿԼՈՆ» ՄՈԴԵԼԻ 
ԱՐԴՅՈՒՆԱԲԵՐԱԿԱՆ ՄԱՆԻՊՈՒԼՅԱՏՈՐԻ ՇԱՐԺՄԱՆ ԴԻՆԱՄԻԿԱՆ

Ա. Ա. Ղ11ՒԿԱՍՅԱՆ. Ա. Ի. ԳՐՈՒԳԵՎ

II. մ փ ո փ ո I մ

Ուսումնասիրվում 1։ «ՅիկլոնՏ) մոդելի արդյունաբերական մանիպուրատո- 
րի միացման օւրսկի tn ռաձդական ենթարկվոդության աղդեւյությունր նրա 
դինամիկական րնո։[Jադրիչների վրա։ Մ ան ի պուլյա ա ս րր ունի երեր ազատու­
թյան աստիճան, որր Համապաւոարւիւանում է (քւսեոի ուղղաձիգ աոանդրի սւդ- 
ղոէթյամft շարժ մանր, նրա պտույտին ուդդւսձիդ էսոանցրի Հ^րքԸ ն պարի 
շարժ մ անր ուղղորդի ուղդ ութ յա մ/՛։

Կին!.մարոիկական դեկաւէարման վիպրոււէ շարժման անջատման աււիմպ- 
տոաիկական եղանակով ստացված են փակ լուծումներ, սրոնր որոշում են 
րվադիստտտիկ սաաձւրսկոէն ա եդափ ո խ ութ յւււնն ե րր և մանիպուլյատորի որորի 
արադ աոտձդական տատանումներր։ Բերված են է<8իկրւնJ.i մոդեյի արդյունտ- 
րերական մանիպոլ[յատւ>րի փորձնական (սէոատիկ հ դինամիկ) 'ետադոտոր- 
թյուննե րի ա ր դյ ունրներր։
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ON THE DYNAMICS OF AN INDUSTRIAL ROBOT OF 
.TZICKLON“ TYPE

A. A. GUKASIAN, A, I. GRUDYEV

S u ni ni a r y

The Influence of the elasticity of the joint of the Industrial mani­
pulating robot ffTzicklonlJ on Its dynamics Is Investigated. The manipu­
lator has three degrees of freedom which correspond to the vertical 
translation of the spindle, its rotation about the vertical axis ami the 
translation of the arm along the guide.

In case of kinematic control formulae for determining quasistatic 
elastic displacements and fast oscilations of the arm of the manipulator 
are obtained In closed form by means of asympthotlc methods. Expres­
sions for additional control forces and torques taking into account elas- 
ic properties of the system are obtained. Some results of experimental 

investigation of elastic properties o! the robot „Tzicklon" are presented.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
1ГЬ)иш6^ш XXXIX, №3, 1986 Механика

УДК 539.3

О ПОДКРЕПЛЕНИИ ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОЙ МАТРИЦЫ, 
ОСЛАБЛЕННОЙ РАЗРЕЗАМИ, РЕГУЛЯРНОЙ СИСТЕМОЙ 

ТОНКИХ УПРУГИХ ВКЛЮЧЕНИЙ
ИВАНЕНКО О. л . ФИЛЬШТИНСКНИ .4. А

Решение ряда задач о подкреплении՜ анизотропных плас гни упру­
гими ребрами или накладками и обзор работ в этом направлении мож­
но найти в книге [I].

Подкрепление анизотропных и изотропных пластин регулярной 
системой включений рассмотрено в [2]. Аналогичные задачи для пьезо­
керамической полуплоскости содержатся в [3].

Постановка электрических и механических граничных условий на 
трешине в пьезоэлектрике обсуждалась в работе | I].

В настоящей статье рассматривается модель кусочно-однородной 
среды, представляющей собой пьезокерамическую матрицу, армирован 
ную регулярной системой ленточных включений. При этом допускается 
наличие в матрице дефектов тина трещин На основе решения указан­
ной задачи электроупругости проводится осреднение иьезоупругих 
свойств такой регулярной структуры.

Приводятся результаты расчетов контактных усилий и усилий во 
включении, а также коэффициентов интенсивности напряжений и осред- 
।։снн ы х пьезомодулей.

/. Модель пьезокерамической матрицы с регулярной системой 
включений. Рассмотрим отнесенную к кристаллофизическим осям ко­
ординат А’у< неограниченную пьезоксрамнческую матрицу (керамика 
Р7.Т PZT—5 [5]), предварительно поляризованную вдоль оси 
z и армированную двоякопериодической системой одинаковых ленточ­
ных включении. Предположим, что включения непрерывно скреплены 
с матрицей, выполнены из упругого диэлектрика и работают лишь па 
растяжение-сжатие, а в среде имеют место средние механические на­
пряжения <5»>‘ и электрическое поле, характеризуе­
мое компонентами среднего вектора напряженности

В этом случае в матрице возникают сопряженные сингулярные 
поля электрических и механических величин, которые можно выразить 
в терминах функции комплексного переменного [3, -1] по формулам

o. = 2ReV ?=֊-2RCv
»-J *=l
3

«z = 2Re V Фк(г») </Ф|<(гА)/^
А-1
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3
-« = —2Ие V -(Л|1*ФДгл); (1.1)

Л- 1
'Л 3

(У = 2Ке V /чФл(гл); й/ = 2Ке £ ^Фл(гл)
л-1 л-1

з з
= 2Ре У, ч Фл(г*); Е. = 2 Не V Х*иМФА(г*)

Л-1 л«|
3 3

/Л = 2Ие V глн*Фл(г.О; £։=—2Ке V г*ФА(г») 
Л-1 Л-1

Здесь *,'л, Рь РЬ’ г к определены в [3, 4|, Ф* (г*)—искомые 
аналитические функции комплексного переменного г*.

Условия совместности деформаций системы матркца-включения 
имеют вид

0,5(։++е;) = ^. ^.= <1 + |,°)(' Л!‘о) .V (1.2)
։ *

где /V—внутреннее погонное усилие в сечении ленты, перпендику­
лярном оси Ох\ Ео, рв, ^—соответственно модуль упругости, коэф­
фициент Пуассона и толщина включения.

Решение поставленной задачи (1.2) разыскиваем в виде
/

ФЛ(гЛ) = вл | ֊ £(х)',(л'—гь)4х (1.3)

Здесь £(х)—интенсивность контактных усилий, (гЛ) —дзета-
функция Вейерштрасса (6)» построенная на периодах <Ч|А.=<м։> о. к
- Ке •••։4 •,ч1п1“>2; ю* (/г = 1,2) основные периоды структуры (фиг. I). 

Констант».։ Ь,. определены в |3| при «»-О, г> = 0. Р — 2*. =
определяются из условий, чтобы представления (1.3) обеспечивали
су тес 1 вован не в структуре задан­
ных средних компонент электричес­
ких и механических величин.

Условие равновесия включения 
имеет вид

I

^(л-)«/х=0

С учетом (1.4) и свойств дзета- 
функции Вейерштрасса. можно по­
казать, что представления (1.3) обеспечивают квазнпериодичность пе­
ремещений и потенциала электрического поля в структуре. Следова­
тельно, условия совместности деформаций (1.2) достаточно выполнить 
лишь на включении, находящемся в основном параллелограмме перио­
дов.
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Можно показать также, что предела г.гения (1.3) обеспечивают не­
прерывную продолжимость через включение перемещении, касательной 
компоненты вектора напряженности и нормальной составляющей век­
тора электрической индукции. Касательные напряжения -гг терпят 
скачок, определяемый формулой

-£(*) (1.5)
Подставляя предельные значения функции (1.3) в условие сов­

местности деформаций (1.2), приходим к сингулярному интегро-днф- 
ференинальному уравнению

I t I
। g(x)dx 1 £(л.)Л/(л. xJdx *-). I К(х)г/л=.Я1

х х0 j' j

аН{х, л0) 2 Re V А. I р'(х-х0) - -Z— • xQk
ft 2-t | * х—л-ю

; U = 2RC£ (1.6)
(1-PÖ)£OS ft 2л/

= -аи<5, > ֊ <л> + «„<£>

у...
Ш1Ы$1п» <U|

я —argwt; ч*«=2'. (-у-)

Здесь <2lt, 5И определены в |3|.
Для фиксации однозначного решения (1.6) в классе [7] к нему 

необходимо присоединит։ дополнительное условие (1.4). На этом по­
строение алгоритма закончено.

2 Учет дефектов типа трещин нматрице Предположим теперь, что 
матрица ослаблена двоякопериодической системой одинаковых туннель­
ных вдоль оси Оу разрезов /. (фиг. I), на берегах которых за таны ком­
поненты вектора напряжений Z*. одинаковые в койгруентных точ­
ках. и также, что главный вектор этих усилий, действующих на обоих 
берегах разреза, равен нулю

Кроме условий (12) необходимо выполнить краевые условия на 
берегах разрезов

2йе V (Л — 1.2)
I»» I

2йе2 ».<,{|Ф»(/»)|т-|Ф»(/»)Г>-0 (и-3,4) (2.1)
♦»»1

где II/* (л 1.2). зяМ (и 1. 2. 3. 4) определены в [1|, последние 
два условия в (2.1) вытекают нз непрерывной продолжимости каса­
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тельной составляющей вектора напряженности и нормальной компо­
ненты вектора индукции электрического поля через

Искомые функции представим в виде

ФЛ(гА) = /?х 4-^7 (^(х)’.(х-гЛ)^х 4֊ ֊֊г ( <•»*(* )’.(/*-֊г&Нц
М 3 2тл Л

֊1 £
/* = Ке/ + н!т/; (2.2)

Здесь первые два слагаемых соответствуют наличию включений, 
а последнее— наличию разрезов. £(х), ч>л(/)—искомые функции.

Подставляя предельные значения функций (2.2) в краевые ус­
ловия (2.1) и равенство (1.2). приходим к смешанной системе инте­
гральных и алгебраических уравнений 
/ ( * 1

j Я(х)Н(х. x^dXT 2Rei л)Л» + ■> (i'fxjrfx Л-1

֊։ ° -1 ~ i. К

I. С?(л)//;(л՛, /»0)rfx+2Re v Г +
J *•=! 2~l J fit—tkO-I I.

+ 2ReV |՛ I(л=1, 2)

z

2Re V ^n(zo) (« = 1. 2. 3. 4)
h- 1

№. .?,)«= ։^֊ I />(/*-xrt) QaQ|

//;(.<• M-2Re V !VI<r-l J’Z

go՝ = ֊֊ I xg֊ ^>0)֊ ——— ֊ /*
2rZ I G-Zao 2r.i

00 _3o ... ,,.9-.՛ COsro 21
o>։ Г/Ю,

«71(/) = A't4-A';; MZ8(/)=O (2-3)

n-/2(/)=-(z;4-z;); ^д/)=о

F^i.) = 0,5(/Vn -Xn)—«s^cos? I <5j5>sin6)

/'j(/) = — 0,5(Z.7-Z՜)4-«-n>cos b -<5։>sin-b)

Здесь aSд =аЯк (?<>); j. %—углы наклона положительной норма­
ли к левому берегу разреза в точках t и /0 соответственно к оси 
Ох; о; -символ Кронекера.
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К системе (2.3) добавляем статическое условие на ребре (1.4) и 
условия однозначности перемещений

л
2Яе^ рпЬ | «,*(/)<//*« О (л®1, 2) 

£
Ри~Р» Р*,—?* (А— I. 2« 3) (2.4)

Условия (1.4). (2.4) однозначно фиксируют решение системы (2.3) 
•МО« А'(*) (* 1. 2. 3) в классе Ло функций, неограниченных на кон­
цах линии интегрирования.

Осреднение пьезоэлектрических свойств регулярной пьезокера­
мической структуры. Следуя работе (2]. построим макромолсль рас* 
СЦатрНпаемой структуры. Под этим будем понимать однородную нье- 
юэлектрпческую среду, уравнения состоя?.ни которой совпадают с зако­
ном связи средних компонент механических напряжений и напряжен­
ности электрического поля со средними значениями деформаций и ком­
понент вектора нндукЦии н структуре.

В силу того, что представления (2.2) обеспечивают квазниерио- 
дичиость полей механических перемещен։!։՝։ и потенциала элекгрнчеч- 
кого поля и структуре, проблему осреднения заданной структуры мож­
но решить точно.

При переходе ՛•։ произвольной точки структуры к конгруентной ей 
мс чаничсские перемещения получают постоянное приращение, которое, 
с одной стороны, выражается через средине значения механических 
деформаций, а с тругой через приращения аналитических функций 
Ф|. (£>). Па основании этого имеем

<,,> = ֊2Rr v ). <«>--ySReSd 
h J /7 >-! | «»J

1 3 Г h 1 3<7„> = ^2Re2: Р։+-2R*S ?SW֊.)
г/ h ~ ։ L W. х-1

(3.1)
ЛлФй(**) = ФДг<-г ‘чИ ֊ФЛ*>) (п = 1.2) 

/У = |«.?| Sina: // = |u>j| cos a
Здесь <X>. <«/>. <и*>—средние деформации регулярной 

структуры.
Введем средние значения вектора индукции электрического поля 

по формулам

(3.2)

/+•։
</>„>«</^>$^3—<Z9j>cos։ =| (D.slm n։co^)dS 

Н| .1
i

Используя (11). получим
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1 ՛* л
<^> = ֊2Ке2 М^лЬ-ММ^) 

п *-| ш։
<£>,> - - — 2₽е 1 гкА։Ф.(г») (3.3)

и>х *-։
С другой стороны, приращения функций $*(**) находим из (2.2) 

с учетом свойств сигма-функции Вейерштрасса

ДпФ*(г*)^в*<Ол*Ч- АЛл («= 1. 2)
I
Г х«(х)<1х+ — 1՛ «».».(ОЛ» (3.4)

2т.1 ,) 2 т. с J
֊1 /.

Здесь функционалы Л* построены на решениях уравнений (2.3).
Подставляя (3.4) в (3.1) и (3.3), приходим к соотношениям

<.> = 2йе2 рА+2«։^ ֊/’Л
Л-1

<«։> -2КеУ ?ЛА+2(?е2 х
Л—1 Л~1

<Т.з>=2Ке2 (РЛ- 2йе< /? \\
Л-1 Л-1 \<»։ /Лу։ /

(3.5)
</>,>-2Не< г,,А ,-Л

*-1 Л-1
$ Ок

<А>= -2КеГ Г А 2Ке^:
А=1 Л-1 ‘°։

Учитывая механические л электрические условия на сторонах па­
раллелограмма периодов и вводя стандартные решения системы (2.3) 
ио формулам

^(а)=Я։(л-)<^> ^,(^)<о;։>-^(х)<-.։з> ֊Ь^(л)<^։>4֊Ага(х)<^>
(3.6) 

и.Л(/) = Ч1,(0<з։> + 4?>(')<Л> + -13)(0<Ъз>

получаем уравнения состояния макромодсли
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/3։*=а,/*—ли7М‘*: 1

( Х£Дх)</л— у 6Ч°(*М*» 

-г л
5ц = 5П—5'{,51}; <$1—5П 5и51а.$1։|

51-5;,-^«^=^=51-0
5« <^|~<Лг$։Т$1 I • ^7» "■’•’*41 15$П

5Г1=б/и—бГц5։15’п։ -. -*>„—5«; 5Л< «Аа

5«“<1Р ’• ■$*»"■•$//
г Результаты счета Система уравнении (2.3). (1.4). (2.4) была 

реализована численно по схеме типа Мхльтоппа. В качестве примера 
расс матривалась квадратная решетка с периодами «>, 2. ш։ 2/, с си­
стемой прямолинейных включений шириной 2/, когда в пределах 
каждой ячейки имеется одна трещина с поперечным сечением в ни-

I ■ • 1 ; й
де дуги окружности х« Юсоэ —‘Л г Юх!»—— 1<? >1.

На фиг. 2 представлены ре­
зультаты расчетов относительных 
усилий в ребре < =Л7«о։>/)
(кривая 1 соответствует /. — 0.2. 
гривам 2 —£==0.3. 24—длина тре­
щины) и относи тельного контакт­
ного усилия ф^(х)/<з։>.
(кривая 3 соответствует /. = 0,2, 
кривая I —/. -0,8) при <$։>■•• 0,

/—О. / 0,4; х = ;/.
Графики на фиг. 3 иллюстри­

руют изменение относительных ве

(кривая

1). о> ==^~<>|/ /" <кР”вая 2)»

</= Г7 -~Ч крива я 3) 
<?»>Г / dii

на продолжении за вершину трещины Ь в функции от параметра 
Видно, что при увеличении длины трещины, когда перемычка между 
конгруентными трещинами уменьшается, относительный коэффициент 
интенсивности <О«> существенно растет, кроме того, кривые на 
фиг. 3 подтверждают явление разгрузки, обычно имеющее место при 
взаимном влиянии трещин.
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На фиг. 4 представлены результаты расчетов осредисииых пара­
метров структуры. Графики 1. 2 иллюстрируют изменение макронара֊ 
метра <-Տ։ւ>/ձՀյ. графики 3, 4— <5аз>/5’33. Графики 1, 3. и 2, 4 по­
строены при / = 0,2 и 0;8 соответственно Остальные макропараметры 
практически не изменяются. Из результатов видно, что увеличение 
длины разреза существенно уменьшает жесткость структуры в направ­
лении оси Ох. Эго объясняется тем, что при выбранных параметрах 
разрезы приблизительно прямолинейны и ориентированы вдоль осн Oz.

ՈԱՐԱԿ ԱՌԱՋԴԱԿԱՆ ՆԵՐԴՐԱԿՆԵՐԻ ՌԵԳՈՒԼՅԱՐ ՀԱՄԱԿԱՐԳԸ 
ՃԵՂՔԵՐՈՎ ԹՈՒԼԱՑՎԱԾ ՊՅԵ9.ՈԿԵՐԱՄԻԿԱԿԱՆ ՄԱՏՐԻՑԱՅԻՆ 

ՄԻԱՑՆԵԼՈՒ ՄԱՍԻՆ

0. Ա. ւ՚ՎԱՆԵՆԿՈ. I.. Ա. ՖԻԼՇՏՒՆԵԱՒՅ

II. մ փ ո փ ո I մ

Սառուցված Լ թունելային ճարերի աիպի դեֆե1ւաներու1 թէպացված ւդւե- 
դո կ ե րա մ ի կ ա I/ ան tf ա ut րի g ա յով կոմպոզիցիոն նյութի մ ապավենի մոդելը: 
Լուծված են այդպիսի կառուցվածքով պ փ դո առաձգական հատկությունների 
միշինացման մասին նոր խնդիրներ: Բերված են հաշվարկի արդյունքներ։

THE REINFORCEMENT OF PIEZOCERAMIC MATRIX SLACKENED 
BY SECTIONS’ BY A REGULAR SYSTEM OF THIN 

ELASTIC INCLUSIONS
O. A. IVANENKO, 1.. A. FILSIiTINSKY

S u ni m а г у

A model has been created for a tape-shaped composite material 
with a matrix attached, the latter being slackened by tunnel crack type 
defects.

New problems of smoothing the piezoelastic properties of such a 
Structure have been solved and calculation results surveyed.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻՒՅՈԻՆՆԵ1'Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ւՈւխաէփկա XXXIX. № 3, 1986 Механики

УДК 539.3

К ИССЛЕДОВАНИЮ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
НЕОДНОРОДНЫХ ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИН.

ПОДКРЕПЛЕННЫХ УПРУГИМ ЭЛЕМЕНТОМЮРИНЕ!! В Е.
/ Исследуем неоднородную ортотропною пол убес конечную пласти­

ну. несимметрично подкрепленную по всей длине прямолинейного края 
упругим элементом постоянною сечения. Подкрепляющий элемент на­
гружен внешними нормальными А', тангенциальными 7 и перерезываю­
щими Р усилиями, а также моментами Л!. Со стороны упругого элемен­
та на горец пластины будут передаваться соответствующие контакт­
ные усилия '/՝<•>,/•>։0 и моменты М<°. Таким образом, для контура 
контакта имеют место условия равенства перемещений подкрепляюще­
го элемента и пластины и справедливы соотношения

П'։, (Л10,_О-Л1<‘>. + -ри
\ ОХ /у=о

(1-1)
При наличии эксцентриситета подкрепления (^^֊0) независимо 

от вила нагружения пластина испытывает обобщенное плоское напря­
женное и изгнбнбе состояния, вследствие чего необходимо решать ком­
плексную задачу сопряжения для нахождения контактных усилий и 
моментов.

Предположим, что коэффициенты Пуассона >։ и для материа­
ла пластины постоянные, а модули упругости Ех, Е. и модуль сдвига 
6’ являются дифференцируемыми функциями декартовой координаты 
у и меняются с глубиной по закону

/Ч = £рехр|-/(у)|, Е, ֊ Е & ехр| -/(у)], (7=0*>ехр|-/(У)1  (1-2) 

где /(у)-определенно положительная дифференцируемая функция.
Введение функции /(у) в экспоненту не нарушает общности поста­

новки задачи, гак как. вводя некоторую определенно положительную 
дифференцируемую функцию /*(>•)  при помощи соотношения /(у) 
= |1и/*(у)|.  в выражениях (1.2) можно избавиться от экспоненты.

Используя соотношения Гука для ортотропной пластины, условия 
равновесия, условия совместности [1] и выражения (1.2), запишем диф­
ференциальное уравнение для некоторой функции /.(.с. у)
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дх2ду* ■ дх'ду3 17 дх2ду2 \Сг& ')дх*ду2

12^ дЧ. дЧ֊< (с<°> 7 п — дх*
(1.3)дх'ду е \°՝ дх‘

где компоненты тензора напряжений задаются выражениями [2]

<П д*1  дЧ.3Л= ---------- . '3У =---- , "»г —-------------- (1.4)
дх2 ду2 дх*  дх3 ду

Таким же образом выведем дифференциальное уравнение для на­
хождения функции прогибов тс'^Х^у) пластины

д*
ду*

_О/֊' • (Г-Г)4гг 
ду2

+2 А Т2(1

ЧС<°> 
'։'։) ^- (0)

д՝ш.
дх2ду Ё^> дх<

,6<°>
£(3)

<^йУ։

дх‘ду2
(1.5)

)^֊ =0 
дх2

Для упрощения проведения численных расчетов конкретных задач 
путем перехода к безразмерным величинам введем взаимосвязь между 
модулями упругости и модулем сдвига пластины при помощи соотно­
шения

0«!) £(0)

2(/>б+'։)
(1.6)

В области изображении Фурье уравнения (1.3), (1.5) имеют вил

у; ֊• 27' ֊ + <) '* Г-^֊ -Щ՛*/ ’ ֊ а у* ау3 а у2 ду

-О

ду* ду3 ду2 ду

Н-8Р 4̂о֊^(/’ Г)К = 0
причем

0(Х, у) = /.<£(>., у)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
Следовательно, задача обобщенного плоского напряженного со­

стояния и задача изгиба для неоднородных ортотропных неограничен­
ных в направлении осп х пластин сводится к решению красных задач 
линейных дифференциальных уравнении (1.7) и (1.8) при соответству­
ющих граничных условиях.

2. Если дифференциальные уравнения (1.7), (1.8) имеют решение, 
го эти уравнения можно представить в виде

-^■-«(у)^֊-?(у) 7(у)^ 4-«(у)Р -о (2-1)
ду ду а у2 ду

где для уравнения (1.7) и для уравнения (1.8).
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Независимые коэффициенты а, 3, с можно определить из сис­
темы уравнений

« + 7 -?։(¥)> 2 72 ‘֊«7~Ж։я<РИУ)</у
(2-2)

֊4 2Г՜1 *у+агЧ?т-ь(у). ~1 1’й=^

• Известия АН Армянской ССР, Механика, № 3.

ау* а у а у (1у* (1у
где

?։(у)~2/'. ?2(у)~/'ЧГ֊2^

?։(у) = ֊2^’/', «МуЧ^Н Чг(/'Ч/") (2.3)
для задачи обобщенного плоского напряженного состояния

?։(у) = ֊2/ ’• <?2(у)

<?։(У) “ 2/#-2/' • ?<( У) =' 4/>о - Ч*( / '3 -/ ") (2-4)
для задачи изгиба.

С помощью системы уравнений (2.2) можно найти а явном виде 
коэффициенты л. 3, у, о для некоторых частных случаев /(у), когда 
дифференциальные уравнения (1.7), (1.8) представляется возможным 
записать в виде (2.1).

Предположим, что /(у) функция вида

/(у) =-՝1п(£-Ну)։ (2.5)
где /г. х — постоянные.

Для функции (2.5) из системы уравнений (2.2) с учетом (2.3) на­
ходим

*(1~х) о _ _ п>, г (1Н)(/*о  ~$) _ &г(1+*)У. • Р /А՜) ———
£-ИУ £+Лу (Я+^У)2

7 (26)
АН *У £+*у

На основании полученных соотношений (2.6) уравнение (1.7) запи­
шем в виде

(֊ /г(1-х) (1 
ку </у

./2 л/г/(1 х*)(^-> ։х)

Я\ку

| (1^  к(\ -5) б/Н 
1</у2 ёЛ-ку а у ”0 — . 11.8֊\-ку

*а(1 5) 

(Аг+*У)а

(2.7)

Следуя изложенной методике, аналогично уравнение (1.8) предста­
вим в виде

[ ? /?(1 х) £ Л^(1-Х)(^֊у) /г>(1-5)П ч/
I ^У2 ' я+Лу б/у °՜ ё-\-ку (£4-*у) 21)

х ( А(Ь-£)_ _। х >^/( 1 ֊>,1) 1-. р 8)
I <Уу։ g■\-ky с1у I ^4-Лу | I
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В общем случае решение дифференциальных уравнений (2.7). (2.8) 
сводится к решению уравнений

dW 4(1 ' О 2.5 /4/(1 >)(^-М)
dy1 g֊\-ity dy ° Я+4у

6 0

d֊w, 4(1- х) _ I _
rfy5 Р\~ку dy fi'vky

Si

(2.9)

(2.Ю)

которые подстановками

!±? _ 2р0>.
0=Ф2 П7('Г), д-5 'Г - UZ('F). ‘Г — —±-(#֊Ну) (2.11) 

сводятся к уравнениям Уиттекера [3]. Окончательно для функций 0 
в имеем

0=/Г|C1UZn,m(4-) -С21Р U'l'H C3M֊4՛)-ЬС'Л” Я.т(-Ч‘)| (2.12)

(’«■’) яХд ч-)-^^֊*.х(-՝г)|  (2.13)

где С/, И) (/ 1, 4)-произвольные функции параметра /., подлежа­
щие определению из граничных условий; № ±Ч‘), 1^±« >(±Д’)—
функции Уиттекера

1 /------------------ х 1 ՛-------------------
Уо =g--.ky\ п ; х =-^-J (l-s)(^—v)

** л*  лл
f=l֊֊ (214)

Ла
В частности, при //-֊0, то есть, когда ֊ I или ^—р2̂ , урав­

нения (2.9) совпадают .։ дают только два независимых решения. Гак 
если /Jq.'s и .$7- 1. то функцию 0 следует искать из уравнения

ge֊* P+?L ^-/,«№=0, (2.15)
с/уй g-4-Лу civ

где Во—общее решение уравнения 

Решая уравнения (2.16) и (2.15), получаем
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где /л։('172). К,п(։1г/2) функции Бесселя от мнимого аргумента 1 и 
II рода порядка /п.

Когда $=֊ ], выражение для ® имеет вид
£ _ X 4 _ ՝•’ _ т £

е=С։е2 +с,е Qe- lny0 - е ‘ El*(՝F)  | |-CJe՜Г1пув-е2 ЕЦ-Ч-)|
(2.18) 

где Ei*( ’l), Ei(—՝Г) -интегральные показательные функции.
Аналогично, выражение для трансформанты функции прогиба wt 

при \=p֊Js и s I будет вида (2.17), в котором т заменено на ц. а 
при № 1 —вида (2.18).

3. Предположим, для определенности, что п=^() и х=А0. Тогда 
выражения для <4 и ограниченные на бесконечности (у -по), бу­
дут иметь вид - ՝֊

е= у» г[с։ wz„.„(>F)+c։ w'֊»,44f)| (3.1)
I _  I1- .V

Уо • |S։ (3.2)
Используя соотношения Коши, условия равновесия и выражения 

(1.2), (1.4), (2.5), получаем

ди. 1 / дЧ дЧ, \
дх Е1 \ дх*ду*  1 дх*  /

А 1 \ 1 дЧ. № / дЧ. дЧ. \ 3
дх' \ /:։ в / дх'ду Ех Ох?ду*  /^Уо \ дх-ду*  1 дх')

Применяя к соотношениям (3.3) интегральное преобразование 
Фурье по переменной х. учитывая при этом выражения (1.6), (3.1). 
(3.2) и граничные условия (1.1), для точек контактирующего торца 
пластины имеем

(<'Ч)։-о= (л* v։ ),.=о = -L- (1։ЛГ<‘> +Лт,Т«>)

где (3.4)

Ъ=1(АА -

~^к)|^ Л?^_) w_a,[/,։.’+*( М+<։)»֊4-**('.+'Л,)| X
\ к / \ к /

X ‘ Ц7_л+1 гл/ ^4՜ |х
\ R / х R /

X \Vn.m С^\ \vn^m (^֊\ ь |(/5--/։)).We-G)| \vn,m(
\ Л / X«/ \ R /

51



Х.\\ -П и,/?/7^-—к 7з~|(/?О^н ^/18 /’(А:։ ~~ М14'3՜ ^(/Уя"Н։Л8 Лз*п 
\ «■• / I

---РАА* ■ ^'(ЛАо ' Л/13' ^2(Л<Д>>~7։А:)1 ?՜

х пл....!- [(рА֊/,)>■• ^(дАЖЛ,-*,)>■ ’ ՛ АРА*  ‘*А*  ֊

1,у>.-^(1„1„-1к)\\гц.„ (\ ил„+1,т (^֊\ +1(/; -АЛ)Р + 
X £ / X R /

^( Ла /А/л У'-2 4՜ ( ^14 /А/й ~ ' чА$ Р' ' ^3( ^18^12 1Г- ) 1
IV/ /-7?|/- \ |у> 1^Р^\ А2, / / _Г 1 И/ / ~Рь* \ ПУ■' ’» — п.т ( ) ՝ л । I,/« ( ' I ,֊(‘11 ^18՛ ՝ '1 1 п> I . I “ п֊ 1.н1 I\ £ / \ р / \ к / ՝ R /

•;.= 1(<„֊Л)'“֊1 кА֊ и՛ + *’(/п '.»И Ч\.™ (^-) ) -I-

(/,/.’ и,?+* ’/„) ՝ - («,>•*-՛■  м,.‘- +
\ к / \ R !

(2-^\ПЛ„ !.тЖ\ 1,=р1~ь-, <^р.{1т-֊2п-\)
\ R / \ R /

4 2т2-г2тп —2т п I —; С 0 .»о( /^—•1): ^-Р^$--"1+'1֊\ ֊)

/>0|$(2/и—2«-1) <>тн 1\пР- 2п'!'■ С>т 5//֊2|

/ ։0= $( 2лР - 2пт — 2т п֊\ _1_\
2/

4т?п - 4/лЛ | 8т" -Ътп—ып- 2п-{ 1

/и = '-^вв2/?ой։. (12 $(2м —1)~4ж2-| 6л-2: Го^՝»՜—"-г--՝) 4֊

/и=/><![х(2//?—2//֊ 1)-4яг’ 6т4֊5«—2«’—6,?п/-2|

^5 ^(՝2пР 2пт—2т — п- —\—8пР 8ти —АпР 4т~п֊5т—2п . 1

1 ./г| т------; (^т -п —
2

Таким же путем, используя выражение (3.2) и граничные условия
(1.1). запишем соотношения для трансформанты функции прогиба плас­
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тины ю2(/, у) и ее первой производной для точек кон։ура контакта с 
упругим элементом

где 2А толщина пластины; ^0, т14- функции параметра
зависящие также о։ упругих, жесткостных и геометрических характе­
ристик неоднородной ортотропной пластины, выражения которых вви­
ду большой громоздкости здесь не приведены.

7. Расчет упругою подкрепляющего элемента базируется на теории 
тонких криволинейных стержней. Используя результаты работы [4], 
уравнения для трансформант перемещений прямолинейного упругого 
элемента с учетом всех его упругих, жест костных, геометрических ха­
рактеристик и эксцентриситета подкрепления имеют вид

//?М. ֊±1 \< (О 2/П7. ( 2_L V/*v) _ X pu _ -^—L N—
& A / A &

-2A-Z/ / J- _ Ù5 _ ՝JLl\r_L X ~p 
A ) A

_ /1 )2'2\_ • _ ,։<='_ }»< _
Pv,--2Ai  ------- r 2/w. U-Г') | P<o-|- -2L.W)֊

\g8 C J Â֊2 C C

֊ 2A» (_L f ֊ z'Jix p_ Âï
C / ga c c

֊2А/.։П21Д.ЧЛ_2/п/.^- /•(/) f JL.. _LL\p(0 —
C A \A C / C

2Л *Z8 ùil Â'-(-2A*//.  2 7;_ /1 cà \p_ '^LJi (4.1 )
C A \A C ) C

,г а^л 2fi 2. ÿ (0.. X p («) 2Д ՝ v |_ 4_ p _ J_ ÿÿ
dy C C C C C C

где 2ff*  ширина подкрепляющего элемента; sps2—расстояния от ней­
тральною слоя (оси) до соответственно контактирующего и внешнего 
края подкрепляющего элемента; '.0—расхтоянпе между осью подкреп­
ляющего элемента и срединной плоскостью пластины (эксцентриситет 
подкрепления): Ья֊•- е2 —высота подкрепляющего элемента; -։ — 
расстояние между осью подкрепляющего элемента и точкой приложе­
ния к нему внешней нормальной нагрузки; g,. .4. С -жесткости уп­
ругого элемента соответственно на растяжение, изгиб и кручение.

На основании условий равенства перемещений пластины и упругого 
элемента вдоль контура контакта, учитывая соотношения (3.4). (3.5) и 
(4.1). получаем систему четырех алгебраических уравнений относитель­
но трансформант контактных усилий А'Ш, 7’<'\ и моментов Л4<'>.

Так, в случае нагружения подкрепляющего элемента внешней нор­
мальной сосредоточенной силон Д։’о при 0, решая полученную 
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систему уравнений и применяя формулы обращения Фурье, имеем

№>(х)„ - 'X» (' 2111 cos>.xd>., Т«>(х)=֊ —“ Г 2&1 $։nijc ».
* J <?„(>•) * J QO(Z)о о

се
Р<։’)(х)-—I cos/xdt, М<«(х) = — — ( ^^-cos>xd/ (4.2) 

“ J Qo(') “ J Qo(z)(I о
где Qo(>), Qj(/), Qa(>), Q։(X), Q<(/.)—соответствующие определители 
полученной системы алгебраических уравнений относительно транс­
формант контактных усилий и моментов.

I I р и м с р. Рассмотрим неоднородную ортотропную полубеско­
нечную пластину и подкрепляющий упругий элемент прямоугольного 
сечения Z/*X2A*  со следующими упругими, жссткостными и геометри­
ческими характеристиками:

h st=A; *,==՝>♦=(),3;  ^’=2А; '.о='п-=О;
gt-±EW^ 2li=2.S: ^֊.2,0;

б 21։ £}"’ 1-н*
9

А = — /: *b*ti**i  g 1; Л = 0,1 м֊1

(4.3)

где -соответственно модуль упругости и коэффициент Пуассона 
и о д к ре и л я ющего элемента.

Упругий элемент нагружен сосредоточенной сжимающей силой А'о, 
приложенной в плоскости его оси. Функции Уиттекера представлялись 
в виде асимптотических рядов [5]. Численный расчет контактных уси­
лий по формулам (4.2) проводился на ЭВМ ЕС 1022 по методу Гаусса 
с точностью до Ю՜1 знака.

Па фиг. 1 приведена зависимость нормальных контактных усилий 
А՝^ от координаты х, направленной вдоль центральной плоскости плас 
:ипы, при $=0. Кривые I, 2. 3. I соответствуют значениям = 
= 0,5; 1,0; 2,0; 3,0.
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Зависимость Л’(|’ от параметра .$՛, характеризующего степень 
неоднородности материала пластины, изображена на фиг. 2 при х-0 
и £<®>/£^«=0,5; 1,0; 2,0; 3,0 (кривые 1, 2, 3, 4).

ԱՈ-ԱՈԴԱԿԱՆ ԷԼԵՄԵՆՏՈՎ ԱՄՐԱՑՎԱԾ, ԱՆՀԱՄԱՍԵՌ ՕՐԹՈՏՐՈՊ 
ՍԱԼԻ ԼԱՐՎԱԾ ՎԻՃԱԿԻ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒԹՅԱՆ ՇՈՒՐՋՍ

Վ. b. ՅՈՒՐՒՆԷ8

II. մ «ի ո փ ո ւ մ

Ստացված են անհամ ասես, օրթո՚էորոպ սալի ընդ Հանրացած ‘արթ քար- 
վածային վիճակը ե ծռումը րնութագրււղ ընդ էանար դիֆերենցիալ հավասա­
րումները 11 գնտված են նրանց մի րանի (ածումները: Հետազոտված Լ առաձ­
գական էլեմենտի ե անհամասես օրթոտրռպ առաձգական հատկությաններր 
աստիճանային օրենըռվ ւիոփոիւվււղ սւպի կոնտակտային էիոիւագգևցա^ յանը:

THE DEFINITION OF TENSE STATE OF INHOMOGENEOUS 
ORTHOTROP PLATES STRENGTHENED BY ELASTIC ELEMENT

V. E. YURY NETS

Summary

Common differential equations describing generalised plane strained 
state and bending o< Inhomogeneous orthotrop plates are derived and 
some of their solutions are given. Contact Interaction of elastic element 
with inhomogeneous orthotrop plate, elastic properties of which change 
according to the law of degree has been studied.
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УДК 678.620:178

К ВОПРОСУ ОПТИМИЗАЦИИ усталостной прочности 
ОРИЕНТИРОВАННЫХ СТЕКЛОПЛАСТИКОВ

САРКИСЯН Н. Е.

Одним из принципиальных преимуществ современных композитных 
материалов является возможность усиления их механических свойств 
в направлении, в котором ожидается воздействие расчетной нагрузки 
Такое усиление свойств материала (например, прочности), при сохра­
нении неизменными других технологических факторов (тип связующего, 
волокна и т. д.). достигается доведением объемного содержания напол­
нителя до оптимальной величины и укладкой в нужном направлении 
большего числа волокон (усилением степени армирования).

Экспериментальному исследованию выбора оптимального содер­
жания стекла и влияния степени ортогонального армирования на проч­
ность и деформатинность стеклопластиков посвящено множество ра­
бот [I]. Сравнительно мало изучен этот вопрос применительно к дли­
тельной прочности п ползучести [2] и. особенно, условиям циклическо­
го нагружения [3—6].

Между гем, актуальность подобных исследований очевидна в том 
аспекте, что параметры армирования, оптимальные для работы компо­
зита в условиях кратковременного нагружения, могу՛։ оказаться нс сов­
сем оптимальными при циклическом воздействии нагрузки, то есть, 
как отмечается в [7]. оптимизация предела прочности стеклопластиков 
еще не означает оптимизацию их усталостной прочности.

Возможность такого положения впервые была установлена в 
периментальном исследовании [3], где рассматривалось влияние па 
усталостную прочность процентного содержания стекловолокон, укла­
дываемых параллельно линии действия нагрузки. Некоторые результа­
ты из этой работы приведены в табл. 1. где значения предела проч­
ности испытанного материала на кратковременное статическое растя­
жение и сжатие нами взяты из обзора [7].

В соответствии с полученными в работе [3] данными стеклопласти­
ки, в которых все волокна уложены параллельно линии действия на­
грузки, проявляют высокую прочность ни растяжение и сжатие при 
однократном нагружении или при нескольких циклах до разрушения, 
но их усталостная прочность быстро падает с увеличением числа цик­
лов до разрушения. Вместе с гем, добавка небольшого процента воло­
кон н направлении, перпендикулярном к основному направлению арми- 
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ровання, или добавление чередующихся Слоев под небольшим углом 
к оси нагрузки, приводило к заметному повышению усталостной проч­
ности стеклопластика.

Ниже исследуем влияние степени ортогонального армирования на 
усталостную прочность ориентированных стеклопластиков с учетом ти­
па связующего и вида осевой деформации.

Испытывались ориентированные, стеклопластики гипа СВЛМ на 
эпокси-фенольном и бутвар-фенольпом связующем, с укладкой воло 
кон в двух ортогональных направлениях 1:1 и 5:1.

Методики проведения испытаний и статистической обработки экс­
периментальных данных освещены в работах [5. 6, 8].

Как известно, исследование механических свойств желательно 
проводить на образцах, изготовленных из материала одной партии. 
При длительных испытаниях изменение «возраста» образцов в одной 
серии от I до 2 лет практически неизбежно. В наших опытах стекло­
пластики на эпокси-феволыюм связующем в момент испытания были в 
«возрасте» 12 лет. а из СВЛМ 1:1 и СВЛМ 5:1 на связующем 15Ф--1 
соответственно 5 и 10 лет. Исследование влияния старения на стати­
ческую прочность и деформативность стеклопластиков тина СВЛМ по­
казало. что после двух лет хранения образцов в комнатных условиях 
«возраст» материала практически перёстае։ влиять па предел прочнос­
ти и модуль упругости стеклопластика [9]. Старение практически нс 
меняет также и усталостную прочность счеклопластика СВЛМ [10]. В 
настоящей работе сериям усталостных испытаний непосредственно пред­
шествовало определение статической прочности стеклопластиков. По­
этому анализ усталостных кривых в координатах К—1₽А' позволяет 
в неискаженном виде рассмотреть влияние степени ортогонального ар­
мирования на изменение усталостной прочности стеклопластиков.

Па фиг 1 3 приведены кривые Велера, иллюстрирующие влия­
ние степени ортогонального армировании на абсолютное значение и 
коэффициент /< услалостной прочности счеклонластиков типа СВЛМ

Ч-:я серии образцов на эпокси-фенольном связующем характерно 
снижение циклической прочности п направлении укладки большего чис­
ла волокон но сравнению с ортогонально равнопрочно армированным 
стеклопластиком. Па это явление количественно влияет также п вид 
деформации. При симметричном растяжении-сжатии значения уста­
лостной прочности СВЛМ 1.1 и СВЛМ 5:1 мало отличаются (фиг. 1). 
в то время как в случае пульсирующего растяжения прочность СВЛМ 
5:1 продолжает оставаться выше, чем прочность стеклопластика типа 
СВАМ 1:1 (фиг. 2).

Таким образом, в рассматриваемых здесь усталостных испытаниях 
стеклопластиков на эпокси-фспольном связующем наблюдается качест­
венно та же картина, что и н [3]. Уместно отметить, что в указанной 
работе также испытывались стеклопластики на эпоксидном связующем.

С точки зрения влияния типа связующего представляют интерес 
кривые Велера, приведенные на фш. 3. Из этих кривых видно, что 
при том же симметричном цикле осевой деформации прочность СВЛМ
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Фиг. I. Усталостная диаграмма стекло­
пластика н.т эпокси-фенольном связую­
щей при симметричном растяженнй-сжл- 

тнн. 1.—СВАМ 5:1, 2,—СВАМ 1:1.

Фиг. 2. Усталостная диаграмма стек­
лопластика на эпокси-фенольном свя­
зующем при пульсирующем растя­
жении. 1.—СВАМ 5 : 1. 2,—СВАМ 

1 : I.

Фиг. 3. Усталостная диаграмма стекло­
пластика на бутвар-фенольном связующем 
при симметричном растяжецин-сжатни 

1.-СВЛМ 5:1. 2,—СВАМ 1:1.

5:1 на бутвар-фенольном связующем неизменно выше, чем усталостная 
прочность композита на основе того же связующего, ио при ортогональ­
но равнопрочной укладке волокон. Это связано с различиями в адге­
зионной прочности между эпокси- и бутвар-фенольным и связующими 
и стекловолокном и в механических характеристиках самих связую­
щих. Адгезионная прочность смолы БФ-4 примерно в 1.5 раза ниже, 
чем энокси-феиольного связующего как в абсолютном значении, так и 
ио отношению к пределу прочности стеклопластика на растяжение. 
Этим предопределен существенно низкий предел прочности СВАМ I:! 
па смоле БФ-4. Прочность же СВАМ 5:1 в направлении «5» не усту­
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пает прочности ioiо же композита на эпокси-фенольном связующем 
потому, очевидно, что прочность композиции определяется не только 
прочностью адгезионной связи, но и свойствами (прочностью) армиру­
ющих волокон, которых в том же направлении в этом случае несколь­
ко раз больше.

В табл. 2 приведены значения усталостной прочности и коэффи­
циента К стеклопластиков на базе I06 циклов нагружения. Эти данные 
свидетельствуют о юм. что повышение степени ортогонального арми­
рования композита в каком-либо направлении путем укладки в этом 
направлении большего числа волокон, являющееся одним из. способов 
повышения кратковременной прочности, н отношении усталостной проч­
ности может явиться не только неэффективным, но и в определенных 
случаях может стать причиной ее существенного снижения. Так, для 
стеклопластика на -люкси-фенольном связующем укладка волокон 5:1 
по сравнению 1:1 увеличивает статическую кратковременную прочность 
на растяжение и сжатие почти в 1.5 раза в то время как, например, 
при х\ = 10" циклов усталостная прочность в отпулевом растяжении 
увеличивается лишь па 25%, а на симметричное растяжение-сжатие да­
же уменьшается на 20%. Коэффициент усталостной прочности в обоих 
случаях уменьшается соответственно на 18 и 11 %.

Иную картину представляет усталостное поведение стеклопластика 
на бу i вар-фенольиом связующем. Эта же укладка волокон приводит к 
повышению нс только статической прочности, но и ус [алое i ной проч­
ности композита па симметричный цикл растяжения-сжатия. Причем 
повышение усталостной прочности ока.ываетея даже относительно 
больше, чем увеличение предела прочнопн (соответственно в 2.2 и 
1.8 раза).

Таблица I 
Зависимость усталостной прочности от содержания стекла параллельно направлению 
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Коэффициент ус­
талостной проч­
ности К на базе 

101 ПИКЛОВ

V
"ис

65.4 100 0 84,3 62.6 17 »5 0,21 0,28
65.5 85 0.90 81,8 58,4 20,5 0,25 0,3 >
66.9 71 040 74»8 56,9 19.7 0,26 0,35
67,6 — ±5 *2-0 65,1 25 ,2 0,31 0,39
64,9 —- ±ю 67,6 39,8 18.5 0,27 0,31
64.6 — ±15 62.7 58.7 1-1 ,0 0,22 0,24
63.0 — ±5 71.0 58,3 21 .7 0,31 0,37
74.3 — 5 94,6 73,5 23.4 0,25 0,32

Можно указать на целый ряд известных факторов, могущих быть 
причиной снижения усталостной прочности ортогонально неравнопроч
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Зависимость усталостной прочности стеклопластиков от степени ортогонального 
армирований, вида деформации н типа связующего

Таблица 2

Тип связующего стек­
лопластика

Укладка 
ВОЛОКОН

Кратковременный предел 
прочности, кге.мм- Коэф, асим­

метрии ник­
ла напряже­

ний г

Уста юс г на я 
прочность 

на базе 10* 
циклов, 
кге мм*

Коэффициент усталостной 
прочности К на ба е 10* циклоп Температура 

разогрева 
при разру­
шении. °С’»1» 3.чС

’«P

'3

'ne

1 2 3 4 5 Г> 8 9

Эпокси фенольнсс 1 : 1 48.00+0.55 36.05 ֊0.80 ֊1 8,15+0.50 0,17+0.01 0.23+0.01 79,0 1*2.0
• 0:1 6 7»55-» O.tO 49.50 t-2.50 1 6,95+0.85 0.10+0.01 0.14+0.02 10.0+1.0
• 1 : 1 43,10+3,25 — 0 16,85+1.40 0,39+0.03 120*0+2’5

5:1 64,10+4.05 — 0 21.30+ 1.45 0,33+0.02 — 125.0 +-3.0
Вутвлр-феиольное 1 : 1 35.80 »-1.00 28.90+0.50 -1 3.25+0.30 0.09+0.01 0.11+0,01 67,5+1 »5

• 5« 1 65.75 1 1.80 — — 1 7,55+0,60 0.11+0.01 — 57,5+3,0

Примечание. Дли значений прочности стеклопластика на кратковременное растяжение и сжатие (з„р н :нс) указано 
средне квадратическое отклонение, а дли усталостной прочности—отклонение от среднего значения, соответствующее довери­

тельному интервалу при вероятности 95%, рассчитанное по распределению Стьюдента.
В столбцах б и 7 при пульсирующем растяжении дано максимальное напряжение никли и значение отношения з1Г11Ч тир.



иых стеклопластиков. Это. в частности, плотная укладка волокон в од­
ном направлении, приводящая к возникновению концентрации дефор­
маций и напряжений. Уменьшение объемного содержания связующего 
в направлении действия нагрузки может приводить и к снижению меж- 
слоевой сдвиговой прочности композита ։-. этом направлении.

Рассмотрим возможность влияния циклического разогрева на изме­
нение прочности ортогонально неравномерно армированного стекло­
пластика. имея в виду, в частности, убывание адгезионной прочности 
полимерного связующего к стекловолокну по мере возрастания темпера­
туры [111.

В основных испытаниях настоящей работы температура цикли­
ческого разогрева измерялась па поверхности образцов. С целью уста 
новлеиия связи между температурой разогрева внутри и на поверхности 
образна были поставлены специальные опыты. При этом придерживались 
методики, предложенной в [12]. Термопары помещались в два симмет­
рично расположенных относительно продольной оси образна отверстия 
диаметром ~ 1 мм. Длина отверстия составляла примерно половину 
ширины рабочей части или толщины образна Как показали опыты, от 
верстня указанных размеров снижали прочность на статическое растя­
жение нс более, чем на 2,7%. При пульсирующем растяжении и сим­
метричном растяжении-сжатии такие отверстия не влияли и ня уста­
лостную прочность стеклопластиков.

Отношение значений температуры разогрева 'Г внутри и на поверх­
ности образцов, на линейном участке зависимости Т—X. в течение пре 
меня до 0.8 0,9 • Np (Np—число циклов до разрушения! является 
постоянным п при толщине образца, например, 10 мм составляет 
--1,20. На стадии перед разрушением образна >то отношение возрас­
тает до 1.35.

В табл. 2 приведены среднеарифметические значения температуры 
разогрева внутри композита перед разрушением образна. При симмет­
ричном растяжении-сжатии СВАМ 1:1 и 5:1 на смоле ВФ-4 температу 
ры разогрева довольно близки, а для стеклопластика на эпокси-фе­
нольном связующем при укладке волокон 5:1 температура даже в 2 ра­
за ниже. Эти данные указывают на то, что циклический разогрев не 
может быть причиной наблюдаемого факта более низкой усталостной 
прочности композита в направлении укладки большего числа волокон.

Такое заключение можно обосновать н том. что температурное па­
дение прочности стеклопластиков СВАМ 1:1 и СВАМ 5:1 при стати­
ческом растяжении и сжатии не зависит от укладки волокон [13]. 
Кроме того, отношение модулей упругости при заданной высокой и 
нормальной температуре меняется с изменением температуры для ор­
тогонально равнопрочного стеклопластика даже в большей мере, чем 
для однонаправленного стеклопластика [14]

Вывод. Установлено, что усиленно степени ортогонального арми­
рования стеклопластика в каком-либо направлении путем укладки в 
этом направлении большего числа волокон, являющееся одним из
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способов повышения статического предела прочности, в отношении ус­
талостной прочности может быть неэффективным и даже привести к 
ее существенному снижению.

ԿՈՂՈ1ՆՈՐՈՇՎԱՄ ԱՊԱԿէ)Պ1.1ԼԱՏՒ’ւՆհՐԻ ՀՈԴՆԱԾԱՅՒՆ ԱՄՐՈՒԹՅԱՆ 
0ՊՏՒ11Ւ0ԱՑՒԱՅՒ ՀԱՐՈՒ ՇՈՒՐՋԸ

Ն. I). ՍԱՐԴՍՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Ս ա,մ անված Լ, որ կախված մ ի շարր զ։ւ րծոնն ե րի у ( [Այրումների ցիկլի 
ասիմետրիա, [սեմի տարատեսակ և այյն) ապսւկես[[ասւոիկների օրթոզւ։նա[ 
ամրանավորման սւմեղացումր մի ոսլղութ յտմ ր ոչ միայն կարող Լ [լինել ն /ու- 
թ{ւ ,ււք[նածային ամրաթյան րարձրարման արղյունավետ եղանակ, այ/և ղսւռ- 
նալ նրա զղայի թուլայմ ան պատճառ։

THE PROBLEM Ob’ OPTIMIZATION OF THE DIRECTED 
FIBER-GLASS REINFORCED PLASTICS FATIGUE STRENGTH

N. E. SARKISIAN

S u in m а г у

Depending on certain factors (asymmetry of stress cycle, type of 
synthetic resins, etc.) It has been established that tre Intensification of 
fiber -glass reinforcements in any direction may not be an effective 
means of material fatigue strength increase. It has been shown that ft 
maybe the reason of essential decrease of material fatigue strength.
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