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О МОДЕЛИРОВАНИИ ОДНОГО КЛАССА КУСОЧНО
ОДНОРОДНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

ВАРДАНЯН Г. С„ ФРИШТЕР Л Ю.

В различных областях техники широкое распространение находят 
конструкции, составленные, из упругих элементов с различными физи
ко-механическими характеристиками Такие конструкции называются 
кусочно-однородными (составными) конструкциями.

При моделировании кусочно-однородных задач эксперимента.!։! 
ным методом механики деформируемого твердого тела—методом фо- 
гоупругости. возникают трудности, связанные с необходим остью подбо
ра оптически чувствительных материалов с различными модулями 
упругости, и методического характера. Моделирование составных кол 
струкций при заданных внешних усилиях рассмотрено в работе [1|

Рассмотрим кусочно-однородное пространственное одно- или 
многосвязное тело состоящее из частей и й2, соединенных 
между собой по поверхности Г. Части й։ и £2. различаются только 
значением модуля упругости Коэффициенты Пуассона и теп
лового расширения для этих частей примем одинаковыми.*

* Коэффициенты теплового расширения частой также могут быть различными. 
Это не вызывает принципиальных трудностей

На наружной поверхности 5 могут быть заданы: на части ■$„ 
напряжения ]\ и на части 5,.- перемещения Кроме того, в теле 
могут быть заданы массовые силы Л и температурное поле Т.

Напряжения ^11 такой кусочно-однородной задачи удовлетворяют 
уравнениям равновесия

+ (1)
т V

Деформации ег-/, связанные с перемещениями соотношениями

2£.« + (2)
д} д!

удовлетворяют уравнениям неразрывности

д*ен , (^£,7 (Рг!к 0 .
дкд1 д1д] д1<№ д)д1

При этом на поверхности 5 выполняются граничные условия
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2°Ц«/и=/г М$а=<Р| (4>
! 

а на поверхности раздела Г—условия полного контакта
«ж |г=^д|г; «л|г=^«|г (5)

Деформации и напряжения связаны следующими соотношениями:

Ъдв4*1(И" 7)в</‘—5^11+64
Ег

е.>2«•֊֊[( 14 >)о/д—•’

Здесь
(8)

Остальные обозначения в соотношениях (1) — (7) общеприняты и 
не требуют объяснений.

Ниже рассматриваемая кусочно-однородная задача сводится к 
решению ряда однотипных однородных задач с дисторсиями, доста
точно просто реализуемых на моделях методом .замораживания*.

Введем вспомогательные задачи для отдельных частей Q, и Q«. 
обусловленные только действием температурного поля. Решения этих 
задач обозначим через (а^ и.).

Д.ля дальнейшего изложения введем сокращенную запись соот
ношений (1)—(7) в виде

{cF; еа; 5,/; Го; Га; зЕгчт; (9)
Рассмотрим также кусочно-однородную задачу для тела Q

{c(")F; е<">а<">; 5,/; S«?; Го<">; Га™; г<">Е^ £<">£/} (10)
отличающуюся от задачи (9) только тем. что в частях Qj и Q։ вмес
то температуры заданы дисторсии соответственно s.,։ и sj/2.

Очевидно, что
U^U^- 8X/=-.ejp (И)

При этом, если температурное ноле в отдельных частях и Sa 
тела со свободными границами не вызывает напряжения (^=0), то 
решения задач (9) и (10) совпадают.

Далее рассмотрим соответствующую однородную задачу
{eWF; 8<0)и(0). $ц?; де«)). ОиР); з^Е^} (12)

для тела Q при тех же воздействиях, что и в задаче (10) и неодно
родную задачу несовместности

{а<"։>0; е<"-։)и(яЛ); S0Q; SuQ; Гв<"։>; Га<"«։>; e^Efi; t'WEJ&b} (I3)

Здесь
K=i֊f; (И)
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Согласно принципу сложения решения задач (10), (12) и (13) 
связаны следующим равенством:

й(">, 8{"))= (0(0), И(0). е(О))4-(о(/Л», и«*» е|Я,1)) (15)

Теперь рассмотрим однородную задачу несовместности

{сО)0; £։о; 5м0; 0з<’>; 0и<1>; (16)
и вторую неоднородную задачу несовместности

{с(".2>0; Б(".2)/г(//.2); 5о0; 540; Гс<"-2>, (17)

где
(18)

Но принципу сложения решения задач (13), (16) и (17) тоже 
связаны равенством

(о}/-’>, 8}*1))= (о)}), «}»\ $(П) + (0(ЯЛ и|Я.2>, €(;.Л2)) (19)

Используя принцип математической индукции, получим 
(0(//.л)։ 6(.ул))в(0(л)1 £(л)) 4- («}".«»-», «^я+», в{"-я+«)) (20)

где (а}*\  л|я>, е[?)) -решение „п* -ой однородной задачи несовмест
ности

{з<яЮ; е<я>«^; 5,0; 5в0; 0з<я>; 0и<л>; 6<Я)£։О; £<Я>Г։К^Я֊։>} (21)
Здесь

(22)

Как видно из (21), напряженно-деформированное состояние 
,я*-ой  однородной задачи несовместности обусловлено дисторсиями 
в области равными деформациям (22), уменьшенным в ,/<՛ раз, 
вызванными напряжениями предыдущей задачи в гой же области.

На основании (15), (19) и рекуррентного соотношения (20) по
лучим

й‘н>« Е{/°)=2 (б!Л «(Л е!"}) (23)
л—О

Из (21) видно, что решение .л"-ой однородной задачи несов
местности можно представить в виде

(°!/п). “Г* <л>)=Кя(°3/)- (24)

где (о<я), гТ«)) —решение „л*-ой  приведенной задачи несовмест
ности

{Г<я)0; 5,0; 5и0; 0Г<я>; =О0£՝։0; (25)
независящее от „№.

Здесь
= (26)
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С учетом (24) соотношение (23) можно записать в виде

(0("), 8|Н))в у К"(а{«)։ £(«), Г}«») (27а)
л-0

ИЛИ

= у (276)
л֊О

где через с обозначена любая компонента напряжений, перемещений 
или деформаций.

Используя очевидное неравенство

|1<Л>К|Г">|«.« <28>
где |?М|тах—наибольшее значение напряжений, перемещений или де
формаций первой однородной задачи несовместности, получим, что

□яд мажорируется сходящимся геометрическим рядом К':
л-0 л-0

(0</«П). Следовательно, ряд Кг։ ;,л> сходится равномерно.

Вследствие сходимости ряда К" £(1,) его сумму можно оценить л-О
при помощи рекуррентных соотношений, выполняющихся с заданной 
точностью, для функциональной последовательности р!л)}.

В ряде случаев в качестве рекуррентного соотношения можно 
задать следующую линейную комбинацию:

_ С(п4-2)

£(л) «1) (29)

В этих случаях ряд (27) суммируется и получается следующий 
о конч ательн ы й рез у л ьтат:

$(//).------ !—2------Г<0) ।_______-------- мп
I - К - №с 1 - А + '

(30)

Для иллюстрации предложенной методики решения кусочно-од
нородных задач рассмотрим следующий пример.

Полоса шириною 2Л при отсутствии объемных и поверхностных 
сил находится под действием температурного поля

7(г)- 0. -Л-^2<0
7'0, 0<2^Л

(31)

Область Й։ (—Л^г<0) имеет модуль упругости а область 
Й, (0<г^Л) имеет модуль упругости Ег.

Напряжения исходной кусочно-однородной задачи согласно |2] 
оп редел яются выражениями:

в области

6



Фиг. I. Пример .моделирования тсрмоупругих напряжений 
в биметаллической пластине:

.<) схема кусочно-однородной хадачн;
б) сравнение теоретических (числитель) и экспернмен- 

гальных (знаменатель) значений напряжении схл. в долях 
аГц /:'| по среднему сечению I—I;

н) эпюры экспериментальных значений напряжений 
5։—с3 по сечению 11—11.

Фиг. 2. Картины полос и эпюры напряжении в моделях однородных зада I.
7



л' е^е^ые.е. (32а)

в области Й,
1Т0ЕгЕ2

- £2^4-14^ (т֊> *■] (326)

Напряжения вспомогательных задач для отдельных частей й։ и 
й2 равны нулю (=։/=-0), а напряжения первых трех однородных за
дач, входящих в (27), определяются выражениями: в области Йх

" 0 *\2  4Л/ " 16 ■" ’ \32 64/;/ '

в области й2 V

%-«.(4+Й): ;я--’л(44)

Нетрудно проверить, что напряжения рассматриваемой кусочно- 
однородной задачи (32) связаны с напряжениями однородных задач 
(33) с помощью зависимости (30). то есть

с..,. = с-(Л> \-К о<0) 4. -------- --------о։0
хх 1 - К -г гх

(34)

где

К=1 Ё
Е,

_ 3.ГХ О.СЛ- 1
~16

(35)

Экспериментальную реализацию предлагаемой методики иллюс
трируем на примере моделирования термоупругих напряжений в би
металлической пластине (фиг. 1) при действии температурного поля 
вида (31).

Решаются первые три однородные задачи несовместности следую
щим образом:

I. Однородная модель из эпоксидного материала с модулем упру
гости £■) 200 кг/см2 и оптической постоянной «1։0 =0.341 кг/см в вы
сокоэластичном состоянии с заданными размерами (А = 2 см, х = 

0,59с.м) склеивалась из двух элементов. Элемент области йх выре
зался из пластины с «замороженными» деформациями при растягиваю
щем напряжении о - 1,97 кг/см2 в продольном направлении- Элемент 
области й2 нс деформировался. После склейки элементов и «размо
раживания» [3] в модели возникли напряжения

2. Из предыдущей модели с «замороженными» деформациями ё{? 
вырезалась область Й2, которая склеивалась с областью 2։, находя
щейся в естественном недеформированном состоянии. В результате 
«размораживания» в модели возникли напряжения
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3 Третья задача решалась аналогично второй—склеиванием об
ласти Զ2 с «замороженными» деформациями 7$’/ с недеформирован- 
иой областью Զյ и последующим «размораживанием» модели.

На фиг 2 приведены картины полос для исследованных трех од
нородных задач и лпоры порядков полос, соответствующие напряже
ниям öw, з(2> по среднему сечению 1 -1 и напряжениям з։ —з2по 
сечению II—И на расстоянии ОДЛ от торца пластины.

Заметим, что напряжения з<1> и о<?>. определяемые эксперимен
тально, отличаются or напряжений «Ц и входящих в соотноше
ния (34) и (35). При определении з^ и з<г֊| в моделях создавались 
дисторсии, равные соответственно — sfj и — Ц,1’. в то время как нап
ряжения и sW обусловлены дисторсиями соответственно равными 
зТ0— е<.°*  и 7.Тй — sÇ> - շ<*).  С учетом этого переход от з<!> и к 
с.?1 и CS соответственно осуществлялся по принципу сложения. Эпю
ры этих напряжений приведены также на фиг. 2.

Из эпюр напряжений на фиг. 2 видно, что значение с, вычислен
ное по формуле (35). колеблется от 0,03 до 0,07. Принимая с 0.05 и 
Л' '5/6 по формуле (34) определены экспериментальные значения на
пряжении кусочно однородной задачи. Эти значения показаны на эпю
рах фиг. 1 б (знаменатели) и фиг. 1 в. На фи։ I б в числителе показа
ны теоретические значения напряжении, вычисленные по формулам 
(32). Максимальное расхождение теоретических и экспериментальных 
значений не превышает 6%.

ԱՌԱԱԴԱԿԱՆՈԻՌՅԱՆ ՏԵՍՈԻԹՅԱՆ ԿՏՈՐ ԱՈ- ԿՏՈՐ ՀԱՄԱՍԵՌ 
ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ՄԻ ԴԱՍԻ ՄՈԴԵԼԱՎՈՐՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Դ. Ս. ՎԱՐԴԱՆՅԱՆ, Լ. 8<1Ի. ՖՐԻՏՏԵՐ

Ս. մ փ ո փ и ։ մ

Շարադրվում I, բևեռս/՝ օպտիկան մեթոդով աոաձդս/կանո/թյան տեսու
թյան կտոր առ կտոր համասեռ խնդիրների մ ոդել/սվորմ ան մեթոդ/

Ատոր աո կտոր համասեո ի/նդիրր րերվո/մ է մի Հարր միատի/դ հա
մասեռ խնդիրների յուծմանէ

Դիտարկվում են օրինակներ։

ON MODELLING OF ONE GROUP OF PIECEWISE HOMOGENEOUS 
PROBLEMS OF THE THEORY OF ELASTICITY

G. S. VARDANIAN, !.. JUR. FRISHTER

Sum in а г y

The techniques of modelling of piecewise homogeneous problems 
of the theory of elasticity by means of photoelasticity Is presented in 
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the paper. A piecewise homogeneous problem is redused to a number of 
homogeneous similar problems with distortions simulated on the mo
dels by the ‘freezing“ method. Some examples, proving theoretically 
and experimentally the techniques in question, are suggested.
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АНТИПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ МНОГОСВЯЗНЫХ ТЕЛ 
С ТРЕЩИНАМИ

КАЛОЕРОВ С. А.

В настоящее время достаточно хорошо разработаны методы оп
ределения коэффициента интенсивности напряжений в бесконечных 
анизотропных телах с «туннельными» трещинами в условиях анти- 
плоской деформации. В работе [б] приведены решения задач теории 
трещин для изотропною круговою цилиндра и бесконечного тела с 
эллиптической или круговой полостью. В данной статье получены и 
исследованы комплексные потенциалы теории трещин продольного 
сдвига для многосвязных изотропных и анизотропных тел. Приводится 
решение задачи для тела с одной или двумя эллиптическими (круго
выми) полостями и «туннельной» трещиной.

§ 1. Рассмотрим анизотропное тело с цилиндрическими полостями, 
находящееся в условиях аитиплоской деформации пли продольного 
сдвига. Выберем систему координат, совместив ось <Ог с направлением 
сдвига. Пусть тело в каждой точке имеет плоскость упругой симмет
рии, перпендикулярную оси Ох. Сечение тела плоскостью Олу обра
зует область 5 изменения переменных х, у. На тело действуют внеш
ние усилия, приложенные к цилиндрическим поверхностям и направ
ленные вдоль образующих. Для простоты будем считать, что объем
ные силы отсутствуют.

Учитывая, что при указанных условиях м=т/=0, зд = да(х, у) 
ды

О - ՜ ՜Հ~ ^44՜>'2 -Г
Ժ-է’£» _
— — ^4Տ՞.ր- (1^хг

и вводя функцию напряжений Г(х, у) по формулам
ԺԴ*, У). . _ Ы:(х, у) 

ду ' >՛ дх

(1.1)

(1.2)

из уравнения совместности Сен-Венана получим

д'Р о ԺԴ'

дхау
^=0 

ду9
Решая уравнение (1.3), находим {3.7] 

/7(л*. у) = 2Яе<р3(,г3)

(1.3)

(1.4)
где ^3(г3) -произвольная аналитическая функция, определенная в об



ласти SJ։ получаемой из области S аффинным преобразованием 
г3 = х 4- Нэу: Нз~корень характеристического уравнения

a55}i2-2a4SH+o44 = 0 (1.5)
причем

= аз = —; из=~; * = V
«35 1

Учитывая формулы (1.1), (1.2), (1.4), для напряжений и переме
щения находим

ту/ = 2КеФ։(г3), ххг= -2Яе|рэФ3Сга)] (1.6)

y) = ֊-2Re[r/?,(z3)l (1-7)
где

Фз(«з) = ^(гз)
Из условия 1\оши

'хг COS ПХ -г 'уг COS Пу = 7п 
находим

А
2Re «р3(z,) = - [7nds 4-е (1.8)

о
Здесь с—постоянная, произвольная для одного из контуров, ограни
чивающих область S. Исходя из формул (1.5), (1.8). граничные ус
ловия на контурах запишем в виде

2Rels3?3(Z3)]=/3(/3) (1.9)

где 4>։3 = 1, /3(/3) = — f Znds\-c в случае первой основной задачи; о
— f3(t) = — w* (w* -заданное значение смещения) для второй

основной задачи.
Пусть 5 является конечной областью, ограниченной контурами 

l.m (rn = Ot /И) так, что Lo охватывает все остальные. Такими же ис
следованиями, как и в плоской задаче [4], для функции <?3 (z3) полу
чаем выражение 

.м
?з(г3) = 3 Лз« In (z3—«м) 4֊ ?зо(гз) (1.Ю)

где
77А3т = -^ (1.11)
4 г:

7т — главный вектор усилий, приложенных к контуру Lm перпенди
кулярно к плоскости Оху; <p30(z3)—функция голоморфная в области 
S3, ограниченной контурами L3m, получаемыми из Lnt аффинным пре
образованием г, = х4ц։у; г3т—произвольные точки внутри L3m

Если область S бесконечная (Ао уходит в бесконечность пол
ностью). то
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м
?>(*։) = Г3г3 Н- Лзп, 1п (г3֊г3гл) 4֊ <?3о(гз) 

гл —1
Здесь

4-и3~у1

14՜Н

(1.12)

(1.13)

?зо(г։) — функция, голоморфная в области 53, включая и точку г3 = оо.
Если тело ортотропно и главные направления упругости совпа

дают с направлениями осей х, у, то

«45 — О» «44 — 1/б'у^; (1аз — 1 С/х:', Из — ^з — 1 1/^у/С7хз

(1.14)
где СХ1, 6уг модули сдвига для соответствующих направлений. 

В случае изотропного теля

«45 = о՜« «44=«55 ~ 1: 54 и ®'(*. У) = ֊֊2Ие
-хг— — 2Ес /Ф(л)

֊■?& 
(/

-У/=2КеФ(г)

(1.15)
§ 2. Пусть конечная многосвязная область 5 разрезана вдоль 

некоторой прямой отрезками а.,дп (п— 1,Л’) (следы „туннельных" 
трепшн) (фиг. 1). Исходя из формулы (1.10), для Ф3 (г3) имеем

Ф,(-,) = +Аи(г3) 4- Ф30(г3) (2.1)

где
= ЛэД = 5-4֊<г

^Зт л-1^3 *3«
(2.2)

/70
Д?я =-----—; /л—главный вектор4՞
внешних усилий на разрезе апЬп\ 
2лп—точка приложения их равно
действующей; Фа0(г3) функция,
кусочно-голоморфная в области 5 

с линией скачков /. (разрезы вдоль вещественной оси при аффинном 
преобразовании переходят сами в себя).

Учитывая, что на разрезах, где 2'3 = /3 = / = х

Ф*(О Ф Ф?(0“*± (2.3)
и приводя элементарные преобразования условий (2.3), получим

I Ф»о<О - $»(*)]' - 1Ф,о(С - Фм(С]'=2/’(0

[Ч>։о(П + Фи(0Г + [Фи(О-ф^(/)]- = 24'(П-2Л։(П-2Л։(/) (2.4)
Здесь
Р(0«/:(0֊/;(0; 5г(0=/о(О4֊/;(О; (2.5)
Следуя Мусхелишвили [5], введем функции
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')Фи(гз); Щг,ЬФи(г,) 2Фю(’з) (2.6)

Тогда граничные условия (2.4) примут вид

= рШ\ /?;(0 + /?;(0=^(0֊֊^)֊й,(/) (2.7)
Решая краевые задачи (2.7) так же. как и в работе [1]. находим

С ~^֊+Лиз)֊Ч1(г։)-Ч-,(г,) 
2-1 3 <-г,£

1 С Х(О|^(О-Аа(П А3(/)]<//

^) + Н8(га)Ч-Н\(г>)
(2.8)

где

Х(г4)-»П । {г3-а„)(г,-Ьп) (2-9)

Чд(г3)—функции, голоморфные в области, ограниченной контурами 
Т-злт (^—1, /И); Лр(г3) —функции. голоморфные внутри Л10.

Из равенств (2.6) следует, что

<М=֊№); /?3(г3) = 7?(г3) (2.10)
Подставляя функции (2.8) в условия (2.10), получим

ВД—Ш Л2(?3) = Лг(г3) (2.11)
Т3(г3) = ’Г,«,); Ч'\(г3) = Ф2(г3) (2.12)

Учитывая равенства (2.8) — (2-12) и вычисляя интегралы от 
х(0|А3(0-| А3(/)], для Фд(г3) находим

Ф։(г,)=Аи(г։) + Лз(г»> - Дз(гз) + +

+ /֊'.(г,) 4- 'Г,(г ) + Т,(г,) + Л(г։) + Т1(г։)_чг1(гз)+Л(г։) 
х(гз)

Здесь
£>3(г3) «= Т — I Х —- +

л։~1 2 | ?3‘ х.-а 2-Згп
I Г Р(№ ,____ ]_ _ Г Х(р£(ОдГ/

2-/ .) 1—г3 ' 2-/Х(гл) ,) ։~г3
I. с

(2-13)

(2.14)

Функции ^(г,), Ла(г3), голоморфные внутри Лзо. представимы в 
виде разложений по степеням г3, причем в силу равенств (2-11)
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Л(*з)=М ^(^)(2.15)

где Сь. с1ь—вещественные постоянные.
Неизвестные функции ’Г։(г3) и Ч'\(г3), а также /г1(г3) и 

находятся из граничных условий на контурах Ьт (т—0, М) и усло
вий голоморфности комбинации Х(?л)Ч-*1(г3) — ՝Гг(г3) в точках [Ц.

Аналогичными исследованиями в случае бесконечной области 
для Ф3(г3) опять получим формулу (2.13), где нужно принять

.V
/--։(г3) = 1с30; Г^(г3) = V 4ЗЛ_А?* 

а—о
причем из условий па бесконечности находим

_ хжг , у, ^-<*зо(«1 + М֊ ... -гаЛ;4-^Л')
30 2?з ’ 2^.1 ; 30՜՜ 2 : 31՜ 2

(2.16)

(2.17)

/—главный вектор всех усилий, приложенных к телу. Остальные 
коэффициенты с1?ь находятся из условий однозначности перемещений 
® при полном обходе по замкнутым контурам, окружающим каждый 
из разрезов апЬп. Эти условия имеют вид

2Ке ГИ»(04֊Т,(04-Оа(0-Ь^(/)1^
3 Х(О

ап*п

кН 1/ко ֊/;(')1^=о
йгЛ։

(л=1, Л) (2.18)
Из системы (2.18) линейных алгебраических уравнений относи

тельно находятся коэффициенты полинома /'2(г3). Если (13} вычис
ляется по формуле (2.17), то в системе (2.18) нужно оставлять Л —1 
уравнение.

Если имеет место геометрическая симметрия области 5 относи
тельно линии разрезов, то ՝Г/(г3) и '1\(г3) определены в одних и тех 
же областях [1]. Поэтому Ф֊1(г3) можно записать в виде

. . . . . . ։ АЛгА—АЛгА , /Л(г.) Фз(га) = Дз/. (га) + - а/ • ■ ■ + -֊֊֊ +
2 Х(г3)

+ /7»(^+^(г») + ^։(г։)+ >Г։(г,) 4- ^(г,) (2.19)
х(г3)

причем
Ч\(г3) = - Ч\(г3); 'Г։(г3) = Т,(г3) (2,20)

В этом случае для определения '1'/(г3), НР{г3) нужно удовлетворять 
граничным условиям на контурах /.т и условиям (2.11). (2.20).

Вблизи контуров разреза
Х(г,)= ± /2М Х*(г+4). <»,(■?.)= 2^= + 0(1) (2.21)

” Тдйг I о^)+^с>+^)+^) + у | (2.22) 
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где /*- длина разреза; с—аффикс любого из концов; а}-малая вели
чина; 0(1)֊ ограниченная величина; коэффициент интенсивности 
напряжений для антиплоской деформации; X *(?,)—это Х(г3) без мно
жителя /(г3 ֊ а„){гл—Ьл). Верхние знаки относятся к правому, ниж
ние—к левому концу разреза.

§ 3. Пусть ортотропное (в частном случае при Зэ = | изо
тропное) тело, находящееся в условиях антиплоской деформации, ос
лаблено двумя одинаковыми продольными эллиптическими полостями 
и центральной прямолинейной «туннельной» трещиной между ними 
(фиг. 2). Как частный случай, будем рассматривать такое тело с 
одной правой полостью и трещиной Обозначим контуры эллиптичес
ких отверстий сечения, их полуоси, расстояние между их центрами.

длину трещины соответственно че
рез /,г. а, Ь, 2/г, 21 (фиг. 2). 
Будем предполагать, что линия 
трещины совпадает с главным нап
равлением упругости. Полости и 
трещины свободны от усилий, на 
бесконечности действуют усилия

В силу геометрической, упругой и силовой симметрии относитель
но осей координат

Фз(г3) = Ф3(2а): Ф3(г3)=Фя(-га) (3.1)

Из последних равенств следует, что ’Г։(2\)-0. Если, кроме того, учи 
тывать, что р(О = £(0 = 0. с30=4/3։^0, то для Ф,(г3) получим

Фз(г,)=^֊
х(г։)

(3.2)

где
Х(г3)а^֊Р; с1^р!2\ (3.3)

Тг(г3)—функция, голоморфная вне контуров /.х, 1-2.
Отображая внешность единичного круга на внешности эллипсов 

но формулам

-֊л- R, ֊’)։ (\+ (3.4)

где

/?з=(д+₽э^)/2; (я ՝М)’’(«+^)
и учитывая указанную выше симметрию напряженного состояния, для 
функции окончательно находим

Ф։(г’’=+2
Л(2Г3) »=։

Ь, / 1 ( г(-1Г : 
г . (3.5)
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Здесь Ьь—вещественные коэффициенты; г—постоянная, равная 0 или 
1 для случаев одной или двух полостей соответственно.

Удовлетворяя граничному условию (1.9) на контуре правой полос
ти (при этом в случае двух полостей в силу использованной симметрии 
граничное условие на контуре левой полости будет удовлетворяться 
автоматически), для определения получаем следующую систему 
линейных алгебраических уравнений:

V (Вк_|- тлВ^ ։)/ч=0 
»1=1

2 |(1֊Т —/п35Л_я+1 н- (I 4-^к(О*я..1
* 1

- т-Ркк 2 (I- 
»1=1

- £ V (1-б’И3/А_я+1^ - (3.6)
*=1 я^п

֊2 В._я_| !>ь=- ֊<10(1 4-7Д")(/?։л_։—т3В]Пл\) (п = 1, 2. . . .)
*-л 1-2

где Вп, В]П, ИАп -коэффициенты разложений функций X ’(2Л). гаХ-1(г3\ 
( 1)* |Х~1(?д)|'.г(г3)]~А՜ в ряды по полиномам Фабера для эллипса /.,. 
Они вычисляются через коэффициенты Фу;՝ьс, которые в свою оче
редь находятся численным интегрированием [2].

Первое уравнение системы (3.6) представляет собой условие од
нозначности перемещений при обходе пи замкнутому контуру, окру
жающему правую полость, пли, все равно, что условие равенства нулю 
вычета функции Ф;։(гл> в точке ?3=А.

После решения системы (3.6) функция (3.5) будет известной, что 
позволит вычислить напряжения (1.6). Для нахождения же коэф
фициентов интенсивности напряжений в соответствии с формулой 
(2.22) имеем

V 2Ьь 
£л1П՜

1___  . г(-1)Н->
Ч(±/) ‘ ;*(±/)

Верхние знаки относятся к правому, нижние—к левому концу тре
щины.

Полагая в приведенных формулах при расчетах ^^>1, получим 
решение задачи для изотропного тела с круговыми (если а = Ь) или 
элля пти ч еск и м и полости м и.

Ниже приводятся некоторые из полученных результатов численных 
Исследований для изотропного и ортотропного тела. Коэффициенты 
интенсивности напряжений даны с точностью до множителя р/Г, 
напряжения—с точностью до множителя р.

В табл. 1, 2 и 3 приведены значения коэффициента интенсив
ности напряжений соответственно для случаев изотропного тела с

2 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 6
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круговыми, эллиптическими полостями и ортотропного тела с круго
выми полостями. При этом г=//(/г—<?); в табл. 2 принималось, что 
Л/а:«=1,25, 6=0,5.

Таблица !

е *3

Л/д

Одна полость Две полости

2 1.5 1.25 1.1 2 1,5 1.25 Ы

0.001 *3
1.250
1.250

1.445
1,444

1.М0
1.640

1.887
1.765

1.544 2,081 2.886 4.509

0.1 4*3
1.264
1.239

1.461
1,431

1.655
1.629

1,836
1.821

1.548 2,087 2’984 4,523

0.3 1.306
1.225

1,510
1,415

1,700
1,618

1.873
1.822

1.582 2,137 2,967 4,649

0.5 4 1.376
1.222

1.590
1.412

1,781
1.621

1,948
1,836

1,661 2,258 3,147 4,961

0.8

л֊
 ■՛.՝■ 

а 
+!
* 1

и 
+С 1.647

1,246
1,899
1.444

2.110
1.668

2,292
1,908

2.045 2,823 4,006 6.455

0.9 1.941 2.240 2,490 2,690 2.486 3.489 5.032 8,169
к~3 1.272 1.479 1.712 1,958

Таблица 2

К-80 
полостей

Ь >(1

10 5 2 I 0,5 0,2 0,1 0,01

1 1,167 1,247 1.499 1,871 2.002 2,065 2.026 1.956
1,100 1,217 1.433 1,621 1,709 1.670 1,640 1,592

2 2,010 2,313 2.703 3,141 3.315 3,179 3,031 2,845

Таблица 3

Кол-во 
полостей

е
СТгг/буг

20 10 2 1 0»5 0,1

1 0.5 1,27 1,36 1.64 1.78 1.91 2,07
0.8 1.48 1,58 1.93 2.11 2.30 2,62
0,9 1.76

1.24
1,84 2.26 2,49 2,71 3,17

0,5 1.31 1,53 1,62 1,68 1,71
0.8 1.28 1,37 1.59 1,67 1,72 1,74
0.9 1.28 1,38 1.63 1,71 1.77 1.79

2 А* 0-5 2,36 2.53 2.98 3,15 3,27 3,28
0.8 3.06 3,32 3.82 4,01 4,15 4,28
0,9 3.44 4.01 4,81 5.03 5.19 5,41

На фиг. 3 изображены графики распределения нормальных на
пряжений -4 на площадках, перпендикулярных к контуру правой кру
говой полости для различных ортотропных материалов. При этом
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считалось, что е = 0,5. Сплошные и 
штриховые линии относятся соот
ветственно к телу с двумя и одной 
полостью и трещиной.

Из таблицы и графиков сле
дует, что при сближении контуров 
отверстий и трещины друг с дру
гом наблюдается большой рост 
концентрации напряжений и коэф
фициента интенсивности напряже
ний. Этот рост особенно значитель
ный в случае двух полостей. С 
уменьшением отношения модулей 
сдвига С.гг/Суг концентрация на
пряжений и коэффициент интенсив
ности напряжений растут.

ՃԱՔԵՐՈՎ ԲԱԶՄԱԿԱՊ

Ստացված Լ րաղմ ակասք

ՄԱՐՄՆԻ 2ԱԿԱ2ԱՐԹ ԴԵՖՈՐՄԱ8ԻԱՆ 

11. Ա. նԱԼՈԵՐՈՎ

IJ. մ փ >ւ փ ii i մ

անիղոա րոպ կամ իղոտրոպ մարմնի համար
հակահարթ դեֆորմացիայի կոմպլեքս պոտենցիալի րնղհ անուր արտահ այ՜ 
տոէթ ւանըւ Կոմպլեքս պոտենցիալը պարունակում է, փակ եզրագծերի վրա 
եզրային և որոշ լրացա ցի< պայմաններից որոշված երկու հպոմորֆ ֆունկ
ցիաներ։ Սերված Ւ, թվային հետազոտության մեկ կամ երկու իաոոյներ և 
ճաքեր ունեցող մարմնի համար։

ANTI-PLANE DEFORMATION OF MULTIPLY CONNECTED 
BODIES WITH CRACKS

S. A. KALOYEROV

S u m m a r y

The common expression of the complex potential of anti-plane de
formation for the multiply connected anisotropic or Isotropic body Is 
obtained. Complex potential contains two holomorphic functions, defined 
on the boundary conditions on the reserved contours and some additio
nal conditions.

Numerical investigations were carried out for the body with one or 
two cavities and cracks.
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САРКИСЯН С. О.

Как известно, линеаризованные уравнения магнитоупругости для 
тонких пластин и оболочек [1] состоя։ из грех групп уравнений. В пер
вую группу входят трехмерные уравнения теории упругости с учетом 
массовых сил электромагнитного происхождения, во вторую группу 
входят трехмерные уравнения электродинамики для движущейся об
ласти, то есть для области, занимаемой оболочкой или пластинкой, в 
третью группу входят трехмерные уравнения электродинамики для 
среды, окружающей пластинку или оболочку, которая считается ваку
умом.

Общеизвестны фундаментальные исследования С. А. Амбарцумя
на с сотрудниками [2, 3] в области магнитоупругости тонких оболо
чек и пластин. В этих работах асимптотическому анализу подверга
лась вторая группа уравнений- В исходном приближении было обна
ружено, что тангенциальные компоненты вектора напряженности воз
буждаемого электрического поля и нормальная компонента вектора 
напряженности возбуждаемого магнитного поля по толщине пластинки 
или оболочки остаются неизменными. Эти результаты были приняты 
в качестве гипотез и в соединении с гипотезами Кирхгоффа-Лява для 
гонких оболочек и пластин были сформулированы как гипотезы маг- 
нитоулругости тонких тел [I—3]. Основываясь на этих гипотезах, ис
пользованием метода осреднения в работах [2. 3] были осреднены по 
толщине оболочки или пластинки трехмерные уравнения первой и вто
рой групп уравнений. Этим самым открыт огромный путь для изучения 
поставленных проблем в области ма гни гоу пру гости тонких тел.

Как отмечается в монографии [1], а также к работах [4—6]. за
дача магнитоупругости в целом тем не менее остается трехмерной по 
причине того, что уравнения электродинамики для окружающей плас
тинку или оболочку среды из себя представляют трехмерные уравне
ния в бесконечной области с исключением области, занимаемой тонкой 
оболочкой или пластинкой.
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Отметим, что существуют некоторые подходы [4—6] для оконча
тельного приведения трехмерной проблемы магнитоупругостн тонких 
тел к двумерной проблеме.

Возникает естественный вопрос, нельзя ли построить равномер
ные асимптотические разложения во всей области изучаемого явления 
и именно таким путем свести в целом общую трехмерную проблему 
магнитоупругостн гонких тел к двумерной проблеме. Получаемые та
ким образом двумерные уравнения будут асимптотически точными в 
целом.

Настоящая работа посвящена изучению этой задачи. Как видно, 
данная работа органически связана с исследованиями [2, 3] и по су
ществу представляет продолжение этих исследований.

При построении и изучении асимптотических разложений в об
ласти оболочки как при рассмотрении первой группы уравнений, так 
и второй группы уравнений магнитоупругостн существенно использует
ся общеизвестный асимптотический метод А- .1. Гольденвейзера для 
статических задач теории оболочек [7—10].

В работах [11, 12] использованием вышеуказанного метода ис
следуются аналогичные задачи для статики анизотропных оболочек.

Как отмечается в работах [13, 14]. область применимости асимпто
тического метода построения теории оболочек не ограничивается ста
тикой- Если динамический пограничный слон регулярный [13, 14]. это 
позволяет без существенных изменений применить вышеотмеченный 
асимптотический подход и получить асимптотически точные двумерные 
уравнения динамики тонких оболочек (13. 14].

В работах [15, 16] таким путем получены динамические двумер
ные уравнения для тонких изотропных пластин.

В работах[17, 18] построены асимптотически точные двумерные 
уравнения в целом для изучения магнитоулрутих колебаний тонких 
пластин.

/. Рассматривается изотропная упрут ая оболочка постоявший тол
щины 2/г, изготовленная из материала с конечной электропроводностью 
с. Оболочка находится но внешнем однородном магнитном поле с 
заданным вектором напряженности Нй = (На, Н-, Н՝).

Отнесем срединную поверхность оболочки к линиям кривизны а, 3 
и положение любой точки определим размерными координатами а, 
? и 7 [10. 11].

Будем исходить из основных уравнений линеаризованной теории 
магнитоупругостн [3] для трехмерной среды. Уравнения движения 
теории упругости с учетом массовых сил электромагнитного проис
хождения

>+֊֊к-т+֊1=р ^т+я.՛ («. » 
о А \ Кх / 01

+ + + = + (1.1)
\Щ К 2 / VI
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с соотношениями упругости [10].
Уравнения электродинамики в области оболочки [1]:

го! Л = — (е — — X /7Л + — <117Л=0
с \ с 01 / с д1

го1е=---- - —, <117 2=4-.%, а <117 ՛ е-| — Х/70 =0 (1.2)
с д{: д(: \ с иг /

Уравнения электродинамики во внешней от оболочки области (вакуум) 
[П:

го!А = — го1 е --------  —, 617 А = 0, <117 2=0 (1.3)
с д( с д1

где «=(и«, «>, йт) —вектор перемещения точек оболочки, 2=(А‘а,£‘з,5т), 
А = (Аа, Л5, Ат), %—компоненты индуцированного электромагнитного 
поля.

В данной работе строится итерационный процесс, позволяющий с 
любой асимптотической точностью удовлетворять уравнениям (1.1) 
(1.3). механическим и электродинамическим условиям на лицевых по
верхностях оболочки •( = А. Этим процессом нельзя удовлетворять 
всем механическим и электродинамическим граничным условиям на 
боковой поверхности оболочки, для полного исследования задачи рас
сматриваются погранслои у боковой поверхности оболочки.

2. Займемся сначала построением основного итерационного про
цесса в области оболочки. Основным итерационным процессом опре
деляется такое электромагнитоупругое состояние, которое проникнуто 
вглубь оболочки. Введем безразмерную систему координат, а также 
время по формулам [10, 15]

а = /?Х~^։ 7 = Л; = /?х֊^, / .= Ш-Т = е4 (2.1)
\ R /

(2.2) 
С„ Г Р

где /?—характерный радиус кривизны оболочки, X—большой пара
метр, р, /—целые числа, ш характеризует изменяемость процесса во 
времени- Введем также безразмерные величины по формулам работы 
[17, 18].

Преобразовав уравнения (1.1) (1.3). используя для этого (2-1). 
(2.2), а также указанные выше формулы из работы [17, 18], будем 
искать решения вновь полученных уравнений в виде

= оо=Х։^а~^>; тв[4=лх^Х—*-<*);  (а,^)

(2.3)
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= (а,?), □Г=/Л-Г'։‘ V /.֊^(0, /7в = /Л«А/ао, (а, з, 7)

Л« = >лУ л-'Л</>; Ев=)л»£ )֊'£<'); (а,?, 7), ра=^2Х-^) (2.4)

Здесь представления (2.3) совпадают с соответствующими пред

ставлениями монографии ЦО]; с=0 при 0<г — ; с—'2р—I при
/ 2

— <1. Числа х,/-р х2 и ю в ходе решения уравнений (1.1) —(1.3) 
2 / 
выбираются таким образом, чтобы в исходном приближении получи
лись взаимосвязанные электромагнитоупругие явления, а также, что
бы инерционные члены входили в систему уравнений исходного 
приближения.

Таким образом, получаем

Х = 0, Х։ 1^, 7-։=—2/—/?

при этом, в случае 0< — =с--֊ ш=1

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Подставляя (2.3), (2.4) в уравнения (1.1). (1.2) с учетом (2.5) — 
(2.7), получаем последовательность систем уравнений для определения 
коэффициентов разложения (2.3) (2.1). Отметим, что касается упру
гой части задачи, операторы в указанных уравнениях тождественно 
совпадают с соответствующими опера горами чисто упругой задачи 
[10. И]. Здесь, для экономии места, приводятся только инерционные 
члены и силы электромагнитного происхождения, которые, будут вхо
дит։. в правые части уравнения движения:

֊Ц.,-И-2р) г
----~----------1֊-------------------- /?« //,<> ( -}֊

^уО-г-са.՛ - .ч-рз-г)
Ь//ао—*------------------------

^(՝+2г»֊2/֊2/о
в -2Р} _Нм ---------

■ (Л

(М / А,.(.Ч2.։и.-2Г-л-с)

/ ^?|(14-2Л»-2Г—р—с)
-НАЕ^-^֊Р —- ---------

X ‘ 1 ох

Последовательность систем уравнений, которые получаются из 
соотношений упругости, аналогичны соответствующим системам урав
нений [10, И], поэтому они здесь нс приводятся-

Из второй группы уравнений, то есть из (1.2) имеем

24



1 dA(/“Hp) â/^ __ , •____ и
B drt д\ — AV֊°-

К dty "
2 r2 d\

=4-R„

^.|(.։ 1ա-21 ;>}

à-. H-,

dBh^~llu 1 2iï
AB Ժ.

1 д/А
AB ' dr-

1 1
+ ֊Դ

X

1 d
ÂB ժ=

4-4ր/?Հ„֊- 
Г2

(J՜

àf'A-\'^- ’•-p)

à /В
+ AB 'd' V2

—/«

'-*>)  +

J Ժ Л
.4 B ' ài\ rx

l дЕ^~1+1^
B օղ

<Ւ.

lU )«>| ■-//

4nA>....։

diAs

֊/Ли

Ժ:

2

(«, »

d-.

') 1 à ։ ՝
Eâb^-^-

-------//,0

<W֊r>
֊^^7

â^\' 2Ï>
d-

^£(տքԽ>-30

1
ЛВ

d-.
a B 
д:

-A?֊ '> 1r t

1 \dA?՜ •'»

-dz) +

'2
Դ ֊

v 2
֊dE^ !՝՝ *0

d-
? f)F. <'+'»—»0

T
/շ à-

0

A B drt— (AM՝ Hp>) (fri
i :—/я-204- 
ն Դ 1

? d№
Э; ! r.r2 ô\ = 0

dh^
ժէ՜Դ

(2-9)

- °
'2

dE^ dE<'֊!' i p)
e

d\ r2 д\ Ô-. ■2 à-.

(«• ?)
1 Ժ

ÄS ^BE^-
d 1

AB d-ղ
à

-V7T 7Г AÆ<՝-HP)_|. AB ծհ

1 à A
1—21 p)-- AB dfj r г ՜ ?

4-2; —£(j-2/*4-; 2 
ԴԴ T

AB dr{
Ժ/Հ1»

<)■

т
г

I \ ժ/փ֊ от Ժ/Հ’֊2°
T

г.. I Ժ: (Ն.

д В I d
—— , — — E^֊֊^  -------- Д F<s Hp) 4-
AB'(Ar2 s AB à-^ '

1

uE^>
Ժ

ï

^֊=4^

1\Ժ£Հ Ո
T

à\ 2 T

-2

',+7VPrî')

25



Уравнения (2.8), (2.9) в совокупности составляю՜! полную систему 
для последовательного определения всех неизвестных величин в облас
ти оболочки.

3. Рассмотрим теперь третью группу уравнений, то есть уравне
ния электродинамики (1.3) во внешней от оболочки области (вакуум). 
Займемся сначала построением основного итерационного процесса в 
этой облает։։, представляющей собой бесконечную область с исключе
нием области тонкой оболочки. Основной итерационный процесс оп
ределяет такое электродинамическое состояние, которое проникнуто 
вглубь во внешней от оболочки области.

Предполагается, что во внешней области электромагнитное поле 
в трех направлениях имеет одну и ту же изменяемость, равную изменя
емости по направлениям а и 3 для внутренней задачи. По времени для 
внешней задачи принимается такая же изменяемость, что и для внут
ренней задачи.

Итак, во внешнюю среду введем безразмерную систему координат 
и время соответственно

« = ;х = ' = ՜՜ (3.1)

где/0 определяется из (2.2) с учетом (2.6) или (2.7).
Преобразовав уравнения (1.3), используя для этого (3.1), будем 

ших в (3.2), с учетом (2.5). (2.6) или (2.7) примут вид

£.вХ«г£Х-*£</) : (Я։ 7)։ Лв = хж,2х֊’Л(;); (а. ?, 7) (3.2)

где х։ и х2 определяются соответственно из (2.5) с учетом (2.6) или 
(2.7).

Итак- уравнения определения неизвестных коэффициентов, входя
щих в (3.2), с учетом (2.5)- (2.6) или (2.7) примут вид

— /г — АМ —
го(Л(л> = ( — ) ——; го! ЛГ = —-—; 61уА6) = 0, с!1у£'(') = О (3.3) 

\ с / д- д'
Сопоставляя (3.3) с (1.3), легко убедиться, что в асимптотических 

приближениях основного итерационного процесса, как и следовало 
ожидать, уравнения нс упрощаются (они остаются без изменений).

Рассмотрим теперь, как будет выглядеть в новой системе коорди
нат (3.1) тонкая область оболочки. В первоначально выбранной раз
мерной системе координат лицевые поверхности оболочки будут 
* = ЬА, в системе координат (3.1) эти поверхности определяются сле
дующим образом (как и в работах [17, 18]):

Здесь, стремя е-*0,  будем иметь = ( 0. Это означает, что из- 
й А менения компонентов электромагнитного поля по толщине—— 

во внешней от оболочки области асимптотически нс влияют на внуг- 
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ренннй или основной итерационный процесс, а саму оболочку необхо
димо рассматривать как математический разрез. Следовательно, для 
внешней задачи (основного итерационного процесса) на таком мате
матическом разрезе необходимо задавать те значения для компонен
тов электромагнитного поля, которые получаются на лицевых поверх
ностях оболочки при рассмотрении внутренней задачи (основного ите
рационного процесса).

Если рассматривать основной итерационный процесс для внутрен
ней задачи, то есть уравнения (2.9), то легко убедиться, что в общем 
случае по «ь» любое граничное значение для компонентов электромаг
нитного поля на лицевых поверхностях оболочки '. = ± 1 можно пред
ставить в виде суммы двух слагаемых 1ак- что одна часть этой суммы 
при переходе от '.= -֊-1 к - = —1 не изменяется, а вторая часть при 
указанном переходе терпит разрывы.

Используя каждый раз выражения этих разрывов из внутренней 
задачи, при помощи тензора Грина во всем пространстве (в /?3) для 
уравнений (3.3), можно написать решение уравнений (3.3) в инте
гральной форме следующим образом:

■>!."...= (’(<?>.(?-։<>. ’1-1Г-и

+ -.)|лр|<га; («,?) (3.5)
и

и аналогичные выражения для йф, ЛИ, (х, 3), а также

Я 2

х) [£^рй+ у -п-ь, '•!. (». 9) (3-6)
й

и аналогичные выражения для А{;р, /ГИ, (а, 3),
Здесь £2 -срединная поверхность оболочки, (;0, т;0)£Й, (՝,

[ЛИ], (я, 3, ,), [£М|. (^, /I ՛() представляют вышеуказанные разрывы 
соответствующих величин на разрезе ',:=-0 в области срединной 
поверхности оболочки, которые определяются из внутренней задачи, 
то есть из уравнений (2.9). Следует принимать во внимание, что 
компоненты электромагнитного поля во внешней от оболочки облас
ти были представлены в виде
А(Л$. >3. ч. ’) = А‘о,(^ п. тд, '.Р т), (з, р, ;), (ЛИ, £И) (3.7)
где Л^(;, 7], :։. т), £<}(«, 7], :|։ 7), (а, 3, у) при прохождении через раз
рез чх = ±0, не терпят разрывов, а ЛИ(В. >], Сх, “), т), ;х,х),
(а. т) при прохождении через указанный разрез скачкообразно из
меняются.
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Отметим, что в выражениях (3.5) и (3.6) функции (/а, I— 1, 
2 ... 5; (а, у) из себя представляют тензор Грина уравнений (3.3) 
в /?։.

Зная Е^ для внешней задачи и зная ЕЮ для внутренней зада
чи, легко определить плотность поверхностного заряда который 
возникает на лицевых поверхностях оболочки

= £■(>) + (инеш.)—ЕЮ*  (внут.); /И>- = Е <»>“(впе1и.)—£<Л>~ (внут.)

(3.8)
4. Проведем анализ тех приближений основного итерационного 

процесса (2.8). (2.9), (3.5), (3.6), которые соответствуют основным до
пущениям классической теории оболочек [10, 8]. Рассматривая урав
нения (2.8), (2.9), (3.5), (3.6), легко убедиться, что результатом клас
сической теории оболочек, как и в [10. 11], должны соответствовать 
результаты, полученные асимптотическим интегрированием уравнений 
трехмерной задачи магнитоупругости, если ограничиться приближе
нием до 5=2/- 2р—1 включительно, в частности, при нулевой изменя
емости (/?-=0, /=1) этому будут соответствовать приближения 5=0; 1.

Рассмотрим первые два приближения в случае нулевой изменяе
мости. Для 5 -0 из соотношений (2.8), (2.9). а также из соотношений 
упругости [10], которые мы не приводили, имеем

(’.!>>. ^ = ^’гь *)•  Ф = (М)

^ = Л<°О’(С.^ -) (4.1)

Условия (4.1) из себя представляют выражения известных гипотез 
магиптоупругости [1].

Используя (4.1), а также соответствующие силовые граничные ус
ловия на лицевых поверхностях оболочки, уравнении движения в ис
ходном приближении приводятся к следующим уравнениям:

1
А В дГ՜

1 д(А-$)
А -- (ЪпН ;

/ \ I
(аЛ) (4.2)

г дт9 +/?п(Л7;от-//’о) R/II
/ \

= — Р (0)
2 т

Напряжения о<°>, («. 3), -<у, (а, 3), о<°), а также деформации
Ар, (1,2), <м{0) определяются аналогичными формулами из [10].

Для электродинамической части задачи получаем

= ^(5. ^т); (а,0) (4.3)
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/ <2x^2*  ду^\՜[А™ | = /!(»>+_ /,<01֊ - Д(0) = 2 т+/у.о _Д _ /у,0 _2» )

Л/|(0} лг.(0)
£<О)==//вО-^֊^о֊֊^- |>М

(«. 3)
(4.4)

(4 5)

Так как |£^'| = 0: («,?), |/Н0)|=0» то, как эт0 следует из (3.6)*  
во внешней области Л£}(£, ъ ”)=0; (?., 3), Л<®)(:, у, ’.։. т) 0: 
££?($. Ъ п. ’)^=0; (а, ■}); £■<;)(;, т;, ;։,-)֊0; ИЗ ТОГО, ЧТО :р-)=О
во внешней области и условий непрерывности для этой величины на 
лицевых поверхностях оболочки будет следовать, что в (4.3) 
ед<;. ть т)=0; (а, 3).

Отличные от нуля величины внешней задачи определяются из 
уравнений (3.5) при 5 = 0 с учетом (4.4).

Используя данные исходного приложения, для приближений 
1՝=1 из (2.8), (2.9) получим

(«.?). тИ։)=^-Л(с(0)+а<0))

(’. Ю. с;'^а;’ч;0у’+:։о<'>+?аО) (4.6)

сл<р4С։л<у+:^&». (Я։ з),
Е ?£<’>. (а, 3), £<>>=£#+'£;?. (4.7)

1
А В д\ *- +«.>(«,։о+/ф֊^

^0

-R» ^^^) + /Л0-^^/750(£(»>-Л/в0-_^^ -1-^0^—±: ('аВ)

(4.8)
З'пг7+5 "Р ?г " (- \

1 ^Л(0> 1 д/№л_______________ Л.
т 2 д-֊ 2 д-

/-

I 1 д / дг^ <?р(0)\ £(0 1[£-։>1 = 2 I А ^(/ЛоЧ-Г ]’ (а’

1а;')|=-2(4+7)а^
тле £"<}.\ (а, й) из себя представляют значения четной части относи
тельно ' для выражений £,<1)|;^±։; (а, (4.7).
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Отметим, что для коэффициентов перед степенями в (4.6) и (4.7) 
получаются конкретные формулы для их вычисления, но для экономии 
места эти формулы здесь не приводятся. По такой же причине в урав
нениях (4.8) нс приведены внешние силы, они имеют аналогичный вид. 
как в [10. 11].

С учетом (4.9) при 5=1 с помощью формул (3.5) и (3.6) опреде
ляются все искомые величины во внешней от оболочки области.

5. Представим полученные результаты через термины классичес
кой линейной теории оболочек [10] Для этого вводим понятия усилий, 
моментов и компонентов смещения срединной поверхности оболочки 
соответствующим образом, как в [10. 11] Поступая, таким образом, 
известным способом [10. 11]. сложив уравнения (4.2) и (4.8). получим

1 дВТ, 1 Л4.$и’ д*и  2«й ди
ТВ к,Т1+ АВ ~ЗГ՜ -*՝֊՝ ’•>= 2?А а? + 73- й֊

2аЛ
С "т

4- с։Л3 
"3 ~

-Н<

дЕу 1 / д*ю  д*и  \ 1
~дТ *՜  Т V 4 дР ~ Н'{ ~дЁ/ I

(5.1)

4- (

01 с \

— 1 ду \
Е>+тн^֊

2 ей дю

дЕ<
д!

д2ю с?и

_ 1 дш
Е^‘- сН°дГ

г
R

Соотношения упругости получаются в аналогичном виде, как в 
[Ю].

Поступая аналогичным образом с соответствующими уравнения
ми (3.5) при 5«и0 и 5=1 и подставляя '։=»0, получим

я-«0» £-₽о» О[Л.]Л։+ &?)
с

(5.2)

| }О։т(а—а0. 
я’

\ С>7(я-«о, к з0. О( Л? И®

где

[Л8] = 2й 1 <МТ о _ 1 / дю &Л"| 1 дЕцА -дГ^֊ *+т( н’дГ””^) -^-т-дГ-

16֊’ =’Л’
3 | ~дГ

1 / Э’ад д^иХ ] 
~\н''др~н-д?) (■ (а- к). <ао«

(5.3)
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Уравнения (5.1) —(5.3) с учетом соотношении упругости [10] со
ставляют замкнутую систему интегро-дифференциальных уравнений 
для определения основных расчетных величин. После определения ука
занных основных расчетных величин остальные расчетные величины 
будут определяться соответствующими формулами.

Отметим, что уравнения (5.1) и соответствующие соотношения уп
ругости представляют уравнения колебания оболочки по безмомептной 
теории [10] с учетом сил электромагнитного происхождения. Как нам 
кажется, эти важные уравнения приводятся здесь впервые.

Уравнения (5.1) —(5.3) позволяют определять величины с асимп
тотической точностью О(^։). На таком уровне точности учтены силы 
электромагнитного происхождения в уравнениях (5.2), а также на та
ком уровне точности написаны выражения (5.3) для [Лв], (а. 3). Все 
эти факторы могут оказаться существенными в конкретных задачах 
магнитоупругости для тонких оболочек.

При ненулевом показателе изменяемости из систем (2.8), (2.9), 
(3.5). (3.6) с учетом (2.6), (2.7) следует, что при $00, I—2р— с) раз
решающая система имеет структуру (4.1)—(4.5), если же $0/ 2р4֊с. 
21— 2р— 1], то соответствующая система имеет структуру (4.7) —(4.9). 
Поэтому форма решений уравнений (2.8). (2.9), (3.5). (3.6) будет та
кой же, как при $«»0; 1, /?=-0; /«1.

Соответствующая система разрешающих уравнений, вытекающая 
из (2.8), (2.9), (3.5), (3.6). отвечающих точности О(е2՜2'), в терминах 
усилий и моментов будет

1 дВг дА$п
Зя’4 "^Г՜

дА I .'V. д2и 2^А и7ди
4՜

к / д2и д^и \
^№Н\Н*д?~Нлд1* )՝՝ 3) (5.4)

1
АВ

дВ\\ дАНл д*ы 2<зА
V

ого
<^ + ^>57 +

I ди\ 8֊ «%’ ( дЕ„ 7Н^) ~з-?Ъ-5Г +

1 / д*у  д2тр\ оВз 1 / д2ю Фи \ 11
‘ ~с \Н''дёг~И?дв) ~Нл ^~с\Нл~дё |1

I ГдВ7И. дВ дАН„ дА 1 2рЛМ’ь + -3՜^“

(5.5)

2сЛ’ [ 1 1 1 2 Л, __ 1
| с 'и ' с В дЗ\ а д1 дЦ R, с 1 - V Н' Х

0(®1+ч) I
Х д1 ] 2_±’н 1± £

Зс 9 \АВдл £«4-
1 / др дм\ 
-(^7 ^—^3 77) 
с \ 1 д( * <н /В
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1 д Г_ 1 / dw ди\ 11+ ЛвЭ?л|£’+-(я-л—(О) (5-3 * * 6)

3 3х,.=хг l+p> .=*£.—z'.= — /ш—Xf3 = ֊7 fa—5l+2p

(6.2)
Для упругой части задачи получаемая система аналогична системе 

уравнений статики оболочек [10] Так. для определения Т'б՝ и т.՛^ по
лучаются уравнения плоской деформации тля по.чуполосы. а опреде
ление v<’։ сводится к решению антиплоской задачи для полуполосы. 
Для динамических процессов, соответствующих (2.6) или (2 7). обе 
эти шд.ччн имеют квазистатнческнй характер как инерционные члены, 
так и силы электромагнитного происхождения не входят в уравнения 
ряда первых приближений, а в тех приближениях, в которых они появ- 
32

Соотношения упругости будут выражаться аналогичными форму-1 
ламн [10]. поэтому здесь они не приводятся.

К уравнениям движения (5 11 -(5.Ь) следует присоединить coot-I 
вётству гошме уравнения, вытекающие из электродинамической части I 
задачи (2.9). (3.5) Эти уравнения и в случае ненулевой изменяемости | 
имеют вид (5.2). (5.3).

Итак. (5.4) —(5.6). (5.2) и (5.3) будут представлять ту замкнутую! 
систему интегро- дифференциальных ypai нений. которая необходима I 
для исследования колебаний проводящей тонкой оболочки по момент- I 
ной теории.

Подставляя таким образом в полученные инте։ ро-дифференцналь- 
Hi.li- уравнения кривизны /.’j=l /?х—А՛,֊֊ Ь7?,=0. получаем двумерные 
уравнения колебания пластинок в магнитном поле.

6. Вблизи края оболочки возникает магнитоупругое состояние пог- | 
ранслоя. которое должно резко »атухать при удалении от края вглубь 
оболочки Введение по։ раппчного слоя дает возможность удовлетво
рить граничным условиям на боковой поверхности оболочки в терми
нах трехмерной теории, установить граничные условия внутренней за
дачи и уточнить магиитоупругое состояние вблизи края

Чтобы вблизи боковой поверхности оболочки х построить 
погранс новые независимые переменные по формулам [10].
а по времени изменяемость погранслоя должна соответствовать из
меняемости по времени внутренней шлачи. то есть для погранслоя то
же вводится безразмерное время по формуле (2-2), (2.6) пли (2.7). 
Преобразовав уравнения (1.1) — (1.3) указанным выше образом, будем 
искать решения вновь полученных уравнений в виде

(6.1)

где У/ —любое из напряжений, перемещений и компонентов возбуж
даемого электромагнитного поля внутри или вне оболочки.

После подстановки (6.1) в уравнения магнитоупругости (1.1) — 
(1.3) мы получим непротиворечивую систему относительно если



ляются, определяются через величины, известные из предыдущих 
приближений. Легко убедиться, что двумерным уравнениям внутрен
ней задачи (5.4) — (5.6). отвечающим точности соответству
ют те же граничные условия, что и в статике оболочки [10].

Определение электродинамического погранслоя для всех компо
нент индуцированного электромагнитного поля приводится к решению 
одинаковой по виду системе уравнений ни плоскости (<։. ’, ). Например, 
для /1^ указанные уравнения имеют вид

ДЛ<’>
à / ժէՀ?>\

4֊Rm д\ V Ло ՜՜Ւ ՜ ) =

ձ/Հ )=/ՀՕ>;
1 ժ։ ժ։

ձ՜^| ՜ժ;’4 Ժ?

(6.3)

(6.4)

Уравнение (6.3) имеет место во внутренней области для оболочки, 
то есть — 0<:։<оо, а уравнение (6.1) имеет место во внеш
ней от оболочки области.

Отметим, что исследован также погране.чой по времени, эти ре
зультаты будут приведены в другой работе автора.

В заключение выражаю искреннюю благодарность С. А. Амбар
цумяну за обсуждение данной работы и за ценные указания.

ՄԱԳՆԻՍԱԱՌԱԱԳԱԿԱՆՈՒԹՑԱՆ ԵՌԱՉԱՓ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ 
ԱՍԻՄՊՏ11ՏԻԿ ԻՆՏԵԳՐՄԱՆ ՄԵԹՈԴՈՎ ՀԱՎՈՐԴԻՋ ՍԱՐԱԿ

ԹԱՂԱՆԹԻ ՏԱՏԱՆՈԻ1Ո.ԵՐԻ ԱՄՈՈՎՋՈԻԹՅԱՆ ՄԵՋ ԵՐԿՋԱՓ 
ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԿԱՌՈՒՑՄԱՆ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

Ս. Լ. ՍԱՐԳՍՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Աշխատանքում կաոուցվա մ են հավասարաչափ ա սիմ պտ ոտիկ վերլու
ծություններ բարակ թաղանթի մ ա զն ի ս ա ա ռաձղա կան ութ յան եռաչափ հա
վասարումների համար։ Այս ճանապարհով բարակ թաղանթի մ ազնիսաաոաձ- 
ղակ անութ յան եռաչափ խնդիրը ա մ բ ո ղջո ։ թ յ ան մեջ բերվել է; երկչաւի խնդրի 
և ս տարվել են առիմսւտոաիկէւրեն ճիշտ երկլւոփ ինտեզրաէքիվւերենրյիաւ հա

վասարումները դիտարկվող խնդրի համար։ Ուսումնասիրվում ( սահմանային 
շերտը թաղանթի եզրային մակերևույթի մոտ/

THE CONSTRUCTION OF A TWO-DIMENSIONAL THEORY OF VI
BRATION OF A CONDUCTIVE THIN SHELL BY MEANS OF ASYM
PTOTIC INTEGRATION OF THREE-DIMENSIONAL EQUATIONS

OF MAGNETOELASTICITY
S. 0. SARKISIAN

Summary
In the paper the uniform asymptotic expansions are built for three-di
mensional equations of magnetoelastlcltv of thin shells. In this way the 
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general three-dimensional problem of magnetoelasticity of thin shells Is 
deduced to an appropriate two-dimensional problem. The exact asym
ptotic two-dimensional integro-dltferential equations are obtained for the 
problem under consideration. The boundary layer at the shell lateral 
side is investigated.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ПОЛ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
^իկս.՜ XXXVIII, А» 6. 1985 Механика

УДК 53138

ОПТИМАЛЬНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ ПОЛОЖЕНИЯ 
РАВНОВЕСИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА ПРИ ПОМОЩИ МАХОВИКОВ

СААКЯН Л. С.

На основании теоремы II Н. Красовского [I] решается задача об 
оптимальной стабилизации положения равновесия твердого тела при 
помощи маховиков. Полученный закон управления представляет собой 
лилейную функцию скоростей и координат тела Выясняется, что при 
найденном »иконе управления остальные положения равновесия тела 
я вл я юте я неус той ч и н ы м и

§ I. Рассмотрим твердое тело г неподвижной точкой в центре масс 
о, но главным осям инерции которого расположены осн трех однород
ных симметричных маховиков Маховики приводятся во вращение 
специальными двигателями Других внешних сил, действующих па тс 
ло, нет.

Введем следующие обозначения: оЛ։А’։А'։ неподвижная система 
координат; ох։х2ха—подвижная система осей координат, жестко свя
занная с телом и совмещенная с его главными осями инерции; р) —про
екции абсолютной мгновенной угловой скорости, вращения тела на оси 
*1» х2, С։ —моменты инерции системы относительно осей г։. х2, ха; 
Т1—осевые моменты инерции маховиков. — относительные угловые 
скорости вращения маховиков \1 1. 2. 3)

Уравнения движения системы запишем в форме трех динамичес
ких уравнений Эйлера

С|А+ Ли>։-г(С (1 2 3): Н; = Т^, (/=1,2, 3)

(1-1)
Уравнения, описывающие вращательное движение маховиков, без 

учета внутреннего трения в осях имеют вид

(/=1.2,3) (1.2)
где —///—управляющие моменты, создаваемые двигателями. Направ
ляющие косинусы между осями оХ։А':А' и ох։х-хэ заладим в виде таб
лицы (см. табл. 1) к к уравнениям (1.1) присоединим девять кинема
тических уравнений Пуассона

(123): н=|. 2. 3) (1.3)

имея ввиду, что переменные (/.А? !. 2, 3) связаны шестью гео
метрическими соотношениями
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k = lТаблица 1

-ч ■Ч *3

х, 
х.
X,

“и
’2t
7

«15

“32
“23
“7з

* f l’
у a..a.. = {& kl " I o. (k, / = I, 2, 3) (1.4)

Уравнения (1 1)—(1.3) при выключенном управ
лении («/ = 0. I - 1. 2, 3) допускают следующее част
ное решение:

0, а = | 1’ ' * (I, k— 1, 2, 3), W/-0)? = C0HSt
Л I 0, i^k

(1-5)

принадлежащее семейству решений Р1-0, где Э'А удовлетво
ряют соотношению (1.4), описывающему равновесие тела и равномер
ные вращения маховиков.

Рассмотрим задачу оптимальной стабилизации положения равно
весия (1.5), которая состоит в следующем: требуется так подобрать и,, 
как функции переменных р{, 1{к, чтобы при достаточно малых началь
ных возмущениях тело асимптотически приближалось к исходному 
положению

^ = 0. 1.
0.

(i, k= 1, 2. 3) (1.6)i — k
i — k

и. кроме того, обеспечивался минимум некоторого функционала, ин
тегральным образом, характеризующего качество переходного процес
са. При этом угловые скорости маховиков могут и не достигать 
своих исходных значений <"]՝• Поскольку г данной задаче имеет место 
закон сохранения вектора-момента количества движения системы от
носительно точки о, то есть 6=const, то, следуя |2|. можно угловые 
скорости <з, вращения маховиков исключить из уравнений движения, 
используя проекции вектора 6' на оси оХ3Х2Х3

з
V (Сдн ^)яа,=а;=const, Л? = Л< (Л=|, 2, 3) (1.7)
г-1

Так как det ||«w||jj— 1, то из (1.7) походим

С;А + ^ = Л?^4-/ф2/+Л^, (/=1,2,3) (1.8)

Теперь уравнения (1.1) с учетом (1.2), (1.8) принимают вид

(Ct -Т 1)р1 = (ф12 | й”а:2 | ffy3։)p3 (/ф134-/ф„4 -} «р (1. 2, 3)

(1-9)
Угловые скорости «ч маховиков в полученные уравнения (1.9) 

явно не входят, и, следовательно, можно решить обычную задачу об 
оптимальной стабилизации положения равновесия (1.6)

Составим уравнения возмущенного движения, приняв для вариа
ций переменных следующие обозначения:

Pi=Pi> = 1’ ** = *։к> k= !• 3)

(Cj 7\)Pi — (^ian 4՜ Л2ои -|՜ ^з’.и)/^ (^1я։з _г Т ^з$зэ)/,г г՜
4- /itp3 - h3pt 4- «1։ (1,2,3) (1.10)
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3։2л?з аиРл՝ а2) —•^ггА’з՜ ^зРг ' Рз՝ аз1 —аэ։ Рз ~ ''зз Рз Рг՝ (1* 2» 3) 
(1.11) 

где через !։{ обозначены возмущения постоянных кинетического момен
та (1.7).

§ 2. Пусть на движениях системы (1.10). (1.11) требуется миними
зировать следующий функционал:

^'2^2 । ^1Р'з I (Лзам ^։a2j 4՜ ui)2 4*

4՜ (wian ,zja3j ! 44a)J 4՜ (w23l՝i ^jaj24“w3)՜4C2 4C3 
dt (2.D

который, очевидно, удовлетворительно обеспечивает затухание возму
щенного движения и оценивает ресурсы, затрачиваемые на формиро
вание управляющих воздействий п, (Z=l. 2. 3). В выражении (2.1) 
л, = const >0 (4=1, 2. 3) будут определены далее.

Рассмотрим определенно-положительную функцию

2И= У (G-TJp;- «.(^ , 4^-4’.) 'М3‘2г1-^~4) 4֊ Лэ(«з14-аз24-2|з)

(2-2)
Для определения стабилизирующих воздействий и{ (; 1, 2, 3)

составим выражение [1|

|V'; PvP2^P3> Sr *12. . -Лз: "о 44-, 443] ) -|-

3
4-Р։(«заз1 ~ЛР։з) +Л(«։а։։-"г։г։)- V р^ />֊

4՜ (/гз'хзз 11г}гз 1 итУЛ_1
4С-(«ian-«373i4-«i)s ֊- 

4(-з

г^зр2"\ ^зР1~\

(2.3)

2аз1—ЛЛ։ г«з)’^01

которое, согласно условиям теоремы об оптимальной стабилизации, 
при достигает минимума, равного <улю.

Оптимальные управляющие воздействия имеют вид:

и1 = - 2Сгрх д. лг«„ - «4ам, и» -= — 2С2р., + я3л31 —

w3՜ 2<73/?з4-«1а։2 442a2l (2.4)

Поскольку подынтегральное выражение в (2.1) является лишь знако
постоянной формой, то для установления факта асимптотической ус
тойчивости невозмущенного движения (1.6) воспользуемся теоремой 
Барбашина и Красовского [3].

Производная функции (2.2) по времени, составленная в силу урав
нении возмущенного движения (1.10), (111), с учетом (2.4) имеет вид 

1/=֊2(С։р? + С|^4-С3р^) (2.5)
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то есть является знакопостоянной отрицательной функцией от вариа
ций переменных системы, а многообразие Л՛' точек, где 1’ = 0, имеет 
вид

рх = р2 == /?5 = 0, 6«, яц — произвольны. (2.6)

Покажем, что в некоторой окрестности невозмущенного движе
ния

р, = 0. — Ч- = 0, (й՜-/; Л /= 1, 2, 3) (2.7)
многообразие (2.6), при соответствующем выборе величин п1 в (2.4), 
нс содержит других целых движений системы, кроме (2.7). При зна
чениях —р3 = 0 уравнения движения (1.10), (2.4). (1.11) при
нимают вид

^1я։з—^эаа2’ = '։а ~ 0, (/■ / /; Л / 1,2,3) (~.8>՝

Соотношения (1.4) с учетом (2.8). записанные в вариациях пере
менных, имеют следующий вид:

г?1 + а?2+а1з । 2*п == °’ я»2< 1 • А > + а1Лз = 0
I '% 2^ = 0, «13( 1+Ла-2зз+*А1Н *ЛЛ, = 0 (2.9)

гзз 2%з=0, ^(1 4^Ч֊^зт/е/2։) | Л։/?։а։ри -0

где обозначено: к\ = .= ^а==^։^.
“ пл и3

Поскольку каждый элемент матрицы направляющих косинусов 
равен своему алгебраическому дополнению, то. поступая аналогично, 
как и выше, для величин з,2, а։3, а։з будем иметь следующие соотно
шения:

71г( 1 а1з( 1 1 ^2 = Л’։7л-’։.1

4^1 -г 4֊ (2-1°)
Подставив выражения (2.10) во вторую группу уравнении (2.9), 

получим
®и(^1^։й11 4՜ ^2^22 4՜ ^1^33 ~ ^1^՛՛ 1՜ “Г *7՜ 1 ։ == 0

а1я(А։^п 4- 4- -г /г։/?5 ф А’։ 4- Х’։ -}- 1) = о (2.11)

ИЛЛ։ 4-^зз 1/‘,?г2-; Л? 4- ^2 /‘1)=0
Величины ^^>0 можно выбрать так, чтобы первые два 

уравнения системы (2.11) имели место только при ’;։ = я։;|=0. Дейст
вительно, рассмотрим соотношение

^1^2^։! 4՜ Т 4՜ 4՜ 4՜ ^2 ' ==0 (2.12)

У равнение (2.12) в пространстве переменных 6Я (/ — I. 2, 3) оп
ределяет плоскость, которая отстоит от начала координат на рас
стоянии

(1 ^1) (1 Н,)

/А֊- (2.13)

Из (2.13) имеем уравнение
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I(1+^)в - ла( I-А‘)]*; -г 2( 1 т (I-А։)«- А’А?= О 
из которого получим

-(1+*,)’ ± | **?(НА-) | (-Ц֊^ 4- Ц-^- ֊ А» 

(НА,)»֊Л»(НАр (2-14)

Так как вариации ч, (/-1.2,3) меняются в пределах — 2<3«<.О, 
то при //’>12 плоскость (2.12) с кубом —2 О общих точек 
иметь не будет (12-квадрат расстояния от вершины сн=— 2 (£=1,2,3) 
куба до начала координат).

Следовательно, если А։ определить из условия

" I 1 т **1
(215)

а А\ из условия (2 1 I*. с учетом (2.15), го есть

*։= (1+*,)։-Л’(| (2.16)

то первые два уравнения (2.11) имеют место только при аи — яи=0. 
Первое уравнение (2.9) при этом примет вид £-‘։ -2^п = 0, то есть 
?'п = 0, либо ^п-= —2.

Из третьего соотношения (2.10) получим
эп(*։4֊*- АД։) = М։а»Рм = 0.

то есть 0,3 = 0, так как '-п=0, либо г>и= —2. а к1=к3. Тогда из пер
вой группы уравнений (2.9) следуют равенства

-2^=0. ТО есть 0. либо о„ = 2

о-ат2^։ = 0, то есть ^=0, либо ?^ = —2

Таким образом, если начальные возмущения принадлежат облас
ти о?0 4-+ о^<4, то многообразие Л՜ точек, где 1?=0, при усло
виях (2.15). (2.16) не содержит других целых движений системы, 
кроме движения (2.7). Следовательно, невозмущенное движение (2.7) 
асимптотически устойчиво по .Ляпунову [3] по отношению к ( р,), Ъц, ац. 
Аналогично, как в [4|, м-жно показать, что при наличии управляю
щих воздействий (2.4), за все время движения системы (1.10), (1.11), 
либо <о=О, либо ю->0 при г— оо, ы—вектор мгновенной угловой 
скорости тела.

Найденным движениям системы, кроме (2.7). соответствуют по
ложения равновесия тела, при которых

Л = о, ։„=1 ՛ 11 (<,*=1,2,3) (2.17)
I 0, / 4* к

Покажем, что все положения равновесия тела (2.17), кроме (1.6). 
при управлении (2.4) неустойчивы по Ляпунову.
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Рассмотрим, например, положение равновесия

Ав0, «п = 1, *2։=1, «« = —1. «тл = О, ( 1^=Ь։, ։, 4г ֊— I, 2, 3)
Составим уравнения возмущенною движения, сохраняя за вариа

циями переменных принятые обозначения. Имеем

(Ч ~ -’1з_Г,/2',и~г։1з?ц)Р^ (^1х։л Ч''зз)/?2
"4՜ ^'з Р» -Ч Р\ 4՜ П&п ^.Рл2’ (1 - 3) (2.1Ь)

°л7։з /Лч 71з Р» я-л ~ ''2> Рл т-гзРъ~\~Р.\-
(12 3) 

’л=«з2^-Ч/^Ч
Рассмотрим функцию

2Ц = 2 г1): 'М«2 ^։-Яз(«}1-М։ (2.19)
(-I

где аГ = (ап, з<2, ан), (/—I, 2, 3), а г։—единичные орты подвиж
ных осей ох, (4 = 1, 2, 3).

Производная по времени от функции (2.19). составленная в силу 
уравнений возмущенного движения (2 18), равна

Ц-֊2(С։/^с։^±с,/>р

Возьмем последовательность начальных данных о>н->О, <хщ •—гр 
Ъъ—г2, л&-> гл так, чтобы было 1\<0 при 4 /0>0. Так как функ
ция И։ не возрастает, то при Г^10 будет И։«51/։о, где 1'м—значение 
функции И։ при ( — [(,. С другой стороны. <о}-»0 при Г—оо на любом 
движении системы (1.10), (1.11). (2.4) и тело стремится к одному из 
положений равновесия (2.17) или (1.6). то есть а,-Хг< *0 при /-'֊Ьоо, 
(4=1, 2, 3).

Если а։ г։, яг—г2. я,— г, при / • -оо, то из (2.19) следовало 
бы Ио из неравенства Р10<^О вытекает, что во все время 
движения л։(«։Ч-г։)Ч л3(а։ Нгэ)г>£>0, то есть не стремится к нулю 
при 1-»-. ею.

Это означает, что интегральные кривые, начинающиеся в сколь 
угодно малой окрестности выбранного положения равновесия, покида
ют некоторую фиксированную окрестность при возрастании времени, 
что свидетельствует о неустойчивости по Ляпунову.

Аналогичным путем факт неустойчивости можно установить и для 
остальных положений равновесия (2.17).

Таким образом, установлено следующее утверждение.
При управляющих воздействиях (2.4), приложенных к маховикам, 

где (4=1, 2. 3) связаны соотношениями

Пу = п2Рх, и2 = н3/?3, К = /г^.։

а величины л'։, определяются из условии (2.15) (2 16), любое движе
ние твердого тела либо является состоянием покоя, либо стремится к 
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Iакйму состоянию, причем положение ран-човеси?։ <l.o.i асимп:бгнчёски 
устойчиво по Ляпунов} по отношению к переменным />., a«—I, 
а любое другое положение равновесия (;■ 17). отличное от (1.6). обя
зательно будет неустойчивым. При •■»том. управляющие воздействия 
(2.4) минимизируют функционал (2-1).

Найденное управление (2.4) с точностью до постоянных множи
телей, совладает с линейной частью управления, полученного в [2J

ՊԻՆԴ irUPin.b ՀԱՎԱՍԱՐԱԿՇ0-Ո1ՔՅԱՆ ԴԻՐՔԻ ՕՊՏԻՄԱ!. 
ււՏԱԻԻԼԻԱԱՅԻԱՆ Ք֊ԱՓԱՆԻՎՆԵՐԻ ՄԻՋՈ8ՈՎ

Լ. Ս Ս1ԱԱԿՅԱՆ

Ա մ փ ո փ и I մ

ն. Ն. Սրասովսկո։ թեորեմի Հիման վրա յուծվոէմ /, п/ինւ/ մարմնի հա- 
Հասարակ >։ւս։թյան ղիրրի օպաիմայ ււտարիյիւյացիայի /wb'//'/'Z’ թափանիվ- 
ների միչոցովւ Ստացված ղեկավարմ ան սրենրր իրենից ներկայացնում / 
մարմնի արացէսթ յան և կոորդինատների դծայիՆ ֆունկցիա։ Պարզվում Լ , 
որ i/uiuii զեկավարմ ան օրենրի զեպրո։մ մարմնի մնացած հավասարակշւսւ։ • 
թյան զիրրերր անկայուն են։

OPTIMUM S i .ABILlZA'I ION O|- THE POSITION OF EQUILIBRIUM 
OF THE SOLID SUBSTANCE WITH THE HELP OF HANDWHEELS

I- S. SAHAKIAN

S u m m a г у

On the basis of Crasovsky’s theorem (lj the problem of optimum 
stabilization of the position of equilibrium of the solid substance 
with the help of handwheels is solved.

The obtained law of control is a linear function of velocities and 
coordinates of the substance. As И t rns out. by means of the obtained 
lav. of control, the rest of the positions of equilibrium of the substance 
are unstable.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

Մեխանիկա XXXVIII, № 6. 1985 Механика

УДК «20.1-г 539.4

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО РАСТУЩЕГО ТЕЛА

ТРИНЧЕР В. К.

Постановки задачи об определении напряженно-деформированно
го состояния (НДС) растущих тел дины в ряде работ [I 8). Однако, 
в указанных работах вводились более или менее существенные ограни
чения на модель среды и условия на растущей границе. Ниже рассмат
ривается общая юиметрическая линейная квазистатнческая постанов
ка задачи расчета растущих тел в приложении к растущему круговому 
цилиндру; дано доказательство корректности постановки. Для линей
но-упругого цилиндра, находящегося в состоянии плоской деформации, 
решение задачи сведено к квадратурам. Для наиболее исследованного 
в литературе случая осесимметричного 11ДС [9—12] получено конеч
ное решение задачи при произвольных условиях на растущей границе, 
а также общее решение обратной задачи, то есть задачи определения 
условий на растущей границе, обеспечивающих получение требуемого 
НДС к концу роста тела.

Пусть в начальный момент времени / 0 тело занимает объем

2(0): г=х^|г0. г։|, О֊х^|0.2«Ь г ^[г1։г։]
Растущая граница задана монотонной функцией одного переменного: 

*1=/(0 (/(0) = гЦ или 1 = {Цх1).
Поле температур также задано: Т=Т(х, /). Постановка задачи вклю
чает в себя следующие соотношения:

I. Уравнения равновесия

2 + + II т. д. (1)
дхх а\ дхг дх3 хх

2. Соотношения Коши для тензора скоростей полных деформаций

= ,й=2^ + ^_-Д нт.д.
дхг л։ дхх дхх хх

/ • /• л. ди(х, /)\ .1П( щх, I) — — ■■ — ) (2)
\ # /

Относительно этих соотношений см. замечания ниже.
3. Выражения для тензора скоростей силовых деформаций
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(3) 

где тензор скоростей температурных деформаций <?/ предполагается 
известным в силу заданности поля температуры и определяется, напри
мер, соотношениями

4. Какие-либо уравнения состояния, для определенности примем 
соотношения нелинейной вязкоупру!ости

«о—Лоа/(е^а, Т)е\[ = (>(с11— (4)

(здесь заложено предположение, что полный тензор силовых дефор

маций есть е\, — (£;.(х. '.)(!֊., что является приближенно верным 
равенством при милых деформациях; таким образом, речь идет о по
становке задачи при малых дефо| нациях и перемещениях).

Полная система уравнений (1) —(4) должна быть дополнена на
чальными и граничными условиями В начальном объеме Й(0) условия 
при (—0 завися г. как известно, от принимаемой модели среды; при мо
дели среды типа (Г) эти условия в общем случае могут бьыь записаны 
в виде (как в общем случае и для тела со стационарной границей)

М*. 0) = 3-։(Д (л\ 0) = е”.(х) (5')

ец(х. 0) = 0, и{(х, 0) = 0 (г0^хг^гг) (5")

При этом функции з“.(х) удовлетворяют уравнениям равновесия и 
соответственно независимыми среди них являются 3 функции; функ

ции е“(.г) при модели среды типы (4) все являются независимыми. 
Соотношения (5") не существенны в этом смысле, что начальные 
значения величин е>. и «, могут быть заданы и произвольными функ

циями от х; вид этих функций, как видно из системы (1) -(4), куда 
величины и и> входят только их частными производными по О не 

влияет на расчет величин зЛ, е՝^, - е1{(х, I) -^(х,0), —

— «фх, 0). Отметим, что именно эти последние величины являются, 
в принципе, однозначно определенными; напротив, начальным значе
ниям величин г։{ и и{ соответствуют произвольные начальные показа
ния дефор.мометров и индикаторов перемещения. Соотношения (5") 
принимаются, таким образом, для удобства (как это обычно делается 
и 8 постановках для тела со стационарной границей).

На стационарной части границы принимаются какие-либо стандарт
ные граничные условия, например:

>лп(г0- •*։» <1. *з. 0 = 0

здДХр х2. гр /) = ззДх։. х». г,, 0=0 (6)
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На растущей части границы необходимо задание полного НДС; 
для растущего тела с моделью среды типа (4), это означает

МА '•(*»)) = 30<л), <,(А /•(лД)=е-(.с) (7')

<МА /’*(х։))^0, и.(х, Г(л։)) = 0. (rt<xx) (7й)

Для соотношений (7 ) полностью справедливы пышссделаииыс за

мечания относительно (о ) Тензора г/"(л։). t։”(x) ПРИ A’i2>ri ДОЛ" 
жны быть՝ определены из технологии пли физики роста тела до решения 
краевой а дач и, как. вообще говоря, двенадцать независимых функций; 
при упругой модели среды независимыми являются шесть функций, 

например. sJ(a'). Необходимость задания полного НДС на растущей 
гранит можно пояснить л՛.-.»укипим.: ՝ »браженними iiciipepi4HHi.ni 
poet тела можно рассматривать как пргюльный случаи сопряжения тел. 
и »здание НДС из растущей границе («внутри» границы) соответствует 
»зданию начального НДС в бесконечно малом объеме присое

диняемому к телу в момент t за время di, И» требования самоуравно- 
нешенноетн НДС п \ч конечно малом пбъеме нс .ne.’iyci при А>г։ ог

раничения непосредственно на величины sJ(jr) (см ниже).

Возможность независимого задания тензоров з“( .с ) и t*“(X) 
на растущей границе можно проиллюстрировать на следующем идеали
зированном технологическом процессе. Пусть растущий цилиндр обра
зуется намоткой вязкоупругой ленты (с уравнением состояния типа 
(4)). причем лента после вхождения в контакт с растущим телом об
разует сплошную среду с уравнением состояния исходного материала. 

Компоненты тензора определяются натяжением ленты и дав
лением в среде, в которой происходит намотка, а компоненты тензора 

силовых деформаций ej(x) определяются времен- м нахождения лен
ты п нагруженном состоянии до вхождения в контакт с наматываемым 
цилиндром. Все компоненты тензоров с-1 и е*. (кроме, очевидно, ком
понент, являющихся нулевыми в силу симметрии наматываемого тела) 
в данном случае легко определяются и могут независимо задаваться 
варьированием параметров технологии намотки.

Для постановки задачи об определении НДС растущего тела су
щественным является использование соотношений Коши в их первич
ном виде, то есть относительно скоростей тензора полных деформаций. 
Из этих соотношений следует приближенная справедливость соотноше
ний Коши относительно тензора полных деформаций лля тела
со стационарной границей Действительно, имеем, например.

1 п։(а. ткЛ=И exxd- — fn(x. t) (8)
dxx J J d.v, .)

0 0 0

Для тели с растущей границей имеем, напротив, неравенство
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д^х, О  д Г 
о'х, ;

• ///* 
1г(^=еи(х, 1)-их(х, +е„(х. Г) (9)

Итак, специфика постановки (!) (7) задачи для растущего тела 
заключается: 1) в использовании соотношений Коши только в виде 
(2); 2) в формулировке граничных условий на растущей части грани
цы в виде (7).

Для доказательства корректности постановки (I) (7) приведем 
ее к следующему эквивалентному пилу- рассмотрим систему уравне
ний (2) —(4) и уравнения (1) взятого в продифференцированном по 
/ виде. Относительно уравнения состояния (4) необходимо заметить, 
что если, в частности, имеем упругую модель среды, то уравнение со
стояния также берем в виде, продифференцированном по /. Так сфор
мированную систем) уравнении обозначим (Г) — (4'). Граничные усло
вия на стационарной части границы также продифференцируем по вре
мени (и обозначим (6') )•

Покажем теперь, что из граничных условий (7) следуют стандарт
ные граничные условия 2-го рода относительно компонент тензора 
Действительно, подставляя следующие из (7) равенства вида

1 (Ъ”

/^(Х^) (X) д
дхг дхл

в уравнения равновесия.

'п( • ( ах; дх.

получаем

Эхг

— 1 сЬ" 1 (Ь՝՝ <9а'* Зп —э'։9 |
”(Л,/ (Л1,) ^*,^х1 

1

_ ... и 11 Ф /л-)
дх, X, Лг, дх, 1 х։ | Ф‘(л)

«кГ՝:.« (л,>) дх. -Ф,(х) (Ю)

Соотношения (10) определяют через заданные функции ^'\х) ком
поненты вектора скоростей изменения напряжений на растущей части 
границы: таких соотношений 3 и только 3—по числу уравнении равно 
песня.

Система уравнений (Г) (4') с граничными условиями (6'), (10) 
н каждый момент времени I является корректной линейной краевой 

задачей относительно скоростей изменения НДС о,;(х» О, «,•(■*, О и 

т. д. с уравнением состояния вида г//=Лр<(х)е'։+&/(х). Эта зада

ча заменой переменных 5ц=<зц— Вц(х) сводится к обычной задаче 
с массовыми силами с уравнением состояния вида $/, = Лпн(х)^,

45



Второй вариант постановки замыкается всегда корректными соотно
шениями:

I t
М*. О = J М*, ')<*• — ^(х), eti(xt t) = J end'֊.

^,(х, Г)=| «/(Л-, 0= i “td՜ (II)

Соотношения (II) записаны для приращенной части тела; для облас
ти 2(0) нижний предел и интегралах соотношений (II) следует за
менить на нуль.

Применяя к тензору напряжений. представленному соотношением 
(II). оператор у равнения равновесия 

dx.
+ l.^։(x) = 0

видим- что это равенство выполняется ь силу уравнении (1) и (10) 

при любых функциях ^(х).
Ич постановки задачи в виде (Г.1 — (4'). (6'). (10), (11) непосред

ственно вытекает в следующий метод решения—метод Эйлера по пе
ременной /: имея НДС на временном слое 7-=^ в области О(/п), 
определяем скорости изменения НДС п области 2(/л) из решения 
краевой задачи (Г)......... (10). На временном слое /Л41 = ^
НДС определяется соотношениями вида

ci։(x, G » i) =3j,(x. /.JH֊clz(x. /л)Д/я. i. *€□(/„)

5/..(д', /яН)^с«.(х), л'£ДЙ(/л+1) или х։ /(/л„) (12)

после чего имеем необходимые данные для решения краевой задачи в 
области ^(/г Для решения краевых задач при каждом примени
мы стандартные программы Отметим, иго при линейно-упругой моде

ли среды с модулями, возможно, зависящими от координаты Д', но не 

01 времени и. в частности, не от температуры 7\х, /I краевые задачи 
(Г) (4'). (6'). (10) при каждом / являются независимыми; соответ
ственно, в этом случае ноле скоростей изменения НДС растущего тела 
может быть построено полностью без построения самого НДС.

В заключение рассмотрим две задачи для линейно-упругого расту
щего цилиндра.

I. Пусть цилиндр находится в состоянии плоской деформации и 
НДС осесимметрично, то есть рассмотрим многократно исследованную 
одномерную по координате залачх Примем ортотропную модель сре
ды с модулями, не зависимыми от координат.
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- ае^г, 4- Ъ^. 38, = Ьесгг 4֊ се^

Здесь несущественные для задачи члены опущены. На стационарной 
границе г — гй имеем

•) “«(го. 0*0
На растущей границе примем условия в общем для данной задачи виде

^г(г. /*(г)) = о';г(г), оео(г. /*(г)) = о^0(г)

Граничные условия (10) имеют в рассматриваемом случае вид

1

Не снижая общности, для 

|^Ф(г)°‘9
с1г

упругой задачи можно принять
1*(г) = г. Кроме того, примем 7 0, г}—г0.

Общая постановка (Г)— (4') сводится к уравнению

(Ри(г, /) 
дг*

имеющему общее

1 ди(г, /)
дг

решение

к2 •
֊«.(г,/) = 0

и(г, () = А1(()г!1 А2{1)г~к

Соответственно, имеем

с,г(г. /)= —|(/гя | Ь)А2(/)г*—(ка—Ь)А9(1)г~*] 
г

Подставляя последние выражения к граничные условия, получаем сис
тему 2-х линейных алгебраических уравнений относительно Л.(О» ре-
шепнем которой являются выражения

* 14- — (ак—Ь) 
го

- (ак-\-Ь) 
о

где

(1к+Ь + —(сг-Ь*)

/Ф(О.'А(О

։ I—* ак Ь

Окончательно общее решение получаем в виде
Го

’лг(Г, *) = 
г

и{г. /) = — (ак—Ь)
Го

I- ±(ак.. Ь) 
гоо о

X

<А (13)

II т. Д.
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Очевидно, что и при Т ^0 общее решение вычисляется в квадра
турах. Решение (13) можно считать принципиально новым, по-впди- 
мо.му, лишь постольку, поскольку эта задача не рассматривалась ра
нее с общими граничными условиями на растущей границе

Перейдем к обратной задаче: какова должна быть программа наг
ружения, то есть функции з"л(г). =й0(г), чтобы к концу процесса рос
та t—R в теле было заданное напряженное состояние s^(r). °м(г) 
(гС[^. £])•

Одно решение этой задачи можно считать очевидным:

тг\(г). с^(г)

Естественно, оно следует и из обще։» решения (13). поскольку, в 
силу самоуравновешенностн напряжений з*г ~?й. в этрм случае 
Ф(О—0. Получим общее решение задачи. Преобразуя равенство 
Згг(г./?) = о5<,(/՜). имеем:

R
-ф(-) , _г(з;г(г)-^дг))

Дифференцируя его по г, получаем уравнение

rd?"t!dr o«r—з”0 sjr— о« г (d^ da”f\ r(^r—a”r) dF 
рТг> = /•■(» 1 /Дй՜ / ^2(Г) ~dr

из которого следует

.֊ r dP _ k г dP к .
06 F{r) dr F(r) dr ) (U)

При любых функциях s^, удовлетворяющих уравнению (14), к 
концу роста тела в нем будет заданное НДС; тривиальное решение, 
как видно, является решением этого уравнения. То же уравнение (11). 
естественно, можно получить и из равенства <?оо(г, /?)=.с^(г); вык" 
ладки при этом, однако, существенно более громоздки.

II. Рассмотрим теперь цилиндр, находящийся в состоянии двумер
ной плоской деформации. Для упрощения записей примем уравнения 
состояния в виде

'=ч-’^7

и граничные условия при r=r„ в виде

u2^-Tj—O

На растущей границе примем условия

з",(г, 0) - сг(г) sin wO

бн(/*. G)=Mr)sin (z/f2»2)

з^(г, 0)--.(r)cos отО

Соответственно, граничные условия (10) имеют вид 
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Ьг(г, Ô, r)=erf=^ H-----————л։б=ф1(г)з1п mb
\ ar r /

crs(r, 0, r) = ef6= (— -f- fflw° Vos mb = Ф։(г) cos mb 
\ar r /

Решение задачи (Г)~(4') для рассматриваемого случая находится п 
виде

й(г, б, /) = (Л։(0'"л+։ 4- ... 4՜ т՜') sin mb
(15)

•п(г, б, t)r= (кгАх(1)гт м4- .. . 4՜ А’։Л4(/)г~,,։՜1) cos mb

где константы kt(m) известны. Соответственно, имеем

erf(r, 9, /)= — |(/и4֊ 1)Лд(/)гт ‘14՜ - •. | sin mb 
r

егь(г, 9, t)— — I (kt P 1)т/Ц(/)гЛ * 4֊ . . . ] cos mb 
r

e^(r, 0, z)= — |(1 4-/лА?։)Л1(/)г,Л 1 . ..Jsin/nO
г

Подставляя полученные выражения для и, и, aff, м в граничные 
условия, получаем линейную алгебраическую систему 4-х уравнений 
относительно функции

А(')г'"+։4-• • . =0

Д1(/)/и(А’1Н֊1)-Г«+‘н-... = /Ф,(О (16)

Формулами (11). (151, где ДДО определены системой уравнений (16). 
решение задачи о плоской деформации цилиндра сведено к квадрату
рам.

ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԱՃՈՎ ՄԱՐՄՆԻ ՃԱՄԱՐ ԽՆԴՐԻ ԴՐՎԱԾՔԸ 
ԵՎ ՈՐՈՇ ԸՆԴՀԱՆՈՒՐ ԼՈՒԾՈՒՄՆԵՐԸ

Վ. Կ. ՏՐԻՆՋհՐ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Տրված է աճող մ ար մնում լարումների Որոշման խնդրի դրվածրը միջա- 
վտ՚յՐի մոդելի հ աճող եզրի որս յմ անների վրա սւոանց էական սահմանա- 
փակումներիէ

Հարթ դեֆորմացիոն վիճակում դտնվոդ աճող դլանի համար գծային 
աէէէսձգական մոդելի դեպքում խնդրի լուծումը ստացված է կվադրատուրա- 
ենրով։ Աոանցքասիմետրիկ դեպքի համար ստացված Է հակադարձ խնդրի 
լուծումը փակ տեսքով։

4 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 6
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FORMULATION AND SOME GENERAI. SOLUTIONS OF THE 
PROBLEMS FOR CYLINDRICAL GROWING SOLIDS

V. K. TRJNCHER

Summary

The formulation of the problem for stress state distribution in a gro
wing solid is given without any significant restrictions on the model 
of the media and the condition on the growing boundary.

In the case of linear elastic media the analytic solution for the 
problem of deformation in a growing cylindrical body In plane state 
conditions Is presented.

The closed solution of the inverse problem for an axisymmetrical 
case is given. The inverse problem Is the problem of determination of 
conditions on the growing boundary which provide the given stress 
state to the end time growth.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
известия академии наук армянской сср

Մեխանիկա XXXVIII, № 6. 1985 Механика

УДК 532.5

НЕЛИНЕЙНЫЕ ИЗГИБПЫЕ ВОЛНЫ В ПЛАСТИНЕ, 
НАХОДЯЩЕЙСЯ НА ПОВЕРХНОСТИ ЖИДКОСТИ КОНЕЧНОЙ

ГЛУБИНЫ

АВАГЯН С. Г.

В настоящей работе рассматриваются задачи о распространении 
волн с медленно меняющимися амплитудами и фазами [1] на поверх
ности раздела жидкости с физически нелинейной упругой пластиной 
при наличии изгибных волн в ней. Получается нелинейное дисперсион
ное соотношение, играющее основную роль в условиях устойчивости 
решений уравнений модуляции амплитуд и фаз. Применяется вариа
ционный принцип для системы жидкость-пластина путем сложения 
проинтегрированных по глубине лагранжианов жидкости [1] и плас
тины [2]. Решение для бесконечно глубокой жидкости, покрытой 
пластиной, получено [4], где дается решение как указанным методом, 
так и путем прямого решения уравнения Лапласа для жидкости и 
удовлетворения граничных условий на границе раздела, причем ре
шение ищется в форме разложения Стокса [I] в виде суммы последо
вательных гармоник. Совпадение решений, полученных последним в 
вариационным методами для бесконечно глубокой жидкости, дает 
уверенность в том. что метод настоящей работы является соответст
вующим рассматриваемой щдаче. Показано, что наличие пластины уве
личивает продольную и уменьшает поперечную устойчивость (31 мо
дулированных волн в некотором диапазоне.

В работах [7, 8] имеется обзор задач распространения линейных 
и нелинейных волн по поверхности жидкости, покрытой упругой плас
тиной. Линейная задача об изгибе пластины пол действием сосредо
точенной силы с нахождением асимптотики в виде волн с медленно 
меняющейся амплитудой решена в [6]. Исследование уточненных 
теорий для пластин, которое необходимо при высоких частотах, дано 
в работе [9]. Для жидкости конечной глубины со свободной поверх
ностью уравнения модуляции амплитуд и фаз квазимонохроматических 
золн и условие устойчивости волновых пакетов рассмотрены в [I].

Рассмотрим волны на поверхности жидкости конечной глубины, 
ограниченной нелинейной упругой пластиной. Для решения данной 
задачи применим вариационный принцип. Сущность задачи заключа
ется в следующем: несжимаемая весомая жидкость конечной глуби

51



ны Ло покрыта вдоль поверхности г=0 пластиной. С помощью ва
риационного подхода находится усредненный лагранжиан. Движение 
жидкости рассматривается в эйлеровых координатах X. У, Я, а урав
нение пластины — в лагранжевых х, у, 2. В силу того, что пренебре
гаете« геометрическая нелинейность, уравнение пластины можно за
писывать также в эйлеровых координатах

Х=х-\-их, К=у г«у, 7 = г-|-к, (1)

где «г, «г—компоненты перемещений точек срединной плоскости
пластины по направлению л\ у, 2, Надо отметить, что ось г направ
лена вверх. В силу симметрии задачи достаточно рассмотреть плос
кость хг. Вариационный принцип дается равенством

й Ьс1хсИ = ()

а
где 1. -осредненный по г лагранжиан. Для нашего случая лагран
жиан равен сумме лагранжианов жидкости и пластины

(2)
Усредненный по фазе лагранжиан находится по формуле 11]

2г.
Г (3)

о
где 6 — фазовая функция. Из (2) я (3) следует, что

(4)
Таким образом, для нахождения усредненного лагранжиана надо вы
числить усредненный лагранжиан жидкости и пластины Лаг
ранжиан жидкости вычисляется по формуле |1|

4 ֊■ (^р)* 4֊ Аг (5)

где р։)- плотность жидкости, ©- потенциал скоростей, ?։=.дч\д1. Наи
более общая форма периодического волнового пакета для одномер
ного случая такова: -'/4֊Ф(&, г). Ь—кх—^(, Г1=Х'(Ь), где
■'5-=Лг(6) -уравнение поверхности 2=0, Ф(0, 2), как и Л’(6), перио
дические функции от 0, ш — частота, /г—волновое число. Параметр 

средняя горизонтальная скорость ? . а величина \ связана со сред
ней высотой воли. Подставляя значение ? в (5), получим

Л г
— Л,

—7— юфб-| — (^.^ф4)։т1ф-

Д'

4 Ло) — у р^( Л՛5 - Лр г (и>- 3/г)Ро Ф^/г -֊
лг

Ф:Н-֊-^Ф;
—Л6
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Нижними индексами обозначены производные по биг соответствен
но. Периодические функции Ф(б, г) и Л'(б) представляются в виде 
рядов Фурье

Ф(б, z) = V — ch kn(z-\-h0) sin nb
1 п

'V(O) b 4- a cosO + v an cos n 0
2

(6)

(7)

где <7—амплитудный параметр, а Ь—средняя высота поверхности во
ды. Так как для наших целей достаточно первых нелинейных членов 
в .2, то удовлетворимся членами порядка а.' включительно, поэто
му из (6) и (7) принимаем

Ф — ДхсЬй(2 -LA0)slnO — ֊ ch2A(z4- Zr0) sin 26

A' b -1- r/j cos04֊</2cos26

где «։ а. После соответствующих вычислений получаем

7-а 9о(у— ~ ?’՝) (Л й0 Prt1cos64-n2cos26) —-l-pog|(/? «։cos9 4-
\ — / 2 

+ a,cos29)* -AJ] + ?fe)p° 
k

| Л։ cosO sh£(& — Ло 4- tfjCosO -4- a2 cos 26) 4-

a
4 y?cos29sh2£(/; Ло • <71cos94-a։cos29) TIS -

A'J
4֊ cosG~a3 cos 2б)+ у2 (2/z04-64- -H/2cos29) cos20 4-

2

Л*
!- —• sh4A(Z> 4֊/zft+«։cos0 «2cos2&) -у- (2й0 4- b т<7։со$б 4՜

4- «։ cos 26)cos4&4- у Л1Ласо5бзЬЗй(й4-//,֊ра1 cosO 4-<тасо$2б) 4- 

Л։Л, cos 39 sh^(/;-pA04-n1 cos^ t aacos29)

Обозначая Л = й-4-й0, будем иметь

/о

i*4- -1 gb3— J g/t^-Lgay֊ -֊- ga\- 
2 2 4 4

(<»-?*) 
k

где

4-й । }-н։2л։л,4- (8)

u. = — ka. ch kh֊ — k2a,a. sh kh kh
2 4 1 ’ 16

14= -- kat ch 2йЛ 4- — й’ a] sh 4kh
2 4
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ии= — бИ 2ЛЙ-}- — $Ь 2АЛ 4- — Ьа.ии 4 4 4

{4,— — ках ей ЗЛА, |1М — — $Ь 4АЛ 
4 8

Для нахождения Ах и Л, (8) варьируем по и Д։, при этом полу
чим

-^"«л^Рц^гг^.^а Н = ^> г£~ Н = 0
” К

Подставляя и 4г в Жж, можно получить

<2. а. Ро 4м у+4 - 4 ро^лб+4 ро^?+4 ро^՜
2 / 2 2 4 4

1 (ц>-ЗА)։Г _ 272-1 . 3-7’ , г։. ,
------ Ро------------ я;-------------- А2а4.------------1<а-.а, Ь (14-Т։)а&4 АТ ’ 4Т’ 1 2Т 1 ’ '

гдеТМйА/г. Как известно, лагранжиан равен разности кинетической 
и потенциальной энергий. Тогда лагранжиан пластины будет

7.п-К-П (9)

где К кинетическая энергия пластины, а 11 -потенциальная энергия. 
Пусть срединная плоскость пластинки в недеформированиом состоя
нии совпадает с плоскостью *=0. Кинетическая энергия пластинки 
вычисляется по формуле

л/2

—Л/2

I г <.) 11֊ , Г ■ гтак как скорости частиц 17у ֊ Уг=причем произ

водные вычисляются в лагранжевых координатах, где р- плотность 
пластины, Л—толщина. Из теории пластинок известно |2|, что потен
циальная энергия пластины имеет следующий вид:

Л/2
п = | М+ЗКЛ«?4- ֊ 04?4 ֊ Оьи) *

-Ъп.
(И)

где /<։—модуль объемного сжатия, й—модуль сдвига, >4—функция 
удлинения, 73—функция сдвига, Оо—интенсивность деформации сдвига

■0= 77р/4^+8у+^“8жву“еу€-“м*) *՛ 4'^’' 12)
Как и в линейной теории упругой среды, примем, что поперечное 

удлинение равно ег=——(е.г4-еу). где >—коэффициент Пуассона 

Для среднего удлинения имеем 
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1 1~2'' А е0=- — ------ г&и.
3 I—>

где Д—оператор Лапласа, равный Д«=------ 1------- . Исходя из линей-
дх2 ду2

ной теории тонких пластинок при небольших прогибах и предпола
гая, что нг-0, «у-0, получим [2]

&и3 
ег= —г-----.

дх2
д'Иг 

ву=-2ГГ՛ 
ду՝

- - 2г
&и.
дхду

Тогда из (12) квадрат интенсивности деформации сдвига будет

81 Г (&иЛ2 /'^у . , .֊, / д-иг \2]^
9 ( 1 | ՝ дх2 / \<?у8 / "и ՛ дх2 ду2 \дхду/ I

где 7 = 7 4֊ 1 7 = — 1

' (1-42 ’ ? (1—4’

,, 1 ЗК։—(г г. ЕИмея в виду соотношение >—------- ֊——, О«---------, из (II ) по-
2 ЗК։-б 2(1+4

лучим

Й/2
- Г ( ^(1-24 г2 /^ч- ^у - Е'4 - о~2у)7^ , V .

] 1 6(1—4’ ' ду2) 1-2/27 (1֊43\^։ #У*
-Л/2

Ег* |—7-{- ;8/^ц.у 1 — >+>а /^*«..у 4>~1 —7а о2пг д*и3
3(1+4 (1—4’\^/~ (1—4’ \5// (1—4’ '^уг 4

/^У]_ДО Н1^±2_’/^уг
\<Ъгду/ 27 1(1-4։\<?У2/

1-7+7*/<^у ,

(1—48 ’

4>—1 —>2 д2и- д2^ / д2иг у Р)
(1-4= ду2 ду2 : \дхду ) I ) 2

После интегрирования имеем

п /5А3 [ /д^иД2 . /д2иД2 ЕН2> д2иг д2^ .
24(1—>’) \ду2 ; 12(1-**) дх2 ду2

+ У 11=2±2! Г (^У । /^.А2 -
12(1+4 \<^У/ 270 1(1 42 V/ / .'Г

_ 4>֊1֊7» дыг . 3 /^£у1։ , 13)
(1—4’ ^х2 ду2 \дхду/\

Учитывая тот факт, что «с~0, иу-0, из (10) после интегрирования 
для кинетической энергии пластины будем иметь

'Д’*®' "‘>

Подставляя (13) в (14) в (9), получим
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1 -/ддА2 бА4 I /сРих\։ /д’яЛ3՜] 6Л3/ (Ри. \2
2 ՛ \7Г/ 12(1->)К^./ “ ~ Т\(?х(?у /

<7й’* (Ри.г (Ри.
6(1—*) дх* ду*

4>—1—у* <Рих д*и. , / <Рих у I* 
(!->)’ дх1 дур " Д^у/1

Имея в виду, что А֊}-а, со։б-Ь а, со$20, 0—Ах <•>/, после вы
числения по (3) усредненный лагранжиан пластины можно записать в 
следующем виде:

1 - б/РА*г,л.,.(а-;. 4а])֊ __ (а’+Юа»)-
4 24( 1 —у)

<?7# (1—>— >*)*
270 (1—*)‘

А*

При решении рассматривался одномерный случай. Полагая 0=а։х | 
4- «։у <«/. нетрудно показать, что / для пространственного случая 
дастся в одномерном виде, где нужно полагать А3 =։■ а*. П< (4) для 
общего усредненного лагранжиана будем иметь

Х - ֊Ро ("4 ? ֊ 7 ֊ ֊֊ М А’ - — Ао - 4 «-----Г +
\ 4 / 4 2 4 44,^|^^^з-^а(1+л)а5| +

(15)

В общем случае изменение средних значений *, 3, Л связано с вол
новым движением, и. как показывается |1], изменения зтих величин 
имеют порядок 0(л{). Поэтому в членах с а* можно считать Г= 7’0 
=4НАА0. Варьируя по аг (15). получим

Хо.^0-. ֊ ^ - I 4"?-2( 1 +Г*)0։ I +

о г . 4 ОРа<
4- 2 рйш’д,---------------^=0

3 I—Т
Отсюда = ха*р где

3—7 о2____________________Ро^-ЕА)1*____________________
47" Р.йЛТ,- 4»А*Г,.»*-М—3*)’(1+Т?) + 4 г

.5 (1— у/
Дисперсионное соотношение £^-0 из (15) дает
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М ^_Ро_ (*-?*)*/. 
4 4 kTQ \

2П-1
2 Тб

3—Т2 \ 1 —&а{ - —kat ) Д- — р h u>։ - 27« ) 4'

_ _ £Ь1։ (»-»+?)* (16)
24(1—4 360 (1-4‘

При нулевом среднем значении т?—0, <рх -О имеем ал 0, 3=0 и из 
(16) получится частота линейной теории

^o4-^W/6(l >)
рЛ֊Ьр0/А?7'0

Подставляя в (16) а2=хй* и полагая получим

«֊^Г |-.-•*+ |'(I- «gjl»4-)֊
з
+

Отсюда

GfiW
6(1-v)

Gy5 (1—'-Н8)2
90 (l-v)<

ЭД = 0

/2П-1 k 3-Tg\ GT# (1-у Н’)2 у.в _ Po^oL
\ _ 2?о\ 27о 180 (1—/)<ЭД (17)

Vй։/о рЛ<«о+Powo/* ‘"о

Нам остается найти значение 3. Для этой цели используем следую
щие соотношения: 

&=0, -р^+м
•> ** 

iJov:oai Q 
4sh2^70

д д д т
di:i' dx^3“0’ dt^TTx

(18)
д 
df

г -- У* 0, 
дх

dk
17 -о (19)ä7

= 0

имеем

^=(Ло + 6)Ро. '^0-^4 2!.=('4^-+^)иоа? (20)

Для волн, движущихся по спокойной воде глубиной Ло, можно пред
положить, что 8 и Ь = Ь 11о малы и линеаризовать уравнения (18), 
(19), после чего, решая все совместно, получим, имея а виду, что

£«•>0 !

. 27՝О 4sh»*Ä0
?= A-Cj(A) 12

где <?о(/г) —групповая скорость, которая равна С0(/г)=^-, то есть
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/ 6 ■ 2^Ло
,,/։ч I 4Ш< 10 зЬ2/?Л0С (к) = — с0(6)1 ----------- 4------------ =г-^—

2 Ш+ОЙ« РоЧ-р/^7;

где с0(к) - фазовая скорость 

с9(к) 1/(ЕРо4֊^)Л> 
Г ^(роЧ-р/^/ ’о)

.. С/Л3
/9—цилиндрическая жесткость пластины /?= —----- —. Подставляя зна

чение 3 из (21) в (17), получим

/(7и> \

\Ж
«>оСо(^)

РоЧ/ 2Го—1 , 3—Гох\ . 6֊'3Л5 О՜''Т ,8 27'о + 4зЬ8ЛЛа Ррщо
2ГД 277 2Т0 /' 180 (1֊у)4 £к'-С‘№) " То

рЛ^о+Ро^о/^о

Полученное соотношение необходимо при определении условий ус
тойчивости волновых пакетов, представляющих решения вила (6), 
(7) уравнений для медленных изменений амплитуд Ля. аг, Ь и фаз 
нелинейных волн |1|. Дадим вывод уравнений для амплитуд а։ и 
волновых чисел квазимонохроматических волн, обобщающих урав
нения (1| на неоднородную среду и выведем из них условия устой
чивости решений полученных уравнений, причем для рассматривае
мой изотропной среды получаются, в частности, условия продольной 
и поперечной устойчивости |3]. Пусть имеем фазовую функцию 
6(Л\/), где X = (х։, л-4, л‘3), тогда частота <•> и волновые числа оп- 

ределяются формулами «> —, 4,- д^-дх^ Очеви то тогда равенство
(7/

±. + * .0 
дх{ д(

(22)

Имеем еще следующее соотношение

-4ж« + /-%,=0 (23)
<7/ дх։

т <7 г՝ & , „ <՝ а- , Г՝Так как — = — С<-֊, то получится /Л*.---— где С. —------
д։ дх дк,

групповая скорость. Из (20)

где </=—рА<։>0 4՜ 
2 2к 7

С учетом последних значений '1. и получим из (23)

„(7с/ да: д^0 да՛2. , „(7озо да , „ ^։о>0
1 (7/ д( дк՝ дх{ дк( дх{ ок(дх1

О
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После соответствующих выкладок, полагая, что

OXt Ох՛ ц;=сон5։

(7w0 dki
dxt dxt й։—const dkj dXj

получим
dd] dw0 dd\ ։ d^Q a\ /d&Q dq dw0 dq \
~dt ' dki (JXi d‘ dxidki q \dkt dxt dxt dki)

Выведем условия устойчивости. Полагая в (22) и (24) ki— ^0-гн; 
az.-=u2 rd и линеаризируя относительно малых значении jm, а', а так
же полагая а'֊ Д exp [Z(Q/֊ /<л\) |. и. ֊ К,ехр [<(Й£-А>)|, получим Й, 
которое является вещественным при выполнении соотношения

cty
Для однородной среды — 

ОХ(
и - 

dxi
֊0 и будем иметь

да\ дш0 dd2
4-flj

<^0 dki
= 0 (24)

dt dkt dxi dktdkj дх;

<*Ч 
dkjoki о

Выберем ось х։ по нормали к волне и учтем малость Л2, к3. Полагая
k. У । k22^-k'֊. получим условия устойчивости

r)2w0 / д» \ 
aF \<М /

1 д^0 / а»А 
0 1" k dk w) №2+V)>°

Для продольной устойчивости А։2=0, ^3=0 и поэтому получим

д& \^\). д^_
Для поперечной устойчивости А։=0. поэтому (^7՜) >0*

Таблица 1
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Численное решение задачи для устойчивости приведено в табл. 1, 
откуда следует, что с уменьшением глубины и с увеличением па
раметра 4' поперечная устойчивость уменьшается и, наоборот, с 
уменьшением глубины и с увеличением 4՜ продольная устойчивость 
увеличивается, где Ч՛՜ Следует отмстить, что в табл. 1 знаки
коэффициентов, характеризующих продольную и поперечную устой
чивости, противоположные, причем для малых значений параметра 4' 
для бесконечной глубины имеется продольная неустойчивость и по
перечная устойчивость, а для больших 4՜ имеет .место обратное яв
ление. Таким образом, наличие пластины для глубокой жидкости из
меняет характер устойчивости.

ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԽՈՐՈՒԹՅԱՆ ՀԵՂՈՒԿԻ ՄԱԿեՐԵՎՈՒՅԹՒ ՎՐԱ ԴՏՆՎՈՎ 
ՍԱԼՈՒՄ ՈՉ ԳԾԱՅԻՆ ԾՌՄԱՆ ԱԼԻՔՆԵՐԸ

II. Գ. ԱՎԱԴՅԱՆ

Ա մ փ ււ փ ո ւ մ

Դիտարկվում են անսեդմեյի կշիէէ ունեցող հեղուկը ծածկող սալում կվա- 
ղիմ ոնոխրոմ ասւիկ ա լի քն ե ր ր ։ Նշված համակարգի համար ձևակերպվում Լ 
վարիացիոն սկզբունքը։ Ներմուծվում կ ըստ փուչի միջինւսցված լադրանմ- 
իանը Ա նրա համար քհիզևմի մեթոդով գրվում է ամւգլիս։ուղի և այիբա լին 
թվի վարիացիււն հ ավա ս ա բումն երր։

Ս ւոացւԼ՛ած Լ ո> գծային ղիսպերսիոն հարաբերակցություն, որբ բնու
թագրում Լ աքիրների ւգարոէրիյների համար գտնված հավասարումների կա
յունությունը։

Ցույց Լ տրված, որ սալի առկայությունը, որևկ ղիապսւղոնոէ մ, բերում 
Հ երկայնական կայունության տիրույթի մեծացման և փոքրացման' լայնա
կան կայունության համար։

NONLINEAR BENDING WAVES IN PLATE ON SURFACE OF 
FINITE DEPTH FLUID

S. G. A VAGI AN

Sum in a r y

The quaslmonocromatlc waves in plate contacting with ponderable 
incompressible fluid are considered.

The variational principle for the mentioned system is formulated. 
The averaged on phase Lagrangian is introduced and by means of the 
method oi Whitham the variational equations for amplitudes and wave 
numbers are written for it.

The nonlinear dispersion relation characterlsting the stability of the 
revealed equations for envelope waves Is obtained. The presence of the 
plate In some interval causes the Increase of the region of longitudinal 
stability and the decrease of transversal stability.
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