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ПЕРЕДАЧА НАГРУЗКИ ОТ ДВУХ ОДИНАКОВЫХ 
КОЛЬЦЕОБРАЗНЫХ БРУСЬЕВ К УПРУГОЙ БЕСКОНЕЧНОЙ 

ПЛАСТИНЕ
туманян р. а

Рассматриваете»! глдача о передаче нагрузок : неполны «г.ругих 
Круговых брусьев (накладок) .малых поперечных с ченин к упруюи 
бесконечной пластине.

Обсуждаемая гдесь »влача относится ■ ра «делу теории упругости 
о контактном взаимадсйствнн пшмк-тс :пы\ •лементов в виде пахла 
док с массивными дефо| мирусмыми лими. оспипные достижения ко 
торою отражены в (I) Здесь укажем лишь на работы [2 |01, близ 
КО Примыкающие К приводимому 'ИЖС ИС1..՛.՛.!О.М-; !|О.

1. Пусть упругая бесконечная 
пластина (£„ >,) высотой из 
своей верхней грани усилен.। двумя 
кольцеобразными упругими брусь
ями (Д’,, ?։) с круговыми ОСЯМИ 
радиусов R, имеющими выс> ту ։! . 
ширину И. угол рвстп.'ри
<5/2) и расположи »ними симмет
рично относительно верти:зльн •»'։ 
оси оу. К концам брусьев .в нап
равлении их осей приложены со
средоточенные силы, а их в .р л ине-
грани в этом же направлении зз- Ф«г- I
гружены произвольным;! танген
циальными силами (фиг. I). Бу гем читать. »то А. с/. /?|Ь<</,). Тре
буется Определить к• «ыакти»:е аир :; е из п- .л -русь.-и ь. 
цненгы их интененвн ^тей гл .՝• -шах бр\ ь<в.

Кольцеобразные брусья рассматриваются в рдмклх ..ллссичсскоН 
теории тонких оболочек, имеющих пренебрежимо малые пзгибные 
Жесткости в вертикальном и П’.-п. р< -пи՛1.! и; травлениях. .1 пруган 
бесконечная пластина в рамках плоской »сорви ущ >гс«.:л при усло
виях обобщенною плоского напряженною сос о; ля

Для вывода опрсделиющею \р.»п»н.н!г- п՝> г■•՛ ц‘ншш ,*•••щ воз
действие коЛЬЦСобра.щы н;»...мдоь . иеь пси.шссгиым;: оси ным 
тангенциальными -.(0) и •: перечн :ми .՛ «:•.•-•.՛</./0) :,-о - ни,.мн
напряжениями. По нзвестноЛ методик- |||] чо л՛ простых вы: ъч и. 
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для деформации в окружном направлении ср от сосредоточенных 
вдоль круговой дуги радиуса R и раствора 2а тангенциальных и 
радиальных сил интенсивностей и ^,(0) соответственно получим 
следующее выражение:

— ■ ( с(д ֊֊Мй^—-- 2з1п(и—0) ъ(а)аи —

— я

(1.0

Н то, (и) ийи

Поскольку то жесткостями изгиба брус^.ев в вертикаль
ном и поперечном направлениях пренебрегаем. В итоге согласно [12| 
придем к уравнениям

^)=0: ֊ 0) = _<Л
R М <1< ' Ж ' R й

и граничным условиям

Л(֊«) /1.
а. ՝

р 
т^=~ 

а.
(1.3)

Здесь 7‘,(9) осевое усилие в брусе. Отметим, что согласно (1.2) 
функцией <7,(0) дается также радиальное усилие в брусе.

Из этих уравнений при помощи закона Гука для осевой деформа
ции е։(б) накладки получим следующее выражение:

%
6։0,' = ДГ՜ I Р’ 1 М 1 М«)И"р (—а<о<а) (1.4)

где А, — 1и1 — ее площадь поперечного сечения. 
.Чалео, запишем условие контакта

( — а<6<а) ■

которое с учетом (1.1) и (1.4) решение поставленной контактной за
дачи после, перехода к безразмерным величинам окончательно сводит 
к решению следующего сингулярного интегро-дифференциального 
уравнения:

֊֊ ֊К(«֊о) <(«)</« = /?(&) +/(9)~^С; (—а<&<а)

при граничных условиях
?(—я)=0: ф(а) —1

(1-5)

(1.6)

вытекающих из условий равновесия накладок. 
Здесь введены обозначения
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(l-h,)(H)W։
о

’о= Иб)= (“(«)^
о—՛/, J

Pt •Mudu

4“)=֊
(«); <о(«)=£м“)

(1.7)

= Р = Р։-Р։ф/? 4.s{u)du

2 sin (u—6); C =

При этом радиальные контактные напряжения будут определять
ся ио формуле

5

'/(#) == - рх - ?(0) 4- i zQ(u)du; <?(G) ֊֊^) (1.8)

и при больших А* можно считать 7>(9)^0.
Отметим, что первый интеграл в (1.5) следует понимать в смысле 

главного значения по Коши.
2. Для решения сингулярною интегро дифференциального уравне 

ния (1.5) при граничных условиях (1.6). следуя известной процедуре 
[6, 8], положим

sec-2

/2(cosG— COSa) (2.1)

где /’„(6)—многочлены Чебышева первого рода; А'„ {п = 0, 1,2, . . .) — 
неизвестные коэффициенты, подлежащие определению.

Отсюда после простых вы кладок получим

<?(0) =sec - — arc cos

rz^A'nSin «arccosi a 0 ■ a) (2.2)

&~Rd&

<(0)==/.

K(w—G) = tg

-.(0) —/(€)) —

и — G
2

0

о

Из граничных условий (1.6) непосредственно находим

X0 = z֊>COSy

Относительно остальных коэффициентов {А’п}^1 получим 
ющую бесконечную систему линейных уравнений:

слсду-
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Х.+Т (т 1. 2. . . ) (2.3)
я—։

где введены обозначения

уСОЗ’с

)/ 1 - о»«7 1 \ ,?т„п^ (т л - 2,...)

Щ’уСОЗ? ) | 1— <к4-~соз։?

/■ -(’•՛«4)' Л՛’ (4« 4) -+
—•

4- [ .(«7?)^1п'пУ (2 4)
2 -о 1+։к’уС08’*

1 + у соз’?

} I—Ш* усо։*?

з1пт^ 
д

14 1к’ — соз*<р
</?+

А’в(Г^4-/2»); (т = 1.2. ...)
1 / ц \»к—։Л2<г««0; А:*_։ = (-1)‘-։2к-1со5 — (1д֊у ) ; (Л — 1. 2, ...)

з / я \ •՛։*■* г— ՝) ^Зло0; аЙ11.^|-(֊П^8{2А-1)со$’-(1я7) : (*,/>-1,2....)

3 / а \2<*—р)АЙ*,-(-։)*"'’16*соз’^-Ае-^ (*,р-1.2. ...)

Д’>- (-1)«84со5֊(2со5^-1у։г֊у‘: /^.,= 0: (*֊1,2,...)

/й-(-։>*2(1? 4) ՝; (*=։. 2. • • ■ >

Здесь О'т-Цб) (/п = 1, 2. . . . ) — многочлены Чебышева второго рода.
3. Перейдем к исследованию (2.3). С этой целью оценим суммы

5Я.-2 |К«л|<$2>+$г+$?+$£•. 2. . . . ) (З.п
Ля>1 

где
=Х’ !/((«» • 5<;»—уЦк2>

п л ||Л
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/<(3) . 
т.п ’

- /М
Л—I /՛՛

5«?

/)в1п тъ $1п

Т. к
\ /։(?,/) 51пт<р5։пп^?с// 

(3.2)

^Йл= 15 I 1/»(?./) 5!п/ПТ 51П?^ б/?*// 

о о

^=2-֊^ — Г 31П?51п/Л?81п/^
2 О !4-1и։-^со$2т

а функции /։(®, /), /а(т, /) и /։(т, 1} имеют вид

лор. 0=4 *8*7

/»(?. 0 = 21й։ 8|п2<? 51п2/

5{пт з!п/_______
7 \՛

{£*— С05?С0$/ I
2 /

После простых преобразований получим
. а
՛ ^2՜
---- -

т 2к»
Здесь

V г*1 рм/«+’!+։' । !^^ ■։։ — л 1|
я-—։ л—1 // л - ։ //

1,Ир1 = I -. П'п^|— < а ; й =:__ !_а
о 1-ме։֊- -со$ч 1^1 1-Н£’—

2 2
Оценив каждую сумму н выражении окончательно будем иметь

В
т — 1

с г 1п(/п — 1)4------- !-------- у.(т 1)
2(/п-1)

4* В.„ •

«I
в

т4 1

(м֊г1)։ т-4-1
1 г чт. « — х{ т)

2т

с-1п(//14 1)---------------
2(/и-Н)

- х(.71Д 1) -+-5Я I (3.3)

3

А_ |3с+1п(т_1)(т_2). г _±_+ _1_ _МОТ_։)_2Ч,„_.2)
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Здесь учтена известная формула 0.131 [13]. где с постоянная Эйлера, 
а функция

, . « Д *•/(/«) У --------------------------------------
г.2 «(«-+- 1)... (/пн-а— 1) 

где
I

Д* = -֊- х( 1— х)(2— х) . . . (Л— 1 х)(1х (Л=2, 3, . . .)
о

ռ I /Зп։/6 при т = 1 օ՛ I при т = 1
I 0 при /п = 2, 3, .... I. В при т = 2, 3. ...

Отсюда видно, что, по крайней мере,

. V / 1 \х(/п)«—о(—) при /п-*.©о 
\/п /

Из неравенства (3.3) следует, что

5<у = о(/п։ ‘) при /и—ос

где е сколь угодно малое положительное фиксированное число.
Обращаясь к оценке сумм (/=1, 2, 3) из (3.2), при помощи 

известного неравенства Коши-Буняковского и равенства Парсеваля 
для двойних рядов Фурье легко показать, что

5<//= о(//Н‘ |)?*) при т —ос (./=1,2,3)

В результате

5/п = о(ш(; ’>■՛"'■) при /я—сю 

что и означает, что бесконечная система линейных уравнений (2.3) 
при любом значении физического параметра л(0<а<оо) квазивполне 
ре։ улярня.

Далее можно показать, что при /я—©о свободные члены беско
нечной системы (2.3) стремятся к нулю со скоростью не менее, чем

Займемся определением постоянной С. Пусть и {^5*0« ։
будут решениями бесконечной системы (2.3) при правых частях, 
равных и соответственно. Тогда решение (Д’,։
системы (2.3) будет даваться формулой

= ('" = ։. 2< •••) (3.4)

С другой стороны, из (1.7) и (2.1) получим

С = ւ+*;շ ^»ւ՜՚խօճօ-ւ-V спх^ 
с ։ II л֊-1

(3.5)

где
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Я P / Qf \
С--=2 sec— arctg f tg — cosv kos (n U. 1,2... ) (3.6) 

о
Отмстим, что исходя из (2.1), для коэффициентов интенсивностей 

тангенциальных контактных напряжении в концевых точках накладок 
получим

Л, =ltm f “(й(9)=! sec' | у + £ X.)

______  " (37)

Л,=Нт /J+T,(9) = 2Sec’^-l/ctg ’ [Л.+ V (-1)"Лл 
у—3 2 2 Г "2 Г. 1

4. Для числовых расчетов было положено :() и рассмотре
ны два случая загружения накладок. В первом случае (симметричное 
нагружение) Рг — Р,. Тогда Р—0 и в качестве Р формально можно 
принять Рг, что даст р։=/?։=1. Поскольку в разбираемом случае рас
пределение -(5) нечетное, то вместо (2.1) будем иметь

(-«<©<» (4.1)

<?(Q) = — 14-sec— v (2/z I )-։zV3/J_.i sin
2 л-1

6 я \(2л I )arccos( t2 — ctg — }

(֊a<9<a) (4.2)

Соответствующая (2.3) бесконечная система имеет вид

I 4՜ -I .Za |А?л I —/чгп — \ —&= 1.2,...) 

где
я / 1 \ ',п~ ։

Ат-։ = (- О'”֊1 2~-։(>.H-2.08*)cos — { tg — )
2 \ 4 /

(4.3)

(м= 1.2. ... )

/bm_ I = ( ֊ 1 )'”“’ 2^՜’ COS

а выражение Кгт-\.2П-\ лается формулой (2.4). Отметим, что из (4.2)
7(a) х- —1. а из (3.5)

С= 1 + -S2 С*-. №1, 
л—։ I гЛ2՞՜՛^’՛

Численная реализация (4.1)֊ (4.3) была осуществлена при /.=0; 
4: 6: а = к/8; г. 4; 3« 8; >2 = 0.3. Причем каждое значение л сочета
лось со всеми заданными значениями ?. Сначала на ЭВМ ..ЕС—1022“ 
была решена соответствующая укороченная система (4.3). Затем вы-
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числения производились по .формулам (4.1) и (4.2). Значения коэффи* 
ци ։гоч ингеисианостгй Д։ и Д2 (.4—֊• -Д։) подсчиталнсь по формуле 
(3.7). Значении *(9) я ^(О), зл меленные с точностью до 10՜*, приве
дены на графики (фиг. 2—4). а значения Д։ в табл. 1.

Фиг. 3

Таблица 1

I
X 0.0 4.0 6.0

г... 8 0»05790 0.29609 0.39441

.-...4 0.16659 0.41138 0.54219

Зг 8 0.31596 0.57170 0.66116

Анализ численных результатов поз
воляет утверждать, что по мере возрас
тания размеров контактной зоны напря
жения х(0) и <7(9) (по абсолютной вели
чине) заметно падают. Такую же зако
номерность можно обнаружить при 
возрастании то есть при уменьшения 
жесткости системы накладка- основание 
£•'։ А։. Из табл, же 1 видно, что по

мере возрастания '• и « коэффициент /1։ заметно увеличивается. Пос
леднее обстоятельство указывает на то. что при возрастании этих па
раметров нагрузка, и основном, поглощается в концевых зонах накла
док. Кроме того, здесь сказывается эффект взаимовлияний друг па 
друга брусьев. Вследствие последнего по мере возрастания а значение 
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Л։ получается больше, чем соответствующее значение Л । при изол՛ ро 
ванном одном брусе.

Во втором случае (кососимметрическое нагружение) р.2--^ -Р В 
этом случае Р = 2Р? и соответствующие (4.1)— (4.3) формулы будут

e 
sec —

) 2(COS6 COS։)
“-’cos — 4՜ v Л’2Л7’2я 

2

1в4’
tgf,

0<я)

(4.4)

ct •*
V|6)=----- --Г—sec— v fl-’A’snSin

2 2 2 л i
G a 

tg֊ctg ֊

~ ’arc cos

-пА'2Я = /2т; (m — I. 2, . . .) (4.5)

где

/ta = -2«-։ sln4 | 

a

' 9 sin։? sin 2m *

1 I tg։ — cos2?
12

-P( —1)"'2’ * cos
2m

4 т со$ ֊4 1

{/? -f-

2-՜’С05

1+1ё։-^СО5։?

cos’?

з Кэтл«» как ранее, дается формулой

■ ^S»12^ d.r, (,„=1,2....)
/ l-Hg’4; COS’?

(2.4), причем
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Хол изменения ■:(&) и г/(0) при ука
занных выше значениях параметров / 
и а показан на графиках (фиг. 5—7). 
Закономерности их изменения те же, 
что и в первом случае. Вдобавок здесь 
можно утверждать, что при х<^г/8 на
пряжениями г/(б) (по абсолютной вели
чине) можно пренебрегать по сравнению 
с ‘(О).

В заключение 
благодарность С. 
постановку задачи 
ние к работе.

приношу глубокую 
М. Мхитаряну за 

и постоянное вни.ма-

ԱՌԱԱԴԱԿԱՆ ԱՆՎԵՐՋ ՍԱԼԵՆ ԵՐԿՈՒ 1ր|»ԱՏԵՍԱԿ 0‘ԼԱԿԱԱԵՎ
չորսոիներեյ րեռի փոխանսոխմը

lb, Ս. ԹէւԻՄՍՆՅԱն

II. if փ ո փ и է մ

Դիտարկվում / աոաձդակսէն անվերջ սալին շրջանագծային առանցքնե- 
քավ երկու, միատեսակ առաձգական չորսուն երից բեռի փոխանցման վերարեր- 
յալ կոնտակտային խնդիրը:

Խնդրի լուծումը րերվում է սինդսէլյար ինտեգրս-դիֆերենցիալ հավա
սարման լուծմանը, որի կորիզը ներկայացված կ ձիլրերտի կորիզի ե էէեգոլ֊ 
յար կորիզի գումարի տեսքով: Օեբիշևի որթսգոնսղ բազմանդամների ապա
րատի օգնությամբ այդ Հավասարումը իր հերթին բերվում Լ համարմնր րը- 
վադիքիովին ռեգուլյար անվերջ գծային հավասարումների սիսէոեմի:

Ստացված են թվային արդյունքներ:

LOAD TRANSFEER FROM TWO EQUAL CIRCULAR BEAMS TO AN 
ELASTIC INFINITE PLATE

R. S TUMAN1AN

Summary

The problem of a contact task of a load transfer from two equal 
elastic beams with circular axes to an elastic infinite plate is considered.

The solution of this problem is reduced to the solution of a singu
lar integro-dlfferentlal equation, whose nucleus is represented as a sum 
oi Gilbert's nucleus and regular nucleus. In Its turn, this equation by 
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means of Cheblshov’s apparatus of orthogonal polynominals Is reduced 
to an equivalent quasl-whole regular infinite system of linear equations.

Numerical examples are presented.

.1 II ТЕ PA ТУ P Л

1 Разлитие теории контактных задач в СССР. Ч Наук.։ 1976.
2. Стернберг Е., Муки р. Передача нагрузки от растягиваемого поперечного стерж

ня к полубескопечнон упругой пластин։!. Прикладная механика. Труды амери
канского о-ва инженеров-механиков, русский перевод, серия Е, 1968, г. 35. № ֊1

3. Арутюнян H. X. Контактная задача для полуплоскости с упругим креплением 
ПММ, т. 32. нып 4, 1968.

I. Арутюнян H, X.. Мхитарян С М. Периодическая контактная задача для полу
плоскости с упругими наклал ками,—ПММ, 33. вып. 5. 1969.

5. ArutuniuH Ы. К . Mkhitar ion S. Al. Some contact problems tor a seml-plane with 
elastic stiffeners, ['rends tn elasticity and thermoelastictty. Witold Novackl An
niversary Volume. Groningen, WoKers-Ndordhoff Pubi. 1971. p. 3-20.

G. Арутюнян H. X.. Мхитарян C. AL Некоторые контактные задачи полупростран
ства, усиленного упругими накладками.—ПММ, т. 36, вып. 5, 1972.

7 Морарь Г Л., Попов Г Я К периодической контактной задаче для полуплоскос
ти с упругим конечным креплением - ПММ, 1970, г. 34, вып. 3.

8. Морарь Л., Попов Г. Я- К периодический контактной гадаче для полуплоскос
ти С упругими накладками,—ПММ. 1971, т 35. вып. I.

9. Александров 8. М., Солодовник AI. //. Эффектинный метод решения задачи о 
взаимодействии накладки (стрингера) с упругой полуплоскостью п некоторые 
новые качественные результаты. Труды X Всесоюзной конференции по теории 
оболочек и пластин. T I. Тбилиси: Изд-во «Мсиниереба», 1975.

10. Александров 8. М.. Соловьев Л. С. Некоторые смешанные плоские задачи тео
рии упругое։ и и их приложение к расчету погрешностей тензоизмерений МТТ, 
1970, № 1.

I !. Мусхелишвили Н. И. Некоторые основные задачи математической теории упру
гости. М.: Наука, 1966.

12. Новожилов В. В. Теория тонких оболочек. Судяромгиз, 1962.
13. Градштейн И. С.. Рыжик И. AL Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведе

ний. М.: Фнзмаггиз, 1963.

Кяройакаиский филиал ЕрПП 
им. К. Маркса

Поступила в редакцию
13 V.I983

15



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈ ԻՄՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ւրԼխաՏիկա XXXVII!, № 4, 1985 Механика

УДК 539.376

О НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ ДЕФОРМИРУЮЩЕЙСЯ 
ПО СТЕПЕННОМУ ЗАКОНУ ПЛОСКОСТИ,

ОСЛАБЛЕННОЙ КОНЕЧНЫМ ИЛИ ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫМ 
РАЗРЕЗОМ

МХИТАРЯН С. М.

Обсуждаются две смешанные задачи о напряженном состоянии 
плоскости, ослабленной прямолинейным конечным или прлубесконеч- 
ным разрезом, к берегам которого приложена одинаковая нормальная 
разрывающая нагрузка произвольной интенсивности. Эти задачи рас
сматриваются в постановке нелинейной теории установившейся ползу
че.ти при степенной зависимости между интенсивностями напряжений 
и скоростями деформаций в первом приближении сообразно обобщен
ному принципу суперпозиции перемещений [I, 2], несколько модифи
цированному и настоящей работе. Определяющие интегральные урав
нения задачи решаются в замкнутой форме методом Карлемана про
должения в комплексную плоскость, позволяющем выражения рас
крытий разрезов и коэффициентов интенсивности разрушающих на
пряжений на их концах получить в квадратурах довольно простой 
структуры. На примере рассматриваемых задач показана эквивалент
ность энергетического метода Гриффитса и силового критерия Ирвина.

Такими же интегральными уравнениями описываются обсуждаемые 
здесь задачи в постановке линейной теории упругости, когда модуль 
упругости плоскости по вертикальной координате изменяется но сте
пенному закону С этой точки зрения задача о конечном разрезе рас
смотрена в [3, 4] Исследование обширного класса смешанных и кон
тактных задач для . гл ней но-деформ нруемого основания общего типа, 
включающего указанный степенной гип, проведено в [5. 6]. а также в

Чногш краевые задачи, в том числе контактные, нелинейной тео
рии установившейся ползучести при степенной зависимости между на
пряжениями н скоростями деформаций рассмотрены в работах [8—10], 
в которых используется обобщенный принцип суперпозиции перемеще
ний или уточняется этот принцип.

Укажем также на работу [11], позволяющую расширить класс ис
следуемых здесь задач.

I. Пусть плоскость, отнесенная к правой системе координат 
Оху, вдоль осн Ох содержит конечный разрез /. ■• (у=0; |х|<а} или 
полубесконечный разрез Z.='y=O; JO0}, берега которых загружены 
одинаковыми по величине и противоположными по направлению вер- 
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тикальнымн силами произвольной интенсивности д(х). обладающими 
конечными равнодействующими и моментами. Пусть далее, материал 
плоскости подчиняется физическому закону .•< - (0<р<1). где •/
и е/։ соответственно, интенсивности напряжений и скоростей дефор
маций, а Ко и р—константы материала |1.2|. Требуется определить 
раскрытия берегов разрезов и иоле напряжений в плоскости, в част
ности, коэффициенты интенсивности нормальных разрушающих нап
ряжений на концах разрезов.

Основываясь па обобщенном принципе суперпозиции перемещений 
[I. 2]. выведем основные уравнения поставленных задач Сначала 
коротко остановимся на этом принципе.

Как известно [I]. плоская нелинейная граничная задача для полу
плоскости, следующей указанному степенному закону н загруженной 
па своей границе вертикальной сосредоточенной силон, нмс՛-; ।очное 
решение. Согласно последнему вертикальные перемещения’ о(х) гра
ничных точек верхней полуплоскости у>0. загруженной на своей 
границе направленной вдоль Оу вертикальной сосредоточенной силой 
Р, в условиях несжимаемости материала выражаются формулой

В(х) = Л-^. д, (2-wisln(>../2) .
г”՜1 /Ко (т — 1 )/*(<*)

т = 1/р (1-1)

Х—/2у-1/р, ^(h) = 4J (cos/-b)*cosVdb 

о

где г — расстояние точки приложения силы Р от точки (л՛, 0).
Введя обобщенные перемещения г*..«.,« 1|о(д:)]|՛', из (1.1) будем 

иметь
(1.2)

Поскольку последние линейно зависят приложенных сил Р то к 
ним применяется обычный принцип суперпозиции, что и составляет 
сущность обобщенного принципа суперпозиции перемещений [1] Оче
видно. что такой принцип а определенном смысле может быть оправ
дан лишь для значений р, достаточно близких к единице (случай 
1‘=1 соответствует линейно-упругому материалу!

Основанные на указанном принципе решения контактных задач о 
вдавливании штампов в полуплоскость или смешанных задач о разре
зах в плоскости характеризуются тем. что в концевых точках штампов 
или разрезов порядок особенностей напряжений ранен и/2. С другой 
стороны, анализ асимптотического поведения нлпряжоний вблизи кон
цевой точки трещины в упругопластическнх степенно упрочняющихся 
телах при плоском деформации показывает [12]. что точный порядок 
особенности напряжений равен я/(М~Н) По мерс приближения в к 
единице разница между этими двумя порядками стремится к нулю.

’ е(л| Фактически будут скорости, а нс перемещенми. Однако, тля простоты и 
дальнейшем будем употреблять термин .перемещении* 

2 Известия АН Армянской ССР. МеХйКПКЛ А’: 4
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По но мере приближения |» к нулю (случай р = 0 соответствует идеаль
но пластическому материалу) ■/.а разница становится существенной.

Однако, оставаясь в рамках работ [I. 2]. обобщенный принцип су
перпозиции перемещений можно провести гак, чтобы н концевых той 
ках штампов или разрезов получг. I > гоиний пбрядбк напряжений. А 
именно, обобщенные перемещения введем .лодующлм образом:

П'У(л')|Г''/(я+п- Тогда согласно (1.1)

Ро5. ИГ'<։д “
р ։/(՝■ -1» 

г1-2,./(.- о =НГ‘
р։-ь.Ч*+Н 

Н ---------------------
г։֊2;х/(1» н

Будем считать, что значения I* весьма близки к нулю. При этом вели
чинами н/(в | I) по сравнению с единицей будем пренебрегать, в то 
время как величины 2м/(п-}֊1) будем оставляй«. В результате

А/,. 1.4Н* ”------ --------1 1 Г1-5-з/(«+։>

Исходя из последней формулы, к ти. опии. М ՝жпо применять обычный 
принцип суперпозиции, который и конечном итоге обеспечит точный по
рядок особенностей напряжении в концевых пжках штампов или раз
резов;

Таким образом, обобщенный принцип суперпозиции перемещений 
можно провести по-разному для значении ". близких к единице и близ 
ких к нулю. II:։ основе и итоженных соображений в дальшТипом будем 
считать, что й показателе г в формуле (1.2} ՛■ нижет быть заменен 
на 2н/(рЧ-1).

Перейдем геперь к выводу основных уравнений поставленных за
дач. С этой целью отдельно рассмотрим верхнюю и нижнюю полуплос
кости у 0, загруженные на своих границах заданными вертикальны
ми силами р(л), действующими на берегах разреза к, п неизвестны
ми пока нормальными силами з(л-). действующими вне разр за £. Си
лы з(д') только знаком отличаются от разрушающих нормальных на
пряжений. Придерживаясь обобщенного принципа суперпозиции пере
мещений. для вертикальных перемещений ■՛<֊՝֊> (л:) граничных точек 
верхней и нижней полуплоскостей, соответственно, будем иметь сле
дующие выражения:

Ч*) = д[ (’ (1/2<н<П (1.3

-•Л

<7(Х) = | /ДЛ')։ А՜^ . оо<х<оо 
| о(х). Л^//

где /.'—дополнительный к разрезу /. интервал.
Далее, как обычно, введем в рассмотрение функцию скачка вер

тикальных перемещений на разрезе
хщ(х)-г’ (х)=1 *(а)։ Х\!՜

I 0. х£к'

с помощью которой из (1.3) будем иметь
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q(s)ds
k֊^1 ՛

֊ Л(л-); = ((24)- ‘|ZU)h л-£/.
I 0, x£L'

Отсюда по известной формуле обращения ([13]. с. 584) получим сле
дующее ключевое уравнение:

чw = » А С ^±LA(֊^<00) 
՝2~ dx J |.r—sfL

(1.4)

Так как вследствие непрерывности перемещений функция /_(л֊) на 
концах разреза /. обращается в нуль, то при помощи интегрирования 
по частям уравнение (1.4) можно представить и виде

?(л)=!«Г^֊Аа^ (-оо<л<=о) (1.5|
2' .) |х֊.ф

I.

В случае конечного разреза Z. из (1-5) получим следующие ос
новные уравнения:

С ^У(^=у(х) (И<й) (1.6)
J k-sh 
а

сх|>а) °-7»
—■ л

■Хл) = 1х(л*)У\ g(A-)=2r.ctg(-u/2)(2A)'p(x) (1.8)

Интегро-дифференциальное уравнение (1.6) должно рассматриваться 
при граничных условиях

•И±«)==0 (1.9)

Введением безразмерных величин

= =.v/u. М<) = ) (2А)-з(Л;)
У s>a ' p0(ç) | (2А )>(«’)

?z(O = y(^î)rt|-|L; -К;, v^l
уравнения (1.6) — (1.7) преобразуем к следующим: 

«
Г (|Е|<1) (1.10)
J ՝ ти—-1

Оо($)=1« Ç ^31 (|5|>1) (1л1)

где согласно ( 1.8)

/($) =» g(a-) = 2~ctg(-B/2)Jü։>(')

При этом условия (1.9) запишутся в виде
(1.12)
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?(±1) = 0 (1.13)

В случае полубескоиечно.го разреза / основные уравнения за
дачи будут

сс
1’ (Е>0) (1.14)

о
(5<о) (1.15)

?(0)=0 (1.16)

где обозначения прежние1.

1 В случае нолубесконечного разреза £ в качестве а можно брать длину любого
конечного отрезка, расположенного на

2. Решение интегро-дифференциального уравнения (1.10) при гра
ничных условиях (1.13) можно получить Из известных результатов 
[3. 13]. Однако, здесь его решение будет построено методом Карлема- 
на продолжения уравнения в комплексную плоскость, отличным от 
указанных. Этот метод позволяет кроме раскрытия разреза определить 
также нормальные разрушающие напряжения вне разреза и, тем са
мым, найти полное решение задачи.

Основываясь на идеях работы [14]. введем в рассмотрение функ
цию комплексного переменного

ф(г) в (г*-1 )*/։(’ (2.1)

֊1
В комплексной плоскости г-- разрезанной вдоль отрезка | — 1, 1| 
вещественной оси, можно выбирать однозначную аналитическую ветвь 
этой функции. Выберем ту ветвь, которая в окрестности бесконечно 
удаленной точки имеет представление

Ф(г)~1 при г-*ос

Далее, на берегах разреза по отрезку [-1.1] вещественной оси 
будем считать

2-1-(1-с)^-; *4 1-1 г:; (г »5 Ю) 

г г(- >=-75 («>т}); г—V >(?;-;)*’֊" (О*) (Щ<1)
Тогда для граничных значений выбранной ветви функции Ф(г) на 
верхнем и нижнем берегах разреза соответственно будем иметь

Ф+(О = (]֊-^2 рТ’Йч ■ с-,,д Г <043 («-^)|1 3 (Ч-^-1 :
(ВКП

Ф-(Е) = (|-;Г | е֊'^ Г + е‘^- у 

-1 ՝ ՛. 71
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>,13

Г =(1 ?)-* .ф-(;)е-<г,./21 (2.2)
Л 2&1п(*р)

(1М<0

( 7~т=Ц"?֊Г 1 (2-3)
3 (т4—О* 2«Яп(-р) 

С
Три помощи (2.2) - (2.3) уравнение (1.10) можно свести к элементар- 
։ой краевой задаче

Ф+(;)-Ф֊(;) = 2/51п(^/2)(1֊5։)^) (|;|<1) (2.4)

г) скачке аналитической функции па разрезе. При этом уравнение 
(1.10) и краевая задача (2.4) в классе типа гельдеровскйх функций 
эквивалентны [13. 15].

Решение краевой задачи (2.4) имеет вид

Ф(2) = 51«’ Г +с (2Л)
* Л

где С—произвольная постоянная, подлежащая определению. Теперь по 
формулам Племсля-Сохоикого и.) (2.5) определим граничные значения 
Ф*(;) (:.։|<1) и их выражения подставим в (2.2). Получим

Г Г 11-^/(^т, .
] (1-# 27( 2к ]

-I -I
4-С(1-^)-“/2 (|;|<1) (2.6)

что полностью совпадает с известным результатом из [13] (с. 579). 
Чтобы найти решение исходного уравнения (1.10), остается к (2.6) 
применить формулу обращения Абеля, которая даст

| <(5) «. 51« А 1 [ «1 +СОЛ5)+
- т/: 2и (:-т4)։-^

-։

Г 2) Г (1-т/)-*/^ г (1 I } (2 7)
2" 3 (<~ т,)1՜’“ 3 «--‘4

֊։ ֊1

о։»(с)= ^(1 -7,’)-’^2('—

В последнем интеграле положив 

14֊’! = ^, ^ = 14-< (0<^^, г’^1) 
при помощи известной формулы ([16]. с. 300. формула 3.197.3) нахо
дим
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1-Р-2; 1 н 2; (1$1 1)

где Г(х) гамма-функция Эйлера, а Р(а. 1>\ с\ .г) — 1 ипергеометричес- 
кая функция Гаусса. Легко видеть, что (|17|, с. 112, формула (46)) 
<М 1) = -со$ес(пч/2).

Далее, из (2.7) получим

Г Ж., ещо-т-

— 1 
г I

апС^ПЕ^) Г (1- >?) ‘■֊4г1 ГН-^Я«)^.
2-’ ] (5-^)*-* .) и-ъ

-։ -I
Очевидно, что ч ( 1)=0. Чтобы удовлетворить и второму граничному 
условию (1.13), то есть условию Ф(1) =0. в (2.8) положим 5=1 и ре
зультат приравяим нулю. Поменяв порядок интегрирования в получаю
щемся при этом повторном интеграле в (2.8) и воспользовавшись фор
мулой 3.228.2 лз [16] (с. 304). обнаружим, что С—0.

С учетом последнего и (1.12) формулы (2.7) и (2.8) представим в 
виде

?'(Ч = 2еоз’(^2)4 +
й; Л (։--1

+ Длт±| !՛( 1-,?)■■ Г (1ЖП (2.9)
~ (к | .) .) (; -*,)։^(ц Г,)

—I —1

Я>(с) = 2соя։(֊р/2) ( ”—֊ +

- 3 .) О-’։)’ ։‘(«֊^
-1 1

(|‘|<1) (2.10)

Чтобы нс иметь дело с сингулярным» интегралами, берущимися в 
смысле Кошн. преобразуем входящий во вторые слагаемые формул 
(2.9) и (2.10) внутренний интеграл. В результате, как выше, можем 
записать

(1--/-Л-'^
(^‘^(«-т,)

.) У-г*
о
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Приняв во внимание н яю шые формулы ([1(5], с. 300 формула 3.197.3 
н с. 304 формула 3.228.3). находим

■•(!;>Г(*+1-,..2) ,„/
Г(Л+1+!֊;2) к 1 | и /

4*(с,«) =
а,_|)Г(Л-г|-^) / 2

Г(*|р/2) V
и (2.12)

С1п(“и) («<=)

Формулы (2.11) и (2.12) и сочетании с эффективными вычислительны
ми процедурами из [18] для гипергеомстряческой функции могут быть 
использованы при числовых расчетах для раскрытия разреза <?(<)•

Обратимся теперь к уравнению (1.11). Сопоставление (2.1) и (2.5) 
даст

».(?)= 8еп5(Р-1)֊^ (

-I
(|;|>1)

Это соотношение после перехода к прежним переменным примет вид
а

5(л.) ։8пх(л-»-й«) - 1' (|.и>л) {2.13)- Л X —Л՜—Л
Отсюда для коэффициентов интенсивности норма иишх разрушаю

щих напряжений на концах ра-.ре.а получим следующие выражения:

К,=-11т Кх-й^и-)]- I (а-«)1'--։(д-|-5)'‘/2/)(х)^
х-оло -{2а)1/2 3

(2.14) 
а ։

Ит ||Х-г«| ‘г’з(л-)| = ( /д .$•)* 2(и-1֊$)|*'֊
■*—й֊6 -(2а)՛"* 3

— а

Таким образом, нормальные разрушающие напряжения вне раз
реза, взятые с обратным на ком. ыюгся формулой (2.13). а их коэф
фициенты интенсивности на копнах разреза—формулами (2.14). В пре
дельном случае р֊>1 формулы (2.1-1) переходят в выражения коэффи- 
цнентов интенсивности в известной задаче Гриффитса [19].

Отметим, что введенная по формуле (2.1) функция Ф(г) в данном 
случае представляет собой аналог известного комплексного потенциа
ла для линейно-упругой по.туплоскссгн.

3. Теперь построим решение уравнения (1.14). Введем функцию 

Ф(з)=^֊։ С ?'(п№
.) (г֊/1Г (3.1)
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В комплексной плоскости г—разрезанной вдоль луча веществен 
ной оси, можно выбирать однозначную аналитическую ветвь згой 
функции. Выберем ту ветвь, которая в окрестность (бесконечно удален
ной точки имеет асимптотическое представление

Ф(2) ~ А при г-*оо

Далее, на берегах разреза по лучу [0, ос) вещественной оси бу 
дем считать (г->;±։'0)

2֊.;; г֊-гг.$-т։ (;>Г/), г—7}-.(7;֊')^±;г «>։)

Тогда после определения граничных значений выбранной ветви функ
ции Ф(г) на верхнем и нижнем берегах разреза будем иметь

£
С—, 1<НПе"--ф-(0е-,‘|‘1 (1«1<1) (3.2)

.) ($-•<)-* 2Т51п(-р)
(1

(' = 17 Г |ф՜<Ч-ф+(Ч1 (3.3)3 (г,-?)։* 2/81п(я«)
&

При помощи (3.2) и (3.3) уравнение (1.1-1) можно свести к эквива
лентной краевой задаче

Ф‘ (;) е-<п‘ф-(с) + 2^ '‘^П (пр/2(;>0) (3.4)
(алее, следуя известной процедуре [13. 19]. решение краевой задачи 

(3.4) представим в виде

ф = Г £/7(?>А (3.5)
3 г,-г 
и

Теперь по формулам 11лемеля-Сохоцкрго из (3.5) найдем Ф±(5) 
(;>0) и подставим в (3.2). В результате получим

1 * ?'(Ч)<^ = Д, } '2 Г
,1 (։-»})* 2 '2- .1 7}֊с
о о

Отсюда по формуле обращения Абеля с учетом (1.12) будем иметь

- 2 со^ 2) Г + 1^’11 „» ^М).м (• '

О О II
(5>0) (3.6)

Легко показать, что
Г(р)Г(1 Р'2)

Г(Нр/2)

(5 —72)’-.‘(Г/-7։)

— 4 1, 1 —»л 2: 1+р/2;- и \
««)

112—1211!—нЦ.-՛-՛ «/г/1 |_11/2;2_11
Г(р/2) \

| -М А—с15(пр)/т->/2(’—м)'л՜’ («<?) 
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ОчениДно, Нто (3.6) удовлетворяет условию (1.16).
Обращаясь к вопросу определения нормальных напряжении вне 

разреза, заметим, что сопоставление (1.15). (3.1) и (3.5) даст

51п(֊и'2) Г

о
(КО)

Перейдя к прежним переменным, отсюда получим

,(Л)=|ж|_„/։ (■ <0) 

- .) 5— X
(3.7)

Итак, нормальные разрушающие напряжения вне полубесконечно- 
го разреза, взятые с обратным знаком, даются формулой (3.7).

Для коэффициента интенсивности нормальных напряжений на 
конце разреза из (3.7) находим

К.- — Иш ||х[»Мх)|= 5|п(1!|‘/2) С
*-•-0 ֊ .1

6'
(3.8)

В предельном случае р->1 (3.8) совпадает с известным результатом 
[19]-

I. Формулами (2.1-1) и (3.8) дается аепмлтоп и скос поведение 
нормальных напряжений вблизи концевых гачек разрезов. При помощи 
известного метода |20] получим гакпе же формулы цертикальных 
обобщенных перемещений, Ирл этом для простоты ограничимся первой 
задачей и рассмотрим симметричное загружснис берегов конечною 
разреза: р( х)=р(х)

Тогда согласно (2. II)

К,=К,=К= .(2£>'~^1П(^2) Г ___ (4Л)
я .) (а’֊$’)։ ю'2

'о

и можем записать, что (П(х) — функция Хевисайда)

оДОйф)»- КН(х а)|х- д|՜՜^2 х—а 0 (4.2)

С другой стороны, исходя из (1.3). будем иметь

— еж

Далее, введя в рассмотрение образы Фурье

|^(Х), $('). 7։(/.)] = 1^(х), <7(Х). 5։(д-)| е! Х(1х 
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которые н общем случае трактуются и рамках теории обобщенных 
функций, соотношение (4.3) представим в виде

«(>•) = 2Г(р) cos (яр 2)|л|-‘7(/)

о гку та вы । екает. ч го [20]

®('-) Wu(/) —2Г(р) COS(“'։,.;‘2)|/1~'3։(/-) (|/| •~) 
По

z։(/.) = — /\£('"Г( 1 -р 2)|sin(~p 4) 7cos(np I) sgii' I |' |' a՜1

При ?гом была !!Слол1.лова!1.'։ таблица образов Фурде некоторых обоб
щенных функции из [20] (с. 43). Опять восполыкшашпшд. этой табли
цей, окончательно находим

ед(л-) - -ФУ«(л*) = 2К cos(np 2)(a--v)‘/J,
Г(1+р/2) 

о.

x -«֊О

,v—a-f-O
(4.4)

где w„(.r) обратное преобразование Фурье функции wrt(>.). (Следова
тель ио,

к?, (.V) = | о.(л-> | ■ ^ Д' w„(a') -V—а (4.5)

В предельном случаер -1 формулы (4.2) и (4.4) —(4.5) переходят в из
вестные асимптотические формулы для нормальных изпряжспий и вер
тикальных перемещений в окрестности края трещины на се продолже
нии [21].

Отметим, что если п (4.3) А заменить на 0<‘՛' и р—на i гд 
û. определенная константа |5|, то обобщенные перемещения [$’,(х)|д 
совпадут с истинными вертикальными перемещениями граничных то
чек линейно-упругой верхней полуплоскости, модуль упругости ко
торой изменяется по степенному закону

2:(у) = 7:,у (0<**<1) (4.6)

Таким образом, обобщенные перемещения можно истолковать и в 
указанном смысле.

Теперь запишем уравнение энергетического баланса [21. 22)
dU=-dX\ (4.7)

для тела с распространяющимся разрезом (трещиной), выражающее 
условие локального разрушения теля. Здесь /_ потенциальная энср 
гия тела к моменту разрушения, а П—поверхностная энергия разрушс 
пня, причем

б/П=2,Ф/
где плотность иоверхностой энергии. Следовательно, уравнение 
(4.7) можно представить в виде

2,
Оа

(4.8)

г io (г֊ интенсивность бсвобожлающсйся энергий !՛ щ (чтрйтрк >нср 
гни и вершину трещины), расходуемой на его разрушение.
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Для вычисления О’ висполыуемся известным подходим llpuilila 
[21, 22]. предполагая, что конец тр . х=а м ւ :՛• • ...՛•
ся вправо на величину ձս. Тогда 

■-а
G = Пт — | ~(x)2w. (x)dx 

ձս-0 2ձՔ J

так как ау«= о(х). Воспользовавшись асимптотическими формулами 
(4.2), (4.4) —(4.5), будем иметь

0» 2К'Л" rfey71_.t-2J COM4- 21 Um - f
I ( 1 l-p/2) Xà -օձս J \ X

о

dx

Вычислив входящий сюда элементарный ит-грал. окончательно полу 
чнм

G — -2/k’A‘cos(-p 2)Г(я)Р(1 и 2) (4.9)

Сопоставление (4,8) и (4.9) показывает, что в данном случае 
энергетический критерий Гриффитса, когда G достигает критической 
величины Gf —const, эквивалентен силовому критерию Ирвина, когда 
А' достигает критической величины А, — const.

Рассмотрим частный случай, когда р(х) />0=const. Тогда из 
(4.1) находим

А'= 2аД,*‘sin (*.:р 2)/»О’3 ‘л1гГ(|‘)1 *Г’(Р 2) (4.10)
Сопоставляя (4.8) и (4.9). для предельной разрушающей натру «ки по
лучим следующее выражение:

2;-.*т Г(Р)
0 .A:1cos(՜]։;2)Г(р)д՜-4 J Г(р '2)

.которое при персхоте к линейно-упругой плоскости (указанным выше 
способом), состоящей из двух полуплоскостей, модули упругости кото
рых по их глубине изменяются по степс * дом;. анон; ։ 1.6). совпадай с 
формулой (4 7) из [3].

Согласно сказанному в первом пункте, в II 10) I» может быть за
менен на 2р/(р 1), что ласт

К = 2-‘/(i--HSjn |г}1.д|1 1 “-‘’{-Г12Р (и - 1)|}֊։Г։[р/(р.- 1)1

В таблице даны приведенные значения коэффициентов интенсивности

L=K(p^)֊՝.

при различных р*
Значения 7.

в 0.00 0.65 0.70 0*75 0.80 O.8Ô 0.90 0.95 1
/. 0.95 0.93 0.90 0,87 0.84 0.81 0.79 0,74 0,71
Г. 0.Ô7 0,85 0,83 0.81 0,79 0.76 0.74 0.73 0.71

Но мере приближения р к единице значения / и /. все меньше 
и меньше отличаются друг от друга
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ON STRESSED STATE OF PLANE STRAINED WITH A DEGREE LAW, 
WEAKENED BY FINITE OR SEMIFINITE CROSS SECTION

S. M MCHITARIAN

S u in in a r y

By means of ihc Karleman method ol continuation closed solutions 
of mixed problems about stressed state ot plane strained with a decree 
law with sections of finite or semiflnite length are built Into the complex 
plane. The equivalence of Griffit’s energetic criterion and forced crite
rion is shown.
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И 3 В Е С Т ИЯ А К А Л է М И И И Л У К А 1’ М Я II С К О И С С. Ր 

ւրեխաէիկա XXXVIII, № 4, 1985 Механика

УДК 539.376

О НЕКОТОРЫХ КРИТЕРИЯХ РАЗРУШЕНИЯ 
КОМПОЗИТОВ

ГОРБАЧЕВ В И., ПОБЕДРЯ Б. Е.

В настоящее время в теории разрушения композитов наиболее 
распространенным является феноменологический подход, основанный 
на критериях разрушения эквивалентной однородной анизотропной 
среды [1 5]. Материальные константы, входящие в каждый из крите
риев, определяются из серии довольно сложных экспериментов. При 
таком подходе трудно изучить влияние геометрических н механических 
свойств компонентов на характеристики прочности композита.

В данной работе предложен способ вывода критерия прочности 
композита в целом, основанный на идее осреднения, и учитывающий 
феноменологические критерии разрушения каждого компонента в от
дельности. Для случая слоистого композита при хрупком разрушении 
слоев даны явные выражения пределов прочности в разных направле
ниях и выписан критерий разрушения при сложном напряженном со
стоянии.

1. Рассмотрим композиционный материал с периодической струк
турой. т. е. такой материал, в котором можно выделить типичный 
много раз повторяющийся элемент (ячейку периодичности). Для про
стоты выберем прямоугольную декаргову систему координат. В зависи
мости от строения композита, имеющего периодическую структуру, его 
механические характеристики могут быть периодическими функциями 
одной, двух или трех координат х,.

Будем считать, что выполняются обычные правила суммирования 
[6] и производная обозначается индексом после «апятон.

Предположим, что композит является упру։им. Тогда связь меж
ду напряжениями ? и деформациями г описывается обобщенным зако
ном Гука

(1-1) 
где тензоры модулей упругости С и податливости ./ являются взаи- 
мообратим ыми

С:./=7:С = Д

(^Чк1^1тп ( 1.2)
а Д—единичный тензор четвертого ранга
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“Л;|՛՛՛ = ~ {'чь'т -г Ъц'ч*) ( 1

как известно, квазистатичсская задача теории упругости [7] 

(С;)м(Х)И/}'1 ),/ I Л| = 0 (1.1)

мф։ = и?. ии .1 П)\^ = 5р (1.5)

методом осреднения

։։։(Х} V Л'!Д...» , V?..(1.6)
(/-0 р;:0 '

(где '. = л՛ / так называемые быстрые переменные [8|. а а малый 
геометрический параметр) сводится к двум рекуррентным последова
тельностям задач 19).

Первая из этих последовательностей заключается в решении за 
дач теории упругости для однородной среды с приведенным тензором 
й (иначе тензором эффективных модулей упругости)

+ Ау!=0 (1.7)

го/ |։։ = н՛'' . Л,/-*/ тг.’Й Л/К = 5/’ (р = 0. 1.2, ...) (18) 

а вторая последовательность в решении задач теории упругости для 
неоднородной среды на ячейке периодичности

(Сцт։ .УЙ։'.'л;< ьг).( Л шг'.'Д,; ։ в 0

<^■^■"..»,.,.<>=0. *„н>=0 (/>=0,1.2.. -) (110)

При этом входные данные в задаче (1.7), (1.8) и в задаче (1.9).
(1 Ю) определяются из предыдущих приближений. В пулевом прибли
жении (то есть при /? = 0) из (1.7), (1.8) получается задача но. так 
называемой, теории эффективного модуля для определения «осреднеп- 
ного» поля перемещений 'u=.w'y

fiipti А', = 0 ( 1 • 11 )
г>ф։ = «?, /{цы Vit.i n.\i., = S° (1.12)

После решения задачи (1.9), (1.10) при р—0

(^Л'^։Л).,Н-С</яЛ։./ = 0 (1.13)

<М«л»„ . > = 0, = 0 (1.14)
определяется тензор ft |9|

/1цы = <Cl!bl -i- CilinnV^. я> (1.15)

и обратный к тензору К эффективный тензор податливостей //[9]. 
Можно решать задачу теория упругости при ее постановке в напря
жениях [9]. Тогда в качестве решения ։адачи по теории эффективного 
модуля получаем тензор напряжений -.
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2. Введем тензор концентрации напряжений А и тензор концепт- 
ранни деформаций В, такие «по

а/, -= Ai:bi(x)'ki. s»j = (2.1
то есть эти тензоры показывают как напряжения (деформации) в ком
понентах композита связаны с напряжениями (деформациями), вычис
ленными по теории эффективного модуля.

Поскольку напряжения и деформации теории эффективного моду
ля связаны законом Гука

'ij = кинем, ец =■ //цк! 'ы (2.2
л напряжения и деформации в компонентах также подчиняются закону 
Гука (111. io меж ЮрЗМИ концентрации МОЖНО ус гл нонин, сия <ь 
вида

А(л) —С(х)։Л(х)։Я
(2.3

В(х) я J(x): Д(х): Л

или в координатной форме

— Ciipq(x)Bp.-i,nn(X}ffrnn)it

Bim(x) — /ltp;(X)Aplfa։K(X)hinnkt (2.4
Тензоры концентрации в отличие от тензоров эффективных моду

лей не симметричны ио паре индексов. При однородной деформации 
е тензор В (а также и А) будет просто периодической функцией 

координат х и представляется в виде

Bttktix) = Д w - ։>я(х) (2.5
а функции .\^, определяются из решения задачи (1.13), (1.14).

3. Перейдем к выводу критерия разрушения композита в целом, 
если известны критерии разрушения каждой фазы. Примем, что крите
рий разрушения компонентов композита представляется обшей зависи
мостью вила [5]

■■ Pt hint* <■’֊)'/,- ... — 1 (3.1

где /Л,...ь.. (х)~тензоры ранга 2<у, ? = 2......... называемые тензора
ми прочности ко напряжениям.

Иногда критерий прочности удобнее записывать в деформациях

֊( Qutlmn (х)։ц։*; 6гпп -I- ... =1 (3.2

где (Л,.../,7(х) - тензоры ранга 2</. // — 1, 2......... называемые тензо
рами прочности по деформациям.

Ес ли материал ведет себя упруго вплоть до разрушения (.хрупкое 
разрушение) нлг. расе՝'? рнв - г ч .пр. гопластичсские простые про
цессы. то критерии (3.1) и (3.2) эквивалентны между собой.
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Подставим и (3.1) напряжения выраженные с помощью тензо
ра концентрации напряжений (2.1) через напряжения, вычисленные 
по теории эффективного модуля, п результат передним. Тогда получим

р'г‘1 ' . .. = 1 (3.3)
р;։.. (/? — 1,2...) называются эффективными тензорами проч

ности по напряжениям
Р Ц — {2/1~ ' • • ^^7֊ /2,/ —р-.Ъ? (*? ~ Ь “« • • •) (3.41

Аналогично для критерия (3.2) имеем

«ч ен — (Уцк!ГП1,еЧ " • • • = 1 (3.5)

где г? (<7=1, 2... ) называются эффективными тензорами проч
ности по деформациям

^։։...%/===<х^Н 1 (3.6)

Легко показать, что если эквивалентны критерии (3.1). (3.2). го 
критерии (3.3). (3.5) также эквивалентны.

4. Рассмотрим хрупкое разрушение слоистого композита с изо
тропными слоями (ось лэ перпендикулярна слоям). В этом случае

C/fc;(.va) £(*,)
1 ֊1- >(*3)

\ ՛՛ ( -*3 ) ՝ ՝

—г՜,—г 11k!I — 2>(xJ
(4.1)

где Е(хз) и у(л'э)— модуль Юнга и коэффициент Пуассона. Предполо
жим. что поле .макродеформаций (а значит и поле макроиапряженин) 
однородно, а критерий разрушения материала слоев имеет вид

A/M в1 И-2)
где

Л/*/(-т3) = . Z/,m. /ifki(4.3)
*>(•*3, о

предел прочности материала слоя при чистом сдвиге Критерий 
(4.2) с тензором прочности по напряжениям (4.3) является критерием 
энергии формоизменения и указывает на то, что наступление ра - руше
ния не зависит от величины гидростатического ьчвлення.

Из задачи (1.13), (1.14) находим

Г №1«-I <c;u>-' < C;՝,,c.,3kl > ֊ с,« | (4.4)
Отсюда и из (1.15) получим известные выражения для компонент 

тензора эффективных модулей упругости [9] слоистого композита

h ЦЫ =«<С»/М> - <^p«3Qln3 G3*f> -•
| I "Ь r«3nS > 1 ■\^,93/;3 Ч^'1 1 •

Обращая (4.5). найдем тензор эффективных модулей пода елпвое гц 
£/ для слоистого композита.
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Компоненты тензора концентрации деформаций В следуют из 
формул (2.5) и (4.4)

д1/таС-^я3|<С^5>-х<С"3։43С4»/> — Ся3н| (4.6)

Отсюда видно .что

ВцМ = △</*/ при /,/=1.2 (4.7)
для остальных компонент после подстановки (1.1) в (4.6) имеем

В»»
= (1-н)(1-2>) , < (14-0(1 2>) >

£(!-*) £(1-4)
(4.8)

^»11 -----^3322 — : г^зззз< ~ ^>» ^։з1з—^։з։з —
1—4 1—4 2Е Е ■

Используя зависимости (2.4) и (4.6), найдем выражения для ком
понент тензора концентрации напряжений в слоистом композите

= (С 1//лл — - СцрзСр^л *\^з« > 1 <С^'։з\з^Здад^>)/ !тг.М
(4.9)

Отсюда и из (4.5) следует, что

■А/зчг — Лз,к1 = △•ЗМ (4.10)
Остальные компоненты тензора концентрации напряжении определя
ются по следующим формулам:

. , _ _Е__ <£’(1->*) >-<£>/(1-4
)Ш гш </:/(!->)><£/( 14 >)>

. _ Е :<Е<( 1 ->’)> ֊ <£>/( !—.«)>
шг ' ։ш 1—V* <£.'(!—')> <£ (1 Н)> (4.11)

А _ А_____2_______ В <?/(!-')> . _ 2 £/(!+*)
”и 1— 1-7 <£7(1-4)>’ ■ 1։։։ 2 <Е/(1^)>

Между коэффициентами Д<;*г имеется зависимость
•411п Ип։։ = 2.4|Ш (4.12)

Для определения коэффициентов эффективного тензора прочности 
по напряжениям в формуле |3.4) положим^=2, подставим в нее тензор 
прочности слоев (4.3) и вычисленные коэффициенты тензора Л (4.10). 
(4.11). В результате получим следующие неравные нулю компоненты 
тензора прочности
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(4.13)

Между компонентами эффективного тензора прочности имеет мсс 
то зависимость, аналогичная (4 12>

(4.14)

Следовательно, эффективный тензор прочности слоистого компо 
зита также, как эффективный тензор модулей упругости, обладает 
пятью независимыми коэффициентами а плоскость. параллельная сло
ям. является плоскостью изотропии упругих ü Прочностных СВОЙСТВ.

Введем технические пределы прочности: «, и з, пределы проч
ности при растяжении (сжатии) вдоль и поперек слоев, и:, пределы 
прочности при чистом с тенге вдоль и поперек слоев, =/։ предел проч
ности при всестороннем гидростатическом давлении. Технические пере
менные связаны с компонентами тензора прочности по формулам

1--2- 1’ (4.15)

%՜՜՜ 1^^*3383 ’ ^>пп -• 4/-’ .212

Е <(1 —2')/(1 >)>

С использованием технических пределов условие разрушения сло
истого композита примет вид

Таким образом, разрушение слоистого композита может наступить 
и от всестороннего давления, несмотря на го. что материал каждого 
слоя в отдельности не разрушается при всестороннем давлении

Аналогично можно получить критерий разрушения слоистого ком
позита в деформациях. Для этого необходимо положить

2 / (4.17)

где ^(х,)—предел прочности материала по деформациям при чистом 
сдвиге, связанный с пределом прочности -.>(д-,)=б(х։) - 7»(л3) (О’(л\) 
модуль сдвига), и воспользоваться формулой (3.6). В результате по
лучим выражения для коэффициентов эффективного тензора прочности 
по деформациям
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о 1
Չ։ււ։ = %շշ = ՜7՜ < ЗдГ 1 ՜4՜ ^331» ՜* (^ззп~ О* I 

О I ի

/ л __ /)• ___ 2 հ' #>»аз(2^»зп~ 1) \
<п:и 'Հշշյյ о \ -Л

о ։ 4
֊<ժ12^ո(^ո֊1)֊1|>. Չ.^ = ֊ 
О Ч> о

^П22
\ь

<?™=<?  ̂= 4<(-^)'> %1։-<И1> (4.18)

Примем
^ш։”՜ ^и22 = 2^1212 (4.19)

Коэффициенты Н^т определяются по формулам (4.7) и (4.8). 
Непосредственной проверкой можно убедиться, что

= (4.20)

Критерий разрушения в деформациях для слоистого композита 
примет вид

Фцп(^п “1՜ Отз^эз՜1՜ 4Р]2Г2^г>“1_4<?;313(^3֊|-^23)

+ 2(%ц— 2%п) <?п 4- 2р;։з#п+ е„)еи = 1 (4.21)
Отметим, что приведенные выше рассуждения можно использовать 

и при определении начала пластических деформаций в композицион
ном материале, а критерии (4.16) и (1.21) можно рассматривать как 
критерии пластичности в слоистом композите. При этом во всех фор
мулах последнего раздела необходимо ~ъ и 7* заменить на и — 
пределы текучести по напряжениям и деформациям при чистом сдви
ге. Тогда о/?, с/_, ор, трг тд, определяемые по формулы (4.15), являют
ся техническими пределами текучести.

ԿՈՄՊՈՍՏՆԵՐԻ ՔԱՅՔԱՅՄԱՆ ՈՐՈՇ ՉԱՓԱՆԻՇՆԵՐԻ ՄԱ11ԻՆ

Վ. 1'. ԳՈՐՈԱՋԷՎ. 1«. Ե. ՊՈՕեԴՐՏՈ

Ա մ փ ո փ ււ ւ մ

Աշխատանքում աոաջարկւխոծ է, միշինացւեան իդեայի վրա հիմնված 
և յուրաքանչյուր կոմպողիտի առանձին-աո անձին քայքայմ ան էիենոմոնո- 
լողիակւոն չափանիշի հաշվաոմամր, կոմպոզիցիոն նյութերի -ամրության 
չաւիանիշների արւոածմ ան եղանակով։ Շ երտւսվոր կո մ ւղո դի տն ե րի ղեւղքի 
համար, շերտերի փխրուն քայքայման դեպքում, տրվում են լարումների և 
ղեփորմ արիաների ամրությւ/յն ւոենդորների րացահայա արտահայտություն- 
ներ շերտերի երկրա չավւական և մ եխանիկական րնութա դրի չուերի միջոցուէ։ 
Գտնված են տարբեր ուղղություններով շերւոավոր կոմ պո ղիտն երի ամրու
թյան. ոահմանի համար բանաձևեր և ւլուրս /, բերված լարվածւոքին վիճակի 
դեպքում ւ։ւմրության չափանիշ:
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ON SOME CRITERIA OF COMPOSITE FRACTURE

V. I. GORBACHEV. В. E. POBEDRYA

S u m m a r y

Method of criterion derivation of composite fracture has been sug
gested. This method is based on the idea of averaging. Formulas of 
strength tensors are derived for layer composite under brittle fracture of 
layers.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ Н А УК АРМЯНСКОЙ С С Р 

\ХХ\-1иГлмГ՜:. Механика

УДК 548.0:539.376

К ВОПРОСУ О РЕОЛОГИИ МОНОКРИСТАЛЛОВ

СИМОНЯН А. м., снмонян н м.

Прогнозирование ползучести кристаллов вообще весьма затруд
нительно при рассмотрении сложного напряженного состояния, изме
няющегося во времени по произвольному закону. Для обобщения рео
логических соотношений при одноосном напряженном состоянии на 
случаи сложного напряженного состояния обычно принимается предпо
ложение об изотропном упрочнении материала ([ Г] стр. 334), то есть 
выбираются какие-либо инварианты, определяющиеся тензорами на
пряжений и деформаций, и затем соотношения для этих инвариантов, 
легко проверяемые при одноосном напряженном состоянии, оставляют
ся в силе и для сложного напряженного состояния. Однако, обобщения 
такого рода оказываются оправданным։։ редко и лишь при определен
ных программах изменения напряженного состояния во времени.

В настоящей работе строятся реологические соотношения для мо
нокристаллов с Гринспен ։ рпровапиой кубической решеткой на основе 
концепции скольжения дислокаций, которая получила частные под
тверждения в работе [2] и согласно которой разница при рассмотре
нии осевого или с южного напряженного состояния нс является прин
ципиальной.

Основными гипотезами <десь приняты следующие:
I Деформации ползучести имеют место лишь ла счет скольжения 

дислокаций в системе плоскостей {111} в системе направлений < 110>.
2 Скольжение ни юкапий в некоторой системе скольжения, то 

есть а некоторой плоскости из системы плоскостей (111} и в некотором 
направлении ։։.« системы направлений .<110> (например, в системе 
скольжения (111) [011]. определяется лишь историей изменения каса
тельного напряжения, соответствующего этой системе скольжения.

3 . Сопротивляемость кристалла скольжению во всех системах 
скодьження одна и та же.

I. Получение основных формул

Рассмотрим гранепситрировапный кубический кристалл, элемент 
которого показан на фиг 1. Положим, что он находится в сложном на
пряженном состоянии, определяемом тензором напряжений
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Определим касательные напряжения, соответствующие системам сколь
жения, показанным на фиг. 2, где каждая грань является плоскостью 
скольжения, а каждое ребро направлением скольжения. Поскольку в 
каждой грани имеется три направления скольжения и всего четыре 

грани, не параллельные друг другу, то получается 12 систем скольже
ния. Соответственные им касательные напряжения определяются по 
формулам

-лв(Л/И5)- “|01Г|<110 — у$(ау Зж+ 'у/ Хгх)

^/И(ДМ5) = дточ (110(«.֊«,

■;по; (111) = (Зг~1х- - 4-' ) 
лу 1 «

'|0И| ( 11О = (°х“'3у

+' Ч-' )
1 ух 1 Ху'

•(7Ю| (Ч') -=у=- (=у— _’ху+Хг»)

^(ЬМК)
'|01ц(Н >) = ^=(’,-’х-

_'ух+\-х'

%В1(|И)=у=М 'ху



- Դ1Ճ| (1П) = -^(5-,։+тЛ.)

^,(ЛЛ1А-)_ -;|И1|(ГП)=^К

мл,( •''՛«/<) - (1Т')=7= ('rt-v+’J

-.քմս|(111) = -^(։յ-Հ.-^-Հ.յ (1.1)

Из формул (1.1) можно видеть, что касательные напряжения, со
ответствующие системам скольжения, связаны друз с другом семью 
соотношениями, поскольку они определяются уже при задании 5 вели
чин о., су, с», '.луу -у., -,:х.

Согласно первой группе этих соотношений, сумма касательных на
пряжений г. каждой плоскости скольжения и направлениях, соответ
ствующих обходу контура грани октаэдра (фиг. 2) против часовой 
стрелки, равна нулю:

Чой] (ч О "гкн| (ч 1) iiioj (ч 1)=о

дои, (111) ֊^|(Ч1) + у։101(11Ъ=Н)

4<JH|(lill *՜;ՍՈ;(111) ; "pojj (Ч I) — < > (1-2)

von= (ill) 1 щии(111)+7ио)(Н1)=О

Согласно второй группе соотношений, сумма касательных напряжений 
в направлениях, соответствующих обходу оснований октаэдра против 
часовой стрелки в плоскостях, лежащих по одну сторону от оснований 
октаэдра, равна нулю. При использовании напряжений, фигурирующих 
п (1.1), эта группа соотношений запишется гак:

՜թո) (111) ՜հ ՜ւօոյ (111) ՜ր -|0|ц (111) + Հ{օււ| (111) = О

’pop (111)՜՜ ՜րօԼ (111) ՜բ՜օ՜ււ (1՜1 1) T|ioj| (1 11) =

Wm>- Yuoj (111) ~ ՜բւօյ (111) "՜ ՜քսոլ (1 ii) = Ո Օ-Յ)

Согласно 2-й и 3-й гипотезам скольжение дислокаций в некоторой 
системе скольжения определяется лишь историей изменения соответ
ствующею касательного напряжения, и. следовательно, справедливы 
уравнения

7|0151(1П)=Ф1>г|(Ч1)1; 717օ1|(111) = փԽ|7օ,.(UDI;... (1.4)
где Ф—некоторый оператор по времени: у часть деформации сдвига, 
вызванная скольжением лишь в соответствующей системе скольжения, 
а не деформация сдвига, соответствующая данной системе скольже
ния. что существенно, так как скольжение в некоторой другой системе
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скольжения также дает вклад в деформацию сдвига в тинной системе 
скольжения.

Используя 3-ю гипотез}, запишем также очевидные соотношения

<И>|(П1)1-*1 ՜ր»ր|(14)|= 'I’lVondlDI (1.5)

С помошыо выбора оператора «Г» можно описывать реологию крис
талла, происходящую по произвольным законам.

Например, для описания идеальной пластичности достаточно при
нять

Фр(О!=О, если р#)|<-1։ 0< = </ (1.(5)

ФР#)]/0« если имеется < из |(), f|, для которой՝ |/.(с)| = -д, -л кри
тическое касательное напряжение.

Запишем выражение для деформаций в ортогональных координатах 
л*, у, г. как для сумм вкладов от скольжений:

/ 6 5л՛= (Hl) - Հ|7փ| ( Н 1) ֊ք֊ 7բ01ւ (111) — (И 1) -|

i|i10.(lll) 7|T«Tj(lH) 7|:o’jjOH) Հ if., (HI)

}' 6 гу = 7[oni (Hl)֊ 7[։j֊Oj (HI) I- f|y։o։ (111 ՝ —7ц,Н| (Hl) —

՝i|0t||(Hl) : T.'jid ( 1 1 1) - .|OJ||(HU ( И H

/б T(joi; (Hi) , oi J j (111) у,,!)! (Ill) '.polj (HI) •

՜կւաւ (41) — ( H։) t քթպ ( И 1) -• 7|l0|| (111)

f 6 Հրv = Հյոօյ (Hl) 71Tl)ll (111)֊ 7loHl (111)4 (1 H)

՜ f|6Ti| (Hl) -{- ’»fio'iJ (1 И) 4- T|un| (1H) ՜ цши (1 H)

1'6 — '|[йп| (1 ■ И : 7[Го1|(1Н) 7ц|п| (НГ) ՜ '■'ли, (Hl) ՚

+ qToTj (Hl) — Tfimi (* 1 О Y[iio| (Hl) ■ 7рр-ц (1 H)

/6 '\։x ՜ T[ofjj (41)4՜ *i-по] (HI) 7|цс (Hl) — ՜. 01-։յ (111)

՜7՜ 7|(Гц{ ( H I) — ՚է՚..10ւ (II i) ֊ 7гол|(Н1) 7[ijo|(Hl) (1./)

При использовании (1.7), (1.1). (1.5) и (11) окончательно получим 
следующие соотношения между деформациями и напряжениями в моно
кристалле с гракеиентрнрованнон кубической структурой в ортогональ
ных координатах х, у. z, оси которых совпадают соответственно с 
кристаллографическими осями |001|: [010] и 1100]

- ( Н% - I ֊ IHv;
/6
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1 х<1.„ Г՜ «; + (-։)'■.- +(-։)%.•
I /6՜

j.—°.r-l <-l)\>y + (—I)՛-.՝.- 
/б

д.-~ду + ( -~ПЧгу~г(—l)Z~2.r 
лг

1 V.i„. I-.. г(-1)'-« (-i)'(’y-’y)
՛7¥ ,>!ФI --- ----- 7F------

(1.8)

му~г(— I )'~yz (— 1)' (°-Г—3z)
/б

где суммирование производится по всем комбинациям i, j\ принимаю
щим значения I и 2. то есть каждая из формул (1.8) состоит из восьми 
слагаемых операторов ‘1’ по соответ»тующим функциям.

Определение оператора *1» может быть осуществлено при изучении 
реологии монокристалла в условиях осевого напряженного состояния, 
если направление осевого напряжения совпадает с. одной из осей [100]. 
[010] или [001]. Например, если действует напряжение s,։(/). направле
ние которого, как указано выше, совпадает с осью [001]. то согласно 
(1.8) имеем

ег = Аф
/б

g.r(O 
/6՜ (1.9)

Таким образом, если деформации одноосной ползучести описываются 
некоторым выражением

ег = П[оДО1 (1.10)

то для построения оператора Ф, с помощью которого описывается пол
зучесть при любом напряженном состоянии по формулам (1.8). доста
точно принять
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I Ф|о(0| = ^-П|/6>(0| (lll)

При плоском напряженном состоянии в случае, если равны нулю на 
([ряжения на площадке с нормалью, совпадающей с одной :։?. осей х, у 
иг, или. что то же, [001], [010] и [100]. ура; нения (1.8) записываю гея 
более кратко. Например, если ь -~г< = = 0. то

(1.12)

1 ',уг — 7 .’.г— О
Если же при плоском или даже при осевом напряженном состоянии 

площадка пли площадки, па которых напряжения равны пулю, имеют 
нормали, не совпадающие с какой-либо из осей [001], [010] и [100], то 
следует определить напряжения к системе координат л у. г и использо
вать формул։.։ (1.8).

Эти процедуры буду։ осуществлены для опенки анизотропии рео
логических свойств монокристалла. Положим, что на монокристалл 
действует растягивающее напряжение с(/)։ направление которого с 
осями [001], [010] п [100] соответствует «, Р и 6.

ГI о л ьз у яс ь фо р м ул а м ։ ։

а., —- a COS2?, == G COS2?, О• = <5 cos?6

' r՛՛ = - COS? COS?. 'yz = 'COS? COSO, = s COS« COS'* (1.13) 

зависимостью осевой деформации >• в направлении действия напряже
ния о от деформаций в системе координат х, у, z

t=tKOs’a-SrCOs’S-H-cos’*-*- •; .....cosacos? I , vzcos?cos;. r- 7, .cosocosa (1.14)

а также соотношениями (1.8). получим соотношение между V и о. опре
деляющее реологическую анизотропию монокристалла

e(f)= I (COS«4-COS?)(COS» -COS?—СО$3)Ф yU (cosa -t- cos? )X

X(cdS3—cos3—coso) -Heos» rcos?)(cos? - cos?4-cosr՝)<I> Y^2(C0S3 - COS?)>
V 6

X(COS? —COS? —COS'*) j-(COS’ COS?)(COS» -I COS? — COSO)d>| ~r(cos« —COs3)X
I I к 6
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(COS? -COS?—C >S;O +(cbsa COS?)(COS« COSß-r-COS'։)^ =g2(C0S« 
}z6

COS?) '

X(cos« cos? - coso) ! (cos'? cos*)(cos?֊cos*—со5«)Ф 4Ü(cos3h֊cos?)X 
Y 6

X(cos?—cos^-f-cos«) 14- (cos? cos^)(cos? -coso—cos«)‘p| =f2(co$84-cos^)X
Y6

7 (COS? — COS'?

(cos? i COSO

--- COS«) I

—COS«) I

— (COS?—COS?>)(COS? COS'? -cos«)<t> -!-Ü(cos? -COS0)X
Y6

-|-(cos?—COS^XCOS?—COS5-rCOS«)<t>| 4=(cos?—COSO)X

X(cos?-f-cos'X| cos«) -Hcoso j-cos«)(cos”--cosa -cos?)«!֊1 y=(coso֊֊cosa)X 
Y 6

X(cosf'—cos« cos?) (cos$ eos«)(coso—cosa—cos?)fl> -5=(COS”֊|֊ COS«)
Y6

(COS'? COS«—COS?)

X(coso cos«—cos?)

(COS?— CO$«)(W' . COS« COS?)f!> “(COSO —cosa)x 
Y 6

— (COS4—COS«)(COS'< COS«—cos3)(|> -=(cos'?—cos«)X

/ (COS'H-COS«—cos?) (1.15)

Формула (1.15) позволяет сделать некоторые выводы об анизотро
пии монокристалла даже без конкретизации оператора Ф. Например, 
при сравнении реологических свойств монокристалла при действии на
пряжения « в направлении [001] (cos«—1. cos?=cosi>/=0). которые 
определяются вытекающим н.։ (I 15) соотношением

Ц7) * ф|^
/6 |f (5 з=0, ? = 5 = — 

2
(1.16)

и реологических свойств при действии напряжения п в направлении

|0П| COSS^COS которые, согласно (1.15), опре

деляются соотношением

-*-Т ։-Т |И7>
приходим к заключению, что в направлении [001] монокристалл де
формируется э два раза быстрее, чем в направлении [011]. независимо 
от оператора Ф. Этот вывод получил экспериментальное подтверждение 
при изучении ползучести монокристаллов алюминия при различных 
программах изменения растягивающего напряжения и температуры [2].

При действии напряжения ”, направленного вдоль оси [111]
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(cosa = eosji — cos^ == согласно (1.15), имеем
\ /3/

Из сравнения (1.16) и (1.18) видно, что дсформативные свойства 
монокристалла в различных направлениях различаются более, чем в 
два раза.

Рассмотрим теперь вопрос о пластичности монокристалла. Соглас
но (1.6) и (1.9). пластичность монокристалла при действии нагрузки

3 |.
вдоль оси .г начинается с момента достижения некоторого кри

тического значения -л. то есть зл..ск =/$■■:.<, что совпадает с значе
ниями и Согласно (1.17) такое же значение предела те
кучести соответствует растяжению в направлении [011|, как и в нап
равлениях [101] и (110). Если же растягивающее напряжение нап
равлено вдоль оси [111], то, согласно (1.18), предел текучести выше 
на ,50 %.

7^=՜* =„„,„,=4/§-,.= 1,5 с1>։։ (1.19)

Условие пластичности при сложном напряженном состоянии запишется 
так:

шах[|5,- - а,] 4 |^| 4- ]тл||=» с.гтс(< (1.20)

где Z, j и k могут принимать значения х, у и z.

2. Обсуждение результатов

Рассмотрим гипотезы, лежащие в основе вышеизложенной реоло
гической теории.

Согласно первой гипотезе движение линейных дислокации ՝. гра- 
нецеитрированных кубических кристаллов имссз место лишь в системах 
скольжения {111} < 110>. Движение дислокация в этих системах 
скольжения имеет теоретические и экспериментальные обоснования 
(13), [‘I] и др.). видимо, является превалирующим, хотя при высоких 
температурах наблюдается скольжение и в иных системах скольжения 
([4]. [5]).

Более проблематична справедливость второй гипотезы о зависимос
ти скольжения дислокаций в некоторой системе скольжения только оз 
истории изменения каса тельного напряжения, соответствующего этой 
системе скольжения. Как показано в работе (б), гндростатпческ-ое дав
ление упрочняюще влияет на пластичность монокристаллов, что нс 
согласуется с данной гипотезой. Однако, здесь следует учесть, что в 
?тих экспериментах [6] влияние гидростатического давления на плас
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тичность проявлялось лишь яри значениях гидростатического напря
жения. по крайней мере, яа порядок больших осевого напряжения, так 
что при обычных условиях нагружения, когда приложение гидростати
ческого давления нс является гамонслыо, влиянием шарового гейзера 
напряжения можно пренебречь, как это и имеет место в основных со
отношениях (1.8). Следует отметит։., что в гипотезе 2 пренебрегается, 
кроме того, взаимодействие скольжений в разных системах и влияние 
упрочнения в одной системе скольжения на деформатнвные свойства в 
другой системе скольжения.

В работе [7] отмечается существенная анизотропия деформацион
ных свойств гранецентрированных кубических монокристаллов, кото
рая является сходной как в количественном, так и в качественном от
ношениях для монокристаллов различных металлов, что вообще сог
ласуется с (1.15).

Положим, что у поликристаллов, состоящих из хаотически распо
ложенных зерен гранецентрированных кубических монокристаллов, 
пластические деформации начинаются с достижением условия пластин- 
пости в каком-либо монокристаллическом зерне.

Согласно (1.6), условие пластичности определяется достижением 
касательного напряжения в какой-либо системе скольжения критичес
кого значения причем в поликристалле всегда можно найти моно
кристаллическое зерно с такой ориентацией атомных плоскостей, что в 
одной из систем скольжения возникает наибольшее касательное напря

жение, равное - (<7։ —°з). где о։ и а3_наибольшее и наименьшее значе

ния главных напряжений. Отсюда .мы получим условие пластичности 
Греска—Сев-Венана о постоянстве максимального касательного напря
жения [8]. Вообще говоря, построение модели внутризеренной ползу
чести поликристалла на основе реологических свойств монокристаллов, 
на наш взгляд, .может быть осуществлено лишь с чрезвычайной осто
рожностью. так как деформационные свойства монокристаллов коли
чественно существенно зависят от размера п формы зорен.

3. Иллюстрации использования соотношений (1.8)

Рассмотрим чистый изгиб моментом Му(1) длинного монокристал- 
личееко.'о стержня, сечение которого имеет ось симметрии (фиг. 3), 
причем осп х. ։/. г совпадают с кристаллографическими, соответственно 
обозначениям ։։. 1. Примем гипотез} плоских иедсформируемых сечений

£.r = Û(/)Z (3.1)

и подставим оператор П, описывающий одноосную ползучесть, соответ
ственно теории течения [9]

П|х(/)] k Ç |x(t)|” slgn x(;)rfE (3.2)

b
Используя (I 11), (3.1). (3.2), a также сравнения равновесия
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p,£//■’= 0, рдс(//?=Му (3.3)

л '/

получим М/) = 7^а__ (34)1

>

где местоположение оси // (пли начато отсчета г) определяется услови
ем

J |y|l,''n sign у dF — Q (3.5)

г
то есть распределение напряжений не отличается от изотропного слу
чая.

Фиг. 3

Рассмотрим теперь кручение длинной тонкостенной цилиндрической 
трубы радиуса г и толщины ') при угле закручивания на единицу 
длины 0(/). Переходя к цилиндрическим координатам г, ?, л՛

г = /у։-;-г։, агс(£?«= — (3.6)

используя очевидные условия
7^ = е(О, Т,г«0 (3.7)

для определения напряжений -.у! и х.х (остальные напряжения равны 
нулю) получим

2Ф sln<f 9ф [1фД).(СО5? Ф -ЛЛ ?).
/б | /б I [ Тб

X (sin? |-СОь?)-|-Ф | (Л ?) ?)
/б (3.8)

2Ф|—/ir2]cos? : 

< (cos? — sin?) 4֊ <l> |

I /б

-уг(Л ?)—-лг(/, ?) 
/б

■уЛЛ?) •.-.»■('■?) 
/б

Крутящий момент определяется ио формуле 
2г.

,И(/)х=гг3 | [ТуД/, ?)COS? ֊ -гг(/, ?)sln?jd?
О

| (cos? sin?)—0(0 (3.9)

(З.Ю)
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11։ՈՆՈՐՅՈ144։'|,ՆԵՐ1’ 11Ы11 ՈԴհ11.?Փ JI.P3I՛ 1Ո1.11ԻՆ

1Լ, Մ. ՍւԱրՈՆՅԱՆ, Ն. 1Г. ՍԻՄՈՆՅԱՆ

11. »1՜ փ ո փ ո ։ մ

Հիմնվելով դիսլոկացիաների սահրի կոն ցեպցիա յի վրա, կառուցվում են 
նիստակենտրոնսււին խորանարդ ցանցով մ ոնոր յուրեղն երի հարարերակցու֊ 
թքունն երր։

ինդունվ ած են հետևյալ վարկածն երր
I. Սու/րր տեգի ունի դիսլոկացիաների սահրի պատճառով {// 1} հարթու

թյուններում Հ.110Հ> ուղղությունների համակարգումէ
2. Դիսլոկացիաների սահրր' սահրի որևէ համակարգում > որոշվում է 

միայն շոշափ ող լարման ւիովւոիւմ ան պատմությամբ սահրի այգ ՚>ամա- 
կ արդոլմ։

3. Սահրի րոլոր համակարգերում դիմադրողականությունը
սահ րին նույնն էէ

Ս տարված են հարաբերակցություններ դեֆորմ արիաների և լարումն երի 
միշե րարդ լտրվածային վիճակի դեպքում' ելնելով նշված կոնցեպցիայից։

ON THE RHEOLOGY OF SINGLE CRYSTALS

A. M. SIMONIAN, N. M. SIMONIAN

S u m m a г у

Based on the concept of dislocation slip a rheological relation has 
been constructed for single crystals with a face-centered cubic lattice. 
The following hypotheses have been adopted

1. The creep is due to the slip of dislocations in the set of planes 
{Hl} and the. system of <11(T> directions.

2. The slip of dislocations in a certain slip system is determined 
only by the history of shear stress corresponding to this slip system.

3. The resistability of a crystal to the slip Is the same In all the 
slip systems.

The relation between strains and stresses has been obtained by the 
complex stress state according to this conception.
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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ УСТОЙЧИВОСТИ
УПРУГИХ стержней

ГОЛЬДИН В. Г.. КОЛМАНОВСКИЙ В. Б.

Р

X
ФН! |

Задачи оптимизации устойчивости упругих систем имеют весьма 
длительную историю, изложенную, например, в работах [1—7]. В [7] 
для нескольких способов заделки получено необходимое и достаточное 
условие оптимальности, а также дано выражение для формы стержня, 
при которой критическая сила потерн устойчивости максимальна.

В [1] рассмотрев консольный упруго аде. инны։: стержень, В на
стоящей работе получены оптимальная форма потерн устойчивости и 
значение критической силы для иных способов заделки упругого стерж
ня. Поскольку способ решения всех рассмотренных ниже задач идентн 
чей, изложим его подробно лить для первой из них. ограничиваясь в 
отношении остальных постановкой »адачи и формулировкой получен
ных результатов.

I. Верхний конец стер пеня может свобод
но смещаться. но не может поворачиваться, 
нижний конец стержня упруго заделан. Верх
ний конец стержня находится под действием вер
тикальной сжимающей силы Р. Линия действия 
сжимающей силы при потере устойчивости ос
тается вертикальной (фиг. I). Длина стержня 
равна I, а коэффициент жесткости заделки а. Че
рез Е обозначен модуль Юнга материала, а че
рез ./(х) момент инерции поперечного сечения. 
Задача об устойчивости такого стержня рассмот
рена в книге |4).

Обозначим через у(.т) прогиб стержня, от
считываемый от линин действия сжимающей силы. 
Деформации стержня предполагаются достаточно 
малыми. Тогда соотношения, определяющие у(л‘) в 
рамках линейной теории упругости, имеют вид |4] 

у" 4-Р(Л7)֊х у = 0 (1.1)
у'(0) = 0, у'(/)=А֊»у(/) (1.2)

Здесь у'(х) ~ ду(х) дх. Обозначим через 5(х) 
площадь поперечного сечения стержня. Считается, 
что поперечные сечения стержня — подобные фи
гуры. Тогда

4 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 4
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./(х)=Л52(х) (1.3)

Здесь постоянная к>0 определяется формой поперечного сече
ния стержня. Кроме того, имеется ограничение на объем стержня

։
5(л)</х=1/. У>0 (1.-П

6
где У—-заданное число. Задача состоит в выборе такой функции 
$(х)>0, удовлетворяющей ограничению (1.4), при которой критиче
ская сила потери устойчивости будет максимальной. Известно 
| 1, 2.5—7]. что куб оптимальной площади поперечного сечения 5(х) 
пропорциона пен квадрату соответствующего прогиба. Поскольку, од
нако, прогиб удовлетворяет однородной краевой задаче (1.1), (1.6), 
то величина размерного множителя в условиях оптимальности может 
быть принята равной единице. Таким образом, необходимое условие 
оптимальности, связывающее площадь поперечного сечения 5(л*) и 
его прогиб у(х), имеет вид

у=(л:)=53(х), (1.5)

С учетом (1.3), (1.5) соотношения (1.1), (1.4) принимают вид
I

У "(*) Ф т֊У"Цх)=0, 1 уГ(хк/х= V 
/:/г .1 о

Введем новые величины л*,, Р։, уДл^) по формулам

л:։ = —, Р,-=Р—, У1(^1)=(—■ )* У(х) (Хл։<1 (1.6)
I я. \Рг/

В новых переменных получаем следующую краевую задачу՛

у!+ у՜ г = о, у;(о)=о. у;(1)=/°։у։(1)

о
На основании [7] решение задачи (1.7) записывается в параметриче
ской форме следующим образом:

у։(0) = Сг81п30 (1.8

х1(в) = ^-4'^_2.51п29^+С։ (>-9

Здесь С։, С2— постоянные, параметр &£]%. $։|. Числа &0 ” $։ удовлет
воряют условиям

х։(Ц>) = 0, х։(б։)=1 (1.10

С учетом краевых условий задачи (1.7) заключаем, что справедливы 
формулы
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= 0 (1.11)dxx 4 »t

lvL֊'°.y.(^)|| =0 (1.12)
I dxx I l^e,

Из изопериметрического условия вытекает, что

Для определения постоянных величин %, 0։, С։, С2, я также силы /\ 
преобразуем соотношения (1.10) (1.13).

Из (1.11) имеем /з’С{'3со$&0 = 0. Поскольку ищется нетриви
альное решение у։ т=0, ти С։^=0. Значит,

cos&0 = 0 (1,14)
отсюда следует, что sin290=O. Из (1.10) вытекает, что

si" 2»о) + С։ = О

Так как sh։2%==0, то

^cf9։+cs-o, c,=-/Jch. 0>5)

Ввиду (1.10) будет

/ 3 - / 1 \ / 3 В / 1 \!-֊ (0։-0o֊Tsin20j

9
Ч «—- j (1.16)

/з ^1—%- — Sln29j

С учетом (1.12) заключаем, что

/3Cfc‘>s°i=^c1sin։։il. (|л7)
1 1 ‘ sin30x

Из (1.13) следует, что

®. «I
С 2. dxy С 2 угд 2] У’(°> dT‘/J = J С> sln’elAq (l-cos20)d0 —

-/з er'}.»«. - /3сг(|- 22.' +1 „л - 4,.+ -
е.

-^s,n40o)e7P«՜7

Так как sin 20о = sin 46О = О, то получаем соотношение
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/5 1. / I \— (3(1,֊-281п2&, г_5|П401-36^= ~ (1.18)

Из (1-16) и (1.17) находим выражение для Р։

Зсоб&։ А,—60 ֊ й!п201 

р —--------- _------------ - ---------
։ 2з1пЧ

Исключим С| и Р. из равенства (1.18) с помощью формул (1.17) и
(1.19). Получим уравнение, связывающее параметры б։ и

(1-20)

(1.19)

30,—‘2811’20,4- -у 81 п 40,—30о

2/2

СО8&,

— ь!п2оЛ 810’0, 
2 7

Если числа 0*. 6* удовлетворяют уравнению (1.20), то числа 0^4 -т ։ 
0^4-~яг (т— целое) также удовлетворяют этому уравнению. Так как 
переход от одной пары чисел к другой может лишь изменить знак 
функции у,(б , который не имеет значения в рассматриваемом случае, 

то, согласно (1.14), можно положить 80=- —. Определим теперь 
2

интервал, в котором следует искать 5,. Этот интервал должен удов
летворять двум условиям:

1) при изменении параметра 0։ внутри этого интервала правая 
часть уравнения (1.20) должна изменяться от и до с», поскольку 
т€(0, ос).

2) на искомом интервале функция у,(б) должна иметь наимень
шее возможное число узлов, так как вычисляется наименьшее собст
венное значение краевой задачи (1.2) (соответствующее наибольшей 
величине критической силы).

Нетрудно убедиться, что этим требованиям удовлетворяет ин
тервал /о, 20. Таким образом, задача сводится к определению при 

заданном значении параметра •; числа 0, £ ( 0, -20 из уравнения

] з /----------------------------------------
30։-281п2&, -^ш40։ф-^ / СО$6
_____________ 4________*■__  Е _________________________ (1.21)

2 | 6, - ֊ ։й|2а։ —՝У 5Ш։6։

После этого величина Рг пропорциональная критической силе, опре
деляется из уравнения (1.19), постоянная С, вычисляется но формуле 
(1.16) и постоянная С։—но формуле (1.15). Наконец, функция урЧ-?,). 
пропорциональная оптимальному профилю, определяется с помощью 
соотношений (1.8), (1.9). Полученные при различных значениях пара
метров результаты вычислений обсуждаются в § 1. 
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2. Упруго опертый ни концах стержень имеет заделку ни одном и 
шарнир ни другом конце. Как и в первом параграфе, обозначим через 
Р вертикальную сжимающую силу, через I, Г7—соответственно длину 
и объем стержня, через Е модуль Юнга материала стержня. Пусть 
далее ./(л) —момент инерции поперечного сечения, ■$(.«)—площадь по
перечного сечения стержня, у(х)—прогиб стержня, а постоянные а1? а, 
-коэффициенты жесткости заделки концов. Запишем соотношение, 
аналогичное (1.1) и (1.2). для рассматриваемого случая [4]

Г+Р(ЕУ) ։у-0, >-(0) 0. /(/) =41 Р>''Н) (- + ֊)+У(/) 
/ | \ал о./ (2.1)

Положим т—2։7.2(я։-|-з.г) Тогда -?.-։֊|֊х7։.
Условие (2.1) перепишется в виде

(2.2)

Будем считать, что объем стержня задан, то есть справедливо ог
раничение (1.4). Используя далее необходимое условие оптимальности 
1'1.5) и проведя замену переменных (1.6), получим следующую краевую 
задачу:

у;+уг,/3-о. у,(О)-о. у,(1)=у;(1)(։-р>)

О
Соотношения (1.8) — (1.10) сохраняются в прежнем виде. Из (2.2) 

получаем
С151п3&0«0 (2.4)

Значит,
Л""

81п%-0, 81п20о=О, 1ГЗС’ ’(1-Р։)со8б։-С։51па6р С֊'3= 1—^'о00591-

(2.5)
Из (1.10) следует, что

’|с|ч..гс,-и1 1ш20=1 (эд

Отсюда имеем
с?'3= —---------Ц-------------  (2.7)

/з(01 бо--֊ 51020^

Из (2.5) и (2.6) получаем выражение для Л

251пл9,
з/\—§1п20։ ^СО5$։ 

* 2 /

(2.8)
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В соотношении (I 18). к которому сводится требование ограниченности 
объема, не участвуют граничные условия. Поэтому оно остается неиз
менным и для рассматриваемого случая

^30, — 2sin20։4- —-sin 46,—3-% | = \Р f ’/•'

С учетом (2.7) получаем уравнение

. 30, 2sln2&t֊|—у sin4&։ —Зб0
;-----------------------rf֊УЖ-Т (2-9)

ГА-Гуо- — sin20։)

Здесь Р, выражается формулой (2.8). Рассуждая аналогично § 1» 
в соответствии с (2.4) положим го есть С։=-О. Величину 9, бу-

дем искать в интервале Уравнение (2.9) сведется к сле

дующему:

, 30, 2sln20։ ~siii46։
___ L_ 1 1/
-2/3 ^։_lsiI12o։y Г 

 2sin*6,_______ 
3^9, ֊ $in29,^cos9j

(2.10)

2) определить ~ 3
2՛ 2

.Алгоритм вычислений здесь следующий:
1) задать величину параметра 7^(0, оо);

из уравнения (2.10);

3) определить величину 1\ по формуле (2.8);
4) определить зависимость у; 3(.г։) по формулам (1.8). (1.9).
3. Верхний конец шарнирно оперт, нижний упруго заделан. 

Через Р, /, 1/, -х, Е, ./(л՜). у(л՜) обозначим ге же величины, что и в 
§ 1. Прогиб стержня у(-г) удовлетворяет соотношениям

У'Ч֊Р (£/)֊>-֊ 0. у(())֊֊0, /(0 = у(/)(Д + ^)

Краевая задача, аналогичная (1.7) и (2.3), запишется следующим об
разом:

у.-тУГ1'3^. Ут(О)=О. У,(1)-(1г^)У,(1)

з/з/ Т И/£Л\։'2-г=7(֊)

Используя (1.8) — (1.10), получим

C։sln36o = O. slnGo = O; sin2Go=O, IjL С]/590-гС։= 0

/з / I \
V (°1-®O - sin20,) =1, /TC;/3cosG։ =« (lфР,)С,sin’9,

4^ \ •* /
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— c!/<։ ( 39х—2sin2&x4- 4 sin49x-30o)= ТРГ ’

Отсюда вытекает равенство

/ 1 \ ' ■31^1֊ % — Sin26։ JCOSÛj

2s m3(/։ 0-1?
.Аналогично первым двум параграфам имеем

35j—2sin20։4- — sJn40x -39
4

2/3 (0x-&o֊4sln25;

- 4 sïn29x ) cos9.

2sin09.

(3.2)
Проводя далее рассуждения, подобные § I» получим, что &о = О, а 

/ 3 \число б։ следует искать в интервале ( Уравнение (3.2)

принимает вид

39j—2siJj2O։ |- — sln49։
''________ 4______

2/3 (9, 4sln2û։y
(3.3)

Способ вычислении roi же, что и выше. Именно, вначале задается 

7^(0,'хэ), далее определяется параметр 9։Ц z. -г), затем вычис

ляется величина Р, по формуле (3.1) и. наконец, находится зависи
мость у]/3(л*х) по формулам (1.Я), (1.9).

4. Результаты рагчегов. Схема решения задачи в каждом конкрет
ном случае сводится к следующему:

1) по заданным значениям V'. /, Е, k, i (см. § 1) находим вели
чину 1 (см. (1.7)): 2) определяем 9։; 3) определяем !\\ 4) находим 
функцию ух(-гх); 5) с помощью формул (1.6) находим фактическое 
значение критической силы Ро и прогиб у(л'); 6) находим оптималь
ную площадь поперечного сечения из условия {1.5).

Уравнения (1.21). (2.10) и (3.3) были решены относительно 0г на 
ЭВМ. Параметр -, изменялся от 0,25 до 10 с шагом 0,25. Для задач 
1, 2. 3 па фигурах, соответственно, 2, 3. 4. построены графики зави
симости уу3(х։) при 7 = 0,25; 7 = 5. При 7=10 кривые на фиг. 2—4 
практически не отличаются от соответствующих кривых при 7 = 5. 
Отметим, что функция yf3(xx) пропорциональна площади поперечно
го сечения, то есть ее график представляет собой модель оптималь
ного профиля стержня. На фиг. 5 кривые 1, 2. 3 представляют зави
симость IgPj от 7 для задач 1, 2, 3 соответственно.
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SOME PROBLEMS OF STABILITY OPTIMIZATION OF ELASTIC 
BEAMS

V. a. COLDIN. V. B. KOI MANOVSKY

S и m тагу

In the present paper the solution of problem of stability optimiza
tion of elastic beams is presented. The shape of the optimal beam and 
the critical value of the load are derived.
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ОБОСНОВАНИЕ ПРИМЕНИМОСТИ УРАВНЕНИЙ 
КОРОТКИХ ВОЛН ПРИ ПОЛУЧЕНИИ УРАВНЕНИЯ 

МОДУЛЯЦИИ ГАЗОЖИДКОСТНОЙ СМЕСИ
БАГДОЕВ Л. Г.. ПЕТРОСЯН Л. Г.

В работе [1] были получены и решены уравнения нестационар
ных двумерных коротких волн для сжимаемой жидкости. С учетом вяз
кости и теплопроводности соответствующие уравнения получены в [2].

Исследование лучевых решений и дифракционных՜ задач для неод
нородных сред проведено в [3, 4],

Построение общего вида уравнения коротких волн для слабо дис
сипативных сред и конкретизация коэффициентов для геплолроводя- 
щей жидкоеН1 с несимметричным тенором напряжений выполнены в 
[5. б].

Получение уравнений мя волн модуляций из уравнения коротких 
воли, заменяющего систему уравнений среды, для микрополярных 
электропроводящих жидкостей с пузырьками газа при наличии маг
нитного ноля и их применение к дифракционным задачам приводятся в 
работе [7].

Примененный в указанной работе метод получения уравнений мо
дуляций является довольно общим и простым.

В настоящей работе па примере более простой среды, представля
ющей вязкую жидкость с пузырьками газа, дастся вывод уравнений мо
дуляций из исходной системы уравнений и показывается, что окончи 
тельное уравнение .модуляции совпадает в основных порядках с урав
нением. полученным в работе [7]. для данного вида среды. Гем самым, 
обосновывается возможность использования общего подхода [7] ыя 
получения уравнений модуляций волн, основанного на использовании 
уравнения коротких волн, вид которого известен для произвольных 
сред [5, б].

Для простоты рассматривается плоская задача.
Уравнения движения вязкой сжимаемой жидкости (смеси) имеют

вид
ди , ди ди 1 др 1 д /ди , ди\ /д'2и , дРи\ ...
>п дх ду р дх 3 дх\дх ду/ \дх2 ժ\»* ՛

дг> . ду ди 1 дп լ д /ди дг՝\ /сРт , д*у \ ...--4/4— 1-1'—------ ֊7 4 — (֊ ՜յ+Կ՜ր՚ր՜ր) (2)
Ժ/ о.с ду р ду 3 ду\дх ду/ \дх* ду՝ ՛

да /ди дг՝\
т- + р(т-+ —)=° (3)
д։ ՝ дх ду/
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Где и, V—проекции скорости частицы на оси л, у. р давление, <•— 

плотность, /—время, •*=— -коэффициент кинематической вязкости.
Р

Здесь произведены осреднения величин (среднее давление р, о — плот
ность и т. л.). Осреднение проводится по элементу объема смеси, со
держащему много пузырьков, но имеющему малые линейные разме
ры по сравнению с характерной длиной движения.

Ниже рассматривается гомогенная жидкость, представляющая со
бой простейшую модель жидкости с пузырьками газа, в которой пре
небрегают всеми эффектами, связанными с пузырьковой структурой 
газосодсржания, за исключением сжимаемости [8].

Обозначим величины, относящиеся к газовой фазе, индексом 
а к жидкости—индексом /; например, р/ и о., означают плотности 
жидкости и газа соответственно. Определим • как объем газч в еди
нице объема смеси, тогда для плотности газа имеем |8]

Р = Р,(1 ’?) 1 «У

В континуальной теории вкладом газа в массовую плотность обычно 
пренебрегают, тогда для плотности смеси запишем [8]

?=Р/(1֊?) или - 0)

плотность жидкости считается постоянной.
Если допустить, чю газ и жидкость движутся с одинаковой ско

ростью. то массу газа в единице массы смеси можно счи:ать посюяп- 
ной [8]

-’Const

Учитывая, что при постоянной гемператург Г (изотермический про
цесс) давление и газе пропорционально рг, то пре ты ;ущее ранен-
ства можно переписать в виде |8|

РС1
---------  const ИЛИ 
1-3

1
/Л. dt

1 d\i 
¥ dt (5)

Уравнение состояния для пузырька при изотермическом процессе 
имеет вид

, 1 dp. 3 dR
-const пли __^+_ — =0 (6)

где R— радиус пузырька.
Пользуясь условием непрерывности напряжений на границе пу

зырька и жидкости, в том числе и вязких напряжений, можно получить 
для давления р в жидкости следующее выражение [8]:

Pt-P^s
d֊R /б//? \- -\*_dR_
dt* Г 2'Л dt ) ' R dt (7)
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Здесь допускается, что соотношение (7) между р и р^ сущест
вует и в смеси.

В силу малости. /?
(1Ц квадрат -----
(И

отбрасываем и заменяем полные

производные на частные, причем после линеаризации получим

</7? 4р дЯ /п и п'\
</?="'+'?) (8)

Из уравнений (6), полагая рк—.р^ -р,.> в том же порядке имеем

(У)
д( 3/\.о <)/

Подставляя °֊- в (8), можно получить 
д1

Ре֊Р=֊‘
д2р др Яа 4р

где ,4=р/^, (10)

Из (4) н (5) находим

1^=1^ (11)
р, Зо (И ՝

Используя уравнеппия (3) и (II). получим

р„ /ди 0и\

Полагая >=-50-)-Г. р“&՛ /. ? = /?о+У. из (5) и (10) получим 
в главных порядках следующие соотношения:

^0=й՛ (13)
Ро

Тогда имеем

(14)
? 5*. ’ 9»

Так как 
виде |8| =

скорость звука в рассматриваемо]'։ среде определяется в 

=/^оЛ^еРо» 10

Тогда уравнение непрерывности (12) примет вид

до до„ др„ . / Р՛ \ /ди <^>\> -11 (<гх + =° < ՝»>

Из (И) в основных порядках получим

/ Р' Р՛
р или Г^Ро-^ТГ 

со ‘•о
(16)
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Решение (I). (2) и (15) ищем и виде мсдлспноменяющихся амп
литуд

«= / Ц ехр ( 'Ж՝1 4- /'■) 4• t/5exp ( 2^*7 4 2i~) к. с.*
у = l/0 - ехр (—5**/ ; i-) ; \\ exp (— 2'.k՝t -г 2h) к. с.

p' = PQ Ру exp (--Wt-r г.) 4֊ l\ exp (—2'.k-t — 2i~) 1 к. с. (17) 

где -: = /гл-֊ /гс0/ —и>/. « — волновое число, которое считается большим, 
и> частота. о—-постоянная.

Подставляя (17) в (1), (2) и (15) и приравнивая слагаемые с 
е°, е1՜, е:1\ получим три системы, состоящие каждая из грех уравне
ний.

В дальнейшем рассматриваются две важные задачи: а) дифрак
ционная задача, в которой существенны изменения амплитуд и фаз

вдоль волны и имеют место порядки х֊1, у~-Д=, /-֊1; б) задачи, 
У k

близкие к одномерным по х и /.
Сначала рассмотрим нестационарную дифракционную задачу.
Не выписывая уравнения для свободных членов, отмстим, что из 

них следуют порядки

Из уравнений (1| в (15) для первой гармоники, оставляя линей
ные недифференцпруемые члены главного порядка, можно получить

( _ ж ֊ 1с^ - /<•> 4- А и у = _ А щэ (18)
\ 3 / </0

|(—о/? — — /<у) 4֊ Л(^’ 1с\ (<»)* — ЩЫ? 4֊ 4 и»)*]Р։4-

4-Роф7гЦ=О (19)

Предполагая малость всех глашемых в скобках но сравнению с 
членом /‘сЛ՛, получим

»■^֊2.4^, (20)

Подобным же образом из уравнений для второй гармоники можно 
получить

(21)
Аналогичным образом можно подставить (17) в уравнение (2) и 

получить уравнения для первой и второй гармоники. Оставляя в них 
главные члены, получим

. , У ди՝ . .. / ди.,
՛ 1 _ • 'о

Л ду ՛ 2/г ду
Отсюда следует, что

 М«|«| (22)
К- С. обозначает комплексно-сопряженные слагаемые
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Напишем теперь уравнения (1) и (15) для второй гармоники ։՛. 
главных порядках
—? -2(б/г= |-Мг0 /<»)£А = - — 2/АР2 — ч/гЧ „-Т- Д- Р։

Ро р0 2 3 *

дР
2('.А'։ /\»)Р5+(1 Ь/г)РгЦР1-8Д£Аа^Д+4Д^^֊Р24-2р^Л1/2=0

Предполагая. что Лс^М можно производные отбросить и тог
да с учетом (2) получим

2(-№—1с^ + —А.,Л|У'2= _ — 2/4Р.;
• 2 3 / о0

2^ Аи*!? ■ 2Вс*к*\р., 4֊ й/АроСзб’а-|- (1 } п^с^ки- =0

Отсюда найдем значение U* в виде

у = ____ (» 1/2
2 -6Д/фг 4֊ М > (23)

Из уравнений для свободных членов, предполагая )9). что они 
д д

обусловлены основной волной х^с/ и полагая в них — с0 —,
dt ах

можно я главных порядках получить Р^^^Ц. Тогда, учитывая (20) 
и (21). можно в основном порядке получить

P'^WW (24)

что является известным соотношением на волне.
Учитывая то, что в нелинейных членах в уравнениях (Г). (2) и 

(15) следует оставлять голько малые основного порядка, которые по
лучаются дифференцированием экспоненциальных множителей, фигури
рующих в соотношениях (17). можно оставить в них лишь производные 
по х и упростить согласно (24).

Тогда уравнения (I), (2) и (15) с учетом (16), (22) я (24)примут 
вид

ди
dt

1 др 1 d------   -|.    V   
oo dx 3 dx \dx

dv\ 
dy)

| 4-vâ/z (25)

dv
dt՜

dp

_ j_ àp^ _LV_£ /
Po dy 3 dy՝ 

dp. (du

(du
\dx

dv\

d՝ü\
dy) VÙÏ>

du

(26)

1 R 
dt г“лг+р"еЧй՜ 

д=± 
дх>

‘ dÿ'J 

d3
+ dy3

~՜՜ a p з — 01 dx (27)

Из (25) и (26), полагая «=—, ть= —, получим 
dx ду

^=_i/+4՝ù? (28)ôt ?Q з
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Из уравнения (27) е учетом (2-1) получим

Применяя к полученному уравнению оператор 

и исключая с помощью (28) р', с учетом (10) получим

А — 
ât‘

Здесь в нелинейном члене отброшены малые слагаемые, содер
жащие множители ՛«, Л и />’.

Дифференцируя (30) по х и заменяя г через п, получим

= Асфы (31)

.Здесь использовано выражение для Z из (20).
Подставляя из (17) значение // в (31), учитывая значение ш из 

(20) и приравняв слагаемые с первой гармоникой, получим

2^֊^'(-֊сп-7/гг)Ч֊2^Ь^с0(—с0 | 2-/г2 ; 2$£г) 
dt дх

2 _ 1*+П‘Ц^ехР(-2^)
ОХ ‘ 4с0(3-;й 4֊'Ю

В случае нестационарных волн обычно различают следующие 
задачи: а) задачи дифракции, для которых вторыми производными по 
х и / можно пренебречь; б) задачи, близкие к одномерным по х и 
в которых вторую производную по у можно считать малой и основ
ными по порядку членами в (32) будут слагаемые с первыми произ
водными.

Для нестационарной задачи удобно в (32) перейти к переменной

+ ^֊‘( А^2;*‘ + 2«0 ^-(1+-Д։՝)н-2^-(-4-;Л։-2«0Н
дх2 dt* \ са / dxdt

4֊4т’<’»( М 2ï*’֊I 2-Ж) НЛ + 1)^„(7։£.'..ехр(֊25Л) = О (32) 
оу

где

;=yXfS (33)

Для стационарной задачи дифракции уравнение (32) примет вид

(^î)^W2exP( ^) =0
дх -cQ 4- 2֊k* 4֊ W

Подставляя сюда значение (Л из (23) и отбрасывая вторые степени •; 
и о, получим
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дС' дЩ ди,х,— х с../, тогда =—1 —('о—1 п в случае кяазнодномер-
сП ։ (И дхх

ных

это

задач, предполагая первое слагаемое в праной част։։ малым (как

видно из дальнейшего) и отбрасывая
дЧ\ 
дР

, можно получить

—2(4 (с„ ■ -.*«) -|- (3֊Л* 2М) ֊ 2с»“-
д1 дх1 дх։д(

н-/: ■ ЯП!
4-2 ֊} с0(6^Н*ЗД-|- —и-с. 4֊ 2й* 4- 2чЛ) -г с/Л]

(д4-1)4^1^ ехр (~2^У) __0
4(3-.^ -^1}

Следуя |9], приравниваем в (35) производные первого порядка
Г ,для того, чтобы исключить производную по / в -—имеющую 00-

дххд1
лее высокий порядок .малости. Тогда подучим

^1 ^(3^ + 2Ш)^ 
д։ |.г, дх,

(36)

откуда видна малость производной по /.
Уравнение (35) примет вид

. ди, . .ди,. о ., дги. . .. . .ч.
I —1 3;А3-2бЛ0 -֊֊֊ (֊3-'7е-г>) 4֊

<Н л дх дх-

+ -I = ֊ (■4«)>^ехр(-Ж»/)/Л
24 <?у» ° 2(֊121։4*-•■«։)

В стационарной задаче дифракции в (34) и (37) вторую произ
водную по а следует отбросить.

Тогда можно видеть, что в указанной задаче уравнение (37) сов
падает с уравнением (34).

Сравним полученные результаты с уравнением модуляции, полу 
чепным с помощью уравнения коротких волн [7]. которое в обозначе
ниях данной статьи примет вил

~ /֊—137А%+^^Ч4-с0(-Зг/А’ =
дЮх. (И дх, (,х\

1 •> \ 1)^0^.^ ехр (-2^«/)
2 С° ду= 2(4^ 4֊ 12-;Л2)

с^/։ I- 1)й-ЦЛ\ ехр( -<^։/) (38)

В дифракционных задачах член Ц, можно отбросить и уравне
ние (38) будет совпадать с уравнением (35).

Следует отметить, что хотя проделанные при получении (37) пре
образования делились для задач типа б), тем нс менее, уравнение
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(37) пригодно и для дифракционных задач а), поскольку в них вто
рые производные по л* и I несущественны.

Для задач 6) следует учитывать тот факт, что порядки произ
водных по у будут иными и соответственно изменятся порядки для 
(70, 170. Ро. При этом уравнение (31) вновь имеет место. Подставляя 
в (31) уравнения (17), для свободных членов в главных порядках с 
у • յ его м соотношения

= ծ2Լ;*
~дР \х dt' Xi adtdxx ո ԺՀ

и (36). 
чим

которое в смысле порядков имеет место и для Շ'(> |9J, полу-

2СО^ 
dtdxx

Ջ +֊242-е
" ду>

UyL\ )ехр( '2'^4)

Выведенное уравнение, совпадает с уравнением [7], которое было 
получено из уравнений коротких волн.

Отметим, что множитель ехр(—2б£’/) по предположению близок 
к единице, поэтому в |7| уравнение, аналогичное (34) (без второй 
производной но л-), получаемое также из (38), называлось уравне
нием для стационарной задачи дифракции.

Заметим, что, взяв линейное затухание в уравнениях (17) в ви
де ехр ( '2'Л^х:с(,). снова можно получить уравнение (37) с теми же 
коэффициентами при производных по -V и £ ив нелинейном члене, 
только будет некоторое отличие в малых добавках к с0 в коэффи
циенте при второй производной по у (эти добавки вообще не учиты
ваются при получении уравнений коротких волн). Несущественность 
малых добавок в коэффициентах видна также из решений для узких 
пучков, полученных в |7].

ԴԱ’»Ս.:ե։1.Ո1’Կ Ն11.Ո-Ն11 ԻՐԴԽ 11ՈԴՈ1*ԼՅԱ81’Ա31» 2ԱՎԱՍԱՐՈ1’ՄՆ1յՐԻ 
ՍՏԱՑՄԱՆ ԴԱՊՐՈհՄ ԿԱՐՃ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՀԱՎԱՍ ԱՐՈԻՄՆԵՐԻ

ԿԻՐԱՍՍ՜ԱՆ ՀԻՄՆԱՎՈՐՈՒՄԸ

Ա. Դ. 1»ԱԴԴ11հՎ, Լ. Դ. ՊԵՏՐՈՍՅԱՆ 

Ա մ փ n փ n i մ

Տրվում /, մոդուլյացիայի Հավասարումների ստացումը դադի բշտիկներ 
ւգ ա րո ւն ա // ո ղ մածուցիկ Հեցուկ միջաւք ա ւըի ելակեսւային Հավասարումների 
ոիստեմ իցէ I տրվում. որ մոդուլյացիայի վերջնական հավասարում֊
ներր Հիմնական կարգերս։ մ հ ամ ընկնում են կարճ ալիքն երի հավասարում֊ 
ներից ստացված Հ ավա n ա րու մն երի Հետ՛. Դրանով իսկ Հիմնավորվում /; 
վերջինների" (որոնց տեսքը հայտնի Լ կամայական միջավայրերի համար) 
օգտագործման հնարավորով)յունր ալիքն երի մո դա j լացիայի հավասարում֊ 
ների ստացման համարէ

5 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 4
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THE ESTIMATION OF APPLICATION OF EQUATIONS OP SHORT 
WAVES IN DERIVATION OF MODULATION EQUATION FOR

FLUID-GAS MIXTURE

A. g. BAGDOEV. L. G PETROSSIAN

S u m in a r y

The derivation oi modulation equations from the Initial system of 
equations oi the medium which represents viscous fluid with bubbles oi 
gas has been given. It has been shown that the final equation of modu
lation coincides, in main orders, with the equation obtained from equa
tions of short waves. Thus the possibility of using the latter (the form 
of which is known for arbitrary media) for the derivation of equations 
oi modulation of waves has been proved.
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