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ПЛОСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ЭКСЦЕНТРИЧЕСКОГО 
КОЛЬЦА С УЧЕТОМ СИЛ СЦЕПЛЕНИЯ

ГУЛКАНЯН II. О. МКРГЧЯН Л. М.

Плоская задача теории упругости для эксцентрического кольца, 
когда вдоль контуров приложены напряжения, решалась в |1«2|. Ре*  
шению плоской смешанной задачи для эксцентрического кольца, 
нагруженного по внутреннему контуру известной нагрузкой и сопри­
касающегося ио наружному контур}՛ с жесткой средой. посвящена 
работа [3|. Контактные задач։: для эксцентрического кольца рассмат­
ривались в работах |4, 5|. В работе |1| эта задача решалась метода­
ми теории аналитических функций в случае, когда эксцентрическое 
кольцо по внешнему контуру неподвижно сцеплено с двумя жестки­
ми штампами, симметрично расположенными относительно действи­
тельной оси и находящимися под действием двух равных и диамет­
рально противоположных сил, а ни грепний контур свободен от 
напряжений. В статье |5| решалась задача о вдавливании штампа в 
упругое эксцентрическое кольцо, когда между штампом и материалом 
кольца отсутствует трение. Контактным за лачам для частного случая 
эссцентрического кольца, а именно: .оля полуплоскости с круговым 
отверстием, к которой приложены штампы, без учета трения посвя­
щены работы [6- 8|, а при наличии сцепления между штампами и 
полуплоскостью-работы |8-111.

В данной статье в биполярных координатах при помощи функции 
напряжений, представленной в виде рядов Фурье, и сингулярных 
интегральных уравнений решены плоские контактные задачи для 
эксцентрического кольца, прикрепленного с внутренней (пли внешней) 
поверхности кольца к одному или к двум симметрично расположен­
ным жестким штампам при полном сцеплении между штампами и 
материалом кольца. Принято, что штампы неподвижные и деформа­
ция происходит вследствие нагрузок, приложенных к остальным 
частям границы кольца. Но всему кон гуру кольца вне штампов счи­
таются заданными произвольные нормальные напряжения, а касатель­
ные напряжения приняты равными нулю. Выведены формулы для 
контактных напряжений под штампами с выделенной особенностью у 
краев штампов. Вычислены коэффициенты при особенностях для 
нескольких значений геометрических параметров и разных областей 
приложении нормальных нагрузок.

Решения таких задач могут быть построены также при помощи 
кусочно-однородных функций |Г2|.
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I. Решим контактную задачу для эксцентрического кольца, 
прикрепленною частью вн\ трепней поверхности к неподвижному 
основанию (штампу). имеющему форму кольца (фиг. 1).

4՛ иг 1

Пусть нормальная нагрузка 
приложена к кольцу симметрично 
относительно осн 3 = 0 и 3 — г..

В силу наличия симметрии бу­
дем рассматривать только полови­
ну области кольца, требуя при 
этом выполнения условий симмет­
рии

М»,0) -)֊0
(7г=5=х 7։) (1.1)

*(«, О)֊0, г(а,-) = 0
(ЗГ,«««^) (1.2)

а также следующих граничных 
условий:

н«ч(։2. Г5)-/։(3)
(0^3^ п) (1.3) 

О

«М«Р 'Я«/|(3)
(I 1)

Н(»։. 3) 0
(1.5)

Здесь а половина расстояния между полюсами системы.
Обозначая неизвестные нормальное и касательное напряжения 

под штампом соответственно через з(3) и :(3) и принимая, что по 
всему контуру кольца известны напряжения, решим первую основ­
ную задачу теории упругости.

Представим напряжения в виде рядов Фурье

о:,(?2,3) /2(3) (ейл, —со?3) V .6 со։АЗ
I. 2

о -֊ (ей?, со$3) V гд$1пА'3
*=։

где

(сII7, - со?3) У 5,с- со? Л?»
2 А 1

(1.6)

/.՛<
~.(3) МП £3</3

.) с117։ — СОЗи 
0

2 Г /3(Н со? /<?; (I 
Т. .) ей’! -֊со??

о



,/<i _ 1 ( ùLîllLî— 
2 - J cli72 —cose ’

Г 5(;)cosfrî^ 
I ~— ,) ClIXj — COSC

• /,(;)COS^/;
I ch?,—cos;

Г -.UI./:
I chxj—cos;

Г ЛЮс/-
J chij cos;

Функцию напряжении Ф(*.  /) «тем э виде

£ф(х. 3) Л? sln? A'oSha - Foasha : V Ч‘<(х) cos/f?

где Н£^сЬа соэ?.
Используя связи напряжений и перемещений с функцией #Ф (1 ], 
выразим напряжения и перемещения через коэффициенты Д. /•՝<, 
и через функцию ’Гц?) |5].

Представляя функцию Ч’Д?) в виде

Ч х(5) /Г։я!12(х 72) О՝гсЬ2(а —?։)-|-/* ։(я—г.)-}֊//։

4'(у, ?)$№(*,  •?)-|-(7Л$1։/г(а։-л)811(а—х։) (1.7)

/\ М(7—у..) з1’(71~«) $11 ^(3—««) 8Й(а—а2) (/г 2)
автоматически удовлетворим условиям (1.1) и первому из услоний 
(1.2). Для выполнения второго условия (1.2) /достаточно принять 

здесь •• и :• постоянные Паме.
Согласно второму условию (1.3) имеем Ч\(я։) —0, а согласно 

(1.6) и первому условию (1.4) имеем ,Г/’(а1) t^k.
Удовлетворяя первому условию (1.3), отделяя главную часть 

полученного выражения и разлагая остальную часть этого выражения 
в ряд по косинусам, а также учитывая (1.6). найдем

/0= - - ( Л |2 cos3(ch7.s—cos/) —sin3/1 — Л ““y՜ sh’?.» ф

*о
от о՜ I

sln3 V рЧ'г, (х.) ski /?/ clv« v ’ГД7„) cosp/ —— ------- ( 1.8)
"։ ' I ch73—cos?

֊^‘ГДМ^ЛДГ^ои) (1.9)
где

о г г f
Л\('^.>)^ — I ---(chou -cos?) -- .4!2cos/(cli72 — cos?) — sfn2ß| • 

ô

Л—— str?., sin? v /ri r(7„)sln/>3—dp» v Чгр(а։)со5р'Л -СОь^А;'_ .
À-f֊2p /,= 1 J Ctl7j-COS?

(1.10)
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Вводя обозначение /,՛*  = —/г-’Ч\(л,) и пользуясь известными зна­
чениями интегралов [1|. входящих в (1.9) и (1.10), для определения 
значений и Л получим совмес пум систему уравнений

* 1 I А-|-2н .1
(О<?<?о)

£ ! ^’| *(71)- ——֊'| <.(71)| со$^=/7;([1) (1.н)
я 11 АН-2)£ I

Д =-------------------- —
ехр(-7։)4֊֊֊ 

/ -2?

1֊ V

I ** г -1 Р I

7-^ ֊ Л|'ч/. 4 2зйа։ ехр (֊ Ъ։) ] ; 2Д —зйа, ехр ( -Ъ.։) |-

- V 4 • /;,(’=> • /«• где 
р ։ Р‘

/։'р(3!) у[2ехР(-(/’

—ехр( \p--k 1|%.)|1

1֊ —֊—|ехр(-|^֊/> 
5ГР* 1Ь)

сПр.2[ехр(- |/?-/ф։) ֊4֊ ехр(֊(/>4- Л)’5) |

<>и=
О, если 4 1
1, если Л«= I (1.11)

Удовлетворяя второму условию из (1.6) и поступая аналогичным 
образом, как и при удовлетворении первого условия (1.3), найдем

5У-֊2Д ехр(-«з)Н֊ ֊֊֊— 5й а, I 2 V ехр (-/^։) 
/.-{֊2ц | р

ос С I Г'
2 у • !՛ £ р С(Ьа1) ехр ( — рх։)

р ։ Р'

'^(’.) =֊֊֊֊. где 

(1-12)

Лд = _Д ог „ £1РС^1) 4֊—!— (ехр(—^-2Ь1) ։ ех>( 2)>։)) 
зИа, 25 На.

9ц | л? /
—.—-т֊511з։ехр(-Лз։) - V — |ехр(-|// ехр(-(р А')«։)|1

/.42р I 1 р

■+3 плз)
р=1 Р"

Л/Х7։) имеет такой же вид. как и /*,,(«...).  в котором 7г замене­
но на а։.

Перейдем теперь к решению поставленной задачи, когда на 
внутреннем контуре заданы смешанные граничные условия, то есть 
удовлетворим условиям (1.5).

После некоторых преобразований получим
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где

ад» ՞ ՛ՀՀ- ад) i 
л֊| 2ц

+֊■{ -2^Ч7’1)4-2։՝Г.(’.) -4’>WIII Ch2(7,-։։)|l}sin?

/7-(3)-ад» ЗВДО.»
՝2('. + цЬ 2 «

+ (a։-1)CäW}

ад» - —ï-1ճտա? - <հ*,հ\ ճ. - -Հ- л I +
k + |i. I Ch7j — COS? ClUt COS/ А-1-2Ц I

. Â+‘2<i . r /, 3։sh«i \ n sin? Л ... . . ... ,+---------Hsinl 1 —2----- 1----- ) I — -------------- ----- - V Ър։kos/г;
/•+’t \ chax—cos/ / /. + j* ch*! —cos? fc i

sha, )«+2ц 
ch’j—cos/ )

I 4՜;<«։) Sin? շ S-lü^-[2Æ(l Л\)՝1’*(а 1)
I. к- -2 R 

м;(7։)/Ук-/?л(72)|1

><(?) —~Л(?)-՝F1W cos> 4 ‘r։(’i)cos3 
>-+2ц 2

ТШ -Գ0) + ֊֊֊- v cos^[2*A\ ‘I\(71) 4Հ(* ։)+և - /?РГА(12)|
2('֊+թ) а .•

ц f ц . , , ո . J— cha. COS/ , 1—cha.cos?
------!— —-— Asha. I---- յ— Aa։----------1---- j- + ------- —т 

л 4- u I /-4 2ц /.42ц chax — cos/ ch։։—cos?

—— Ash։. F
>• 1 &

V +
/.■ 2 «

4-։WcoS4?Ub^ 
cha։—COS/Г*!  J '•+*

, 1—chotjCosß /• slnS
Cll7j — cosß 2(A 4 n) ClUj—cos?

V A2zlslnA? f 4-,(։)մ« I - ------- Տ1Ո?- sin ? «';(>,) (1.15)
fi J I 2('-+10 Cha։—COS/

.'V;^ —4֊{'2-l 1+2(7յ 'A^IcxpC-SC/.-aJJ-ch^faj-zJ,1
■շ\

Л։= ch2(a։- շճ) -(a4 7։)sh'2(z։-70 — I

ւ 2k- sh- (a,—70
«Л

.v;=— (sh^(2j -7.0ехр(-/г(з։-/0) H2shïï(.'r a0֊Æsh(a։-a.0 Ch(a։-a0} 
ձ
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Ць - *2к  зЬ (т։ зИ /г (у2) — 
д

2з1п 1^—
2

- 3 с1и։—соз: 
о

Л = $։гЛ(а։-аг)— Лг§Ь5(х։—и) (1.15)

А>= 72)ехр(—А(7։ %,)) т£?ь1грг М I

4-А8Ь(а։-5г2)сЬ(7։ ?2)}
2£

/6»=՜ ■ {зЬА’(^՜ *7г) са(э։ — ’••) + А’зЬ(«։ — х>) сЬА’(7։- а«)} 
д

Выражая •Г#։(а1> и *Г Д(7։) через неизвестные напряжения ;(;) и 
-(;) и воспользовавшись значениями рядов

V — п/г?-1-£28^’ 1 .1 ~ •' (£>՝)
Л Т| ֊; (

" $(пЛЗ • $1иА5 1 [ 1 ։ 1 |
2-------- 7--------- ■ Т 1п------Г^Г “ |П------ ^ТТ-

г ~ 2з1п -—- 2з1п 1
2 2

Л соз$со$А£ 1 , 1
У --------------- ֊- — 1П----- гт—-Ь 2 251Д—2

2 
приведем (1.1-1) к виду 

- .! сп-^-соб; 95{п 1/--»1 О$1П ~ Е | Н-2и 2 С1п։ -Соь;
0 2 “ 2 ?

г Я(№ + ± г 11п___ 1
л-| 2}1 .1 с!р։—со$; - .! с1г/։ соз; | о.:!., I/ ^1 

п о “г,1и
=<?:.(?) (0<?<:м ~

где

СН?! —СОЯ: 

-֊ созАф -Ь —
։ л-К

2

с?;։?) - /<.(?) + —— ֊ (' + _г_ 2 С .
/. г2р " .) с1р։ — соз: Н-2р “ 2 СИ*։  — < оз; 

« з.
и ՝ з1пЛ& .. 

------- >, ------  г к 
л4-2р *=։  А?
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Дифференцируя обе части (1 16) по / и принимая во внимание, 
что з(=)—четная, а -(;) нечетная функции, сведем (1.16) к системе 
уравнении:

_L_
ch7j—cos?

---------- 1 f -<;>_cte 
/4-2;1 chJj—cos'i 2՜ J clu։—cos;

i-l d$ = (?.(8) = (?;■(?)
(1.17)

1 ели сложить первое и второе уравнения (1.17) и ввести обозначение 
?(3)-т/’('-) (спз։—cos/)P(3), то для определения Р(3) получим син­
гулярное интегральное уравнение с ядром Гильберта

/чя ֊ •—֊ 1՜/>(?)ctg։—i</;=q(3)= ~I<м:о-/<?.(:։)I 
"( 1 —>) J 2 1 —

здесь ■> — коэффициент Пуассона.
Решение этого уравнения имеет вид [12]

Р(-)-
J X(-)sin ՛ t - ՛

2

-2/?(;)zV(z) zljSln— -J-^jCos

Если проинтегрировать (1.18) от — 30 до 30. то получим значе­
ние 3՝

~ 1':1, /о $__ •• 1
2ch2-,'3f| ° п .) cha։—cos?

4
Если же умножить выражение (1.18) вначале на sinmxdx и про­

интегрировать от ■ 30 до %, а затем умножить на cosr/ixdx и проин­
тегрировать в тех же пределах, то после ряда преобразований полу­
чим систему уравнений

^-2 «Й<» 1-2 ■(!.'>m=l w=l ni J

s»=2 «ÏÏA-2 (1.20)
w֊ ՝ ni I «1=1 

где
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Ttf’-IGo’S i '/Հ(- "՚ • '■ ” | : M»։ln(G(î»))|rf? 4

О 
г*

4- Ä*  (/. 1 ) №(?) I f ](''•) cos ( C (?) mi) f ( 3) sln(C (?) - /?/?) ) | 

I)

ïÿ -»ԳՃ Ш/. ՛> f ^Л/1(?>ЖС(?)-т?) г/:(?)51п(С(3) ™»|֊

/••(/ »i. о j՝ i*'(?)i/;('<)cos(C(?) » 4 /;m»in(C(?))i j

о

/;(W- д^СО5?_Л։1^<£!1м:^ '2
>. • 2}i (ch3։—cos?)*

!ճ_
(> -г 2?)’

МЬЧ11п8_л ЛЯ1Р*  shb.sinß „
2 * (Cho։ — COS?)։ (> 2;‘ )’ (CÎPj -cos?)’

"■|>1(E>)- -2(օհձ^? Hz*1։lnWch։'co։ii-n +

• k sin?cost?(chjj cos?)| —-֊ v ~Z*sln/r?-f-
2 k-i к 

f^)d-
chit — cos;

4 —?
О

ц-рцз) _ v ( l)Qr ֊y cosp?
2 Pl

1 shit
2 (ch\—cos?)3 Г". Ä’

z.4

X I sin? • sin£?-*(ch? ։-cos3)cos£?| -Z։[ 1 ch2(®։--^և- 

».
7'Й’ (1—)Գ11 Г(-П7 /. 1) ս՜ (?)cos(C(?))J? /•■(/. I) z 

0

X iir('?)cos(C('?)-m'?W?! - gh ‘;°e^p(?>^֊ • Ա h\-m, 1)- 
.) I 4 ch 2~?t

h(m, 1 ) J (1 ֊r th;?0) 4- |/(l֊nb \) - Ւ (m I. I ) | ( I-th ;?b){

ytsj Jl!lA_CXp(31(){|F(-m, 1) /•՛(/«. 1)|(1 4-th7?0) Ւ
տ' 4с1|2;?о

I \/(-m I 1, 1) • F(m I, 1)1(1 th հ>0) } (I «)G0 v •/(/, 1 ) I U”(?)

cos(C(?) -/«3)4/3 - / (/֊ա, I) lF(?)cos(C(?))J?j

10



֊20.(1 4sh«, V 1 ) (■՛№(?) I 1 С|В'С1^ 
Г.1 J I (cli7։—cos»*

0

; <(C'(» ֊ ֊1---- տ^7»տ”?ւ— sln(C(» — mri)
(ch?,—cos»2

4֊

+ F( -m+l. 1)|֊IF(?) 

(I

1 cll%|C05/ ,«>s(C(ß))
(C11-ÏJ—COS»-

sin(C(») ԺՅ
(с1՝л, —cos»2

= Oshi, v If(1, I)
I 1 1

Г IV (3) 1 շԽ1<:օտձ cos(C(ß) m?) + 
,) (chi, - cos»’

sh’, sin?՛----------------
(chi,—cos»2

sin(G(»—w» </> /•(/—ж, 1 ) J Wz(» 1—chijCos/ 
(ch/,-cos»’

û

> c‘«(C(?)) -i-1,5'l,,si"L, sin(C(m I rf? 
(ch7j—cos»- I

IF(?) J/ sh, Vzl sin ЦГ

2схр(&т) 1 
z(i -»(3-0 ch-ï

/•(л »-ехр(/7»)Л(^ 7, ֊֊— 1— cxp(2/?0)

(здесь /'(i, » 7, г) гипергеометрнческая функция)

А,։։։><?) - 4 — Sin^ Հ , I(cos3chï։֊l)4-cos3(ch։։-cos»]֊ — Slnö 
Հ ( C11?յ ““ COS/Г ՝2

g<43) s,„g _ _ü_ shttl. Sln?cha.
< 2? (ch? j—cos»2

= SA» /W -Arcos?
2 (clPj — cos»*

£(i4J (» -֊ [côs'i (clizjcos?-!) — sln’^chij-cos»] X

-- ------ !—— 4- J1 di2(ix—i»] —Icos
(CllOtj —cos»2 ձյ I
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= >■/« ' Л1/1 - 4 П------1—Т/{sin/Ach^cos?- 1) |
2 2 !>• (clpj— cos,»2

г psin? cos p'i> (ch/j— cos?)} (P-=2)

£<֊43)- -stop? • A> ֊.֊ ;--sh»։4 —---- —֊ • I psinp?(ch* ։-
/-4-2ji p- (ch?! cos»՜

— cos?) 4 sin? cos p?| -(l֊HV/()4֊ -—— | slnp?(ch/։cos? I ) 4-
p՜ (ch«! cos?)-

- p sin? cosp? • (ch«! — cos?) | (p> 2)

//)?(/)= — cosp? • A՛”--~։ U/4 pcosp?(ch«։ —cos?) 
2p*

— sin? • stop?) ---------------------
(chaj—cos?)2

(P>-2)

4°^) = — cosp? ֊- Л'1/r —— 41 cos P? (ch?! cos? 1) - 
2 P2 '-F2I1 p՜

- p sin? sin p? (ch?։ - cos?)| —----- 1—— 4- s-^֊1 (i f A',,) x
(ch?,—cos?)2 p։

X | p cosp?(ch«։ — cos?) — sin? sin p? |------------------ ( p =?֊- 2)
(choj cos?)2

S};։> (/ 1, 2)— операторы, которые в применении к некоторой 
функции /»?) после ряда преобразований и использования значений 
интегралов

[։X(|^c,2n։.A,(3)(hr.,
J, sin -—’

2 
1
р- '(l-zr-.’-'(l-Zz)-Mi = B(?, 7 ?, 7֊ г) (Rei>Re?>0)

где В(7, ?) — бета-функция, приводятся к виду

5<i) — v
,։i 2ch֊7 Г.

/(-tin у) у2 Wy

о
ь
Г я to ,v) У!՜՜ -”!

v) 1 -(у Ь) :֊ (1.2D

ь
1 r-w = —___ — V

2 etotf Г.

.՝ (Ь у) •' <т(у

ъ
/( —Пп y)yf—w г/у

Ъ у) '։\у -&К I

л

2
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Z?=exp(f30). d=exp(—&0

Из условия M/) О при >—0 находим значение /՝0 

.4,7' -2г . V '■ i _“2.И., |-
A-j-2p \ Р '--1-2-V Р 2“

V ։,„!.! !_2? (1 +.v ) _: - v y^g?_(Л, J.s,)eltA
p2 P* 2 p 2p p 2

(1.22)

Итак, имеем совокупность бесконечных уравнении (1.13). (1.20), из 
решения которой находим значения неизвестных .S\, /\- и (.ц. Суммы 
модулей коэффициентов системы (1.20) имеют порядок 1п4՛ I к, а сис­
темы (1.13) имеют порядок 0(/с“:’/2). Свободные члены этих систем 
ограничены и стремятся к нулю, как !;»՛’£.

Подставляя в (1.18) найденные значения неизвестных, опреде­
лим приведенное напряжение Р(8). Отделяя мнимую и действитель­
ную части полученного выражения, найдем значения контактных 
напряжений =(/) и -.(3) с выделенной особенностью.

Заметим, что заменяя ?։ на ?2, бу дем иметь решение этой 
же задачи, когда колыю прикреплено к неподвижному штампу 
снаружи.

Аналогичным образом может быть рассмотрена плоская контакт­
ная задача для эксцентрического кольца с двумя симметричными 
относительно оси ; •՛(> и участками закрепления кольца к жест­
ким неподвижным штампам при наличии сцепления, когда на осталь­
ных частях контура кольца заданы напряжения.

2. В качестве числового примера для задачи, рассмотренной в 
п.1. вычислены коэффициенты при особенности контактных напряже­
ний для различных значений >0, у.., и области < приложения нагрузки 
на контуре

После никоторых преобразований выражения (1.18) контактные 
напряжения можно представить в удобном для вычислений виде 

/о
=( •) = у ■ _ (с 1р։ - cos;) [ /?cos( А(:)) - / sin (//(;)) I

» cos:—cos/о
(3.1)

*(0 r 2 (ch^—cos:)[/?sin (A(;)) 4֊ /cos (//('))]
< COS;—COS/0

где /? и /—соответственно действительная и мнимая части выражения

___ ,1П /1 _\ ch." Ге _ 2. Г I ch֊- ։(2 '7 2с112-.г„ | ° с J ch։,—COS։ I
Г»

L. х cos /1 _ /тЛ , 1» [<)«>-QC.)|^
к2 ■) 2^ ^)Sihi±L

■ * 2
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sin
h(’) -fin----

sin —
2

Как видно из (3.1). напряжения состоит из двух осциллирующих 
слагаемых. Вычислено максимальное значение А?о (/?г Л)1'-' коэффи­
циентов ври (cos;— cos3y) ։/?.

При расчетах принято >=0,3. l-IO" кг/см7, н*-1,  «»1,009. 
/Д?)=0

Л(3)=1՜՜^ (?><?<*)
" I о (0<з<;м

ТаЯ.г-'ца .1
Результаты расчетов приведены к табл. 1 и на фиг. 2 3.

а։=0,25 к 0.5

7. . 2 - 4 г./8 г 16 г- 2 г 4 т. 8 Г/16

7г./8 1.92 0,89 0.14 0.06 0.94 0-78 0.42 0.10
6г. 8 3.08 0.72 0.16 0.09 2.78 0.93 0.61 0.10
5֊ 8 3.39 1.08 0.59 0.05 4.81 1.36 0,84 0.23
•1г./8 3,61 3.20 1.26 0.13 6.28 2.68 1.24 0.34
3֊ 8 5,37 6.01 2.38 0,26 8.52 4.53 1.61 0.42
2 8 9,61 4,95 2.51 0.26 11.7 5.60 2.17 0,64

Фиг 2

В табл. I приведены максимальные зна ։сння коэффициента /?„ q 
при (cos; -cosfio)՜1'2 для различных значений длины штампа и области 
приложения нагрузки. На фигурах изображены зависимость этих же 
коэффициентов от < при фиксированных значениях % для грех зна-
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чений причем па фиг. 2 сплошные линии соответствуют ?0-г/2, а 
линии с крестиками — З»՜ “АЕ на фиг. 3 сплошные линии соответ­
ствуют 30=-/8. а линии с крестиками --3()=п/16.

Отметим, что если коэффициент при нормальной нагрузке в хо­
де осцилляции достигает максимального значения, то при этом коэф­
фициент при особенности для касательного напряжения становится 
нулем, и наоборот.

ԱՐՏԱԿԵՆՏՐՈՆ ՕՂԱԿԻ 2Ա11ԱՐ ՃԱՐԱ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ 
ՀԱՐԱԿՅՍ՚ԱՆ 111’ԺԵՐԻ ՀԱՇՎԱՈ-ՈԻՄՈՎ

Ն. 0. ԴՔԻԷՔԱՆՅԱՆ, Ա. Ա\ ՍՊՐՏՑ&ԱՆ

Ա մ փ ււ փ ււ է մ

Դիտարկվում է հարթ կոն տա կտային խնդիր արտակենտրոն օղակի հա֊ 
մար։ Օղակի եզրագծի մի մասը ամրակցված / անշարմ կոշտ դրոշմի։ Դրոշմի 
ե օղակի նյութի մեջ տեղի ունի հարակցում։ Եզրագծի մնացած մասում գործում 
են նորմ այ րեոեր։

Խնդիրը բերված Լ սինգալյար ինտեգրալ .ավասարման, որն իր Հերթին 
բերված Լ գծային հավասարումների րվաղի լիովին ռեգուլյար անվերջ սիս­
տեմների։

A PLANE CONTACT PROBLEM FOR AN ECCENTRIC RING 
TAKING INTO ACCOUNT COUPLING

N O, Gl I KA.NIAN. A AV UKRTCIHAN
S 11 m in a r y

A plan- contact । rbbicni >f the theory of elasticity for an eccentric 
ring is considered. One part ol the contour of the rlt g is fastened to the 
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motionless hard punch. Between the punch and material oi tin ring 
coupling occurs. A normal load acts O.i the other parts of the c »utour. 
The problem Is reduced to a singular integral equation which in its turn 
is reduced to a quasl-quite regular infinite system of linear equations.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ԱՍՀ ԳՒՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
известия .ал д । м ии наук армянской с с р 
ՄԼ|սւսն|ւկա XXXVIII. №2> 1985 Механика

УДК 539.3:537.Ь6

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ Н СООТНОШЕНИЯ IIEJ11II1ЕИПЫХ 
МЛГНИТОУПРУГИХ КОЛЕБАНИЙ ТОНКИХ

ЭЛЕ КТРОП РОВОДЯ ЩИХ 11ЛАСТ111 ЮК
БАГДАСАРЯН Г Е„ ДАНОЯН 3. Н.

В работах [1, 2] па основе гипотезы магнитоупругоети гонких ie.i 
[I] получены основные уравнения и соотношения, описывающие м.аг- 
uiiioynpyruc колебания тонких пластинок и оболочек при малых воз­
мущен них.

В настоящей работе, исходя из основных положений нелинейной 
теории магнитоупругоети и гипотезы магнитол пругости тонких тел, 
выведены основные уравнения и соотношения нелинейных магнитоуп­
ругих колебаний проводящих топких пластинок в магнитном ноле.

§ I. Пусть упругая однородная изотропная тонкая пластинка по­
стоянной толщины 2Л, изготовленная из материала с конечной электро­
проводностью, находится в стационарном магнитном поле с заданным 
вектором напряженности //0. Принимается, что для срезы, окружа­
ющей пластинку, справедливы уравнения Максвелла для вакуума. 
Предполагается, что сторонние токи и сторонние заряды отсутствуют. 
Одновременно считается, что задача магнитостатики для начального 
(невозмущен но го) состояния решена, то есть известны векторы на­
пряженности п магнитной индукции для внешней и внутренней
/Уо, В9 областей (внутренняя область—часть пространства, занятая 
пластинкой, внешняя—остальное пространство).

Пусть пластинка отнесена к неподвижной прямоугольной декарто­
вой системе координат ОХ^Х-уХ^ так, что срединная плоскость недс- 
формпрованнон пластинки совпадает с координатной плоскостью 
ох{х2.

Нелинейные колебания пластинки в магнитном поле будем опи­
сывать на основе геометрически нелинейной гсорни, считая прогибы 
пластинки сопоставимыми г ее гол тиной, но малыми по сравнению с 
основными размерами. В соответствии с этим будем считать, что ма­
териал пластинки подчиняется законам Гука и Ома. а также линейным 
законам поляризации и намагничивания. При этом подразумевается, 
что изменение электромагнитного поля происходит квазистацнонарно. 
Предположим, что упругие и электромагнитные свойства материала 
пластинки характеризуются модулем упругости Е, коэффициентом 
Пуассона v, электропроводностью о, магнитной проницаемостью м, 
диэлектрической проницаемостью •՛. Вышеприведенные величины нс за-
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висят от координат, времени, деформации и характеристик электро­
магнитного поля.

Известно [3, I]. что геометрическая нелинейность связана с не­
обходимое гыо различать координаты начального и текущего состоя­
ний. Обозначим в выбранной системе координат начальные координа­
ты любой частицы пластинки через л՜., а текущие через с,. Известно 
также, что колебание пластинки можно описать как с точки зрения 
Эйлера, так и с точки зрения Лагранжа. В первом случае характе­
ристики движения пластинки считаются функциями пространственных 
координат текущего состояния пластинки и времени / (переменные 
Эйлера), во втором же случае в качестве, независимых переменных 
принимают материальные координаты частиц пластинки -V, и время / 
I переменные Лагранжа).

Поведение электромагни того поля пластинки можно описать как 
в переменных Эйлера, так и в переменных Лагранжа, ибо закон дви­
жения пластинки

(1.В

где «(—компонента вектора перемещения «, устанавливает 
однозначное соответствие между начальным и текущим 
нпями пластинки. Это, в общем случае, нельзя сказать 
тельно электромагнитного ноля внешней области пластинки. В

взаимо 
состоя 
относи 
случае

когда между Внешними областями начального и текущего состояний 
пластинки отсутствует закон соответствия (например, когда пластин 
ка находится в вакууме), то внешнюю задачу для электромагнитного 
поля в принципе можно сформулировать только и переменных Эйлера

Ввиду о. что внутреннюю шдачу магннтоупругостп (как и за 
дачу теории упругости без магнитного ноля) удобно решать в перс, 
ценных Лагранжа, целесообразно во внешней области произвести за
мену переменных, отображая внешнюю область текущего
пластинки на внешнюю 
отображающие функции

область начального состояния.
состояния
При угом

выбираются гак, чтобы

:/= /) 4- .V,

точки деформированной границы

(1.2)

пластинки
отображались на недсформированную границ) точно так же. как и при 
отображении (1.1), Очевидно, что при таком отображении в каждый 
момент времени деформированная поверхность плас:инки является 
координатной поверхностью криволинейных координат X/, определяе­
мых формулами (1.1) и (1.2) .

Трехмерная задача магнитоу.пругости в переменных Эйлера в аб­
солютной гауссовой системе единиц сводится к совместном) интегриро­
ванию следующих систем дифференциальных уравнений [5—7].

Во внутренней области деформированной пластинки:
уравнения электродинамики тля медленно движущейся среды [8] —

„о
дгн

#4 |п .
" = ---  Л.

<?:, с



Л — 3 (+ — ’1/*^/* ) (1-3)
\ с /

& = р//I ֊ ——- <1/»  ̂»
С

й>֊1Е1 4֊ —— е,дЛ’/А- 
с

уравнения теории упругости с учетом объемных сид электромаг­
нитного происхождения (сид ЛОрепиа) —

— Г Ь 0 -Р--- -• Е[)= т՜дъ ‘ 1 (И 1 с д1
(1.4)

ОIV/ 0 <Гц дн1_ 
^~дХ/-^'дх;

Ви внешней области деформированной пластинки: 
уравнения электродинамики для вакуума [8] —

дН? I д!М дН^ Л 
'Л д\( ” с д£ '

(1.5)
1 дН^ дГ:р Л

"*■^7 с "дТ՝ ~дГк՜
Здссь и в последующем величины, относящиеся к внешней области 

пластинки, отмечаются индексом, (е), а по повторяющимся индексам 
предполагается суммирование.

В приведенных выше уравнениях Е, и ///—компоненты векторов 
напряженное;!՛, электрического и магнитного полей. /< и /)<—компо­
ненты векторов магнитной в электрической индукции. Л компонента 
вектора плотности электрического тока, —объемная плотность 
электрического заряда. т\՛ —компонента вектора скорости частиц плас­
тинки, с—электродинамическая постоянная, численно равная скорости 
света в пустоте, -/,• —компонента тензора напряжения Эйлера-Коши, 
Е\՛ —компонента силы Лоренца. 3։/ —компонента градиента деформа­
ции Лагранжа, V," функция энергии деформации, отнесенная к едини­
це объема деформированного тела, р плотность деформированного 
тела, г՝м—символ Кронекера, £//л —символ Леви-Чнвига.

Отметим, что в уравнениях (1.3) члены, соответствующие токам
1 д!)смешения— —- и конвекционным токам р.-потсутствует.так как их влн- 4к д1 .

япие в случае медленно движущихся сред с высокой проводимостью ь 
кваэистацнонарных электромагнитных полях пренебрежимо мало [8].

К системам уравнений (1.3) — (1.5), определяющих поведение 

19



электромагнитного поля и колеблющейся в нем упругой проводящей 
пластинки, должны быть присоединены условия сопряжения па по­
верхности раздела двух сред, начальные условия я условия на беско­
нечности.

Условия сопряжения на поверхности деформированной пластинки 
5-, вытекающие из законов сохранения, в переменных Эйлера запн 
шутся следующим образом [5—8]:

„у.Л'Д««-//,» = - (/)<'»-£>,)֊. Л\(6И-Й։)֊О
С

(1.6)

/:,) ֊-(А;՛ /<). Л\(/г- ֊/Л)- -4гГ/
С

/А гА\.7-£> (1.7)

Здесь ЛУ—компонента единичной внешней нормали к деформи­
рованной поверхности пластинки, лЛ нормальная скорость граничных 
точек пластинки, о*-поверхностная плотность электрического заряда 
/-> компонента заданной удельной поверхностной силы, Гр. и 7) ! — 
компоненты тензоров напряжения Максвелла соответственно в плас­
тинке и в вакууме, прячем

//.«, а;/л֊֊'֊^(//д+ вд՝
2^

(1.8)

7<г) = Д I 4 £<№)
_ । । <*» • » г { л 4

Используя закон движения (1.1) и переходя от переменных Эйлера 
г к переменным Лагранжа .г„ / |3, 4], из (1.2) — (1.7) получим 

следующие основные уравнения и граничные условия магнитоунру- 
гости в переменных Лагранжа [9—12|.

Во внутренней области недсформпроваипой пластинки: 
уравнения Максвелла—

дНк I-֊ с)/Л п . № 1 д^1 _
с/л',1 с дхц с/х/ с д1 ах к

материальные соотношения электромагнитного ноля—
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уравнения движения —

771' ' *1 7՜е< ■'•»՛՛ м' ■' ,;.7 (МО</Л4- V (/<
физические соотношения (закон Г;, кз) — 

у£ м /: м .. 10.
’• (1 !»)(1֊2>)■՛*՛"'՛ । * -"‘

геометрические ссютношении

1Л (1.|3)
" 2 \Лг, дх< дх> их, /

граничные условия п.т поверхности 5 иедсформнрованной плас­
тинки:

для электромагнитных величин

лд/?<г> /?..) = -1 п, ?_,(/> - /),)

՝֊«.՛—Н.П)

До -о, пдГ)\' 

для компонент суммарных тензоров напряжений 

т?.,) •«+» ?. Л (I ■ 15)

В соотношениях (1.9)-(1.15) компонента тензора деформа­
ции Грина, 5компонента тензора напряжений Кирхгофа (тензора 
обобщенных напряжений), «, ֊ компонента единичной нормали к не- 
деформированной поверхности власгинки. Кроме того, здесь приняты 
следующие обозначения:

֊р7Д+ад-7<^/л+"Л) |
(1.16)

= ?.Х“ £| п՝ ֊7"М՛։ 

где под Лг и Л/ понимается любая из следующих пар величин: 

//,,/У.; К Е,\ В.-, Ъ(1 /Л; / '՝; Н Н\ Ц( '•
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Следует отметить, что основные уравнения и поверхностные усло­
вия (1.9) (.1.16) были получены па оспине допущений теории малых 
деформаций. Согласно этой теории удлинения и сдвиги (компоненты 
деформации -(1; ) пренсбрегаются по сравнению с единицей. Это до­
пущение дает возможность вс принима л, во внимание различия между 
длинами, площадями и объемами до и после деформации при состав­
лении уравнений н поверхностных условий. Кроме го го. при этих допу­
щениях. единичные векторы ei сопутствующей материальной системы 
координат (криволинейная подвижная система координат Лагранжа) 
следует считать взанмноперпепднкулярпымн. Совокупность этих век- 
юров в каждой точке среды образует триедр декартовых осей, повер­
нутый по отношению к единичным векторам неподвижной системы 
координат ОХ1А'2Агз в соответствии с поворотом, получаемым в резуль­
тате деформации окрестностью рассматриваемой точки среды [3]. При

этом связь между векторами е{ и 1։ дастся приближенной формулой 

^ = 7.^,- (1.17)

гдр з , ^-—компонента градиента деформации Эйлера. Согласно 

(1.17) любой вектор можно представить в виде

>А=А*/*»А*ел (1.1В)

из чего следует, что величины, отмеченные знаком (-֊), представляют 
собой компоненты соответствующих векторов в сопутствующей системе 
координат.

Используя замен) переменных (1.2) и учитывая, что отображаю­
щие функции и)-՜՛ внешней области выражаются деформациями гранич­
ной поверхности пластинки, из (1.5) получаем уравнения электроди­
намики во внешней области в переменных д\, / з следующем виде (при 
/том учитывается малость компонентов щформацин границы пласти­
ки):

дН<‘> 1 дН?
'՛* ох^ ~ ~с "dt ' ах*.

дЕ<£) 1 дН\ > дЕ^
iJk ~dxj՜ с dt ' охк (1-19)

Наконец, отмстим, что в уравнениях Максвелла в форме (1.9) и 
(1.10) не учтены члены, связанные с конвективными производными 
характеристик электромагнитно!о поля. Эффекты этих членов в слу­
чае проводящих твердых сред при изучении колебаний и распростра­
нения волн малы и при определении характеристик электромагнитно­
го поля ими можно пренебречь [11, 12].

§ 2. В дальнейшем для простоты выкладок будем принимаю, ио 
невозмущенпое магнитное поле постоянное, а магнитные и дпэлектрн- 
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ясские проницаемости мйтернзлз и тастпнкй равны слип ине (р=1. 
е-1).

Характеристики возмущенного электро магнитного поля предста­
вим в виде

/Л«//о, 4-Л;. £-е.-е; (2.1)

где величины, отмеченные знаком I • ), представляют собой разность 
нормальных и тангенциальных компонент электромагнитного поля те­
кущего н начального состояний. то есть эти величины являются воз­
мущениями нормальных и тангс11пналы|ых компонент соответствующих 
векторов.

Аналогичное представление »лсктрпмзпшткого поля принимается 
также во внешней области

/7;> /•/,, И''»*. £•*’

Для приведспия трехмерной отдачи м.ннитокпругости гонких нллс- 
тиной к двумерной примем гипотезу мэгннтоупругости тонких тел 
[I. 2], согласно которой:

а) нормальный к срединной плоскости прямолинейный элемент 
пластинки после деформапин остается прямолинейным, нормальным к 
деформированной срединной поверхности пластинки и сохраняет свою 
длину;

6) возмущения тангенциальных компонент вектора напряженности 
электрического поля и возмущение нормальной компоненты вектора 
напряженности магнитного ноля ио толщине пластинки остаются не­
изменными.

Сформулированные гипотезы аналитически представляются сле­
дующим образом [I, 2]:

ди՝ ди!
«։ = и—х3 -—. и. - V—л3 —. «3 = ^(-Ч. х». /) (2,2)

дх3 дх3

е'^Ч(Хъ л՜.. О, г’=>(х։, х. /). ЛГ=/(.с։, хг. /) (2.3)

где // = //(*,. .га, /), г*=т(л։, лг. /). в»=®(.г։, /)—искомые переме­
щения срединной плоскости пластинки, .. /—искомые функции 
возмущенного электромагнитного поля В этих соотношениях точка 
(х։, х3) изменяется в пределах области О,. где область, зани­
маемая пластинкой в педеформированном состоянии.

Отметим, что перемещения пластинки, вообще говоря, выражаются 
формулами (2.2), если малы не только деформации (удлинения и 
сдвиги), ио и углы поворота При этом углы поворота, будучи малыми 
по сравнению с единицей, могут значительно превосходи11. удлинения 
и слинги, а прогибы могут быть сравнимы с толщиной пластинки 
(3. 13).

Из уравнений (1.9). (1.10). согласно (2.1). (2.2) и (2.3), получим
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(2.4)

d/i,
(7.V,

|-з dw
Ot

df 4пз 
Л|‘=-Г£ + ----

1 дхх с ?֊r —
dw
dt ՝՛

Нм - f i ՛>■> 
c 1. dt

d'2w dw dw\— X. -------------------- )
՝ dxxdt dxy dt /

с/а; 4-з ()w b- df - 4и dw , \ f (<?՛՜'
дхл сг dt dx7 c

■
3 dx.։ dt

c
')w_ dw\ 
:)x. di՜)

dt e \dt

Интегрируя неоднородные .чиненные дифференциальные уравнения 
(2.4) и удовлетворяя поверхностным условиям

А] Aj'>’=?Af; AZ- Л?)’ = А± при Л֊3 ; А (2-5)
определяем возмущения тангенциальных компонент магнитного поля 
А* и AJ. В их выражения входит функция (сЬт)-1 ехр (х3А Ч), где 

4-з A dw г,---------------- . Для тонких пластинок безразмерная величина т иа.мно- 
с’ dt

го меныне единицы. Разлагая указанную функцию в ряд по степеням 
малого параметра - и ограничиваясь членами вс выше второй степе­
ни, для А* и А* окончательно получим

Л|'4-Л։‘ \<)w
Т / di

ди dw dw 
дхг ot

f ди ) 4-з л*х—А8 | d'w
~ dt j “ ~2 ' ^йх^д!^

df 4пз / ; Нм dw //пз <ла dw ] 
дхх с \ с dt с di) dt j (2 6)

В выражениях (2.6) и в дальнейшем отброшены нелинейные чле­
ны выше второго порядка малости.

Из (1.9). в силу (1.Ю), (2.1), (2.2) и (2.3), для возмущения нор­
мальной компоненты вектора напряженности электрического поля 
с* найдем

с (д/Г, дН\ 4-з I /ди д*у \ 
е*՜ 4^(сЩ՜՜^՜՜ “5 |\^ Л‘3

(2.7)
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Таким образом, возмущения всех компонент электромагнитного 
поля представлены с помощью формул (2-6) и (2.7) посредством шес­
ти искомых функций и, г. «г. >, / и значениями возмущений тан­
генциальных компонент магнитного поля /.*? и Л* па поверхностях 
пластинки.

При удовлетворении поверхностных условий (2.5). кроме выра­
жений (2.6). получаются также следующие два уравнения относитель­
но искомых функций:

д/ х 4՜՜ . Л/01 dw _ /Урт ! / ди_ /7М dw dw \ ,
д.х\ с \ ' ' с dt с dt с дх2 dt /

4z3 h, | h dw h\ — h] 
' T5 2 ~dï ~ ~~2fi

4-з /*-. — -y- àw
àx.. c V c dt c di c dx2 dt /

-Нз Zr dw /Г, — h:, 
4 75-------2-------5T = —2Â~

Подставляя (2.3) в седьмое уравнение системы (1.9), получим еще 
одно уравнение относительно основных искомых функций

+ J. 4/=о
дхх dxz с dt

Согласно (2.2). (2.3) из (1.12) н (1.13), в пределах 
пушений, получим известные соотношения [13]

(2.9)

принятых до-

~ _ Р । du dv / о~га (ЛкЛ ։ 1 \2 > /dw V
п 1—7- p.Vj ' дхг \d.vj ' dx՜:) ' 2^л-|/ ' 2\(/л>/

£ I dv ди . / o՝w , д*-ш\ 1 (dw V v /dw \=
“ |àx/' 'ctt։ ? 'àxd ' ! ~2 \dTJ

=՝„- -2л-3 ÈL1 (2.10)
2(1 H֊՜) дх2 dxt " дх2дх2 дх2 дх«

Из первых двух уравнений системы (1.11), в силу (2.2), (2.3) и 
(2.10), с учетом граничного условия (1.15) па поверхности пластин­
ки (при Р} = Р?=0) определяем касательные напряжения -п и о23 (в 
тексте их выражения нс приведены), а также получаем следующие 
два уравнения:

1 —> д-и_ 1 ՛ и՝ у _ dw à2w 1 | v du՝ d2’̂
2 2 дхгдх2 dxt dx-j о oXydx2

з(| /-') / /701 dW /!{1Л ди.
2 àx,^ ~л ~~^) v

( , ^4։ 2Z/W du\ Z/03 Z/JH fi՜ du; dw dw
՝՝ J\^ c 01 c ôt) 1 c 2 Tt ~dxlTt
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/Ми у.. j '>֊֊՛ ЭЦ A-
c dt c 'dt)oxx ,|!\ c dt с ot)'>dxi.

4»зА- /_ Hl)3 du \ (fiw .41 —<*) d2u
Зс2 "‘ \ c <)։ / dx2dt E dt1

(2.11)

2

d՝v , 1 v d՝v 1 -г v о2и dw d2w +14 ■' dw d-w
'2 ^Л‘| 2 dx} дх2 ' дхг dx'. 1 2 dxx dxx ox

1—v ди՝ dziv з(1 -г)
\ c

; dw du\ .
2 dx2 dx~։ сЕ di ■ c dt) ՛

4֊/( dw 2НМ dv\ А.ЧЛ՜ dw //j'n dw dw
с dt ' с di / c 2 dt c dx2 dt

л/оз H /., Moi. du\dw 1
c dt c dt) dx2 ” \' c dt c dt ) ux2 |

4~зЛ։ ., { d՝o d*w \ p(l — r) d՝՝o
3c՜* \ c at dxxdi / E dts

Остается удовлетворить третьему уравнению системы (1.11). Под­
ставляя (2.10) и найденные выражения для з13, з2а в указанное урав­
нение и интегрируя по л'.| в пределах от ха--// до д-д=А, с учетом 
(1.10), (2.2). (2.3) и третьего условия (1.15), получим

2&А — 
' at2

2Ен | d_ 
1 — 's I dxx

dw / d:t dv
o.v, dx2

1—•/ dw / du , (?<> \ I , d 
2 dx2 \dx2 dxx JI dx2 

dw / dv da
dx2 \dx.. dxx

1—у dw / du dv \ Ц 2Ж .... d±t
2 feWi֊ MZH 3r= dr

du 
dtc

llin d-г \ / . Mj3 M>2 \
*■ c dt J г Й ~ w)

2zh | aj + a; dwY։l d։l 2f՜^ (h2
~ I ls 2 (0<?Xj / V c ~di ՛ c di/ \ 2~

! dW \(: ■ 2H* dW\ f (H —
'i3dx2)\ c dt c dt / c \ 1,2 dt u ot )

zid
Зсг

4~a df \ dw ։? / df_ cPw df d2iv f
e8 dt/dt ‘ \dx։ dxxdt dx, dx2dt

(2.12)

При получении (2.11) и (2.12) было учтено условие равенства ну­
лю нормальной (к деформированной поверхности пластинки) состав­
ляющей нло । пости тока при д'3- ±А.
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Таким образом. система трехмерных уравнении внутренней задачи 
нелинейной теории мшшпоупругостп тонких пластинок на основе ги­
потезы магииюупру гос ni тонких тел (2.2). (2.3). как и в линейном 
случае [I]. свелась к интегрированию шести двумерных дифферен­
циальных уравнений (2.8). (2 9». (2.11). (2.12) относительно основных 
искомых функций и. г, w. , f.

§ 3. В двумерные уравнения магннтоупругосги тонких пластинок, 
полученные в предыдущем пункте, входят неизвестные граничные зна­
чения hf, fi'f noiMvinennii тангенциальных компонент магнитного ноля 
на поверхностях пластинки л-։ Л Поэтому полученные уравнения 
необходимо рассматривать совместно с трехмерными уравнениями 
(1.5) пли (1.19) для срезы. окружающей пластинку, при общих гра­
ничных условиях (I.-1) пли il.i t) на поверхности раздела двух сред. 
Сказанное означает, что к։лич.» магнитоупругостн в целом остается 
трехмерной. В работах [5. 14. 15]. исходя из основных положений ги­
потезы магнитоупругостн тонких тел. линейная трехмерная задача 
мвпнпоупругости тонких пластинок сведена к двумерной. Здесь, при 
помощи гипотезы магнитоупругост»։ тонких тел и предположения, что 
влиянием токов смешения па характеристики колебания пластинки 
можно пренебречь. аналогично работе (15]. определяются указанные 
граничные значения и на основе этого получается замкнутая двумер­
ная система нелинейных уравнений магиитоупру»ости тонких пласти­
нок с соответствующими граничными условиями.

Согласно работе (15], будем принимать, что соотношения (2.3) 
имеют место но всех։ слое 2(Q : |д-։|<^Л, оо 1. 2)).
'Го есть, вместо (2.3) прнни .а:отся следующие соотношения:

О. *£«'?(-*». д։. о, I 
Л* =/(*>* лг, /),

при (Др .с., x3)£Q0

(3.1)
e|r)t = ?(Лр х,. /), eVr = >(.vP -t„ /). ) . . , ~ -

Jn₽H

Принимая (3.1) п поступая аналогичным образом как при полу­
чении уравнении (2.8). (2.9). определяем остальные компоненты 
электромагнитного поля в слое 9 и получаем три уравнения 
тсльно '■?. / в области .г3 = ‘>. — оо<х։< }-оо (/=1. 2). Эти
вин имеют тот же вид, что и уравнения (2.8), (2.9), но под 
мается следующая величина:

3«=| = при (-’Гр -Ч, ОКЙо 
I 0 при (Хр х։. 0)£Я \Оо

Перейдем к определению граничных значений Лр и Л* на плос­
костях л*3~ —оо<д'/<^ -х. (»’֊ 1, 2). Их определяем, решая
уриннения 

отиоси- 
уравне- 
5 ПОНН-

(3.2)

н Областях |л*։|>А при следующих граничных условиях:
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'#Чпв±Л=/М'р '> <3-4
Введя потенциальную функцию Ф(л-П -т:. ха. О посредством

(3.5) 
с)х,

задачу определения Л; ’ вне слоя |л‘3|<<А, согласно (3.3) —(3.5). при­
водим к решению следующих задач Пеймана в полупространствах 
[х3!>//:

ЛФ=0, =/ (3.6)

Решения задач (3.6) имеют вид (здесь верхний знак берется для 
х։>Л, нижний —для х3<^—И):

Ф=х — (С _______ /(лр Л՞.» Г)(1х^х..________ <37)
2« 3 3 1(*1~-<)։+ (*«—-<)2 НХ, /!)-[■ ֊ 

— А.
Из (3.7) в силу (3.5) и поверхностного условия (2.5) найдем

й± = Ф — — ГС 1)(1х}(1х,__  3
2*дх{ Я [(л\ х|)Ч(х2֊л-_.)2|^

Подставляя (3.8) в (2.8) -(2.12). получим замкнутую разрешаю­
щую систему уравнений относительно искомых функций и, ъ\ и՛, ?, 
/, /. При этом интегральный оператор (3.8) будет входить только в 
уравнения (2.8), так как согласно (3.8), /г 4-Л , “О (/—1, 2).

Таким образом, задача нелинейных магнитоупругих колебаний 
тонких пластинок свелась к решению системы двумерных сингулярных 
интегро-дифференциальных уравш ний при обычных условиях закреп­
ления краев пластинки и условиях затухания возмущений на беско­
нечности (г — ЛЛ .. 1 со).

рир1М| 1;1ф։|81,1ии.Ч.ПРЧЬ!> ЩЦЬРЬ П2‘1ЙИ1.:ЯГ|, 1Ги.‘1’Ы'11и.и.Пи.|ГНМ|1П.
$и.8и.ЪП1‘1П,ЬР1* :Ь1П.и։|Ц.Ъ 211.‘1.и.1ИМЧ1Ь1Гь1Лф н мшьмП1Ш1Т.

■к и. 1'И'иии1 н.1'зцъ. •>. ъ. 'тынна 

и. |( ф и ф п I |1

1>11Ъ и/1/и ш {.1 рпЪ !<)“и ш1{ш Ь
‘111,(1/1 /х [Чирш1( 11'111(11!/1'11'111.(1 {/ 1!и)г(Ъ/>1П1нчппч\ча1!(ч1՝1н>\/!]1чЪ 1/и»(11(1)1 {41/1 /!/п!)иЪ
'/(■•Ч! 1(ПЧ><1 !<Ъ 1'11(1)/1Ч<} II 1»ц}1/)1111)1[ш‘п 1]Ч1?1ПНи! 1(«1՝11)[пг( !)),!(II(Ч11(11ч1( 11111֊ 

">Ч<> //։>? 1! >44'11/1 ч шшиш Д 1(111 !(ш'п ш»> ш и>Ь п и! ‘н/, /ф .’/< и’Ь Ь ! ин/ шиш֊
рпч!'и!.(1(1 !։. шпЪ^псР(пСиЫрр։
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THE BASIC EQUATIONS \ND RELATIONS OF NONLINE \R 
MAGNETOELASTIC VIBRATIONS OF THIN ELECTROCONDUCTING

PLATES

G E BAGDASARIAN. Z. N. DANOYAN

S ti in in a r y

In the paper, by means of the basic statements of nonlinear mag- 
netoelasticlty theory and the hypothesis of nuignctoelasticlty of thin 
bodies, the baste equations and relations of nonlinear magnctoelastic 
vibrations of thin electroconducting plates In a magnetic, field arc dedu­
ced.
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ОБ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СООТНОШЕНИЯХ МЕХАНИКИ 
РАЗНОЛЮДУЛЫ1ЫХ ТЕЛ

ЛОМАКИН Е. В, СВЕКЛО В А. ЧЕРНЫШОВ О. Л

В работе [I] получены соотношения между ^формациями и на­
пряжениями для изотропных упругих гел, сопротивление которых за­
висит от вида напряженного состояния. Это гвонство для краткости 
обозначено гермином «разномодульпость», под которым у некоторых 
других авторов понималось различи՛: упругих характернееик материла 
только при одноосных растяжении н сжатии [2] Соотношения [1] 
были получены из условия существования упругого шленцпала, име­
ющего такой же вид, как и потенциал для классического улру.-мго го­
ла, но константы которого зависят о г вида напряженного состояния. 
При этом в качестве параметра вида напряженного состояния был вы­
бран параметр ; = з/з0, где а среднее напряжение, 50—интенсивность 
напряжений. В общем случае параметр ; м г принимать значения от 
— ос до -|- ос.

В данной работе продолжается рассмотрение вопросов, снизанных 
с исследованием определяющих соотношении механики разномодуль­
ных тел. В частности, на конечных иптерва iax изменения аргумен­
тов строятся определяющие функции деформированного и напряжен­
ного состояния среды. Устанавливав.ся взаимно-однозначное соответ­
ствие между ними. Указывается досгаюч.юе условие сшнс. ценности 
решения основных краевых задач.

1°. При построении зависимостей между напряжениями и кфор- 
мациямп упругого изотропного тела, сопротивление которого тавнент 
от вида напряженного состояния, исходим из следующих допущений:

1. Упругий потенциал среды иРзависн: юлько от первых двух ин­
вариантов тензора деформации

К'(Д, J,), А=Зе, 3t’ + 4 ‘о (1.1)

Здесь в= 1'3£/.—средняя деформация,

30- ֊.у՜ | ’ (Sn 1՜ (-и—s3j)2 ' (:22 г?з)՜ " Gs|? * (>5^4-bSp

— интенсивность тензора деформаций.
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2. Упругий потенциал и7 удовлетворяет равенству 

Л֊֊+4֊^-2  ̂ П-2)
(Ь*

Допущения I. 2 вполне естественны, они выполняются мя классиче­
ского упругого изотропного тела. Допущение 2 обобщает свойство од­
нородности потенциала V? в классическом случае.

Для малых деформаций П7 является функцией шести независи­
мых компонент тензора деформаций г,. = 1;2(дл/ ֊{ ,ч .,-). При неучетс 
тепловых эффектов имеем 

что в соответствии с допущением 1 позволяет установии» общий вид 
связи между компонентами тензоров напряжений в деформаций

. I д\У
д/х ,>:Г 4 ОД 8"‘

или
—; = 1 _-г \ . 1 д\У 1

" у՝> д./՝.> {՝'“ ~ “ гЛ/։ ГЛОДГ' 3 ~ з 3,7

(1.3)

(1.4)

Из (1.4) следует, что в рассматриваемой среде главные направления 
тензоров напряжения п деформации совпадаю г.

Рассматривая (1.2) как дифференциальное уравнение с частны­
ми производными для функции IV՜. запишем его общее решение

(1.5)

Здесь Д^) —произвольная достаточное число раз дифференцируемая 
функция По смыслу левой части равенства (1.5) Д-/,)?>(| для всех 
возможных значений аргумента. Последний назовем параметром, а 
<(>;)—функцией вида деформированного состояния среды. Согласно 
(1.1) имеем 9/2։$ (3-сОД)2. Откуда следует, что для всех видов 
деформированного состояния <2 3.

Вычисляя производные от IV7 в равенстве (1.3), получим

’ц*= -г7.(у.)^. /.('Л = ЗЧ’?) ~’Г/С'.) (1 -6)

что равносильно равенствам

%*• Зз»П։=Зу(г/)Л-|х(г/)7։ (1.7)
Из П.6) следует

'и՜ 7.('.)-ф (Ь'/)
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Отсюда получаем еще одно ограничение на функцию <(*,),

для всех у/ 3.
Рассмотрим сумму

"л-и : 3224а։ 4՜ 5зз£.и -:П’։з ' 2523’23 ' -'։за13

Пользуясь (1.6), получим формулу Клапейрона

+ х(^)^-(Г’. I 7.)(Л)2֊ 2«7
2 . Соотношения (1.6) при некоторых дополнительных условиях 

позволяют выразить 7* через ПА (й 1. 2). 11г --3^ гЗ;2 %• з0—интен­
сивность тензора напряжений. Действительно, пользуясь (1.6), полу­
чим

п;֊тл?, п;=/(Т։, ?; -ю-уи/ю-кт-՛ (2.»

Полагая Г> -П։-П'\ на основании (1.7) и (2.1) получим

?=1(з-^)/+2^|7:г* (2-2)

Равенство (2.2) определяет т> как неявную функцию на проме­
жутке —3<т; 3. Имеем

2՛?/. I (3-^)|2^-(У)=| р,,п
(/г,

При условии неравенства нулю числителя правой части (2.3) 
является однозначной функцией 0, то есть отношения I 1։/1 1". Таким 
образом, инварианты Л однозначно выражаются через ГК (А։ — 1, 2). 
Вычислим, рассматривая IV' как функцию только П*։ левую часть 
равенства (1.2)

. „<?пд<?их / апч
-л/, 4 - Р’д/, г/’дл.)д$' Игтг : Атт»;аге
Легко проверить с помощью (1.6). что коэффициенты при 

<2№7^П1, <?№Л'дП| равны, соответственно, 11։ и 112. Таким образом, 
приходим к равенству

д\У
0П,

<,1£7
-Ж 12

Отсюда, аналогично рассмотренному выше, находим

1¥'=ф(Р)(Ц«)2։ 0^П։Н? (2.4)

Здесь <з(0) произвольная достаточпие число раз дифференцируемая 
функция. Для всех отличных от нуля напряженных состояний среды 

з0=/2՜/3—02 Г1?/3>0. Поэтому |Г-=^3. Из (2.-1) следует, что

32



условию 

формула

(2.5)

(2.6)

функция как и функция /(Д, должна удовлетворять 
?(Р)2>0 для всех Р’<3.

Поскольку для рассматриваемой среды справедлива 
Клапейрона, то справедливы и равенства [3]

д№
*4՞ — 

(Ни
Из (2.4) и (2.5) следует

= Ь-(Р)3., <Д-2?(3)-Ъ'(3)>0

или

Л —3?'(3)П" 4- «>(?)П։

Отметим, что параметр 3= 11/112 имеет некоторые преимущества пе­
ред $=з'з0, использованном в |1|, поскольку ограничения, наклады­
ваемые на функцию <?(Р), должны выполняться только на отрезке 
I /з՜՛ /з ]՝ а нс иа псей прямой, как было бы при использовании 
параметра

3 . Папряженно-дсформмроваигюе состояние рассматриваемой 
Среды можно выразить либо с помощью функции ?(р). либо 'Ь(т(). 
Между ними имеется связь. Действительно, зная функцию <?(р), лег­
ко находим

4т.)=ДР)Л-, -V |(3-рг)г'-г-2Р?Г/. 7>|(3֊РШ Ы?2Г (3.0

г. с. имеем параметрическое задание функции Д?,), определяющей 
зависимость упругого потенциала и7 от компонент тензора дефор­
маций.

Из (3.1) вытекает равенство

•/(•/}) =-/(Р)ш-«(Р)Т;1 (3.2)

Здесь в левой части производная берегся по *}. а в правой части­
ло переменной р.

На основании (3.1) и (3.2) нетрудно убедиться, что

7.(71)<м(₽)® ։ (3.3)

Поэтому из неравенств ?(Р)>0, и>(Р)>0 следуют неравенства ?(т,)>0, 
/Ь)>0 н наоборот. Покажем теперь, что из соотношений (1.7) выте­
кают соотношения (2.6) и наоборот. Действительно, из второго соот­
ношения (2.6) имеем

А-г։(п։-зуу;) =и4п։-гЗ?'4ч ։г?|=.«.п,4-з?'1Х|

3 Пдвйстия ЛИ Армянской ССР. Механика № 2
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Равносильность первых соотношений (1.7) и (2.6) следует из 
(3.3). Таким образом, напряженно-деформированное, состояние может 
быть описано либо с помощью потенциала (1.5). либо—(2.4).

Поскольку из (2.6) следует, что -0 >՛'(?)%, то для определения 
вила функции ••>(!») может быть использована методика, указанная л 
работе |1|. Укажем лишь, что если v»(f)-const, то ® Д . flfi8, Л, Я- 
постоянные, и мы получим

1Г = ЛП; ЯП,

то сеть классический потенциал, который является одним и.։ частных 
решений уравнения (1.2).

4. Исследуем теперь условия (-дине։ венное: и решения краевых 
задач для рассмотренной среды. Будем исходить ил соотношений, по­
лученных на основе потенциала (1.5). (’оогношения между деформа­
циями и напряжениям։։ нелинейные, поэтому во-.-по.։։. юзаться класс։ - 
веским доказательством теоремы единственности не представляется 
возможным. Единственность решения выполняется, если потенциал 
является выпуклой функцией [4, 5]. Однако, условия выпуклости по­
тенциала (1.5) как функции шести независимых компонент тензора 
деформаций весьма громоздки, проверка которых может вызвать боль 
шне затруднения. Покажем, что единственное։ь решения бу.и-i обеспе­
чена при условии выпуклости потенциала как фхнкцпи двух инвариан­
тов /j и .Л. Виртуальная работа поверхностных и о՛՜ земных сил пред­
ставляется следующим образом |5|:

С/?-«,</(*= (4.1

*$ V и

Пусть на одной поверхности тела 5։ заданы внешние напряжения, 
на другой 5',-перемещения

01^1—'1, на = м® па 52 (4.2)

Предположим, что наряду с решением з;., ц;, удовлетворяющим 
граничным условиям (4.2). существует՛ решение у՞.,., и]. удовлетворя­
ющее тем же граничным условиям. Причем предположим, что и. и 
и', сколь угодно близки, то есть «’• -«,֊}-'՝///. Топа виртуальная рабо­
та понерхпос։пых сил и объемных сил на вариациях перемещения 
соответствующего разности решений и. п //, для первого решения 
согласно (4.1), равна

рли.Л’ I- |՜ = (’ (֊^) (4.3

V К V Р՝՝

но выражение, стоящее под интегралом к правой части равенства 
(4.3) есть удельна - элементарная работа деформации ՝г> ИХ и посколь- 
։:՛ Ц’ является также функцией и то справедливо



Хпалогпчио, для второго решения имеем

(1.5)
8 г 5՜

Покажем. что с точностью до малых более высокого порядка значе­
ния V* и Ъ/к совпадают. В самом деле Ц -= </’,- '/3(^-п '•е-՝.г ‘ ',еаУ

Ь И/.֊ и;,
' ’ЧЛг ‘ Уе,чеМ

Поскольку (■՛!,,, Т|) получим

О ( ) ''С,,.,

Поэтому
'^2 7 О ,)''£

Отбрасывая малые более высокого порядка, чем получим
ы.

Составляя теперь разность выражений (4.4) п (4.5). получаем

(4.6)

Выражения в левой части равенства (4.6) тождественно равны нулю, 
так как Л5/=0 на .$\, а &«/—О на 52. Если же наложить на функцию 
IV условия выпуклости, то подынтегральное выражение в правой час­

ти равенства (4.6) будет всегда больше нуля, что обеспечивает един­
ственность решения.

Известно, что необходимым и достаточным условием выпуклости 
функции / является положительная определенность гессиана

сси— -—г՜

Находим для \У

Сп՜՜^
д֊ УУ



Вычисляя главные миноры матрицы |с |

А, Iе" <՜" I 
км ъ I

и накладывая на них условия положительности, получаем достаточное 
\ еловие единственности

У>0. (4.7)
Поскольку из положительной опрслелгпностн потенциала следует, 

что !»>Ь. то при выполнении второго условия (17) первое также вы- 
||(|.111Ж.чсч. Таким образом. УСЛОВИЙ г шпственпос ։ II решения можно 
«аниса н> в виде

*>0. -(/)’> о (4.Н)
Заметим. что условия (4.Н? являются также достаточными для 

взаимной однозначности мем,л*. параметрами ч и ®, как это видно на 
(2.3).

В заключение отметим. что мт л.лу введенным ранее параметром 
вида напряженного состоянии ; и использованным в данной рабою 
ПАрОметрОМ ₽ существует простая зависимость : - /2 3/|3(3 —р')|. Та­
ким образом, неогр лшченнын ин ервал изменения параметра ; сведен 
к конечному интервалу для параметра р Это часто бывает полезным 
ври проведении расчетов с помощью того или иного численного ме­
тода.

ՏԱ1'Ա1րՈԴՈ1Վ 1Г 1М։1ГЬ\Л.1-.РЬ 1րե1սԱՆԻԿԱՅԻ ՈՐՈՇԻՉ 
ԿԱՊԱ«ւՏՈ1Ք.4ՈԻՆՆԻՐԻ 1ՈԷ11ԻՆ

ն. Վ ԼՈաԱւԻՆ. Վ Ա 1.'Վհ«։| Ո II 1Լ 2Ե|*Ն1-ՇՈՎ

Ս. մ փ ո փ ո ւ մ

Ուսամնասիրվում են տարամոգոպ մարմինների մեխանիկայի որոշիչ կա- 
ււրււկէքՈէքէ շունն երի հետազոտման Հետ կապված Հարցեր։ •Քննարկվում են լար՝ 
վածային վիճակի տեսքից ղեֆորմացիոն րնուի արլրիների կախվածության 
նկարագրման Համար տարրեր պարամ ետրերի օգտագործման հնարավորու- 
(քյոէնր>

Վերյածված են աոտծգականուքեյան տեսության որոշ թեորեմների իրա- 
վացիությունր 111 ա/էամոգւււյ նյութերի Համար։

(հոացված են եզրային խնդիրների լուծման ւքիակա թյան ւգայմաններւ



ON CONSTITUTIVE. RELATIONS IN THÉ MECHANICS Of7 
MULTIMODULUS MATERIALS

E V. LOMAKIN. V. A. SVEKLO, 0 A. CHERNYSHOV

S il tn ni a r v

Some problems of constitutive relations for muitimodulus materials 
are considered. The possibilities of different parameters for the descrip­
tion of the dependence of deformation properties on the stress state are 
discussed. Some theorems referring to the theory of elasticity art 
analysed for multimodulus materials. The conditions of the unique solu­
tion for the boundary problem are defined.
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ УСКОРЕННОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ЦИКЛИЧЕСКОЙ ПРОЧНОСТИ КОМПОЗИТНЫХ 

МАТЕРИАЛОВ

САРКИСЯН И. Е.

Существующие критерии усталостного разрушения композитны*  
материалов (КМ) не дают возможности рассчитать прочность образца 
хотя бы в простейшем случае одноосного нагружения, основываясь 
при этом лишь на характеристиках механических свойств .материала, 
соответствующих кратковременному нагружению.

Поэтому широкое разнообразие видов современных КМ. суще­
ственная и’.меняемое!ь их усталостных свойств в зависимости от мно­
гих технологических факторов, температурно-силовых и других экс­
плуатационных условий, на практике вызывают необходимость прове­
дения большого числа испытаний, требующих значительной затраты 
дорогостоящих материалов, средств и времени. С этой точки зрения 
понятен интерес, проявляемый к различным методам сокращения ус­
талостных испытаний материалов. Эти методы, как правило, основы­
ваются на том или ином критерии разрушения, либо на корреляцион­
ной связи, устанавливаемой между изменением определенного физиче­
ского параметра испытуемого образца и временем до его разрушения 
(долговечностью). Тем самым, все предложенные методы ускоренного 
испытания, в свою очередь, требуют проведения того или иного коли­
чества усталостных испытаний.

Впервые в работе. [1] был предложен способ ускоренного опре­
деления долговечности полимерных КМ в области многоцикловой ус­
талости. Методика основана на инвариантности критической темпера­
туры циклического разогрева материала от напряжения и па линей 
пом законе роста температуры в зависимости от числа циклов нагру­
жения. Последний наблюдается на основной (по времени) стадии вы­
носливости испытуемого образца. Дальнейшее уточнение этого подхо­
да, его обобщение на случаи изменения ряда других физических па­
раметров и разработка специальной методики ускоренного определе­
ния критических значений этих параметров по испытанию одного об­
разца для разных уровней напряжения способствовали значительному 
расширению области прогнозирования усталостной долговечности 
[2. 3]. Указанные методики дали большой эффект и успешно применя­
ются во многих работах но определению прочности полимерных КМ.

В работах [-1. 5] предложен критерий опенки циклической проч- 
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йости КМ в области миогоиикловой усталости, основанный на знании 
кривой статического нагружения «напряжение -деформация» (-з-*-։)»  
получаемой в идентичных условиях нагружения. При этом установ­
лено, что наиболее близкая корреляция усталостной прочности о су 
ществует с так называемым пределом пропорциональности «*.  л не с 
пределом прочности материала з» пли с модулем упругости /;. как это 
считается традиционно. В качестве напряжения и*  принимается на­
пряжение, соответствующее началу отклонения статической кривой 
М от линейного участка этой зависимости. Поэтому коэффициент 
усталостной прочности материала определяется отношением

/<*- — (1) .Т.

где при симметричном цикле нагружения величина о*  принимается как 
меньшее из значений, соответствующих диаграммам статического рас­
тяжения и сжатия (при циклическом изгибе но диаграммам стати­
ческого изгиба).

Указанная выше корреляционная зависимость легла в основу раз- 
рзботки ускоренного метода определения анизотропия усталостной 
прочности полимерных КМ при симметричном цикле осевого растяже­
ния -сжатия и плоского изгиба [5]. Метод предусматривает кратковре­
менные статические испытания образцов, вырезанных в различных на­
правлениях ч. Усталостные испытания проводятся 1ЛЯ образцов толь­
ко одной ориентации я Усталостная прочность в других направлениях 
вычисляется по значениям с‘ в предположении постоянства коэффи­
циента усталости № для всех направлении т, рассчитанною ио форму­
ле (1). Этот метол позволил с погрешностью около 10% оценить ани­
зотропию усталостной прочности при двух-, трехкратном сокращении 
объема испытании [5].

Однако, на наш взгляд, методика [I. 5] ле может быть успешно 
применена для целого ряда КМ, поскольку опа не учитывает су­
щественную анизотропию коэффициента прочности КМ при много- 
цикловом нагружении. Кроме этого, ряд КМ. имеющих однонаправ­
ленную структуру армирования, при статическом деформирован и и в 
направлении волокон вплоть >о разрушения образна проявляют поч­
ти линейный характер зависимости 5—г. Для этих материалов досто­
верный выбор напряжения п*  усложняется и. видимо, в качестве о*  
придется принима ть значение предела прочности з|։. Это приведет к 
искусственному значительному снижению коэффициента усталостной 
прочности Кл, что затруднит объективную оценку усталостного гоиро 
падения материала.

Рассмотрим возможность построения метола ускоренного опреде­
ления усталостной прочности полимерных композитных материалов, 
основанного на известных временных критериях разрушения. В насто­
ящей работе для этой цели используются теории прочности [6] и [7]. 

I выражающиеся соответствен н<» экспоненциальной и степенной функ- 
ииями напряжения и долговечности
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Временная зависимость, основанная на термофлукчуаннопной тео­
рии прочности твердых тел. имеет ш։д [С]:

где. постоянная, близкая к периоду тепловых колебаний атомов.
«I,—энергия элементарного акта процесса разрушения, являющая­

ся для полимерных материалов энергией химических связей;
/г постоянная Больцмана;
7֊ коэффициент. характеризующий структуру полимерного мате­
риала;
Т-—абсолютная температура среды;
т—время разрушения.
Для условий изотермического деформирования тел. заменив вре­

мя ՛ числом циклов до разрушения Л՛', зависимость (2) можно предста­
вить в простейшем виде

2 3 (|сД-!^гЛ) (3)
а

где /1 и « новые параметры, выражающиеся через постоянные фор­
мулы (2) и температуру Т.

Рассмотрим порто длительной прочности полимерных материа­
лов. основанную па принципе метола размерностей [7]. В случае сим­
метричного растя жен ния -сжатия с постоянной амплитудой։ напряже­
ния ° г. частотой ՛•> количество циклов до разрушения но этой теории 
может быть определено из общего выражения

где искомая функция Л зависит от двух переменных гомологической 
температуры 7՛., (в частном случае, температуры стеклования) и частоты 
напряжения <՛՛.

Коэффициент времени а ... должен быть найден экспериментально 
по кривым ползучести при различных температурах [7].

Для большого диапазона температур и напряжений функция Л 
аппроксимируется степенной функцией вида [7]:

где (5.г 1 и С являются новыми постоянными данного материала.
Снова принимая температуру испытания Т постоянной, в частнос­

ти, равной «сродненной по времени температуре циклического разо­
грева, по (4) и (5) получаем расчетную зависимость простейшего вида

;У=Д=֊> (6)

где В—новая постоянная, определяемая для конкретных условий на- 
। ружения.
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Статистический анализ эксш•рпмонтальных (явных в большинстве 
рано։ показы паст, чю кривые Br.icpa зависимости мпогоцикловий ус 
талостной прочности полимерных КМ независимо о г вида деформации, 
частоты напряжения и свойства анизотропии лучше всего описываются 
уравнением

5-rt-/^.|gA’ (7)

где а и А—параметры, зависящие от физико-механических свойств ис­
пытуемого материала и условий циклического нагружения.

Как видно, между эмпирической формулой (7) и формулой (3). 
являющейся упрощением зависимости (2), нет абсолютно никакой раз­
ницы. В отличие от (6) оба эти уравнения при стремлении значения 
циклического напряжения к нулю дают долговечность, стремящуюся 
не к бесконечности, а к определенной величине. В зависимости (7) ло- 

гарнфм долговечности стремится к отношению , которое, кстати, может 
b 

служить определенной характеристикой чувствительности материала к 
процесс} усталости.

Мы считаем, ч о зависимости (6) и (7), являющиеся простейшими 
выражениями общих .закономерностей (2) и (4), могут быть успешно 
применены для оценки в первом приближении циклической прочности 
полимерных КМ. При этом нмее.ся в виду, что эмпирические парамет­
ры а и b (или В и /) в интегральной форме неявным образом отража­
ют все возможные изменения физико-механических свойств материала, 
которые несомненно имеют место з процессе длительного нагружения 
я обусловлены особенностями КМ и условиями испытания.

Предлагаемый нами способ сокращения объема испытаний факти­
чески является одним из возможных методов ускорения усталостных 
испытаний, »тот способ основывается па экспериментальном опреде­
лении значений параметров « и <> (или В в путем построения лишь 
начального участка кривой Велера s-lgA',

Как известно, мало- и мшиоинкловая усталость материалов опре­
деляется существенными различиями в механизмах разрушения. По­
этому, очевидно, шачення указанных выше параметров должны быть 
определены отдельно для каждого зила усталости.

Для расчета циклической прочности в области малоцикловой ус­
талости КМ при определении параметров формул (6) и (7) кратко­
временные испытания рекомендуется проводил, при возможно высоких 
значениях циклического напряжения.

Известно, что кривая многоинкловой усталостной прочности по­
лимерных КМ чаще всего описывается одним участком линейной за­
висимости (7). Появление начального ио отношению к нему линейно­
го участка, имеющего больший уклон и системе координат (с,IgA’), ме­
нее характерно. Как известно, этот промежуточный участок отражает 
изменения в механизме разрушения, происходящие ври переходе мало­
цикловой усталости к много цикловой. Протяженность этого участка 
кривой Велера для полимерных КМ обычно не превышает нескольких 
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десятков п։сяч циклов Поэтому для расчета многоцикловой усталос­
ти нами рекомендуется циклические напряжения выбирал, такими, 
чтобы соответствующие долговечности оказались примерно а диапазо­
не от 20 30 тысяч до 100 гысяч циклов, го ест։, за пределами возмож­
ной сталии перехода мсжд\ мало- и многоцикловой усталоетью.

Для двух задаваемых значении напряжения определяется число 
циклон Д’ до разрушения образца А\<С-Ч) • зависимое гп от 
разброса предела прочности материала (следовательно, и разброса 
усталостной прочности) при каждом значении напряжения может быть 
испытано 3;—7 образцов. Используя среднеарифметические значения 
циклического напряжения и долговечности по двум уравнениям (7), 
находим искомые значения параметров и и Ь (либо по уравнениям (б) 
параметры В и 3). Таким образом, количество опытов, необходимое 
для вычисления указанных параметров, будет не больше того, что 
требовалось бы для пог троения начального участка криво;! :՝-1^А՜.

Воспользуемся предложенным здесь способом, а также методикой 
ускоренных испытаний [4, 5] и оценим анизотропию мн.огоцикловой 
усталостной прочности стекло текстолита на основе ткани Т-10 и сия 
зующего ЭДТ-10*.

• Предложенный способ успешно онробнрЛшн также при апалнае р.чу и.тагои 
испытания ։>р։1сш1:|юа.11П!ых. стек он асткког. типа СВ/\\\ । кчкяоры.х 1рутх поли 
мерных КМ Спошетстнуюшпе результаты сравнения рас четных и --ксясримопти.'п.ных 
данных не отличаются о г обсуждаемых и поэтому здесь не приводятся

Испытания по предложенному способу ускоренного определения 
усталостной прочности стеклотекстолита были проведены примерно 
2,5 года спустя после изготовления материала. Образцы были выре­
заны в направлении основы и утка ткани (угол вырезки <г соответствен­
но 0 н 90՜) н иод углом '1=45՞. Опыты проводились в нормальных 
температурно-влажностных условиях среды при гармоническом пуль­
сирующем цикле растяжения частотой 1200 цнкл/мнн. Подробнее экс 
псриментальные данные по усталостным свойствам этою стеклотексто­
лита н методика иены।аинй описаны з работе [8].

Статические прочностные и деформатнвные характеристики стек­
ло гекстолита, соответствующие указанному выше срок} хранения об­
разцов, приведены в табл. 1. Указаны значения предела прочности 
(=|։.) и деформации разрушения (^,). а также напряжения -э? и де­
формации 1*,  которые соответствуют начальному пер гибу графика 
статической зависимости

Для сравнения значений многоцикловой усталостной прочности, 
подсчитанных по ускоренным методам, с экспериментальными данны­
ми и качестве последних используем корреляционные уравнения 
□ - ՛£ V,построенные в работе |8]. В частности, при пульсирующем 
растяжении стеклотекстолит в направлении основы ткани это урав­
нение имеет вид

= ֊514,6—66,08 • !”Л ( ЙПа)
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Оценка усг«։.-к։с •нон п[сш-'и । н сгекло1екстолн а по методике |4,5|
Таблица 1

У
го

л 7
 пы

ре
лк

й,
 

гр
ад

Характеристики С Г.пи- 
ческой кривой

Коэффициент /< при 
числе циклов Лг

Усталостная прочность
•з на базе Л՜, МПа

т’.
 М

П
 л

о

• «1 -,ф
.М

П
л 1

— о о
о

сч о г—• о о
о

см
1 2 3 । 5 в 7 8 9 10 11 12 13

и 247.1 8.0 .25,6 10.5 1 ,0>; 0.751 0.482 0,401 250,2 184,2 118.1 98,3
— — —

45 19.6 0.8 '<14 .7 48.0 62.3 54.5 45,6 43.0
19.8 14.7 9.4 7,8

133,2 107,3 81,4 73,6
90 84.3 3,0 -64.8 25-0 • — в — —в”- • 84,7 62.6 40,2 33,4

По указанному уравнению и напряжению <*■'  из табл, 1 при Ф=0° 
подсчитываются значения коэффициента усталостной прочности /С для 
различных долговечностей Л'. Далее, с помощью этих значений Л՞*  и 
напряжений соответствующих <> -15 и 90°, но заданным Л' опреде­
ляются напряжения ° для этих направлений. Результаты подсчета, ко­
торый соответствует методике [о], приведены в табл. I. Здесь в гра­
фах 10 13 в числителе указаны экспериментальные. а в знаменателе 
расчетные значения циклический прочности. Как видно из этих данных, 
расхождение между расчетом и экспериментом велико. Поэтому при­
менение указанного метола ускоренного определения мпогонпиловой 
усталостной прочности при отнулсвом растяжении нецелесообразно. 
Следует также отметить, что если здесь напряжение соответствую­
щее Ф=.0°. прннимягъ. например, вдвое меньше, то для ориентации 
Ф=90° расхождение значительно уменьшится (г։ среднем 13.7% на ба­
зе А' = 10’ е -2 • Ю” циклов). Однако, даже у этом гипотетическом случае 
для угла вырезки <г = 45” расхождение между расчетными и экспери­
ментальными данными сохранилось бы на прежнем высоком уровне 
(3—5 раз). Объяснение этого, на наш взгляд, заключается п том. что 

• 1о же, что и зависимость (3).

указанная методика не учитывает существенного влияния анизотропия 
КМ на коэффициент усталое։ной прочности при многоцикловом натру- 
Женин.

Рассмотрим возможность использования формул (6) и (7)*  для 
приближенной оценки мпогоцнкловой усталостной прочности рассмат­
риваемого здесь стеклотекстолита.

В табл. 2 приведены oin.niii.ie значения напряжений <’ и соответ­
ствующие нм долговечности А В графах 3 и 5 п скобках указано ко. 
лнчсство образцов, которое было испытано для пос։ роения кривых ус­
талости по предложенному способу, Как видно из ।абличных данных, 
общее время I, необходимое для построения полной усталостной кри­
вой Велера, в рассматриваемых опытах сократилось в среднем о 15 
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раз (■' /*).  Вместо. с лим. в 2 3 [ а ։а сокращается также ко.тпчес ibo 

разрушаемых образцов (//.'//*).  При гиком су шее i пенном выигрыше в 
сокращении объема усталостных ист ганий одновременно обеспечива­
ется также и достаточно у до вл е: во pi и ел иное согласие между расчет­
ными п экспериментальными значениями усталое- ной прочности

Оценка ус злостной прочппст стеклотекстолит?. по предложенному метолу
Таблица ‘J

И II ? гряд. МНа
•v։ 

цикл
-3 

.МПа
А’з

ЦИК 1 а л з п и* / /

1 2 з 1 4 S 1 •> 1 7 1 В 1 9 1 10 1 и 1 12

1 0 210.8(3) 56000 186.3(4) 129000 51.577 6.964 13.742 6.749 3 12
2 45 59.0(3) 13000 53.7(3) 19000 9.768 0.915 15.109 14.125 2 1S
3 90 129.2(3) 300(10 110.3(6) 101000 29.654(3.678 13.061 7 4'63 2 7
4 и 154.8(3) 58000 112.1(3) 46.690(6.487 11.202 5.373 3 20
5 45 72.3(3) 30*00 05.4(3) 325000 10.407 0.678 25.211 23.898 2 5
б 90 91.4(5) 22000 74 .0(3) II20011 20.336 J՛.՛ 11.839 7.725 3 13

Примечание: Страки 4 -Г» соотпетстпукн испытаниям обращен с концентрат՛ ром 
напряжения в виде капрального кругового отверстия.

Па фиг. 1 построены графики, иллюстрирующие приемлемость 
предлагаемою метода (пунктирная и сплошная линии соответствуют 
формулам (6) и (7) |.Точками па графиках обозначены среднеарифме­
тические значения усталостной прочности и долговечности, полученные 
в основных испытаниях [8].

Фиг. 1
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Сравнение расчетных кривых усталости с экспериментальными 
статистическими кривыми показывает, что формулы (6) и (7) могут 
быть с успехом использованы для прогнозирования мнбгоинкловой ус­
талостной прочности полимерных КМ Действительно, отклонение рас­
четных данных от экспериментальных носит случайный характер, прак­
тически не зависит от выбора расчетной формулы и на базе 
.¥«•10*  #2 • 10е циклов в среднем не превышает 5%. лишь в отдельных 
случаях доходит до 10 15%.

Как видно из графиков на фиг. I. предлагаемый метод ускорен­
ного определения мпогоцикловой усталостной lipoiiiocru полимерных 
КМ приемлем для различных углов ‘I ориентации нагрузки, а также 
для образцов с концентратором напряжений.

Следует отмстить, что если зависимости тина (G) и (7) можно 
использовать для ускоренного определения усталостной прочности 
композитов в условиях многониклового нагружении. го. очевидно, 
имеется еще больше оснований тля успешно о их применения при 
опойке малочнкловой уст злостной прочности КМ.

Ո1Պ1.1Պ U.IITII 1՚Ւ:'.ԱՆ IllTh'.IIIJ.i.
1Г|» ԱՐԱԴ U'l.ll.VIMlb ՄԱՍԻՆ

Ն. I». Սա՚ԴԱՏԱՆ

Ա if փ ii փ ii i if

Առաջարկվում Լ կէէմ պողի ա Նյութերի ր աղմա ցիկլային . ալնած ային ин!- 

/էության ան fi t/it սւ ր tt սլ fi ա jft էւրսշմ ան արաւլ եղան ակ' 'իմնվւսծ > արասւեության 
և աս [in if! յան միջև երկպարամ ետրային կապերի վ/Hiit Սահմանված կ հաշվա­
յին It փորձնական տվյալների րավարար .ամաձայնու[!յռլն։

ABOUT A METHOD OF SPEEDY DETERMINATION OF CYCLIC 
STRENGTH OF COMPOSITE MATERIALS

N. E. SARKISIAN

S и :u m а г у

The method of spe d՝ determination of anisotropy of multicycllcal 
fatiqne strength of composite materials is suggested. based on two- 
parametrical dependence between durability nr-d strain. It Is shown that 
the calculated and experimental data are In good agreeme .1.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՃ ԴԻՏՈԻ^ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ
И 3 В Е С Т И Я А К А Д Г. М И И II А У К А Р М Я Н С КОИ ССР

Ս1փւարփ1|սւ XXXVIП, № 2, 1985 МехаиПка

УДК (.2-1.159.1

ОДНОМЕРНЫЕ ПЛОСКИЕ ВОЛНЫ СДВИГА В ГРУНТЕ 
С ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ДИЛАТАПСИЕИ

МАРТИРОСЯН 1’ II.

Для практик» динамики грунтов и инженерной сейсмологии ин­
тересно нзучить процесс распространения волны сдвиги в мягких 
грунтах. Необходимость р.тшшия исследовании в гом направлении 
подтверждается гем. что при сильных землетрясениях в тлнцентраль- 
ной зоне амплитуды сейсмических смещении почвы бывают в 3 5 
раз больше в поперечной волне, чем продольной, вследствие чего на 
поверхности земли и в основании сооружения образуются значитель­
ные пластические деформации

Основные экспериментально установленные факты [1] и др., вы­
явившие характер влияния динамической нагрузки на механические 
свойства грунтов (в основном, пссчаидХ) сводя гея к тому, что дина­
мическое воздействие вызывав; изменение деформационных и проч­
ностных свойств грунта (иадеппс прочности до 25—70%). Это явление 
объясняется разрушением его структурных связей и перераспределе­
нием плотности грунта по глубине.

Между тем. в грунтах с зернисто-дисперсной структурой дефор­
мации сдвига зызывакп объемные ичмененнг (эффект дилатансии). 
Дилатансия проявляется как при упругом, так и при пластическом 
деформировании грунта, причем во всех случаях она может быть по­
ложительной и отрицательной. Чистое формоизменение без объемных 
деформации может происходить только при так называемой критиче­
ской плотности грунта.

При плотности, мсиыпей критической, сдвиг сопровождается раз­
рушением структуры, приводящим грунт к уплотнению (отрицательная 
дилатансия). При плотности, большей критической, сдвиг- сопровожда­
ется разрыхлением грунта I(положительная дилатансия).

Такое специфическое для грунтов свойство дилатансии характе­
ризуется тем, что механическая энергия волн сдвига поглощается тре­
нием па контактах частиц и вменением объема грунтовой среды в 
процессе Сдвига.

Явление дилатансии по.-пиерждено большим количеством опытных 
.KiHHbix. Экспсримсптальиьп1 гр;.фпк coup֊՛ пиления слвч \ плотного 
песчаного грунта, полученный Д. Тейлором. V, 11. Гольдштейном и тр.. 
показан на фш. I. На учагии 0-1 р\ пт работает упруго и объемные 
изменения нс происходят. Постепенное уменьшение прочности груша
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после пиковой точки 1 происходит 
плотности. В области дилатансии 
происходит жестко, то есть после

■.а счет постепенного уменьшения
(после точки I, фиг. разгрузка
ра ирузкн сдвиговая дсформ а ци я

полностью остается.

•Pin 1. Диаграмма corp и-втеиш ■ тки; • 
плотного пссчап ю грунта

Рассматривается разупрочнение (положительная дилатансия)
плотного грунта при распространения одномерной плоской волны сдви­
га типа SII, фреш которой поляри ювап в горизонтальной плоское 1
Координата и направлена вертикально вверх.

Приведенное в статье построение и решент »алачн основываются
на известной дилатансионной модели [7]

Если касательные напряжения (фиг 
простри ня юте я упругие волны При ыом можно

грунте рас­
считать. что волна

ю в

сдвига не вызывает дилатансии, и при решении волновых задач нс՛ 
пользуется известная теория упругих волн

Когда касательные напряжения достигаю։ шачення х = -.„, в труп 
։е распространяются уируго-пластнческис волны сдвига, вызывая ди 
латансию При этом плотность грунт; р(б) является фузчписи объем 
ной деформации б.

Система уравнении движения и неразрывности деформации сдвига, 
подробный вывод и решение которой приведен в работе [3|. получена 
из обшнх уравнений дилатансионных волн [7] для материала типа 
«плотного песка» при одномерном плоском случае, когда не учитыва­
ется нормальное давление.

г / 1 д՜ н

1г-ско)Осгь колебаний частиц;

[ехр(-'>) 1—֊   — О,
at az

где -—касательные напряжения;
6 -const объмная деформация;

I д~ г> dV „

•|Н



Система (11 имеет следующее решение:

- Ф։(г Ь() ; Фа(г+6А/)

И = — ֊М-Ф,(г+М1
’,М 1-fe- (2)

где b. Z»։/l & exp ('>'2)—скорость дилатирующей волны сдвига;
Ьх—скорость пластической волны сдвига;
/г—постоянный коэффициент, который зависит от физических ха­

рактеристик грунта
Произвольные функции Ф։ и Фа определяются из начальных и 

граничных условий.
Предположим, что ня границе полубесконечной дилатирующей 

среды действуют касательные напряжения •:(/), монотонно возрастаю­
щие при и достигающие в момент / максимального зна­
чения а затем монотонно убывающие при />ГР:

"(0; 0-
•л(')

-р(')
(3)

где '«(О—функция нагружения; тр(/) -функция разгрузки; ’.т-пи- 
Зсрз.ое значение касательных напряжений; момент разгрузки.

На фиг. 2 показаны характеристики вот на плоскости с, У.
В области I распространяются упругие волны, которые на поло­

жительных характеристиках для воздействия типа (3) определяются

Н)

где :։ и 1/1—соответственно касательное напряжение и скорость ко­
лебаний частиц в области I;

Ьо—скорость упругих волн сдвига.
Условие динамической неразрывности, выражающее закон сохра­

нения импульса па фронте волны, записывается

\± р։А 14 - о.Ь: 14 (3)

где к и п—соответственно номера соседних областей;
уЪ,—импеданс волны сдвига;

Знак (—) соответствует увеличению координаты г. (—) 
уменьшению.

I Известия АН Армянской ССР, Механик:?. № 2.
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Имея о виду условие (5) и формулы (4) и (2). в области днлатан 
сии получим

Фиг. 2. Каран н ; iu-71-к: я uni л.։ и; ос 
кости / при лс>!<.։։•.։и касательною

ЦМПуЛЬСа npOilJIhJA՛։ ПОН ф։ ])М1.1

- 1 7 - / \
2 2 \ Ло /

'■ ֊^ЧЛг)« 

где ՝• = -—

В момент / = начинается 
жесткая разгрузка. У равнения дви­
жения к неразрывности в области 
разгрузки 3 при достижении плот 
кости грунта критического значе­
ния будут:

<>! ~ dz (')

(7)э

Тйк K3I раз։ ру:-АЯ нропсходит жестко (фиг. и.
֊' ^0 и V ('(/), тогда (7). залип ем 
dt

го в уравнении

<)֊. d V 
dz ‘* dt (81

Интегрируя (8) но параметру г и имея в виду, что 1' 1'(О. при 
условиях на границе г 0, получаем

r/l։lL. z -р(/) 
dt

(9)

Из условия динамической неразрывности (5) на границе областей 
2 и 3 с учетом (6). (8) и (9) получим следующее дифференциальное 
уравнение огноентельно И.՜

tl!-'- -V /?(/)=() 
dt

(Ю)

' * eft dz'

ЛР—скорость волны разгрузки.
Общее решение уравнения (10) имеет вид



V-! \-C.t (И)

где произвольная постоянная С\ определяется из условия 1 — 1?. Г=().

Вычисляя производную — из (11) и подставляя в уравнение 
(11

(9), получим касательные напряжения в следующем виде:

—
/ С ֊{"-сИ - #(0 + С,1 -1-М/) (12)

Решения (И) и (12) зависят от конкретного вида функции £(/), 
то есть от функций -,(/) и ’Р(/). Например, при действии треуголь­

ного импульса -(/)=-0-֊- (где ГЛ—.момент разгрузки).

Напряжения и скорость колебании частиц определяются

-(/)- I —
бУМ' 

ехр5/2

Л։ооУ1— 65 ехро/2 (13)

а скорость волны разгрузки определяется следующей формулой:

Ь д, I -11 (( 9.)
Г р<

(14)

где Л, —скорость пластической волны.
Как видно из этой формулы, скорость волны разгрузки существен­

но зависит 01 отношения исходной и критической плотностей и от ве­
личины дилатансии I. При отсутствии дилатансии 5=0 и имеем 
^ = /?։(/ 5г), что соответствует работе [6|, где доказывается, что при 
билинейной модели Прандтля волна разгрузки распространяется со 
скоростью пластической волны. В формуле (14), совершая предель­
ный переход 65->1, получим др=0. Это значит, что когда дилатансия 
достигает сравнительно больших величин, грунт стремится к потере 
прочности и течению.

На фиг. 3 показан график изменения касательных напряжений и 
их пиковых значений во времени и по координате в дилатирующем 
грунте при действии треугольного импульса.

Исходя из существующих экспериментальных данных [2], мож­
но предполагать, что при дилатансии вертикальная деформация яв­
ляется функцией от координаты 7. (фиг. 4).

Это положение подлежит исследованию при испытании грунтов на 
сдвиг в условиях скашивания.

Если эту зависимость аппроксимировать
А Л։г։, то получим

квадратной параболой

(П
(1г

(15)
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где Ау-некоторый постоянный коэффициент, который меняется в за­
висимости от величин нормального давления и коэффициента порис­
тости грунта.

Подставляя значение Л из (15) в систему (I), получим следующую 
систему двух уравнении с переменными коэффициентами:

Фнг. 3. Граф ж изменения касательного импульса треуголь­
ной фо, мы

Следует отмстить, что система (16) гиперболического гипа. Ес 
решение ищем методом характеристик [1].

Система (16) имеет следующие характеристики:

Г — —---- < / 1 < < 4- — V
У l-2M։zexp(*։z) 1 

или, интегрируя, имеем

( —г (iz-------------- . /?/ = const (17)J Г 1 —га exp (/^j-г ) 

где r=2kl\.
Интеграл, стоящий в правой части (17). можно интегрировать, 

разлагая подынтегральную функцию в ряд Маклорена. Ограничива­
ясь первыми двумя членами полученного ряда ввиду его быстрой схо­
димости и интегрируя, из (17) получим

z — qz2 /у = const (18)
где б/ =г/2 —

Знак (-) соответствует прямой волне, а ( I ) — обратной.



На фиг. 5 показано семейство положительных характеристик на 
координатной плоскости г, /.

I! < системы находим, что на характеристиках (17) выполняются 
следующие соотношения:

■е*Р<М ± и=0 (! 9)
У 1 — гг

Фиг. I. График зависимости вертикальной 
деформации и процессе едини •• ֊ коорди­
наты. [ -I соответствуют значениям де­

формации сдвига : 3, 6, 9 и 12 мм

Флг. 5. С.емейси!.. положительных 
х трак герце։ мк на коорлннл ной плос­

кости 3. (

Уравнение (19) нельзя сразу интегрировать, так как коэффициент 
у II- зависит от г. После некоторых преобразований из (19.) по (учим

(И \ (1\Ь^\'У I —гг ехр ( — А’,г) | = &„Ь(г) Г։Ь(г) <2°>
где

= огг—; 1 *։ е*р(~2М 
12(1— гг)

Теперь, интегрируя (20). получим

р. р I- 1/ад,(гН. (21)
ехр(^г) Л

Если определить значения ”, то из уравнения (21) можно найти 
скорости колебаний частиц К

Исключая из системы (16) I'. получим следующее уравнение в 
частных производных второго порядка относительно

где
д(г) —-ггехр (/^г)

Следует отметить, что уравнение (22) гиперболического типа
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только до значения Z—z։= —. За координатой г։ уравнение

не имеет места, исходя из понятия характеристик.
С помощью интегрального преобразования Лапласа находим 

шение уравнения (22), выраженное через функции Бесселя перво!о
ре

да

, = тоехр(-^ i

1 »*‘1>(г;/) <?»Ф։(г;/) ||
! 2*1 гГ (2:

где

Ф(г; t) = ...С1—*-F- Л (— / l-rfz* ):«(/֊ Л*1)

ФЛ֊֊;/)

/0: ./։—функции Бесселя первого рола, соответственно нулевого
первого порядка.

—дельта-фу нкция Ди рака.
С помощью численного анализа по формуле (23) 

графики ■(/) на сечениях г«400 Ь1000 см (фиг. 6).
вострое

Фиг. б. Графики изменения касательных напряжений т(0 и разных сечениях 
дилатирующего груша (/? г 400 см,-. :֊ 600 см. ЮСО см)

В результате проведенных исследований можно сделать следу 
щие выводы;

I. Явление дилатансии существенно влияет на интенсивность се 
омической волны сдвига. Вследствие дилатансии скорость плз 
тнческон волны сдвига уменьшается на 20—30% и зависит 
соотношения первоначальной и текущей плотностей грунта.
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2 Скорость волны жесткой разгрузки в дилатирующем грунте 
существенно зависит от отношения исходной и критической 
плотностей и ог величины дилатансии. С увеличением дилатан­
сии скорость волны разгрузки уменьшается. При действии тре­
угольного импульса волна разгрузки имеет линейный фронт.

3. Волна сдвига в дилатирующем грунте в случае переменной 
объемной деформации распространяется по криволинейным ха­
рактеристикам. На координате х= I г (г-постоянный коэффи­
циент, который зависит от физических параметров данного грун­
та) грунт разрыхляется и волновое движение превращается в 
пластическое течение.

4. Результаты проведенных исследований могут быть использова­
ны для определения волновой нагрузки на сооружение, а также 
при сейсмическом микрорайонированнн площадок строитель­
ства ответственнных сооружений.

IPUJiUL ЧН.11.К1Гь11Ь11.:И1>1, WIH.Sni'lT 
л.рр- (ГьиццФ iiiijm՛ u.i.H%bpf.‘

11-, 'll iruj'SI-nillrtin.

U. ։i ф II ։|| 1! I il

(i.titii)iiipl[i(tiltf k i]!Hi>l)Ui՝!i tjlntiitit in'll ufun ;fi in iijinii it urii /, ifliib nil/ tn/ //,ш- 
i/inti'i I/[in i'll tit'll Itpnuf uui'lp/i "‘ll'l'f՛ iiituftttiAiiill'll ij liufpni if ։ hijiui i:ti[iiti[itijlih 

Hpin.btti(i um^pfi ч/nf tiitffintfl jutb tfrnpAb in !( ni'h i;ji uh; fttnif in jft 'ftiftub i(ptu, tf/i/tii֊ 

itiai՝liut[tti; t[ [in if/ ш/i lift и tiiinh n in 4:f tub in fipn t j[l /i Lt[[t[tb I; in ti ui jin l[ uiji Ahft flijut- 

i/inq ^i if и; и t[U mt[i[!-[iit t[hu[f>iinf Ifiuitni gij int) 7 иц[< p tu i/ifi ДЛп/у?/» [n. Anni pi

4' tnlu[ ill'll h; ntj iti[/>pfi fftp пЪ m ft t[(ttu I[{t'ltiini />![ mb fn цh[ftni [} tin'li u[ tu jif tubp , 

lt[in>l{tud /, 1[П?1П pli/l'lllll/.l ill ifl if Ill'll IU[l'p{l uihuppt li intlttjl[tllt> / fltHll[plt [nir}lliii[i 

hpp r//t [Ui ill Ill'll till ni[ qpni'binli !ii[[t/r>i ШГ[1;П111՝ f t.nnAilj >n;‘h mAh /nfu{iit[tf: U.jt[ 

rj/.му^у, lutd'iti[i Ifttiptj ind p'lihptttii I/ in ntt t i;:[L [ Lh 2п?тфпг[ [tiipntiffiliplt I'lii^/’ii/ui- 

c)n 1 [Jjlilil I, и; /tupinbhfip i

OXE-D[MENSIO\’A1. PLANE SMEAR WAVES IN POSITIVE 
DILXTATIONAL SOIL 

к I» MARIIROSSIAN

S u hi m а г у

The method of calculation of positive dilatation is suggested for 
shear wave proportion In soft soils. On the basis of the experimental 
diagram of shear resistance of dense sandy soil, the wave problem 
solution has been carried out during the elfect on the boundary of 
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dliatatcd semi-infinlie soil oi tangent impulse < i arbitrary form. frigid, 
unloading wave form is determined by keeping d> nantie continuity con­
dition at the wave front. The solution oi the problem is given when 
the impulse oi the triangle iorm efieets the boundary oi dilatated soil. 
For this case diagrams oi distribution of tangent stresses In the sec­
tions are given.
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1П.|кииГ1|||;и1 лХХ\1Н, .\;՝ 1985 Механика՜՝

УДК 539.3 : 531 1

ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ 
КВАЗИ5ЮНОХРОМЛТИЧЕСКИХ ИЗГИБНЫХ ВОЛИ 

В ПЛАСТИНАХ С КВАДРАТИЧНОЙ И КУБИЧЕСКОМ
НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

ТО! 14 Я И Д. X.

Нелинейные волны н упругих средах с квадратичной нелиней­
ностью рассмотрены в [!]. [2], [3]. Для нестационарных волн квад­
ратичная нелинейность является определяющей. Вместе с том для 
воли с медленно меняющимися амплитудой и фазой н диспергирующих 
средах, типичным примером которых можно считан» волны в пласти­
нах при наличии изгибных возмущений, существенное влияние на раз­
личные вопросы, связанные с распространением, дифракцией и устой 
чивостью волн, оказывает кубическая нелинейность 141, [5]. Приведен­
ное в [6] значение кубического коэффициента для металлов настоль­
ко велико, что кубическая нелинейность но порядку оказывается боль­
шей, чем квадратичная нелинейность [I]. Во всех случаях желатель­
но при р.тесмо; рении вопросов устойчивости распространения [7] ква- 
зимонохроматических волн в пластинах наряду с кубической [8] учи­
тывать и квадратичную нелинейность. Настоящая статья содержит 
рассмотрение вопросов устойчивости одномерных пзгибных волн в 
пластинах г учетом квадратичной и кубической, а также геометриче­
ской нелинейности. Рассматривается высокочастотное приближение, 
хотя и предположено, что толщина пластины меньше длины волны, что 
позволяет применить длинноволновое приближение, с точки зрения 
теории пластин, или М 1. где /г -волновое число, Л толщина плас­
тин. Показана неустойчивость в адиабатическом приближении изгиб- 
них нелинейных волн в пластинах.

Рассматриваются волны в геометрически и физически нелинейных 
упругих пластинах с преобладанием пзгибных деформаций.

Используем теорию Кирхгофа, согласно которой вертикальное пе­
ремещение пластины п- зависит только от х. у, I. Здесь х, у, г— 
лагранжевы координаты, причем г перпендикулярен к пластине.

Для простоты рассмотрим одномерные волны по х и /, хотя по­
лученное дисперсионное соотношение верно и для двумерных волн. 
Деформация по оси х

дх 2 \ дх) дх-
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кроме того» имеет место

(2)

где коэффициент Пуассона, //—продольное перемещение в средин 
ной плоскости.
Внутренняя энергия по пятиконстантнон нелинейном теории упругости
[3] и мест вид

- z-‘. (3)

1 1—2^ . С (1֊2>)3 
(1-v)։ I 1֊> 1 3 (!->)’

где Л. />, С- коэффициенты, характеризующие нелинейность. Заме 
тим, что модули Лямэ а и р выражаются через ՝> и модуль юнга Е

■ £---------------- , ч =---------- (4
J 2(1 ■ ■)

Ищем перемещения в виде [8]
ц-~а sin ", ф b sin 2-., -7?а — <»/ (5

Подставляя (1) в (3) и интегрируя по z в пределах от — Л 2 до Л'2 
получим внутреннюю энергию

Введем передней и ы и лагранжиан

7-йрЛ 
II

где L^U Т осредненпый по г лагранжиан, а кинетическая энергия

С 2. d- _ f-- (дП: Y
J 2 \ dt ) ՛ 2\ot)

֊4/2

Здесь отброшено малое инерционное слагаемое \dt) *
Подставляя (5) в (6), (7), (8) и осредняя по получим

Z н-«//1 +■ -b'ki ь — — |-
24 I\ их / 2 dx
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— /ш'-л.՛3 4- — а'к
•> .49

| 1 .--1^
4 \. 2 d.v 2 16

— р/л՛ *{I2

(9)
Варьируя /. по /<'о, получим

■ -, о7՛:,. ukks () г/дк4 д ..Лд:—9 ; — <**4- — а-=0 ( 0
дх2 2•я дх 8 дх / ’

Интегрируя, получим

Л/о к2 . М'а2 
дх 4 1 (>р

Варьируя 7 по ь, найдем
. а2 . I М3а2Ь =------к-------- =—

8 32 р

Варьируя /. по а, получим

-1- ч///г։—bk3+֊a2fWi
24 2 дх 2 16

+ — а։ - A -,jwb |- А mw—՛— о 
8 дх 8 32 4

Подставляя сюда и Ь, получим 
дх

•Л , \д13 .. з 7.2/РАаа3 — щ- _ . — /,•՛> — ---- ---- - ----
4 2I 256 н

Обозначим через ю0 линейную частоту

'••о « 1/ к2
> 6р

Учитывая малость а, .можно найти
3 7?№№а* и> = ц։------- =------
128 рр«>о

(И)

(12)

(14)

(15)

(16)

Отсюда можно получить, записывая нелинейное дисперсионное соот­
ношение

«> = <”о 4֊

3 MW
128 рр։»о

(17)

(18)

Таким образом, для кп.члратичной нелинейной среды получается, 
что имеет место распространение поли, имеющих медленно меняющие­
ся амплитуду и фазу Причем можно провести сравнение со случаем 
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нелинейно-кубической среды (8]. в которой показано, чю имеет мео 
то неустойчивость волновых пакетов. даваемых (I).

Условие устойчивости для уравнений .медленных модуляции име­
ет вид [8]:

\ии /о 
Преобразуя можно полу чип.

(1-2>){Л(1—,->*) -3/*1 2' ! 2>2)ДС(1-2>)8} 
3(1—')’

(19)

(20)

Для несжимаемого материала •> —: ■/. 0; (— 
2 Ш*7о 

нарушается условие медленно меняющихся параметров волн и

то есть

тре­
буется учесть слагаемые четвертой степени по в и.

Для ■' - —, взяв металлическую пластину, данные для которой

даны в |3| стр. 305, получается ---- 5- 1()12---------- и условие
см сек2

и е у с то й ч и вост 11 вы пол ня етс я.
Таким образом, так же, как и для кубической нелинейности имеет 

место неустойчивость для волн огибающих, описываемых уравнения мп 
модуляций.

Отмстим, что для указанных •/. в (18) для первое слагаемое 
в скобке, является главным по порядку, причем при отбрасывании гео 
метрической нелинейности это слагаемое уменьшается вдвое л .меняет­
ся знак. Таким обра .ом. для квадратичной нелинейности, в отличие от 
кубической [8], учеч геометрической нелинейности при всех значениях 
а м ил ятуд НООбХОД!I м

В работе. [6] дано значение упругого моду.щ гретьего порядка ՛. 
виде где для металлов >>- —10е. Для упругой области имеет
порядок 10՜3 и кубическая нелинейность становится сравнимой с ли­
нейным слагаемым, что вряд ли допустимо. Для гд-~Ю ’ кубическое 
слагаемое по порядку превосходит рассматриваемую квадратичную 
нелинейность. Таким образом, или указанное в [б] значение у? для 
металлов завышенное, или следует наряду с квадратичной нелиней­
ностью в рассматриваемых задачах теории модуляции учитывать 
кубическую нелинейность.

Для простоты, как и в работе [8]. здесь ограничимся учетом куби­
ческих слагаемых в приближении [б]. Возьмем вместо (3) внутреннюю 
энергию в виде

С иг֊-- 7.е; Д
8

(21)

где %• интенсивность деформации, и для рассматриваем >й одномер 
ной задачи

60



... н 1-> H= .
•° 9 (!->)* *

B (6) за счет кубического слагаемого добавляется

1 Ц ‘М* /^.Л4
270 !1‘2 (1->)4 W/

(22)

(23)

В (9) прибавится

аЧЧЛ

В уравнении (13) добавится

1
---- llïî 360

п-и >8)г
(1->)‘

и то же самое добавится в правую часть (II). При лом вместо (18) 
получится

/ 3 1 .UV,1 (1 - , ->?)*
\Йаг /п 128 ргд՛^ 180 рю«, (!—•')4

Для общности рассмотрения также следует учитывать инерцион­
ные слагаемые н Г от продольных скоростей

рЛ /</ь։п X3I------- 2d«»COS2’ I
2 \ dt /

При этом в (9) добавятся слагаемое

_É(/ÊïV .;2W 
2 l\ di /

Проводя варьирование по «0, где учтена, что 151 —|}^.- 
dt- 

д'и
- ( "1û(Â‘))’ ֊°. 11 110 b՝ нолучим (И) и (12), где в правых частях 

добавятся

А2/г։ дпп k4i"a- /.ЛЧво* v.h.'k'a2—------- ------------------------- =— И------------у  -----
3 ах 12 48 р 96 384 р

Тогда в (21) догаз1.тсп - ֊ —!՝— . С точностью 
32 р(1 •/).,, 192 р«>0

ЬЧп
до множителя первое слагаемое в граи ni части (2!) 'ли метал* 

f'՝"o
лов имеет порядок 5 • 10к, второе слагаемое- и՛ рядок
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180 5 (I-v)* 20

Для реальных ноли !сЬ 0,1 и. взяв -;2 по |6), получим для вто­

рого слагаемого порядок 101г • ֊ 1()3, который для выбранных длин 

волн больше порядка первого слагаемого и тем более превосходит 
последнее добавленное слагаемое. Таким образом, при значении -;а. 
взятом нз |6|, кубическая нелинейность определяез величину коэф­

фициента . Однако, следует пересмотреть значение >. тем бо- 
/о

лее, что для полимеров и композитов "։ может быть небольшим. 
Следует отметить, что все указанные слагаемые в (24) для металлов 
отрицательны-.՝. Таким образом, имеет место в адяабатическтм приб­
лижении неустойчивость модуляционных ноля. В более точном приб­
лижении с учетом в лагранжиане производных от амплитуд, можно 
получить |Ь|, что волны устойчивы для амплитуд

\ 4( — Ы

где %-2 I/ рД_, а А’։ есть волновое число для возмущенных водно- 
г 6р

вых пакетов, которое по смыслу воли огибающих |8] значительно
меньше А՛. Поскольку — Л*7—) велико, амплитуды, которые соответ- 

>70
ствуют устойчивым волнам, малы. Таким образом, одновременный 
учет как кубической, так и квадратичной нелинейности приводит к 
сужению области устойчивости волн.

Автор благодарит А. Г Bai 1,оева и Л. А. Мовсисяна за ценные со­
веты.
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pbtf /lih i/ Itttf / . itp 'u/ui/iniptntb[t фпрр f, “'(/'p/' f»pl( шр»> P J» Л/fi tf, ni’/-
putii иицЬр(> utht/niPsiuh. 1/uiJ np kfl •<1. npuil.tj' k-Ъ uiifipiuiftb Pf,l[^ !.• Zf-p 
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THE INVESTIGATION OF STABILITY 01 QUASIMONOCI IROMATIC 
BENDING WAVES IN PLATES WITH QUADRATIC \ND GUBIC 

NONI INEARITIES

D KI I TOPCIII AN

S ii in in a r y •
This paper considers the problem of stability of one-dlmenslonal 

bending waves In plates taking Into account quadratic ami cubic nonli­
nearity. High frequency approximation I considered allhough It is sup- 
p >sed that the thickness of the plate is less than t ;«• wavelength, which 
allows Io apply high wave -ipj • >xlmnllOn In view <»f the theory of 
plates Of for kh 1, where k is the wave number ami h the plate thick­
ness. The unstabillty in adiabatic approximation of bent nonlinear wa­
ves In plates is shown.
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1Лфли1ф1рц XXXVIII, As 2. 1985 Механика

УДК 539.37-1

ОБ УЧЕТЕ ИЗМЕНЕНИЯ УПРУГИХ СВОЙСТВ
ПРИ ПЛАСТИЧЕСКОМ ДЕФОРМИРОВАНИИ МАТЕРИАЛА

ГОХ11ПТ.ИП I 15.

I. Существующие теории пластичности преднолигаюг, что упругие 
свойства материала нс зависят от пластических Однако, эксперимен­
тальные исследования [1. 2] указывают па изменение модулей упру­
гости при пластическом деформировании металлов.

Рассмотрим идеальное упругой.истпческое состояние несжима­
емою материала с учетом влияния пластической деформации на ею 
упругие свойства. Ограничимся анализом напряженного и щформиро- 
ваиного состояния в процессе приложения нагрузки, а также непо­
средственно после окончания нагружения. В лом случае восс;ановле- 
пнем упругих свойств материала при длительном отдыхе после пласти­
ческой деформации [2] можно пренебречь и считать, что модуль упру­
гости Е является функцией только параметра с/, характеризующего 
предыдущую пластическую деформацию Выбирая в качестве такого 
параметра пакаплииаемую пластическую деформацию, запишем ос­
новные соотношения в виде [3. 4]

3 
deu = dee։j 4- de?., de‘ = ен = °

jJM-O. £=£(<?), <i='\i(2dee!de^'- (1.1)

Здесь о</։ e,j—соответственно, компоненты тензоров напряжения 
и деформации; efijt е”̂ --соответственно, компоненты упругой и плас­
тической деформации; ^/—компоненты девиатора напряжения; /=0 
— условие пластичности; по повторяющимся в Оди «члене нижним ин­
дексам здесь и и дальнейшем производится суммирование.

Для того, чтобы установить соотношения связи между напряже­
ниями и деформациями необходимо ввести некоторые постулаты, ка­
сающиеся свойств .материала в пластической обласн։ В работах [5, б] 
такие соотношения получены па основе постулатов \. А. Ильюшина н 
;1. Друккера, Рассмотрим случай, 1.01 ia имеет место принцип макси­
мума Р. Мизеса [7]

srtde^^d}jde^ (1.2)

где з։'- компоненты тензора любого возможного напряженного состоя­
ния, удовлетворяющего условию 
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/(=?;)< О (1.3)

В этом случае, в отличие от [5, 6], справедлив ассоциированный 
закон пластичности

(1.4)

где di — скалярный множитель.
Для условия плас।ичности Р. Мизеса

— Sj.si, = Л՛3, k const (15)

из соотношения (1.4) получим

de^-d'-Si] (1.6)

Уравнения (1.1), (1.6) интегрируются при условии, что при À=0 
имеет место чисто упругое состояние тела (компонентам припишем ни 
деке е внизу), то есть

3
sif^stfr, eu-—Sije при X—О (1.7)

2. Положим

Zf =£04~$w(<7)i ш(7) V (2.1)

где Л—малый фиксированный параметр, характеризующий изменение 
модуля упругости при пластической деформации; £\г известная цо 
стояниям.

В соответствии с (2.1)

5//= у st/ = V гл5(;). е(1 = у s^[j) 
а-0 л=0 л-О

<7=»У ^(л), Х^У №.п (2.2)
л=0 «Хо

1 = (£„.(.?»)- = 1 V ( —!)• (z ДУ (2.3)
г. f:Qr. о \ с0/

w = w(^ 4-ty<0 -HV։«)4- . . .) (2.4)

Подставим (2.1) -(2.3) в соотношения (1.1), (1.5). (’.5), (2.4) и 
разложим (2.4) в ряд Тэйлора в окрестности 7<°). После преобразований 
получим

V ^de^ = V e«rfey<")_|_v Znde!^ 
‘ л=П fi О

nde^n'' ֊
3 « п

— V V (֊!)«’ 
2/3|} ц- и т о

• Известия ЛИ Армянскон ССР. Механика. № 2.
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V = V V гйи$;«-Л1Чл,
л=Л /1 — 0 >п О

< V г/(^)5}«֊«))=2А2
и —О и) О

(2.5)

V ;л/7<"> (Л ?./?)’•՛-• Д'/-՝(1 1 •՝/֊֊ -1՜1 л7՛
- \ 2 А 2-4՛ А

1-1-3
2-1-6 47

1-1-3 ՜) /, ду 
2-1 6-8 V л/

д = 2(^'’'£/г;՛՝՛. /?
п

41 О

...=г V ' . 1'1 • ./

Л I)

ж«.
г/</ ' ՝

г|7в(т*! .՛. <СД! 47: \4.
(1<! ,;(՛’) 2 гЛ/3 „(0)/

Приравнивая в (2.5) члены при одинаковых мснснях параметр л 
•\ получим систему уравнении, позволяющую развить метод последо­
вательных приближений для материала, упругие свойства которого за­
висят пт пластических. Ограничимся вторым приближением.

В нулевом приближении

4/и՝;>=А</и';> (2.6)
՛/ О- '-О

Семи ношения (2.6) представляют собой уравнения Е. Рейсса и ус­
ловие пластичности Р. Мизеса для материала с постоянным модулем 
упругости. Используя (2.5) и (2.6). найдем

11ч^=21иЬ.^ (2.7)

В первом приближении

(2-8)

^։>=2ЛЛ,. ф1'> = ?(:>— (2.9)
(1д ,(0|

Во втором приближении

‘1е1՝!՝ А (,/57’ - '-77^4'г ‘ >г1 </'о5'/" -ь<М;>-1
11 2^\ 4 1

( ^;; = о
о / и о * ч ՛ -^*։1 /

(2.10)

/1
£Л;(П> == 2«,/; > —

б/.7
+ (2.И)

при соответствующих ли-Уравнения (2.6) — (2.11) интегрируются
■:сар։! юванны.х условиях (1,7)



л1|1 ~ при • = 0 (2.12)
2/:0

*<;;’=о (// 1) при /. =0 (2.13)

3. Функции Г((/) и <՛>(</) опр<• ь.дт'.тся и < эксперн мл нгальных не 
1'.|1’Д(1ван11Й упругих свойств материала, подвергнутого пластическому 
деформированию. В качестве примера на фиг. I представлены резуль­
таты испытаний образцов п:« стали ЗОХГС (2]. Значение г/н экснерп- 
менте изменялось <>։ 0 ю 0.073. а снижение модуля упругости при этом 
иг превышали 15% Примем последнюю величину за Л и аппроксимиру­
ем прявсдгп111.н- тайные формулой

Зависимость (3.1) показана на фиг. I сплошной линией, а экспс 
римеитальные данные—темными точками.

Используя (2.1) и (3.1). получим

= (('.12-3.8((/-г0.001)’ ։/ (3.2)
4. Для иллюстрации метода рассмотрим упругопластическое 

состояние цилиндрической толстостенной трубы радиусов
и условиях плоской деформации Материал трубы сталь ЗОХГС. За­
висимость модуля упругости от пластической деформации примем со­
гласно и. 3. £»»20200 кг/мм2, предел текучести при слинге 
А’=36.2 кг/мм2 [2].

Изложенным выше методом был проведен анализ напряженного 
и деформированного состояния трубы при нагружении ее внутренним 
давленном р, а также при шиле л\кипой разгрузке В рстультап поле­
чены выражения ыя напряжений, перемещений л деформации в ци­
линдрических координатах г, С. г (ось г направлена вдоль оси трубы)
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/>п । 1п(р՛'). -зв'—1-н'\ ’Г«5*0* ,,л“^

;'-^(1-.2), о:. =^-(1 : Р =). г';=Л, Л-" е. О (4.1) 

3/гр; г г1 а
е^-е, = -— и = е*. ,. -,9а=֊^-

:■՛■• = -." _,,֊=), а?- = ^ -^.(|(.рт), ^‘ = :р
I ՝ ' ' » I-»» • ' 1- 7-

-.';■ = о, < = (1 :- =). =;’ = ’5 ֊ ֊г (Ч П
I —у- I — у

Р-£—у «?*• = (), < = 0 (4.2)
I —а2

(.-= е,-=г А «Ж ■ „(-«а»—-">£Л
2ВД /•>< V А„ к';. )

»<«> = {<),12 3,к(</“> I 0,001 )■ ’)//,. у«'" —֊(К-Л ш<1| о
•՝Ч\ ՝ '

где о, граница упругопластической зоны, определяемая из уравнения

1 I
л Т"7 г 1п /) (4.3)

Все компоненты определены с учетом нулевого, первого и второго 
приближений и представлены в безразмерном виде; напряжения от 
несены к 2ч՛, перемещения к Ь\ индекс р относит компоненту к 
упругопластпческой зоне у. о о , индекс е—к упругой зоне рл<Ср 1: 
звездочкой отмечены компоненты остаточных напр:1жений, перемеще­
ний и деформаций при разгрузке (снижении внутреннего давления 
до нуля). Предполагается, что разгрузка не сопровождается вторич­
ными пластическими ^формациями.

Из (1.1) (1.3) следует, что члены с и «г, учитывающие влияние 
изменения упругих свойств материала, входят только в выражения для 
й;"՛, и м/,։. Формулы для определения остальных компонент (4.1) и 
радиуса у, (4.3) совпадают с известным решением той же задачи для 
грубы из несжимаемого материала с постоянным модулем упругости 
[3]. Таким образом, изменение упругих свойс.в материала необходимо 
учитывать только при разгрузке для определения остаточных переме­
щений и деформаций в унругопластичсскон зоне трубы.

На фиг. 2—6 приведены графики безразмерных компонент оста­
точных напряжений и радиального перемещения а*, а также накапли­
ваемой пластической деформации </ в зависимости от радиуса р для
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различных значений радиуса рл при и '2а. Нулевое, первое и второе 
приближения величины и* показаны на фиг. 5 штрих-пунктирной, 
штриховой и сплошной линиями, соответственно.

Пл фиг. 5 следует но в упрутопластичсекой облш
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определенная с учетом изменения модуля упругости, существенно 
меньше, чем «*, вычисленная при условии /:-vunsl. Па внутренней по­
верхности трубы разница между ними составляет от 5.5% при 
РЛ- 1,0 до 25 % при о4=- 0.6,

Остаточные напряжения (фиг. 2—4) удовлетворяю! условию

<֊<<1 (4.4)

откуда, с учетом (1.3) и (2.6) следует, что вторичные пластические де­
формации при разгрузке отсутствуют.

Величина </ (фиг. 6) нс превосходит 0,017, то есть принадлежит 
исследованному экспериментально диапазону <?( см. п. 3).

Ъ:ИН*1’»-Ь ‘'II.U-lISNi ։ЬЬЭ.ЛР1ГЦЛНИ1՛ 'I-Wlll՝lГ IMbU,2WiU.'u 
2Ц.8’|111'^ЗП1'ЪЪЬРЬ ФПФПЫГиЛ, :U.G'l,U.n-iru.b IllUlbb

'T. b. WSIM

U. li ф n lll П I ll'

ui m I4^lpll / <1 t[ftUIUipl{l^ni.i/ / ui'llul,i]il hpi liinipfi /i l/1, Шjuiiuli in r; ni ЛIf ui ֊ 
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THE CONSIDERATION OF CHANGE OF ELASTIC PROPERTIES 
DlRi'NG PLASTIC STRAIN OF MATERIAL

G. E. GOI1SHTE1N

S u in in a r y

This paper deals with the perfect elastic-plastic stale of «incompres­
sible material taking into account the influence of plastic deformation 
on its elastic characteristics. The linearization of basic equations was car­
ried out in accordance with the R. Mises criterion of plasticity. An 
approximate analytic solution was found for the cylindrical tube of the 
above mentioned material both under the Internal pressure load and in 
relieved state. It has been shown that the change of the elastic properties 
of the tube material influences the distribution of strain and displacement 
only in the relieved state.
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