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УДК 539.3 СОУДАРЕНИЕ УПРУГИХ ТЕЛ, ОГРАНИЧЕННЫХ РАВНЫМИ ДВУГРАННЫМИ УГЛАМИ ИПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ПЛОСКОСТЯМИМАРТИРОСЯН А Н.. САФАРЯН К) СЗадачи соударения плоских тел, ограниченных прямыми двугранными углами, и полуполос решены методом [1] в [2. 3]. Для цилиндрических стержней подобная задача рассмотрена в [4]. Плоские и осесимметричные задачи соударения тел, часть поверхностей коюрых свободна, а другая находится на жесткой опоре, а также тел, ограниченных жидкостью, исследованы в [5, 6]В настоящей статье рассматривается соударение тел конечной высоты 2/1, ограниченных спереди двугранными углами раствора п—2> (фиг. 1) и плоскими поверхностями у=±А. которые движутся навстречу друг другу с постоянными скоростями ±1/п.

При *>0, где / время после соударения, в результате которого тела. соединившись вдоль двугранных углов РОф. образуют плоский слон, следует решить задачу с условиями, заданными на его верхней и нижней плоскостях и заданными начальными условиями, которые состоят в равенстве ± Ео компоненты скоростей соударяющихся тел в направлении движения. Таким образом, получается задача о распаде произвольного разрыва [3].Рассмотрим сперва задачу со свободными поверхностями. Выберем начало координат О в вершине соударяющихся углов на их оси симметрии. ось Ох направим по направлению скоростей движения, которые 3 



совпадают с осью симметрии, ось Оу перпендикулярно поверхностям тел; ось О г находится в плоскости симметрии тела н перпендикулярна оси Ох. Обозначим через и/ (/=1, 2,3) компоненты вектора перемещения по осям х, у, г.Пусть «7 обозначают решения задачи о соударении бесконечных по высоте тел, в которой «8 = 0, и\.2 = щ.з(х, г, I). Имеют место как для «/։ так и для и}' начальные условия при / 0 [5|, «з = 0, м? = 0, ^1=0 
д1 _ V о(х —|г|А) + У0=(4|г| — л) (I)

д(причем х \z\li есть уравнения граней угла ОС} и ОГ\ где дх) —единичная функция, А — ф.Решение динамических уравнений упругой среды в плоской задаче для И\,?. при условиях (1) можно искать методом интегральных преобразований Лапласа по / и Фурье по (х. г) [7], причем для изображения по Лапласу от и? запишем
н՝1= \ ( «°ехр[ — .$(ах-г7г)]^аг/; (2)

— 00где 5 =—хш есть параметр преобразования Лапласа. Для трансформант получится после решения уравнений= 1/0А (А2? • а2?-«.2) =_ \^-Ь^
'՜ 72А2)у. ' 3 -։$2(72-«’А*)р (3)|1= (д»? н- Ь\‘ - ш2)(А2а2 4- а5? V?) (а2 - А3)2?^

где а, А—скорости продольных и поперечных волн, р = 0 дает дисперсионные соотношения для этих волн

Г«1 
"э

1е 

II И
- '.= 1/р֊?, *=-. Т=1- <4>

г 0 <’) <0Для преобразования от А0 ди,й. . ди°А" =—>--4----- - получится
дх дг

Д° = --------------_--------------------- (5)к2$2а2(72-а2А2)(7*—7?)Следует отметить, что полюсы знаменателя 7= Т-аА соответствуют плоским волнам АВ и А'В' (фиг. 1) и соответствующим поперечным волнам, причем слагаемые в решении, дающие эти волны, можно получить выделением особенности в решении, поэтому при вычислении интегралов в А0 учитываются только полюсы 7=7։ для продольных волн. Тогда можно получить при з>0 4



ДО= Ио* С ^exp(/u)(ax֊H,z)) d- J (П~*8А2)7։ 
— —

(Ь)
Полное решение плоской задачи для «?, и° дано в [8]. ОбозначимМ/ = «о_х_ц (7)причем начальные условия для /г,- нулевые, а граничные условия на поверхностях у— А, з,г.= аул = (), .зй-0 запишутся в виде

dUx , дЦ.
ду 1 дх ""

dU3 
dz ' ду

№ ± А, — OQ X 4֊ ОО — ОО<^3 ֊г "3°где К <;2—2А2.Решение уравнений теории упругости .можно искать в виде
У \ \ Z/?]exp(Z(«x 72)) cos 8яу(/74/7

(9)6', У j С-е») exp (Z(лх 4-T-z)) sin^yda d- 
— OCTгде = |/' 21—Г2—У2. ?։= |/ пРичем можно получить

77< $ = - Ь Z7 <։), S<;> = - J- U<։)< UФ - ֊֊ -i 1 я - iJ3Vp ] (10) Za a 7Подставляя (9) и (10) в (8), можно получить
֊ ։) =  лК(7ф -H#r) h2 - 2А=( Г2 4- ?) I/?։ (а, 7 ) COS^A (П)р(2) _ b2K{ub2±uo ,) 23/^а sin ЗгАsin^2Acos3։A/?1(7, 7)_ __________________Z2A2/(^sin31A(g24-72) 1/0Ъ____________S7Z2 SI п 32Л COS 3։ А (а, 7) (7։ а2А2) (;■2 — )։де [^-2A5(?b?)]24-4M^(7։ + ?)tg3։AcigMДля упрощения полученного решения можно рассматривать область на некотором удалении от места соударения и полагать—что соответствует длинноволновому приближению аА<1,р։дЛ<С1.5



Тогда можно получить, полагая, что 
ди ди. ди. оЬ\ , оС.Д —---------- * -----■, Д = --- - -{----- -
дх ду 02 ду дг

•а4-’^’ (7» _ (!>֊•г?) I I -4(«* 4֊ ?) ]
(12)

р, /УоК^з^-г?)! с. я Щ (а,_/?)

где Со есть скорость продольных волн в пластинах |5|. Вычисляя вД мнтефалыдля которых получим при
по ; в полюсах, соответствующих продольным волнам.7 = 7։ и волнам в пластинах, гдег>0 г՜*՛о

V КН г ’(1 ~ 7г)е*Р ('«(«-Н*))
Д' --Д»4- - Х '________________________ сЬ

3 (т’-«^)(71-т։)7,
(13)

где
ъ‘ г?Н‘Для получения значения А можно к полученному интегралу применить метод 1о| вычисления интегралов, основанный на замене контура интегрирования контуром, на котором чх-\-^г вещественно.Учитывая, что — содержит под знаком интеграла ш только в 
д(показательной функции, можно видеть, что обратное преобразование от нее будет иметь вид £(/—зл—7эг), и вычисление интеграла дает '^=_2йе£1^_________ь_____________________ <14) 

где а, находится из уравнения
Ъ-ъСч). /-«»ж-т»г=О. ч---------------ту; я С°—Тогда можно получить= 2Г?С —21__________________ 1л ■ ^._4(։+а.)

г с;

(15)
(16)

Как видно из решения, оно будет верно не только для г>0. но и для произвольного 2. Можно из (16) получить асимптотику решениявблизи точечной волны г-/х’ г?вс0/. Согласно (15) —обозначая х гсоий, из (15). (16) получим 6
и,



_ 1? У0*2Д* C0.sfy CQS&__________ 1
dt -aJcQ cos2*—cos’9 i / ~ r։ r ^0Вдали от В, В' (фиг. 1) б—-у—0(1) и можно записать

о ^in 2^а cosO Г с0~ cos^-cos^ 77 (18)
При г = соб Д=0, но при б = -Ь знаменатель обращается в нуль. Рассмотрим решение около В. Поскольку

t cos б -j- i sin 61/ —С
. гдля малых t-------и 6—6 можно записать

В рассматриваемой окрестности 0—о
-аЧгили

72 l/ndssiir>

J ^ctg'W &-*+*■cos2 и

(19)V^b* cos 6 
г.а։с0

тогда получится
(Н)/Г

при £>|, что соответствует окрестности ВВ'.Полученное решение дает асимптотику решения, соответствующую пластинчатым волнам, причем вне точечной волны при х2-Ь’5^> >ф* а։ действительно и — =0 Это относится к области впереди 
д1точечной волны, где отсутствуют плоские волны, причем картина волн такая же. как и на фиг. 1. Для получения решения позади плоских волн, которым соответствует ?.5= ■ можн0 в 0^)выделить особую часть решения, полагая, что следует заменить на а։—/0, и обобщенную функцию ------- --------- записать в виде |9|а։—«,-НО

1 2— ֊ <

2
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12, —а,Тогда получится в области постоянного △ ~ 2^* _ а?(аз~«>) (20у
д( ^/14-4’ Тз(я;)|“-<—Ъ(«з)г|Учитывая, что7з(а->) ~՜ , /. д язх 7аг)== ,. (21)с՝0У НА* -х-;3(а։)гможно получить позади плоских волнд=—(22) соа։/14-Л» \ <?о/ Н-Л2/где вместо г подставлено |г|, чтобы учесть обе плоские пластинчатые волны. При /г^О отсюда получится решение |3}. Решение на АВ в (1 т^2)“1/2 раз меньше, чем решение плоской задачи |5|.Подобным же образом можно получить решение для больших х для //1.2,3. Отметим, что найденные значения решения (16) имеют место не только для правого тела, но я для всех значений х2֊гу2<Ч-27< Позади плоских волн Д77 и (7/7 решение дается (22), где следует 

. . х—6|г1 .. ,под знаком = поставить г------- г 1 .■! •. 13 области между ними и то-с/1֊М’чечной волной решение будет равно сумме (22), го есть значение Д там вдвое больше. Из (16) можно получить особенность решений вблизи ВОЛНЫ Л'2 :-?а С2(2.Для задачи соударения, в которой при х<0 на обеих поверхностях тел имеется жесткая заделка, граничные условия имеют вид у= Л, —ос<г< ։ оо
^^3. I I дЛ\

Оу \ дх ՛ дг / у дх дх /
(23)

X < О М։ = О
— оо л'<^ оо <?ЦХ С*//2 

ду 1 Ох дг дуПодставляя (9' в (21) и обращая преобразования по (х, г), можно получить соотношения^)֊^|М[шг_2д2(я2 ."г)] и. £/?)2*’0։сО8 К(1а 4֊Й1
(24)

Й’ = — I дг Гехр( —/(ах т ^г))^—Л дхЛ и V /у=л
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^*=4? ] ехр(—/(«х+!«))(^)у։вА(/л-
Ф 51 п М+ = V -
г

— 26$։^։81п?։Л — ?аЦ2)81гф3Л -Н՛2 ^§1п33Л֊0

(25)

- '121 2^1пДА - - / ±1\ .. 6'^=0я Б1п М \ 7/7Исключая из полученных уравнений 6-Р, 6,(Длучить уравнениеI/-
Я* <оа-------(а2— Л'-')(а2 4~7։)

а1
+ Лм)

можно по-
(26)

где произведены упрощения для я//<1
/(«. _________ /О1/0я_5՜“ я1 а* ( *(։ -а8 ^2) (а-֊ а5) (а—а։) (27)

Проводя факторизацию, получим_____________тЛг։(75'—я8Л8) (а + 2з) (в~«1)
и<куЛ

1 ^а8(18-51Л8)(я + «5)(~а3-а1) (28)

__________________тО ИрЯд_______________-*«։(72-^’2?) (®+«э)(«з + а։) где
5>м7)-]/£_?, «։=т։(7)=-|/]р?

Подобным же образом записывается множитель при I шения уравнения (24) получится и после ре-
Л.՝ ^-1«>։-2Л’(«Ч ■,■’)!/-(’ 4&’(а։—б>а) а- 9



а аЗначение Д' найдется в виде֊ ш։Й։).А = ■_ 1 I 
а а2и для А' получится

(29)
(30)

Д' = _1___Г 1 /-(7•И*(я2-7>2) ] ] (*֊*з)(*-НМ— > (31)
Вычисляя для л։^>0 вычеты в полюсах я֊--х3, а = а1։ можно решение получить в следующем виде:

-Ж"* Гехр(/(я3х>7г)) - - /г1/0Гехр(/(адх4-7г))
4Ь2(аг—Ь2)2} *з+я1 1 ՝ * ~а* 3 ?2—а;‘Л2

Учитывая (6), где в (31) взят вычет в интеграле по а, получим
1-К^ Г4д։(а2-Л5)2 ] ехр(г(а3х֊Нг))Яг1*«1 /՝(*,, 7)^ (32)

Проводя обращение интегральных преобразований подобно (14), можно получить֊■ 2Кс7 1____________________ !____________________1 ...
ъ(а*-Ь') — а;(7о)*-* *з(7оН-*1( н»)

хЬ(‘о) ՛ м.Т։)
к

(33)
где

^1ху е-^- 
хЧ*’՜Таким образом, получено решение для малых 7/ при х>0 внутри точечной волны лл г*с2։2. Вне ее -,'о действительно и решение равно нулю.В области впереди точечной волны, где имеются плоские волны, асимптотика решений записывается, как и выше.
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ՀԱՎԱՍԱՐ ԵՐԿՆԻՍՏ ԱՆԿ311ԻՆՆԵՐՈՎ ԵՎ <Ա1ԻԴԱՀԵՄ ՀԱՐԹՈԻԹՑՈԻՆՆԵՐՈՎ ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿՎԱԾ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ ԲԱԽՈՒՄԸԱ. Ն. ՄԱՐՏԻՐՈ11ՑԱՆ. 5IIK Ս. ՍԱՖԱՐ9ԱՆԱմփոփում
Գտնված է իրար հանդեպ հավասար հաստատուն արադոլթյամ բ շարժվող ձ արտաքինից երկնիստ անկյուններով և հարթ մակերևույթներով սահմա

նափակված վերջավոր բարձրությամբ աոաձդա կան մարմինների բախման 
խնդրի լուծման ասիմպսւոս։իկանւ Գտնված է խնդրի լուծման ասիմպտոտի- 
կան կետային սալաձև ալիքների շրջակայքում ։ Առաձգական մ իջավայրում 
դինամիկ հավասարումների լուծումր որոշված կ Լապլասի և Ֆուրյեի ինտե
գրալ ձևափոխությունների մեթոդով։ Գտնված է նաև ասիմպաոտիկան խառը 
եզրային պայմաններով խնդրի լուծման համար։

THE IMPACT OF ELASTIC BODIES BOUNDED BY EQUAL TWO-SIDED ANGLES AND PARALLEL PLANESA. N. MARTIROSSIAN, I. S. SAFARI ANSummaryThe asymptote of the solution oi the problem of impact of elastic bodies of finite depth bounde 1 by two-sided angles and moving to meet one another with constant equal velocities Is found. The asymptote of the solution of the problem near point plate wave Is found- The solutions of dynamical equations for elastic medium are given by the method of Integral transformations of Laplace and Fourier. Also the asymptote of the solution of mixed boundary problem is revealed.Л И T E P A T У P A1. Фринк Ф.. Мизес P. Дифференциальные i интегральные уравнения математической физики. Л — М.: ОНТИ. 1937.
'2. Малков Л.1. А. Двумерная задача об упругом соударении стержней.- ДЛИ СССР, 1965. т. 148. № 4.3. Л1алкоа Л1. А. Асимптотика двумерной задачи об упругом соударении стержней. ПММ. 1968, т 32, вып. 3.4. Skulak R. Longitudinal Impact of some infinite Bars.—Journal of Applied Mechanics. 1957, 24. 1. 59-64.5. Багдоев A. Мартиросян А H. Задача соударения стержней при смешанных граничных условиях.—ДАН СССР. 1976. г. 226. № 3.6. Мартиросян .4 Н. Некоторые нестационарные граничные задачи для упругой среды, граничащей с жидкостью.—Иза. АН АрмССР. Механика, 1982. г. 35, № 27. Нобл Б. Применение метода Винера—Хопфа для решения дифференциальных уравнений в частных производных. М.. ИД. 19628. Мартиросян .4 Н Решение некоторых кест.шион.,;՛ ых граничных за га՛, теории упругости. Каид. диссертация, ЕГУ, 1977.9. Бабин В Л!., Капилевич М Б., Михлин С. Г., Натансон Г. И . Г из Л. .М„ Слабойец- 

кий Л. Н„ Смирнов Л1. Л.’. Линейные уравнения математической физики. М: Наука, 196 Լ.Ереванский педагогический институт Поступила в редакциюим. X. Абовяна 3.VI. 1983



ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈհԹՑՈհՆՆԵՐԽ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻԻ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

И'Ь |սա էփկա ХХХУШ, № I. 1985 * Механика

УДК 537.2:539.3

К ЗАДАЧЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ СДВИГОВЫХ ВОЛН 
В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СРЕДЕ

АВЕТИСЯН А. С

Исследованию распространении электроупругих волн в пьезоэлект
рических кристаллах посвящен ряд работ, обзор которых приведен в 
[I]. В этих работах рассматривается как плоское иоле упругих смеще

ний и=4«1(д-1Х10. ^2(л-1л-։О, 0], так и антиплоское поле смещений 
и = [0,0, «3(х2х։/)]. В [2| рассматривается возможность постановки 
плоской и антиплоской задач для кристаллов, В настоящей работе 
исследуется возможность постановки этих задач для кристаллических 
сред с учетом пьезоэлектрического Эффекта. Показывается, что учет 
пьезоэффекта суживает семейство тех кристаллов, для которых воз
можны плоская и антнплоская задачи без учета пьезоэффекта.

§ 1. Уравнения электроупругости в квазистатической постановке 
при отсутствии массовых сил имею՛! вид [9]

„ 1 о &и!сЦтп I вЦт - ֊ О —
дх1 дхп дх1 дхт д(2

(1-1)
да<р п 

е‘1гп --------- е// —л— =0
ох1дхт ох, ох.

Здесь Сцтп, ецт и £,/ — тензоры упругих, пьезоэлектрических и ди
электрических постоянных, соответственно, ?—потенциал электричес
кого поля.

На основе анализа уравнения (1.1) выясняем для каких кристал
лов возможна постановка плоской задачи при учете пьезоэлектрическо
го эффекта. Для плоской задачи одна из компонент вектора упругого 
перемещения должна равняться нулю, а остальные характеристики ме
ханического и электрического полей вс должны зависеть от соответству
ющей координаты.

Пусть иа—0; д/дх^О; а* 1,2,3 (1.2)
Как показано в [2]. без учета пьезоэлектрического эффекта плос

кая задача возможна при условиях

~՝ ~ ^«ТП ~ 0 (1-3)
Здесь и в дальнейшем а. 3. х= 1, 2, 3; 0.

Условия (1.3) выполняются для кристаллов ромбической, тетраго-
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калькой, гексагональной и кубической симметрии [2]. Принимая усло
вия (1.3) и учитывая пьезоэффект для указанных кристаллов, на осно
ве (1.1) с учетом (1.2) получим дополнительное соотношение, обуслов
ленное пьезоэффектом

е,от ֊—1— =0; I. т * 
ох։дхт

(1.4)

Для тождественного выполнения этого условия необходимо равен
ство нулю следующих пьезомодулей:

(1.5)
Соотношения (1.3) и (1.5) необходимы для существования плоско 1 

задачи. В общем случае из соотношения (1.3) не следует соотношение 
(1.5). Следовательно, в общем случае для вышеуказанных кристалли
ческих сингонии постановка плоской задачи невозможна. Рассмотрим 
для каких частных случаен симметрии выполняются одновременно соот
ношения (1.3) и (1.5).

Пусть пьезоэлектрическая среда отнесена к прямоугольной декар
товой системе координат ось Хз совпадает с главной осью сим
метрии кристалла.

Поле перемещений выберем так, что д3=0; д/дх3=0. Тогда 
соотношение (1.4) примет вид

^-֊^֊—4-^--- ■ =0; т-1.3 (1.6)
ОХ^Хт дх3 дхт

Для тождественного выполнения этого соотношения необходимо равен
ство нулю пьезо.модулей е։2). с։3з, ез2։, е323. Условие (1.6) тождественно 
выполняется для класса 2т/п ромбической, класса \тт тетрагональ
ной и классов и 6/И-2 гексагональной симметрии. Уравнения 
электроакустики для этих классов имеют вид:

^֊Н^) дххдх3
. дги, , . <9г<? . . . . с?2-?

,-+с“^+г'’^+(е”+е'5>^
д*и

~ 9дР~

л д*и3 . . . . д*и, . о*и, й
~ (^։з4“<?5я) —7----- "Г՜, “ е\- ~дх$ дххдх3 дх2 дх- 33 дх2 ' ‘ дР

<՛ -Н*,։+<.,) дх3дх3
. &Н3 , « &и, дъэ

^дх- +е“дх>-4՝ дх]
дг? 

г33 .
^3

«0

Значения коэффициентов для соответствующих классов приведены в 
табл. 1.

Из уравнения (1.7) и табл. 1 видно, что для класса 2т т ромбической 
симметрии в случае плоской деформации уравнения относительно упру
гих и электрических полей разделяются. В остальных случаях упругие 
и электрические поля взаимосвязаны. Для классов 4/«/« и 6т т уравне
ния электроакустики совпадают.
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Таблииа 1

2т т 4птт б/л/п 6/712

<м *41 *м
•1’1 0 0 0 *11

0 *13 *։з 0

•в 0 *» *п 0

0 *33 *33 0

Кроме вышеуказанных классов существуют классы, для которых 
плоская задача возможна при добавочных условиях относительно 
электрического поля. Для классов 4 и 422 тетрагональной, а также для 
классов 6 и 622 гексагональной симметрии плоская »плача возможна, 
если заранее предполагается, что

---- ֊— =а0 
дххдх։ (1.8)

Для класса 6 гексагональной симметрии это условие имеет вид

£-° <’.9)

Уравнения электроакустики для этих классов получаются из (1.7) с 
учетом (1.8) или (1.9). соответственно.

Рассмотрим плоскую задачу, когда мд =0 и д!дххт 0. Тогда ус
ловие (1.4) принимает вид

=0; 2иХудх^ дх3дх*
(1.Ю)

и тождественно выполняется для класса 422 тетрагональной и классов 
6. 622 и 6ш2 гексагональной симметрии. При этом уравнения электроуп
ругости имеют вил

^и1
<и д^

&и.
дххохх

-с. д*и 
дх

е <*? 3, 
еп , ., '-еп , дх* дххдх.

2е:։ сРи
дх

с" и‘1։ дх,дх,
-с.

֊2*.

дР
дРи.

(Л ь •

дРи.
дх] 11 дххдх3

е *!Ь-Зе
11 &х% ” дх։дх,

"ас; ? д։՝

" Лс’ ” Э.с; “ Эх։Эх

(д1? о’© \ _

(1.11)

дх-

14
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Значения коэффициентов со звездочками приведены в табл. 2. Из (1.11) 
и из табл. 2 видно, что для классов 422 и 622 в случае плоской дефор
мации уравнения, определяющие упругие и электрические поля, разде
ляются.

Таким образом, выявлено, что постановка плоской задачи возмож
на только для некоторых классов ромбической, тетрагональной и гекса
гональной симметрии.

Таблица 2

422 622 6 б/л2

<1 0 0

'i 0 0 0

Плоскую задачу рассмотрели Tseng и White |3]. Они исследовали 
волны Рэлея в кристаллах CdSe. CdS, ZnO (гексагональная симмет
рия, класс 6 тт).

Рассмотрим теперь вопрос существования антиплоской деформации. 
Для антиплоской задачи две компоненты вектора упругого перемещения 
должны быть равны нулю, а остальные характеристики механического 
и электрического полей нс должны зависеть от третьей координаты

««= «з=0; д/дх-^0 (1.12)
В работе [2] показано, что без учета пьезоэффекта антиплоская за

дача возможна для кристаллов ромбической, тетрагональной и гексаго
нальной симметрий, для которых выполняется условие

С аар — ~ — ^аЗтЗ ~ 0 ( 1 • 13)

Учет пьезоэффекта приводит к следующим добавочным условиям для 
существования антиплоской задачи:

д2? , <)s? п

ОХ^ОХ^ uX\uXk

ах^дх* ax^dXh
(1.14)

Для тождественного выполнения условий (1.14) необходимо, чтобы

еа;^ - - 0 (1.15)
Условия (1.15) выполняются не для всех классов вышеуказанных син
гоний.

Рассмотрим случай, когда упругое поле имеет вид и = |0,0,иа(х։х։/)| 
и д/дх^ — 0, В этом случае условие (1.15) выполняется для 
классов 222 и Чтт ромбической, классов 4: 4; 42/л; 422 и 4тт тет
рагональной. классов 6; 622; Ътт гексагональной и для всех классов 
кубической симметрии. Уравнения электроу пру гости для этих клас
сов имеют вид
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д>и, . д'иг <?*<? '
45 Лк? п՜ “ дх1 '!,дх\ '

д2#
*24 дх\ г(<4+^)

дх3дх3
д2и3 

' д?

• ^'из е*.—
15 дх2

, , . , . ч д2и3 , . &и3 д2^
"дх2

.• ^=0
(1.1б>

Значения коэффициентов со звездочками приведены в табл. 3. Из таб
лицы видно, что для классов 422 и 622 в случае антиплоской деформа
ции имеем несвязанные уравнения относительно упругих и электричес
ких полей.

Таблица 3

222 2тт ху б. 422 4 4 42т 4 т՛/.1.1 6 622 а гит

*55 С» *։4 Си *и *31 *п *и *41 *41 *4»

*к 0 *п 0 0 «и *14 0 0 0 0

0 *15 0 0 *п 0 '15 0 *15
0 *31 0 0 *15 0 *1В *15 0 *15

0 *1» 0 0 *11 <31 0 0 0 0

•й '13 *33 4։ *11 «н 11 *11 *13 ‘11 ‘и ։11

Другой случай антиплоского упругого поля и = |0, //,(хгх,/). 0| и 
д/дх9=0 возможен для класса 222 ромбической, классов 422 и 42 т 
тетрагональной, 622 гексагональной и кубической симметрий. Урав
нения электроупругости для этих классов имеют вид

. Фи. . д-и. . ,
()х\ дх\ Ох3дх3

д2и3 
дГ‘

(1.17)

(^«+*’з\) дх1дх1

Таблица 4

Значения коэффициентов со звездочками приведены в табл. 4.

222 422 42т 6*2 хуб.

*6Б *« *»5 *64 *64. *44

*34 0 *34 0 *14

։зл 5 ПЛ «аз ։» «за С11

Как видно, при учете пьезоэлектрического эффекта антиплоекая задача 
возможна для более узкого семейства кристаллов по сравнению с ре
зультатами. полученными в [2].

Вопросу распространения сдвиговых волн в пьезоэлектрических 
кристаллах посвящена обширная литература. Гуляев и В1еив1еш впер
вые показали существование чисто сдвиговых поверхностных золи в 
16



кристаллах класса 6mm гексагональной симметрии [4—5]. Tseng решил 
аналогичную задачу для класса 2mm ромбической и класса 23 куби
ческой симметрии [6]. Paul и Anandam исследовали поперечные по
верхностные волны в пьезоэлектрическом кристалле класса 622 гек
сагональной симметрии [7]. В работе [8] рассмотрено распространение, 
преломление и отражение поперечных волн в пьезокристаллах для мно
гих классов.

§ 2. В качестве примера рассмотрим распространение сдвиговых 
волн и [0, 0, в пьезокристалле класса '222 ромбической
симметрии. Уравнения пьезоакустики для этой задачи получим из 
(1.16) с учетом табл. 3.

дх\ dxtdx2

(Сц Т <?։5) -«It

(2.1)

Здесь а = с59/с4։; Ь ~Для скорости распространения объемных 
сдвиговых волн получим выражение

■tr = I — (I— tOcos^-r
/* sin*9
4՜ l+(d- 1)sln*9 (2.2)

где с- -сиф; *’ = (^14-г^5)2/(^»«п)-
Вдоль координатных осей х։. ,с, скорости распространения сдви

говых волн, соответственно, равны: с ֊ с՝.։5.'р, е'~ = с՝.иф.
Рассмотрим задачу распространения поверхностных сдвиговых 

волн. Пусть граница полупространства есть плоскость д'о-О и ось х2 
направлена в глубь кристалла. Ось х3 совпадает с главной осью сим 
метрик кристалла. Волна распространяется вдоль оси л’։.

Сначала рассмотрим задачу со свободной границей. Граничные ус
ловия для свободной границы запишутся в виде

ди, , д?
c«-T±eU~ - 0; ? = дх: дхг

ди3 ։ <7© _ д%
<Л14 . " ео -7'дх, дх. дх„I 3 •

Потенциал ?0 в вакууме удовлетворяет уравнению Лапласа
v2ro О

(2.3)

(2.4)
Затухающие ио х2 решения системы уравнений (2.1) и (2.4) будут

«3^M։exp(frs1A-j) ։- .֊\гехр (ZfSjA'j)] ехрт^(А-1—г՛/) 
?- |'А ехр (6ь\х։) /jAjC-xp (^։х։)]ехр/Л(хг vt) (2.5)

exp (fcx,) ехр//г(А\ vt)
Здесь S/—коэффициенты затухания

2 Известия ЛИ Армянской ССР, Механика, № I.



кд = ^.а); й ₽ 1,2 (2.6)

Подставляя решения (2.5) в граничные условия (2.3), получим диспер
сионное уравнение следующего вида:

( \ с • с
ад + я- — + еи(ем +

• С.. / V՜ \ Гт2 9 . / -V* \ Л /о 7\, А(-?~й ——— —«)=0 (2-/) 
+ / с\ \ су /

где хх и $2 определяются по формулам (2.6).
В общем случае коэффициенты затухания и $2 и дисперсионное 

уравнение могут быть комплексными. Таким образом, скорость поверх
ностной волны должна удовлетворять не одному, как при действитель
ных значениях X/. а двум вещественным уравнениям, что возможно в 
двух случаях: либо, когда скорость есть комплексная величина 
ъ—г'-Ч'и" и тогда поверхностные волны не являются собственными ко
лебаниями системы (то есть распространение поверхностной волны не
возможно), либо действительная и мнимая части дисперсионного урав
нения линейно зависимы и содержа։ общий вещественный множитель. 
Обращение в нуль этого множителя и определяет скорость поверхност
ной волны [8].

Более простой вид дисперсионного уравнения получается в случае 
металлизированной свободной границы. Тогда граничные условия име
ют вид [8]

д*с
‘■«а

(7Х2 дху
'Лг, 

сы .дх й дх՝
_ р <??о 

БП — дх.
(2.8)

В этом случае дисперсионное уравнение получается в следующем виде՝

(2.9)
^=г=с2 (с2—скорость объемной волны по направлению ох։), а равенст
во нулю второго множителя дает комплексное решение для
фазовой скорости г՛. Следовательно, поверхностная волна не является 
собственным колебанием системы.

Такой же результат получается, если вместо граничных условий 
(2.3) или (2.8) рассмотреть условия

дия
дх. 0хх

0; ди.
?»; вит-* 

дх. -22 = 0 
дх„ (2.10)

В этом случае дисперсионное уравнение вновь имеет комплексное ре
шение для фазовой скорости V и, следовательно, поверхностная волна 
не является собственным колебанием системы.

Па основании исследований, проведенных при граничных условиях 
(2.8) и (2.10), можно сделать вывод, что в случае граничных условий 
(2.3) существование поверхностной сдвиговой волны в пьезокристалле 
класса 222 ромбической симметрии невозможно.
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ՊԻԵԶՈԷԼԵԿՑՐԻԿ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ ՍԱ2ՔԻ ԱԼԻՔՆԵՐԻ 
ՏԱՐԱԾՄԱՆ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա. Ս. ԱՎԵ8Ի113ԱՆ

Ամփոփում

Ուսումնասիրվում է հարթ և հակահարթ խնդիրների դրվածքի հնարա
վորությունը բյուրեղայի՛ն մ իջավայրի համար պիեզոէլեկտրական Լֆեկւոր 
հաշվառումով։ Յույց Լ արվամ, որ պիեդոէֆեկտի հաշվառում ը նեղացնում 
է այն րյուրեդների դասը, որոնց համար հնարավոր են հարթ և հակահարք) 
խնդիրները առանց պիեղոէֆեկտի հաշվառման։ Դիտարկվում Լ սահքի մա 
կերեույթային ալիքների տարածումը շեղանկյուն սիմ ետրիա յի 222 դասի 
բ յուրեդներում , տարրեր եզրային սլա լմանների դեպքում ։

ABOUT THE PROBLEM OF THE PROPAGATION OF 
TRANSVERSAL WAVES IN PIEZOELECTRIC BODIES

Л. S. AVET1SSIAN

S u in in а г у

The possibility of formulation of the plane and antiplane problems 
in crystal bodies with account of piezoelectric effect Is studied.

It is shown that the account of piezoelectric effect reduces the 
class of these crystals for which the plane and antiplane problems are 
possible.

The propagation of surface transversal waves In the crystals of 
class 222 of orthorhombic symmetry with different boundary conditions 
Is considered.
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ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

1Ռ|սս։ձիկա XXXVIII, № 1. 1985 Механика

УДК 539.374

ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ ПЛАСТИЧЕСКИ 
АНИЗОТРОПНОЙ КОНИЧЕСКОЙ ТРУБЫ

АКОПЯН А. Г.

Рассматривается предельное состояние анизотропной, идеальной 
жестко-пластической, несжимаемой, длинной конической трубы при раз
личных внешних воздействиях. Принимается, что материал трубы подчи
няется соотношениям жестко-пластического тела Мизеса—Хилла [6] и 
главные оси анизотропии совпадают с осями сферической системы коор
динат. центр которой помещен в вершине конической трубы.

Плоская задача пластически анизотропных тел изучалась сравни
тельно много. В работах [1. 2] получены основные уравнения плоской 
деформации пластически анизотропных тел. Частные решения осесим
метричной задачи теории идеальной пластичности цилиндрически ани
зотропного материала получены в работе [3]. Осесимметричное ради
альное течение анизотропной массы в коническом канале исследовано в 
работе [4]. Предельное состояние изотропной конической грубы при 
равномерных внутреннем и внешнем давлениях изучено в [1]. Вопросы 
пластического течения изотропной конической трубы под влиянием раз
личных внутренних и внешних воздействий исследованы в работе [5].

§ I. Общие уравнения задачи

В случае осесимметричного течения дифференциальные уравнения 
равновесия я сферической системе координат в обычных обозначениях 
имеют вид:

1 I
— 1----- —4--- (2г,—35— а=4֊^ 0) -О
иг г ди г

(1.1)
4- — -Г ~ [ (зо֊ос)с1И 0 4- 3^1=0 

дг г ди г

֊ (3^+2ч. с։в 0)=о дг г д-ւ г
Зависимости между компонентами тензора скоростей деформации, 

скоростей перемещения и напряжений—

бг= — =Ч#о(зг—Зб)+<70(з,—3;)|
дг
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»-^|Ао(-б—°г)4֊/У0(=б—Зл)] 
г г о?
И Vгг = — — ^0 = Й| О0(о?-М 4- Г0(«р-о։) ]

п ди , 1 ди у ֊.. ,, _
(Ь2)

да
2՛" дг 7 у °՜'’

тг - —с<йО=2£0тн 
г ди г

Условие текучести Мизеса-Хилла-
-г О՝0(%—°,)Ч ^г-^)2֊г/.0Ч4-ЧЧ НУ0^в= 1 (1.3)

Компоненты напряжений удобно представить в виде

«г֊0։ + (Т(Г8у~ОеЗ 

(1.4)

9 2 2
'■՛>= 7Л'‘,։՛ '։'*='2Л%՛ '•»=‘ял’։»

2=/(Л+//)։?+2Я։л>+(0+//М + 4£7},--4МТ;т4 4Л -;,’։ 
где

Л« 6 = 5®, Н-= ~5 Л — И = — .V = — 
д д Д Ло Л1о ’ Ч

д- -ь О'0//0 4- /70/-0

Скорости перемещений и компоненты напряжений можно выразить 
через неизвестные функции /(5) и 6(6)

=г==։ +— аОтЦО+П]/' 1 С'.Р-О)/с^} <|)

о? = вб4-~{[(1 '՝)С7 ՝■ Н\/' - |(1 |-Х)А/ |-О՝]/с1й9 } 
ш

— */'Чс1иб/' - 
ш (

(2+л)(1-л)
з1па9 ' !

-гт-(>- + 2) (’֊ - 1)М -Ь - (>■+ 2)/- 51(10
Ш <0 (1-5)
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Ш= X»{F4-/7)(/'^/ctg6)։-J- 2X/y(/4/ctg6) l/ctge-Q.+ b/7] 4 

sln’9

t(0' 4- H) [ /Ctg6 - (>-r 1)/' 4-tf|/" + cig/' + (2+M (1 -M ֊

։ p/S
4-(' 4-2)’ sin’ 6|(A-irW 4- A'/’J

«■*/'•(/'4֊/ctg9), v - — (а4֊2)г՜'/, 2)r4>sln0
/.«const (1.6)

Из уравнений равновесия (1.1) и соотношения (1.5) получим выра
жение

о, - -e + Dinr-зj t- j {[(i+>.)0+ H\f-

-[(i+).)// + 0]/ctg9}ctge- (i.7)Ш
и систему из двух обыкновенных нелинейных дифференциальных урав
нений относительно /(0) и Ь(б)

— {[;.(2F+G) G-H\f sin 8 I- |г.(2/-- H)+H G|/cos8} w

W—|/" + ctg8/' + (2+i.)(l֊<.)------ !֊I/!Y 4DslnO=0 (1.8)
\ w I sln*0 J )/

4/^гД+з()._1)Л1^*-0 
\ l<> / u>

где С и D—произвольные постоянные.
Характером течения материала определяюiси краевые условия для 

системы уравнений (1.8).
При л= — 2, ->(9) •-0 имеем случай радиального течения, рас

смотренный в работе 14|.

§ 2. Кручение анизотропной конической трубы 
распределенными кольцевыми касательными силами, 

действующими на боковых поверхностях

Пусть на внутренней и на внешней боковых поверхностях длинной 
ортотропной конической трубы, соответственно, приложены кольцевые 
касательные распределенные нагрузки (фиг. 1).

^»=<7։ прн "б,=<7, при 9-Р (2.1)
При подстановке в (1.6)-s-v 1.8) /(&) О, D=C=0 получается

н = Ъ' = 0, -к-՛ —('+2)гх ՛!» sin б, = ое = с?. = тг6 = 0
Второе уравнение (1.8) после преобразования, если опускать ин

дексы при т8 , можно написать в виде
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-/ 4-2^֊ -г 31/ /£-:’ = 0 (2.2)

Уравнение (2.2) при граничных условиях (2.1) определяет пре
дельное напряженное состояние ортотропной конической трубы. Чис
ленное решение (2.2) получено для случая, когда ^»0,6А, а=15°, 
0 = 45с, /И = 2&։, £ = /г- и для изотропного материала (М = £ = Л*) 
к—пластическая постоянная. Приведены графики для обоих случаев 
(фиг. 2). Как видно из графиков, значение <?2 анизотропного тела 
увеличивается на 26 %.

Фиг. 1

Для значения ад получим

<•> = (). 4-2) зщб /(>.-1 )’/И՛^ 4-£?'։
Подставляя это в соотношения (1.5) для опуская индексы, 

получим
/л/

/(/. 1)’Л/б։4-/-?։
Откуда находим 

о
0(9) = А ехр

где А —произвольная постоянная, которая определяется из условия 
закрепления.

§ 3. Анизотропная коническая груба под совместным 
воздействием нормальных и кольцевых касательных сил

Положим, что на внутренней и на внешней боковых поверхностях 
длинной конической трубы из ортотропного материала действуют, соот
ветственно, нормальные давления и кольцевые касательные распреде
ленные силы (фиг. 3).
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ч>иг. з

где

ое= — А. 'Ц = <?1 ПРИ св=*— р2։ при 9 = 8 (3.1)
В соотношениях (1.6)-5-(1.8) подставляем /.= 1, О—0. Из второго 
уравнения (1.8) и граничного условия при 9=а следует

*6? •֊• (3.2)
81П*6

К первому уравнению (1.8) 
присоединяем значение -,-ь из (1.5), 

хР2 опуская при нем индексы

(- з!п 0)' + — {| 2(0+ /■) -77 ] /' ։1п9

R +|2(/У 1-/-’)-О1/созб}-0 (3.3)
/г -V
, '= — (/' + Л*£0)'й>

\ Для значения ш из (1.5), де
лая некоторые преобразования с 
учетом значений -.-б и получим

<о = Гр (3.4)

/.уГ_____
т֊н-£х,’»

() = / (Г-|-//н֊4О)/'а-|-2(/7-2Л7 -20)/ Vс1£ б-Н ?֊|-О-4А/) с^-’б
Подставляя (3.4) в систему уравнений (3.3). находим

(-։1п9)' |-֊^( [2(О+Г) /7|/'81п6 +|2(Н+ 7г)-0|/со։9} = 0

(3.5)
/" + с1ао/'-—1֊у- -1 г^=о 

5՝1П‘Г> \
Вводя новую функцию ?=/ /. можно снизить на единицу по

рядок второго уравнения (3.5) и привести его к виду

-.՛=с(ё 6 ֊ А-112(0+/•■) и I? + [ 2(77+г) - 01 с։8е}
ТФ

(3.6)

?' = —? С(^ б I- —ТФ 
81п։б Л'

где обозначено

Ф = /(Л + Н -г 4О՝)г 4- 2(Л - 2Н - 2G)? ctg6 4- (Л г О’ + 4tf) Ctg’6 
Краевые условия для системы (3.6) буду г

"=0 при б = я, 6«=^ (3.7)
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На ЭВМ ЕС-1022 было получено решение нелинейном двухточечной 
граничной задачи (3.6), (3 7) при следующих значениях параметров 

а=15°, ?~45°, ?։ = 0,6А, £ = 2А‘, Л՛'«А*, Г «ЗА1, 0 = 2,5А’, //=1,5А*

Решение представлено в виде гра
фика (фиг. 4). Для нормальных 
напряжений из формул (1.5) и 
(1.7), с учетом граничного условия 
при 6 = 7. и значения ю из (3.4), а 
также значения функции ?, полу
чим следующие соотношения:

о 6
=4=—А“3 [(20 | /7)? —

а з
(2/7^О)с1§б) с1дб^-

ГФ
Фиг. 4

0г = з» 4 - [(20гЛ‘)о0)с1к6]
ТФ (3.8)

^ = аН- ֊ 1(204-/7)?֊ (2//+О) С1и6|

Если н уравнениях (3.2) и (3.8) учесть граничное условие при 
6=8, то получим соотношения, определяющие предельное состояние 
ортотропной конической трубы

(3.9)
& I

Рх Р:=֊3 -г || (20 4-/7)?֊(2//+0)с1К9|с^6-^

Подставляя значение ю из (3.4) в соотношение (1.5) для 
приходим к уравнению, определяющему 1»(9)

(здо)
а

В случае изотропного материала, если в системе (3.3) принять

Г = С֊ //=2/. = 2 И-2М=26г, г=соп։1
81 пб

получим х,»«0 по всей толщине стенки трубы, что соответствует 
результатам работы [5|.

Теперь рассмотрим случай, когда труба изготовлена из трансвер
сально изотропного материала. Принимаем, что ось круговой симмет
рии совпадает с осью 6 = 0. Это приводит, в частности, к соотноше
нию б = Н [6].
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В соотношениях (1.6)-^( 1.8), если принять

/= —. Л=1, Д> = 0. а^Н, £=соп։1 
$1пб

первое уравнение (1.8) удовлетворится тождественно, а для значения 
ш получим

“ = —^1/26£։со8։«+£1'։51п’0 (З.Ч)
$1п’О Г

Подставляя это в соотношения (1.5) для х4¥, опуская индексы, 
находим

81п’х ։п,
х = ■ 7 ——, - = (I,------- (3.12)

/ 26£*созге- :֊-£՛/’ 81пс0 З1п2й
Отсюда, определяя ՛'/ и подставляя в формулы нормальных 

напряжений (1.5), (1.7) и учитывая граничные условия на внутренней 
поверхности, будем иметь

Фи։. 5

(3-13)

Условия на внешней поверхности определяю։ предельное состояние 
конической трубы

^։з1п2а = (72 51п\5

/Л -Р1 = 1п — 1֊ 1/ ~ 1п 
з!па Г 2

/Г
УТ.. (3.14)

Из (3.12) для 9(0) находим
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= 1/ ° —Ц- (/L -?•; - У L ֊ *) + const 
r 2L qz Sln’a

Если учесть значения /(8) и j(8), скорости перемещения будут 

п 3£ги = 0, -и =----------
sin 6

»=31/2. £rslnG const)
Г 2L ftsln’a

Приведено численное исследование напряжения з» в стенке тру
бы при следующих значениях параметров задачи а»»15й, ^ = 45°, 
q^Ofik, pt*»k для случая анизотропии, когда (7=4А։, L => А* и 
для изотропного материала (О=«2£.«2А8). Результаты исследования 
приведены в виде графиков (фиг. 5). Как видно из графиков, значе
ние предельной нагрузки р։ -р, для анизотропного тела увеличи
вается в 1,4 раза.

§ 4. Анизотропная коническая труба под совместным 
воздействием нормальных и продольных касательных сил

Рассмотрим предельное состояние длинной конической грубы из 
ортотропного материала, когда н.: внутренней и на внешней боковых 
поверхностях действуют, соответственно, нормальные давления и про
дольные касательные распределенные силы по образующим (фиг. 6)

=»= — Ри ''« = <7, при 5 = я; а»= — р։. т,» = ?։ при 8 = 6 (4.1)
Если принять в (1.5) —(1.8) >=0, /. = ^ = 0, второе уравнение 

(1.8) удовлетворится тождественно, а первое (опуская индексы при 
тгь) примет вил

/:  гу 
(4-2)

при граничном условии при 6=х.
Численное решение уравнения (4.2) получено лля случая, когда

0=1.5*’: Н = 0,5Аг: Л' = А*: «=15°; 3 = 45°; <?։ = О,ЗА 
и приведено в виде графика (фиг. 7).

Для значения * находим

_51кп(/,_/с1(,6) (4.3)
Из формул для нормальных напряжений (1.5) и (1.7) с учетом 

граничных условий прн 6»։ и значения ш из (4.3) находим

=» Об4- -г— ^.—г- V.У—а = :» • 1/ /.V —
У.У(04Н) ’ к .V
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Удовлетворяя граничным условиям при 0 = £, получим соотно
шение, определяющее предельное состояние ортотропной конической 
трубы

А -Р-2 = — 3 ) ■«ЙМ-1/ / М ֊'с2 с!«0 &

Сюда следует присоединить решение уравнения (4.2) при гра
ничных условиях (4.1) (фиг. 7). Подставив (4.3) в формулу из 
(1.5). получим дифференциальное уравнение относительно /(0)

-^ФтЯг)'-”
откуда определяется

а _____  а
/(8) = С, ։!п8+е, ։1гЛ эШб ехр | й

а а

здесь С։ и С2—произвольные постоянные интегрирования.
Для случая трансверсально изотропного .материала, обладающего 

круговой симметрией относительно оси 0 = 0, имеем О = Л/. Тогда 
из уравнения (4.2) следует

• = А֊—т՛ (4.5)
51ПО

Подставляя (4.5) в (1.5) и (1.7) с учетом (4.3) при С = Н и 
используя граничное условие на внутренней поверхности из (4.1), 
получим 
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(4.6)
Sina

Удовлетворяя условиям на внешней поверхности 9 = 6 в (4.5) и 
(4.6), приходим к соотношениям, определяющим предельное состоя
ние трансверсально изотропной конической трубы

i7։sina- <7։$inP

/>,-/>,= /2Й In + /20 111 ^r=~- (4.7)
Sina

֊ 3g,slna In + 1/ 2g (/ftFg? - f a7=V;) 
tga/2 r N

Для скоростей перемещений имеем

и/' + г՛ = — 2/, да = О
В случае изотропного материала в формулах (4.7) следует подста

вить О = 2Л’=2/г։, тогда будем иметь
Vj sina 7Я sin?

Pj — рг = 21п - 21n
sina

I +/1 -g?
!+/!֊?=

— 3<7, sin։ In . 
tga/2

+ 2(/l-uf-/l-?;)
Эти формулы соответствуют предельному состоянию изотропной ко

нической трубы под совместным воздействием нормальных давлений и 
продольных касательных сил, рассмотренному в работе [5].

Проведено численное исследование напряжения в стенке тру
бы при значениях параметров предыдущей задачи. По этим резуль
татам построены графики (фиг. 8), из которых видно, что для 
анизотропного тела значение предельной нагрузки ру— ру увеличи
вается в 1,6 раза.

29



§ 5. Ортотропная коническая труба под совместным 
воздействием нормальных давлений, продольных и 

кольцевых касательных сил

Рассмотрим случай, когда на внутренней и на внешней боковых по
верхностях длинной ортотропной конической трубы действуют, соответ
ственно, нормальные давления, продольные и кольцевые касательные 
распределенные силы (фиг. 9)

°* = -/>։• — = ъ = д2 при 0 = а, 3 (5.1)

Фиг. 9

В уравнениях (1.5)-Н 1.8) принимаем / —1, 0 = 0.
Из второго уравнения (1.8) и граничного условия при б = а на

ходим
81п2а (5.2)

а из первого уравнения, как было сделано в § 3. получим систему урав
нения

' С1ИО - ± {12((7֊т /=’)-/7|? 4֊ 12(^4 /=■) - 01 } (5.3)

= — о*—Ф С 1-6 4----- ------- Т’Ф
$1п®0 Л'

с краевыми условиями 

т,8=/п։ при &=а; — т2 при 0 = 3 (5.4)

Численное решение задач։։ (5.3). (5.4) получено при следующих 
значениях параметров: а 15 ; ₽ — 43°; <?։ = 0.6£; тг = 0.7к\ тг — 
= 0,88 Л; /. -2к\ Х = к՝\ /- = &’; 0 = 2,5 Л2; Н= 1,5 к2.
Решение представлено в виде графика (фиг. 10).

Для определения предельного состояния имеем следующие соотно
шения:
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«7։$т’а = <?,51П33

է ?• ՃՏ
р,-р։ = -3 С-40+ յ |(2О4-//)?-(2«+О)с։й6]с1Кв —

В качестве третьего соотношения к этим двум присоединяем решение 
задачи (5.3), (5.4) (фиг. 10).

Автор благодарит проф. М. А. Задояка за постановку задачи и за 
ценные советы при выполнении это։։ работы.

ՊԼԱՍՏԻԿՈՐԵՆ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ԿՈՆԱԿԱՆ ԽՈՂՈՎԱԿԻ ՍԱՀՄԱՆԱՅԻՆ ՎԻՃԱԿԸ
Ա. Գ. ՀԱԿՈԲՅԱՆԱ մ փ ո փ ո ։ ։ք

Դիտարկված Լ սլլաստիկորեն անիզոտրոպ կոնական խողովակի սահ- 
մանա յին վիճակը տարրեր արտ աքին ոէժերի ազդեց ութ յան տակ։ Ընդունված 
Լ. որ կոնական խողովակի նյութը ենթարկվում է Միզեսի-Հիյլի հոսունու
թյան պայմանին և նյութի անիզոտրոպռւթչան գլխավոր առանցքները համ֊ 
րնկնում են կոնական խողովակի զադաթում տեղադրված սկզբնակետով 
գնդային կոորդինատների համակարզի առանցքների հետ։ Ստացված ( 
հանուր լուծում աոանցքասիմ ետ րիկ հոսունության համար։ Ելնելով այդ 
ընդհանուր լուծումից ուսումնասիրված Լ կոնական խողովակի սահմանային 
վիճակը ոլորման, համատեղ ոլորման ու ճնշման, համատեղ ճնշման ու 
երկայնական շոշափող ուժերի, համատեղ ճնշման, ոլորման և երկայնական 
շոշափող ուժերի աղդեցութ յան տակ։ Բերված են թվային օրինակներ։
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THE LIMITING STATE OF A PLASTIC ANISOTROPIC 
CONICAL TUBE

A. G. IIACOBIAN

Summary

The limiting stressed state of a plastic anisotropic conical tu 
under the effect of various external forces is considered. It is assum 
that the material of the conical tube obeys the Mises-Hill flow criterH 
and the axes material anisotropy coincide with the spheric coordinate 
A general solution for the case of axisymmetric flow is obtained. Proc 
edlng from that solution the limited state of a conical tube are coni 
dered under the effect of torsion; compatible torsion and compresslo 
compatible compression and longitudinal tangential forces; compatib 
compression, torsion and longitudinal tangential forces. Numeric 
examples are presented.
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УСТОЙЧИВОСТЬ ТРЕХСЛОЙНОГО СТЕРЖНЯ.
НАГРУЖЕННОГО РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ 

СЛЕДЯЩЕЙ СИЛОЙ
ГРИГОРЯН Н. Б.

1. Рассмотрим устойчивость трехслойного стержня прямоугольно
го поперечного сечения, нагруженного равномерно распределенной по 
всей длине следящей силой интенсивностью д.

Задача об устойчивости однородного стержня, шарнирно опертого 
по концам и нагруженного равномерно распределенной следящей си
лой. впервые была поставлена Пфлюгером [1]. С помощью метода Буб
нова и.м было определено значение критической силы 7кр= 18.96 £7/£։, 
где £7— жесткость стержня на изгиб, /. — его длина.

Устойчивость однородного консольного стержня, нагруженного рав
номерно распределенной следящей силой, впервые исследована Лейп- 
хольцом в 1962 году [2]. Лейпхольцом и Маданом [3] получено точное 
значение критической силы 40.05 Л7՛/.3.

Значения критических сил однородного стержня при пяти случаях 
закрепления концов и для пяти законов распределения следящей на 
грузки приведены в работе [4].

2. В общем случае рассмотренный стержень является неконсерва
тивной системой флаггерного типа. Устойчивость таких систем исследу
ется динамическим методом (5]. Используя теорию трехслойных стерж
ней Грнголюка—Чулкова [Б], уравнение малых поперечных колебаний 
трехслойного стержня получено в [7]

*У։-[-֊-(1 ֊ х) X"֊ —(1—х)Ь(2.1)

Здесь Л «^/.’—безразмерны։' параметр, характеризующий сдвиговую 
жесткость заполнителя трехслойного стержня;

<7/?7) -безразмерная сжимающая сила;
а՛2 = £)—безразмерная частота колебаний;
Х—/_[х)/1.—безразмерная функция перемещений:

безразмерный параметр, характеризующий изгибную жесткость 
несущих слоев трехслойного стержня [6|;

/, й, О соответственно длина трехслойного стержня, высота трех
слойного пакета и нзгнбная жесткость трехслойного стержня. 
Параметры р, / представляют сдвиговую жесткость заполни
теля, осредненную плотность материалов трехслойного пакета и 
функцию перемещений [6].

3 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 1.
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3. Рассмотрим следующие варианты граничных условий:
I. Один конец трехслонного стержня жестко защемлен, а другой—сво 
боден (фиг. 1а).

п) 6) 5) г) д) е)
Фкг. 1.

Согласно (6) имеем

X,^X^ = X-kX^0 при х-=0
A'"=A'IV-Ar'-»*,Yv = 0 при х=1 (3.1

II. Один конец трсхслойн« го стержня жестко ..ццсилон, а на свободном 
конце имеется абсолютно жесткая на сдвиг диафрагма (фиг. In) 
В этом случае

X' X'^X-kX՞^ при х=0
XX* АГ-МА^О при х I (3.2)

III. Оба конца трехслонного стержня шарнирно оперты п на нижнем 
конце имеется абсолютно жесткая на сдвиг диафрагма (фиг 16).
То есть

Л՜—Л.¥"=А'՜’ —OAXV = А"' = 0 при х=0
А=А~=Л'П’=О при х=1 (3.3)

IV. Оба конца трехслойного стержня шарнирно оперты и на обоих кон
цах имеются абсолютно жесткие на сдвиг диафрагмы (фиг. 16).

X~kX'’ = X’,-*kX"=X = 0 при х О и при х-1 (3.4)
V. Нижний коней трехслойного стержня жестко «ащемлен, а верхний 
конец шарнирно оперт (фиг. 1в).

Л՜' ~ А ՝ == Ал—А՛ А' =0 при х =• О
A=A"-A’v-0 при х-1 (3.5)

VI. Нижний конец трехслонного стержня жестко кнце.млеп, а верхний 
конец шарнирно оперт, н имеется абсолютно жесткая на сдвиг диа
фрагма (фиг. 1в).
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X—kX”~X'—X"'=O при x=0
X~kX”=X',֊MX՝՝՝'~X"'=X) при x«=l (3.6)

VII. Нижний конец трехслойного стержня шарнирно оперт, а верхний 
конец жестко защемлен. На обоих концах Имеются абсолютно жесткие 
на сдвиг диафрагмы (фиг. 1г)

X~kX" - X" - MX՝v » X'"= О при x = О
X'^-X'^X-kX^O при х=1 (3.7)

VIII. Оба конца трехслойного стержня жестко защемлены (фиг. 1д).

Х'=Х"'~Л'-^Л" = 0 при х=0 иприх=1 (3.8)
4. Трехслойный стержень с граничными условиями (3.1) и (3.2) яв

ляется неконсервативной системой флаттер нОго типа՜. Устойчивость та- 
•.-.ого стержня исследована динамическим методом в работе [7]

При граничных условиях (3.3)—(3.8) трехслойный стержень пред
ставляет неконсернативную систему дивергентного типа. Устойчивость 
таких систем можно исследовать статическим методом. Уравнение ус
тойчивости таких стержней получим, если в (2.1) подставить <•» О

-I1՜*? JT~0 (4.1) | м а I М

Решение этого дифференциального уравнения с переменными коэф
фициентами можно представить и виде бесконечного степенного ряда

Х= V ДдО-аГ
Л--Л

(4.2)

Подставляя ряд (4.2) и его производные в уравнение (4.1), получим ре
куррентное соотношение для определения Ап

Ап—---------------------------------------------1(/г -2)(д—3)(« — 4)(/4—5)Дп_2—
я(я-1)(я-2)(/г-3)(л֊4)(л.֊5)0Л1՝

Ь»(л-3)(л-4)(л-5)(л-6)Дя з-}-х»(«-5)(л֊6).4л_5] (4.3)

С помощью этой формулы все постоянные Д„ начиная с Дв. выразим 
через первые шесть постоянных До, Д1։ . . ., Д$ и подставим в (4.2). 
Тогда в выражении X (4.2) останутся лишь шесть неизвестных по
стоянных До, Др . . .43. Подставляя полученное выражение X в
граничные условия (3.3) -(3.8), получим системы из шести алгебраи
ческих линейных однородных уравнений относительно Ло, Д։, . . Д5. 
Для существования нетривиального решения этих систем уравнений 
необходимо, чтобы их определители были равны нулю. Из этого ус
ловия получим детерминантнос уравнение

Д(х’)-0 (4.4)
Разработан алгоритм, который позволяет численно определить зна

чение критической силы при различных значениях жесткостных пара
метров 0 и к для всех граничных условий.



5. Проведены расчеты на ЭВМ и определены значения первых кри
тических сил для последних шести вариантов граничных условий. На 
фиг. 2—5 представлены графики зависимостей величины критических 
сил от значений сдвиговой жесткости заполнителя для граничных усло
вий III—VIH при различных значениях нзгнбной жесткости несущих 
слоев ։>. На фиг. 2 и 3 штриховые линии соответсiвутот граничным ус
ловиям Ill и V, а сплошные линии граничным условиям IV и VI.

При 0 = 1 величина критической силы нс зависит от сдвиговой 
жесткости заполнителя Л и полностью совпадает со значением критиче
ской силы однородного стержня. Когда жесткость заполнителя на сдвиг 
увеличивается, то во всех случаях закрепления коанов трехслойного 
стержня значения критических сил возрастают п стремятся к величине 
критической силы соответствующего однородного стержня. Отметим 
также, что абсолютно жесткая на сдвиг диафрагма на обоих концах 
трехслойного стержня (граничные условия IV) имеет сильное стабплн- 
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знруюшее влияние лишь при больших 6. Так, например, когда 8=0,5 
и Л= 100, критическая сила при граничны* условиях IV получается 
на 63.8 % больше, чем при граничных условиях И!. А при 6 = 0.5 и 
հ = 0,01 разница составляет всего лишь 0.1 %.

У трехслойных конструкций, применяемых в практике, всегда 
6-$0,1. Причем, чем меньше 8, тем рациональнее построена эта кон
струкция, поскольку при этом обеспечивается легкость конструкции. 
Когда же !>>0,25. конструкция может трактоваться как двухслойная. 
Например, при 0.25 получим двухслойный стержень симметричной 
структуры, з при а О.5—двухслойный стержень с отношением соб
ственных нзгнбных жесткостей слоев как 1:3,72. Параметр к в случае 
двухслойных конструкций характеризует сдвиговую жесткость клея, 
соединяющего дна слоя друг с другом.

ՀԱՎԱՍԱՐԱՉԱՓ ՐԱՇԽՎԱԾ ՀԵՏԵՎՈՎ ՈՒԺՈՎ РЬП-ՆԱՎՈՐՎԱԾ 
եԱԱՇՍՐՏ Չ11Ղ1' ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆ!!

Ն. Р. Գ1'ԻԴ|11։ՏԱՆ

Ամփոփում

Դիտարկվում /, եռաշերտ ձողի կայունությունը, որը բեռնավորված Լ 
ամրսղչ երկարաթյամր Հավասարաչափ րաշխված տանղենցիաչ հետևող սեղ
մող ումով։ Օգտագործված Լ Գրիգոլյուկ-թույկովի եռաշերտ ձողերի տեսու
թյունը! Քննարկվում են այնպիսի եզրային պայմաններ, որոնյյ դեպքում 
եռաշերտ ձողը հանդիսանում Լ ղիվերգենտային /»; կոնսերվատիվ համակարգ։ 
Այդպիսի Համակարգի կայունությունը ուսումնասիրվում է ստատիկ մեթոդով։

Գնահատված են զանազան տիպի եզրային պայմանների ազդեցությունը 
կրիտիկական ուժի մ եծութ յան վրա։ Դիտարկված են կրող շերտերի ըստ 
ծռման ունեցած կոշտության և յցոնի ըստ սահքի ունեցած կոշտության ազ~ 
դևցոլթ յուններր կրիտիկական ում ի մեծության վրա: Քննարկված կ երկշերտ 
ձողերի դեպքը։

STABILITY OF A SANDWICH ROD LOADED WITH UNIFORMLY 
DISTRIBUTED FOLLOWER FORCE

N. B. GRIGORIAN

S u in m a r y

The paper deals with the problem oi stability of a sandwich rod 
loaded with uniformly distributed follower force.

The Influence of proper flexible rigidities of laces nod shear stif
fness of the core on the divergent load is Investigated.
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Different boundary conditions are treated. The article also deals 
with a two-layer rod.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИЙ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXXVIII, № I, 1965 Механика

УДК 532,5

СООТНОШЕНИЯ НА РАЗРЫВАХ, ВОЗНИКАЮЩИХ НА КРОМКАХ 
ЛОПАСТНЫХ СИСТЕМ ПРИ ОСЕСИММЕТРИЧНОМ ТЕЧЕНИИ

ЖИДКОСТИ В ТУРБОМАШИНАХ

КЛИМОВИЧ В. И . ФЕДОРОВ л в

При течении жидкости в турбомашинах вблизи входа потока в ло
паточным аппарат могут возникать большие градиенты скоростей, кото
рые естественно моделировать в рамках осесимметричного приближения 
скачкообразными изменениями скоростей на поверхности, разделяющей 
лопаточные и безлопаточные области проточного тракта. Вопрос об ус
ловиях на кромках лопаток в осесимметричной постановке рассматри
вался в ряде работ, и которых отметим [1 7]. В [I] получены усло
вия. связывающие скачки скорости на границе раздела 2 в случае не
сжимаемой жидкости. В работах [2, 4. С] указанные выше условия для 
скачков скорости получены в более общем случае течения газа. Для 
учета реальных свойств течения вблизи лопаточных кромок в [2, 4, 6] 
было предложено выражение для скачка полного давления: в случае 
несжимаемой жидкости скачок энергии определяется кинетической энер
гией .потерянной* скорости с учетом коэффициента х смягчения на 
удар: [£]"= х([‘ш[+)2/2. В [3.7] с помощью вариационного принципа 
Гамильтона выведены соотношения, выражающие баланс импульса и 
энергии сжимаемой жидкости па 2, я также произведен анализ струк
туры сил. действующих на жидкую частицу на 2. При этом уста
новлено, что в предположении об ортогональности силы, действую
щей на жидкую частицу на 2, к поверхности лопатки разрыв энер
гии для несжимаемой жидкости равен =(|то]’)’/2. В [5] при том 
же предположении показано, что в случае течения газа имеются два 
решения дли скачков газодинамических величин на 2; в случае ма
лых отклонений свободного потока от касательной к лопатке плоскости 
с помощью второго начала термодинамики найдены границы приме
нимости каждого из полученных решений. В [2, 4. 6, 7) представле
ны результаты расчетов осесимметричного течения несжимаемой 
жидкости с использованием соотношений для разрывов скорости и 
энергии.

В настоящей работе показано, что при определенных значениях па 
рвметров потока и геометрии лопаток имеет место «запирание» входно
го сечения в лопаточный аппарат; при этом компонента скорости на У, 
ортогональная кромке, со стороны области, занятой лопатками, дости
гает местной скорости звука. Установлена аналогия между рассматри
ваемой задачей и задачей об обтекании плоской решетки тонких плас- 
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тян потоком газа, направление которого отличается от՜ направления! 
пластин [8] Приведены расчеты коэффициента потерь полного давле-1 
ння и границ областей допустимых углов атаки на V в зависимости от] 
числа Маха набегающего потока при различных значениях углов тан-1 
генцнального наклона лопаток.

Рассмотрим установившееся течение идеального газа п турбомашн-| 
не. Законы сохранения массы, импульса и полной энтальпии п относи-1 
тельном движении частицы газа па границе раздела У лопаточной п 
безлопаточной областей (фиг. I) могут быть представлены в виде

|-рся]; = о (1)
\хрп=/ (2)1

14 ~ ~ *ГСи =0 (3)

Здесь г=слл-| cil 4֊ г.-д’о — вектор абсолютной скорости течения, и и 
/ — нормаль и касательная՜ к i֊—орт окружного направления, р— 
давление, р—плотность, k = ср.:с-е, угловая скорость вращения ло
паток, - — коэффициент стеснения потока лопатками. Вектор f имеет 
смысл поверхностной силы, обусловленной импульсивным воздействием 
лопаток на частицу газа на У. Наличие f в (2) объясняется тем, что

Фиг. J. Меридиональная проекция про
точного тракта турбомашикы

сила Г воздействия лопаток на газ, равная Л ^'/с1%Си1(И для внут
ренних точек лопаточной области |81, имеет 5-образную особенность 
на У вследствие разрывного поведения момента окружной скорости 
/?си [1 — 7] ('/. = ’? Ф(/?. г))—0—уравнение лопатки, вектор нап
равлен по нормали к лопатке). Условие непротекания газа через по
верхность лопатки на У имеет вид

w_ ’ vz = 0 (4)
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где к>=г֊ индекс (—) соответствует лопаточной области (фиг. I) 
Если состояние газа со стороны (—) известно, а функции Ф(/?,г) 
и '(/?, г) заданы, то система (1) —(4) состоит из шести скалярных 
уравнений относительно неизвестных с , рл, р.:, /. Для замыкания 
этой системы необходимо сделать дополнительные, оправданные фи
зические предположения относительно силы /. В [5( для случая бес
конечно тонких лопаток (•.. I) в качестве такого предположения 
было принято, что сила / ортогональна поверхности лопатки

/= л(/?, г)у/ (5)

Соотношение (о) замыкает систему (1)- (4) относительно неизвестных 
с . р , р֊. >•. Проектурия (2) на направление 7/.Х". с учетом (I), 
(5) получим |г|‘ • 0. или после преобразований

|е,Г + Л^։|с„|-=0 (6)
01

Соотношение (6) справедливо при любых - как в случае сжимаемой, 
так и несжимаемой жидкости. В дальнейшем рассматривается случай 
-=1. Исключая из (I)—(5) величины |с/|’, |/ф, |^и)\ при
ходим к квадратному уравнению относительно скачка |-у]+ (-г>=1/р)

(7)

Д։=(*-г Dtf’lvzl’
А.2 = 2t- (R ivzl’- т М;’_ + kR д*- Л 

\ On /

Ал = £ V֊ Л £>Ф 
2/?— iOn

е(Л-1)

/И՝-_ = с^_/(А։/? V-), т— 1 /<-’(d<D/d/)2, s== — Rcn 'w_ • vz

Величина & характеризует отклонение свободного потока (вектора 
w_) от касательной к поверхности лопатки плоскости; отметим, что 
произвольный поворот вектора w_ в упомянутой плоскости не изме
няет е. Уравнение (7) имеет вещественные решения для [и]’, если 
!)=А\ -4А։Дэ>0. Если геометрия лопаток задана, то при любом 
фиксированном s имеем Z)>0 для достаточно малых Л!я_; если же 
величина .41 я фиксирована и Мп- г то неравенство D>0
справедливо при достаточно малых значениях |։|. Если увеличивать 
Мп- при £ = fixed, то, вообще говоря, при некотором критическом 
значении Л1*р_ достигается равенство /> = 0 и дальнейшее увеличение 
/Ил- невозможно, поскольку решения (7) становятся комплексными. 
Аналогичное положение имеет место, если увеличивать |։| при Мя- = 
= fixed. Выясним, какому режиму течения соответствует обращение 
в нуль величины L). С этой целью введем в рассмотрение три орто- 
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тональных единичных вектора на ’^'А=?л |ДХ|» &2=/«_1'*(/ • /,/?</Ф(>/), 
Ь3 = Ьгх.Ь2. Направление Ь- совпадает с нормалью к лопатке, вектор 
Ь3 лежит в касательной к лопатке плоскости и ортогонален к кромке 
лопатки на Имеем та+ = та։_ &а4-та3_д3, поскольку та • ^ = 0 (см. 
(4)). Отметим, что скорость та2 = та • Ь3 в силу (6) непрерывна на V 
(та^=та8_).

Рассмотрим сначала частный случай та2 = <?/-Ь/?таи<?Ф/<2/== 0. В 
этом случае можно провести аналогию между рассматриваемой зада
чей и задачей об обтекании плоской решетки тонких пластин потоком 
газа, направление которого отличается от направления пластин [8} 
(стр. 237). Действительно, спроектируем (2) на направление Ь3, сов
падающее в данном частном случае (та2 = 0) с направлением скорос
ти таи.:

|/71' л • &3+рсл1та]* • &3=0 (8)

Соотношения (1), (3). (8) совпадают по форме с уравнениями, описы
вающими обтекание решетки гонких пластин идеальным газом ([8], стр. 
233, формулы (32.2) (32.4)), если в (I). (3), (8) формально заменить 
параметры течения газа со Стороны ( ) и (4֊) параметрами потока 
соответственно до и после входа в решетку. Указанное совпадение не 
удивительно, так как обе системы равенств выражают шконы сохране
ния массы, энергии и количества движения в проекции на направленно

Непосредственной проверкой можно убедиться, что при та2== О 
равенство /9 = 0 эквивалентно соотношению , |2/^ :՛. —1,
то есть на входе в лопаточную область (сторона (4-)) параметры га
за становятся критическими. Равенство Л1и. = I в случае обтекания 
газом решетки тонких пластин [8], как известно, соответствует ре
жиму запирания решетки. Приведенные соображения дают основание 
считать, что в рассматриваемом случае осесимметричного течения га
за при та։ = 0 соотношение Мо., =1 (£) = 0) соответствует режиму 
запирания входного сечения в лопаточную область.

В общем случае (та,у-0) равенство /9=0. как можно показать с 
помощью (1) (5), (7). эквивалентно следующему (<Д — kp±v+)։

Ml,.՛ = l » т Ja-2 лс1+ -г /? — 
al

(9)

С учетом введенных выше обозначений равенство (9) принимает вид 
Ж та?։ /а3՛ — М«.՝. — А4-’.2= I. где таЦаХ. Таким образом, в 
общем случае равенство 29=0 соответствует тому, что скорость 

^та_ • Ь3 в направлении Ьл совпадает с местной скоростью звука 
а . Можно показать, что аналогичный результат справедлив для 
упоминавшейся выше задачи об обтекании решетки тонких пластин 
[8], если на рассматриваемое плоское течение наложить поток, имею
щий постоянную и ортогональную плоскости решетки скорость (та2); 
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в этом случае равенство О = 0 отвечает тому, что между пластинами 
компонента скорости, лежащая в плоскости решетки, достигает ско
рости звука (независимо от величины да,).

На фиг. 2—3 представлены результаты расчетов коэффициента 
потерь полного давления //_—// )/(р_да!./2) в зависимости от угла 
атаки I для случая 6=1,4. ?_=0 (линии тока свободного потока ор
тогональны кромкам, 1б7 = с//сл); при этом рассматривалось решение

системы (1)—(5), отвечающее условию '. = 0 при ։ = 0. Угол атаки I 
определялся соотношением с1£(0—/) — — и)и-.1сг.- и связан с наеден
ным ранее параметром £ равенством г = с<£ (В ֊ I) — с!£(Н где
1$ = $дФ/д!, 6—угол тангенциального наклона лопаток, = 
-—/^дФ/дп, 3 —угол наклона лопатки. Кривые на фиг. 2 соответ
ствуют 9 = 30 , фиг. 3 —3 = 75 . Кривые 1,2 на фиг. 2, 3 получены 
при 2 = 0, кривые 3,4 при 6 — 30° при различных числах Маха Л/в._ 
(ЛЦ. = юд/ас); кривые 1,3 соответствуют значению /И«._=0,1, кри
вые 2,4—-44»֊ = 0,75. Как видно из фиг. 2,3, при увеличении угла 5 
и фиксированных /, 3 коэффициент уменьшается. Указанная 
закономерность может быть строго обоснована, например, при доста
точно больших значениях т = 1 -]■ то есть при углах 5, близких 
к г2. В этом случае на основании равенств (1)֊-(5) можно показать, 
что скачки газодинамических величин и, следовательно, коэффициент 
՛. стремятся к нулю при фиксированных I, б, •(_—О и *-/2. 
Как видно нз фиг. 2,3, с увеличением М» и фиксированных 3, I 
коэффициент потерь увеличивается. На фиг. 4 для случая 6 = 75 
н плоскости параметров / представлены границы областей, в
которых дискриминант О уравнения (7) неотрицателен (7)^0). Кривые 
I на фиг. 4 получены при 3 = 0, а кривые 2—при 6 = 30°. Области 6՛ 
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на фиг. 4 соответствуют неравенству /)<О. Пунктирными линиям։ 
показаны асимптоты границ рассматриваемых областей. Отметим, чт< 
кривые на фиг. 2-4 не изменяются при одновременной замене 3 ш 
77—а / — на (—/); а также при замене * на (—5).

В случае несжимаемой жидкости (р—const) предположение (5 
совместно с соотношениями (1), (2), (4) в случае 1 приводит ։ 
формуле для местных потерь напора [/7|՜ которая ана
логична формуле Борда Карно для потер։, напора при внезапно։ 
расширении канала. Отметим, что в случае несжимаемой жидкост։ 
при увеличении угла тангенциального наклона ՛> и фиксированных 'i 
i, w. , у. =0 коэффициент уменьшается, как это непосредствен^ 
следует из формулы

, _ № 1:
Ж|1+С1£։(3 + О!

2
являющейся точным следствием соотношений (1), (2), (4). (5).

В заключение отметим, что выражения для коэффициента потер 
вычисляемые в соответствии с (1)--(5), в случае сжимаемой и не 

сжимаемой жидкости получены в предположении ■։=!, то есть дл 
бесконечно тонких лопаток. Для учета телесности лопаток следуе 
ввести в выражение для коэффициент смягчения удара х |8, 2]. т 
есть считать, что 2), где |р*£ вычисляется на осно 
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вами« (1)—(5). В случае несжимаемой жидкости коэффициент х вво
дится в выражение для потерь напора аналогично. Значение •/. за
дается на основании данных экспериментальных исследований.

ՏՈԻՐՐՈՄԵՔԵՆԱՆԵՐՈԻՄ ՀԵՂՈՒԿԻ ԱՌԱՆ8ՔԱՍԻՄԵՏՐԻԿ ՀՈՍՔԻ ԴԵՊՔՈՒՄ 
ՐԵՎԵՐԻ ՀԱՄԱԿԱՐԴԻ ԵԶՐԵՐԻ ՎՐԱ ԱՌԱՋԱՑԱԾ

ԽԶՈՒՄՆԵՐԻ ՀԱՐԱՐԵՐԱԿ8ՈI'ԹՑՈ ԻՆՆԵՐ

Վ. Ի. ԿԼԻՄՈՎԻՋ, Ա. Վ. Յ.ԵՈԴՈՐՈՎ

Ամփոփում

Համիլտոնի վարիացիոն սկզբունքի օգնությամբ դուրս է բերված թևի 
մատնելւոթյան հաշվառումով թևերի համ ւոկարգի եզրերի վրա հեղուկի էներ
գիայի և իմպուլսի բա/անսր արտահայտող պայմանների համակարղհր։ թա
գանման եզրի վրա զանգվածի պահպանման օրենքի լրացա մով ստացված 
Համակարգք հանդիսանում է փակ ո չսեղմ ե լի h ոչ փակ սեղմելի հեզուկի 
(գաղի) համար։ կատարված Լ ստացված կապակցությունների հետազոտու
թյուն։

Հաստատված է, որ կա երկու լո։ծո։մ բաման մ ան եզրի վրա գազոգինամիկ 
մեծությունների թոիչքի համար։

. ա

CONDITIONS ACROSS THE DISCONTINUES AT THE BOUNDARIES 
OF ELADED ZONES WITHIN THE AXISYMMETRIC FLOW IN 

TURBOMACHINES

V. 1. KLIMOVICH. A. V. FEDOROV

Summary

With the aid of Hamilton's variational principle conditions are 
derived expressing the balance of impulse and energy of a fluid across 
,he boundaries dividing free and bladed zones of the flow tract in the 
framework of the axisymmetric flow model. This scheme complemented 
with the mass conservation law across the boundary is closed (or incom
pressible fluid and unclosed for the compressible one. For the latter 
case the lacking condition is provided by the hypothesis of orthogonali
ty of the force acting upon the liquid particle to the surface of the 
blade. The relationships so obtained are examined in detail. It has been 
shown that there arise two solutions for the jumps of the hydrodlnamica 
quantities across the boundary. For small values of declination of the 
free flow from a tangent to the blade, the domains of applicability of 
each solution are found with the aid of 1hc second law of thermodyna
mics. For incompressible fluid, the hypothesis of absence of the tan
gential component of the force is brought Io the conclusion that the 
loses oi energy are equal to the kinetic energy of Jost“ velocities.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ UUZ ԳԻՏՈհ^ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

1Ւն|սանիկա XXXV111, № I, 1985 Механика

УДК 539.43 : 622.011.4

К ОЦЕНКЕ УСТАЛОСТНОЙ ПРОЧНОСТИ 
СТЕНОК СКВАЖИН 

смольскии в. м.

В настоящее время в связи с неуклонным ростом объема разрабо
ток полезных ископаемых на больших глубинах актуальной является 
задача обеспечения усталостной прочности протяженных необсаженпых 
стенок скважин. В процессе строительства скважины се стенка воспри
нимает импульсы гидростатического давления при спуско-подъемных 
операциях, что вызывает усталостный рост отходящих от ее поверхнос
ти трещин, образовавшихся при проходке скважины. Достижение эти
ми трещинами критической длины приводит к скалыванию породы со 
стенки скважины н образованию каверн, что создает осложнения при 
бурении. В работе применена теория роста усталостных трешип сдвиги 
для оценки долговечности ствола скважины. Получено дифференциаль
ное уравнение начального контура вертикального профиля каверны и 
форма кривой усталости. Теоретически выведена линейная зависимость 
между логарифмом сколотого объема и числом циклов гидростатичес
кого нагружения. По результатам усталостных экспериментов определе 
на постоянная кривой усталости для известняка и гранита.

Пусть в однородном изотропном упругом весомом полупростран
стве имеется заполненный жидкостью вертикальный цилиндрический 
вырез большой глубины. Ось О? цилиндрической системы координат на
правим вверх по оси выреза, начало координат О выберем на поверх
ности полупространства, радиальную координату обозначим через г, 
Булем считать, что на глубине г Н от стенки цилиндрической 
выемки под углом а к ней отходит плоская трещина, глубина кото
рой I много меньше ее ширины Ь, сравнимой с радиусом цилиндра 
а (фиг. 1). С трещиной свяжем локальную систему координат Ц, п) 
в плоскости, проходящей через ось цилиндра, и введем координату 
о вдоль оси I.

Согласно 11 ], для определения коэффициента интенсивности на
пряжений сдвига Л’ц у вершины трещины необходимо вычислить 
„комбинацию Кулона“

/(<7) = “л/-Ы*£Р (1)
в плоскости трещины при ее отсутствии. Здесь ?■ угол сухого трения, 
а зл—касательное и нормальное напряжения в плоскости трещины, 
которые связаны с напряжениями в цилиндрических координатах из
вестными соотношениями |2|:
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С- = 3, СО5։а-+-с.-51пг2’т-”лг 51п2з

-п։ = — (а, — -зг) $1 п2а — соэ2я
(2)

Здесь сг, ~1, общепринятые обозначения напряжений в цилиндри
ческих координатах.

Распределение напряжений в упругом весомом полупространстве
выемки, заполненной жидкостью, полученовокруг цилиндрической

С. Г. Лехницким [2]

Фиг. 1

о. — 'г2 — 0

где у. <7,—удельный вес породы и жидкости 
соответственно, > — коэффициент Пуассона 
породы. Перейдем в (3) к локальной коор
динате <? с помощью формул

г = н г= — (Л/-ф(7СО§я) (4)

и подставим полученные выражения в (2) и 
(1). Считая малыми параметрами величины 
д/а н а Н, после несложных преобразований 
получаем следующее выражение:
/(9)=ах -I-

(71==---------- [<7։ со$а$1п(а-гр) — 781пасо$(а+р)| (5)
ео$о

/•/ I п
а со$р | I —V $1п 2а $1п(а֊Т[Л

Итак, «комбинация Кулона» в плоскости трещины в ее отсутствии ли
нейна по координате; выражение коэффициента интенсивности напря
жений сдвига для этого случая получено в явном виде в [1]

К„------3^/2* Р” (6)
/2С/։(а, о) 8(7,(а, р)

Здесь /г— коэффициент сцепления, (7։ и табулированные в |1] 
функции.

Согласно теории роста усталостных трещин сдвига, направление 
развития трещины определяется максимальным значением |Кц| по 
параметру а. Поскольку 1^а, оно определяется максимумом первого 
члена (6) пли минимумом выражения (функции (7։ меняется мало)

?(«) = <71СО5аз։п(։ {-&) — -фпасо$(? 4-р) (7)
Производная выражения (7) R точке у'2 меняет знак с ми
нуса на плюс. Таким образом, начальный угол распространения тре- 
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шины равен г./4 — р/2. а величина Ки зависит от коэффициента 
который для такого значения угла равен

~^֊ (Т֊?։) (1-sinp) (8)
2 cos?

Полученная формула позволяет теоретически обосновать тот экспери
ментальный факт, что на распространение трещины действительно влия
ет разность горного и гидростатического давлений.

Найдем тенденцию изменения угла распространения трещины. Для 
этого рассмотрим функцию

?։(*) ?(«) + Л “ а [А - 91 Sfn2a sln(oH-p) (9)

где отношение некоторых положительных постоянных первого к вто
рого члена в (6) обозначено величиной /1 (значение ее несущественно). 
Дифференцируя выражение (9). получаем

?!՛(«) = (<7։—() cos (2а ф- о) ф А — 
а 

(Ю)

{2соз2аз!п(а -о) ф-81п2асоз(а фр)}
Для а = п/4—р/2 будет со52а = 51пр, 51’п2а = со5р и поэтому второе 
слагаемое в (10) всегда положительно. Следовательно, с увеличение м 
длины малой трещины угол ее наклона к скважине убывает. Тем не 
менее, с достаточной точностью для количественных оценок при ма
лых длинах трещин можно считать, что а=г/4—р/2. Значения функ
ций (7։ и (՝1г для этих значений з и 09«^р«^50о приведены в табл. 1. 
Легко видеть, что эти функции мало меняются с р при таких значе
ниях а и поэтому в дальнейших расчетах их можно считать по
стоянными.

Таблица I

р 0° 10° 20’ 30° 40’ 50’

а 45й 40° 35’ 30’ 25° 20°

<Л(».р) • ю’ 502 503 505 509 507 505

Gj(«.p) • 103 660 661 663 656 665 663

Теперь оценим усталостную долговечность для трещины сдвига 
К бота пластических деформаций в этом случае сосредоточена в ос
новном в плоскостях сдвига [3], поэтому уравнение роста трещины за
писывается в виде

__а Ku dKu .., к 
(It ՛' Кис-Ku dt

где Кис и 0—постоянные породы. Приближенно заменим знаменатель
дроби величиной подставим (6) в (11) и проинтегрируем его. В
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результате получим зависимость числа импульсов X до выхода по
роды от амплитуды « колебаний гидростатического давления

1Х=------ !------- —
Сга2Х(5) |л2 

где

— — 1п
<4 <72"Г^з^со

1

Н а,=--------
2С0$р

о( I - з1пр) —---------- , С։=
V 2 (7։(а, р) г*

Н з/ 2г:
ьп —------ о 51и2а 51п(аЧ-р) 37ч- . -г. Л'($) = ехр#008? • 802(а,р)

О_։(֊5)

Га—эффективный период действия колебаний давления,/0—начальный 
размер трещины, /с- критический размер трещины, определяемый 
как наименьший кореш, уравнения Кц(1) = Кнс, $ отношение сред
него значения (т—<7։)А/ к з, функция параболического ци
линдра; подробный вывод формулы (12) приведен в |4].

В (12) первый член значительно превышает остальные, кроме 
того, для больших глубин величина 5 относительно велика и для 
функции параболического цилиндра можно воспользоваться
асимптотической формулой; это приводит к записи кривой усталости 
в следующей форме:

= С = соп (13)
Из уравнения (12) также следует, что величина V с большой 

точностью пропорциональна 1п Л_, а следовательно, и 1пг’, где г>— 
объем разрушенной породы. Указанная пропорциональность наблю
дается экспериментально для широкого круга пород |5|.

Система уравнений (11). (10) при </ I и (6) определяет в пара
метрическом виде уравнение начального контура каверны при /<£#. 
Устойчивый профиль каверны определяется взаимодействием ее об
рушенной стенки с промывочной жидкостью.

Для экспериментального подтверждения зависимости (13) исполь
зованы [5] результаты усталостных испытании образцов из известняка 
и гранита. Определение постоянной С и ее статистических характерис
тик проводилось по четырем вариантам исходных данных (по два на 
каждый материал), соответствующих началу разрушения и интенсив
ному обсыпанию стенок; данные сведены в верхние ‘.троки табл. 2. 
В габл. 3 приведены значения постоянной С, ее среднеквадрДтического 
уклонения Е и коэффициента вариации Г. Полученные значения статис
тических характеристик имеют удовлетворительный разброс. В нижних 
графах табл. 2 для каждой серии экспериментов приведены результаты 
расчета долговечности с полученным значением С по формуле (13). 
Расчет достаточно удачно предсказывает среднее значение долговечно - 
сти. однако разброс долговечности в зависимости от разности гор
ного и гидростатического давления предсказан неточно. Это свя
зано, по-видимому, с неоднозначностью качественной оценки раз
рушения стенки: в экспериментах результаты имеют значительный 
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образцов стенок скважин н-номер серии кспымний, ' г) =(:$] = кг см3. [У]=цнИл

Таблица 2
Сравнение экспериментальной У» < г’тр»гчтг֊<эй У* юдгоэечностн модельных

Номер 
варианта

л 
9

1
50

2
50

3 
100

4
100

5 
100

6 
150 150

зх 1625 1600 1550 1500 1450 1350 |.кю
У. 100-Ю 30000 6000 164ХМ» 36000 20000 зоооо

1 Ут 41760 42420 21890 22620 2зюо 16760 17400
ПЗЛСС7НИК п 8 9 10 II 12 13 14
начало раз- 0 150 150 150 250 250 250 250

рушений з$ 1450 1450 1175 1250 1150 1050 1350
V, 8000 17000 30000 8000 16000 зоооо 3000
н. 15600 15600 19250 10860 11*00 12930 10050

п 1 2 3 4 5 6 7
2 с 100 150 200 200 250 250 250

нацестняк а$ 1500 1450 1450 1350 1250 ПАО 1350
интенсивное У. 200С0 10000 3000 10000 10000 20000 5000
обсыпание Уг 18390 12680 9611 ИХГ20 8826 95»։ 8172

л 1 2 3 4 5 б
9 50 100 100 150 150 200
С5 2850 2750 2730 2650 2575 2600

3 У> 30000 18000 300О0 15000 .мюоо <ХХХ)
мрамор Ут 58890 30520 30710 21110 217.30 16140

начало раз- п 7 8 9 10 II
рушения С 200 200 250 250 250

зх 2500 2420 2550 23ГЮ 2275
У. 17060 30000 5000 160«) зоооо
Ут 16780 17.340 13160 142*4) 

•
14760

4 л 1 2 3 4 5
мрамор 0 100 109 200 200 250

интенсивное ЗХ 2800 2750 2600 2500 2350
обсыпание У» 12000 20«Ю 10000 •20000 15000

У» 23480 23910 12640 13150 11190

Таблица 3

Номер 
варианта С • 10՜։® Е • 10՜»» Р

1 0-3393 0.2085 0.6144
2 0.2758 0.1538 0.5577
3 0.8392 0.4467 0.5323
4 0.6574 0.2744 0.4174

разброс даже при одинаковых исходных данных. Большие уклонения 
для малых амплитуд гидростатического нагружения объясняются 
неучетом предела усталости породы.

Таким образом, результаты усталостных испытаний модельных об
разцов стенок скважин удовлетворительно описываются соотношения
ми теории роста усталостных трещин сдвига.
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ԱՆ8₽Ի ՊԱՏԵՐԻ ՀՈԳՆԱԾԱՅԻՆ ԱՄՐՈՒԹՅԱՆ 
ԳՆԱՀԱՏՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Վ. Մ. ՕՄՈԼԾԿԻՅ

Ամփոփում

Աշխատանքր նվիրված է Գ. *•?. Չհրեպանովի կողմից զարգացված հոդ֊ 
նածային Հարի աճման տեսությունում ճարի երկայնական սահքի դեպքի 
րնդհ անրացմանրւ

Ստացված Լ կշոեյի առաձգական մարմնում գյանային անցքից դուրս 
եկող ճաքի երկայնական սահքի հոգնածային աճի հավաօարումյււ Լավասա- 
րոլմր օգտագործվում Լ անցքի պատերի խոոոշների ուղղահայաց պրոֆիլի 
սկզբնական ձևի անայիգի և պատի շրջակայքում հոգնածային կորի անալի- 
տիկ տեսքի ստացման համարւ

THE ESTIMATION OF FATIGUE DURABILITY OF THE 
DRILL-HOLE WALLS

V. M. SMOLSKY

Summary

The equation of the fatigue growth of longitudinal shift cracks 
starting from the cylindrical hole In at։ elastic body possessing a certain 
weight Is obtained. The equation » used to estimate the fatigue curve 
of the rock near the drill-hole wali and to prove the linear dependence 
between the logarithm of the split-off volume and the number of cycles 
of the hydro-static load. The statistical characteristics of the constant 
fatigue curve for limestone and granite are defined.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՕԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ
И 3 В Е С I И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ււ՜հխանիկա ХХХУШ, № I, 1985 Механика

УДК 624.04 : 512 613.2

ОБ ОДНОМ ВАРИАНТЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ
ТАПАНЛПКО О. Д

Наряду с традиционной процедурой МКЭ [1,2, 3] в расчетах упру
гих систем широко применяются различные стержневые модели, по
строению которых посвящены работы А. Хренникова [4]. С. Тецкана 
[5], А, Р. Ржаницына [6], А. II. Филина [7] и др. В настоящем статье 
рассматривается модель, названная «квазиетержневой» и синтезирую
щая характерные свойства стержневых и конечноэлементных моделей.

I. Имея в виду, для определенности, задачу о плоском напряжен
ном состоянии, запишем функционал потенциальной энергии деформа
ции:

и~ {"2՜ + + *М21 +■ |<Шу

где £* = £7(1->։).
Применяя правило вычисления двойного интеграла по частям, пре

образуем последнее слагаемое:

где

/։=£’* [?։Усо$(я. .<)—^.хсоз(/г, ( и,уЪ.х(1х(1у
з՛՛

Формула для /2 получается из фо >мулы для /г подстановками 
«хт-и, х^у. Под 5 понимается контур области, а под п— внешняя нор
маль к этому контуру.

Вводя в качестве дополнительной степени свободы угол поворо
та о>, заменим в выражении для 1Л сомножитель и.у на 1и..г-2«>. Соот
ветственно в выражении для /2 заменим у,х на и,у 2ю. Подынтеграль
ный член, выражающий энергию сдвига, запишем в следующей фор
ме:

1
2

С/(т/..г4-«.у)8^О(1>,х—? С(/т.у4֊ш)3

Составим теперь функционал полной энергии системы при учете 
дополнительного условия, связывающего угол и> с линейными сме
щениями

Ф-— и— Уъ)с1х(1у—(рхи-\-руг!)с1з -֊
а
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ш- йхйу

Здесь Л, У—объемные, а рх> ру — контурные внешние нагрузки. 
Выполняя варьирование по <о, находим

/■ «= 20 (г\х—и֊у—2<о) 4՜ «.у)
или, с учетом выражения для ՛՛>, 

X = 2£»™

После подстановки найденного значения л в выражение для Ф, 
получаем окончательно новый функционал

Ф«Ф14>Ф5-|-Ф,4-П
где
ф1= ֊1 I р: *и'х 4- ,Ж-Ь2ш։) ь 20(ч.г-ш)«| ах а у (1)

Ф2=-у (п.\.-т֊4и>//,у~2и>։) |- 2О(и,у4 ш)։| (1х с1у (2)

5* * СФ4=^— I |(г\ун—/Луг)со8(//. л-)+(«,у1’--г',л«)С08(л. у)|^$ (3)
2 >)

I

11= ( \ (А// — Уг)(1хс1у — (рхи ֊4֊ руъ) ах (4)
л

Легко проверить, что варьирование Ф по <о приводит к обычной за
висимости ՝՛>֊- (^,л-«,у)?2. С учетом этого равенства варьирование по 
и и V дает внутри области уравнения Ламе, а на контуре обычные 
естественные граничные условия.

2. Для построения дискретной модели разобьем плоскую область 
на полосы двух направлений; точки пересечения осой полос назовем уз
лами расчетной схемы, а отрезок полосы между двумя соседними узла
ми будем рассматривать как одномерный двухузловой элемент («квази- 
стержень»).

Изучим работу отдельного квазистержня, параллельного оси х. 
Пусть с, т) — локальные оси этого квазистержня (фиг. |).В этих осях 
примем следующую аппроксимацию линейных и угловых смешений:

Пх--Им >■ л -- V»! Г , 10К— »« = ------с; ------ ----- 5; ш = шн֊[ —------£

Фиг. 1
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В этой записи /—длина квазистержня (расстояние между его уз
лами). Индексом „н“ помечены величины, относящиеся к начальному 
сечению квазистержня, а индексом „к“ — к концевому. В общем слу
чае квазистержень может быть несимметричным относительно оси 
как показано на фиг. 1. Вычисляя интеграл (I) в пределах 0^;=^/, 

получим для одного элемента, параллельного оси х,
Ф„- 2| ,)Ч20֊Л (^0 ֊ I -

Здесь введены обозначения Г' ч (1г)к, О = С-\гЕ*՝*.
Дифференцируя Фь по всем линейным и угловым смещениям 

торцов, получаем матрицу жесткости квазистержня, параллельного 
оси л (табл. I). Естественно, что ту же самую матрицу можно рас
сматривать и как матрицу жесткости квазистержня, параллельного 
оси у, записанную в его местных осях.

Для того, чтобы учесть входящее в функционал Ф слагаемое 
Ф5։ введем в дополнение к квазистержням, параллельным осям х и у, 
еще и контурные квазистержни, соединяющие между собой последова
тельно все узлы, лежащие на границе области. Формула (3) преоб
разуется к виду

ф^ = —

где в подынтегральное выражение входят производные от смещений по 
дуге граничного контура. Принимая в пределах каждого контурного 
квазистержня линейную аппроксимацию перемещений, получим для од
ного такого элемента толщиной А

Фя - “7՜ ‘ I (г'*“у'‘)("н֊|-«к)— («И— И»)(£»Н -Ик) |4 
ТАБЛИЦА 1

X л [ Р 1 М 1 Ц Е и н »

и„ V« Сл)м и* СОк

К"х Е'Е
1

Е*Е 
" 1

Е*Е
1 се й 

1 &Е

Ее
ш 

2 -сг
Ен 

2
Ге

1
б

1

R»
й 

1 ֊СЕ Ге
1 -СЕ

м; г. г ы 
2 -СЕ СИ 

2
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после чего в результате дифференцирования по узловым смещениям 
строится матрица жесткости контурного квазистержня, записанная в 
глобальных осях (табл. 2).

Объемные силы могут быть произвольным образом распределены 
между квазистержнями двух направлении Если, например, объемную 
силу Л' полностью относить к квазистержням, параллельным оси х, и 
считать ее в пределах каждого такого квазистержня заданной при 
помощи линейной функции Л’։ А՜/., то столбец реакций квазнстерж- 
ня примет вид

г,- I хД 4 0; 0;
2 о *'?+ /•7* х/—; 0; 0

’ 3

Аналогичным образом столбец гу грузовых реакций квизнстерж- 
ней, параллельных оси у. зависит от объемной силы У. Кроме того, 
в узлах контурных квазистержней действуют реактивные силы

Ь = {ыгл}
Г « Р^1». Р^1» | 01
'13 6’ 3'6’1

в \Р*՝М* . РЛ*1 >. р^1՝ . Р>'М>. 0|
| 6 3 ' 6 3 ’ )

где /л,1, /?и и рЛ‘2, р . значения составляющих контурной нагрузки 
в начале и в конце квазистержня с ответственно, /.—его длина.

3. От обычной конечноэлсментной модели рассматриваемая здесь 
квазистержневая модель отличается прежде всего тем, что ее топология 
полностью подобна топологии бездна тональной рамы. Элемент моде
ли—квазистержень—имеет в каждом своем узле три степени свободы 
(как плоская рама с жесткими узлами). что облегчает сопряжение раз
личным образом ориентированных фрагментов расчетной схемы про
странственной тонкостенной конструкции. а также позволяет применять 
сетки с ячейками, сильно вытянутыми в одном направлении (примене
ние таких ячеек может приводить к значительным погрешностям в 
«обычном» МКЭ)

На примере решения задачи о простом сдвиге Квадратной пластин
ки (фиг 2а) рассмотрим способность предлагаемой модели имитировать 
сдвиговую деформацию в плоской области. Осями квазистержней плас
тинка разбита на 100 (10X10) ячеек, причем оси крайних (верхнего го
ризонтального и двух вертикальных) квазнстержнен совпадают с неза
крепленными кромками пластины, вдоль которых приложена распреде
ленная тангенциальная нагрузка интенсивностью я - 10 кПа. Коэффи
циент Пуассона материала пластинки принят равным -=0,25, толщи
на пластинки- 1м.

Для сопоставления точных и получаемых при машинном счете зна
чений горизонтальных и вертикальных перемещений использованы без
размерные параметры
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и֊ Ей! дС, V — Еъ[ц1-

В точном решении 
й=2,5у/А, ^^0

Фиг 2

На фиг. 26 приводится график изменения по высоте параметра и 
в точном (сплошная линия) и приближенном (штриховая) решениях. 
Горизонтальные перемещения всех узлов, лежащих в одном уровне» 
практически совпадают. В расчете получены незначительные кососим
метричные относительно оси у вертикальные перемещения. На фиг. 2в 
дается график изменения параметра и, построенный по данным расчета 
для вертикали 11 — 121.

Касательные напряжения оказались с хорошей точностью (откло
нение менее 1%) равными нагрузке </. Незначительные нормальные на
пряжения. являющиеся следствием действия в квазистержнях нормаль
ных сил. не искажают общего, типично сдвигового, характера на
пряженного состояния.

Практически к тем же результатам привело решение этой задачи 
при использовании более грубой ;етки (5x5). Этого и следовало ожи
дать, учитывая однородность полей напряжений и деформаций в точном 
решении.

В качестве других примеров можно привести расчет изгибаемой по
лосы с применением сильно вытянутых (при отношении длин сторон 
1:5 и даже 1 : 10) ячеек сетки, расчеты балок-стенок при различных 
граничных условиях, а также расчет полосы с большим прямоугольным 
вырезом на растяжение. В последнем случае коэффициент концентра
ции напряжений в окрестности прямого (входящего) угла практически 
совпал с полученным для этой задачи по МКЭ [8]
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Описанный способ растепления двумерною энергетического функ
ционала на сумму одномерных может быть обобщен на решение задач 
расчета пластин и оболочек.

ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԷԼԵՄԵՆՏՆԵՐԻ ՄԵԹՈԴԻ ՄԻ ՎԱՐԻԱՆՏԻ ՄԱՍԻՆ
0. Դ. ՏԱՆԱՆԱՅԿ11 
Ա մ փ ո փ ո է մ 

Առաջարկվում է վերջավոր էլեմ ենտների մեթոդի վարիանտ, որտեղ 
հաշվարկս։ յին մողելր րաւ/կացած է եղրային էլեմենտները լրացնող երկու 
ուղղուի յամբ համասեռ երկհանգույց էլեմենտներից։ Բերվում է էլեմ ենտների 
կոշտության մատրիցան, որն օգտագործվում է առաձգականության տեսու
թյան հարթ խնդրի լուծման համար։

Դիտարկվում է քառակուսի սալի հասարակ սահքի հաշվարկի օրինակ։

ON A VARIANT OF THE FINITE ELEMENT METHOD
O. D. TANANAYKO

Summary
The article deals with a „quasi-rod model* of two-dimensional 

elastic continuum. The model includes quasi-rods parallel with two axes 
of Cartesian coordinated and contour quasi-rods connecting joints lying 
on the boundary-line of the elastic body. Rigidity matrices of quasi-rod 
finite elements are received. A simple example of using the proposed 
model concludes the article.
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