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Во исех рассмотренных примерах будем считать, что материал подчиняется »то­
му закону.

НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ПО УСТОЙЧИВОСТИ 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛН

БАГДОЕЦ А. Г.. МОВСИСЯН Л Д

I. В | I] с помощью осредненного \агранжнана выведены уравнения 
модуляций. В [I, 2] получены условия устойчивости распространения не- 
чинейных квазимонохроматнческих воли в адиабатическом приближен и.՛:. 
В задачах устойчивости и дифракции существенен учет производных о: 
амплитуды. В [3] получены как уравнения модуляций, так и условия 
устойчивости распространения волн с учетом вторых производных от ам­
плитуды. В частности, если в адиабатическом приближении условие устой­
чивости записывается в виде

где и*п и и> — соответственно линейная и нелинейная частоты, а — ам­
плитуда, 7. — волновые числа ~ 1.х։—^1, под (^/^<г‘)։1 понимается
(<'Л’>/с/о-)и_4 , /-’(л-., /) = 0 — уравнение характеристик, то уже с учетом 
вторых производных от о условие устойчивости записывается в виде

4а? ( £4 Г4֊У2>0 (1.2)

Здесь а,,— амплитуда невозмущенной волны. Как видно. (1.2) расши­
ряет области устойчивости по сравнению с (1.1).

Условие ( 1.2) выведено в [3] для тех сред, для которых осреднен- 
ный но фазе лагранжиан содержит слагаемое со вторыми и четвертыми 
степенями амплитуды. Для осредненного лагранжиана, содержащего не­
четные степени, а также для диссипативных сред применяемый здесь ме­
тод не проходит. При получении (1.1) предполагается непрерывность вол­
новых чисел а. я А*..

В дальнейшем па отдельных примерах будут показаны значения этих 
расширений.

2. Рассмотрим нелинейно-упругую цилиндрическую оболочку, мате­
риал которой подчиняется закону [4]'
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= ֊2^ т2С(I + (.(/-вв5.,) (2.1 >

11ринимая гипотезу недеформнруемых нормалей, лагранжиан запишем в 
виде

£=с_г. г=4|(^|-+|^у+['^П <2-2>2 к д1 ' ՝ <н ] I д։ ) |

Здесь р. ՛! плотность материала и толщина оболочки, м, и. —•переме­
щения. Выражение внутренней анергии согласно [4] будет

♦/7
и I I ----- —----- ։’+ — :֊—>5 I Ь», (2.3)

.1 2(1 ֊2>) ’ 4 1. ’ 2 0 / |

где

(1
3(1֊^)

4< —1
(I ֊ >)•’

(2.4)3
1

Д \я компонент деформаций с учетом нелинейных членов от прогиба имеем

ди , и’ 0*=ш
-=-^+

Ои ди 0и* <7 а* _ д‘чм
- ------т---------г-------------- 2х3 -----------

’ 0х2 0хх охг &х2 Охурхг

(2.5)

При записи (2.5) принято, что нормаль к начальной волне направлена по 
образующей оболочки х„ поэтому нелинейный член, содержащий произ­
водную по х1։ отбрасывается.

Полагая перемещения в виде

и = Нр — 6 5։п т 6։ »։п 2т 

и с т -1- с։ 85п 2т 

и» = о.։а 4՜ а соб т а։ соб 2т

(2.6)

можно пычнелить усредненный лагранжиан

L = К?-' 
о

Выбор решений в виде (2.6). являющихся разложениями Стокса ( 11, 
соответствует характеру связей (2 5) и проверяется непосредственно»՜։ под­
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становкой R уравнения тонких оболочек [5]. Следует учесть яри этом, что 
получаемые из вариационного принципа соотношения дают порядки 
и0 — «0—6։ — с։ и»<> а, — а2 для амплитуд, ГЬ ~ с ~ а для оболо­
чек и Ь с — 0 для пластин.

Варьируя Ь по амплитудам, получаем систему уравнений относи­
тельно амплитуд и •՛. Выражая все амплитуды через о, получаем 
нелинейное дисперсионное соотношение (изгибное)

№к' 1 4- ч------------- и 9----------1
6(1—V) 1 R֊

(2.7’

где

к"=

Для произвольной задачи выражение (2.7) не имеет места, поскольку «• 
будет определяться как некоторый функционал от а, получаемый и резуль­
тате решения системы вариационных уравнений.

Рассмотрим две сравнительно простые задачи.
а) В типично дифракционной задаче —

1 г/дЧ " (?х4|
ч ---- =--------а а---------

<>Х2 4 R՜
и

(2.8)

™“-Л’а?4՜ 2Ь(1 4-7)3 (2 
180 1 9/?’

7)4-

ъЛ’а? 2 - 5ч - Зч24-бу3 - 7>' - ч3 4- 2у°
■|‘18А’7 (1 ֊ -/Р

7 , (1 — У4- У3)а
1 ()-ч)а

(2-9)

6) В одномерной по х, задаче —

А2 у ди0 _ / <Ц>\2 д2ш0
3 дх1 R ^хх ՛ \ длх) дх 2}

и для получаем

гФ -*) / <Л' \ 31 ■ . 1 4(1 — Ч) / <9(1>О\3 <7и0 ,
6’ Ч ЛхгЛ ” ” 8 \ ТГ ‘ R֊' ) ’ ~СЛ?՜

(2.Ю)
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.Для несжимаемого материала (V — 0. 5)

9
8Я։ (2.И)

В общем случае получается для дифференциальное уравнение чет­
вертого порядка, и уравнение модуляций следует получить непосредствен­
но из лагранжиана, не считая заданным числом. Пренебрегая
предпоследним членом (2.10) (так как С велико), можно видеть, что имеет 
место обычный подход, яри котором задано.

Для пластин, пренебрегая динамическим членом, можно получить

(2.12) 
Ох1 4

Таким образом, для пластин как в дифракционной, так и в одномерной 
задаче имеют место обычные уравнения модуляций.

Так как <оп зависит от то можно использовать условие поперечной 
устойчивости (1.1) (£, = 0)

(2-13)
\ к \ аа ' о

Для (металлы), (<?*»»/<>«”)0 < 0 и получается

л։«’<12^т (234)

Отсюда видно, что длч пластин имеется неустойчивость, а для не очень 
пологих оболочек ֊ поперечная устойчивость.

3. Пусть бесконечная пластина находится на жидкости (полубескоиеч- 
ное пространство). Одномерное уравнение движения пластинки имеет вид

(3.1)

где

" 12(1 — V-) ’ ՛ 135(1-V2)

а 7. - давление жидкости на пластину, которое определяется формулой

Е -1- ?о£«> + ֊֊ Ро (V?)՜’ (3.2)

Здесь рс — плотность жидкости, £— ускорение свободного падения, и так- 
как жидкость предполагается идеальной и несжимаемой, то потенциал 
удовлетворяет уравнению

V7? = 0 (3.3)
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Кроме этих уравнений, должны добавить условие безотрывного кон­
такта между пластиной и жидкостью

дш ду ди) ди
—--- 1— -------=  при ы = х,

д1 дхх дхх дх3
(3.4)

Уравнение пластины записано в переменных Лагранжа, но так как 
геометрическая нелинейность отсутствует, то можно их отождествлять с 
переменными Эйлера.

Будем искать решение (3.1)—(3.3) в виде

т 4>л/ I Ь ехр (Лха) з։п - Ьх ехр (2£х3) 5*։п 2՜ 

ад = о соя ՛ соя 2՜, ' =. кху —

(3.5).

где амплитуды постоянные, что соответствует адиабатическому прибли­
жению.

Соотношения (3.5) выбраны по тому же типу, что к решение для волн 
на воде [ 1]. Для рассмотренной более общей задачи потребовался еще 
учет второй гармоники в потенциале.

Подставляя (3.5) в (3.1)—(3.4). относительно а..... Ь, получаем систе­
му уравнений, решение которой имеет вид

. <•> 3 , <ОлД’«։ <а՝, Ь = ~ а — <։>с/«а4 4֊ — а

— а
к 2

(3.6),

Ро -Ь ?кк

90р0(1֊ у)
2 (?о -Ь рА&)

2_____________ 2?ОЦ>5*____________
4 2(2рЛА-4-р0)о^-<^֊ 1(>Р

В частности, при отсутствии пластины (О р ~ 0) получаем результат 
Унзема [1]. а при отсутствии жидкости результат работы [3], в кото­
ром нужно только отбросить влияние геометрической нелинейности.

Анализ полученных формул показывает, что при преобладающем 
влиянии жидкости (ды1()а՝) 0. то есть имеется поперечная устой­
чивость, а при преобладании пластины (ди/да2) 0, то есть не­
устойчивость.



Для выяснения вопроса продольной устойчивости вычислим 
'/3«։0/</А2, которая имеет вид

4. Рассмотрим теперь трехслойную симметрично собранную пластин­
ку с легким заполнителем [6]. Если обозначить через «, с тангенциальные 
перемещения несущих слоев, а через К» прогиб пластинки, то уравнения на­
гибного движения такой пластинки, материалы слоев которой подчиняются 
закону (2.1). запишутся в виде системы относительно этих перемещений.

Систему эту можно свести к одному уравнению относительно и’

£։4-/)2-/)3
'•■'п"1., — -----------£2---------

4 (?0 4-рЛ&) (ЗД4 5 4 ?<>£*)

/л ОР (8 р*ЛЧ։ г 20 + 15 (3.7)

О, ■= (4?։Л2А3 ! 8рр0ЛА + 5?*)

А^Й?г(ро 4֊ 4?АА)

В [5| получено для рассматриваемой задачи (дм/да")0 в предполо­
жении, что в выражении ср (3.5) второе слагаемое отсутствует, как и в [ 11. 
Однако, как показывает настоящее исследование, такое приближение при 
наличии пластинки приводит к неточным результатам.

Отсюда видно, что для тонких металлических пластин имеет месте 
1Оо^>0, и согласно (1.1) условия продольной и поперечной устойчивости 
совпадают.

I Гримечательно, что те же соотношения получаются при варьировании 
по «..... Ь, осредненпого по 1 суммарного лагранжиана (жидкость плюс
пластина)

а*

4֊ + '■?!,) + *0*3
,) д( 2 1

СН' ՛ д՝хи 'г_____ /д՝ы\'
12(1-») ' ~^л ՛ 270 (1 - V) V*? /

Тем самым, обосновывается возможность написания единого лагран­
жиана для сред, состоящих из жидкости и упругой пластины.

(4.1)
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о о 2б'А п СК3 , ^ггЗдесь 2з =------- > и =--------------- • п, 211 — толщины, >, р0 — плотности,
1 — V Ь (1 — V)

С, •*, упругие коэффициенты, 7։, 70—коэффициенты, характеризую­
щие нелинейности соответственно для несущих слоев и для заполни­
теля. Как и в п. 2, принято, что нормаль к начальной волне направ­
лена по оси оболочки, поэтому оставлен только нелинейный член от 
производных по

Если искать решение (4.2) в виде

ы -- а 51п ' (4.2)
то получим следующее дисперсионное уравнение:

Как показано в (5). в качестве решения для однослойной пластины 
при наличии только физическом нелинейности достаточно брать основную 
гармонику (4.2). При этом все условия удовлетворяются.

Отсюда видно, что если в трехслойной пластинке заполнитель также 
металлический (у, < 0, у, 0). то она ведет себя как однослойная, тэ 
есть имеется неустойчивость распространения волн. Если же заполнитель 
типа резины (у 2> 0). то можно выбрать параметры системы таким об­
разом

Л , жни
180 Н \ б’0(1 — V)

(4.4)

чтобы имела место устойчивость распространения волн.

5. Если брать уравнение движения вращающегося круглого вала с 
угловой скоростью £2 согласно [7 | и предполагать, что материал подчи­
няется закону (2.1), то будем иметь

£■/^11 + . ( V
дх-1 дх* ' \ дх~ /

«Ао, 2£2 ^«>2 
дх‘дГ֊ ' " дхгд! Н- т

Г/ Л V I _ ,пг2 д'ш? _оо ^Зц,г I д_ т =
дх՝ дх* ‘ \ дхг ) I дх*д? дх2д1 | д?

— и

(5.1) 

0

Здесь О’,. оУ;—прогибы 8 взаимно-перпендикулярных плоскостях, ш — 
масса единичной длины, /’ — радиус вала
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Решение (5.1) ищется в виде

/ = —. 
4

о?։ — а сохш. = 6 з1п т

(5.2)

(5.3)

При выборе (5.3) соображения такие же. как и в предыдущих пунк­
тах. Получается следующее дисперсионное уравнение

а | £7а‘^ 1 +֊ ~ Тага‘^ —т*»3(1 + г’»3) | — 6-22/пг2з’<и О

Ь | £/а‘ ( 1 4֊ -2- та’։* | — т*3 (1 4* гЧ։) | —• а 2Я тгЫ" О 

Отсюда следует, что а ■* Ь к

« = »"о4-) а: (5.4)

где

- 22/иНа» 4- ։/4л։52Уа«4-4£/т<х|(1 4֊ г^՜)
Ш° 2т (1+ Л1)

7 ^а> \ _ З^Е/ъ*______________1___________
\ да’Л՜ 8 I ли32։г։4֊£//п(1 4֊Нз3)

Как видно из (3.4), (дв>1даг\0 0 и £/;ша/г/4:>0 для {длинноволно- 
вых приближений (гл 1)

/ Е1•,= ^№֊1). £,= ]/ '֊֊^г (5-5)

Таким образом, имеется продольная неустойчивость в адиабатическом 
приближении. Однако, если учесть (1.2). можно получить устойчивость 
для амплитуд

о

п г (\ 3-{Е1*'
приближенно! —— ) = - —— и ЛАЯ амплитуды получим

\ да1/0 8тЙг5Е։

42аг*(£1- 1)т£;
Зт£/а*

/с= (5.6)

Как видно из (5.6), для не слишком массивных валов и больших угло- 
иых скоростей допустимые амплитуды, при которых имеется устойчивость, 
невелики.
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ՈՕ-ԳԾԱՅԻՆ ԱԼԻՔՆևՐԻ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԻ ՔԱՆԻ ԽՍԻՐՆԵՐ

Ա. Դ. ՐԱԳԴՈԵՎ. I.. Ա. ՄՈՎՍՒՍՏԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Հետևյալ չորս խնդիրների համար ստացված են ղիսպերսիոն հավասա­
րումներ և ըվադիմււնոխրոմաաիկ ալիքների տարածման համար կայունության 
և անկայունութ յան պայմանները։

I. Շրջանային դլ տնային թաղանթի,
2. Հեղուկ կիսատարածութ յան վրա աոաձդական սալի,
3. եոաշերտ սալի,
4. ՀասէՈ’ատոլն արադությամր պատվոդ չիււեոի։
Բոլոր դեպքերում 1։չ ընդունվում Է նյութի ոչ֊դծային ւոոաձդականու- 

թյունր, իսկ աոաջին խնդրում հաչվի են տոնվում նաև մեծ տեղափոխու֊ 
թյուններր:

SOME PROBLEMS OF STABILITY OF PROPAGATION OF 
NONLINEAR WAVES

A G. BAGDOEV, L. A. MOVS1SIAN

Summary

The problems of stability of propagation of modulation of waves 
in cylindrical shells, in a plate on fluid, a sandwich plate and along a 
rotating shaft made from nonlinear elastic material are investigated.
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>азчаии.ъ ищ «и^пья-зпьъъыч* зодчим*
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

1ГЦишГф1|ш XXXVII, № 2, 1984 Механика

НЕКОТОРЫЕ СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 
НЕОДНОРОДНО-СТАРЕЮЩИХ СРЕД

АЛЕКСАНДРОВ В. М.. КОВАЛЕНКО Е. В., МАНЖИРОВ А В

В настоящей работе даются решения некоторых плоских (случай пло­
ской деформации) смешанных задач теории ползучести неоднородно-ста- 
реющих сред. Процессы неоднородного старения связаны с технологией 
возведения и изготовления реальных конструкций. Такие процессы про­
исходят при последовательном возведении объектов из стареющих мате­
риалов (бетон, древесина, полимеры, композиты) случай естественно­
го старения, а также при действии на эти объекты облучения, температу­
ры и т. д. — искусственное старение.

Рассмотрены контактные задачи для многослойных неоднородно-ста- 
реющих вязкоупругих оснований в предположении, что верхний слон 
тонкий1 неоднородно-стареющий. а нижний, толщины Н.— однородно* 
стареющий. жестко или шарнирно защемленный по основанию.

Смешанные задачи приведены к интегральному уравнению второго 
рода относительно контактных напряжений, содержащему операторы 
Фредгольма и Вольтерра. Получены разложения для основных характер;։ 
стик явления. Изучены случаи искусственного и естественного старения 
многослойного пакета. Приведены числовые расчеты характерных величин

1. Рассмотрим контактные задачи о вдавливании без трения силон Р, 
эксцентриситет приложения которой относительно центра линии контакта 
равен е. жесткого штампа в поверхность неоднородио-стареющеТо вязко­
упругого тонкого слоя: I) лежащего без трения на поверхности однородно- 
гтареющего слоя толщины Н: 2) сцепленного с поверхностью неоднородно- 
стареющ.его вязкоупругого стержневого основания (— I х. 0), кото­
рое в свою очередь подстилается однородно-стареющим слоем толщины Н 
(фиг. 1). При этом нижний слой (2) покоится на недеформируемом основа­
нии, а вне штампа поверхность верхнего слоя (1) не нагружена. Кроме то­
го, а силу условия контакта при х2 = Л под штампом

<4 =. — [г (/) +«(0х։- § (х։)] (|х։Ь<а) (1.1)

где жесткое перемещение штампа под действием силы
Р и момента М- Ре, % (хх) — форма основания штампа.

Исследуем вспомогательные задачи о равновесии тонкого неоднородно* 
стареющего слоя 0<Гх2-</|) при краевых условиях

։ Слой б) дем считать тонким, если длина участка его активного загружеиня велика 
ио сравнению с толщиной слоя.
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1') х3=Л: ’{г = о, с}, = — <7* (хх, О (1.2)

х3 = 0: з], = 0, и\ =

2') г._.= Л: с]2= 0, — — д* (х1։ /) (1.3)

х... = 0: и} = 0, = Вз|2

где В—некоторый линейный оператор, вид которого будет указан ниже, 
Приближенные решения краевых задач (1.2), (1.3) запишутся в виде

(их можно получить на основе [1. 2])

Г) з>։= 0, о}2 = 0. ^|2 = — д*(х1։ 0
1-^ (Е4)

^=֊^(/֊/«։)<Г(хи О

Р

с

2') ’51= ’1(1-М՜’?* (х» О 
О (Е5)

’!։=—’։ (1 — ՝։)՜ ‘ (А—х.) [<?’ (х։, <)].,

՛ 1 — V — 2у-
-(1 -^)£։ (/ 1х”

-а

2
с

)11ВШиШШД111Ы11Г111НШШ1ПП1111

ж
е

Фиг. 1./.^(х, 0 =

- 4> (х, ') (/ 4- X (хг), т + х (х2)) (/-

А', И, -■}о-
где / — тождественный оператор, Е,— модуль упруго-мгновенном дефор­
мации, X, (/, т) — ядро ползучести, С, (/, т) .мера ползучести при про 
стом растяжении, и (хг) — функция неоднородного старения. V, = СОПВ1 — 
коэффициент Пуассона.

Удовлетворяя с помощью (1.4), (1.5) четвертым краевым условиям 
(1.2) и (1.3). будем иметь при х; ~ А

4-х(х.,), ֊ 4-*(хс)]</х^ -5<Л(^. о (1.7)

13
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+ * (х2), ' + х(х։)](/х2(/х| —(хр 0 (1.6)



Для однороднс-старсющего слоя (2) в случае плоской деформации с 
помощью принципа соответствия в линейной теории ползучести стареющих 
сред [3] и результатов монографии [4] при Г) х: - 0 и 2') х- - — / 
имеем

’Ч „ (,-8>
— ее Л։—— I -0

“‘И о
/V(?) со$

I') 9։ = £2[2(1-,3)]-’, 2') ։;--2£.(1-<։)[(1+»^(3֊4>.)Г՛ 

где "1 момент изготовления элементов нижнего слоя.
Известно [4], что:

1. Функция -непрерывна, вещественна и четна на действительной
осн;

2. Л'(;)>о (1510) (1.9)

3. Л^(?)с։- Д,; 4- О 0), Л'(?) 5 = 1-г О(ехр (—Д2։)) (; — <») 

Д1։ А 2 — соп$1

°и

Учитывая в задаче 2), что по толщине стержневого слоя (<л Оу 
не изменяется по ,г2> найдем при х« = О

1 _ о- 235
1- з«2 =

где величины и операторы имеют вид (1.5) с индексом, соответствующим 
стержневому основанию, а о — коэффициент Пуассона этого основания.

Подставляя в соотношения (1.6). (1.7) при |х։| а функции 
7 (А'։> 0==7 (*!• и форме (1.1) и полагая в них согласно (1.8), 
(1-10)

Г)

2') £(...) = 4 ° 2°г (/-£%..)/ А- +
1—о Е

14



получим интегральные уравнения для определения неизвестных под штам­
пом контактных давлений

г л
Iе) 4г (?(*!• 0 “4՜ х) ( 4-*(х2), '■ 4- х (хг)| 4-

-♦ о

р _ £\(1-ух) 0, _ £Ч1-з) \
4 2(1— у։֊֊ 2х’) -2(1—3-202)/

К уравнениям (1.11), (1.12) необходимо еще добавить условия ста­
тики

и о

£ = Ч (хх, о с/хг, М= Ре = х։д(хр /)</х։ (1.13)
— а —а

выражающие условия равновесия штампа на основании.
Поскольку решения уравнений (1.11), (1.12) математически эквива­

лентны, то в дальнейшем приведем исследование только интегрального 
уравнения (1.11), Кроме того, будем рассматривать только четный ва­
риант (а(/) = 0, £ (х|) — четная функция поставленной задачи), имея к 
виду, что для нечетного случая все может быть проделано аналогично.

С учетом обозначений

с*= :а՜’, х* = х։а'*‘, Г* = Ло ։. с = 0»ш “*МГ։

х*(х2) = х(х2)ч д*(х*, <*) = 02\(хх, (), ^(х*)»в \?(х,) 

£,с,«,т) = с;и*,-.*), к'ц*. ■=•).֊ Ас;«*, (/ = 1,2)
ОТ*

л-На՜1, г* (/») = а ’ 3(0, Р* = (а9։) 1Р. ч = г։<Г‘

15



(звездочку далее опустим), получим

г 1
- \ -1) ( <?(«. ")<' = -|Ч0 — Я(*)] (1.14)

т

л

Кх [/ 4֊ х (х2), 

о
7 + (х2)] с/х.

!

Р= <?(х, /) </х

-1

(1Л5)

Заметим, что при ! = I уравнение (1.14) и условие ( 1.15) принимают 
известный [5] вид

I
с9(*, 1)+уд(5, 1)А^^^Л=к|5(1)-ги)] (|х|«1) (1.16)

-1

В силу соотношений ( 1.9) и результатов работы [5] .можно утверж­
дать:

1. Оператор 

(1.17)

является самосопряженным, вполне непрерывным и положительно опреде­
ленным оператором, действующим из (— 1, 1) в Ь. (— 1, 1);

2. Характеристические числа р, оператора (1.17) вещественны, поло­
жи тел ьн ы и ■<_ -<... < р. < ..., 0. ~ 1п г) ” :1

3. Если функция 1,1)» то решение интегрального
уравнения (1.16) в пространстве Д2(— 1, 1) существует и единственно 
при любых значениях параметров с, ' (0, ос).

4. Перейдем теперь к построению решения уравнения (1.14) при усло­
вии (1.15). В соответствии с алгоритмом, изложенным в [6, 7], наряду с 
(1.14) рассмотрим эквивалентное ему интегральное уравнение
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I
С | д (х, /) — <7 (х. 1) — \ <7 (л֊, -.)ХГ։ (Г, ֊) <Л 

Г1
1 г

+ | [ (9 С, 0 ֊ Ч 1 )]* (֊) - \К. (I - т„ - г։) X (2.1) 

֊1 ։
1 4;
| 9 к (Ц^) </:</.! - (40 - (1)] (IXI ֊֊< 1, 1 < I < Т< ») 

—1

и буДём искать его решение в форме

(/ (х, /) = <7(1 (х) £ 2,- (О Ч< (*) (2-2)
»«1

2 (/) = Ьу (/) -Г \ 4- V о. г/. (С) (2.3)
1-1

где о, о,- (/ — 0, 1, 2...) ֊ постоянные.
Подставляя (2.2), (2.3) в уравнение (2.1), получим 

г

с„0(х) ,-.,)Х

1 '։ 
։

' [ «?о(с)Лс ( । </:</- = *5 (У (1)~#0)1 (2-^)

-I

| г, (') [<• (/ — 'и’”֊ п) 4֊ »,сЛ'։ {(, -)] с/- = 

I

- (1 4-’,с)[гДО —г, (1)] (2.5)
։

^(')-г/((1) г,.(0-г (1)- ^,^)Хг(/֊-„ ^-г,)Л (2.6)

5

4- \ (2.7)

I х | <■ 1. 1 ч- ( < Т < со, / > ] 

Напомним, что с учетом [3]

С2 (Л ֊) —т)
л

Сх(1, х) ==--/(/_ -) ('?1(г4-х(х2))(/х!1«71(')/(^ —') 
Л

откуда перепишем (2.4) в форме

2 Известия АП Армянской ССР. Механика, № 2
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J
c<7u(xl C։(Z, 1) 4֊ C.(Z - t1։ 1 | qa (:)<•( — ֊ I d՜'. =

J к /
֊ I

= ««U(0 V(l>] (2.8)
Полагая в (2.8)

!/(/)= Q(Z. 1), </(1) = 0. (1֊ч)т, ’(1) (2.9)

найдем <7„(x) из следующего интегрального уравнения Фредгольма второ­
го рода;

t
cg0(x)-i Г | <7n(O*f:------}d' = zg(| x| ^.1) (2.10)

j \ A /- J •
метод решения которого детально изложен в [5].

Рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма (2.7) и будем искать 
его решение в виде ряда Фурье по ортонор.мированной на отрезке 
[- 1. I] системе полиномов Лежандра, составляющей базис [8] в 
1(-1, 1)

<7,W ֊<21,г i Л«. */(<= 1 (2.И)

Разлагая ядро (2.10) в двойной ряд по указанной системе многочленов

* ( — ) = £ £ <՝)(*) (2.12)

и подставляя (2.11). (2.12) в (2.7) с учетом ортогональности полиномов 
Лежандра, получим (•>;. -символ Кронекера)

^£^(М< < + (/>1, п 0,1,2...) (2.13)
/-0

Согласно неравенству

О'.
£ £ <. С) “ А А ~ const

m —О и -0 ,

■вытекающему из (1.9), (1.17). можно утверждать, что оператор, стоящий 
в левой части (2.13). действует из полного пространства квадратично сум­
мируемых последовательностей Л в / при любых значениях '.£(0, со) и 
является там вполне непрерывным: а тогда, если основной определитель 
системы (2.13) ..\ отличен от нуля, то к ней применима теорема Гильберта 
[8] о ее разрешимости.

Легко показать, что в силу ~ const

I
aJ=0 (7> 1), Р= | q»{x)dx (2.14)

“ 1
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Это условие служит для определения неизвестных величин а . 

Действительно, из системы (2.13) имеем а«- Д։Л где Л։ — вспомо­
гательный определитель, получающийся из основного заменой в нем 
первого столбца элементами (1, О, О,..., О,,..}. Определитель А։ — сим­
метричный, поэтому корни его а — а. (/>]) вещественны. Подстав­
ляя г. в систему (2.13), найдем а) (/=1. 2...) и, таким образом, по­
строим последовательность функций {?. (х)(“Ь 2^%.)՜’}.

Удовлетворим теперь выбором счетного множества постоянных 
5. и г։(1) (/^>1) интегральному уравнению (2.18). Предполагая, что 
# (л) < £.. ( 1, 1), представим ее в виде

н*) = (2.15)

Подставляя (2.12), (2.15) в (1.16), получим

с%, + £ гъХп-т.[\ 25(1)20/֊^] (/֊0,1...) (2.16)
п —о

1
Л, = [д(х, 1)/>;,(*) Л: (2.17)

֊1

Решив бесконечную алгебраическую систему (2.16), из соотношения 
(2.17) с учетом формулы

1) = ^о(х) -}- - К2 V л/\.х.(1) ^а^РлДх) 
|'֊1 >=0

будем иметь

Ог(1) = Ь, 1)^1'. (2.18)
1

£>=п|/2|а,4(а'.|, р։(х)Р;/(х)</х|, г(1) = {г,(1)}

— 1

(г = 1, 2,...; / = 0, 1, 2,...)

Остановимся подробнее на решении системы (2.18). Во-первых, при­
нимая во внимание результаты работы [9]. можно утверждать, что 
^2« 21*х ??։+? (/^'!)• Во-вторых, полагая о. = а՜32 (будет обосновано

ниже), в силу (2.13)

2 Е [‘/МГ<ТО
,-о ь֊։

то есть оператор О является вполне непрерывным из /2 в /а.
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Элемент 2(1)$ А/ (множество равномерно ограниченных и равносте­
пенно непрерывных в /. последовательностей) назовем квазирешением 
1 К)—12] уравнения (2.18) на М, если

inf
Наряду с (2.18) введем урезанную систему

(1) -
1

= r Г2-Ь,.г,а;|, ֊ [<,„(«)FM*)

-J 

(2.19)

2*(l) = (zr(l))

(/= 1, 2И.., л; J 0, 1, 2,..., л - 1)
Доказано [11. 12]. что если оператор Г) 1 (не обязательно ограни­

ченный) существует, то квазирешенис уравнения (2.18) на компакте М так­
же существует, единственно я непрерывно зависит от правой части#. Кро­
ме того.

1тф(1)-£*(1)|/ =0 
н — «* ’

а -?:;(1) н (2.19) может быть найдено, например, методом работы | 10].
Заметим, что в системе (2.16) Л(1) можно считать независимым от

6, (։ $5 I). ибо

41)У<.У. (1)
<• 1

и определяется в ходе решения задачи через значение вдавливающей силы 
>' Связь между величинами Р и fi находится из соотношений (2.10), (2.14).

Зная 2,(1). можем найти z (/) из интегрального уравнения Волъ- 
терра второго рода (2.5). В случае, когда /(/—-) 1 ехр (—(/ т)),

(С запишем в форме 

2,(0 ֊=2,(1) 14- ( &(/, ֊-)<А (2.20)

где R,(f, '•) резольвента ядра H. X. Арутюняна

Я/(6 ' ТТТГ՜ Hî-4՜ “ ч) + (-)](! -ехр (-',(/-')))
1 I С^у f/՜

вид которой приведен в [3].
Наконец, используя соотношение (2.6), построим последовательность 

функций {рг(О}

у.«) =.-,(/» + 2, шед/--,, 1 •

Т-Ч)</:, У/(1) = г,.(1) (2.21)

I
а вместе с тем и решение поставленной задачи (/ (х, /) и Л (/).
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Для окончательного обоснования построенного решения следует дока­
зать сходимость рядов (2.2). (2.3), а также линейную независимость си­
стемы функции {։/<(/)}• Последнее условие должно проверяться непосред­
ственно, используя формулы (2.20), (2.21). Отметим только, что в рас- 
матриваемом нами случае оно выполняется.

Теорема. Ряд (3.2) сходится в А (—1, 1) равномерно по / на сегмен­
те [1. Г] и определяет обобщенное решение уравнения (2.1).

Действительно, оценим остаток ряда

2 гД')г„(О(дт.
!л-у «£«(-։.։) т,„-ч 1)

Поскольку

2г2 00
<»,• ’/)«-!. >) = Г== 2

> "-;ЯуЛ —II

А3 = соп$1; г, у = 1, 2,...

то

К1;Ч(')|£ К|;֊Ч<')|<г (/-«,)
Я—7՜ 1Л-*/

(2.22)

где з — сколь угодно малое число. Здесь использовано замечание о 
поведении ?.. при / -»о© и факт ограниченности г (/)[г. (1)] ՛.

Если выполнено неравенство (2.22), то ряд (2.2) сходится в 
А..(— 1, 1) равномерно по / ' [1, Г] и согласно [13] определяет обоб­
щенное решение уравнения (2.1).

Равномерная сходимость ряда (2.3) следует из поведения 3,- при 
/ • ю и формул (2.6) и (2.20).

3. Пусть теперь

?։ [- 4֊ * (*2)] - Со (\ ехр (- ? [֊ 4- х (х,.)]) 
тогда

л
?։(")= С„ 4֊ С>ехр (—?-։), и -А-I ехр ( 3/(х..)) с/х2

д у 
о

Допустим х (х .) -0, то есть возраст верхнего слоя растет по 
высоте, что происходит, если слой подвержен влиянию внешних воз­
действии: облучение, температура и т. д. В этом случае 0<^р<1. 
Если /.(х2) С 0, то есть возраст слоя уменьшается по высоте, что со­
ответствует процессу возведения верхнего слоя на нижнем, то 

: -ч -}»<ехр(3). Таким образом, изменяя параметр и в указанных и ре­
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делах, можно построить решение поставленной задачи для любых 
функций *(х2).

В качестве иллюстрации предложенного алгоритма приведем решение 
поставленной задачи в случае: g (д) = 0 - штамп имеет плоское основание: 
e = a(f) ֊ 0; Р = 1; л 6; с 0,5; Со=0,5522; С\ 4; <р1 (т) = (г); 
ч֊0;

7V($) Д_.£.Ь2\~ *. од)
;(sh2;+2;) '

Задание Л‘(£) в виде (3.1) соответствует случаю, когда нижний слог, 
лежит без трении на жестком основании.

1) Случай естественного старения: 1 < Н <՜ ехр (₽);

3 = 2,325; 7=4,5; ֊О=75 сут

2) Случай искусственного старения: 0<^р 1;

3 = 0,31; 7=0,6; т0=Ю сут

На фиг. 2 приведены графики распределения контактных давлений в 
зависимости от х, I и параметра неоднородного старения р: / 1 (кри­
вая 1) — для любых значений ц (упругое решение); / 2, п = Ю (кри­
вая 2) — естественное старение; / = 11. р = 0, I (кривая 3)—искусствен­
ное старение.

На фиг. 3 изображены зависимости между ?гах (/, р) - <? (1. Л р), 
Упнп 0« " Я (0. и) и и при различных фиксированных значениях I 
для случая 1) (<7тм(1,°5, ?)- (1), двм (2, р) (2). <7гаЬ(2. н)֊֊(3),
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<^1п (1»05, 1‘) (4)). Можно заметить, что с ростом параметра у. мак­
симальные контактные давления уменьшаются, а минимальные увели* 
читаются.

Для варианта искусственного старения фиг. 4 (<7тв։(Н, '?) (1), 
9п։в. (1Д ?)—(2), <7т։|1(1,5, •*) — (3), I1) (4)) с уменьшением
параметра неоднородного старения р от 1 до 0 максимальные нор­
мальные контактные напряжения будут расти, а минимальные умень­
шаться.

Зависимости '• (/) при фиксированных значениях |» для двух ис­
следуемых случаев приведены на: 1) фиг. 5 (и — 1 — (1), — б- (2),
р 10 (3)): 2) фиг. 6 (р= ]֊(]), * = 0,5 (2), р=0,05 —(3)). 
Видно, что с ростом времени / функция $(/) возрастает и стремится 
к предельному значению, которое тем больше, чем больше параметр р.

Фиг. 4. Фи։՛. 5.

Замечание. Исследуем предельные случаи изменения параметра неод­
нородного старения |1. Пусть и I Тогда, если слои изготовлены .из одно­
го материала и т, = 0. а сила, действующая на штамп с плоским осно­
ванием от времени не зависит, получим, что распределение давлений под 
штампом будет таким же. как в аналогичной упругой задаче, то есть пол­
зучесть в этом случае не оказывает влияния на распределение контактных 
напряжении.

Пусть р 0. I огда верхний слои будет работать по типу основания, 
модель которого подчиняется закону линейной наследственности Вольтер- 
ра [И].

Кроме того, как нетрудно заметить, изменяя другие физико-механиче­
ские параметры основания, из решения (2.2), (2.3) поставленной задачи 
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можно получить решения аналогичных задач теории упругости и чиненной 
наследственной ползучести.

Вариант р- ехр (р) соответствует случаю кусочно-однородного с таре- 
нкя рассматриваемого основания.

Авторы благодарны Н. X. Арутюняну за внимание к работе.

ԱՆ2ԱՄԱՍԵԴ ԾԵՐԱՑՈՂ ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ԱՈՎՔԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՈՐՈՇ ԽԱՄԸ ԽՆԴԻՐՆԵՐ
Վ. Մ. ԱԼև₽ԱԱՆԳՐՈՎ, Ե. Վ. ԿՈՎԱ1.ԵՆ>։11, Ա. Վ. ՄԱՆԺՓՐ(1ՎԱ մ փ ո ւ|։ ո ։ մ

Տրված են անհամ ասեռ ճերացող սողքի տեսության որոշ Հարթ խնդիր֊ 
ների լուծումներէ Դ իա ար կված են անհամ ս։սեռ ծերացող աոաձդամ ածացիկ 
բազմաշերտ հիմքի համար կոնտակտային խնդիրներ այն ենթադրությամբ, 
որ վերին շերտի հասսաւթ յունր րավականաչտփ փոքր է կոնաԿսկտի մասի եր֊ 
կարութ յունից։ Խառը խնդիրները քերված են կոնտակտային լարումների 
նկատմամբ Ֆրեդհոլմի և Վոլս,'երայի օպերատորներ էղար։ււնակող երկրորդ սե­
ռի ինտեգրալ հավաոարմ ան; Ստացված են երևույթի հիմնական րաղսւդրիւների 
համար վերլուծություններ, որոնք ՜ճիշտ են մամանակի փոփոխուի/ան ամ֊ 
րոդ? միջակայքումւ քհսումնւււսիրված են բազմաշերտ փաթեթի արհեստական 
և բնական ծերացման դեպքեր։ Բերված են րնութադրիլ մ եծութ յււէնների 
թվային հաշվարկներ։
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SOME MIXED PROBLEMS OF THE INHOMOGENEOUSLY-AGING 
MEDIA CREEP THEORY

V. M. ALEXANDROV. E. V. KOVALENKO. Л. V. MANZHIROV

S ii m in a г у

Some plane problems of the inhomogeneously-aging media creep 
theory are solved. Contact problems for multilayer inhomogeneously- 
aging viscoelastic bases are considered. An integral equation of spe­
cial type containing Fredholm’s and Volterra's operators is investigated. 
Various cases of aging of bases are studied. Numerical results on a 
■concrete basis are given.
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лизъижъ ши Ч-ЬЗПЬР-ЗПЬЪЪЬРЬ и.Ш'юи’Ьи.ЗЬ зьтлиильр 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

՝”|1ии֊Ч՛1;"1 XXXVII, № 2. №84 Механика

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УСТОЙЧИВОСТИ ТОКОНЕСУЩЕЙ 
ПЛАСТИНКИ-ПОЛОСЫ ВО ВНЕШНЕМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

КАЗАРЯН К. Б

В статической постановке рассмотрена задача устойчивости токонесу­
щей пластинки-полосы во внешнем магнитном поле. Торцы пластинки не­
подвижны относительно вертикальных и горизонтальных перемещений 
Аналогичные задачи в случае, когда один из торцов пластинки свободен 
в тангенциальном направлении, рассмотрены в работах (1, 2]. В настоя­
щей работе задача устойчивости пластинки-полосы приведена к рассмотре­
нию самосопряженной краевой задачи на собственные значения. С помо­
щью вспомдгательнон краевой задачи, разрешаемой в элементарных функ­
циях, найдена нижняя граница критической комбинации магнитного поля 
и электрического тока, при которой пластинка теряет устойчивость.

§ 1. Пусть пластинка-полоса толщины 2Л, ширины / отнесена к 
декартовой системе координат (,х1։ л2> л-։). Срединная плоскость сов­
падает с координатной плоскостью (,г։, х.). Пластинка занимает об­
ласть: — 2/2 -С 0'2» — - <С х ~ Л ՝>֊' хз пластинке
по направлению оси л-2 течет равномерно распределенный но толщине 
электрический ток плотностью у0. Пластинка находится во внешнем 
магнитном поле, вектор напряженности которого Но перпендикулярен 
к срединной поверхности пластинки. Торцы пластинки л- Ь //2 нс по­
лучают горизонтальных и вертикальных перемещений.

Принимается, что электрический ток является несильным, что позво­
ляет пренебречь собственным магнитным полем тока пластинки, а также не 
учитывать джоулево тепло.

При решении ограничимся статической постановкой в случае, когда 
деформации не зависят от координаты х..

Взаимодействие внешнего магнитного поля с электрическим током 
приводит к возникновению объемной силы Ампера, действующей в средин­

ной поверхности пластинки по направлению оси х, (магнитное поле //.- 
антипараллельно оси х,).

/•; -о.
, . (Ы)

с

- единичный орт по направлению оси х։).
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В пластинке. торцы х zh //2 котором неподвижны, возникнут сле­
дующие начальные напряжения:

I *

= (1-2)
С

Как видно из формулы для в пластинке при х( > 0 действуют 
сжимающие напряжения, а при л, < 0— растягивающие напряжения. От­
метим. что в случае пластинки, один из торцов которой свободен в танген­
циальном направлении, возникают сжимающие или растягивающие напря­
жения в зависимости от направления магнитного ноля [ I, 5]. В рассматри­
ваемой здесь пластинке изменение направления магнитного поля (тока) на 
противоположное приводит к изменению знака в формуле (1.2), то есть 
к изменению зон растягивающих и сжимающих напряжений.

Введем безразмерные параметры

2х։ 2wX = ---- , и -----
I I

(и՛ -нормальное перемещение точек срединной плоскости пластинки).
Тогда уравнение устойчивости пластинки-полосы примет вид

н’՝ 4- '/ (хи У = 0 —1<х<1 (1.3)

В (1.3) f-= j.Jl^hP/AeD: D = 2£7г'/3 (1 ՝/■’), а штрих означает диф­
ференцирование по х.

Примем также, что пластинка шарнирно-оперта по краям х — ! 1

и(± 1) = и"(±-1)^0 (1.4)

Отметим, что к краевой задаче (1.3). (1.4) приводится также задача 
устойчивости вертикально расположенного весомого стержня, торцы кото­
рого шарнирно-оперты и неподвижны относительно вертикальных и гори­
зонтальных перемещений.

Краевая задача (1.3). (1.4) является самосопряженной.
Для определения верхней границы наименьшего положительного соб­

ственного числа, соответствующего критической комбинации электричсско- 
го тока пластинки н внешнего магнитного поля, используем принцип Ре- 
лея [7].

Согласно si ому принципу
։ । I

\ (»/’)-dx՝ 1 х (и )՜ dx (1.5)

Л
где функции и такие, что удовлетворяют граничным условиям (1.4) и для 
которых знаменатель соотношения (1.5) положителен.

Функция и sin “х 4 cos (“д, 2) удовлетворяет этим условиям. 
Подставляя ее в (1.5), получим

^<9*780 (1.6)
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Для определения нижней границы 7., рассмотрим следующую вспомо­
гательную краевую задачу:

। г»1/-)- Fvi = 0 0 х С 1

I V2՝ — - 0 — 1 < X < 0

v։ (0) = v2(0); vj (0) = v2(0); v՞ (0) = v“ (0)
< (0) + uVj (0) = < (0) - pv; (0) (1.7>|

^(1) = <(1)=0; v2(-l) = v;( l) = 0

Положительные собственные числа и соответствующие им собствен­
ные функции этой задачи имеют вид

11п = (-*)-

I 2 sin ~rix — т.п (л- 1) 0 < х -< 1 , .
, п . .. пI ~п (х 1) — 1 ֊$,. х 0

л = 1; 2; 3;...

Задача (1.7) эквивалентна задаче устойчивости стержня, концы ко­
торого неподвижны и шарнирпо-бперты, нагруженного в середине сосре­
доточенней неслсдящей силой [3].

Укажем несколько свойств функций ?п

I

I sgn х (х) ?i (х) dx - 0; л к
-1

1 ! 1
Р„ = [ (?’.)’ *<<')’ (1-9)

47 1 1-1
I 1

0< ( ^Ю2</Х< \ 5КПХ(?П)2</Х
-1 -I

Используя соотношения (1.9). на основе теоремы сдвига, доказанной 
в работе [4], можно показать, что

>я>ня (1.10)

Из (1.10) следует, чти

Хх>^ (1.11)

Таким образом, из (1.6) и (1.1!) имеем 

п . 9г. •Г.- 4^ А. ■<_-----
п 80
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Среднее значение л. « 10,41 и. следовательно, ошибка не более 5,2%.
§ 2. Окончательно, для критической комбинации /\р = /Հ Н„/с имеем 

следующую формулу: *

I՛ . Л,«41-64^֊ <2-’>
Отметим, что для консольной токонесущей пластинки /кр = 3,91 ՕհԲ 

[ 1—2]. а для пластинки, жестко защемленной по двум краям относительно 
прогиба и свободной по одному краю в тангенииальном направлении. 
/,р = 37,31 Р/ЛР [2].

Рассмотрим численный пример.
По алдомнниевой пластинке толщины 2^ = 0.02 см течет электриче­

ский ток плотностью /. = 2.1 кА/см՜. Температура нагрева этой пластинки, 
обусловленная джоулевым теплом, не превышает 200 'С [5—6]. Тогда, 
если ширина пластинки I = 7 см; / 10 см. то критическая напряженность
внешнего магнитного поля, при которой пластинка теряет устойчивость, 
равна, соответственно, Н. = 2,8-10 э; /7„ ~ 0,96-10՜ э.

ԱՐՏԱՔԻՆ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ 21111 ԱՆՔ ԱՏ ԱՐ ՍԱԼԻ-ՇԷՐՏԻ 
ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

<1. I». 'ԼԱ»ԱՐՏԱՆ

Ա մ փ ո փ и է մ

1հ:.'ասէիկ դրվտծրով դիտարկված է արտա րին մագնիսական յայտում 
գտնվող հոսանքատար սալի կայունության իւնդիրր; Սալը ամրացված Լ ան- 
շարմ հոդս;կա:դերով;

հալուն ութ յան խնդրի լուծւոմր րերված Լ սեփական արմեըների ինք՚նա 
Համալուծ եզրային խնդրի օւսումնասիրու թ/ան: Բավարար ճշւոությամր դրա֊ 
նվտծ են մագնիսական դաշտի ե էլեկտրական Հոսանքի կրիտիկական կոմ- 
րինացիայի վերին ե ստորի}: и ահ մ անն ե րր ւ Ներկայացված են թվային օրի~ 
նւսկներ։

ON SOME STABILITY PROBLEM FOR CURRENT-CARRYING 
PLATE-STRIF* IN AN EXTERNAL MAGNETIC FJELD

К. B. KAZARIAN

S u m wary

By means of a statical approach the strability problem is conside­
red for the current-carrying plate in an external magnetic field, fhe 
plate edges are simply supported and are fixed in normal and tangential 
directions. The stability problem is reduced to the investigation of self­
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adjoint eigenvalue boundary problem. With sufficient accuracy the lower 
and upper bounds for the critical combination of magnetic field and 
electrical current are obtained. Numerical examples are given.
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ОБ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ НАГРУЗКЕ И НАПРЯЖЕННО- 
ДЕФОРМИРОВАННОМ СОСТОЯНИИ ТОКОНЕСУЩЕЙ

ТОРОИДАЛЬНОЙ ОБОЛОЧКИ

ОВАКИМЯН Р. Н.

Как известно [ I]. установки системы «Токамак» предназначаются для 
управляемого термоядерного синтеза. Основой их конструкции является 
тороидальная камера с сильным магнитным нолем, выполняющим роль 
своеобразной «магнитной ловушки» для плазменного пучка. На «Токама­
ках» первого поколения, в основном, проводились исследования физики 
плазмы, а также изучались вопросы стабилизации и удержания плазмен­
ного пучка от соприкосновения со стенками тора. Последняя проблема, в 
принципе. была решена с помощью наложения различных магнитных по­
лей, наиболее значительным из которых оказалось тороидальное поле 
Н՝>. параллельное плазменному пучку в торс. Такого вида поле создастся 
катушкой с током, навитой в меридиональном направлении на тороидаль­
ную оболочку. Для увеличения силы тока J в катушке, а следовательно, и 
создаваемой напряженности магнитного поля Ни в дальнейшем предпола­
гается изготовление обмотки катушки из сверхпроводящего материала, как 
в Токамаке-7» [2j.

В настоящее время, когда начато строительство демонстрационной 
установки «Токамак», важное значение приобретает инженерная часть де­
ла. включая прочностные расчеты тороидальной оболочки, находящейся 
под воздействием сверхвысоких температур излучения плазмы, а также 
электромагнитной нагрузки, возникающей в обмотке тора.

В данной работе делается попытка определения лишь электромагнит­
ных усилий, являющихся следствием взаимодействия тока катушки с соб­
ственным магнитным полем, характера их распределения по круговому кон­
туру сечения тороидальной оболочки. Помимо этого, в приближенном ви­
де по беэмоментнон теории [3| рассчитывается напряженно-деформирован­
ное состояние оболочки под действием электромагнитных усилий.

I. Пусть катушка, через которую пропускается постоянный ток силы 
/ = Const, наматывается на тороидальную оболочку в меридиональном 
направлении. Катушка покрывается такой же формы тороидальной оболоч­
кой вращения большого радиуса с? и малого радиуса R. Через образуемый 
коаксиальный зазор для охлаждения обмотки катушки может пропускать­
ся вода, а в случае применения сверхпроводников криогенная жидкость.

Согласно [3] элемент срединной поверхности оболочки характеризует­
ся единичными орт-векторами ev е: еп, с радиусами кривизны торои­
дальной оболочки вращения (фиг. 1)
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a , о 1 4՜ « sin ? ------ |- A = a--------------- -
sin 7 sin «

R. R (1-0

где постоянная з = R а характеризует геометрическую форму тора, 
причем 0<2<1. Ввиду замкнутости тороидальной оболочки по ма­
лому радиусу R и большому радиусу а, переменные - и 6 изменяются 
от 0 до 2я.

Определим электромагнитную нагрузку, действующую на элемент 
срединной поверхности тороидальной (наружной) оболочки.

11усть полное число витков катушки, наматываемых на тор. равно Л՛'.
1 огда, при равномерной намотке на единицу длины дуги окружное" 1: в 

широтном направления б приходится 
число витков

N п = -----------------------
2~а (1 — a sin 7)

(1.2)

которое является функцией от sin 7. 
В частном случае, когда провода 
плотно наматываются па тор так, 
что на внутренней окружности ра­
диуса а — R при толщине провода
о имеет место соотношение 
-- 2՜ (а — R), согласно (1.2) 
написать

№ = 
можно

1 1
Ъ 1 Ь j. sin 7

(1.3)

Для сведения к минимуму выхода магнитного поля за пределы тора, 
а следовательно, и катушки последнюю необходимо наматывать на тор воз­
можно малым шагом, придерживаясь меридионального направления. Разу­
меется, полного исключения широтного направления тока достичь невоз­
можно. Даже в предельном случае цилиндрической оболочки (а -0) по­
добные токи возникают хотя бы нз-за шага винта обмотки.

Таким образом, при выполнении условий намотки катушки весь ток 
силы / приближенно считается меридиональным. Помимо этого, при ма­
хом сечении провода толщины б по сравнению с Сечением оболочки ра­
диуса R этот ток. согласно [4]. приближенно можно принять поверхно­
стным. плотность которого с учетом (1.3) равна

, J 1-2i = п Je.. ~---------------- е..
1 ■ a sin 7

(1.4)

Интересная работа по определению магнитного ноля гоков. гскущил 
по поверхности тороидальной оболочки, была выполнена И. И, Доннико­
вым [5]. где для случая меридиональных токов выведено соотношение

// FRel - — / (а) —- <?г (1.5)
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записанное здесь в системе единиц СИ. В выражении (1.5) '—расстояние 
от оси вращения до точек в области, охватываемой тороидальной оболочкой 
вращения, i (а) — поверхностная плотность тока при г = а.

Приняв для поверхности оболочки г = г։ - a(l֊|-asin ?) и, согласно 
(1.4), поверхностную плотность тока i(a) — 7(1 —։)/>, получим из вы­
ражения (1.5) напряженность магнитного поля на поверхности тора

(1-6)
о 14-я sin <р

Силовые линии этого поля имеют лишь окружное (тороидальное) 
.направление.

Электромагнитная сила, действующая на токонесущую поверхность 
оболочки в магнитном поле, в случае поверхностных токов определяется 
соотношением

Р = i > В, (1.7)

где в системе СИ магнитная индукция на поверхности тора В. - 
р — относительная магнитная проницаемость среды, р0—

— 4--Ю ‘ Н}А- -магнитная проницаемость вакуума.
Подставлял и формулу (1.7) выражения плотности тока i (1.4) и 

магнитной напряженности Нs ( 1.6), получим электромагнитное давление 
па токонесущую поверхность тороидальной оболочки

(1 ֊
(14-я sir.?)s

(1 - »)•
(1 4՜ а sin ?)-

(1.8)е

действующее только в направлении нормали ел к поверхности оболочки 
Для сокращения записи принято обозначение постоянной величины

Из формулы (1.8) следует непрерывность распределения электромаг­
нитного давления по всей поверхности оболочки, что является естественно 
приближением, так как в действующих системах «Токамак#, конечно, име­
ются бестоковые участки. Однако, учитывая, что нашей основной задачей 
является исследование качественной картины вида нагрузки, а также воз­
никающего напряженно-деформированного состояния тороидальной обо­
лочки. го электромагнитное давление (1.8) можно считать размазанным 
по поверхности оболочки, как это принято в большинстве подобных работ, 
например, в [5].

Максимальная величина давления Ртах — Ро> согласно (1.8), при­
ходится на окружность внутреннего радиуса a R, где sin f — 1 
(г = ^/2); минимальное давление рг֊_. — р(|((1 — а), (1 j а))2 на окруж­
ность радиуса u R, где sin у 1 (? -- ~;2). В зависимости от вели­
чины коэффициента а давление в указанных местах может разли­
чаться в несколько раз; с уменьшением ?■ это различие уменьшается 
и в пределе, когда а -0 (а-՞ ■), давление стремится к постоянной 
величине р - • р0.

3 Нанести« АН Армянской ССР. Механика. № 2
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Отметим симметричность нагружения (1.8) верхней и нижней частей 
кругового сечения контура радиуса R.

- Количество работ в области тороидальных оболочек сравнительно 
невелико [6|. гго объясняется математическими трудностями, возникаю­
щими при решении соответствующих дифференциальных уравнений даже 
в простейших случаях нагружения Во многих случаях эти трудности прео­
долеваются минь с помощью ЭВМ. Однако, как показано в [3], для оцен­
ки напряженно-деформированного состояния оболочек, не и ущерб физиче­
ской сущности ылачи. можно использовать упрощенные уравнения так на­
пиваемой бслмомснтнон теории оболочек.

Согласно агой теории, широко применяемой в практических расчетах, 
в элементе тороидальной оболочки вращения, нагруженной симметричном 
СИЛОЙ р (1.8). нс зависящей от угла 0, касательные усилия 5 0. ֊вслсд-
чвис чего отсутствует относительный сдвиг кромок элемента (со 0). 
Поэтому дифференциальные уравнения равновесия в усилиях упрощаются 
и принимают следующий вид [3] при наличии, как в нашем случае, лишь 
нормальном нагрузки р. (1.8):

—1— / 1 ՝------Ti — \ = 0
Д։ А. \ dz dz /

п г. (2Л)
Лх R- Р-

В системе уравнений (2.1) .4։. .4- — параметры Ляме, причем для 
тороидальной оболочки вращения по (1.11 ,4։ /?։sin z = о(1 4֊asin-), 
А — R> = R: . 7\ нормальные усилия в элементе оболочки вдоль

(1 ֊ *):и е. соответственно, р — р-------------------
(I-а sin ?)*

Из системы (2.1) получим линейное дифференциальное уравнение от­
носительно усилия Те.

dT. r 1-г 2аsin? р (1 — з>- 0 ։).4- Г —-------- ------- etg т - р, R —--------- ----- -  etg ; (2.2)
dz I—2 sin? (l-bJsin?)-

решение которого в общем случае будет

у ֊. р ft U ~ а); In (1 — a sin ?) — С
1 a sin ? a sin ?

где С произвольная постоянная. Для се определения используем усло­
вие конечных значений Т- по всему круговому сечению тора радиу­
са R. При sin -г - 0 первое слагаемое в числителе выражении 7'., яп-

х X n In (1 4-a sin ф) . .,ляется конечной величиной, так как Нт ---------------------- — In л՝ 1;
■inv-u a sin ?

второе же слагаемое стремится к бесконечности, ввиду чего следует 
принять С - 0. Таким образом, окончательно имеем

Г. ₽„/?(! ».»■• (2.3}
э sin z (1 -f- х sin ?)
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Используя (2.3) во втором уравнения системы (2.1). получим

Г,
л sin

In (1 1 a sin?) 1
я sin « 1 4- л sin ®

(2.4)

которое также является конечной величиной и при sin ц — 0. в чем легко 
убедиться, раскрыв соответствующую неопределенность, r результате чего 
придем к выражению 7о|мп. -о = — p^R (1 — з)р,'2. Здесь следует 
отметить, <։то усилие 7п является сжимающим по всему контуру се­
чения тора, что оказалось возможным при внутреннем давлении 
типа (1.8).

В существующих установках „Токамак" коэффициент з 0,4. 
Это обстоятельство позволяет упростить формулы усилий 7’ 
(2.3), Тч (2.4) в рамках принятой в теории оболочек погрешно­
сти ~5%. Поэтому, ограничившись' в указанных формулах 
лишь двумя членами разложения в ряд функции 1п(1 •|-asin?) = 

x2siir<p . easin’ ?*3։п?--------- ----- •{-------- ------- ... , получим упрощенны'- выражения
W kJ

усилии

Л. PnR<1_д£2-;sinr. Г. = -p„r У—(2.5) 
2 1 + «sin ? 2 1 х sin ?

удобные для инженерных расчетов.
На фиг. 2 приведены значения усилий Т., Тч, вычисленные при 

коэффициенте а 0,4 по формулам (2.3), (2.4) (показано пунктирной 
линией) и приближённым формулам (2.5). Ввиду симметричности на­
гружения показана лишь верхняя 
часть тора, то есть область

Для сравнения с (2.5) выпишем
формулы усилий

j. p0R 2 ֊} xsin >
2 1 4-a sin?

7 э =-------= const
2 фиг. 2.

(2.6)

полученные В. И. Феодосьсвым (7| по безмоментной теории в случае на­
гружения тороидальной оболочки постоянным внутренним давлением 
р ֊ [)„ const. Из формул (2.5), независимо от величины а. следует, что 
՝<илие 7. всегда является растягивающим, а Гб —сжимающим, в тс 
время как в случае постоянной нагрузки (2.6) оба усилия растягиваю­
щие. что оказалось в полном соответствии с видом начальной нагрузки рг

Действительно, если написать нагрузку р.։ — р,}——-----. где
(1 4- а։ sin ?)’

вместо коэффициента а в (1.8) принята другая постоянная а.. и ре’ 
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шить с такой правой частью дифференциальное уравнение (2.2), то 
получим окружное усилие

т, p<tR | 1 ֊ + в 1п(14-3, sin У) (2 7)
1 -f- в sin ф I 1 4֊ dj sin ¥ aj s։n ?

принимающее конечные значения по всему контуру сечения тора. При 
CQ = а значение Г. совпадает с (2.3). В приближенном виде

г, = PoR 2 - » sin у — ад, sin՜ ? (2 8>
2 (1 t i sin ф) (1 I- at sin <p)

что также совпадает с Т, по (2.5) при а, = а. Подставив (2.8) ао второе 
уравнение системы (2.1), получим

л 71) 1201/3 ~*՜ а»sin ?
2 (1 -г sin ®)г

(2.9)

идентичное с 7'о по (2.5) при а։ = а.
При а, - 0, что соответствует постоянному внутреннему давлению 

Р- = р- const, из (2.8), (2.9) получим формулы В. И. Фсодосьева (2.6).
I аким образом, приведенные формулы усилии (2.5) и (2.6) лишний 

раз подтверждают роль начального вида нагрузки в тороидальной оболоч­
ке вращения.

3. Перейдем к определению деформаций. Здесь следует сказать, что 
приемы приближенного решения, куда входит и безмоментиая теория, дл.т 
определения перемещений в тороидальной оболочке неприменимы, по край­
ней мере, в окрестности точек <р 0 и <р = .1 [3]. где происходит измене­
ние знака радиуса кривизны R, (1). В этих точках, в частности, нормаль­
ное перемещение К?—со, что \ пшено физического смысла.

Поаюму ограничимся рассмотрением \ишо дмнейныл деформации, 
принимающих конечное значение соответственно усилиям 7\, 7'о (ввиду 
симметричности нагрузки р (1.8) относительно оси вращения тора дефор­
мация сдвига ։•» — 0). Выпишем эти соотношения для нашего случая на­
гружения [3)

a cos о v , а sin® и» 1—ч'-' ,
£б = :--------- ------ ~ -- ------ 7Г ֊ ( Т,‘ ~ 1 •)

1 4֊ a sin ф R

dv г_ =----- -֊
Rd?

1 4֊ я sin о R Eh
1 ’ ,j2 (3.1>

— = ֊—-(Л— мП)R Eh ՝ т

где г6 деформация вдоль и и — деформация и перемещение
вдоль е.., /։ — толщина стенки тороидальной оболочки вращения, из­
готовленной из изотропного материала с модулем упругости Е и 
коэффициентом Пуассона ՛<

После подстановки упрощенных выражений усилии Т7'։ (2.5) 
в соотношения (3.1), получим линейные деформации

36



£, (1 ~ ■*-') (1 — «)2 2 4- 7 — (J 4- *) a sin ф£<r ~ PqK------------------------------------------------------
2Eh 14-« sin ф

< = _ p 0 ~ 7՜) О ~ д)‘ 1 4- 2* ֊— (1 4- a sin <p 
2Eh 14՜ «sin ф

где числители н знаменатель выражений (3.2) всегда являются положи- 
тельными величинами. Отсюда следует, что при нагрузке типа Р (1.8), 
имеющей электромагнитное происхождение, в любой точке кругового сече­
ния тора, в той или иной мере, всегда возникает удлинение в окружном 
(меридиональном) направлении н сжатие с-г в тороидальном направлении. 
Максимальные деформации получаются в точке ® = - ~/2 (s։n<p — — 1), 
наиболее близкой к оси вращения тора, где РоЕ^~---- -----------— X

2 Eh
X (2 * — (! 4֊ ')«]> а е։ — pqR -------l----------֊ [1 1 2* 4-(14-*)«); наи-

2Eh
мсныиие деформации будут в наиболее удаленной от оси точке 
? ֊ “/2 (sin ? = 1).

4. В заключение определим значения усилий (напряжений), возникаю­
щих под действием пондеромоторпых сил в установках со сверхпроводящей 
чбмоткой *Токамак-7^>.

Согласно физико-техническим характеристикам «’Г-7», неполный пе- 
р'.'-ань которых приведен в [2]. большой радиус тора а = 1,22 м, средний 
радиус обмотки, который в нашем случае принимается за малый радиус 
оболочки, /? = 0.5 м, так что коэффициент а 0,5/1,22—0,41. В „Т-7" 
силе тока / ֊4,8 кА соответствует максимальная индукция магнитного 
поля на обмотке .5\ 4 тл, что, ио-видимому, имеет место в наиболее
напряженной точке тора •՛: = “/2. Используя эти данные в соотно­
шениях (1-6), (1.8) при [л - ], получим максимальное электромагнит­
ное давление в точке ■֊? ^ — ~/2 р,Т[1 — ,о0 = 124,2-105 Н/м2 (123 атм) 
и минимальное — в точке •? = “/2 рт1п — 21,2• 105 Н/м2 (21 атм), что 
почти в 6 раз меньше рГО|1։. По этим данным можно судить о значи­
тельности величин электромагнитного давления, их большого перепада 
по длине полуокружности тора, что требует особого внимания при 
прочностных расчетах некоторых конструкционных узлов тороидаль­
ной камеры в системах „Токамак“.

По закону распределения внешней нагрузки р (1.8) фактически 
изменяются внутренние усилия 7’,. 7’о. В рассматриваемом случае 
наибольшие усилия, согласно (2.5), будут в точке ф = ~/2, где
7’е = 44;1-105 Н/м, а Гк = 25.8-Ю2 Н/м. В этом наиболее напряжен­
ном месте тороидальной оболочки, даже приняв (из-зз отсутствия 
достоверных данных) относительно большую толщину стенки Л —1 см 
(/ьТС 1/50), получим меридиональное напряжение — 7’ //«, равным 

-44,1-1.0’ Н/м2 или 4 500 кГ/см2), и окружное напряжение оЬгал։ ֊ 
■֊ - 25,8-10' Н/м* (или —2 630 кГ/см2). Учитывая, что предел прочности 
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закаленной стали марки 30 или 45 оир 11 000 кГ 'см?, можно сделать 
заключение об огромных величинах механических напряжений, возни­
кающих в отдельных узлах „Токамак“.

Автор благодарен М. В. Белубекяну, Л. А. Агаловяну и Л. А. Мов­
сисяну за полезное обсуждение некоторых вопросов н данной работе.

ՀՈՍԱՆՔԱՏԱՐ ՏՈՐՈԻԴԱԷ ԹԱՂԱՆԹԻ ԷԼԵԿՏՐԱՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ 
РЫМ» ԵՎ 1.ԱՐՎԱԾԱՅԻՆ ԳԵՖՈՐՄԱՑԻՈՆ ՎԻՃԱԿԻ ՄԱՍԻՆ

ft Ն 2ՈՎԱԿԻՄՅԱՆ

Ա մ փ ո փ П 1 մ

ծ՝ ո ր է։ ի է} ա I թաղանթի համար որոշվում են Էլե կա րամ ա գնի սա կան ճիղերր, 
որոնք հանղիսանամ են կոճով անցնող հոսանքի և ։ւե փական մագնիսական 
ղաշաի փոխազդեցության արդյունք։

Թաղանթների անմ ոմենտ տեսության հիման վրա ուսումնասիրված Լ Հո֊ 
։ւանքաս.։ար սւպւււիղայ թաղանթի լարվածա յին֊դեֆորմ ացիոն վիճակր։ Վերջինս 
Հ'. անդի։։անում /, շՏոկամակ» սարքվածքի հիմնական հանգույցը։

Բերված են արաջացող ճիգերի թվային արժեքները։

ABOUT AN ELECTROMAGNETIC LOAD AND THE STRESS­
STRAIN STATE OF A CURRENT-CARRYING TOROIDAL SHELL

R. N. OV AKIMI AN

Summary

The external electromagnetic load is determined. On the basis of 
membrane theory the expressions of strengths and deformations in cur­
rent-carrying toroidal shell are obtained, which are applied in the “To- 
camac“ system.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈ1ՔՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С с р-

ւրհխունիկա XXXVII, № 2. 1984 Механика

ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ ПЛАСТИЧЕСКИ- 
НЕОДНОРОДНЫХ КОНИЧЕСКИХ ТРУБ

ГРИГОРЯ1! А. А.. ЗАДОЯН М. А.

Вопросы плоской деформации и кручение пластически-неоднбродных 
тел изучены достаточно подробно, между тем, осесимметричное и простран­
ственное течения рассматривались лишь в немногочисленных работах [1]. 
Пространственная задача неоднородного пластического тела исследована 
ь статье 12]. где материал принимается идеально-пластическим, подчиняю­
щимся условию пластичности Треска. В работах [3—6] изучены различ­
ные задачи о неоднородном упруго-пластическом полом шаре под воздей­
ствием внутреннего давления, когда характеристики материала меняются 
по радиальному направлению. В статье [7] рассмотрен трансверсально- 
азотропный шар. предел текучести которого также является функцией оч 
радиуса. В работах |8- 101 исследованы осесимметричные задачи для пла- 
стически-неоднородных цилиндрических труб и дисков.

Рассмотренные осесимметричные задачи относятся, главным образом, 
шарам, цилиндрам и дискам. В настоящей работе рассматриваются осе­

симметричные задачи предельного состояния длинных конических труб из 
несжимаемых пластически-неоднородных материалов, подчиняющихся усло­
вию пластичности Губера—Мизеса.

§ I. Основные урввненмя. Общие соотношения теории течения идеаль­
ного Жестко-пластического неоднородного тела в случае осевой симметрии 
а сферических координатах в обычных обозначениях имеют следующий 
вид;

дифференциальные уравнения равновесия —

Ժօ 1 Ժ-. 1
77+.. Л + г +

& . 1 (7з0 1

Ժհ. 1 ժէ, 1

(1.1)

соотношения между компонентами скоростей деформации. напряжений в 
скоростей перемещений —
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։„ = л(=о-V), ди и 1 dv
~ dr' S։ г + г Л

. % = у4֊ctgO, 2т. = т:-֊ + ֊֊ <1-2
Or Г Г fn

n Or г
о 1 dw «> г
2^’/л /с‘к6

условие пластичности Губера—Мизеса

(Тг ֊ о,)’ + (О9 - ссу + (Зе - + 6 4- = 6Л'֊ (г, б) (1.3)

Здесь К (г. 0) — определенная из эксперимента функция, характеризую­
щая неоднородность пластических свойств материала. Такие неоднород­
ные свойства вызываются, например, нейтронным облучением, температур­
ным градиентом и т. д. [ 1]. В дальнейшем принимаем

К (г, = (1.4)

где & (0) известная функция, а м — постоянная, характеризующая ма­
териал.

Компоненты скоростей перемещений, удовлетворяющие условию не­
сжимаемости

гг + г0 4- 3։ — О

зададим в виде

« ֊ г [f (б) 4- / (0) etg 6]. v = - 0-4- 2) г'/(б)
(1.5) 

w ()■ ֊•- 2) r՝'j (б) sin 0, const

где f(0) и ф(0) - произвольные функции от 0. Тогда компоненты напря­
жения можно представить в виде

., = •>. +2r'-^ [(2i.-г l)f i(>.-l)/ctg0|

% = =>։ + 2C'+2)<-^-[/'-/ctgS]

гл = г- I/" -H/ctg9)'4-(>. + 2ftl->■)/] (1-6)
2(6)

T’'=(,+2)r'4Sf։in'>՛ ^=։>+2)('
2 (б) = k Q

Q = 4/.2(/'4-/ctg0)-- 4a(/z 4-/ctg6)[/ctg9 —(> г1)/']2-Ь

-l֊4[/ctg0-().-|-l)/74-[/" + (/ctg6r4-(>-T2)(l-X)/]4-

-| (к -г 2)5 Sin2 ь [/= 4- (>■֊! Г- н
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Подставляя (1.6) в дифференциальные уравнения равновесия (1.1). 
приходим к выражению для «в*

* Здесь к в дальнейшем заглавные буквы латинсксм о алфавита означают произ­
вольные постоянные.

^=н+.Щ(г) (? + 3)г’ГА[Г4-(/с‘я6)' + (2 + >■)<։I

9
(/—/01^6) 6^0

где
1п г при V = О

— г' при > ֊/= О
(1.8)

и х системе двух обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнении

(~у{՜՜՜ (Г+(/<№*)'  Ч- (2 + >•)(! — >•)/] з։п 01 \ 4- 
\ 81пЬ I У ] /

+ 6Х [А
I 2 51П О

I +2’ {֊1(а + 1)/' + Р֊1)/с։г0]|' +

+ 2(Х4֊2),А(/'_/с։8б)С1ге-

֊’(» + 3) -֊^ + </с‘2в)' + <2 + '•') п - Х)/] = 0 (1.9).

1 (^оу + (1 + 3)(к_1)^о=0
Условия на конических поверхностях 0 = а и 0 = р определяют граничные 
условия для системы уравнений (1.9). В случае, когда материал неодноро­
ден только по толщине трубы, то есть V = 0, будем иметь следующие вы­
ражения для напряжений:

9 к
«,«”»+ ֊֊ [(2К + 1)Г + (X - 1)/С1 г б] 

и.

<>. = ’,+2(։ч-2)4-(/'-/с։гб)

п
«,=//-) М1пг֊з [А[/« + (/с4։9)'+ (24-X)(!-!)/]</։ +

о
I +2(Х + 2) !֊-(/'֊/с1г0)с1г0Л (1.10).
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M֊--֊[/" + (/ctge)'+(2 + A)(l-,.)/]
J-

к к>=+2) 4 *' sin °’ ~ <л+2) п -к) £ *sin 9
л систему уравнений —

{֊[/” + t/ctgO)՛ + (2 Ь X) (1 — X)/]Sin 9>' +

4-6). £(/sinO)'4-Msin6 = 0 (1.11)

(А 1' sin3 е у+ 3 (X ֊ 1) = о

Рассмотрим некоторые предельные состояния поперечно-неоднород­
ных конических труб.

§ 2. Предельное состояние пласт ически-нёоднородной па толщине ко­
нической трубы под воздействием внутренних и внешних кольцевых каса­
тельных сил (фиг. I). Принимаем, что на внутренней и внешней кониче*  

Фиг. 1.

ских поверхностях действуют, соот­
ветственно. касательные нагрузки

”о₽ = Ч\ при 6 = х 
^»7. при 6-₽ (2Л

Если принять п соотношениях 
(1.10-1.11) / = 0, Н=Л/ = 0, пер­
вое уравнение (1.10) превратится 
в тождество, а из второго следует
уравнение

к՝У sin4 О 
/՛/“ + ('֊- 1)= i=

(2.2)

= О- _____Zr p snrft
7а-If

на основании которого определяются отличные от нуля компоненты напря­
жения и

Вводя обозначения

<2-3

из (2.2) приходим к уравнению
т' 4- Хх 4- Зр /!~г 0 (2.4

где
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L' (Ь\
Z = ТЙГ՜ + 2 ct2 °' il = sign (<7j - q2) (2.5)

Рассмотрим случаи неоднородности, когда

к (°) = *i  ֊7՜ exp (7 (6 - «)) 
sin՜ У

Тогда из (2.4) следует

9и'А|
'---------=0^,

7х + Зр/1- х2

После интегрирования получаем неявное соотношение для т

(2.6)

(2-7)

7 —Ч-Зр!/ 1 -֊4֊
arc sin --- — arc sin ' 4֊ ֊֊֊ In-----—----------- . . Z} - - j*  9—(G — a)

3 r + Зр/I-т--' 3 ՝ ’
(2.8)

В предельном состоянии трубы отсюда следует зависимость между c/t и г/2.

7-^4֊Зр1/ 1- 4֊
arc sin — — arc sin 4՜ — - In-----—------------  - = p ?-• — (^ — a)

*x A-2 3 q2 / q\ 3
Tt + 3fI 1--7Г

*2 ’ Ki
(2.9)

где

^ = ^v^exp(T(?-a)) 
sin“ p

Для более простого случая неоднородности, когда у = 0. из (2.8) имеем

arc sin —-----arcsine = Зр(9 — а) (2.10)
К

В предельном состоянии имеем соотношение

arc sin —-----arc sin= Зр (Р — а) (2.11)

Для определения единственной отличной от нуля скорости перемещения
И по формуле (1.6) функцию ф находим из (2.3)

в
Е Ч-= /’ехр{(>— (2-12)

«х
В общем случае для Ai(0) уравнение (2.4) следует интегрировать числен­
ным способом.
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§ 3. Предельное состояние пластически-нсоднородной конической тру­
бы под совместным воздействием внешних нормальных и кольцевых каса­
тельных сил (фиг. 2). Положим, что пластическн-неоднородная по толщи­

Фиг. 2.

не коническая труба под воздей­
ствием внешних сил

= — Л» V = при 0 = а 
(3-1)

а6 == - Л. '|₽ = Я՛: при 9 = В 

находится в предельном напряжен­
ном состоянии.

Принимая в (1.10) (1.И) /~ 
- Е(з\п 9, / = 1, М — 0, удовлетво­
рим первому уравнению (1.11), а из 
второго, опуская индексы при \ , 
получаем

51П“՛*
■^<71—Т751П՜ О

&ф'51па0 ___
У 4£՜2 соз= 9 -{- У2 $։п’ 9

(3.2)

Отсюда, определяя

2£’соз0 -
и =-------------- .

5։п’О |/1— т2
(3.3)

и подставляя в формулы нормальных напряжений (1.10). с учетом гра­
ничных условий (3.1) получаем

°, = во—— ~2 , = =з9 —2р| к*  — ~’’
* ’ (3.4)

со = - Ру -1֊ 2р V к2 — -2 с1д9</6. и — 31£п (Ру - - Рр 
а

Условия на внешней поверхности трубы В = р дают соотношения между 
внешними силами в предельном состоянии конической трубы

3
Ру — Рг = 2ч 1 к2 — т2 

9
Чу яп։։ — 42з։п2

В частном случае, когда 9։ = <7:=О, из (3.4) имеем 

°г==в — °р = °в-2^
о (3.6)

= — Ру 4- 2р 1 к с1£ 0</9
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Предельное состояние в этом случае определяется соотношением

(3.7)

Для однородного материала из (3.6)—(3.7) при k = const получаются 
соответствующие формулы Д. Д. Ивлева | 11].

Интегрируя (3.3), находим

X cos б
J <*" — "2 sin'б

d*~N (3.8)

Дли скоростей перемещений получаем

и = (), ЗЕг
sin б

w = 6Er sin О j* TcosQtfQ
J И к2 — ~z sin՛5 б

(3.9)4-G

Переходя к пределу 0-«֊0, г—<» при постоянном р = г sin 8. из формул (3.4) 
и (3.5) получим соответствующие формулы для неоднородной по толщине 
цилиндрической трубы, находящейся под воздействием внешних сил

при о = а
D к (ЗЛО)

<5р = ֊ Р>, = <?а ПРИ р = 6

Здесь а и Ь, соответственно,— внутренний и внешний радиусы цилиндри­
ческой трубы

s = s ֊ р PW) еТ. - % - 2н Гл2(?)-֊^(Р)
(3.11)

\ + 2нС 1^(р)֊г(?) = ^ = «7х —
J ? ?
<։

Предельное напряженное состояние определяется соотношениями

л - Р2 = 2р [ > к2 (о) —1։ (Р) (3.12)

Формулы (3.11) при &(jp) = const переходят в формулы Л. Надам | 12] 
дли напряженного состояния около круговой полости в бесконечной пло­
скости.

,§ 4. Предельное состояние пластически-неоднородной по то.иаинс ко­
нической трубы при совместном воздействии внешних нормальных и про­
дольных касательных Сил (фиг. 3) Пусть коническая труба под воздей­
ствием внешних сил
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бо ~ — Л> Уб 71 при б = а

О4 =-■ — А, -г1 д. при О = ? (4.1)

находится в предельном состоянии. В этом случае, принимая в (1.10) — 
(1.11) ։>• = 0. Л = V = 0 и опуская индексы при 'г, получаем

=Sin't
I *к г — *֊

(4.2)

Подставляя эти выражения в формулы (1.10) и учитывая условия на по­
верхности 0 = будем иметь

^ = <\ + рГ* ։-'2, % = ^ + 2р/к* —’
(4.3)

С5 = — Р։ — 3qJ sin 5 In -л-— -L- 2;1 C / k2 — -՛•՛ ctg 
tg«/2 .J

поверхности трубы, находимИспользуя условия на внешней

Фнг. 3.

Сопоставляя выражения

А-Л = 2н| I Ir~^rctg6d&

3

֊֊3gisinaln^? (4.4) 
tg«/2

qx sin a = q.. sin £

Соотношения (4.4) определяют пре­
дельное состояние конической 
трубы.

(1.10) и (4.2), приходим к дифферен­
циальному уравнению

/" + (etg & - .2^)/' + (2-֊7» + iz-^-F 6 )/ = 0 \ V к՜ — - / \ Sin- и Г к- — -■ /

решение которого будет
О в

f — A sin G - Вsin О I ■ - ■ exp f 2-1 i -- ՝) с'б 
JsIn’G ‘У JV к2-՜՝ /

Исходя из выражений (4.2)—(4.4), можно получить соответствующие՛ 
формулы для цилиндрической трубы, находящейся под внешними воздей- 
сгвиями:

-j, = - Л, = 71 «РИ Р = a 

ср= ?2> V- " при f' “
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Так. переходя к цилиндрическим координатам, фиксируя р = / sin 0, при 
Н - 0, г — оо из (4.2)—(4.4) получим

<1

=6 ՜ % Г 2? I к': - -։
ь

А - Л 2И j" 1' qta = q.J>

а
Эти формулы в цилиндрических координатах определяют предельное со­
стояние неоднородной по толщине цилиндрической трубы при совместном 
воздействии внешних нормальных и продольных касательных сил

ՊԼԱՍՏԻԿՈՐԵՆ ԱՆՀԱՄՍ.ՍԵՌ ԿՈՆԱԿԱՆ ԽՈՂՈՎԱԿՆԵՐԻ 
ՍԱՀՄԱՆԱՅԻՆ ՎԻճԱԿՐ.

Ա. Ա. ԳՐԻԴՈՐՅԱՆ, 1Г. Ա. &ԱԴՈՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ււ ւ if

Լնէ1ւսւղո4էվււււ1 է պ / ա ռ տ ի կ ո ր !Հէւ անհամ ասեո կոշտ պլաստիկ կոնական 
ի»Ողովակների սա հմանային վիճակը արտաքին տարրեր բեռների դեպքում 
հ՚ուրւվակի նյութը անսեղմելի Հ և բավարարում /. 2 յուրեր-Մ իդեսի պա լմանով 
ւղրււաոիկուքէրէւն հոսունության տեսաթյան հավասարումներին •

[»սրումները ե տեղաւիոիուլթյունների ւսրադոլթ <ո»ններր արտահայտելով 
(1.6) տեսքով' բավարարվում են ո/րսստիկութ րււն It անսեղմելիության պայ­
մանները» ի ((է) ե 'յ (6) ֆունկցիաների նկս■ տմամր ստացվել են ոչ֊դծային 
ֆունկցիոնալ հավասարումների սիստեմ:

ԴիւոԱււրկված են երեր խնդիրներ.
I. հոնական խողովակի սահմանային վիհակր արտուքին I» ներքին օդա֊ 

կալին լարումների ադդեցութ յան տակ» 2. հոնական իւէւղովակի սահմանային 
վիճակը արտաքին և ներքին օղակային չււ՚չափող և նորմալ րեոների ա»լ»լե- 
րությսւն տակ: 3. հոնական խողովակի սահմանային »էիճակր արտաքին I» 
' երրին րնղլալնա կան չոշս։ »ի ող և նորմալ րեոների ներքո:

Սաայյւէած են րեոների միշե կապեր, որոնց դեպքում կոնական խոդովա 
կր դսւնվում կ սահմանային վիճակում.

THE LIMIT STATE OF PLASTIC INHOMOGENEOUS 
CONIC TUBES

A. Ն GRIGORIAN. M. A. ZADOV AN

Summary

The limit state of plastic inhomogeneous conic tubes is investi­
gated. The material of the tube is incompressible and satisfies the 
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equations of the theory of plastic yielding with the Huber-Mizes con­
dition.

Strain and displacement velosities expressed through two unknown 
functions satisfy the plastic and incompressible conditions. From equili­
brium equations for the unknown functions the system of non-linear 
differential equations is obtained.

The problems of limit state of plastic inhomogeneous, in thickness, 
conic tubes under: 1) internal and external ring-shaped shearing forces, 
2) external normal and shearing ring-shaped forces, 3) external normal 
and longitudinal shearing forces are observed.

The relations between loads are obtained under which the conic 
tube is in a limited state.
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К ВОПРОСУ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ВЯЗКОУПРУГИХ ОБОЛОЧЕК

ПОТАПОВ В. Д.

Исследование устойчивости сжатых оболочек, материал которых обла- 
лает вязкоупругими свойствами, обычно проводится в квазистатичсскон 
постановке, когда силы инерции, появляющиеся в процессе деформирова­
ния конструкции во времени, считаются малыми по сравнению с другими 
внешними нагрузками и в системе разрешающих уравнений теории оболо­
чек опускаются. Такое допущение можно считать оправданным в том слу­
чае, когда движение оболочки происходит при малых ускорениях переме­
щений точек се срединной поверхности. Если же внешние нагрузки на­
столько велики, что по истечении конечного промежутка времени (при ква- 
зистатической постановке задачи) наступает «хлопок» оболочки, то в мо­
мент «хлопка» и в моменты времени, непосредственно предшествующие 
ему >т следующие за ним, наблюдается резкое изменение ускорении движе­
ния конструкции, а в такой ситуации пренебрежение силами инерции недо­
пустимо. С этой точки зрения более правильное представление о поведении 
оболочки на всем интервале ее нагружения может быть получено только на 
основе рассмотрения задачи в динамической постановке.

Задача выпучивания сжатых круговых оболочек с учетом сил инерции 
решалась в работе Браунса Я. А. и Тетерса Г. А. [1]. Ими было показа­
но что учет инерционных членов дает решение с затухающими колебания­
ми непосредственно после приложения нагрузки и после «хлопка» около 
кривой квазистатического деформирования. Некоторые аспекты устойчи­
вости оболочек при конечных прогибах в динамической постановке задачи 
рассмотрены в статьях [2, 3]. Качественному анализу деформирования не­
линейных систем на примере фермы Мизеса посвящена работа |4]. Отме­
чается, что с позиций теории устойчивости движения вязкоупругая ферма 
Мизеса всегда является асимптотически устойчивой по Ляпунову. Автора­
ми предложен критерий, в соответствии с которым конструкция устойчива 
на некотором отрезке времени, если ускорение движения сосредоточенной 
масСы остается ограниченным при стремлении этой массы к нулю.

Ниже исследуется поведение оболочек на примере пологой удлиненной 
цилиндрической панели, материал которой обладает ограниченной вязко­
стью.

Рассмотрим оболочку, выполненную из изотропного материала с по- 
1ТОЯННЫМ во времени коэффициентом Пуассона ц. Оболочка имеет массу, 
величину которой, приходящуюся на единицу площади срединной поверх­
ности, примем равной /И. Тогда уравнение движения для оболочки имеет 
вид

4 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 2
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где

Dl'«/' 4՜ Ао՜' г — = (/— mw (1.1
л

I 
Г

Pw=*w(t} JI (t — -) «• (-)d~, £(/) —/i = const 
о

(/ •) ядро релаксации, 0 < Т (0) <# - 6’< 1
о

Остальные обозначения общепринятые.
В начале остановимся на оценке влияния динамических добавок на 

деформирование оболочек, находящихся под действием малой поперечной 
нагрузки.

При к,вазнстатической постановке задачи прогибы оболочки в усло­
виях ограниченной ползучести стабилизируются во времени, асимптотиче­
ски приближаясь к значениям, определяемым так же, как в упругой оболоч­
ке. модуль упругости которой равен длительному модулю.

Рассмотрим возмущенное движение оболочки, которое вызнано воз­

мущениями начальных условий бй> (0. 6х՛ (0, х). Считая начальны։
возмущения и возмущения в текущий момент времени малыми, линеари­
зуем уравнение возмущенного движения (1.1) относительно возмущений

АР
DV'>w -! Р'ги՝' ■ ZPzv" —— — rn'iw 

R
(1.2

IIpHMCM

our (/, x) = 5/, (/) sinx, u> (?, x) = Д (/) sin

Из уравнения (1,2) с помощью метода Бубнова—Галсркина получи

г«Л - з! р։г/. - (л - ֊֊) ■■Р. | - ֊ ֊֊ ՛■■/,
где

(Ы Ь. _ lL'\ \ -з /; л= /’ £ 
л ’

Для исследования поведения возмущений 6/։ при достаточно бо.’ 
значениях времени I перенесем начало его отсчета в со. Тогда оче:

/։ - const, Pt} = ---- ) (1 ֊֊ 6՝) — const
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Запишем уравнение ( 1.3) следующим образом:

1 + 6(,4-“1У V.W-f И'---)7>0)^ -
\ /> * / J J J »

— 3d

֊ 3^(0 = ֊^5«/.(О (14)

Его решение ищем r виде

V10) = сехр(л0 (1.5)

После подстановки выражения ( 1.5) в уравнение (1.4) имеем

4|1- ^T(6)exp(֊>.!i)rf'J-3P0 -֊-֊>•= (1-6)

о
причем

А 1 +6

Возьмем ядро Т(0) и виде

Т(0) 7^exp( - 7(1 ֊ АГ)&)

Из уравнения ( 1.6) следует кубическое уравнение относительно

/< 7(14-А')^4֊-^И ЗРп)>. + 7 ~И֊ЗР»(1 4֊К)] = 0 (1.7) 
ml ml

Используя критерий Раусса-Гурвипа, приведем условия отри ца тель-
ноет и вещественных частей корней уравнения (1.7)

71 >0, А -3(1 :■ К)Р9 >0 (1.8)
При малых /։ величина /< > 0 и, следовательно, при выполнении вто­

рого условия первое выполняется я подавно. Итак, окончательно имеем, 
что невозмущсннос движение асимптотически устойчиво по Ляпунову ио 
отношению к возмущению начальных условии, если справедливо неравен­
стве (1.8), которое может быть представлено в виде

1 + з(з4»
\, /г

24 к f. . 32к2 \ 
к3 Л ■и / (1.9)О

В этом случае корнями уравнения (1.7) будут: один отрицатель­
ный. два других —комплексно сопряженные.

По мере увеличения /։ неравенство (1.9) сменится равенством, кото­
рое соответствует предельной точке 7 на кривой (/ ~ /։ упругой оболочки 
г длительным модулем упругости ее материала. В этом случае один из кор­
ней л становится нулевым и указанное равенство непосредственно вытекает 
и;։ уравнения (1.7), если в нем положить /. — 0.
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Таким образом, при (/ < (/•, ободочка асимптотически устойчива по от 
ношению к симметричным возмущениям начальных условий

о«» (0, х) -- {0) sin - - х, Gw (0, х) = S/։ (^) s>n л՜

Далее рассмотрим возмущенное движение оболочки при несимметрич­
ных возмущениях начальных условии

• • 2я
gw(0, X) ~ «!/։(0)sin х, gw(0, х) - G/..(0)sin у х.

Предполагая возмущения bw (?, х) .малыми, воспользуемся линеаризо 
ванными уравнениями возмущенного движения ( 1.2), из которых при

2"
GW (/, х) = (0 sin -- х

следует

Г«/։֊ — P^f-֊------֊—'֊/■ (1.Ю

Решение уравнения (1.10) вновь ищем в виде (1.5). После подетанов 
ки выражения (1.5) в уравнение (1.10) получим

1 ֊ f Т(6)ехр(—<0)</9 - ֊*֊ =
J 4 \ г? Л / h Ifr'D
у

(1.11

В случае экспоненциального ядра отсюда имеем

>.» + т(1-Ю֊4 16~‘д Л -PJ՝)1.+
m/‘ \ 4 /

4- Т ֊֊֊ =0
тГ 4

где -j;

n-_ 1 /8Лг A\/i։ 1) --  -- -----  [ ------------- 1----
14 Л'\ Г? h / Л

Критерий Раусса-Гурвица приводит к неравенству

— (1,12
4

Нагрузку V. при которой неравенство (1.12) превращается в равен­
ство, обозначим через <?.. Следовательно, невозмущеннре движение обо­
лочки асимптотически устойчиво по Ляпунову по отношению к несиммей 
ричным возмущениям начальных условий, если интенсивность нагрузки 
Я меньше ()■.



Нагрузке q., отвечает нулевое значение одного из корней X. Условие, 
и которого она определяется, может быть получено из уравнения (1.11), 

если положить в нем X равным нулю.
Значения нагрузок q. и </. аналогично могут быть найдены в общем 

случае ядра релаксации Т (I—т), для чего достаточно в уравнениях (1.7) 
и ( 1.11) положить X 0.

Итак, если q > </., то симметричное (невоэмущеннре) движение обо­
лочки асимптотически устойчиво по Ляпунову по отношению к симметрич­
ным возмущениям начальных условий при q <С <?,. Этот вывод согласуется 
< выводом, сделанным на основании квазистатической постановки задачи.

Если же q > q > q., то оболочка неустойчива по Ляпунову по отно­
шению к несимметричным возмущениям начальных условий.

К аналогичным выводам можно придти, используя в качестве функции 
<с՛ (.’, .<) конечную сумму

w{f, х) V/ (f)sin - л՛ (ЫЗ)
У-» /

Применяя метод Бубнова—Галеркина, из уравнения (1.1) в этом слу­
чае получим

ml'.. /. 2k/. 24(1-cos/к)+ -ЗР0, ^-—(l-cosyz) hq* (1.14)

" 4/< f. ft
б = гД

.Одерживая ։։ сумме (1.13) только нечетные слагаемые, найдем реше­
ние, соответствующее симметричному деформированию панели, на основа­
нии которого можно судить об устойчивости ненозмущенного движения по 
отношению к симметричным возмущениям. Рассматривая в выражении 
(1 13) четные и нечетные слагаемые, можно оценить влияние аналогичных 
несимметричных возмущении на устойчивость движения оболочки.

На фиг I. 2 представлены результаты решения системы уравнений 
11.14) при удержании в разложении (1.13) одного члена (кривые 2) для

панели со следующими характеристиками: К 1: £=12; 7" “7^ 0,001.

В качестве начальных условий здесь и в дальнейшем приняты условия. 
Соответствующие квазистатической постановке задачи.

Для сравнения на тех же рисунках показаны графики изменения Л при 
квазистатической постановке (кривая 1). полученные из уравнения (1.1) 
при т = 0.

Как видно, неучет сил инерции приводит к существенному искажению 
действительной траектории движения оболочки. Указанная траектория яв­
ляется непрерывной при любой нагрузке и времени /, а при квазистатиче­
ской постановке (если д Хь) она терпит разрыв в момент «хлопка».
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Из приведенных графиков следует, что на начальном этане двня 
панели отличи}։ в значениях функции [, (!). найденных при кваэяста 
свой и динамической постановках, практически нет. Однако, по мере 
ближения к моменту (момент «хлопка») эти функции удаляются
от другой. При / движение оболочки носят затухающий л
Ординаты криво։։ 2 (фиг. 1) с увеличением времени приближаются к ор­
динатам кривой I. Если учесть внутреннее трение материала, то затуха­
ние колебаний будет происходить значительно интенсивнее.

Заметим, что после «хлопка» оболочка совершает колебания относи 
тельно кривой, не совпадающей с кривой I. С увеличением времени ука 
данные кривые сближаются друг с другом и, исходя из уравнения (1.1)

эти кривые совпадают.нетрудно показать, что при /--эо

Кривые 3, 4 на фиг. 1, 2 соответствуют решению системы уравмеии 
(1.14) при сохранении в разложении (1.13) двух первых членов (кривая 
соответствует функции /, (/), а кривая 4 функции /. (.')). Неснмметри» 
пая составляющая прогиба вызвана несимметричным возмущением н< 
грузки

-

(ед*. = 0,025 при ф’= 25 и -- 0,133334 при д* — 15).
11омимо представленных было получено большое число решений сист 

мы уравнений (1.14) при различных возмущениях начальных условий, 
также постоянно действующих возмущениях (начальное искривление ср 
динной поверхности, возмущение нагрузки и т. и.), которые с ви детел 
ствуют о том. что невозмущенное движение оболочки устойчиво по отв 
шению к малым симметричным и несимметричным возмущениям не толы 
при д < ф, или 7 < </«, но и при нагрузках, больших <?я. Этот вывод мо: 
но объяснить следующим образом.
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С помощью процедуры Бубнова—Галеркина уравнение (1.1) сводит­
ся к системе интегро-дифференциальных уравнении. При некоторых огра­
ничениях, накладываемых на ядро интегрального оператора, можно пока­
зать, что решение системы непрерывно зависит от начальных условий и 
правой части. Итак, на любом сколь угодно большом конечном промежут- 
к< времени разница между траекториями невозмущенного и возмущенно­
го движения оболочки за счет соответствующего выбора, например, на- 
:йльных условии^ может быть сделана как угодно малой. С увеличением 
времени колебания оболочки затухают и Л (О • const. Перенося начало 
отсчета времени в — оо и считая /, (О = const, легко показать, используя 
критерий Раусса-Гурвнца, что невозмущенное движение оболочки асимпто­
тически устойчиво по Ляпунову по отношению к симметричным возмуще­
ниям начальных условий, если </ < </.1։ах, причем </(11ПХ равна верхней пре­
дельной нагрузке для упругой оболочки с модулем упругости, равным Е. 
в несимметричным возмущениям начальных условий, если <?„ llt и
<Л><7.

Таким образом, из динамической постановки задачи следует, что не- 
шммущеяйое движение оболочки неустойчиво только но отношению к не- 
симметрнчным возмущениям начальных условий и только при <?.>*/>• <7-.. 
Полученные результаты существенно отличаются от тех. которые следу­
ют из квазистатнческой постановки задачи. Вместе с тем они не умаляют 
их важности. Дело к том. что при значениях времени /, близких к /*, на­
блюдается резкое изменение в движении оболочки, которое заключается 
=• изменении ее конфигурации ֊ оболочка из выпуклой превращается в 
вогнутую. Такое изменение в реальных оболочках происходит в течение 
долей секунды и не случайно поэтому получило название «хлопка». Для 
правильной опенки работы сжатых вязкоупругих оболочек необходима 
фиксация времени «хлопка». Принимая во внимание тот факт, что масса 
реальных оболочек мала, а также то, что траектория движения таких обо­
лочек с момента нагружения до момента «хлопка» мало отличается от тра­
ектории движения оболочки без массы (при отсутствии инерционных сил) 
естественно принять в качестве критического времени время которое 
определяется при квазистатнческой постановке задачи, как время «хлопка».

Обсуждаемые выводы относятся к случаю, когда симметричная и не­
симметричная составляющие прогиба оболочки описывались соответствен­
но одним слагаемым. Использование большего числа членов в разложении 
прогиба (1.13) приводи՛! к изменению количественных характеристик дви­
жения, но окончательные выводы относительно устойчивости оболочки 
ост,потея справедливыми и в этом случае.

Для Сравнения на фиг. 3 показаны графики изменения (О (кривая 
1) и /. (•'). Л (՛) (кривые 2. 3), соответствующие выражениям

и» (/, х) ~ !\ (П sin ֊ х

и
■к 3՜

w (/, -v)=/i(/) Sin у X 4- /Д/) sin — X
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Геометрические параметры оболочки и ее материала приняты теми 
что и ранее.

Из фиг. 3 видно, что учет большего числа членов в разложении 
пни ££’ (/. х) приводит иногда к значительному различию в траек՛ 
движения панели, на что обращалось внимание в работе [5] при ре 
задачи в квазистатическон постановке.

ԱՌԱօԴԱՄԱՈՈԻՑ!’’։ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ԵԱՅՈհՆՈհԹՅԱՆ ՀԱՐՑԻ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

Վ. Դ. Պ11ՏԱՊՈՎ

Ա մ փ Ո փ ո ւ մ

Հավասարաչափ բա՛շխված ընդլայնական բեռների ագգեբութ յան տա 
գտնվող երկարացվ ած գլանային թեքավուն պահերի օրինակով հհտագոտվոս 
է թ աղանթների կայունությունը, որոնց նյութը օժտված է օահմանափակ սոգ 
րի հատկությամբ։ Դիտարկվում Լ սկզբնական պայմանների սիմետրիկ և ան 
տիսիմեարիկ գրգռումների և մշտական գործող գրգռումների նկատմամբ պա 
նելի չգրգռված շարժման կայունությունը։ Բերվում է կվադիաոատիկ հ գինս։ 
միկ գրվածքների գհսլրում խնդրի լուծման ւսրգյունրների համեմատում։

ON STABILITY OF VISCOELASTIC SHELLS

V. D. POTAPOV

Summary

The paper deals with the stability of shells from material 
property of bounded creep in the particular case of sloping length 
cylindrical panal effected by uniformly’ distributed lateral loading. 
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stability of undisturbed motion of the panel with respect to symmetric 
and antisymmetric perturbations of initial conditions and to constantly 
acting perturbations is studied. The comparison of the results for quasi­
static and dynamic formulation of the problem is presented.
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