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ИЗВЕСТИЯ А К А Д Е М И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
иьРЩ^Г Механика

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКА.
ОСЛАБЛЕННОГО РАЗРЕЗОМ

ЕНГИБАРЯП Л А.. МКРТЧЯН А. М.

Рассматривается плоская контактная задача для упругого однород­
ного прямоугольника, лежащего на двух жестких опорах. Прямоугольник 
ослаблен разрезом, выходящим на свою границу со стороны опор. К пря­
моугольнику приложены нормальные нагрузки, прижимающие его к опо­
рам, а также растягивающие нагрузки, приложенные перпендикулярно .< 
ра .резу. Задача решается методом Фурье и при помощи преобразования 
парных и сингулярных интегральных уравнений сводится к квазивполне 
регулярным системам бесконечных алгебраических уравнений. Коэффи­
циенты этих систем представлены в удобном для вычислений виде. В фор­
мулах для напряжении выделены особенности. Приведены числовые при 
меры.

Контактные и смешанные задачи для прямоугольника рассмотрены 
авторами [1—8] к др. Наиболее близкими по методу решения к рассматри­
ваемой здесь задаче являются работы [7. 8]

I. Упругий прямоугольник. занимающий область - ' л >" 
О у <16 (фиг. I). расслаблен прямолинейным разрезом длины / и на уча 
стках (—с). (с<д<4/) лежит на двух жестких гладких опорах
По всей границе прямоугольника вис 
опар заданы напряжения. 11редпола- 
гается, что по всему контуру каса­
тельные напряжения отсутствуют. В 
силу симметрии задача решается для 
правой половины рассматриваемой 
области при граничных условиях

зу(х, Л)=/(х)

ос
-Г £ Д cos А'.Т, (0 < Л- < “)

к֊ 1 Фиг. 1.

У) Цу) = -т- + X h cos /А у (0 < у < 6) 
֊ X—1

\,(°> !/) = S,(-.!/)= °. (0<.У<6)

•лу (*» °) = (*» *) 0. (О < X < -)
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^(0,1/) = 0, (0<^<7)

и (О, у) = 0, (/ < у Ь) 

о„ (х, 0) = 0, (0<х<с), (</<х<п) 

V (х, 0) = а (х), (с *<</)

(1.2)

(1.3а)

(1.36)

Вводится неизвестная функция О (х)— искомое контактное напряже­
ние. Тогда условия (1.3а) и (1.36) заменяются условием

и,0) = Г(г) (с<։<'7'
|0 (0<х<с) и (</<х<*) 

(ООО)

«О . * .—------ \ а.саякх
2 4^1 ‘

(1.3)

Функцию напряжений, удовлетворяющую бигармоничсскрму уравне­
нию, представим в виде [1]

ОС
Ф (.г, у) — </хх" — <Ву' -р ^[ЛГ’сН ку 4- Вк $Ь ку 4՜ ку (Сл’сЬ ку 4՜ 

4-։

4՜ /3? зИ ку) ] сое кх 4- У [Л*' сЬ 3*х В'к՝ $Ь Зд.д- -«- 3<-х (С* ՛ сИ 3*х-| 
к-1
4- />12’ бЬ ®лх)] сое $му (1.4)

Удовлетворяя условиям (1.1). ( 1.3). используя известные связи функ­
ции напряжений с напряжениями и перемещениями, для определения ко­
эффициентов разложения ( 1.4) получим

ь ■
2<՝ = "Г՝==‘тИ")^’ 2^ = -7֊ = у- = -7р(х)</х 

и о
А* ։Н=*А Л1’: = (кЬ + кЬЛ кЬ) П՝> - (։Ь А-Л 4- АЛсЬ кМХ["

Й?։п Л1” = (?4г -г Л ?»֊ сЬ ₽4֊) ГР’ - (вЬ ₽4я | сЬ М Л’”

А-Й1՛ =- к-с2՝= - Л(1), ??Й”= -9»Й”= - П1” (1.5)

УГ’сЬкА

Й։Ь=14-О։г, = ХР П։”сЬ?։г

При этом У/'1, Х1’} определяются из бесконечных систем

х<1> (1 + л/;") = у (-1)4" [( 1Г1 *<?|+ гИ + /„
4-1

у;»(1 р ^'>) _Л«>Л1У> = V ай[(֊ П’Л'” Л(”1 ֊ а, (1.6)

Х;2)(1 4֊ 4֊ Ук11] 4- /р
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Здесь использованы обозначения

jl) _ tfkP'
"k *(/>24-Й)г’

yV u) _ pbchpb sh pb 
sh՜ pb

jV/n> — exp (—pb)
shz pb

Условие ( 1.2) сводится к парному

,m_ 4(-l)*Z#
*(M)։

v (2) _ ch ։%n -f- sh B„r.
’ ( ’

Д/(2> ~ Pj»^ 4-sh Pp^exp (— 3,R)
sh2&>«

тригонометрическому уравнению

у [(1 + MP) Yp- N^XP] cos fry = 2<4 + 
fc-l

+ Sltfl?։(irf-W"?,(t-s)] (0<y<“) (1.8)
к -I

4՜ У к՜1 У--2, cos fay = 0» (a < у < T.) 
к -1

где

Чь <У)= -]֊; I ch ky — -^—7;—— ֊ к (b — y) sh ky 
sh kb | sh kb

(1.9)

Решение уравнений (1.8), следуя [3, 4], сводится к системе алгебраиче- 
ских уравнений для определения }\՜

rt” У (ом1 И” + Ь՝^' CnplX'e" -I G;?r,!*4 -f- 2rf։z։ (cos 7) (1.10) 
я-1

ln/cos-1 ) = 4-Е P y^'jZ^cos^)-

4--^-V P 1 (cos -r)-k (cos7)] (cos7)֊P (cost)]}

(1.И)
Здесь

оа=֊4Л(7). iS!=֊^%(7). с^. ±х\г՝м it
Cpl’ = — ֊֊ k[k (t), lPk (-)= ( yh (cos 6) yp (cosO) tg db (1.12)

6

^V (f) = ( Z= (dri) y. (cos 5) tg db
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К\ь (1) I //-(cos 6) yk (cos G) tg -J cfi 
(I

; = p--; " = -T^ ։/*(cosO) = P* i (cos G)-h P* (cos 0)
t. b

zk (cos G) Pk_։ (cos 0) — Pj. (cos 0)

Pa-(cos 0)— полиномы Лежандра, a /„: (cos 6), //Heos 6) и другие спе­
циальные функции исследованы в [3, 4]. Они имеют следующие ин­
тегральные представления:

L (cos 0) =^J с
(х) cos (х/2) dx 

I COS Л- — cos G

_  (|
-J֊,, л. 2V2 (’?:(-֊ x)C0s(x2'Jx

Н (cos 0) =------- I — -7=-- =֊^----
~ J | cos х — cos У 

о

K(cos0) -1—

Р (cos0) = 2l^-^ 

о

-rr. 21 2 f < (x)sin(x/2)</x
A/-:(cos0) =-------I z

- J I cos x — cos 'J 
0

sh :x sin (x/2) dx
I cos x — cos 0 

о

T, , 2| 2 f >;(-֊x)sih(x/2)</x
- J | cos x cos 'J 

1'
о 

sin : (~ x)sin (x 2) dx 
V cos x — cos Ь

՝՝' (■*)— ֊-֊— I sh ;x + S^' ---- — ?(“ — л) ch ix
sh | sh

Полученные бесконечные системы (1.6) и (1.11) аналогичны пи 
структуре системам, исследованным в работах [3, 41, где, исходя из асимп­
тотических поведений при больших ; функций (1.13) и полиномов Л-- 
жандра. показана квазивполне регулярность совокупности бесконечных 
систем при свободных членах, стремящихся к нулю.

Вторая система (1.6) в качестве свободного члена содержит коэффи­
циенты Фурье о* пока еще неизвестной функции - (х).

Для определения 3(х) удовлетворим условию (1 3 б).

v(x, 0) = а(х); (c<x<^rf) (1.14)

в



Подставляя (1.5) и (1.6) к выражение (х» 0)» после преобразований 
получим следующее сингулярное уравнение:

2sinx C =EgM + arM (c<x<d) (1.15)
я J cos у — COS X

где

О (х) - 2 £ (а* + У1'")™кх (1.16)
к 1 к

Решение уравнения (1.15) при помощи формул обращения [9] приводятся 
к виду

| (cos у — cos d) (cos с — cos у)

X | ֊ — Г । '<cosc֊co.s /) (cos t - cos rf) [Ei!, (<) + e, (<)] dt +Л 1 (1 17) 
I 2՜ J cos / — cos у

c

Из (1.3) следует, что

6 а
ak — — | з (x) cos kxdx, -֊^ Ло =r — Jo (x)</x (1.18)

c c

Подставляя (1.17) в (1.18), с учетом (1.16) получим бесконечную 
систему для определения ак

= S ( -1֊ 2АП 4- Gk (1.19)
/>—1

где

Лм = л [у (x-OU-ß) л (() dt
sin (arc cos 0

?
u

/ (A C[cos (& arc cos v) ~ cos (Z: arc cos/)] c/u
X .! I (a— v)(v—3)(o — 0

՛ «_____________ (1.20)
?. £ f I (’-<)(<-?)?' (arc cos /) Jk (Z) dt

~ — I -----------------------------------------------------
J sin (arc cos t)
I'

•X
r 1 Ceos {k arc cos v) dv o .I i = — I . » a = cos c, p = cos d-Ji (a-v)(v-P)
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Система (1.19) квазивполнс регулярна, так как

£|Дм|. П. G„ 
р-1

при возрастании номера к стремятся к нулю, как k ' ' ■ Следователь­
но совокупность бесконечных систем квазнвполне регулярна.

Коэффициенты бесконечных систем (1.6) вычисляются элементарно, 
а коэффициенты системы (1.10) представляют собой интегралы Ломели [4] 
от специальных функций, причем эти функции вычисляются по рекуррент­
ным соотношениям иля из быстро сходящихся рядов.

Для вычисления интегралов, входящих в (1.19). удобно представить 
,. „ . . sin (п аге соя х)полиномы Чебышева cos (п arc соя х) и---------------------- в следующем

sin (arc cos х)
виде [10]:

cos( п arc cos x) — cos n— >
2

n֊t xri sin — n — 1 ------- >
2

/» + 1
2

(1.21)

и пользоваться значениями интегралов

С(х ֊ ?)S-‘(a-x)'-Jx’\/x = (а- ?)*°-’ Л (О, Л) г х 

?■

ХГ(-т, О, О J-/, (1.22)
> ? f

В нашем случае а, О, /. — вещественные параметры

1 3
— ’ <Га, 3 <Г 1; 0, > — —> —; т 1, 2, 3. ... 

2 2

Таким образом, вычисление и Г*, приводится к вычислению ко­
нечных сумм си полиномов вида ( 1.22). Например.

г«= Н)։ S ->im, 2.. ։, а_т2'\ р.гз)
тп! (1;2]т \ 2 ? /

Контактны«՛ напряжения представлены в виде выражений (1.17) < вы­
деленными особенностями (1.17). Нормалы, е п< пряжепче на :апи л ՜ 
вне разреза преобразуется к виду

0.(0. г.) ---- 1 I 22^ sin ֊-<։>(>.՛■, (z.,<T,<n) (1.24)
2 | cos *J։ — cos t( 2 2

где

8



R 4d. + V |[ N^X?’ - M? Y'!']y (cos .,) + 
/>-։

+Z,։I’£։(COS VJ,) - (cos Th» (1.25)

Ф(Ч)= У Hp[A/P3,r',|-<%(”lzJcos'J)֊b 
p-i J

4i
֊•-։[?//. (cos 0)-}-A?: (cos С) ] Л)?՛— : [/V (cos 6) -

+ 7>; (cos 0) ] Kp1’} ctg(e/2)rfli_
I COS 0 — COS -I

T, - 
~~b

В качестве числового примера вычислен R—коэффициент при особен­
ности у конца трещины для одного случая геометрических параметров 
рассматриваемой области, то есть

»« = ». 6-», /»-L, с = ^.. d = ^-
•d £ э

и пяти случаев приложения нагрузки:
1. На прямоугольник действует нормальная сжимающая нагрузка по­

стоянной интенсивности р. на участке — а<х<1а.
2. На участках —п<х<— 6, и &,<х<л действует нагрузка 

=֊/>..
3. На участках —&։<х<—о, и а,<1х<^Ь1 действует нагрузка 

«7 = ~ Рк-
4. Прямоугольник растягивается постоянной нагрузкой о., - ф,, при- 

ложенпой на участке 0< у<
5. На участке I. < у -< Ь действует нагрузка «тт = ф,.
Значение /? для каждого случая в зависимости от длины участка при­

ложения нагрузки приведено н табл. 1—5.
Случай одновременного действия прижимающих и растягивающих сил 

получается простым наложением. Соответствующим выбором интенсивно­
стей в местом приложения нагрузок можно получить растягивающее или 
сжимающее напряжение у корня разреза.

Например, как видно из табл. 1, в случае прижимающей нагрузки — р. 
у корня разреза получаются растягивающие напряжения R ’> 0 при 
”/8 < а 5” б. При сжимающих нагрузках <22<О, действующих на 
боковой поверхности |х| = п, R <0 (табл. 3). При одновременном 
их действии суммарный коэффициент R при любом |ф0| = |р, | отри­
цателен. При различных />2 и ()., возможно как растяжение, так и 
сжатие.

Когда
R > 0 при р2>2,4 Q.>

R = 0 при р., = 2,4 Q2

А?<0 при <2,4 Q.2
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Таблица 1 Таблица 2 Таблица 3

а /?/Р0 Ра ь> Р/Р, р. л Р (?о <?0

г. $ 3,5105 Рг/8 ?./8 -0.5434 7Р։18 «■8 3.6053 0. 8
г. .'4 3,0879 Р^А -/4 1,0783 ЗР3'4 г., 4 3,5169
г./2 1,9770 Р22 ";2 2,0482 Р3/2 ֊,2 3,1929 & 2

2г./3 1.2039 2Р2֊'3 2г./3 2.5146 Р3з 2?./3 2.9097 2()^
5.֊ 6 0,4971 5Р,/6 5к 6 2.7001 Р2)Ь 5.֊-6 2,6192 5О»^6

•• -0.0356 Р2 • • 2,3659 (?3

Таблица 4 Таблица 5

/։ Р/<2о а։ 6։ А’ Р„ Р.

г.,. 8 2.1888 7<2з/8 П'4 2.6559 Р48
-/4 1,9822 З(?34 х/8 П

 :։ 1,4630
0.66/4

3/\.'8
13Р, 24

к/2 1,5384 0з.'2 5г-,6 -0,3500 17Р։ 24
2-3 1.2784 <2э/3 «.’2 0.8657 Р,'4
5г./6 1.0990 <М6 п/4

Сп
 К

З 
_:
։ а о՝

0.0735
-0,6179

5Р4/12
7Р4 12

2-13 1.1154 Р.,'6
5г,-6 1»6677 Р4'3

2-/3 и՜
•л -2,3317 Р4;6

В случае, когда сжимающие напряжения приложены по краям горя 
зонтальной кромки. /? <С 0 (табл. 2). Складывая это значение R со зна­
чением R для случая растяжения по боковым краям (табл. 4). заметим.

что когда -,‘8 < Л 5-/6 и р1 = (?3,

Л?>0 при ; у

9- 5-
/?<о при б։ = —; — 

о 6

При различных р2 и нетрудно
установить соответствующее соотношение Рз'О» при котором А* — 0. 

При численных расчетах в бесконечных системах сохранено пятнад­
цать неизвестных.

Отметим, что при р. (х) — 0 получаем решение задачи для прямоуголь­
ника. ослабленного внутренним крестообразным и двумя выходящими на 
кромки разрезами (фиг. 2).

По-видимому. такая задача рассматривается впервые.
11ри частных значениях геометрических параметров с = 0 и с - 0, 

■ I = я получаются решения задач, ранее рассмотренных в работах [7. 8].
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ԿՏՐՎԱԾՔՈՎ ԹՈՒԼԱՑՎԱԾ ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՀԱՄԱՐ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ

II Ա. հՆԴ14>Ա|»:$ԱՆ. Ա. Մ. ՄԿՐՏ93ԱՆ

Ա մ փ ո փ ո I մ

I երկու կոշտ հիմքերի Հր“1 դրված աոաձդտկան ուղ­
ղանկյան համար հարթ կոնտակտային խնդիր։

Ուղղանկյունն ունի ներքին կողմի վրա կտրված ր և րեսնավորված ' 
ն/էրմլպ ումերով։

^ույղ և սինդուլյար հավասարումների օգտաղործմտմր խնղիրր բերվում 
I, գծային հանրահաշվական հավասարումների րվ աղի չի и վին ոեղաչյար Հա­
մակարգի։

Դիտարկված է թվային օրինակ։

CONTACT PROBLEM OF A RECTANGLE WEAKENED 
WITH SLIT

A A. ENGIBARIAN, A. M. MKRTCHIAN

Summary

The plane contact problem for an elastic rectangle laying on two 
rigid supports is considered. The rectangle has a slit on the supporting 
edge. Given normal loads act on the rectangle.

By means of transformation of dual and singular equations the 
problem is reduced to quasi quite regular infinite systems of linear 
equations. Numerical example are presented.

ЛИТЕРАТУРА

I. Абрамян Б. .1. К плоской задаче теории упругости для прямоугольника.— 1IMM. 
1957. т. 21. вши. I.

2. Чобаккн К. С Га.ирахн II. О. Решение одной контактной задачи для упругого пря­
моугольник.!.— ПММ, 1966. т. 30, нып. 3,

3. Баблоян .4. Л„ / унксчян Н. О. Об одной смешанной задаче для прямоугольника.
Изы. АН АрмССР. Механика, 1969. т. 22. № 1.

I. Баб.'.опп А. /1., Л/крТчям /1- .V Смешанная задача дли прямоугольника.— Изо, АН 
АрмССР. Механика. 1972, т. 25, Ла 2.

5 . Боои О., //пд Я- Растижеяне прямоугольной пластинки < трещиной на кромке 
ИМ. 1965. т. 32, № 3.

6 Нахжйн Е. .1 . Нуллср Б М. Об одном методе решения Задач теории упругости 
для полосы, полуплоскости н плоскости, ослабленных периодической системой 
щелей.-Нэп. ВНИНГ, 1975. т. 107.

7 БабЛоян А. /։., Мкртчян А М. Рапноиесне прямоугольника, ослабленного кресто­
образными разрезами.— Изи. АН АрмССР, Механика, 1974. т 27. № 4

8 . Енгибарян А. А.. Мкртчян А М Некоторые плоские смешанные задачи для пря­
моугольников с трещинами и со штампами.— Изо. АН АрмССР. Механика, 
1979. т. 32, № 4.

°. /'.-XVI. Д. Ф. Краевые задачи. М.: Фязматгиз, 1963.
10. Градшгеин И. С., Рыжик И. Ո. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведении. 

М.: Фызматгкз, 1962,
Институт механики АН Армянской ССР Поступило в редакцию
Ереванский зооветеринарный институт 29. VI. 19Ց2
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С. С Р

XXXVI, № 6, 1983 Механика

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ БЕСКОНЕЧНОГО 
СОСТАВНОГО КЛИНА

ТАДЕВОСЯН Р Г.

Г. В данной работе рассматривается плоская контактная задача тео­
рии упругости для двух усеченных клиньев из различных материалов, ко­
торые соединены так, что образуют бесконечный составной клип с двумя 
угловыми точками. Линия раздела материалов двухзвенная ломаная 
(фиг. I). Аналогичные задачи для однородных областей, имеющих до-

Фиг. I.

вольно сложную конфигурацию, 
другим методом были рассмо­
трены в работах Нуллера Б. М. 
[5-6].

Пусть Ег, */։ — упругие по­
стоянные материала в верхней 
части рассматриваемой области, 
а Е2, в нижней части.

Принимается, что по лучу 
О«С материалы сцеплены друг 
с другом

(О .(«1 .г*», •<֊. = -г.
иа> — и'1', г‘”= и‘։> <1Л)

Здесь индексы 1 и 2 соответственно относятся к верхней и нижней 
частям составного клина. На лучах О,А и О։В заданы внешние нагрузки 
в виде функций

«?>=/». <*=1.2) (։-2)

Задача решается для двух случаев условий на отрезке прямой О, О .

Задача 1. По 0,0, между материалами имеется трещина, берега ко­
торой нагружены по закону:

^=4 = (4=1,2) (1.3)

Задача 2. По отрезку 0,0, между различными материалами и.мее; 
место полное сцепление

□<;) = ,<Д 4’ = ^, и(1)=и(7), И(1,= 02’ (1.4)
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Как известно [1], решение плоском задачи теории упругости сводится 
к определению функции напряжений Эри из уравнения

VVF=«O (1.5)

при условиях ( 1.1)—(1.4).
Введем две системы полярных координат (/,. ц ) и (г.. ц.) с центра­

ми соответственно и точках О. и О:
Решение поставленной задачи ищем и виде суммы интегралов Мсллп- 

на |2|

/ =-у/՛»(/•», у ( *ы*. 0*6)
л-i 2”/ --ij

L.

Здесь Чп) — регулярные внутри углов О бигармоничсскнс
функции, удовлетворяющие дополнительным условиям ил отрезке 0,0 и 
содержащие четыре произвольные функции, выбором которых можн < 
удовлетворять любым граничным условиям на сторонах угла (X (п 1.2). 
Лп — прямые, параллельные мнимой оси $ = е» /у ( — С 4՜ ): 

с~ 1 <сп<0, i<l, ?х = т։. ?։= ?J-r.
В (1.6) функции Ф„ удовлетворяют следующему уравнению

фГ'-Ь:2(։,+ 1)Ф114-(։։ Н’Ф. = 0 (1.7)

Каждую из функций Фл определим следующим образом

- |ФП։($, ? ) в обл. 1
<Ms, <?J = ? (1.8)

|ф*з($, ?„) 8 обл. 2

Поскольку функции фл) удовлетворяют условию (1.5). функ­

ции Фл։. ($, <ря) должны удовлетворять уравнению (1.7) и поэтому они 
должны иметь вид (п, k = 1. 2)

Ф«л($, ?„) = -4nA cos (s — i)?. -Г 5,i sin is — 1)?„ 4-

֊1 C«*cos(s- 1)?я4-Aasin(s - 1)?, (1.9)

Из (фиг. 1) следует, что углы фв изменяются в предехлх:

при k = 1 0 <^©։-С &и, &։։ •< «. — п < 0 (верхний материал)

при к = 2 Ojj < ?| <0, 0 <*fj — п < fJ։i (нижний материал)

При этом имеют место следующие неравенства:

o?։-ox։>z, б։։֊5։։^2- ой-о„-2« (i.io)

Известно [1], что напряжения а՝“’, з</', отнесенные к поляр­
ной системе (rn, <pzi), выражаются через функцию /■' формулами
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Потребуем, чтобы каждая из функций 1'г,(г„1 '■?„) удовлетворяла допол­
нительным условиям на отрезке О.О:.

2՝. Залача I. Сначала рассмотрим первую 1адачу, то есть случай, к:.; дч 
на отрезке 0,0. имеется трещина, берега которой нагружены по зако­
ну (1.3).

Выбирая функцию Эрн в виде (1.6)—(1.9) и удовлетворяя условиям 
(I I), (12) и (1.3), для определения неизвестных функций .4Ч( . ($)г 
.... (•>՝). входящих в ( 1.9), после ряда преобразований получим следу«՝.
щие соотношения:

А\к-гС\к—а 5 Уд (5), Аы- 4- С’зь О

(։-1)Дд + (։ е1) Д։^=а'։-74(։), (։ 1) &, + (։ + 1) О» - О 

Си«и — Ои№ — а’.։' [%и —/։соз(։ — 1) би — й,։։п(։ 1)6и] 

֊ СиЗй - Ри»и а’ 5 ՛ [ ։ и +Д։1п (։ — 1) б։*—*и]

С։։>;-о7;& (С^-адам-ь՛«'։^, (2.1)

֊ (Сп 3,4 1- £>»*«) + (С3„й,+ ОъЪ.) ֊ ( -1 )”■<>■ <' к,

£, |£. (С^Й - £Ы$Э- - О?,„??„)] = ( 1Г <.'£,£< =Х„ 

- £. [АД (Сг*в21 £>Д-Ь) - £'* <сД„ !֊ о^)] ( -1 )таЕ,Е.։ ՝ Г„

Из соотношений (2.1) старые неизвестные Ся* (*) и О„к(&) выразим 
через новые ЛЛ*($) и >'•.*($՝:

?Ск-Д]Х) = а’[Хиь*й — (Д Лц4* £АСц))

^^\к,= а [- У։4хй֊( АС* 5Г*>]

сСзлДо == о' \ХпМ-Гь -г 4- Х220м т К2г?^]

= а 4֊ Г31Ш 4- Х22РГк 4֊ Гг2ОА] (2.2)

Здесь введены следующие обозначения:

Ет МЪ (=) = ± (-1)" (£т«йо; - Е^п)

('>) = {— 1)Г‘ (Ет и?* от 4- — Е&кЧт)
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E.EkQ^ (S) = - (-1)" [£* (a?* 4 tea;) - E, Em 4L]

Е2ЕкРп (B) = ± (֊If [£j (Й - aiC&.) ֊ EzEm?2kL,]

r>\k) =2(sin2*0jt + csin-Oj*)

«Л (։> 0„*) = (1 4- •'*) «Л + 4 cos (B 4- 1)

?Л (В, 0„*) =э(1 4 vj $nk — 4 sin (; 4- 1).0л>

«й($. 9«i) -UI + =) [cos(; — 1)&„* - cos (B 4֊ 1)°«J

&(’> 6nJk) = (l ± :)sin(:4-l)0^4-(l 4 B) sin (B - 1) 0„4

C„’i(;, $„i) — (— 1)" (sin2B9rt* Bsin2G„i)

4Л* (;, 02fc) = A։ (B, 6?*)

^.(5, W (l֊F\)C֊4(14֊vA)sin2^ I 4

<'i (։> 5«) = (14- \)A* — 2 (sin2 cO?A ± csin’^)

г = (1 4֊ v։)/£\ - (1 4- >а)/£2։ = ^Ek, (lc + т-з-, к, n 1, 2) (2.3)

Ai' (։, 9ji) — 4 (sin4Gu — $2sin2%jt)

A։G. ад = 4 {[£(14- v։)-£։(l 4֊^)J[^A> x

4- 4(Дг sin2՛: — Д2 sin2: 02x/£.)| 4- 4 (E\ Д. ՛£ 4՜

— 8 (cos2՜: sin : 62։ sin : 022 — ;2 sin՜'92t)(k — 1.2) (2-4)

co co

gkW = a ՝ gk(rl)r:idrl

Q
co

Gu(S) = a ' ^։4(rl) rjrfrl (2.5)

о

Улк (5). входящие в (2.1) в (2.2), бу- 
дом определять из следующей системы сингулярных интегральных урав­
нений:

Ляк (s) = (5) 4֊ Хгт (;) А'Д2>4- Г₽1 (;) 4֊ (;) Ktfj di -

К

= £n*(s)

/J:)=a ' I/А И q</r։, 

и
ОО

/Ги(0=а՜' /н(г։)г;-(/Гр 

о

Неизвестные функции Хг.а (s).
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Ka(S) X«(:)A^’4 )>(:) A^֊ r^(')A7fV;

h

= бм($) (2.6)

(n, k = 1, 2: л 4֊ ~ 3; к -f- m = 3)

Здесь ядра уравнении имеют вид

w՝<«. =։ *й’ («> у. (1 --1 8)
2-М„ (;, М

#(s, ;) эйлеров интеграл первого рода,

SnA = z֊|&nAl, ^х(-1)-*‘։р4=^-(-1)’ 

а функции £'/'? (.<?, :) определяются формулами

- «uA/zt — А'Н'= ®|AQ24—

A'jl = Я1аЛ’.'Л Йл'-’Ojt/Vi — ?uQj:k

rf?=(-l)/l[^Z։-(;, 1)]

*Vi ??--= (֊ 1)' 1 [*М~ (‘, 1) 3.JiZz+ (*, 1) I 

1 ///+■*> 1 (i /</) 
A.K- *----------- — kin > k\\ —----------—- k\\

s — 1 j s — 1

4'= (֊ D' ' l^Z. (։, E. (1 I- (։, Et (1 + ,,)/£ ) 4-

— 427(։,£,/£,) cos(s-!)։., +4r/( (5, E,JE,) sin (s — 1 ՝ *։i) (2.7) 

f,(l -М/£,) + й/,' £2(1 -b)IE. >4-

~ Л.Н: £\ £,) cos (s-}-l) £2։ 4Z,’ (;,£■«/£/) Sin (s f 1)t^]

ki"’[M' (5. £։(1 + >,)/£,) + £s(l + ».)/£,)-

— 4Z,՜ (;, E^Et) sin (s -f- 1) s2J 4- 4Л7/ (5, £2/A՝f) cos (s n֊l) e2t]

^•б!=( £։(1+՝-,.)/£,•

— 4Ht (i, EJEi) sin (s -r 1) e2l — 4Z, (5, E^E,) cos (s 1) =21j

z? (<, 6') =- U^k(z, 0n.), Z/r(5, U) ֊ №(H, Ou), (/=1 4; /, k I. 2) 

где U — скалярная величина.
Свободные члены системы (2.6) выражаются через внешние нагрузки 

следующим образом:
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64։)-- - гА։;л(г) + я;;Л(5)]</5

z, 
г _ _ <2-8>

Gu- (s) - j[FS'f. (;} 4- FSf2 (<) Fg^ (։) 4- F^2 (;)j ,7-

(* = 1,2)

a F\i и Gu- выражаютси по формулам (2.5).
Здесь

<s’ = o(SAW/’ r,՜» — Z’‘” (s' 5)’ <’ = 1 :’S)
2~/Д։ ЗД

где

/^ = (-1Г‘[costs (;, l)4֊$i4T(c, 1)]

/J/i^4“l)'‘4sin(s-l)s31-a7’,Z1-(;. (;. 1)]

/,՝/ = A </ = ։ 4) 
S — I r/<3„

/й’ = ( 1)' | - F.. (I +֊ *.)/£, cos (s — 1 ) e5l - ^Hi (5, E2 (1 + *,.)/£, ) —

- ₽2,i E, (1 - v}/Ef) +4НГ (:, £2/£;) Cos (s 1) s9l 4~

4- 4Z,՜ E*]E, ) sin (s l)es։]

/£ -^ (-!)՛[֊ £=(1 l-\)/£.sin($ 1)=-l4 (1. £2(1 ֊՝4)/£,-)4-

■ ?2iM՜ (;, £t(14 \)/£. ) +4Z,"(;, £j/£/)cos(s4- 1)£я -

— 4/Y. (:, Ег՝'Е,) sin (s 4-1) -jj]

/й",) = (- 1)' '[£:(l + v.V£-,sin(s֊l)։jl (5, £:(1 »,)/£,)֊

^\Zi £a(l I vj.'£;) 4՜ 4H? E^E,) sin (s 4 1 )s3J 4՜

4-44' (;, E,]E<) cos(s 4՜ 1)4x1

-֊= (֊ 1)'’ ‘ (֊ £2 (1 4֊ v,)/£, cos (s - 1) en -

-Й4՜ (?, £5(1 +-\)/£. )4֊4M r(t £^(1 4 4)/£a +

4-474/ (:, £,/£;) cos (s 1)^214 4Z,՛ i'-, /%/£•) sin (s r 1) '4j]

U)= USa (;, eJA), Hk (;, U) ~= UCii.1^ Ou) (2.9)

(7= 1, 2; j -- i 4, U скалярная величина).

2 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 6
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В (2.7) и (2.9) з;х, зависят от s и а остальные функции 
— от ; и 0„t.

После решения уравнений (2.6) нормальное напряжение сг на от­
резке O։O2(ft“f2֊ 0, г։ г2;= а) »напряжения зв и -ri на луче 
ОйС в силу (1.8), (1.П) и (2.1) будут определяться соответственно 
по формулам

- — J.k (гх)----- — i f—) — ДЛ’.г— gkCk ][A? | di
r.i J \ rx /

II

у-'[ХяЛ&+ YaNn^X„Qb AJ ՝<fi 

£,

О--.֊- — \(— V ' I A„ (4։,, - B?„) ■ yu (4?։, + B>:,) ֊
2~i .1 \ rt / 

II

֊А(4ВП гЗС!,-а?М֊)-71ИСТ-В5„֊д';"В >][aV’j 'd\ +

՛■- -м«т -

I,

+ X:; (»ijQj։ — frifti) — YK(»21 -p2i — л.чСЛз) 1-^2 di

(A-= 1,2) (2.10)

Здесь введены следующие обозначения:

А (;, «Рр Ф..) = (: ± 1) cos[(; ±l)h 2 (?-.—??] (1 l)cos(: l)f։

В (£»'fit = (£ l)sin[(i± l)f։—2(?£—т։)]—(1 l)sin(;±l)f։

4(;) = Л -A , 5(;) = [(Г-1)5 -(: 4-1)/? ]/(;-!)

_ _ — / /'„sin «> \
r,.sin?p - r, sin ‘sn - 0, > aretgf ---------<n 1 P = 3)(2.11)

\ r cos f — I / П ' Л

Функции и 32J зависят от координат точки, где вычисляются 
напряжения, а остальные функции — от геометрических параметров мате­
риалов. Аналогичным образом можно получить формулы для остальных 
напряжений.

Интегралы, входящие в (2.10), легко вычисляются по теории выче­
тов. Например, если на границе тела вдали от вершины О, действуют 
сосредоточенные силы или моменты, то. как следует из (2.6) и (2,10). нор­
мальное напряжение “г на отрезке OtO. и напряжения на луче ОС будут 
выражаться в виде суммы четырех степенных рядов типа 

a f £ 

ft“J(R«5nfe<0)
(k- 1, 2,...) (2.12)
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где ш корни целых функций А?’ и Д2 и а/г։>> 1. а гг> 1. Если 
и п,г2<4, то и выражении (2.12) для контактных напряже­

ний будет отсутствовать второе слагаемое, а первая сумма будет 
справедлива при Йе?„л 0.

Коэффициенты С1։>, С!/'1, «/;?' и с/,,՜' определяются из соотноше­
ния (2.10).

Если из системы (2.6) исключить неизвестные Х.^-, Храх, Урк, 
УРг.. то в результате для определения функций Хл, Хпт, )"„<?> К™, 
получим две независимые системы регулярных интегральных уравне­
ний Фредгольма второго рода. Такие системы интегральных уравне­
ний были получены в работах (2- •։]. Здесь эти уравнения выводятся 
аналогичным способом, поэтому п работе они не приводятся.

Систему (2.6) можно привести также к решению бесконечных систем 
а.м спраичесхнх уравнении. Действительно, если представить неизвестные 
функции в виде

Х,»(Е)-Г(1-г;1 УХ'гЙД:), УпА(-) = Г(1 -;)У ГЖ(=) (2-13) 
г] ~о ч —и

(п, 4- = 1. 2)

то для определения коэффициентов разложения (2.13) получим

СО

Лпк С У ) Л,.; - /!;.*, 2 Лр> I Яр*. 3 ) ;,| |)й] Гя(. /
о -0

(2.14)
«Г = 2[л’“ЛХ*Г дйгЛу,’,” №№'•] - с.,., 

в-|)

где Г(:) — гамма-функция, (:) — многочлены Эрмита,

ДЙ1" = ( !)'*'[ 77,(1)г (■;-5) ехр((։֊-<։)=)«/«/£

Ь!>

/п*,/ = (—1)Г '/ ( ($) Н{ ($)ехр (15 — с)2) Г՜' ($ — 1) с/в

Ол*.! (— 1/՜1/ 1 Спк (з)Нг ($)ехр (($ — с)") г ‘ (>' -1)(/5
4

(7 = 0, 1,2,...; п, к= I, 2; л -г р к-- т - 3)

Отметим, что бесконечные системы (2.14) могут быть и нерегулярны­
ми. Однако, как это было указано для системы (2.6), здесь также путем 

исключения неизвестных коэффициентов ХРГ, ХРт> УРГ, Ур™ для опре­
деления остальных неизвестных XУ,^', У,\1' получаются две
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Независимые регулярные системы алгебраических уравнений. Ввиду 
громоздкости они здесь не приводятся. Приведенные в конце работы 
численные результаты были получены на основе упомянутых регу­
лярных систем.

Аналогичным способом рассмотрена также плоская задача для состав­
ного клина (фиг 1). когда материалы сцеплены хак пи лучу О.С. так и по 
отрезку 0,0 . Задача сводится я решению систем интегральных уравнений 
(2.6) с другими ядрами, вид которых здесь не приводится.

3 В качестве численного примера рассмотрим первую задачу при 

б։: г 2. 0;;=5г/2, Ех!Е-֊2, V, 0,3, 0.25, 0,0с 1

Составная полуплоскость деформируется под действием или сосредоточен­
ной силы /' 1. приложенной на границе полупл .к пост и на расстоянии

< от берегов 1ргп։ииы. или двух противоположных сил I, прнло-
жеиных на берегах трещины на расстояния 6» ит границы полуплоско­
сти. Для каждого случая при различных отношениях с.а (/'••») вычислены 
шгченим коэффициентов напряжений, входящих и ряды типа (2.12). В 

та։ \ 1 приведены значения отличных от 0 и 1 корнем 2.„, (/». А* = I. 2) 

целых функций А?’ н А,.
I 1а основе вычислений виднм, что при малых значениях г.

(О:С) = Ие[(—0,00217 + 0,000262/) г/-֊] + ...

т.;(О..С)= 1 г- Ие [(0,00277 -0,000115/) г, =•] 4- ...

^’»(0.0)֊ 1 г;Ие((-0.00587 - 0,000702/) г. •՛•] | ...

=)2>(О.С) = 1>?Ке[(-0.00609 0,0000172/) л, ■] т....

Таблица 1

А.

1 - 2.7396—1.1180/ ֊0.4623 4-0.0819/
2 - 4.3683—1.4639/ -1.98814-0,0838/
3 6.8452 1.6819 Г —2,6432 0.19<Я)/
4 - 8.8590-1,8424/ -3.3220-г 0,1995/
5 -10.8358 1.9702/ 4.6512 0.2815/
6 12.8983 2.07661 5.3213 0.3117/
7 -14.9083 2,1673/ -6.6542 0.3617/
8 -16.9161 -2,2568» -7,3224 О.382Ы

На фиг. 3 приведен график распределения контактного напряжения 
а? на луче О։С Следует отмстить, что контактные напряжения у краевой 
точки О, бесконечно велики я из-за слабой сходимости рядов (2.12) опре­
деляются недостаточно точно. Известно, что в непосредственной близости
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Фиг. 2.

от этой точки напряжения 6։.: конечно»: число раз меняют свой .;цак. 1I.» 
это явление впервые обратил внимание В М. Абрамов [7‘.

ԱՆՎԵՐ# ՐԱՎԱ՚ւ՚ՐՅԱէ ՍԵՊԻ ՀԱՄԱՐ ՀԱՐԹ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ
IK Դ. 1>Ա'1-հ'1.1111:1ԱՆ

I) . մ փ н »J» ո 1 մ

Դիտարկվում կ տարրեր նյութերից երկու հատած սեպերի համար 
առաձդտկանոէթյան աեnո ւթ ւuiii հարթ կոնտակտային խնդիր, որոնր միաց­
ված են այնպես, որ կազմում են երկու ւ»ն կ քուն ա յին կետերով անվերջ րա- 
ղւսդրրպ սեպւ Նյութերի ր ս։ մսւնմ։ւ>ն դիծր երկօղւսկանի րեկյալ Է։ ք!եկպ։յի ան­
վերջ օղակով ն րոթերր Լրիվ ամրացված են։ իեկյուլի վերջավոր օդսէկի Վրա տրր- 
վաձ են քէքէրսւմներր կամ ր ավա րտ րվում են քր/>վ կոնտակտի պա յմ տննե րր: թա- 
դադրյալ ոեպի մնացած եզրերի վրա տրված են / արումներր ։ Խնդիրը (Ուծված կ 
Մեքքինի ձևափոխության կիրաէէմամր րնդհանրացվաձ ռուպեր պոզից իա փ մե­
թոդով։ էսնդիրը րերվեյ է կվ սպի էիո վին ոեդոպյար դծային հանրահաշվական 
հավա սարումների անվերջ սիստեմի: Դիտարկված են թվային օրինակն հր։

A PLANE PROBLEM FOR AN INFINITE COMPOSED WEDGE

R. G. TADEVOSIAN

Summary

1 he plane contact problem of the theory of elasticity for an infi­
nite composed wedge, constructed of two topped wedges of different 
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materials is given here (fig. 1). On the ray O2C the materials are com­
pletely coupled. On the segment OxOt either the stresses or the con­
ditions of complete contact are given. The stresses are given on the 
boundary. The problem is reduced to quasicomplete regular infinite 
algebraic equations. Numerical examples are presented.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
1ГЬ|ишБ|.ци. XXXVI, № 6. 1983 Механика

ПРОНИКАНИЕ ТОНКОГО ТЕЛА В УПРУГИЕ
АНИЗОТРОПНЫЕ СРЕДЫ

БАГДОЕВ А. Г.. ВАИЦЯП А. А.

Рассматривается задача проникания тонкого твердого тела 
в первоначально упругие анизотропные среды, Проникание тел 

вращения 
в грунты

рассмотрено н [ 11. Проникание в пластическую среду для малых скоростей 
рассматривалось в [2]. Проникание гонких тел в жидкость исследован՛ - 
в [3—5]. В [6] проводится исследование обтекания тонкого тела пластн 
ческой средой. В [7] рассматривалось проникание тонкого твердого тела 
в композиционные материалы. Решение чисто упругом задачи приведен ՝ 
в [8. 9]. Проникание в упругую < рсду с образованием пластической обла­
сти исследовано в | 10— 12], Пробивание пластики рассмотрено в | 13’

Метод, развитый в настоящей статье, состоит а изучении фронта раз­
рушения 5. который исходит из вершины тела, упругом области вне 5 и 
области разрушения позади 5 (фиг. I). Предполагается, что разрушение 
позади X происходит вдоль площадок скольжения, и следует пользовать­
ся уравнениями идеально-пластического течении.

Рассматриваются случаи, когда среда является ортотропной или 
трансверсально изотропной. Для тонких тел вращения задачу можно счи­
тать квазистатической 12], осесимме­
тричной и одномерной, то есть можно 
считать, что имеет место гипотеза пло­
ских сечении [10, 11].

Ось X направим ио нормали к сво­
бодной поверхности среды, занимающей 
нижнее полупространство, а через /■ обо­
значим радиальную координату. Урав­
нение поверхности проникающего тела 
берется в виде г = г. (х, /). где гк мало, 
/ есть время с начала проникания, при­
чем при I = 0 гк ~ 0. Уравнение поверх­
ности разрушения берется в виде г гк-0, 
где ;0 1 [10], ко ;ог. мало, тогда можно 
для решения вблизи 5 пользоваться формулами, соответствующими пере­
ходу к большим значениям г/г։., чти соответствует линейной асимптотике.

В области течения, то есть пр։։ г гл?0, тензор скоростей дефор ма­
ний и тензор напряжений связаны зависимостями [ 14]
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егг = а[/?(3,г - Зи)4֊ —

:«5 = а Р' (36? ~ 3,,) 4՜ ^(3г,0 ~ Злл)]

= о [С(*„ - 3„)4֊ /А°,л ֊ Зи)1

Условие текучести Мизеса запишется в виде

Л(3„ ֊ =»)’ + 6' (3,> ~ 3„)’4- #(3и ֊ *„)* = 1

В (1.1) и ( 1.2) /•, 6. '/ даются формулами

(1.1)

.1.2)

(1.3)

где -։г, т։г, — пределы текучести в соответствующих направлениях, 
величина а в формулах (1.1) подлежит определению.

С учетом тонкости проникающего тела можно записать |...| 
«|\,Ь |-гг1 1ггГ1. Уравнение несжимаемости н основном порядке 
запишется в виде

где есть скорость частиц.
Решение этого уравнения в области г < гх.:0 согласно граничному 

условию г гк, пг = имеет вид (7, 12]

г>V =----------

В упругой области, то есть для г >- /՛,. с„. связь между компонентам.։ 
напряжений и деформаций можно записать в виде

Лг — °։г« 4՜ а1{£06, 

" С12егг + ап-^ 

3,х = аиегг 4- «а8«,

■З..г = О44£0г

3*г =

°5л- ав<Г?ж

(1-4)

где в цилиндрических координатах

Оиг 
------------1 

дг (1.5)

а։7 — упругие постоянные.
Из-за тонкости проникающего тела уравнение равновесия примет вид

= оОт г (1.6)
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Условие на поверхности раздела упругой и идеально-пластической об- 
хастей без учета диссипации энергии на 5 можно закисать в форме сохра 
нения массы, импульса и энергии, причем и силу малости радиальных ско­
ростей второе условие заменяется условием равенства напряжений на пло­
щадке с нормалью ч к поверхности •$ направление которой в силу тонко­
сти 5 можно заменить на ось г и получи1ь

11Г. = иг,» "г, ~ 'г ’ % ~ г’г,
где индекс I показывает величины впереди фронта, а индекс 2 позади 
фронта.

С учетом диссипации энергии на фронте г = г..:0 можно вместо усл'՛. 
Вия непрерывности скоростей на фронте выбрать уравнение ударной 
адиабаты [16]:

О 4 з
е։ ֊ ". (о, - ) —֊’ (1.7)

Т- ч -±
<Н

где р, — плотность среды впереди 5. е3 2— внутренняя энергия впереди 
и позади фронта | 15 [:

/и < •.?
₽! = <■» (Л) е._ ео(Г։) + «,+ ^ (1.8)

'к -0 л-л
7՜:. ?—температура, л энергия разрушения, с., теплоемкость, а по­

следние слагаемые соответствуют внутренней энергии упругой области и 
внутренней энергии пластической области в начале ее образования или ее 
значению на поверхности разрушения <$ соответственно, / (х, /) опреде­
ляется из условий на поверхности

В силу малости г,( из (1.1) можно получить 

а из второго уравнения (1.1) следует

«И а[^(3м-вгг)+ ’Л

Вводя девиаторы напряжения, из (1.1) можно получить

4֊ < + = 0

а-«»а

— = Л՝(’и ~ =„) - С (=„ - ’„)

Вводя обозначения
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условие текучести Мизеса можно записать в следующем виде:

Н*„-*и)2+6’(7 з,г)г » ЯЦ„-7։)=^-Н- (1.11)
՝оЧ

Из (1.9) и (1.10) получим

Н-С - 27/4-6 - 2в \-Н „ ,п1
“ —- -----’ 3„ =-----------’ 5М =----------- (1-12)

а — а а
где

а = 3(6Т Ь 6'7/4-/-77)

Ил (1.1 I) к (1.12) для определения а найдем
??-НО _ Я
о:: 3(6’ //) (1.13)

Подставляя значения згг и з59 из (1.4) в уравнение равновесия 
(1.6), с учетом (1.5) в упругой области получим уравнение

(У՝’аг 1 диг а22 Uf
Or՝ ' г <>г ап г՜

решение которого ищем в виде

и, = Arr՛

(1.14)

(1.15)

Из (1.14) и (1.15) для определения показателя п получим

п = ֊ I 
I «и

Выбор знака определен условием равенства решения нулю при г = <х 
Подставляя (1.15) в ( 1.5), а затем в ( 1.4), получим

“гг = аппАг’ '4-^12^/՜

«ей = а^пАА '4՜ о^А А 

^^—а^пАА' 14- о^АА՝ '

Отсюда для згг на фронте г = гк\» можно получить 

5Г, (апп а^Аг'к Ло '

Для пластической области с учетом (1.6) и (1.10) имеем

(7 г а г

Интегрируя это уравнение, получим

(1-16)

(1.17)

'„ = --f (&—’’и)1« 
а rk-n

где э/г ֊ значение напряжения на фронте г гАс0.

(1.18)
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Подставляя упругое решение (1.16) в условие текучести Мизеса (1.2), 
< учетом непрерывности радиальных напряжений при г = г4:0 получим

Г(апп - апп а12 — а22)’ 4֊ С(апп — апп т а12 — а23)г 4֊

Я(а12п-а„л 4֊а22- а*)" ֊- # (1.19)
А՝ г к ՝о

Из (1.17), (1.18), (1-19) при г = г 1/ для зр<. получим

«,г ~<3гг՜ ^0 1п :0 4 (апп + цп.) В '՜ (1.20)

Из условия непрерывности скоростей на фронте г - г4<0 определяем 
значение А

Для определения имеем из (1.19)

В 
"(I-

Рассмотрим случай, 
г г^. Для скоростей 
имеем соответственно

когда учитывается диссипация энергии на фронт? 
из упругой и пластической областей при г - г/»

<>А „ 1
Vf> Ut Гк V'« (Н (1.21)

< ֊■ С, -

Вводя в (1.7) обозначение — е2 ■г։ -г с։,А 7'. где Л Г—скачок 
температур на фронте, и используя (1.21), можно получить уравнение 

1 <,гк г».п\ (анп + а1։) Дг£ *;С п ОП\-------- ---------" rjt.il )--------------- -J Ц.ДД; 
;0 <Н (И / ,

՝0/1 0t

решение которого ищем в виде

А = СгГХП ■” (1.23)

С использованием ( 1.19) и (1.23) получим

с г2-+։1 -24> 
1 - п (апп | oJ2) (1 — п)

2- = (1 ֊п)Д՜'-֊ i£' с֊л7'>1Д' (1.25)
;о ûnn 4՜ с,»

Для изотропной среды

в д = -1, 35-^3 ------------------ ------------5----- (1.2^1
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Можно определить с из эксперимента, а диссипацию энергии найти 
по формуле (1.26).

В дальнейшем, для простоты берем условие непрерывности скоростей 
на фронте, что соответствует отбрасыванию в (1.24) слагаемого, содержа­
щего диссипацию энергии.

Подставляя в (1.20) вместо и з։/; их выражения из (1.12), для 
%. при г = гх. получим

1п;1)4-(а1։п-1-<7։г) 7 (1/27)

Для трансверсально-изотропной среды с плоскостью изотропии <0 
имеем

«и = аи ='• 4 2'Л п == 1, ).,
где ', а - коэффициенты Ламе.

Из ( 1.19) для В следует выражение

~ л2:։՛ ~ Н. ((;•» — й«

0=4рг(5ГЦ Н)

а для ог. из (1.27) получим

=„ = - ~]/ ■^ ^•1п[ру(5ЛЧ-//)] --2=:
4 и Г-^РН 1 1 | 5/4 Н

Согласно формулам (1.3) и с учетом того, что для трансперсальио-изо 
тропной среды '։0 = для ^Гг получим выражение

1 <
2 /4-2 _-2 ’ М 5Г

1п 1
V '2р\г • 1/-

(1/28)

Для изотропной среды — ֊.^ и из формулы (1.28) полу
чи.м формулу для ~гг 

которая совпадает с выражением для згг. полученным в [12] для изо 
тропной среды.

Как видно из (1.27). (1.28), наличие сильно выраженной анизотро 
нии. выражающейся в значительном отличии от единицы, су
щественно влияет на значение ~гг.

Сила сопротивления, как и в случае изотропной среды, дается форму 
ЛОЙ

где V коэффициент трения между средой и телом, / (/) ։дубина про
пикания.
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Для тела в форме конуса, переходящего н цилиндр, я | 12] проведено- 
вычисление интеграла для Р. дается решение уравнения движения тела 
т[’ — — Р, где т — масса тела, и определены формулы для максима ло­
ном глубины проникания, которые годятся для анизотропно-,։ среды, только 
вместо "։ (1 • 1п |ла/"։) следует подставить (1.27) или (1.28).

Ր11.ՐԱ«ւ ՄԱՐՄՆԻ Ն1>ՐՐ-ԱՓԱ.Ն8Ո1՝ՄՐ ԱՈ-ԱՉԴԱԿԱՆ 
ԱՆ1՚Ր.11ՏՐՈՊ ՄԻՋԱՎԱՅՐ

II. Դ. 11ԱԴԴՈԽՎ. IL. II ՎԱՆՅՅԱՆ

Ա մ փ « փ ո I il'

Տրվում է նախապես mit աձւ/ ական անիզոտրոպ մ իջավա յր /յարակ մարմ­
նի ներթափանցման քսնդրի ւուծումր։ Ներմ /օժ // ա մ I. մ ակերեու յթ, որր ցախա­
նում է ասաձցական անիզոտրոպ մ իջավայրր անիզոտրոպ и ս« էն и t թ յան մի­
ջավայրից։ Սաացվէսծ են լարման բանաձևեր։

THE PENETRATION OF A THIN BODY IN AN ELASTIC 
ANISOTROPIC MEDIA

A. G- BAGDOEV, А. A. VANTSIAN

S u in m а г у

The solution of the problem of penetration of a thin body in an 
initially elastic anisotropic medium is given. The surface which sepa­
rates the elastic region from the region of anisotropic flow is intro­
duced. The formulae for stresses on the body are obtained.
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2изчи.‘|Ц.ъ ни: яфзпьр-зпмльрь илишгьивь ЗЬЧ.ЬЧНЧЬР 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Ш|ишср|Ш XXXVI, № 6. 1983 М«Й».иик*

МАКСИМИЗАЦИЯ ЖЕСТКОСТИ НА КРУЧЕНИЕ УПРУГИХ 
СТЕРЖНЕЙ ИЗ КОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ

БАНИЧУК Н. В.. ЛАРИЧЕВ А. Д.

Исследуется задача оптимизации скручиваемого стержня из компо- 
зитного материала. В качестве максимизируемого функционала принимает­
ся Жесткость на кручение. Материал стержня предполагается армирован­
ным жесткими включениями. Используется расчетная схема деформирова­
ния материалов, базирующаяся на представлениях а микроструктурных 
особенностях и эффективных модулях. В этой схеме эффективные модуль 
композита связаны с характеристиками армирующего материала и матри­
цы, коэффициентом концентрации включении. Между эффективным моду­
лем сдвига 6' и коэффициентом концентрации :՛ имеет место линейная за­
висимость. В рассматриваемой ниже задаче оптимизации - играет роль 
• управляющей • функции и разыскивается из условия максимизации »функ­
ционала жесткости. Для отыскания оптимальных распределений с’ исполь­
зуется итерационным алгоритм, основанный на малых вариациях управ­
ляющей функции и решении «прямых» вариационных 1адач. Приводятся 
результаты расчетов. Дается анализ найденных оптимальных решений. 
Оценивается выигрыш, получаемый при оптимизации.

1. Рассмотрим кручение упругого цилиндрического стержня. Стержен։» 
расположен параллельно осн ? в прямоугольно։1. системе координат л'ф< н 
закручивается относительно этой оси моментами А/. приложенными к е։ 
концам. Сечение стержня плоскостью Л'// обозначим через О, а границу об- 
части О — через Г. Предполагается, что стержень является неоднородным, 
однако; характеристики материала и, и частности, модуль сдвига 6՝ не ме­
няются в направлении оси г. а зависят только от координат ■<■՛։/. Введем 
Функцию напряжений (х, которая связана с компонентами тен­
зора напряжений соотношениями ~ Сс, где
О —угол закручивания, приходящийся на единицу длины стержня. 
Функция напряжения е- ?(х, г/) может быть найдена как решение 
вариационной задачи минимизации интеграла

У = П [-“֊ (?; + ~ ({хду (1.1)

Г) 
при граничном условии

(т)г = о (1.2)

Прежде чем формулировать задачу оптимизации, опишем свойства ма­
териала стержня и приведем соотношения, связывающие величину моду­
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ля сдвига со структурными параметрами. Среда предполагается композит 
ной. состоящей из связующего материала и арматуры в виде отрезков кру­
говых цилиндрических волокон равной длины. Предположим, что отрезк 
волокон хаотически распределены в пространстве и что их радиусы много 
меньше их длин, го есть г < й. Будем считать, что связующая среда д< 
формируется упруго и обозначим ее модуль сдвига через 6... Кроме того 
считается, что число отрезков волокон 8 рассматриваемом объеме достаточ 
но велико и 8 каждом волокне реализуется упругое одноосное напряжен 
нес состояние. Это позволяет рассматривать композит как макроскопическ 
однородную ил.и ройную среду. При этом эффективный модуль Сдвига ср< 
ды 6' связан с коэффициентом объемного содержания арматуры V. (коэ(| 
фициентом концентрации) линейной зависимостью [1|

G^Av-j-B, A֊-^-Gmt В G, 
15

(1.

где/;,— модуль Юнга арматуры. При варьировании распределения и. 
меняется величина жесткости стержня на кручение Л՜. определяемая п г< 
лу (1.1)—(1-3) и формулы

К 2 \ydxdy

U D

В рассматриваемой ниже задаче оптимизации 
мого функционала примем жесткость на кручение 
ляющен функции будет играть У. определяемая 
функцией.-»\а качества (1.4) при дополнительных

пни та»

( \ :• dxdy = V 
Dv

(1.

в качестве опти.мизиру» 
А՜. Р эль искомой управ 
из условия максимум 

ограничениях

(1.6)

где Ч™, • гшл» заданное минимальное и максимальное допустимые 
значения концентрации включений, а V заданное количество арма

mes D.туры, причем х>т11։
мНетрудно показать [2], что для функции ф, доставляющей миипму 

функционала (1.1). при граничном условии (1.2) справедливо равенство 
А — — /. Таким образом, исходная задача максимизации же. । кости и 
кручение может быть приведена к виду

з

К* — max .< — in in in in J (1.7)

Внутренний минимум по cj а (1.7) вычисляется при фиксированном 
распределении У (х. у) и граничном условии (1.2). Внешний минимум по 
у разысккяа-.тСя при ограничениях гипа неравенств (1.5) и иллигрямстри 
песком ус л'.чин (1.6).
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Необходимое условие оптимальности показывает, что в рассматривае­
мой задаче для оптимального решения могут реализоваться как предель­
ные значения управляющей функции и = о|п1п(С — с* - о, (С = 
— Сго„), так и промежуточные значения, определяемые формулой 

— ^)М» то есть ։ у

V =

Ч»։«» (*» ?) € й-

(>•/?’ + ^ ֊ К)! А, (х,у)£О0 

(х, у) €

(1-8)

где л множитель Лагранжа, отвечающий изопериметрическому условию 
(1.6). £)_, О , —части области О, з которых соотзетственнс՝ реал I-
зуются минимальное, максимальное и промежуточные значения концен­
трации У.

Выполнимость условия экстремума Вейерштрасса в случае В — 0 до­
казана ь [3]. В случае В 0 проверка выполнимости этого условия осу­
ществляется пр;: помоши выкладок, полностью аналогичных, приведенным 

। т
Решение одномерной задачи оптимизации для стержня круглого сече­

ния получено в [4]. Отмстим, что для кру; .ого стержня конце,, гр/ция ар­
мирующих включении :՛ (х, у) принимает только предельные значения 
у = ип1.|Ц й и ~ у!11Ях’ а 30на промежуточных значений концентрации 
^в.!и<Сг,<Счп.х отсутствует.

2. Исходная задача решалась численно с использованием алгоритма 
последовательной оптимизации |2|. Применительно к отысканию опти­
мальных распределений армирующего материала, алгоритм состоит R ре­
шении «прямых задач (1.1). ( 1.2) при заданных функциях 6' (х. у) и до­
следующем определении по методу проектирования градиентов новых реа­
лизаций У (х, у), приводящих к увеличению функционала /С

Решение прямых., задач проводилось на основе метода локальных 
вариаций с оптимальным шагом варьирования. Применялась рсугольнзя 
схема разбивки области О (фиг. 1) и выпуклая конечно-разностная аппрок­
симация вариационной задачи (1.1). (1.2) с одним обращением к вычис­
лению подынтегральной функции (51. Выражение для оптимального шан 
варьирования функции напряжения имеет вид

%(4 4- С^{> ]_у 4֊С3<?Л у ,4- С37։_ь у+С^. д.'(С։-|-С24-Са4-<-’4)-?0 

(\ = (1/Сл 2/ 4֊ 1/С;+1.2у-1)/Ду։. С, = (1/<7<. ту+2 + 2Л1)Му2 (2-1)

Са = (1/С;, 2/ | ։ )/Ал:, Сч = (]/(7, >. з?+1 Н Сг։.5/)М*'

где \х, \у - размеры ячейки по оси х и оси у.
Для учета ограничений (1.5), нлкладыв; .мых на функцию У (х, у), 

вводилась вспомогательная управляющая переменная X (х, у) соотноше­
нием

3 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 6
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и = а ֊г Р sin х

a = К«« + vem)/2> ? = (ч».х ֊ va!n)/2

(2.2J

Введенная согласно (2.2) новая управляющая X (х, у) удовлетворяет 
неравенствам ( 1.5) для любых значений (х, у) ՛ /Л Единственное ограни­
чение. накладываемое на функцию X н ее вариацию 6/, обусловлено изопе­
риметрическим равенством ( 1.6). Для того, чтобы вариации управляющей 
функции не нарушали и.чонирнметрического условия, гребустся удовлетво­
рение равенства

j j cos XoZ dxdy = 0 (2.3

'b

С учетом (2.3) улучшающую вариацию управляющей функции определи՝: 
по методу проектирования градиентов

SZ —'cos՜/ (f — \ /cos2'7 dxdy I cos՜/dxdy (2.4

О՝ Ъ

где / — (<?; I <?’)/6'2 (х, #). 1 >'>0 шаг по градиенту.

Нетрудно убедиться в том, что вариация (2.4) обеспечивает увеличу 
иис оптимизируемого функционала К и удовлетворяет условию (2.3).

Последовательное решение прямых» задач (1.1). (1.2) с при.мсне 
нием формулы (2.1) для оптимальной величины шага варьирования и вы 
числение новых приближений для управляющей функции /*и =/4 
(ц*11 — V*-|-От»*, /с 0. 1, 2, ...) по формулам (2.4), (2.2) продолжает 
ся до тех пор. пока невязка в выполнении необходимых условий оптималь 
кости не будет достаточно мала. Алгоритм последовательной оптимазацш 
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реализован а виде программы для ЭВМ и с ее использованием выполнены 
расчеты оптимальных распределении армирующих включений для стерж 
ней различных поперечных сечений.

При проведении расчетов использовались новые переменные: 
л՜ = х/а, у' — у՝а, СГ-- G/Gm, ՛$' - u{u.-Gm, где а — характерный раз­
мер области D. Основные параметры задачи принимались равными: 
2=0,25; 3-0,15; l.(inesP) 0,25. Величина Л'., 15 Gm, характеризую­
щая свойства композита, полагалась ранной 8, что соответствует 
эпоксидной смоле, армированной углеродными волокнами. Полученные 
я результате расчетов распределения концентраций армирующих 
включений представлены на фиг. 2 -5.

На фиг. 2 показано распределение (х, у) для стержня квадратного 
поперечного сечения. Найденное распределение (л, у) показывает, чт- 
основная масса армирующего материала концентрируется у краев квадра­
та. В этих областях концентрация армирующего материала достигает мак 
си.мума. то есть V V мк. В углах сечения и в центре, как следует из рас­
четов, использование армирующе: з материала менее эффективно и здесь 
концентрация включений минимальна, с՛ — Между областями и ип11, 
>1 ч — о,п11( находятся переходные даны. На фиг. 3 показано в плане та же 
распределение концентрации включении. Здесь и далее квадратной штри­
ховкой будем обозначать области, где концентрация включений достигает 
минимума. В областях со штриховкой прямыми линиями концентрации 
»1 '’прующего материала максимальна. Области без штриховки являются 
областями переходных зон. Показанное па фиг. 4 распределение концен­
трации отвечает случаю прямоугольного поперечного сечения. Основные 
характерные особенности для прямоугольного сечения остаются такими же, 
как и для квадратного, но происходит перерастяжение по координате с 
большим линейным размером. На -фиг. 5 представлено оптимальное рас­
пределение концентрации включений для скручиваемого стержня с сече­
нием в форме прямоугольного треугольника. Найденное решение показы­
вает. что основная масса включений концентрируется в областях, примы­
кающих к сторонам треугольника, где концентрация достигает максимума. 
Расположение материала включений в углах и в центре не эффективно и
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здесь концентрация минимальна. Следует отмстить, что в рассмотренных 
сынк՛ примерах области минимальных значений концентрации включений, 
расположенные ь центре, близки по форме к поперечному сечению. В пр»1- 
веденных примерах выигрыш за счет оптимизации по сравнению < раин՛. - 
мерно армированными сечениями превышал 20%.

Рассмотренные задачи для скручиваемого стержня из хаотически ар­
мируемого компо нта < давились как задачи оптимизации крутильной жест - 
хости при заданном объеме армирующих включений. Очевидно, что ми­
нимизация веса стержней при ограничениях на крутильную жесткость мо­
жет быть рассмотрена аналогично, во в этом иеч необходимости, так как 
эти задачи являются двойственными по »тношенню друг к другу. Подто­
чу, как показано в [21, найденное выше решение простым преобразова­
нием переменных приводится к решению задач.։ минимизации веса стерж­
ня при заданной крутильной жесткости. Таким образом, в работе исследо­
ваны задачи об оптимальной не. .породности скручиваемых стержней и 
выявлены некоторые закономерности и особенности распределения арми­
рующих включений и. как следствие, эффективных модулей. Следователь­
но, изменяя распределение включений (волокон) :։ тем самым варьируя 
эффективные модули, можно максимизировать жесткость на кручение при 
ограничениях на вес или снижать вес при заданной крутильной жесткости. 
Полученные решения указывают на значительные возможности улучшение 
Жесткостных харя։. • сристик за счет создания оптимальных неоднородне- 
стей. Особенно важно то. что такой метод оптимизации позволяет улуч 
шить механические характеристики, сохраняя неизменной форму конструк­
ции. Если на практике применение полученных оптимальных решений ока 
дывается затруднительным, то могут быть построены солее простые, с точ­
ки зрения реализации, кваэиоптимальные распределения, в частиостч. ку- 

ч’очнп-постсянные. ио ио функционалу близкие к оптимальному.
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11Ո Շ s 11 h H-3 Ա i. ՄԱՔՍ ԻՄԱԼԱՕ fl I՛ Մ Լ'

Ն. '1.. ||ԱՆ1«2Ո1՛«։. II. '1-. |.ԱՐԻԼ»ԽԼ

Ս. մ փ il փ ս ւ մ

ձեւոադոտվէէւմ կ կ/ւմ պո t; fi tri նյութից M/n/,f/n7 ճողի օէդտիմալացման 
խևդիրւ lirai h u մ ta րււիմ ալացմ ni'ii ֆունկցիոնալ րնդունվամ l։ ւէ/որմաՆ կոշ- 
inniflimhgt !ձողի նյոէքքր ենթադրվում Լ կոշտ ներդրակներով ամ րանավոր- 
ված: Սահքի էֆեկտիվ (T մոդուլի և ներդրակի կոնցենտրաց/ւա յի V գործ ակ~ 
ցի միջև "՛եղի ունի գծային կախվածություն։ Դիտարկվող խնդրում V-/r 

սպտիմ ւս լա tj n t մ ր խաղում է <( կառավարող» ֆունկցիա յի դեր և փնտրվում / 
կոշտության ֆունկցիոնալի մաքսիմալաթյան պայմանից) \՝՝ ի ոպտիմաւ 
բաշխման փնտրման համար օգտագործվում է իտերացիոն ալգորիթմ : թեր֊ 
վէսծ է հաշվման արդյոէնրներ։ Տրվում Լ գտած օպտիմալ լուծման տնալիզր՝ 
Դնահաուվոէմ /; ոպտիմալտցման հաշվից ստացված շահումր։

37



MAXIMIZATION OF TORSIONAL RIGIDITY OF ELASTIC 
BARS MADE OF COMPOSITE MATERIALS

N. V. BAN1CHUK, A. D. LARICHEV

Summary

Tin problem of optimization of torsional rigidity of bars made 
composite materials is investigated. Torsional rigidity is considered 
the functional to be maximizated. The material of bars is supposed I 
be reinforced by rigid Inclusions. The relation between modulus of el 
stlcity in shear G and inclusion concentration »• is linear. In the com 
dered problem, v acts as a control function and is defined from tl 
optimal condition of torsional rigidity. To determine the optimal c 
stributlons of v the iteration algorithm is used. Numerical results a 
available. The optimal solutions arc analysed and edvantages o 
tained by means of optimization arc evaluated.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

~~ XXXVI. № 6, 1983 Чсханнкз

КОЛЕБАНИЯ ЭЛЕКТРОПРОВОДЯЩЕЙ ПЛАСТИНКИ 
В ПОПЕРЕЧНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

МКРТЧЯН П. А.

В работе на ослопе трехмерных уравнений магнитоупругости при усло­
жни справедливости гипотезы Кирхгофа дается решение задачи магнито 
упругих колебаний бесконечной пластинки в поперечном магнитном поле. 
Определены значения векторов индуцированных электромагнитных нолей 
и получены характеристические уравнения, определяющие частоты магни­
тоупругих колебаний пластинки. Задача решается также на основе гипо­
тезы магнитоупругости гонких тел. Приводится сравнительным анализ о 
точности приближения гипотезы магнитоупругости тонких тел для дай­
ной задачи.

1. Пусть бесконечная изотропная пластинка постоянной толщины 2>1, 
и.-։ тленна я из материала с конечно։՜! электропроводностью ст, находит­
ся в йопер'ечиом стационарном магнитном поле с заданным вектором на­

пряженности II. (0. 0. //.). Магнитные и диэлектрические проницаемости 
материала пластинки и среды, окружающей пластинку. считаются равными 
единице. Прямоугольная система координат (х։. х-, х.) выбрана так. что 
координатная плоскость (х։л.) совпадает со срединной плоскостью пла­
стинки. В отношении тонкой пластинки принимается гипотеза нсдеформи- 
русмых нормалей.

В силу принятых предположений для рассматриваемой задачи после 
некоторых преобразований получим следующие линеаризованные исход­
ные уравнения [1, 2].

Во внутренней области ()х.| •՛՛։):
уравнения электродинамики

.7 4zo - , 1 диrot Л = ------ с -j-------- — X /70
с с д{ с ()f

(1.1)

rote “------------• div Л = 0
С 01

уравнения движения пластинки

до _ _ _L £1 e £_ СА dxpcjc’ di c'l OF 2^֊ dt J hi(iXz
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I___ V зя; J Г/'^i _u
2 &ф2 (ft cl ct- 2?Аф J \ dxy dxj

— .’»
(1.2)

D^w -г 2f»A — 4֊ --֊ I M, dx, =
dt- c* dt J

-A

2зАаЯ; д
3c՜' dt

Ди»

где !՛. — модуль упругости, V — коэффициент Пуассона, р—плотность ма­
териала пластинки, с скорость света, с<. — скорость звука в материале 

пластинки, И (/։„ Н։. /л) и с (е„ с . е։) — соответственно векторы напряжен- 
пости индуцированного магнитного и электрического полей для внутренней 

области, н (и,. и{. и,) — вектор перемещения произвольной точки пла 
стинки. и (х„ х., О. V (х„ х., /), О’ (х„ х:, г) —тангенциальные и нормаль­
ное перемещения точек срединной поверхности пластинки.

. ди dv dv дии =------- 1------ . /. =----------- ;---
дхх дх2 дхх дх2

3- , р- , д —-
° о(1 -г) 3(i- v2)

Ви внешней области ( х-| >• Л):
уравнения электродинамики для вакуума

rot Л՛"1 . dlvew = 0
С of

rot е. =------------ - chv li - О
с df

В (1.3) индекс с 1 относится к области х3 2> А’, а с՜ 2 к области 
х> < — Л.

Решения уравнений (1.1) и (1.3) должны удовлетиэрять следующим 
линеаризованным псперхностным условиям на раздел։ двух сред |1|.

Ь=/1Г\ е։ = с1|'1, е3 = е-»с> при хя—± к (1.4)

Таким образом, трехмерная задача магнитоупругих колебаний гон­
кой пластинки в поперечном магнитном поле на основе гипотезы недфор-. 
мируемых нормалей свелась к ссзмествому интегрированию с֊' темы урзвЛ 
нений (1.1)—(1.3), решения которых должны удовлетворять поверхност­
ным условиям ( 1.4) и следующим условиям затухания возбужденного 
электромагнитного поля на бесконечности

/։՝г'■ - 0, еН — 0, еУ՜'— 0 при |л-3| — ՛-• (1.5
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Решения уравнений (1.1) — (1.3) представим в виде

и? = :о0 ехр [<• (<»/ — — /сгл.)], и и0 ехр [/("՛/ — к^хх — /г<,х4) |
(1.6)

г՛ = у0ехр [» (՝՝>( — А-,л։ - &2хг)], (2 ֊ Оо (л-3) ехр [/ (>»( — Лрл А'2֊г;)]

Здесь под С? понимается любая искомая компонента возбужденного элек­
тромагнитного поля, ю—частота колебаний, к, = п/л|։ /<_- = л//..-— вол­
новые числа, л, и — длины полуволн соответственно по направлениям 
осек ох, и ох..

Подставляя (1.6) в уравнения (1.1)—(1.3). после некоторых преоб­
разований получим следующие обыкновенные дифференциальные уравне­
ния для определения неизвестных коэффициентов (х;) компонент воз­
бужденного магнитного ноля:

*4։ ..?т _ 4--7/0"^1щ0 </2л0. 4коЯ0шА։ад0
Ф?3 С2 ’

— ^оз == ■ | 4-։ц> 4֊ А։у0 4- 7 (к‘ 4- к?,) №0х3] (1.7)
ахз с

= О, V», = к} + Й 2 2 , 4»о/к>V» = У01 | --- —
с՜

Коэффициенты возбужденного электрического ноля определяются че­
рез коэффициенты возбужденного магнитного поля формулами

.. . , </Л03 4гз/<и//0
Чл-'Аз 4-------г ------------- (г-о /Л։грох3)

</л-3 С‘

с
/1иУ2

— »Моз ։--------- --------- -—- («о + ^1«.’ОХД)
с-

с°‘= ^(-Мо.+ ^Л.), <=֊4г ^'й’+֊ 
'л [*,н

(1.8)

д<)еоз =
<•

I
с

ей’= —[—/»։Я?2)-г А'=ЛоУ], ֊ 14՜ —

Найдя общее решение уравнения (1.7), удовлетворяя граничным усло­
виям (1.4) и условиям затухания возмущений на бесконечности (1.5), 
определим указанны« неизвестные функции и, следовательно, индупиро- 
ваннее электромагнитное поле во внутренней и внешней областях:

Л։ - 7| (*э) и — Ъ (Л'э)-------- 7. ( ъ) —
с/х} 

■ 7։(х3)^-— ^2(х3)^- 
(1хг дх2

= — 71(х>)^4- 7։(хэ)Д«.‘
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Պ =
■֊— I Ъ (*a) ֊— + Ն (*։) ~

J ժ.է։ Oxz
Ժ5
ox

д7

c. e։ = - -—
/ш։Л

dX} '*՝ c:

T. (xa)֊֊ ձս’- Հ(*յ)
Ժ^։

dw
àx.

2 ' .
Ժ6 

àxy

, .. X Ar.ziwHf, / Ow 
c։ \ ^dxy

c 
ез = :— /(MV.

Ai։>=| Հ(ձ)ս-Ն(ձ)

[Հ (*j) z -I- Ta (xj ձ'/.]

л$”= Ն (A) и -?■ ъ(А)

(ft.
Ox..

0/ 
àxy

;.,(А)֊^ ехр| -*в։(ха А)]
Охх

7շ(ձ)Ժս' ехр[ \ц(х3֊А)] 
öx5

Аз' — hi(A)& — *։(А)До»]ехр[ v0։(x։ A)] (1.9)

/w
1'з(А)Л

Ox. Ox.

r 'ZV1T 1 ( A) V v,։7j (A ) I exp [ — *01 ( aj A)]
Ժ.Հ: J

-'Ո ֊e1
-7-I ïs(Л) — Д«’ 7՛.(А)— 1ЛА)-~ 

1"> I 0Ху (fxy /Ху

Հ1Հ (A) и ֊ 'от (A) — exp (- \.։ (x. 
ox* I

A)J

Հ” = ֊4֊ hj(A) ՜/ + I, (А) Д7.]ехр |- v01(x3 A)] 
/VI

А*Л 7; I A) и Դ 7з(А) — 
ox..

1 ;,(А)~ expbJ.Yj A)J

= — I H i/o f ֊ ъ (Կ~~ 
()Xl

A?' ֊[ï։(A)û

Г= — \ъМ — 
է» I о Xi

. .. O\ü 1 -
Հհ (A) — , expDto (x3 -r A)]

J

(A) i«՝]cxp[v<tl(.vJ։ A))

^ТДА)— է-Հ1 (Л) —
Gxz Ox_

'ooi (А) у АиЬ ( A) — I exp[*w (x3 A)] 
°xx I
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/’<•>
(/։)— iw- V?(A)֊ + 7։ (A) — ֊ 

dxx dx՝ dxt

'out (A) w Via (A) fyZ
0x..

&xp[voj(*a A)]

e^֊> =-----— [t։ (A) - 7a (А) ДХ] exp [vOi (*» 4 A)]
ft»

Здесь штрих означает производную ио переменной л

, . 4«з/шН0 / vOjchv։x3 \
• — (I )• Д j — voi ch'^гт । sh Vj/j

1е X 4 /

7sU3) =
4^:z">/70 (1 4 v01A) sh V)X3 

Д„
Д... = Vjch v։/t ■ v^ shv^/j

7 j (*») =- (4»’)3 M] sh V’ sh Vj.Vj

71C2 л։дз
4 = \ch VjA 4 v01v2sh Vj/j

Подставляя ( 1.6) и ( 1.9) и уравнения ( 1.2) и выполняя соответствующее 
интегрирование, найдем характеристические уравнения, определяющие 
частоты колебаний. Характеристические уравнения, описывающие рас­
пространение быстрых и медленных магнито  упругих волн в плоскости пла­
стинки. получаются из первых двух уравнений системы (1.2) и ерчтвет-
стаенно имею։ вид

;2 1 .24 К'2
W“

с;
, . «АЛ 
■ <IU —5՜ 2 ?с*с2 =0 (1.Ю)•'У к ,։лд, /

ш- , . «Я» L . 1— v,J v0.shv։A
—------ /п> —1 ֊]------------- 1 !------- ±-----
сб ;>сис’к । 72 I 71АД1

v։AA։A

(1 - г.)(4?4 A -lsh-v,/,

Характеристическое уравнение, определяющее частоты поперечных ко­
лебаний пластинки, получается из третьего уравнения (1.2) и имеет вид

1-

. (1.12)
1-։

колебаний пластинки

о? я 2оЛэ//о2/<и2й I 4пз/ч>
3c2V2/JpA ) 7?с՜

3(14 vOlA) (vjA ch Vj/j — sh VjA) 
vJ/Px

где ^c, (Al 4 A? J D}2$h — частота собственных 
в вакууме при отсутствии магнитного поля.

Уравнения (1.10)- (1.12) являются трансцендентными, нахождение 
их корней связано со значительными трудностями. Исследование корней 
уравнений (1.10)—(112) существенно упрощается, если предположить 
11], что

ь?г|«1 (1.13)
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Используя условие (1.13). из ( 
электромагнитного поля в области х։|

1-9) для компонент возбуж денного

ные выражения:
И получим следующие упрощен

где

«, = >« + V. г,=1 + ,мл. г։ = +
4гз

Уравнения, определяющие частоты колебаний 
(1.10) и (1.11). соответствующей условию (1.13).

в плоскости пластинки
соответственно ярини՛

мают вид

.2 .1 ®г . • . 4~в/и»А
4 +рф։ 1 с--(»п + >?Л}

1 — * г/2 , /3. . 'Но
—(к։ 4- Ъ) - т 1 —

£ С0 <*сос
4~л»,Л (1.16)

Последний член п уравнении (1.15) учитывает влияние поперечного
магнитного поля 
поли и плоскости

на скорость распространения быстрых .магнитоупругих
пластинки. Этот член, как и следовало ожидать, полно.

А» (1 4- *5*01^)

стыо совпадает с соответствующим членом характеристического уравнения 
поперечных колебаний пластинки и продольном магнитном поле [ 31. учи­
тывающим влияние продольного магнитного поля

Принимая условие (1.13). из (1.12) получим квадратное уравнение 
относительно частоты поперечных колебаний пластинки
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(.I2 — 2о = 2а2 /ш, /а =3 —(1.17) 
\ Зсг |/ 20рЛ /

Параметр а характеризует отношение силы электромагнитного про­
исхождения к силе упругого сопротивления.

Рассматривая (1.17). замечаем, что характер движения пластинки в 
магнитном поле существенно зависит от величины параметра а.

Если а I (в этом случае преобладающими являются упругие си­
лы), то

Ией = ± 1՜ !ш *»> = ~оа (1.18)
Из (1.18) следует, что в этом случае магнитное поле приводит к 

уменьшению частоты поперечных колебаний. Кроме того, нмеётс'я также 
затухание начальных возмущений г.о экспоненциальному закону с коэффи­
циентом затухания 9. а.

Если же а > I (преобладают силы электромагнитного происхожде­
ния), то

Ые <•» = 0, 1т и։ = 20(а + | а?— 1) 0 (1.19)

В этом случае начальные возмущения затухают по экспоненциально­
му закону, не проходя через положение равновесия.

2. Рассмотрим задачу магнитоупругих колебаний пластинки в попе­
речном магнитном поле на основе гипотезы матннтоупругоств тонких тел. 
Эти гипотезы аналитически представляются следующим образом [ Г|

иг = и— х3-_—• п2 = и-хзт—. и3 = ю (л-։, х.., е) (2.1) 
с/х«

<4 ֊= ? Ех։, X.., о, е.~ | (хр х2, I), Л3 = /(хи х2, /)

Здесь ч, ։, — искомые тангенциальные компоненты индуцированного з пла­
стинке электрического поля. / — искомая нормальная компонента индуци­
рованного в пластинке магнитного поля

Предположим, что в пластинке можно пренебречь токами смещения 
по сравнению с токами проводимости. Тогда уравнения, определяющие 
искомые компоненты возбужденного электромагнитного поля ц, т[՜. / и пе­
ремещения и, ■-՝. после некоторых преобразований записываются сле­
дующим образом [I]:

1 _ -//<, д[_
рс"Сг о} с’ ОС՝ Р^с5 (){

2 ‘ рфг 01 012 рс?С \C7Xj Т Ох.)

,) < - о, • ()'и' О4֊ 2ул —-Г, —х-т:------- Г- Аю — О01֊ Зс- СЧ

I : Л = 0 ( ' 2 )
Охг дх2 с 01
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df . 4~э /__  Ho ди \ _ А»' — Ai
дхг с V с ot / 2 л

Of 4*5 / /7, OV \ /. ■ —А?
oxi с V 1 с dt / 2А

где индексы п\юс и минус означают значения соответствующих величин 
при х, = И и х։ — — II.

Формулы, определяющие компоненты Л,. ՛! и е„ возбужденного элек­
тромагнитного поля, имеют вид | 1]

А1Ч-Л։՜ 
---- О---- + *4

df 4*т /. Но ди \ | 
ох. -c-\՝-~r~di)\ /г)

d*w
Ox.dt

А2’4-Л-7
2

д/ 4*с / , Нй 'dv X 2*з//0 , 2 d'-w 
дх, с V с di ) с 1 ' ох..т

с д ( А? 4- Аг \_  д / А» 4֊ Ai \ ՛
еа“4^ “2 / <И\ 2 /] \Oxt дх.. <

(2.3)
Исходные разрешающие уравнения рассматриваемом здесь задачи 

(2.2) содержат неизвестные величины А/, А1 , Л? , Аг , поэтому они 
должны быть рассмотрены совместно с уравнениями электродинамики 
(1.3) в области |х,| А (в окружающей пластинку Среде). Граничные 
условия (1.4) в рассматриваемом случае записываются в виде

е«> = т, e^ = i, А^։)=/
при х3 -- А

Л(,1) = ЛЛ Лг” = Л։

ej2> = <?, 6^ = 1, 

М։1=л,-. л?' = лг
7 f

(2.4)

При -Гд — —А

Решение задачи ищется в виде

Q= Qj exp [г (wf — k.Xi — А5х2)] (2.5)

для искомых величин и, и, w, ф, Ф, / и

Q = Qv * (х3) ехр [г (ч>/ - klxl - А,л-,.)] (2-6)

для остальных неизвестных величин.
Рассматривая систему (2.2). замечаем, что индуцированное электро­

магнитное поле не входит в уравнение поперечных колебаний плаСТИНКИ 
(третье уравнение системы (2.2)). Из этого уравнения в силу (2.5) для 
определения частоты поперечных колебаний пластинки получим уравне­
ние. полностью совпадающее с уравнением (1.17).

Следовательно, в данной задаче погрешность гипотез магннтоунруго- 
сти тонких тел при определении частоты поперечных колебаний характе­
ризуются пренебрежением величиной |^'Л2| по сравнению с единицей.
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Подставляя (2.5) и (2.6) н уравнения (1.3) и (2.2), удовлетворяя 
условиям (1.5). (2.4). с учетом (2.3) получим индуцированное электро­
магнитное поле во всем пространстве.

Л։ = -^1 а±М-±^(а^--В"֊ 
’■'о։ А ()хх

А,. = А — а5 —
*01 А Ох.

со 01՝ \ 0хх Ох.

(х’֊А։)^- 
дххд(

Л ± (а в’’'
со 01- \ Ох. Ох,

С- 3 дхг(Н

е. ~ дЬ
<?Х։

е, = -х։ —— (Вл/. + Я/) 
с 01

Л<.>„2_[Л Айв__1 */Л^_
*01 Охх с 01՝ \ <5х։

д \ I ) ехр[— *0, (х, Л)] при ха > Л
<7х:/]| ехр[»м(хз֊Л)| при х3<—Л

л<.>=± +
*01 <?Х2 С* д(г \ Ох.

(2.7)

-Ь в-д- \ I [-охр[—*01 (л-з֊ А)] 
՝ I ։ ехр [*0։ (х։ - А)]

при х3 > А
при х3<^ — А

А?’ = ДАб I ехР(” у01^з — Л)1 ПР” Х3>Л
I ехр [у01 (х3 4- Л)] при х3 < — А

е'0 = 2___ — (а ~ 4- в |ехр— 7°1 при х’л
С д։ \ дх. дхх/ 1ехр[*01(х3— А)) при х, < — Л

еМ= _ 2,^ (А £2.  в֊\ 1ехР1“1'41(^ Л)] прих,>л
с 01 \ дхх дх./ (ехр[*0։ (х3 4 А)] при х3 < — Л

(е. _ В _1_ О_ дуехр[— *м(х3 — 6)] при х3 > Л
*0! с 01 I—ехр[*()1 (х3-г А)] при х3< — Л

где введены обозначения

А = 4~^'ЛЛ. + с8[,и + (к1 *|)Л]} 1
А1+ *2

4-з*мА/70 
’ А? 4֊ А?
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Используя (2.5) и (2.7), из первых уравнений системы (2.2) для опрс- 
дс'ения частоты колебаний н плоскости пластинки получим следующие 
х л р а к т ер и с т и ч ее к и е у р а вн ен и я;

.2 . .2 »■’ , . --Н„2 ■
А'1 -ь к> - — - ! • -

?с-с- |
__________  4-:/(•։Д
< ■[*«։ + (*> 4՜ Й) Л| •1՜՜/"’^ (2-8)О

Ц-'(4? + Й)- 4«аУ<нЛ
,՛՛•> I 4."57.,^ (2.9)= О

Сравнивая характеристические уравнения (2.8) и (2.9) соответствен­
но с характеристическими уравнениями (1.15) я (1.16). полученными без 
использования гипотез магнитсупрутосси тонких тел. замечаем, что они 
совпадают, если в уравнениях (1.15) н (1.16) пренебречь влиянием токов 
смещения в пластинке. 1 пренебрежение токов смещения по сравнению с то­
ками проводимости равносильно условию 1^.՛ (4ла/!<о)2§> 1. которое выпол­
няется в хороших проводниках для всех част т. применяемых в технике [4, 5|.

1՝.<:лн разложить точное решение в ряд по степеням у,л и в первом 
приближении пренебречь в этом разложении членом | ’*//։’| по сравнению 
с единицей, го с точки зрения характеристических уравнений результат։.։, 
полученные на сиз; <. гипотез магнмтоупругости гонких тел, совпадаю՛! с 
первым приближением к точному решению.

Отметим, что указанная точность сохраняется и » задачах колебания 
пластинки в поперечном магнитном поле с заданными начальными усло­
виями [2].

и.1։’|.81,1Ци.‘1.П1“НЧ1 ШЦ1» 8и.8Ц.ЪП1’1ГЫН‘|*. 1,11.^,11.411.1. 
|ги.тььии.«11а п*1и$пмг

"I. л. Ич«|1$2'։|1Л,

0. 4 1|> п ф (■ । 4

О*?/// Ч‘ ШшЧ/рр I/ III /р/ /. «/ III 41 п 1[шЧ1 П(р .„/Ь кп/И^шф ;1ш1[шишрПи1'кЬрр
/(рт П1ип1/!Ътч1гр։[п/^ ( иЛфЬр^ ниг[/1 1! И1дЧ/(/1/1111114/11 ^д.Ц1^/иЧ/ тилти֊ 

Ъпи1ЪЬр(1 (иЪдррр /и/рпи^шЧ/ ^и/д.Ъ1/иш1{иА/ дш^/лпиЬ 2ии!ш1лЬд (П1/ЧЬ(аф 
ииц]/ ^шдЬ^ишшпщ^дш^и/ЪтРриЪ ^и/^шишрлгЛ/Ьрр ЪршЪ 2/цмл и/./,//,/.// 
4/,?«/^ /;[Ь1рПрпд(/Ъш/1 /11{шр/ ’ 1/11(111 и ш рл 11П/ Ь ^Ьч/, прп^фчч! ЬЪ {/Ь-
/рп^д^/ий 1,1ирпр1иЬи1].Ъ/1ич1!11иЪ ршдпир/11р/Ьрр 11 рЬр/[пи1 ЬЪ рЪт-
Р<‘/др1/> *71П11ч/ишрии/ч/гр т.^/// 1ии/1{шЪп|ррнЪЪЬрр //ри^1) а/Ъ ‘'ил1и/р/ Л'/гр-
1(1116 шрд^тЪрЪЬрр ■>111Ли!и1и/։(п1^ ЬЪ шр/ шрдр/Лр'ь1/р1/ 'лки/, прпЪр нши/д֊ 
/(п//! Ьи Ч/тр! 1чЧ{д//рр р/ппш1{ рЪЧ/Ьр(/ 1ГшдЪ(/ишшпи1Адш1{шЬп/РрчЧ/

{//дпРк//(1 О1р/п։(^ш11 р р//.дЬ((/и к дЧ1ш',ши/1[пи1 /. ^^/(и/Л ՝(/ ч/пРЛд(/
Р^пй/р д(/1//шр1р[пд (иЧл/р/! 4шЛ//р1
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‘VIBRATION OF ELF.CTROCONDUCT1VE PLATES IN A 
TRANSVERSAL MAGNETIC FJELD

P. A. MKRTCHIAN

S u m m a г у

In the paper on the basis of three-dimensional equations of mag­
netoelasticity the solution of magrietoelastic vibration of an infinite 
length plate is given in the case of a transversal magnetic field. The 
values of induced electromagnetic field vectors are determined and 
dispersion equations concerning plate magnetoelastic vibration frequen­
cies are obtained. The problem has been also solved on the basis of 
magnetoelasticity hypothesis of thin bodies. For the given problem a 
comparative analysis is adduced conserning the approximation accuracy 
of magnetoelasticity hypothesis of thin bodies.
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ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ В ТЕОРИИ ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ 
ОБОЛОЧЕК

РОГАЧЕВА И Н.

В работе [1] получены уточненные уравнения пьезоксра.мячеек их обо­
лочек. предварительно поляризованных в направлении нормали к средин* 
Ной поверхности Здеч:» тем же приближенным методом [2| и.» трехмерных 
граничных уел >вин выведены двумерные граничные условия пьсаоксрами- 
чсо.их । оо л :••։<•. • 1. различных случаев окропления .1лсктроднроплнны.<
и нгалехтроднроваиных краев.

I Будем рд<:см..трнплть такие оболочки, у которых лицевые поверх­
ности либо полностью покрыты электродами, на которых н .»местно значе­
ние электрического потенциала, либо оболочки, лицевые поверхности ко­
торых нс имеют электродов. Полная система уравнении « [ 1| разбита т 
две группы уравнении. В первую группу вошли уравнении, совпадающие 
после исключения электрических величин с точностью лэ постоянных ко­
эффициентов с системой уравнении неэлсктрнческнх оболочек. В [I] в 
трехмерные урапнекнп был поеден несимметричный тензор напряжении. 
Если, кроме того, вместо вектора электрической индукции Р’ и вектора 
напряженности электрического поля £* ввести новые величины по форму­
лам (эти величины удобны при получении граничных условия)

Д = Ըէ-- а.а«1^з. <ц Е,, Ел - аха2Ел (1.1)
то уравнения первой группы примут вид. отличающийся ст [1] малым» 
членами

ՅՋ\ 2/?у

2АМ„

Յտճ(1-*5) \ R.

2տ»Ժ3>
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Уравнения второй группы служат для определения электрических ве­
личин. Выпишем их

1 ՛•*)/ 1, ш _ г-<0) 1 Г-Н) Ф / х
- - -~ + Т V л? ■

«•<» _ 1 г-'2>__ 1
А, <Ь, ' ~ А, <Л,,

2

, + С.)-! 1 </т-(Г' 7-) + —
2Л’։£ I 2Л ։£ \ Я, R,! 2А

Ы°> - № - [ЗМ + Л )] 
4/։

Ц.3>

/У») _ -Г/.*••՛ / . „ > / 1 1 А 4՝ ,,,. *1

Й2> = + Л(9, ,;}] -{-&֊ (<?, »,֊) >
4Л (2 п Л.,

М11֊

Все используемые обозначения, кроме введенных формулой ( 1.1), взя­
ты из |1|.

Как и п [I], взята тркортогональная система координат а։. а., у. где 
С4|։ а -линии совпадают с линиями кривизны срединной поверхности обо­
лочки. а у-линнн им ортогональны.

Каждая из искомых величин представлена в виде полинома но степе­
ням у, например.

|
Остальные уравнения второй группы выпишем раздельно д\я случаев 

электродиропаиных и неэлектродироваиных лицевых поверхностен.
Если лицевые поверхности полностью покрыты электродами, на ко­

торых известно значение электрического потенциала, то условия на лице­
вых поверхностях записываются следующим образом:

Й.. ։։-4)

и остальные уравнения второй группы принимают следующий вид;

£(01 =___ И ։ .у I > = X ~ (21
3 Л ’ ‘ л' • ’
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На неэлектрестированных лицевых поверхностях должно выполняться 
•следующее ус л о R и е:

А|,_,* = о (1.6)

в уравнения (1.3) надо дополнить следующими формулами;

г*<°> — ‘6- ! Т Т I (г ‘ л \-- 7• ( 1 ։ > :•) ] т ֊4) Я.1 )
2'1-я |2*й |

1 ՛ '°։£<">= * ±__, ^=֊-^7#’ (1.7)
уЧ г СЯЯ.

£>? = Ш)?, 1>? =-------- ------( " АМ? - — Л.^51՝)
2Д.Д.. \ <??, сЬм /

Последнее уравнение из (1.3) можно с помощью формул (1.3). (1.7) 
записать таким образом;

' ° А1 0 ... _± А>. Л. \ / Я. к' . 12,.՝՝
< О1Х А, д«։ <Ь.. А., с/х։/\ з

_<М/ д 
2/пп \ 0^

4../У, -!֊— АМ (1-8)

Для оболочек с электродкрованными лицевыми поверхностями, на ко­
торых заданы условия ( 1.4), первая группа уравнении представляет замк­
ну гую систему уравнений относительно механических величии. После того 
как найдены механические величины, электрические величины определя­
ются прямыми действиями по формулам второй группы (1-3). (1.5). Для 
оболочки с лицевыми поверхностям!! нс покрытыми электродами, уравне­
ния второй группы содержат дифференциальное уравнение ( 1.8) отлоси- 

. (0)тельно электрического потенциала у , и вопрос о возможности раздель­
ного определения механических и электрических величин должен решать­
ся в зависимости от вида условий на краях оболочки.

2. Полное элсктроупругое состояние пьезокера мн ческой оболочки так 
же. как в теории неэлектрических оболочек |2|. будем представлять в ви­
де суммы внутреннего электроупругсго состояния, описываемого двумер­
ными уравнениями [1]. и ногранслоя — существенно трехмерного электро- 
упругого состояния, локализованного вблизи края.

На краю оболочки внутреннее электроупругое состояние и погравслой 
связаны граничными условиями. Чтобы получить двумерные граничные 
условия, надо исследовать взаимодействие внутреннего электроупругого 
состояния с погранслосм подобно тому, как это сделано в [2].

При выводе граничных условий будем допускать погрешность поряд­
ка г, где

= О(? 7‘) (2.1)

здесь ||—отношение полутолщины оболочки /։ к характерному размеру 
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A’. показатель изменяемости внутреннего элсктроупругого состояния 
С такой же погрешностью получены уравнения пьезокерамичееккх оболо­
чек в [ I].

Будем считать, что рассматриваемый кран оболочки совпадает с ли­
нией а, а,., и выполним обычную для асимптотического метода замену 
переменных

֊’и *՛.% = ՝. (2.2)

Это нреобра икание означает, что отыскивается электроупругое со­
стояние, которое имеет одинаково большую изменяемость ио переменным 
а. и у и гораздо меньшую изменяемость по переменной «...

Следуя |2]. выполним расчленение уравнений погранслоя нл уравне­
нии плоского и антнплоского погранслоев В исходном приближении урав­
нения плоского погранслоя представляют уравнения плоской задачи элек- 
троупругости. а уравнения лит»плоского погранслоя с точностью до коэф- 
фипнентоп совпадают с уравнениями антиплоекзй задачи теории упругости

Для нск' мых величин плоского и антиплсскосо пагранслоен примем 
следующую асимптотику (се справедливость подтверждается тем фактом 
что а։ исходном приближении ,чтл асимптотика приводит х непротиворечи­
вым системам уравнении):

(Ли, Ли. .S'-,. «}Л. /Л*)-=<(-Й„ 5&., И?, /Л*| (2.3)

(Ли. Ли. 5в, Л15. vî'A, vJ/Л, '//Л. £*. Й. £•*, £>})

' -'(Йг. $>., Йз.. И., 11, Et.. Et., D՝,. Dt.}

£}=■<?-* ’El (2.4)

Степени ч подобраны таким образом, чтобы величины со звездочка­
ми были одного порядка.

Верхний индекс А’ следует заменить индексом и. если искомая величи­
на принадлежит антиплоскому погранслою, и индексом Ь, если величин 
относится к плоскому погранслсю. Для антиплоской задачи следует поло­
жить

Г = О (2.5)

а для плоской

г==1~/ (2Л)

Выполнив в трехмерных уравнениях пьезоуиругости замену перемен­
ных (2.2) и приняв по внимание асимптотику (2 3) —(26), разобьем по­
лученную систему на две подсистемы. В одной и.» подсистем главными яв­
ляются величины антнплоского погранслоя (2.3), (2.5) в другой подсисте­
ме главными являются величины плоского погранслоя (2.4), (2.6).

Выпишем в исходном приближении уравнения .«итиплоского и плоско­
го погранслоев
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1 dSh, dSb.
Ав <f:։

1 _ ss = s£ 5«. (2.7)
/4 lfl </: ։

^f-=sS,S&., D,: = daSi.

5».l 1 = 0 (2.8)

1 &Sn. n.Sri. q 1 dsi. x dSa. _ о
X10 <J\X (Г. 1 Hw <>;։ c*'.

1 ^J. E q f՛ । E <•■՛ i E <• A » r £•
Л —“T— = S1JOJI. -f- Sl?->?2 |- SJ3.JXJ -f-

^10 7;J
sA&j, j- suA:՛?. -; srj-Sxi. T <А։£з" 0

՛՛ £ C 1‘ 4՝ E <՛ л j E' Л—у------- SiitOu, S13O22. - xito.K«, — u.yj-n. = U

1 £ z. гь n—+a; - ։-Si։* - °

D,b. tiifi! </ls5։t 0 (2.9)

1 dD'- ; aD' j)
■^10 ^’J ^’’

^3, ~ysEs, -Г ^3j (-Vn, -г -'ч2?.) I

cb 1 ,.Ь д'/

E--^--Aw^4 Ьз- ^ d-

/l1P = A. |j^0

Ш- 1-0. S1U- | = ° <2Л0>

•?|:։.±l=o (2.11)

Ai!;-1 = ° <2-12)

Так как механическая и электрическая нагрузки учитываются при
интегрировании уравнении внутреннего э\ектроупругого состояния, го для 
погранслоя взяты нулевые условия на поверхностях ֊ - 1 и > = — 1 (2.8), 
(2.10) (2.12).

3. Рассмотрим свободный край С4, = а11; оболочки с элсктроднрован- 
нымн лицевыми поверхностями и нсэлектродированнбй поверхностью 
края.

Трехмерные граничные условия в рассматриваемом случае имеют сле­
дующий вид:

Ь^о. -д = 0. чл-0. 0 (3-1)
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Число р определяется из решения II вспомогательной задачи по фор­
муле

Граничные условия на
ю* следующий сид:

свободном элсктродироканном крае X, = 0 и.ме՛

Г, О, = = 0
2«33 А. (И.,

Л/ — ~ 2^Ь1- т___* - п
‘ ‘ /?2 " А дЯ.:

о, + з/ ֊ "н՝
А. дт2

О, Л <7//։ х
А 2 От.,,)

Для вычисления . надо решить вспомогательную плоскую задачу со 
следующими торцевыми условиями:

£». ֊ о, 5,*. =. о, ■}* о

а затем вычислить и, по формуле:

+1 о
»> = [л [ хМ.Л

•“-(! — *•

Последние граничные условия получены с точностью до величин по­
рядка I] . Это связано с тем, что в граничном условии для перерезывающее 
го усилия второй член, учитывающий влияние погранслоя, О(т/) по срав­
нению с главным первым членом. Вычислив константу И, с точностью до 
величин О(т/ '), подучим граничные условия с точностью до величин 
О(^).

Итак, получены граничные условия для оболочек с предварительной 
поляризацией 8 направлении нормали к срединной поверхности. Для обо­
лочек с электродироканными лицевыми поверхностями они оказались ана­
логом граничных условий пеэлектрическнх оболочек.

Полная система уравнений, описывающая оболочки, неи.меюшие элек­
тродов па лицевых поверхностях, десятого порядка. В соответствии с этим 
на каждом крае оболочки получено пять граничных условий - четыре ме­
ханических и одно, связывающее электрнческин потенциал с моментами и 
усилиями, Если все края такой оболочки иеэлектродироваиы, то механиче­
скую и электрическую задачи можно решать раздельно. Если же хоть одни 
край оболочки электроднровая, задача нс допускает расчленения на меха­
ническую и электрическую задачи.
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BOUNDARY CONDITION IN PIEZOCERAMIC SHELL THEORY

N. N. ROGACHEVA

Summary

In this paper an approximate method is used to Obtain refine»! 
boundary conditions of the theory of piczoceramic shell, polarized in 
normal direction. Three-dimensional equations of pie/.oelasticily are ta­
ken as initial. The complete electroelastic state of a piezoelastic shell 
is considered as a sum of the entire electroelastic state and the boun­
dary layer. Taking into account their interaction at the edge, two-di­
mensional boundary conditions are obtained.
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УДК 539.3

KOI ГГАКТНЫЕ И СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ И СОСТАВНЫХ

ПРОСТРАНСТВЕННЫХ УПРУГИХ ТЕЛ

Б. Л. АБРЛМЯ11

Показываются решения некоторых смешанных и контактных простран­
ственных задач теории упругости, которые были исследованы п Институте 
механики .АН Арм.ССР применением методов различных интегральных 
преобразовании для полного и неполного промежутков и представлением 
искомых величин в рассмотренных задачах в виде сумм нескольких разло­
жений ио ортогональных։ функциям.

Приводятся решения осесимметричных задач: для весомого цилиндра 
конечной .’лины (Н. X. Арутюнян и Б. Л. Абрамян); для упругого полу­
пространства с вертикальным цилиндрическим отверствием при смешанных 
граничных ус хопнях на поверхности отверстия (Н. X. .Арутюнян и Б. Л. 
.Абрамян); о контакте двух пространственных слоев ид различных материа­
лов, имеюшкх одинаковые цилиндрические отверстия (В. С Макарян); для 
весомого сплошного конуса конечной длины, закрепленного по сферической 
поверхности (I I. X. Арутюнян и Б. Л. Абрамян), а также несимметричной 
задачи о контакте жесткого цилиндра с круглым плоским основанием с 
упругим полупространством (Б Л Абрамян).

>3 с.. ихл 3. библ>п>| ,՛>, 90 наха.

Полный текст статьи дело։.припаи н ВИНИТИ Поступила ч редакции»
за № 2544-81 Дея. 28 .мая 1981 г, 12. !1. 19.80
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УДК 539.3:534.1

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ УСТОЙЧИВОСТИ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ 
ПЛАСТИН .МЕТОДОМ ЛОКАЛЬНЫХ ВАРИАЦИЙ

Л. Т. МАНАНДЯН

Рассматривается задача устойчивости прямоугольных пластин со сме­
шанными граничными условиями методам локальных вариаций. Метод 
прост по логике, легко учитывает ограничении (вытекающие из граничных 
условий), которые представляют трудности при использовании ряда дру­
гих методов, и нс требует большой памяти ЭВМ.

В виде графиков приведены полученные значения критических нагру­
зок при различных отношениях сторон и разных типах граничных условий.

Численные результаты, полученные по примененному методу, отлича­
ются от точных не более 3—5%.

9 с., нлл. 2. библногр. 3 назв.

Полный текст статьи депонирован в Bl'll H I 1П Поступила п редакцию 
яа № 3144-83 Деи. B/VI-83 г. 10. 111. 19HI
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