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* Термин «короткие полны» был заеден л работе [ I I для выделения областей п 
окрестности волны, где параметры движения резко изменяются.
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Уравнения двумерных, нестационарных коротких волн’՜ для газовой 
динамики были получены в работе | 1]. Учет вязкости для классических 
(симметричных) жидкостей был сделан в [2]. Исследованию волновых 
Фронтов в ъин.ейнои постановке для широкого круга сред посвящены ра­
боты [3, 4]. Распространение ноли в электропроводящей жидкости в маг­
нитном ноле для классических жидкостей рассмотрено в |5]. Построению 
общего вида уравнения коротких волн для теплопроводящей жидкости с 
несимметричным тензором напряжений посвящены работы [6. 7].

Как показано в [6, 7]. в несимметричных жидкостях в уравнениях, 
описывающих окрестность волны, члены, соответствующие вращательной 
и моментным вязкостям, выпадают из окончательных уравнений.

Представляет интерес обобщение полученных ранее результатов на 
более сложные среды, а именно, электропроводящую жидкость в магнит­
ном поле с несимметричным тензором напряжений и содержащей газовые 
пузырьки, с целью выяснения роли моментных эффектов и газовых пу­
зырьков на форму упрощенных нелинейных уравнений, списывающих ок­
рестность волн к слабодиссипативных диспергирующих средах.

I 1римером рассматриваемой среды является электропроводящая жид­
кость, образующаяся, например, при электрическом разряде в жидкости, 
содержащей пузырьки газа и являющейся мпкрополярной.

В настоящей работе дается построение общего вида уравнений корот­
ких волн, описывающих изменения параметров произвольной нелинейной 
слабо диссипативнои среды в окрестности волн малой интенсивности для 
электропроводящей жидкости, содержащей пузырьки газ,-:, с несимметрич­
ным тензором напряжений (моментная теория) в магнитном поле. Полу­
чены уравнения медленно меняющихся амплитуд и фаз квазимонохрома- 
тических воли. Дается упрощение уравнений модуляций для типично ди­
фракционной задача, в которой определяющим:։ являются производные 
вдоль волны. Исследуются решения подученных уравнении на устойчи­
вость. Решена задача об узких пучках.

1. Уравнения коротких но.ш для задачи магнитной газодинамики не 
симметричных жидкостей. Уравнения несимметричной магнитной гидроди­
намики в отсутствие внешних сил и моментов имеют вид 18, 9]

3



— т (1.1>

/ (} - \ - - / « Н‘ \
? + V-) V — Р,(//• г)// = — V (р4- -ту- ) г

+ <!Ъ ։‘ — 1\) <> 4- (“ 4-рг) у2« + 2 Иг7 X м> (1.2)

.•г/^ -֊- — V • V ) <՛• = (с*  Г • С" ) V V • <0 *-  (с>{ 4 со) V2 ••՛ -

4 2^(7 ?-֊2^) (1.3)

— V • г՝)//֊ (Н- 7՛ V 4 Н(х-г՝) ••= V՛'Н (1.4)
о( /

Здесь р—массовая плотность: р—давление; /— скалярная константа с

размерностью момента инерции единицы .массы; V— вектор скорости том-
—*

ки; ш вектор, характеризующий среднюю угловую скорость вращения 
частиц, из которых состоит точка континуума; — пространственный гра­
диент: |1, объемная вязкость: р — динамическая ньютоновская вязкость: 
Р, ֊ динамическая вращательная вязкость; с*.  с(1, с։1 — динамические мо­

ментные вязкости; Л/ вектор напряженности магнитного поля; 
р, магнитная постоянная; 1'5 к — коэффициент магнитной вяз­
кости; 5 — электропроводность среды.

Ниже рассматривается гомогенная электропроводящая жидкость, 
представляющая собой простейшую модель жидкости с пузырьками газа, 
в которой пренебрегают всеми эффектами, связанными с пузырьковой 
структурой газо-содержания. за исключением сжимаемости [10].

Обозначим величины, относящиеся к газовой фазе, индексом £. а 
жидкости — Яндексом /; например. и р*  означают плотности жидкости 
и газа соответственно. Определим Г*  как объем газа в единице объема сме­
си, тогда для плотности газа имеем [ 10]

р-:7(1 -3) : г-,₽ (1-5)

Если допустить, что газ и жидкость движутся с одинаковой скоростью, 
то массу газа в единице массы смеси можно считать постоянной [10]

?и З/р/1 — к) = соп$1 (1.6)

В континуальном геории вкладом газа в массовую плотность обычно пре­
небрегают, тогда взамен (1.5) запишем [ 10]

?=^(1- 3) (1.7>

Учитывая, что при постоянной температуре 1 (изотермический процесс) 
давление :> газе /?и пропорционально равенство (1.6) можно получить- 
в виде [ 10]
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PrMl const (1.8)

Пользуясь условием непрерывности напряжении на границе пузырька, в 
том числе и вязких напряжений, и предполагая отсутствие фазовых пре­
вращении на границе раздела жидкость-пар, можно получить для давле­
ния в жидкости на стенке пузырька следующее выражение ( 10]: 

ffRd— 
' di-

3 /dR \ - 4 ]՛ </??
? ) Г ~R~d? (1.9)

где R— радиус пузырька. Заметим, что уравнение (1.9) сохраняет свой 
вид и в случае несимметричных жидкостей.

Здесь допускается, что соотношение (1.9) между р и р , существует и 
з смеси.

Уравнение состояния совершенного изотермического газа для пузырь­
ка имеет вид

р& R} — const (1.10)

Для решении задачи имеем систему уравнений (1.1) (1.4). (1.7) 
(1.9).

Получим условия совместности (обобщенные) на волнах.
Условия совместности получаются следующей заменой [11| в уравне­

ниях ( 1.1)—( 1.4):

 •—ло, V — по, /. = > n = vr (1-11) 
dt--------------------------------------dt

Здесь •>=—-— производная по нормали к волне: Л— нормальная ско­

рость волны: н—единичный вектор нормали к волне; 1: = г (х, у. г, 0 = 0— 
уравнение поверхности волны. Как показано в [6], при определении сла­
гаемых, соответствующих малым диссипативным членам, следует оставлять 
только производные но нормали к волне. Предположено, что производные 
по касательной намного меньше производных по нормали.

Обычно соотношение (1.11) используется для гиперболических урав­
нений [11], однако, как показано в [6, 7, 12], их можно использовать при 
записи обобщенных условий совместности, в результате применения ко­
торых диссипативные члены формально включаются в формулу для нор­
мальной скорости волны.

Из (1.1)—(1.4), (1.7)—(1.9) имеем

Р с t ?, w= n՝tp 4֊(u04- JL — I*. ) пД'Пя • v)j F

4- (ц р ) g: t/4-2 X ՛" 4 (^ п) ьН — V-dF'-~ (1-13)

— у/сп '>•՝> = (с*  — с t — са) п?» [о (и • ю) ] 4 (cd I с ) ь2<й4- 2 ргп^Хv—ljy>
(1.14)
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сп ЪН - нЛ 4- НЫп = ,,'гН (1.15)

р
Ч=-у—г<-=-Г75? (1.16), (1.17)

г/?=- ֊-Ч, (1.18), (1.19)

где <.,— нормальная скорость волны относительно частицы, I л— проек­
ция скорости частицы на нормаль к волне.

Отметим, что ----  — с: ь՝К.
(Нг

5 равнения (1.16), (1.18) и (1.19) получены после, взятия производ­
ной от (1.8), (1.9) и (1.10), при этом в (1.19) отброшены малые высшего 
порядка.

Выберем ось х по нормали к волне, а у и 2 — по касательной к ней,

причем начальное магнитное поле И находится в плоскости х. у (фиг. 1). 
Запишем уравнения (1.2) —(1.15) в проекциях

ич да взамен ( 1.24) будем иметь

споб — 68 И — 0 (1.20)

- Рс„г' н = - йр 4- 

4-(н0+2н)г^,֊нЛу/. (1.21) 

-РС„ЙИ = (п 4- 1\И” Иу-

2 йи>։ 4- и.Нд о// (1.22)

- р/с/։ оы . = (са 4֊ Св) й" <иг 4-

4 2игйГ -4^,®. (1.23)

֊֊*,.  ^Ч֊НЪУ^ 

- Н.} У=՝,УНЯ (1.24). (1.25) 
Для рассматриваемых здесь 

быстрых и медленных магнитозву­
ковых волн 'Д/: = ',Н: 0.

удовлетворяет решение 6/У, 0,

Фиг. I.

Заметим, что уравнению (1.24)

ЙЯ, = 0

Из уравнений (1.16) и ( 1 17) получим

р/ (1-?)3
(1.26)

где а:. — скорость звука в жидкости с пузырьками.
Из этого выражения следует вывод о том. что скорость звука в жид­

кости с пузырьками газа намного меньше скорости звука в чистом газе.
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если величина р не очень близка к единице иля нулю (при |3 0.5 имеем
.минимальное значение для скорости звука в смеси).

Из соотношения (1.18), считая А’/Зр л. :медленно меняющимся, вычис­
ляя приближенные значения б՜՛’/? и 63/? и подставляя в ( I 19). получим

--/> = Ч Ь <5’ р„ ֊ 2՜֊ *р, (127 >
Из (1.26), вычисляя приближенные значения и и подстав­

ляя в (1.27), получим

4 и & ,7с5 с2
ср = а3, ор — — еп а- &?р ֊1----- х---- -  а2о3р (1.28)

- Р.; * ՝’ Рх

Подставлял из (1.20) значение 6И։ и из уравнения (1.28) значение
•V в уравнения (1.21) и ( 1.25). получим

4 р р.А1’с2
— '>> — — -г о■ с а’ ՛.---------------  а2 о3 у 4՜

*Р։ ' 3Р,՛ 9

4 (Л>+21‘) ֊ ֊ Ь И1Н9 (1.29)
Iе

- сМ-Н1Ну I- = vw^^y (1.30)

Отбросив в '.равнениях (1.22). (1.23), (1.29) и (1.30) малые члены 
(в том числе вязкостные члены), получим

с*ор  = й-;л-1 \\НчЬН։1, —

-сЬН,,- Н,ЫЧ \ Н,~Ъ^ 0 (с„=с) (1.31)

Из этих уравнений в линейном приближении находим для < извест­
ную формулу [11]

с1 —с’՜՛ аг_ + —(Н1 + Н2„) -Ц-=Я’=0
Р I ?

В уравнении (1.23) можно считать члены, содержании / и (с, -1-е;,)
1 ֊,малыми и получить — </Иу; затем подставляя в вышеуказанное урав­

нение, получим

Полученное значение со. подставим в уравнение ( 1.22), при этом получим

֊ Р = 1.8’ I; 8’ к, ֊ —8՛ УЧ + ։.,н гя (1.32) 

Для решения задачи имеем уравнения (1.29). (1.30) и (1.32).
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Из первого и второго уравнений системы (1.31) находим

с2 сг Н ՝ ч 
рс Н„ '' (1.33)

Полученное значение «'V • подставим в малые члены уравнения ( 1.32), 
тогда получим

р(с2 — а1) Н* 1(с- — а!) Нх
֊ ?с. <֊ V,-----------------К 4----------4֊ - Щ +■

+ (134)
4 '»с п..

Здесь в малых членах с„ заменено на с.
Подставляя из первого уравнения системы (1.31) значение 6 Нв ма­

лые члены ( 1.30). будем иметь

- сп ՝м, - //. «и, + я, * (1.35)

Из уравнении (1.29), исключая 6 I и <*>/•/...  при помощи уравнении 
(1.31) и ( 1.35), получим

с I / р- Д+ (л - 2!о — |(^—֊«.’) +
I 02р 7„с (<?-<?)} -т- -

\ ? 7 4? I

1А, (с1։ + с։1)(с՝-а-) /у 22 = 0
4 р-’с ' V/

При получении (1.36) в малых членах сп заменено на с. 
В нелинейной диссипативной задаче можно записать

??|/ ;?!/ , с«1/
֊ с 4- 7 К I [У + £' + С" —

г И, й И

(1.3о)

(1.37)

Нетрудно показать, что |5| 

с2 — а: 3 а , — с՜
7 1= ----- .-Ч)֊.. ֊ ֊ 2 ՛ , ։>֊т и-38>

<։;«+°։ 2 л1>та։ 2с
где

П I оа? —(Н-.о + Н^. 
1 ('о «.о

Из (1-6), (1.7), (1.9), (1.10) и (1.27), полагая 7 = 70-֊-3' и т. д., 
получим х° 1//э.
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Здесь /7, = Нх, Н./^Н^ч-л Нч, причем /7.(։, Н.,.3, ’>0, а.о 
значения функций невозмущенной среды.

Из соотношения ( 1.37). подставляя значение св в равенство (1.36). 
находим для О', Е՛. (]' следующие выражения:

2У—лЛ : 2(^](с=- ^Н?) + ,

*■' Р., ' у X р / Р'С

(1.39)
(1.40)

С = н;, м - 4֊,_
4р'с 2с[2<г— (а; -г а

(1.41)

Уравнения коротких волн несимметричных электропроводящих жид­
костей запишутся в виде [6, 7|

д’и 1 г , , ди <ЧпФ 1 д „ ди , гхд2а 
н,Т. г“^+о^+

+ Е°-и+Сд-± 
а-.3 дк'

—1 — 4-^1 — -и2-±^--^-| (1.42)
Оз.'! ()у- д?.'՝, дг- 01201л дуд г ]

Здесь дх Нх<1'\ Нх с — К, — нормальная скорость волны линейной 
задачи; а,, аг, а3 — компоненты волнового*  вектора в системе ко­
ординат х, у, ֊; Л(а1։ 12. з3)—0 — дисперсионное соотношение в 
линейкой задаче; Ф— амплитуда и для лучевого решения; и = И, 
(Г = т 4-1):

. 1 д . О' с Е' , С—-------- > 77 = —. £= — ; 6 — —
Нл д-- Ну Н\ /Ц

Для определения коэффициентов при производных о՛! и по у и г сле­
дует использовать соотношения [5]

я։1Ле + • ’3Ко4-(Н 1: а$ 1-а’= 1

с‘ —с=(<։^4-ир -
р(а’ 4 а?. 4- а?։)

0

где Ио“ ИГД 17։о, Ко) — вектор скорости частиц в 
движении.

В случае подвижном системы координат, связанной с
а. ~ 0. Тогда скорость волны будет [6]

-■■-■—1=- д; — . а —
Г ։։ ялд’* а։

Учитывая малость 72, а, вблизи оси х։ при 2/.7о~О. можно получить

невозмущенном

волной, а- ~ 0.

(1.43), (1.44)
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tx'-a, _ r)2a1_ _________ <?_______  d~7.i
fa*  ~ fa*  ~ ~ 2 c3 —a'^- a՛; ’ dajfa^ (1.45)

2. У равнение для медленно меняющихся амплитуд и фаз коазимоно- 
х рематических волн. Для простоты рассмотрим однородную среду и пло­
скую волну, для которых лучевое решение Ф = const.

Ищем решение уравнения (1.42) в виде волн

и -= Ср ■ (//, exp (/0 — va՝t) 4֊ exp ( — /0 — va*f)  ՛
2

| U..exp(2if‘ —2vasZ) ZAexp( 2/6—2va2f) (2.1)

где 0=а7 —«/; а = 7р1)0Л/։; ю0— частота в неподвижной систе­
ме координат; ՝/ коэффициент затухания; С/ц — медленно ме­
няющееся амплитуды; С'\, &■> комплексно сопряженные функции.

Подставляя значение г? из (2.1) в уравнение (1.42) и прнравни- 
> о л 2Лпая слагаемые при е , е , в , получим

d*U 0 
did-. -m> =

+ -i-r^(f/l^)exp(֊2«fs)+Z)^ + f^ + G^ (2.2) 
4 d՝ d-У д՜֊ d-У

—^^(/ш | va2)-J-fa—- ; -wat/, - ?aJvL/,----- — Z. (Z/J =
did- dx dt 2

֊■| ֊.Т«‘ад֊г4.а։У։£/։ехр(-2»А) 1-30,'/^

-3D«։—1 O/a’G,-6 E։2^ 4E7r>—* J-*'£(/,֊ 
<)-. 1 d֊.֊ ()֊. '

- 10 67xJ^i I- 5=’G֊/։ + G/a’t/j 
dx2 dx

(2.3)

4 2^U.-4i^U, ^-[֊а=Г/?Г֊8/аа{/гО|-1баЧ;2^4-32аад,>С'] (2.4)

^4
При написании (2.4) опущены слагаемые 2 Z« —2 — -— Л((72),что 

допустимо при Еа3 > 1, и огЗро пгия п ■>□ ։зв ։ и։ы : иг
Приравнивая в (2.3) члены, содержащие 1/։. получим линейное дис­

персионное соотношение и коэффициент затухания

и> - - — ՝ = ֊ -^ О + ֊֊ С»‘ (2-5). (2-6)
Г71 ГТ! Нг

Из уравнения (2.4), с учетом (2.5) и (2.6), можно получить С/2~е2 
(г малая величина порядка (7^. Уравнение (2.3) после подстановки 
(2.5), (2.6) примет вид

К)



oHL
dtd~

+i^+dJ/
fit d~

3 2 4-£7aa _
ч, л/, W,

i — (3fln 6£«։-10GiV)^ —2-(г«‘О,У։ + 
iiJ O“ ‘‘I \

1 i՝VZ/։t/?exp(—2v«s0 \ 1 {91x
+ T-4D/« 4-12^ + 28 67«*/  + T L(U'} (iJ՛

tj u /О *7  4 . r; In Фо неоднородной среде в (2.7) дооавится член nUx--------
dt

3. Уравнения дяя амплитуд у задаче стационарной дифракции. Пред­
положим, что размеры области по у и Z имеют порядок Jz t, что является 
типичным для задач дифракции узких пучков, тогда из уравнения (2.2) 
можно получить L, ~ 83 и соответствующий член I , в уравнении (2.3) 
можно отбросить. Поскольку задача стационарная н имеет мест. 
/dU А /dU\\ dU, . .
( — ---- 4 -—’ что следует из - = -։(хк) — /, где х*  — ис-\ dt ) \Ot hk дх։

/dU,\ a д1Л гходкая система координат, то ---) — 0, причем ( — ) —— • Для 
\ (И hk \ dt J дтх

дги> дифракционных задач O'Uможно отбросить по сравнению с —-> 

следовательно, уравнение (2.7) примет вид (в дальнейшем индекс при 
' опушен)

. ди\[л 3 ... 2 .. . 4 .../а----- 1--------Ла- •— £Ла/-------- Ga3/ ) =<i‘ \ Нх Нх Нх )

1 ГУ(71|6/||=схр( -2-«а2О _ I 0\дЮх ,
’ Э.НХ 4Рх/+ 12 £а» + 28 (7а3/ 2а։ да’ ду*

+ .^«։^Л + 2 (31)
да з дг- ՛ да2даад^дг

Положим

Ц = (3.2)
где а — амплитуда. <р фаза.

Рассмотрим плоскую задачу, зависящую от (г, у), тогда из (3.1) по­
лучим для действительной части

1 д3«х дга /д’л \2 I
2aa։ da’i ду^ \<Jy/ I

а для мнимой —

д֊. \НХ
=» / :а3 -ф-

1 d:
2 aax da’

дгу> . п да d?'
a — I 2------

dys ду Oy _

а

(3.4)
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Здесь

z։=3 fa֊”., z2 = (Z)z -7Gx5)'„ ՛; 1 Г-exp (— 2 ^x3/)
8 9 E-i-{D ֊1 G^y

(3-5)

4. Поперечная устойчивость плоских нестационарных соли. Исследуем 
решение уравнений нестационарного движения (2.2) и (2 7) на устойчи­
вость.

Будем рассматривать типичные задачи дифракции, в которых крон - 
водные по у и г значительно превосходят производные по I, т. Тогда 
ил — ?-՝ и слагаемые в уравнении (2.7) можно отбросить. При исследо­
вании на поперечную устойчивость производные по т следует отбросить

Для простоты рассматриваем плоскую задачу по /, у.
Уравнение (2.7) для амплитуды, записанное у переменных /. у. после 

отбрасывания членов, содержащих- С!„ и производных ио г и после отде­
ления действительной и мнимой частей, примет вид

dy 1 д-а, д-а /ди=\
— а = х, - -------------- - --------а — )
()t 2аах да’ ду- \ду/

для действительной части.

да з । 1 &лЛ . п
— х2а 4---------------а. —7 |- 2 — —
di 2<?а1 да’ ду- dy ду

(4.2)

для мнимой части. Здесь было использовано выражение (3.2) для 6’,. 
Дадим малые возмущения амплитуде а и Ц,азе <р

а = а0 + а', <р = w0 + (4.3)

В нестационарной задаче а0, ф0 для основного состояния являются 
функцией t : аи — а0 ((), ф0 = cpQ (/).

В задаче поперечной устойчивости волн нестационарного движения 
следует полагать

а = .4 exp (/(«>'/ — $'у))> <?՛ — Ф ехр(/(о// Ф'уУ) (4-4)

то есть зависимостью от т пренебрегаем. Здесь А в Ф амплитуды, кото­
рые считаются постоянными величинами, о/ и (5' частота и волновое 
число возмущенной полны.

Таким образом, рассматриваются поперечные возмущения, распро­
страняющиеся вдоль волны.

Подставляя в уравнения (4.1) и (4.2) значения и и ц; из (4.3). г.о-
лучим

б;?.. „ _ „ л3 а0 _ XjU,,, 
at

daQ 
ot

= х3а2 (4.5), (4.6>

Щ О J
----- — «0= 2а?>а 

at
Ч + ■

1 Р2аг дга
(4.7)

2 аах да? ду-

да Q з ' •— =3а-а 4т 
at

1 д"а1
(4.8)

2 аах да’ й<1^2
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Подставляя значения возмущенных величин а и ф' ։;з (4.4) в (4.7) 
и (4.8), получим систему однородных уравнении для Ф, А. откуда получим

, . 3 а?, хз<՛• — - i--------- -
2

1 <>'Х , о
2 oetj дх]

'2а^.х -1(3')
2 аа։ дх}

(4.9)

С/" 1
Решение устойчиво при !т «։'^>0. Так как хл<^0, при —1 <С $ 

знак мнимой части определяется первым членом в правой части вы­
ражения (4.9) для «•', и решение устойчиво. Таким образом, для вы­
пуклых ноля волна в поперечном направлении устойчива. При 

-—->0и2а;Т/1 —У—։ (? )։<С0, то есть для незначительных ампли- 
2а«1 дх:,

туд, решение снова устойчиво. При — 1>0 и 2 а? к----------(3'):^>0
<7а’ 2«а։с*а£

решение неустойчиво.
Итак, для погнутых участков волн решение .может быть устойчивым 

только для небольших амплитуд.
I [слученный вывод позволяет сказать, что при распространении волн, 

выпуклые волны должны дефокусироваться, поскольку они устойчивы в 
поперечном к волновому вектору направлении. Вогнутые участки медленной 
магнитозвуковон волны в случае небольших амплитуд будут дефокусиро­
ваться, а в случае конечных амплитуд будут фокусироваться. Полученные 
выводы согласуются с решением для узких пучков, которое приводится 
ниже.

5. Решение задачи об узких пучках. Если считать, что магнитное поле 
направлено по оси х и указанная ось является осью симметрии пучка, то 
для осесимметричной задачи уравнения (.3.3) и (3.4) запишутся в виде

= МЛ .

— №
Нх

1 д\
2 77.J daij

2

(5.1)

/ 2 .-.а — — Dx 4
Н.

1
= х2а։ 4֊----------2

2 аа։
Решение (5.1). (5.2) ищем

К 
а~ ~е

а . -•- + 
ду*

в виде
.՛/*

о да.
'<>У ду U —

<>У
(5.2)

? = =(') + (5.3)

У

где К— const, /=/{"), k = klijx -кривизна волны, z/0—const 
начальная ширина пучка.
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Подставляя (5.3) в (5.1) и (5.2), получим

(5.5)

Здесь и далее штрих - производная по т.
При получении уравнений (5.4) н (5.5) коэффициенты I). Е, G пред­

положены милыми по сравнению с единицей и соотпст»т:։у։пщис члены в 
левых частях (5 1) и (5.2) отброшены.

Считая, что пучки узкие, то есть —- 1. ехр( 2~^л.) 1>аа"
Уо/ \ УМ'/

у лагаем по степеням и оставляем первые степени, приравниваем
Ус/

члены порядка единицы и у2 в (5.4) и (5.5). тогда получим уравнения 

ч К- 1 4
-:С) ’’7՜^,^^? <5-6>

к՛(-) _ к: 2
2 /j р Ру\ ’ 2и։ да} м'уЗ

С К* 1 (1\.
/ • р 23,

Подставляя значение к из (5.8) в (5.7), получим

</Т = “ уГ + С или / = — | С

Предполагаем, что начальное условие для
, лМОЖГ1 выполняться при к V.

Здесь

I имеет вид ]' (0) <Г 0. что

, 4 16/ 1
S м, у1 ^\2«։ di3J

(5.7/

(5.8)

(5.9)

(5.10)

При получении (5.9). в силу малости х . член, содержащий и:, отброшен. 
Постоянная интегрирования С определяется из граничных условии:

при * 1, А:=֊ 
/?<

Здесь “ Rt начальный радиус кривизны фронта полны.

И< формулы (5.8) имеем, что при т = 0

14



Тогда

R.  ̂ ։

С = ( — 1 ժն* 
\/?օ «ւ 

ля (5.9) находимИз выражен»

I С? ' IC֊'
С ' С

Значение ' для фокуса, в котором /—0, действительно при/<О, при- 
. ..

чем для --2- 0, ; >0. Таким образом, быстрые магнито-газодинами­

ческие нолны не самофокусируются, а медленные волны, для которых 
<)2а.

- > 0, могут фокусироваться.оа2
Согласно (1.40), (1.41) и (1.38) для быстрой волны, в которой 

4? = а..р в коэффициенты I) , Е, С> магнитное поле н микрополярмость не 
г 1 входят, а для медленном волны с а,, с, — —— магнитное поле приводит 

8
к фокусированию, причем условие преобладания дисперсии над диссипа­
цией /а V. Подставляя (5.3) в (5.1) и (5.2) и записывая условие ма­
лости диссипативных членов в левых частях, а также условие существен­
ности влияния диссипации в (5.10). получим условия применимости ре- 

Л й
тения ----- §>1. При п-}:о<^а1 фокусируется волна с — а.,.п.

Ео-
Путем прямой подстановки решения (2.1) в исходные уравнения для 

обычной непроводящей жидкости можно получить уравнения модуляций, 
которые совладают с уравнениями. получаемыми из (2.2), (2.7), н тем са­
мым обосновать применимость уравнений коротких волн ( 1.42) для полу­
чения вышеуказанных уравнений.

ԱԼՐՆԵՐ!« ՏԱՐԱ՜ԱՈհԱէ! Ա՚ՒԿՐՈՊՈԼՅԱՐ 1.Վ1)Կ8ՐԱ2ԱՂ(1ՐԴ1«<| 1«Կ|||.|ք

Ա. Դ. ԲԱԴԴՈնՎ. Լ. Դ. ՊևՏՐՈՍՏԱՆ 
Ա մ փ ս փ ս է մ

Տրվում / մագնիսական դաշտում գտնվող ոչ սիմետրիկ յարման աենզս- 
րրվ Լմրմենտային տեսություն՛) ղազի պղպջակներ պարունակող. Լչեկտրահա- 
քրւրղիչ Հեղուկի համար փորը ինտենսիվության աքի րնե րի շրջակա յրում կա­
մայական ոչ գծային թույլ ղիսիպատիվ իջավայրի պարամ եսւրերր վւոփոխու- 
թյւոնը նկարագրող կարճ աշիրների հավասարումների ընդհանուր տեւ՚ւրի կա֊ 
ՈՈԼցսէմրւ Ստացված են րվաղիմոնււիւրոմ սոոիկ ալիըների դանդաղ էի ովւոիւվող 
ամպւիտուդների ե ֆազերի հավասարումները։ Տ/ււղ/էկ դիֆրակցիոն խնդրի հա­
մար տրվում Լ մriiftttլյացիա ւի հավուսուցումների պարզերումր , որում ոՐուիլ 
են հանդիսանում րոտ ալիքի երկարության ածտնդրոլնհրր: Հեաազուսւվում են 
ստացված Հավա սարումներ ի լուծումները կա լունոէթյան տեսակետից։ Լուծ­
ված է նեղ փնջերի ւ) ե ր սւ ր ե [I J սւ( իւնւլ/ւրր։
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THE PROPAGATION OF WAVES IN M1CROFOLAR 
ELECTROCONDUCTING FLUID

A. G. BAGDOEV. L. C. PETROSSIAN

S n m in a г у

1 he construction of the general form of equations of short waves 
describing the evolution of parameters of arbitrary nonlinear slowly 
dissipative medium in the vicinity of waves of small intensity for 
electroconducting fluid containing gas bubbles with asymmetrical stress 
tensor (moment theory) in magnetic field is performed. The equations 
of slow modulating amplitudes and phases of quasimonocromatic waves 
are obtained. The modulation equations are simplified for typical prob­
lem of diffraction in which the determining are the derivatives along 
the wave. The solution of the obtained equations is investigated on 
stability. The problem of narrow bundles is solved.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻ1*311ԻՆՆԵ1։Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
И 3 В Е С Т ИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
սլ1սա6Ւ’|“' XXXVI, № 5. 1983 Механика

АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 
НЕОДНОРОД! Ю-СТАРЕЮЩИХ ТЕЛ С ДВУМЕРНОЙ 

ТРЕЩИНОЙ

АРУТЮНЯН И. X.. НАЗАРОВ С. А.. ШОЙХЕТ Б. \

Получены и обоснованы асимптотические представления напряжений 
и смещений вблизи края двумерной трещины а трехмерн лм теле в теории 
упругости и теории ползучести нсоднородно-стареющих ил. Вывод асимп­
тотик базируется на коэрцитивных оценках решений задач теории упруго­
сти и теории ползучести в некоторых весовых пространствах |1] и на 
асимптотических представлениях решений плоских задач [2—4] и задачи 
кручения 15] в области с трещиной. Часть результатов статьи анонсиро­
вана в заметке [6].

1. Постановка задач. Пусть 20—связная, с гладкой (класса С *) 
границей о20 подобласть трехмерного пространства /?3; т — гладкая 
поверхность, а М — содержащееся в подмножество поверхности т. 
ограниченное гладким простым замкнутым контуром дМ. Множество 
М определяет трещину в 20; ее берега обозначим через Л/ и Л/՝՜- 
Изучаемое тело занимает область 2 — 20 37. На берегах трещины 
заданы напряжения. Для определенности будем считать, что на внеш­
ней границе д(20 также действуют напряжения. Случай, когда к 02 
приложены смещения, рассматривается аналогично.

Уравнения краевой задачи теории ползучести неодиородно-старею- 
щих тел имеют вид I 7 ]

х) =еч.(п)= («,. х (/, х) +■ ;(/, х))/2, /, к - 1, 2, 3 (1.1)

3Л. г) = °, } 1,2,3 (1.2)

в,. (/, х) р
--------------—---- - ед((, х) л(х), - 1֊ Мх), х) е . д) (1.3)

о

—. ------— = է' *) — ( (' 7 (*ե ’~7(->-հ Л’)е(-, *)ժ’
£*(է +х (х), х) ь)

4д«; ’ = Ъ» Ն՜4?»’ <Ն4>

3А (/, х) ՈՀ ֊. = £*(/, х) на М . / 1, 2, 3 (1.5)

з/д(/, х) ոհ = (է, х) на ԺԼՀ, / - 1, 2, 3 (1.6) 
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Здесь и, 5,4— декартовы компоненты смещений, напряжений и 

деформаций, соответственно; е/4, — компоненты девиаторов напря­
жений и деформаций, е, а их шаровые части; А,.. ((, х), А\((,.г) 
модуль объемного расширения и ядро релаксации при всестороннем 
растяжении (сжатии). С (I, х), /?х (6 х) — модуль сдвига и ядро ре­
лаксации при сдвиге; '(х) - функция неоднородного старения, харак­
теризующая закон изменения возраста материала в зависимости от 
пространственных координат; /։, — объемные и поверхностные
нагрузки, удовлетворяющие при всех I условиям равновесия

IЛм* ( #7 и*> + «/<и* =0 (1<7)

* .н-

для всякого поля смещения и тела, как жесткого целого, то есть для 
/■'л—о -I- Ь X х, где а, Ь— постоянные векторы.

Уравнения задачи теория упругости имеют вид (1.1) (1.6), если все 
функции считать нс зависящими от времени .՛. а в реологическом законе 
(1.3) положить R. = R 0:

5>(*)в2£(фд(*)> 3(*) £Г>:.(х)е(х) (1.8)

Отметим известный факт: задача теории упругое:и является эллипти­
ческой к смысле А. Дуглиса, Л. Ниренберга [8].

Асимптотические разложения решений общих эллиптических краевых 
задач в областях с коническими (в частности, угловыми) точками изуче­
ны в работах [9, 10] и других. Последовательное применение указанных 
результатов в задачах теории упругости содержится в монографиях [II. 
12]. Асимптотические представления вблизи ребер решений эллиптических 
краевых задач найдены в [13. 14] Коэрцитивные сценки и теоремы Не­
тера для широкого класса таких задач содержатся в [ 15].

В случае, если на берегах трещины заданы напряжения, задача тео­
рии упругости не попадает в класс задач, изученных з [15. 13 |. так как на­
рушается сформулированное в этих работах требование однозначной раз­
решимости модельной задачи в двумерном угле. Необходимые для по­
строения асимптотики коэрцитивные сценки решений задач теории упру­
гости и теории ползучести в весовых функциональных пространствах вы­
ведены я [1].

2. Функциональные пространства и сценки решений. Пусть Л —дву­
гранный угол раствора 2л; * — координата на его ребре: (у,. у.) и (г, 0)— 
декартовы и полярные координаты в плоскости, перпендикулярной ребру, 
причем грани иКугла задаются соотношениями у. < 0. у: ос 0 или 
•г > 0, 0 = л ± п.

Пусть У — целое неотрицательное, у. р — вещественные числа, под­
чиненные неравенствам

<74-1/2<?<<Н-14Л<? М (2.1)

18



В работе [!] введены используемые здесь пространства И* (А), 
К- я(А) функций в К и пространство U’;?'* z (<>/<' ) следов функций из- 
И }(К) на оК . Нормы определены формулами (2.14), (2.15) из [1].

Для описания функциональных пространств в области <2 определим 
з окрестности D края трещины М криволинейные кординаты (у։, у2г 
Д. где $ — длина дуги, измеренная вдоль М от некоторой точки до про­
екции х на , (у,. у.) — ортогональные координаты в плоскости, прохо­
дящей через х и норма льном к ОМ. причем локально М задается соотилве- 
ЙНЯМК у, '-С 0, у.) = 0.

Нормы н пространствах V”' /(2), И(2) и V-. 3 7 (А/ ) порож­
даются из норм к? .‘(А), И((А՜) и И? З*(с/А'՜) разбиением единицы. 
?1сли носитель функции v отделен от dM, то ее норма вычисляется в 
1^2՝՜ (2), или IV? 12(.W ), а. если носитель мал и пересекает­

1 Здесь я всюду далее пространства скалярных и векторнозначных функций не рал
.кичаются в обозначениях.' норма вектор-функнин равна сумме норм се компонент.

ся с ОМ, то норма v совпадает с нормой в V’’ з*(А). И':'(А՜) или 
V-. } ' (дК ) функции т.’", которая получается из и после перехода к 
координатам (г/։, у2, s).

Следующее утверждение вытекает непосредственно из определения 
норм в перечисленных пространствах

Лемма 1. Пусть Лг, (х, tri>x) дифференциальный оператор 
п 2 порядка ], коэффициенты которого и их производные до по­
рядка q -~ 1 включительно ограничены в 2, a IV'—функция из 
Г? •?( 2), где у. ? удовлетворяют неравенствам (2.1). Тогда 

№ '($). N:W' < (/;!(“)> « справедливы оценки

||;V,ir: ИГ к-'(2)Кconstat И ? (2)1,; -1,2

Сформулируем еще (в несколько ослабленной, ио достаточной для на­
ших целей форме) две теоремы о разрешимое։и задач теории упругости в 
теории ползучести [I. 6j. Для этого понадобится следующее определение. 
Пусть В — банахово пространство. Как обычно, через ■■ ' (0. /; В) будем 
обозначать пространство отображений /' отрезка [0. : ] в В, наделенное, 
нормой

|Р: В, /0-esssupjZ’(-);/?iI 
о

Теорема 1. Пусть выполнены соотношения (1.7) и (2.1). 
Я!(2), »€ 11«"1;(Л!о), « е И?1Л(Л/ ); £4,С С '(2) и вьтол- 
няется условие невырож дения в 2

<1 Е* «, £с, G\ < G’ <. б’2, Ei, (J,՛— const 0
1 огда существует единственное (с точностью до жесчкого смещения) 

решение и задачи (1.1), (1.2). (1-4):—(1.6), (1.8) из пространства 
И.՜?2 Если это решение нормировано условиями

ndx = 0, jroturfjc= 0 (2.2)

•j и
то справедливо неравенство 1 *

19



ад к’УРЖеН/; 17(2)1 гк; ^'’'’(Чк + к ; И 1,?(Л/'И1 (2.3) 

Нс умаляя общности, будем считать 7.(х),>0 и пусть

7՛* — тахх (х) -г Т.

Ге о рема 2. Пусть модули 6' достаточно гладкие 
(класса С" ‘([О, Т ] >• 2)) функции переменных I, х к не вырож­
даются л 2, ядра релаксации R, представимы в виде

■. х) = Р'Д*> х) и—-)՜* 4-д,(Ь х). ; 1, 2, а< 1:

р, <7,(1 С՝՝ (<0, ' ] \ [0, 7’ | ՝2), /■ £ С՝' ' (12), при почти все* I |0, Т\

выполнены равенства (1.7), справедливы соотношения (2.1) и вклю­
чения /££“(0, 7՜; I/’(2)),

«6П0. Т, VI ՝'■№„)•), 8 а՜(0. Т-. УС՝"(М ))

Тогда на отрезке времени [0. 7'] существует единственное 
(нормированное при почти всех I условиями (2.2)) решение 
и £ £ (0, Г; Р7 э2(~)) задачи ползучести (1.1) (1.6) такое, что

сп ра вс дли во п ер а в е н с тво
1«; И'.зг(2), К) (2), Г)
+ к; ГГ,Я(<Ч>). Пн« ; И “’(Л/ )՝| (2.4)

с постоянной с, не зависящей от р,, и и.
За.мечание 1. Оценки (2.3) и (2.4) становятся все более точными при 

увеличении у до Р -р 1 —0, однако постоянные в этих неравенствах неогра­
ниченно возрастают.

3. Вспомогательные утверждения. При выводе асимптотики напряжен- 
но-дсформнроваиного состояния понадобятся дополнительные оценки ре­
шений рассматриваемых задач. Обозначим через С'(л’ произаодную 
(.Т-а/дв՞՛.

Лемма 2. Пусть в дополнение к условиям теоремы /

£1.я\ /л‘(: ей ' '(/зпл/ ) (3.1)
п.= 1. 2, --, П

Тогда для нормированного условиями (2.2) решения и € К з(2) за­
дачи (1.1). (1.2), (1.4) — (1.6), (1.8) енризедливы включения
и И’ \,2 (Т)о \ М) и неравенства

(а՝'՞’; И.'Л0«\ЛЛ|«с,р/; И(2)1 + 1(?*:; 'Л(М С+

-Г к; «₽7+1'г(<*2в)1 (-^ Я/0՞’; Р7(О\ло։+ к |/։(Оп 44^1)1(3.2) 
₽-։ *

Здесь п = 1,---։ /V; —окрестность ^'М, причем
Доказательство. Пусть и—решение задачи (1.1), (1.2), 

(1.4) —(1.6). (1.8), а 7. ^С<Г(^՛2)-срезка с малым носителем, равная 
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единице в окрестности нуля; supp 7- £ Р. Векторное ноле и (х) X (?/) к (х) 
удовлетворяет системе уравнений теории упругости с новыми правы­
ми частями

F(x) 7(y)/(x)-i l(y. s. ֊■ ֊)«(М. G֊(x)^7(y)y (х) + 

4֊6(»/. $)и.(х) (3.3)

я уравнениях (1.2), (1.5) и однородным граничным условиям. (1.6). Здесь 
• — матричным оператор первого порядка. 6 матрица-функция: носите­
ли коэффициентов / и элементов 6 содержатся в D и отделены от дМ. По­
этому (см. лемму I) справедливы неравенства

!/«; U?(֊J)'\М ).Uc,J« l'71(2)J<<M«: P?V(2)J (3.4) 

1-1«: Р7(2)| +|֊6«: Г'и’(02)! <cj«։
II Os [ 10s

Вектор смешений i' удовлетворяет системе Ламе и граничным усло­
виям на А/ с правыми частями и ö :. Запишем .указанные уравнения 
для краткости в матричной форме

Цх, <)!dx)v-.- Г=0 в L»; В(х, d}dx)v = G на М (3.5) 

Дифференцируя (3.5) по х, имеем

L (х. o't(jx) v ’ 4֊ aFids Н — (х. д/дх) v — 0 u Ü 
ds

В(х, д!дх) и(1, =(J(j /Äs — (х. diOx) v на М (3.6)
I

В силу соотношения

|—«; И(2) И—v; \ТЮ(М-՝). <<֊,[<,; и,’?(“)։ 
övS || OS

из неравенств (3.4) и теоремы 1 получаем, что решение ü(1) уравнений 
(3.6) и однородных граничных условий на dti„ удовлетворяет оценке

Ь"1: k7.V(2)1<.с,(к Н;/('2)( + 1/1": |/?(£>\М>| +

+ 1? VI 1/5 (Dn Л/ )||1 (3.7)

Так как поля и и I* совпадают на множестве (х : X (у) = I), то согласно 
(2.6), из (3.7) следует требуемое неравенство (3.2) при » = I. Для осталь­
ных значении п оценки (3.2) получаются последовательным применением 
приведенных рассуждений к вектор-фушшиям у1" ' . Лемма доказана.

При доказательстве теоремы 2 настоящей работы (см. теорему 3 из 
[ 1 j). решение задачи ползучести, как обычно [16, I7J, было представлено 
в виде сходящегося в £" (0. 7; И? (-3)) ряда, члены которого суть 
решения рекуррентной последовательности задач теории упругости. При­
меняя к ним оценки (3.2) и повторяя ход доказательства теоремы 3 [ Г], 
получим следующее утверждение.
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Лемма 3. Пусть $ дополнение к условиям теорем՛,я 2 имеют место 
включения

ЕЛ, "([0. 7’«]ч/)). Р{, 1+'։([0. Г*]Х(0, Г'] X [))

/ С''՜’ "(7>). /1П1С£’(0, Г; К?(Я\Л7))

Й <л'$Д-(0. Т-. К,’+12(РП ЛО), п - (3.8)
! <>гда для нормированного условиями (2.2) решения п задачи (1.1) ( 1.6) 
справедливы включения « "'£/.'* (О, 7'; V? ,-2 (/90 X Л/)) и неравенства 

\М). ПСс-11/։ >^Р\Л/), Т|-֊&; 1Г։<’м,0Ц,Н+

-Нг ; И?‘"2(^пм ), П+ЗШЛ И(0\М), Г| +
Д-1

+ к Щ+՝2{Ьг\М ). П] (3.9)
4. Асимптотики в задаче упругости Следуя [13]. получим асимптоти­

ческие формулы для решения и задачи упругости (1.1), (1.2). ( 1.4) (1.6). 
(1.8). Для этого на множестве 1> М сведем указанную краевую задачу 
к совокупности двумерной задачи теории упругости ։։ задачи кручения и 
сечении \{у, з)^О\М: $ — $0|:

= 4՜ {у> 5) на ок (4.1)

где к R- [у: у2=0, ух -X0) — плоскость, ослабленная лучом;

1‘ ($) Д -г (>• ($) •- р ($)) 0‘/Оу-; (/ (5) -+- р ($)) ог}()ухОу.,; 0

(/ («) 4- ^(з^д^'Оу.ду^ р($) Д 4- (/ ($) 4֊ ՛.՝($)) д?1ду'1; О

0 ; 0 ; р («) Д

</\ ||։1^^2; 'А^Оу՝ ; 0;
й Г’ ^) = 1 ' (2»><») г ՛ в№1"у,; 0;

7 I 0 О :

р(з). / ($) —замороженные на ребре ОМ коэффициенты Ламе

(4.2)

а(;) = С(0, 5), Мз) [£4(0,з) -2С(0, з)]/3. (4.3)
Как и в лемме 2. умножим ноле смещений М на срезающую функцию 

у. Полученная вектор-функция ։֊՛ — 7А удовлетворяет системе (3.4). а, сле­
довательно, и уравнениям (4.1), где

Ф(1/, 5) Г(х) 4- {Ь(х, д/дх) — £°(я, ^1<)у)] V
4' (//• л‘)=С» (х) — (7?(х, д/с/х) —- Я?($, О/Оу)] V (4.4)

Для того, чтобы воспользоваться результатами [9. 10. 2, 3, 5] о пло­
ских задачах, необходимо оценить нормы функции (4.4) в пространствах 
Р’(А) и 1/’+,;2(^ )• 
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Предположим, что при я = 0 справедливы соотношения

/"'е УЩУкМ). / (”Ч ) (4.5)

Тогда в силу (3.3) и того, что носители коэффициентов операторов / и Ь 
отделены от М. находим

Г(И(-, 4 vjuif+iic ( . si; z; (4.6)

й.И՛

«const!!/; HW rls՜; UT'?(Af )(-’4֊iv; F,’.V(2)Fi

Операторы Z.—L" и В—В второго и первого порядков, соответствен­
но. обладают следующими свойствами: коэффициенты при О'-Оу ,Оук в 
/.— U и при Ojoy в В — В” Обращаются в нуль, если/у—0; все коэф­
фициенты этих операторов гладкие в 2 вплоть до границы функции. 
Поэтому

p|(£-4»)v(-.։)։ И-ЛОГ ֊1(В-Д|1)и(-, s); Г?7’(Л1г (fl Л« 

'

«const«« iz;'/(2)f4 '<>»/№: H’.7(1>'.МУг', (4.7)

Окончательно, используя теорем} 1. лемму 2 и соотношения (2.1). из оце­
нок (4.6). (4.7) получаем неравенство

|(|Ф(-, s); n'l՜ (■. s); vy' -tdk )IFj ds <

iMf
«const|(/; И («))’+!« ; V? '“'(/W )|! + k;

4 I/*1'; l'?(^.M)!f+k՛ VT' WM )]f| (4.8)

Гак как первые две строки системы (4.1) образуют плоскую задачу 
теории упругости, а третья задачу кручения (см. (4.2)), то, согласи; 
результатам [9, 10. 2, 3, 5 ] об асимптотике решений двумерных задач, 
справедливы асимптотические формулы

(vr, vrj) { Cj (s).(cos О, sin 0) c; (s) ( — sin 0, cos 6) :

4- C»(s) г” (СЛ (*, !l), (/J(s, &); :֊ C2(S) r' -(t/;(։, ՛>). £/?(s, 0))} ' (,)

+ «, Vp), Vv = !cj(s) 4֊ Q (sir1 :и'{Ъ</ И 4- С4-9)

Здесь аргументами функций v;։v’ являются переменные у, $; угловые 
части (Jr, Ui>, Ui определены равенствами

U\ (s, 0) = (2 £ (S) - 1) sin r<2 -}֊ sin 3 G '2

Ul(s, 0) (2 Д (s) 4-1) cos5/2-F cos36/2

U2r (s, 6) = (2 k (s) - 1) cos 6/2 4- 3 cos 3 6/2

Ul(St 0) = — (2^(s)-|- 1)sin0/2 —3sin36/2, {/?($) cosO/2 (4.10) 

где fc(s)=3 4v(s),v(s) [£Д0, s)-2G(0,s)]/[2G(0, s)4>2£U0, s)]



В силу результатов [9. 10] при любом р > 0 и каждом я справедливы 
оценки

з
>]'|C;(s)|= + |C;(s)|։!+lu’(-. ։); 
/-։

const {(Ф (-,։); Vя, (i)f , s); VI*V>k '' )f +

+ fo (•,։); и? s’(fr)f) (4.11)

Интегрируя (4.11) по оМ. из неравенств (2.6) и (4.8) получаем, что 
c.j, С г ‘ л v Jt>*^Z.2(Z)\A/), Л = 0,---, q 4֊ 2. Здесь 'и да­

лее через 7*v обозначена совокупность всех производных порядка Л 

по Z/r Z/2 от иектор-функции v.
Так как в окрестности <)М поля и и о совпадают (/—1), то до­

казано следующее утверждение.
Теорема 3. Пусть в дополнение к условиям теоремы I выполнены 

соотношения (3.1) при и =1 и (4.5) при и = 0. Тогда мя решения 
задачи (1.1), (1.2). (1.4)—(1.6). (1.8). нормированною усло­

виями (2.2). справедливы асимптотические представления

(иг, иь) = {<?! (s) (cos 5, sin 0) 4- с> (s) ( - sin 9, cos 9) 4՜

4֊ C,(s)rM((/;(s, 6) 4 Ul(s, 5))+ C2(s)rl2(^(s. 0). t/?(sr 0))J 7 (r>

+ «• «!) (4.12)

И* {Сд (5) 4- сй («) г1 2 и' (6)} 7. (г) 4֊ Ш

арч ~ 2 с;(0, 5) г՜’2 {с\ (8) у: (б) 4- с2(к) у2 (0)| /. (г) г о- р, у г, ь
1 —‘‘рЦ *^РЧ 1 ՛ ՛

=„. = 4-^(0. 5)г '2С։(5)^ (0)/(Н-1-Р = г, ՛> (4.13)
2 рг

8ДД 0(0. ։)г-։'’р,(5) 2՛. (6)4-03 (6) (!■) + >;, (4.14)

Здесь аргументами функции и/։ и з?1/ явля/отся переменные у, *; 
угловые части в соотношениях (4.12) определены равенствами 
(4.10), а в соотношениях (4.13), (4.14) равенствами

3
2

\l (o)=Asin± + -L
А, ՝ 7 2 2 2

.39 v,2 ft. 5
s։ny L,Jj) = ycos

(I

2
3 

cos —
2

3 3 0kt1 tr. 3.9 1.39
7, («) — sin - —sin — >^8« 2 2 2 2

3 3 6
У (9)֊— cos —
-e« 9 2

— cos —
2 2

s;։ <G) 3 9 G
cos------- cos — ’

2 2

(4.15)
■> '0 3 9

y-(6)=sin— 3sin —
Ao՝ 2 2

։ G 2 9
S„ («) =— S,. («)=®։՞ 7 ’ 2„ (r') = 2„ <։) - =°s 7

при любом ?^>0 справедлива оценка
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3 д-֊2
У !|су; 4(<МПц-МСу; ‘ ' ?}«*; Ь(/)\Л/И ?

2|г։ ,+'3*։£։(0хМ)|<СЦ/; Н(2Х + |«՛; И' ” (ЛГ )|+ (4.16) 
[ /х՜1

+ 1«: »7 ь,/։ ! ։/՛"; К.'(0\Л/)1 Н? ՛11: V'! '"(М ПЛ>)1

(де постоянная с не зависит от /, у и £.
Доказательство, Осталось указать, что представления (4.13). 

(4.14) получаются после дифференцирования формул (4.12) по у1 и при­
менения неравенства (3.2), >! — 1 (ср. (1.1), (1.4), (1.8)).

■Замечание. 2. Выделенные в асимптотических формулах (4. 12) п 
(4,13), (4.14) слагаемые не принадлежат яри ’>£(0,1 '2) пространствам, 
содержащим и з‘։/ .

Покажем теперь, что при наличии дополнительной гладкости по ՛•> 
внешних нагрузок / и £ коэффициенты интенсивности С ; и функция 
су в (4.12)—(4.14) приобретают дополнительную гладкость.

Обозначим через С/,. (г, &, .•։) выражения, стоящие в фигурных 
скобках в формулах (4.9), а через Ил (г, О, з) (через хА (г, 0, х)) — ана 
логичные выражения, где с/. С. заменены на </с;7^х, ОС !,дз (Л° заме­
нено на дк? Оз).

Продифференцируем краевую задачу (4.1) по Имеем

Ь* ($, ОЮу) «<»> (у, з) <1> ($. О!Оу) V (у, 5) Ь Ф<1> (//, $) =0 Н к

В°($, д(ду) о<։> (у. $)— 5"<п (х, 0/ду) о (у. $)= ։Г (у, з) на Ок' (4.17)

Гак как (7- решение однородной плоской задачи теории упругости и од­
нородной задачи кручения, то [2, 3, 5]

0 = Л(Л(/)= — и -у АУ А- и^А1 (4.18) 
дз дз . дз

где А {/-и(х, О՝1с,у)> (з, О Оу)\. Введем вектор-функцию

ад (г, о, х)~ г’ш (г, г>. $)— ^ (г, о, $) 7 (г)

Из (4.17). (4.18) получаем, что

(х, — т и» -Ь<? = 0 в А; /3°( х, —ад - на дк (4.19)
\. Оу/ \ Оу/

где

|ф, 6 ; = |Ф>‘\ Ф’ <п| {£<>(։>. В°п>| V* 4.

+ [{£ои>. х.| и В0,, у.]Н (4.20)

Допустим, что выполнены включения (3.1), \ ֊ 2, и (4.5). = 1. Из
(4 4), (4.16), (3.2) и того, что носители двух последних слагаемых отде­

лены от при любом р > 0 справедливо неравенство
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(•, տ); К’,,(/.•)!= ֊г ք* ( ,տ); )?| А <

им

<с (?) Л/; н (2)Г + |? : 1/у'л(М ) = + )«; ИТ'՜ (сЦ,)^ +

+ (/“’! УЦОумуг - 'а^^ И,’+1'։ (йпл/ ),= ■

-. 41": V? (£КЛ/ГНг <«; ИГ’'’(ДпМ )Г}

Остается воспользоваться теми же результатами о двумерных задачах. 1 
и при выводе оценок (4.11), (4.16). Гаким образом, при А = 1 имеем

з
у Цс,; ^2՛ (5М)|+1СУ; ^(ШККсопл П (/, я , г) (4- 

где

П(/. г .г)--,!/; г-. И’!(,м > - йт '՞ ՛
к? |յ(ճո« ): +

+ У [Г/1՛’’; П(£>\Л/)|1+^- (П; и? '1’ (О Ո л/-);г)

При помощи подобных же выкладок получаются неравенства (4.2Ц 
при Д' 1> 1 Итак, установлено следующее утверждение.

I е о р ем а 4. Пусть о дополнение к усяовия.ч теорелпя / выполнены 
включения (3.1) որս н - I  А' 4֊ 1 и (4.5) при п = 0  Л Тогда для 
коэффициентов с и С, в формулах (4.12) (4.14) справедливы оценки 
(4.21). Кроме того, для остатков и* и о н формулах (4.12)—(4.14) име 
ют место неравенства

Л' р, + 2
М) -Г

- օտ
1~1 
V 
Ճ-1 
У "

, д" =’ 
’’—Г 

ժտ’

£5(2)’\Л7)! Հ՜օօոտէ 11 (/, о ՜. #)

5. Лсмлглготила решения задач лолзрчести. Введем обозначения для 
«замороженных» на ребре &М трещины реологических характеристик:

6՝Ղէ տ) = а (/ -7. (х), л-), (/. $)~ £,; (/ 4-7 (х), X-) При Х^()М

V {/, х) .[л; (/. х) -2 в к, х)] (26’ (л л) -

4- 2£՜* (է, *)], Л (6 х) = 3 — 4 * (/, х)

7° (է, տ) = * (/4֊ у- (х), х), № (/, տ) = Հ- (Г / (х). х) при Х^(/М 

". տ) = /?, (/ և 7 (х), •: 4 X (х), х) при Х-0М, I 1, 2 

Здесь (0, $) криволинейные координаты точки х^^М.
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Теорема 5. Пусть а дополнение к условия.»։ теоремы 2 выполнены 
соотношения (3.8) при п 1...... Л | и следующие включения при
Л = 0,1,..„/V:

/'”££" (0, Г; И; (7) /Ю), ц <"> - £“ (0. Г; V4. ‘֊2£ПМ ) (5.1) 

©Тогда для решения и^Л“((), 7՜; ИЛ’(2)) задачи (1.1)—(1.6),. нор­
мированною условиями (2.2). справедливы асимптотические пред­
ставления

(и., ив) = ! С, (/, $)(СО5 б, $1п 6) -г с2 (/, $)( 55П {), СО8 б) / (г) -р

-г г'”! 2 С.. (/, ։)(£/'(/. з, &>, Ы(1, ։,0)) + Л,(/, з)(з!п —• со5--) + 

I /-։ \ 2 2 /

Лл(/. «)^СО5—-» -йп^Х(г) !-(«;, и1) (5.2)

Н» = [с3(/, з) ֊ г'' С3(1, з) 1Г, (6)1 / (г) I и'

2 /
=А, = 2ОЧЛ 5)г-'-£ВЛс 5)2Д0)/(г) ,’ы. Ь,1=г,Ь

՛՛

---------7^('- Н3(/, 8)5Ш ~ X (г) -в»,

'„ =-у^и(6 5) г '*^з(/, 5)С08~/(г) (5.3)
«и £.

ь о?. С/1 (/, з) г 1 ’ Н% (/, $) з։п — Т В'. (/, з) соя —

Здесь аргументами функций Иь, •/,/ являются переменные ((,у,8)} 

угловые части 2՜ Дб) задаются формулами (4.15), и функции

8, 0) определяются по соответствующей функции 1^։, ($, Ч за­
меной ч (4.10) величины А-(л) на А-|։(Лл՜),՜ коэффициенты /1։ « /42 в 
(5.2) при каждом в определяются через С\ и С. из уравнения 
Волътерра второго рода.

АД1, »)+ 211-1 --.5))/։,^ 3)^֊

о

֊ р?(6 3) АД-., з) <1֊- + 11’ [[/?? (Л ... ։)

й о

֊ Я?((, ։)]С,С. ։)</֊֊

л
-8 5)֊^“(т, з)]СД-:, ։)</-=0

и
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коэффициенты интенсивности А, /?3 выражаются через Сх, С- 
С3 формулами

1
В։Ц,։) С/((, ։)—С/г? (/, •:,։) С//=1,2.3;

II

коэффициенты интенсивности 1^, связаны с Ср С8, л1р /42 ра­
венствами

в,(>,з)= (<’д) <с;-эи, 8)2р(/.з) 1]
V (• « оу 

(
-|֊( ^{1. ։) |СУ-з(т, «)2[А»(Л ։) 1]+ Л.-4-. х)| Л-

*' м’о

28

^1£±>-[/г;(л,,։){е,.:,(-.։)2Г4’(л։)-1р д, / д.5 

6(|° (/, $) Л 
и

Остатки иь, ом в представлениях (5.2), (5.3) малы по срав­
нению с асимптотическими слагаемыми в следующем смысле: при 
любом р^>0 справедливы оценки

1УГ’՜54' V}—Д;(0 Л/). Т -

£а(/)\ЛУ), 7 ’•-С соп»1 II (/, 7՜) (5.4)

п (/, 8 • «; Т) =![-. и; (8). л + -х ; ИГ՛ • (М ), П 4-

+ 18; " Ш). Пг1ГИ? (О Л/). Л+8« ՝,Л՜ И ' = («ПЛ/ )+

+ 2 11/(Л. Н(О\Л/). ЛЖя 1Л; Н"‘-'(£>пЛГ ), Л. 
/ I

Коэффициенты с{, .4,. В} в (5.2), (5.3) удовлетворяют нера­
венствам

V 1Ч: Л| нс,; \СУ(оМ). Л} |- Г;
л 1 и-1

[-УША ^'(дМ). П<сопз1Г1(/,^ . Г) 

/֊»

Загечание 3. Выделенные в (5.2), (5.3) асимптотические слагаемые не 
принадлежат при р (0, 1/2) пространствам, содержащим и՝,, и =^։

Замечание 4. Из формул (5.3) и (4.14) следует, что асимптотика пе­
ремещений иг, и0. и, и напряжения в задаче теории ползучести от­
личается от асимптотики в задаче теории упругости.



1;Ր«|ՑԱՓ ՃԱՔՈՎ Ա|ՀԱ11'Ա111;|1- (1ԵՐԱ8ՈՎ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ 11ՈՎՔԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 
ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿԱՆ

Ն. Խ. 2Ա|41Ի1»-ԺՈ1'ՆՅԱՆ. II. Ա. ՆԱյ/.Ա։՚|1Վ. Р Ա. СП5Ь№

Ա մ փ и փ n ։ մ

Առաձգական ութ յան տեսության ե անհամ ասեո ծերա րոգ սոգրի տեսության 
մեջ եռա; ափ մարմնամ երկչափ ճարի եգրի -շրջակայրի յարումների և սւեղափո֊ 
խրէէմնհրի Համար սա արված են ե հ իմն ամււ րվ ած ասիմ պտուոիկ ներկա յարում - 
ներ։ Դիտարկվում Լ մարմնի ե գ ր ի վրա հ ճարում տրված մակերևույթներին 
ածերի ղևսյրրւ Ասիմ էգաւէաիկւս յի արտածւոմր Հիմնվում Լ ПР"? հ?ո^ւ1' '»աք»։։-- 
ծոլթյուններոէմ առաձգականության հ ոողրի տեսության խնգիրների յուծում- 
ների կոկրրիւոիվ գնահ աաականների և Հարթ խնգրի յուծումների ասիմ ւգւոէէւոիկ 
ներկայարմ ։սն հ ճարով տիրույթների պսրման իւնգիրների վրա։

ASYMPTOTIC FORMULAE FOR THE SOLUTION OF PROBLEMS 
OF CREEP THEORY OF NONHOMOGENEOUSLY AGING MEDIA

N. Kh. ARUTl.-NIAN S. A. NAZAROV, B. A. SHOIKHE1

Sum m a г у

An asymptotic behaviour of .stresses and strains near the edge of 
the crack in the three-dimensional body in the theory of elasticity or 
in the creep theory of non-homogeneously aging media is obtained and 
proved. The case of action of surface loading is investigated. The 
inference of asymptotic formulae is based on the asymptotic formulae 
for solutions concerning the plane problems and the problems of torsion 
in the domain weakened by an infinite crack. The basis of the formulae 
in question is the use of the coercive estimates for weighed functional 
spaces of solutions concerning the problems of the theory of elasticity 
and the creep theory.
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И 3 ВЕСТИ« АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

и,1|«ш։1|||ци XXXVI. № 5. *983 Механик:»

ПОЛЗУЧЕСТЬ КРИВОГО СОСТАВНОГО СТЕРЖНЯ 
ПРИ КРУЧЕНИИ

-ЗАД0Я11 М. А.. ПОЛАДЯ11 Ф. \5

Рассматривается .»адача о кручении кривого составного стержня, по 
перечное сечение которого состоит из V различных областей, материалы 
которых обладают свойством наследственной ползучести | I 1 с различными 
мерами, ползучести и Модулем мгновенного сдвига.

Пусть рассматриваемый стержень с постоянным поперечным сечением 
находится иод воздействием перерезывающих сил Р и крутящих моментоз 
РН (/? —радиус оси стержня), приложенных на торцевых сечениях 
(фиг. I).

Задачи кручения призматических упругих стержней, составленных и. 
различных материалов, исследованы в [2—6]. Библиографию работ, по­
священных решению этой задачи, можно найти в монография [61. Круче­

ние однородных кривых стержней 
из упрочняющегося материала рас­
смотрено в [7-11]. Пластическое 
кручение кривого стержня, состав­

Фиг. 2-

ленного из различных материалов, исследовано в [1'2].
Кручение призматических стержне)։, составленных из различных ма­

териалов, при учете ползучести материала впервые решена в работе [13]. 
В нашей работе [ 14] рассмотрено кручение однородных кривых стержней 
при нелинейной ползучести.

§ I. Основные уравнения задачи. Обозначим через внешний контур 
области всего поперечного сечения стержня, через контур области 
^<п, а через Д/х-— линию раздела смежных областей '2; и (фиг. 2).



Принимаем что в области 12,,. имеют место соотношения наследствен­
ной теории ползучести Маслова-Арутюняна | 1.

2Ст^.;> (517»кт«.-.)<л

(т 1, 2,- •, А')

(1.1)

где — а Ет принимается постоянным, я1”1--5-“1 —

6;.—символ Кронекера, среднее давление, -)=3б’„, Х- .
а-

Фиг. 3,

Здесь бт —модуль сдвига, а 
С\,(/. *)— мера ползучести в обла* 
сти 2т.

Воспользуемся тороидальны к՛ и 
координатами а, р, *; л = ;< соя7, 
։/■=('.мп*. г Нгде $—о $Ь з 
;• (сЬа—соял) \Н а(с!։а -соя^)՜1 
здесь 0 <1 ? < . — п - 3 < к.

<2» (фиг. 3).
Для компонентов деформации 

будем иметь [15]:

(т 1, 2, ■ • - . /V)
Из (1.2) перемещения представим р. виде

и,!">= и'"" 1 ----- -----— ц?" —--- — I (/-
и> 11 Н(Ьи՝ '

(т 1.2.--՛,^)

(1.3)

где у'.у'’- - произвольные функции от з. / и (.
Положим далее, как и при кручении однородных стержней •6|, что 

все компоненты напряжения, за исключением з(։?‘ и {т 1.2, •••,Л').

32



в любой момент времени / равны нулю, тогда из уравнений равнове­
сия [15| остается

֊ (Н?= 4?') + ֊-(«?3 4?:)=о (1.4)
<7р

(/п = 1, 2,--, Л/)

а из остальных уравнений следует, что напряженное состояние стержня 
че зависит от у, следовательно, тензор деформации также не зависит от у.

Подставляя (1.3) в (1.2) н учитывая указанное обстоятельство, по­
лучим

<”>_ 1^1 ■ 1 — "■•՛
■“ ~ Н д* Я» ЙЗ ии> и>

(1.5)
„о», д /«Й’\ . " /“Й’\гг"։ ~^\н Г<11\н /

(т-1. 2.--.Л0

а относительно Е^т) приходим к системе трех дифференииалъ- 
ных уравнений, решение которой будет

/=!”’= <д,+о,т) 27֊ + <о - од ֊ ^-1
Н дл Н ал !

(1.6)
(«. г)

(/п 1, 2, • • •, А,г)

где Ц, /)։, Е) - произвольные функции от I.
Исключая из (1.3) и՝?' и используя (1.6), получим уравнение сов­

местности деформаций

(?а \ р / ар \ р / |.3
(1.7)

(тп==1, 2,.--,Л0

Полагая в (1.5) равными нулю все компоненты деформаций, кро­
ме 4?՛ и 4"0» получаем систему относительно и'ы ՛. Решая полу­

ченную систему уравнений, находим выражения и и'-"". После под­
становки этих величин нз (1.6) в (1.3) получим выражения для пере՜ 
мощений 4да), и^\

Вводя функцию напряжений

(т)___ 1 _  1 а՝՝. т
/7р- да.

(1.8)

(/>։ = ], 2,..., N)

из (1.1) и (1.7) приходим к основным уравнениям задачи

С(а \ рэ дл / ' \ р3 > 3 [ дл р3 (}л '

3 Изеестна АН Армянской ССР. Механика. № 5
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0 ( 1 )1i' n nr H /1 ш.. _ A„, (/, -) (k — DGm — (1.9)
\pJ /J p3

(m=l,2,---, /V)

Пользуясь условием, что боковая поверхность стержня свободна от 
внешних сил. получим

фт(а, 0, /) = С„(/) на Ц (1.10)

где Со (О — произвольная функция, зависящая только от времени t.
Пользуясь условием равновесия бесконечно малого элемента, находя­

щегося в окрестности линии раздела Д./& смежных областей Q, и Qt, по­
лучим

ф/(*. О = Фд (а, ?, !) + па Llk (1.11)

где С/* (0 — произвольная функция от /.
Не нарушая общности, произвольные функции Со (!) и С/*(0 

можно принять равными нулю [6].
Приближаясь к линии раздела Lik со стороны областей 2; и 2i։ 

пользуясь (1.1)—(1.3), (1-6), (1.9) и принимая во внимание непрерыа- 
(т)кость перемещения п. . находим условия, которым должны удовлет­

ворять нормальные производные функции напряжений Ф (а, р, t) на ли­
ниях раздела Ltt:

1 дФ, _ С ОФ/ dCi (t, т) 
Gi дп J дп д~

(1.12 
t

1 оф* г дФкдСь (t, -с) , —---------— i —----------- ------- а՜
Gk дп J дп д-

где п нормаль к Z./t.

Крутящий момент выражается формулой

л/- s j 1(р- <։-13)
ГП“*1 п zn

где d— — H“<i*d$ — d^dz»
Переходя от к б<^՝ и подставляя в (1.13). после

применения формулы Грина—Остроградского получим

M = 2R 5} I U-14

У/л /

§ 2. Пусть l >? — замкнутая кривая, целиком лежащая в одной из об­
ластей S2, {!'• = Г 2..... <V) поперечного сечения скручиваемого стержня
Область, ограниченную этим контуром, обозначим Q* (фиг. 2). Иитегри- 
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рун обе части уравнения (1.9) в области О#и переходя к контурному ин­
тегралу, получим

[ — ^։-1֊^К.(1.т)л1й (2.1)
.) рэ дп с)п 2 р-
Ь. -1 £.

глеи— направление внешней нормали к контуру I.*, а '•--дуга этого 
контура. Интегральное уравнение (2.1) обобщает теорему Бредта о пир- 
куляпии касательных напряжении при кручении составного кривого стерж­
ня с учетом ползучести.

Можно доказать |6| верность формулы (2.1), когда контур проходит 
через несколько областей 12 ("՛ - 1, 2..... к Л ), пересекая их линии
раздела Ь 1к-

§ 3. Решение уравнения (1.9). Уравнения (1.9) можно представить в 
виде

где

«^Фл, 3 оФ„, _3 05 дфт .
а^֊ аг дг ? /т{ ’

(т = 1, 2,---. N)

/„(О G... [ D(t) + j’o(x)

(m = i. 2,..., N)

a /?,„(/, ") —резольвента ядра K„, (t, '). При

(3.2)

C„,0- ') = ?«<■։>[’. exP( t„(t ■֊))] 
имеем

')=•. <.(•)-:-(<,(■) 4 <(*•)֊

'< exp (\n (')) exp ( — 7, (x)) dx

[ П 4- 3 6; ?„.(.)] <Л 
V 
“l

здесь = Cp ,n + Jz, где A՝ m, Co m. Tw - постоянные, харак­
теризующие свойство ползучести материала.

Вводя новую функцию '1;„, (а, °, /) при помощи соотношения 
ф„(а, р, f) =(cha -cos?)՜3՜ sb53 Ч’Дх, р, /), из (3.1) получим урав­
нения с разделяющимися переменными

^4-^ : cth»^=. + (l- - = 'Д(0 (3.3)
a?֊ di \ 4 sh-a/

(/п==1, 2, — . /V) 
где

A A (a, ?) = sh։a(ch x — cos?)՜5'2
3>



Пользуясь (I 10)—(1.12). получим

ß, /) 0 на Ао
Ч'.(а, 3, /)=Л\(а, %, I) на Ltk (3.4)

1 о(4‘Г/) Г<>(ЛФ/) dC.tt, x) ,—— ---- ------ - — ։---- -------------- -------- а՜ =֊
G} dn ,) dn dz

1 d(/l’F>) f«7(.4՝F*) oCk(t, x) ? 7
G * dn J on dz

§ 4. Рассмотрим задачу о кручении составного кривого стержня, по­
перечное сечение которого состоит из двух областей, ограниченных некон­
центрическими окружностями а а„, а а, (фиг. 3). Пусть в области 
£2, материал обладает свойством ползучести, а в облает.։ £2; справедлив 
закон Гука. На основании вышеизложенного, функции ՝1Г, (а, ß, /) и 
'1'\ (а, ß./) в областях и £2; должны удовлетворять уравнению (3.3) 
при "I 1,2. Здесь значения (֊) определяются из (3.2), которые в дан­
ном случае примут следующий вид:

t
A(0=G։ 0(1) 4- jö0) R,(l, z)d- , f,(l) = G,D(t) (4.1)

а из условия (3.4) имеем

< («о. 8. О = О, Ч\(ар ß, t) = К (а։, ß, t) * (4.2)

6\<)(ЛЧ\) 0(Л‘Г։)
֊:■ ——~ = -----—֊ — -------- -- Л1 (/, t) d՛ при а — я։

G2 <7а dz J (7а
ч

Предварительно введем функции

z: («, ?) - р՛: (ch а) q; (ch ?) - р: (Сь ?) о: (сь з)

2Г’(«> ß) = Рп (ch а) о:, (ch 3)- Р!, (ch 3) Un (ch з)

где (х) и Q'r',: (х) присоединенные сферические функции соответ­
ственно первого и второго рода zn-ro порядка г?-го индекса.

Вводя новую функцию F, (я> 3, t) при помощи соотношений

•Г, (а, /) = Л(а, ß, 0+А (0(2Л)-։7։ (г-1, 2) (4.3)

для /•( (з, ß, /) на основании (3.3) приходам к дифференциальному 
уравнению

^L + ^.bcth։^> (4.4)
()з2 ö'ß- № \ 4 sh* з /

(Z = 1, 2)
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Ha основании краевых условии (4.2) из (4.3) находим

(«о. ?. О = — /։ (/) а։ sin:?[2sh։a0(ch а0 cosB|! ?|՜՜
(4.5)

Л(*., ?. f)-FAb. .3, 0 = 1/,(О “/, (0]a:(2shsa։ (ch cos^)։e]’’։

2i 1L45L _
6’, C>2 da 1 (h

(4.6)

при 1 а։

Решение систем уравнений (4.4) при граничных условиях (4.5) мож­
но предстаннть п виде

4-V a’(/) 
n.-0

U<I <0 Z՜17 (at
2 ZirHa

Z» !,■•?( J, -|)
Z! ։ j(at„ ։,)

Z, !•(»<». 3) .—--------------cos n? 4
Z. J ?(ae. 3։)

cos n 3

(4.7)

Z, i • (%. a )
& i a(«4. »,)

где

«0 (t) 0' 1 .»(ch 3)
2 О’1..-2 (ch 3,)

V л in Q*> аДО —у;-------- ------COS
Го Q«֊i/a(cha,)

«3

2 ” sh-Xj J»oJ (ch a,
-sin՜՜ -—di 
0 — cos?)’'

(л-1,2,”)

. й (0= а- (’------- ■ , - </3
2 sh* 3j J (ch Sj— cos 3)1'7

bi/п_Л (О—Л (Л ։k’ Sin: 3
P« (/)---------- -- --------- a I ~;-------------------  cos n/<3sh* a։ J (ch 7։ — cos ?)’ •о

(л=1.2. ••)
Используя условие (4.6). и.» (4.7) приходим к бесконечной системе 

интегральных уравнений отноентгльно а-. (/)

в« О. (0 +2ВвО, (О
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в.. а. (/)- = Л,(0 (4.8)

(п =1, 2,--)
Коэффициенты и свободные члены определяются по следующим фор­

мулам:

Вл’. а,(֊) К.а, ֊֊)

В., = (,’-9/4) ֊ в:,
О2 /֊,-1/2 (30> ?г)

в;,=(,’-9/4) зЬ Ч-,|г
<Л-Ц3 (сп я?

г = п —-1, п 1 

п —0, 1, 2,-->
(4.9)

В„„= 1 -3 зЬ= «, + зЬ 2з, (»= - 9/4) I - в;„
О} • ^п —1'2 ($0» $։) ।

В’„ = — 3 эЬ2 а, зЬ2а, (П>-9/4)9$-'»^ ^. („=0, 1, 2,-• •)
<2;֊ ։/? (ей 2։) 

2/,0 (Г=/Уо(/)-С։ С՛;1 [-351? 7^6(0-7-51)2^ Со (О 25Ь1։С։(О1 

МО = - ^СИ-ЗбЬ^з^ИО 5Ь2зхе,.(0-

5Ь։։ ся_։(0 5Ья։ся+1(0] (п 1, 2.---)

С.«)=^՞8 , 9/4 ’,)• *1(0
1/2 (а0> ^1)

Из соотношений (1.14), (4.3) и (4.7) определяем значение неизвест­
ной функции /) (О-

§ 5. Исследование бесконечной системы ш/тегральных уравнений 
(4.8). Пользуясь асимптотическим разложением присоединенных функций 
Лежандра [16] И"' (ей х), ()„ (сЬ а) при больших значениях п

Г(" 1֊т) . , , еХР( V ' \)
Г (»1-1) ^(с1”)՜ (2а»з11О)’ -

1 4 нг ехр (— 2 я)
4 и 1 — ехр ( — 2 л)

(5.1)

Г(л 4- 1)
Г (п -}- т |- 1) 

О,? (ей а) = ехр (т.пи)
ехр (— (п 1/2) а) 

(2яйа)т

где Г (р) гамма-функция, а 7 — мнимая единица, покажем квазивпол- 
не регулярность системы (4.8) при I — "։, I « п п случае 
= К(։--г>.

Систему уравнений (4.8) при /—представим в виде

/_ ч  2 **01 л \ Ло (~1) /5 9\
аз(м)— ,, а1(ч) • р Р.2)

коо
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, ՝ Вя.

Пользуясь формулами (4.9)

Г։т В„,я_
Вля

. х ВПЯ
в.

и опенками 

, ВЛ# л.|.|

-/Н 1 ' 17 1 р ’’пл
(п—1, 2,-..)

(5.1), получим

=(сЬ«։Г1 (5.3)

а

Таким образом, система (5.2) квазивполне регулярна. 
Так как

Нт |< (■։,)! = Вт |3‘ (т։)] = 0 

г? Н2(%,«,) 1
п Т'Л.։д(։0. а,)]

1- ГЛ-(м>
то имеем 1։т —гг-----

Л —— *’пл
системы (5.2) нс только ограничена, но и стремится к нулю. 

Обозначим

= 0, то есть совокупность свободных членов

||т(аЛ(Г)| ап. 1։т [/»„(/)] = ЛЯ

и переходя к пределу в (4.8) при (-*оо, получим

а.,. — 27<и а։ 4՜ 2 Ар

<։•» = 7л. г<-1 о«-։ 7^ „ . 1 «„ 1 Лл (п = 1, 2,• • •) (5.4)
здесь

ВЛ<-~ЗС1С>.1В;,/Л = О> !.••• X 
зс.со., в;л-вллм=п֊л, п-|-1/ Влп — 3 (7, Со,, Вял

(л = 0, I,--.)

Исходя из формул (4.9) и оценок для сумм модулей коэффициентов 
при неизвестных а в системе (5.4). можно получить аналогичные (5.3) 
оценки.

Рассмотрим случай А, («’. т) — А (/—г), то есть когда в области <2, 
имеем старый материал. Тогда применив к обеим частям системы уравне­
ний (4.8) преобразование Лапласа, получим 

8« X. (р) 4- 2ВМ хг (р) - Пй Хо (р) 4- 2»;, Л\ (р)] К (р) = 2Ч(р) (5.5)

2 [в„, _ в«/ к (р)] х, (р) = Нг. (р) 
» л-1

(Л=1, 2,---)
где

а (/) = Хп (р), АЛ (0 = Нп (р). К(1) = К(р)

39



Нетрудно проверить, что система (5.5) квазивполне регулярна. Ре­
шая систему (5.5), найдем Х,(р). оригиналы дли которых и будут реше­
нием исходной системы интегральных уравнений (4.8).

ՐԱՂՍ.ԴՐՅԱ1. ԿՈՐ QO'l.b ՍՈՂՔՐ, ՈԼՈՐՄԱև ԴհՊՔՈհէր

И Ա. ԱԱԴՈՅԱՆ, !]»• И. ՓII ԼԱԴ ՏԱՆ

II. if փ ո փ n I մ

П սւումՆսւււիրվ ում Լ ժառանգական սայրի հա ակաթ յամ բ օմաված սողքի 
տարբեր չափեր ան եր ույ նյութերից կաւյմվսւծ կէէր ձողի որէրման իէնղիրրւ

G ւյս-ւվեյով թորական կո ո ր ւյ ին ա տա լին հ ա մ տ կա ր էյի ց խնղիրր յոէ ր ա բան չ յո ւ ր 
ս/իրա յթամ բերվում կ ին տ ե ղրո-ղիփե ր են ց իա չ հավասարման ինտեղրմ անր 
իէաոր եւյրային պայմաններովդ

П ր и ո ւ մն ա и ի ր վո ։ մ Լ այն ր/եպրր. երբ ո ւ ղղահ ա յա յյ հաէռայթր սահմանա­
փակված Լ ոչ համակենտրոն շրջանագծերով: Այն ղեւղբու մ քուծամներր ներ­
կայացված են եռանկյունաչափական չարթերի միջորով, որոնց գործակիցների 
համար ստացված / ինաեգրայ հավասարումների անվերջ համակարգ:

Մի բանի մասնավոր գեւգ բերի համար ցույց Լ տրվում սատցվ ած համա­
կարգի կվ ագիյիովին ոեգայյարաթյունր ե ագատ անգամների ստհմանափակու- 
թլուն ր։

THE CREEP OF THE CURVE OF THE COMPOUND 
BAR UNDER TORSION

M. A. ZADOYAN. E. M. POLAD1AN

Summary

The problem refers to the torsion of the curved bar composed of 
materials possessing hereditary creep properties with different measure­
ments.

By using the toroidal coordinate system the problem leads to 
integration in every interval of the integrodifferential equations with 
maxed boundary conditions.

The case is considered when the cross section is limited by non- 
concentric circles. In this case the solution is represented by means of 
the geometrical series for the coefficients of which an infinite system 
of integral equations is obtained.

For some partial cases the quasi-quite regularity and the limit of 
the free members of this system is shown.
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ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ ПЛАСТИЧЕСКИ-НЕОДНОРОДНЫХ 
УПРОЧНЯЮЩИХСЯ ТЕЛ ПРИ ВНЕЗАПНЫХ 

ВОЗДЕЙСТВИЯХ

САФАРЯН 11 Б.

Пластически-н однородные тела при динамическом воздействии впер­
вые исследованы в работах X. А. Рахматулина | 1, 2]. где предел текуче­
сти принимается переменным по длине рассматриваемого стержня. Этому 
вопросу посвящены также работы [3—9]. Подробный анализ исследова­
ний по динамическим задачам пластически-неоднородных тел приведен в 
обзорных статьях X. Л. Рахматулина и Г. С. Шапиро [10], Н. Кристеску 
[II] и в монографии В. ОльшаКа, Я. Рыхлевскогр. В. Урбановского [12].

В вышеуказанных работах исследования проводились, в основном, для 
случая идеально-пластической среды или случая линейного упрочнения.

В этой работе рассматриваются некоторые динамические задачи пло­
ской деформации для несжимаемых двумерно-неоднородных тел со степен­
ным упрочнением.

I. Соотношения деформационной теории пластичности при плоской 
деформации, несжимаемости материала и степеннЪм упрочнении в случае 
двумерной неоднородности можно представить в виде: 

дифференциальные уравнения движения

йг г иЬ г
д-и

(1.1)

()'Д I <4 2
0Г + ~л +~՜»

закон упрочнения

*. = *(»-, е)зЗ։

где /г (г, 0) известная из эксперимента функция, характеризующая не­
однородность материала: /И — показатель упрочнения материала: соотно­
шения между компонентами деформации, перемещения и напряжения

Ог 2
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здесь
1 . 3 4՜

л = “’ К (г, 6) = 1 ’ (Г, 8). в=-—-----т I

В данной работе полагаем, что закон неоднородности ладан п виде 

А* (г. €>) = kr cos /.0 (1.4)

где А, р, Л — постоянные параметры материала.
2. Внезапное сжатие n.taci ичсски-нсодноролшио клини .между шерохо* 

ватыми жесткими плитами (фиг I). Принимаем. что пластнческп-иеодно- 

родный клин с раствором 2а н момент ! — 0 внезапно сжимается шерохо­
ватыми жесткими плитами, вращающимися вокруг оси г — 0 по закону

v = Z ю [t\r rJ= х а» где >п(0) =0 (2-1)

Проекция на ось 11 - 0 равнодействующей напряжении, вычисленная 
на боковой поверхности цилиндра г = const, равна нулю

С

cos 5 — T^sin 0) </8=0 (2-2)

о

Здесь учтена симметричность относительно оси 0 = 0.
Компоненты перемещения, удовлетворяющие условию несжимаемости.

ищем п виде
и = — / г * ' ։/(/)cosa8 4՜ Л'(/) cos О

(2.3)
v = — i.r */(?) sin — /V (/) sin О

где Л’(/) произвольная функция от t.
Выражения компонентов напряжении

о,» 5i = Н (О 4- ?r ‘ Р (f) cos /8 -f ' (0 г cos 5 4*
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4- к' [2 (>. +• 1 )Г■' г ''' 2 Г <0 I'- «OS2I» ֊2 р. + (>. 41)]cos։>.C| 

М= kt. 1) 12 X (>■+1’ r’։i ’ г (/) sin 2 ;.О (2.4)

Здесь функция //(О получается при интегрировании уравнения (1.1)
2 т — 2 4֊ р>. =------------------ -

2 — т
В нашем случае, полагая ц = — 2, то есть при законе неоднородности 

Л (г, 0) = kr2 cos 20 и /V (0 =0 будем иметь

□г. = i r*[p/" (f) cos 2 0— £ 4m/m (f) (1 Г cos'26)]

-rj — — к 4՞՛/'" (t) г՜ sin 2 6 cos 2 6

Для компонентой перемещений находим

и= 2 f(i)r cos 2 0, и= -2/(f)rsin26

Из граничных усложнив (2.1) определяем

/<0 = 40
2 sin 2 а

Далее, подставляя и м из (2.5) в (2.2). получим

sin2а — 1
3

h — к С R2Г (Osin’s 
О

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)/7(f) /?2?Г(0

где R — фиксированное значение г.
Сила давления на клин будет

R
Р(1)-- (г, a. l)dr =

6
/?3

= -H(t)K [p/"(0«>s2a- Zr4"’/m(/)(l + cos22а)] у (2.9)

3. Внезапное воздействие нормальною давления на неоднородной чет­
верть- плоскости (фиг. 2). Положим, что на гранях четверть-плоскостй, не­
однородность которой определяется законом к (г, 0) = krJ cos 20, в мо­
мент •' = 0 приложено давление, меняющееся по длине по параболическому 
закону

oe=-P(6r= o = ±v (3.1)
4

Полагая в соотношениях компонентов напряжений и перемещений р~ —2, 
(л =■ — 2), Н (/) = 0. получим

or, ”e=[p/r(0cos29 ^4m/m(/)(l+cosa28)]r

= - к 4Г Г (0 г2 sin 2 & cos 2 б (3.2)

и =2/(f) г cos 2 0, v — — г sin 2 О
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Из граничных условиям (3.1) определяем

«нт՛
Перемещения на гранях будут

и= О

Этап разгрузки можно рассматривать обычным способом.

Պ1.ԱՍՏ1’ԿՕՐհՆ ԱՆ£Ա11՚Ա11ե1հ ԱՄՐԱՊՆԴՎՈՂ 11ԱՐՄԻՆՆեՐ1՛ >ԱՐԹ 
ԴհՖՈՐՄԱՅԻԱՆ 2ԱՆ’|ԱՐԾԱ«||* 11.9,Դ1;Ց111՚1<?.111'ՆՆ1;Րհ ԴհՊՔՈհՄ

Ն. Р. 11Ա1ԱՐՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո 1 մ

И шт մնւսււիրվում /, աոաֆհանա յին ամրաԱքնւյվող երկչափ անհամ umbn 
՝■ անււեղմ ելի մարմինների ՝,արք) էյեֆորմ արքան վիճակը ‘.անկարծակի արրյե- 
9Zf ՚ Pl"1 ն 7 ul P"1 ’

Օդսրաէքործերւվ անսերմե/իսրի) յան պա յմ տնր ւյքէասւրկվորք երկու իւնդիրնե- 
րււէմ աեդաւ/ւ itfum ff յՈէններր վրնարվամ են որոշակի տեսսով։ Աս ՛, ամտոեււէէւ- 
pjան ք' COS .i’ll օրենրի ւյեպքում րավարարերւվ շարժման Հավասարումներին 
որ. եզրային պայմաններին, րսրսւԱ՛ներ ի ե աեղաւիոիււոքք րոնների Համար 
ստացվում են պարզ անայիաիկ տրա ահ ա յա ու ff յորններ >

THE PLANE DEFORMATION OF THE PLASTIC 
NONHOMOGENEOUS STRENGTHING BODIES BY SUDDEN

ACTION

N. B. SAFARI AN

S u m in ary

Inc plane deformation stale of two-dimensional nonhomogeneous, 
incompressible bodies with power strengthing by sudden action is 
considered. Assuming the incompressible condition in the two conside­
red problems, the displacements are determined in a definite form.

Satisfying the motion equations and boundary conditions, by means 
of nonhomogeneous rule /r-r2cos2f> for the stresses and for the displa­
cements the simple analytic expressions arc obtained.
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И 3 В Е СТ И Я А К А ДЕМ ИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
ՄԼխանխյա ХХХУ|Г№?>7։983 ՜՜՜ Механика

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ ПЛОСКИХ 
ЗАДАЧ КОНТАКТНО-ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

СМАЗКИ ПРИ РЕЖИМАХ ТЯЖЕЛОГО НАГРУЖЕНИЯ.
ЧАСТЬ II. НЕИЗОТЕРМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА

КУДИШ и. и

1. Введение. Данная работа, являющаяся продолжением [1]. посвя­
щена асимптотическому исследованию плоской стационарной неизотерми- 
ческом контактно-гидродинамической задачи для шероховатых упругих 
тел. разделенных тонким слоем несжимаемой смазки с реологией типа Рей­
нера-Ривлина. Указанная задача для случая ньютоновской жидкости и 
гладких тел исследовалась в [2—5] численными методами или на основе 
ряда априорных допущений о поведении давления р (х), зазора Л (х) и 
температуры смазки 7' (х, л).

Исходные уравнения и постановка задачи, а также смысл использо­
ванных обозначений подробно описаны в [1]. В данной работе асимптоти­
ческое исследование задачи, как правило, доведено до стадии, когда оказы­
ваются непосредственно применимыми методы [1]. Поэтому ниже приве­
ден лишь тот анализ задачи, который отличает настоящую работу от [ 1 
Кроме того, в статье приведены некоторые результаты ко толщине слоя 
смазки, температуре и т. д.

2. Метод решения плоской нсизотермичсскои упруго-гидродинамиче­
ской задачи для случая тяжело нагруженного контакта. В данном парагра­
фе развивается метод регулярных возмущений [6]. который в ряде слу­
чаев позволяет свести плоскую немзотсрмическую упруго-гидродинамиче­
скую задачу для тяжело нагруженного контакта к аналогу задачи § 2 ра­
боты [1] и далее исследовать се изложенным в § 2 работы [1] ме­
тодом. Отметим, что трудности, встающие на «пути решения изо­
термической задачи, при решении неизотермической задачи усугубля­
ются необходимостью совместного определения давления, зазора и темпе­
ратуры. В го же время методы решения и сами решения этих двух задач в 
качественном отношении близки. Поэтому все сказанное е §2 работы [1] 
о решении изотермической задачи в равной мере относится и к решению 
нсизотсрмичсскои задачи.

В условиях тяжело нагруженного контакта в уравнения (1.1) ֊(1.11) 
входит малый параметр св, порожденный большими нагрузками на кон­
такт. малыми линейными скоростями движения и т. д. Более подробно 
кмысл параметра ш и примеры его задания изложены в |1(. Напомним, 
что контакт называется тяжело нагруженным, если при ы 1 обеспечи­
вается выполнение неравенства | 1 ]
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Но(Ь— 1) — /р' 1 при Л- — а > е7, с — х е, (2.1)

где ։,, = £.(«') 1 и -„ Е1Т(‘”)<^1—характерные размеры зон входа
и выхода из области контакта, расположенных в окрестностях точек 
.г-—и и а՛ = с. При этом давление по всей области контакта за исклю­
чением малых зон входа и выхода близко к герцевскому.

11ижс детально разобраны различные режимы смазывания, классифи­
кация которых устанавливается с помощью порядка величины V (х)

(2.2) 
2/ дх

Заметим, что при <՛.՝ <£ I н зоне входа функция V може. иметь значения 
V I. V — 1 илк V I.

Для возможности проведения асимптотического исследования предпо­
ложим. что постоянные <։. .*»/. Л и х являются функциями малого параметра 

ы и удовлетворяют условиям [1|

'!֊»

а = — 1 -г =1 з։<0. 1; ' ='о£/ • 'о>О. '-«~1 (2.3)

|$/| < 1 при < 1
С целью сокращения изложения ниже будут приведены ’.ишь основ­

ные результаты и опорные моменты в исследовании рассматриваемой за­
дачи. Для облегчения понимания существа примененных асимптотических 
методов, где это необходимо, будут делаться ссылки на работу [ 1]. и ко­
торой эти методы подробно изложены.

А) Рассмотрим условия смазывания, при которых в зоне входа т«С1. 
Из вида уравнений (1.1) (второе уравнение) к (1.5), а гакже из опреде­
ления (2.2) функции V следует, что функции / (л) и Т (х. <) при V <£. 1 мс- 
ебходим՛.՜։ искать в виде разложений по целым степеням с I

/=/о+*/.-? О(^), Г-Г^^.тО^) (2.4)

, входящую в (1.5) и второе

уравнение (1.1), но формуле Тейлора в окрестности / = ՛.. и приравняв 
коэффициенты при одинаковых степенях V, с помощью разложении (2.4) 
получим

Разложив функцию /՛ //14՜ — 
\ Л

/о=Ф

1Л М/>, Г0)Г,* ф,г 5/ I _
՝ ? Го) I ЗИЛ 7’о)1 

—/ц2 Л/2

А, 2 Л.2 л,а
2/о Г__ (’ $<!$ | / / Г_______ ____ у

А 3 1‘(я» 70)и у-(р, '/(,)[ \ ] р(р, 7'0)/
— А,'2 -Л/2 -Л 2

(2.5)
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а также уравнения для определения функций То (х, г), 7՜, (х. г). • ■ •. 
Из разложений по степеням V <•< 1 функций Ги.;(х) получим граничные 
условия для функций 7*(х. г). Решив полученные таким образом 
Уравнения, найдем функции 7'0(х, г) и 7\ (х, г), как функции г.р(х), 
А(х), 7^1 (х), 7°>(\). 7’’,։(х), 7^2 (х), х, $/, Яо (здесь 7'*/(д) коэф­
фициенты асимптотических разложений Тю,(х)). В результате, ис­
пользуя (2.4) и формулу Тейлора для разложения функции 
Г / ( 1 4* —-Л в окрестности / = /0до второго члена включительно, 

\ А /
вычислим интеграл, входящий в (1.2). и тем самым функцию № (р, А). 
Для краткости мы не будем приводить аналитического выражения для 
функции в общем случае.

Следует отметить, что для исследования в главном задачи относитель­
но р (х), //„ и г. д. (при зоне входа) необходимо и достаточно
знание лишь функций /„ (л), /, (х), 7\ (х, г) и 7\ (х, 2). Поэтому дальней­
ший анализ упрощенной системы уравнений при ш 1 выполняется в пол­
ном согласии с асимптотическим методом § 2 работы [1].

Проиллюстрируем изложенную методику исследования на примере 
конкретных зависимостей

I !-(?■ Т)^Мр)е-<г, ^֊^.Т)-=0 (2.6)
</ /

хорошо аппроксимирующих экспериментальные данные для широкого 

класса смазочных материалов. Здесь р (р) и б = б (р) функции давле­
ния, независящие >т температуры. Предположим также для простоты, что 
температуры тел одинаковы, причем потребуем, чтобы выполнялись ра­
венства

Г,(х, + ֊)֊П(х), Tt(x, ч -֊-j = 0; fe=l, 2.- (2.7)

В этих предположениях с помощью (2.5)—(2.7) н изложенной выше 
методики получим краевые задачи для функций 7’0 н 7',

Г.(х, ±֊)=Т.(х) (2.8)
* 1>Ы V 2'

'■ W ֊’ ֊ - Л г (/о) охр (8 70) J 2; 1 +-----7г- f exp (8 Г,,) Л /
dz !֊(/» 1/1 ^(,)_Ж

л/з
ч-sr.j. Г,(х, ±—)=0 (2.9)

-tit2
Решение краевой задачи (2.8) получим в виде [7. 8]

exp(fc7;) = 4,[l-tha5z| (2.10)

4 Известил Al I Армянской ССР. Механика, К-' 5
49



А— exp (о Г») ch։ — . Ф (si u exp ( — '• T..) ——\ — ——---- В th — ՛
2 \ shBfJ sl^Hb 2

(2.11)
Заметим, что при .$/ =2- 0 и выполненных условиях

Ф(х)>0 при х>0, ty(sl рехр( 1Т.։) —~Т77 xt,] ~ (2-12)
\ sn хЛ / si •/?> Но 2

X — Ob
в случае .монотонно возрастающей функции Ф [IJ, решение второго урав­
нения в (2.И) для величины В существует к единственно.

Решение задачи (2.9) для функции 7', имеет вид [8]

JthBz 2x1
Ith^ и

2

(2.13)

Теперь с помощью (2.4). (2.5). (2.10), (2.11) и (2.13) найдем выра­
жение для функции

,, . (1р ВЬ 
— сЬ* —

։г, м </* 2 В/, ВК.ВЬ ,И (р, л)==--------------------------------- -------- -------- —- 1Ь —- 1— _ , п/1 9 о2нр)ехр(-гг.)Вг 2Н»- 2

х/а -/Ц, он (р) ехр (—'.Т,.) /5/ |Нр)схр( -с Г. )В\ ВК
87.5Л=~ ՝ «ЬДЛ / 2{Ь —

2 2

Bh Bh .. . Bh- ---- th-------- 4 In ch —
2 2 2

(2.14)

,|>• / Hp) exp (—гг„,) В \
' V sh Bh )

Дальнейшим асимптотический анализ полученной системы уравнений 
(1.1) (первое уравнение), (13). (1.4). (2.14) и (2.11) при условии, что 
в зонах входа и выхода 6 (р) ~ 1, •/.(,«) ~ 1 и Г, (х) -* 1, проводится 
з полном соответствии с § 2 работы [1|. Для данного анализа необходимо 
сделать .ледующее предположение об асимптотическом поведении функции 
Ф в зонах входа и выхода из области контакта [I]:

Ф(и(х)5/) = и/Ь՝/ГН(7пФп(/)4-...; Фо(О~1, / - 1 (2.15)
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Заметим, что из (2.15) вытекает равенство [1]

(/)) = (--' е/* Я.1 1)1/тГ0(П+---. (0-1

(2Л6)
Здесь :• (х) и а> (0 — некоторые функции порядка единицы, величины 
€е и / в зоне входа заменяются на г(/ и г {х о)/«,7, а в зоне выхо­
да—соответственно на и 5—(х с)/еи.

Ниже будут рассмотрены условия смазывания, при которых в инах 
входа и выхода при со 1 выполняется соотношение В <С 1 или В -֊ I 
или /? I. Пр»։ этом из (2.15) и второго уравнения (2.1 I) следуют оценки

при ’/7о < 1 (2-17)

5—1 при х<л/]$//'' 1Л/о' ” —1 (2.18)

5» 1 при хм>/|5/Г11 М"Л»1 (2.19)

В случае, когда в зоне входа 5 <<С I. с помощью опенки (2.15) из вто­
рого уравнения (2.11) в зоне входа (выхода) в главном получим

|5/г՛ 1 М '■)’■■ ^>o(0Q.

(2.20)
J 2

+ • • • при г, $ — 1

При этом имеет место опенка (2.17). Учитывая малость величины 5, из 
(2.14) найдем главный член разложения функции 11’ (р. ■' )

1Г(Р, А) ....----------- ---------------на dp-Z Ф'А н(₽)ехр( г?;.)\ _ ___
12Hp)exp(-։r.) dx ՝ А '

(2.21)

Из сравнения выражений (2.21) для функция IV (/?, ft) п нсизбтерми- 
чсском случае и (3.8) из [1] для функции W (р. h) в изотермическом слу-

■**
чае следует, что с точностью до замены и на |.i exp (—67\ ) все результа­
ты. полученные в п А § 3 из [ 1J, переносятся на рассматриваемый случай.

бгз Изменений. Заметим, что при р (р) = ц (р) и 7' —0 из (2.21) сле­
дует. что неизотермическая задача сводится к изотермической.

На основании сказанного для толщины слоя смазки /7 получим

. Н.^А (y/|s/r-։2֊)H"+2>, A = A(zvl, т, п, Хо, з) ~ 1 (2.22)

Поэтому у зонах входа и выхода величина В оказывае ся существенно 
меньше единицы, если выполнена оценка (см. (2.20))

* «(«*5/ |s/l’n+5/n • У1'*’4-3», ш «1 (2.23)

Отсюда следует справедливость (2.17).
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Рассмотрим случаи, когда в зонах входа и выхода В ~ 1. Из ранее 
изученного случая следует, что условием реализации данного режима яв­
ляется оценка (см. (2.23))

х-(ш5' js.'l2'1*5'"-3) 1ч3л՝с\ W«1 (2.24)

sli

Учитывая, что

и т.

если решение уравнения (2.11) В "■ I, то величины 

и. имеют порядок 1. при замене и (3.8) из |1] и

на р ехр (—о Г«,) и соответственно на

Bh , Bh—, ch —
2 2

. „ВЛ 
ch'-2

В*
Bh Bh , Bh s/: z /Уо5 p (p) exp (— о 7\ }

2։ь— 2 2 " +

2 '2

s/ i-(p) exp (—6 '/'J В 
sh Bh

Bh

Su, В
2

/ЗА . Bh— in--------
2 2

л i l Bh— 4 In ch----
2

/lh/1
8 ’14՜՜^՜ 1 In

£>Л J 
0

Zs/ p(p) exp ( 6?n)B
\ shBh

получим, что результаты и. А § 3 из | 1] остаются в силе. Кроме того, от­
сюда следует справедливость оценки (2.18) (см. (2.22) и (2.24)). При 
этом для толщины слоя смазки Но по-прежнему имеет место опенка (2.22).

Рассмотрим случай, когда в зонах входа и выхода В 1. При этом 
второе уравнение (2.11) в главном принимает вид (2 15)

exp (т Bh) = w‘\sl\m*1 Н}-п^/Г1 р"'ехр(- т^К)Т 1 Фо(/) Sign ($/) /Г՜’
(2.25) 

Предположим, что реология жидкости такова, что всегда имеет место не­
равенство ш > 0. Т огда главный член решения уравнения (2.25) при 
ni > 0 и В » 1 имеет вид 19]

я ֊ A In 1 v 2՞ \!, ФИО Sign UZ) | I (2.26)
mh 1 A exp {m'j /u.)

Вычислим функцию W (р, h) из (2.14). Разложив U (р, h) из (2.14) 
при В I. с помощью соотношений (2.15). (2.25) и (2.26) найдем

________ * Slz Н»_________ + dp_
ln=f— |х/|"Ч֊’Л/Г։ J ) 16 Z dX

\24 /

Следует отметить, что в (2.27) в роли вязкости смазки ц выступает 
теплопроводность
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далее анализ задачи проводится в полном соответствии с аенмптоти- 
ческн.м методом § 2 и.։ . 1]. Не повторяя всех выкладок, приведем лишь ре­
зультаты. Безразмерная толщина слоя /7 находится из уравнения

/л-л -W-U-'n՞‘"Н ’ 
л sP \24 /

12.2S> 
А = А (։,, 7, т, п, а) 1; «• •:£ 1

Заметим, что вл (2 28) при п = 1 следует явное выражение для II . 
При прочих а, однако, возникает необходимость решения уравнения (2.28) 
относительно II при известной постоянной Л Не останавливаясь и.։ этом 
подробно, отметим, что постоянная .4 является одним из компонентов ре­
шения соответствующих систем асимптотически справгдм<вых уравнений 

и.» |1), и которых и и К. (/) определяются из равенств

~ П «в3, о). /. (2.29)
1 b Хо dt

Здесь н зоне входа символы <•. h и / следует заменить на q. Л„ и г, 
а и зоне выхода на g. h, и s, где q — q{r) и g (s)главные 
члены асимптотик давления в зовах входа и выхода [lj и

Заметим, что из условия в зоне входа 1 с помощью формул (2.2). 
(2.22). (2.28), (2.4). (2.5) получим опенку, совпадающую с оценкой (3.13) 
И.։ (11, при х из (2 23) или (2.24) и оценку

ч «(1Фls/r+1wj՜՛))”. «>• 1 <2.30>

при х из (2.(9). При выводе (2.30) также использовано равенство (2.26), 
Остановимся кратко на условиях, при которых справедлив проведен­

ный в данном пункте асимптотический анализ. Этими условиями являют­

ся (см. §2н и. A S 3 в (1]) (2.20) ИЗ [1]. (2.15). 1. *(<’) — 1,
1 (SJ:) ~ 1. Л (х) ~ 1 при X t 1 ^ ։.• И ՛•> 1- при этом ж и /70 
удовлетворяют одной из следующих троек условий: (3.13) из I 1|. 
(2.23). (2.22): (3.13) из | 1]. (2.24). (2.22) и (2.30). (2 19). (2 28). Сле­
дует отметить, что в данном случае, также как и в п. А § 3 из [I]. мож­
но показать справедливость оценки (2 20) из ! 1]. лежащей в основе пря- 

!менянного асимптотического метода.
Таким образом, для каждого из рассмотренных случаев в зонах входа 

И выхода получены две системы асимптотически справедливых уравнений

ССООТвететпуюшимн ПОСТОЯННЫМИ и и функциями U' (/). Данные систе­

мы уравнений замыкаются при /3 < 1 равенствами /։. (г) = Лг(ь) 1. а 
При В > I -уравнениями (2.29). (2.31) из [1J для Л* (г) н h ((*) При 
ртом и зависимости от порядка В для Н справедливы формулы (2.22) иля 
(2.28).

В) Рассмотрим условия смазывания, при которых в зонах входа и вы- 
хода v 1. В этом случае функцию / в зонах входа н выхода будем искать
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(1-?) с

в зоне

учетом

(2.31 >

п виде (3.15) из [ 1]. При этом уравнение для температуры 
сценки (2.16) в зонах входа к выхода принимает вид

т*-1

±IнГ'У^
д1 I. ՛ <>• / а (а/2 V, Т) ՝ Л՛/ 1

Здесь символы 3 и / в зоне входа заменяются на и г. а
соответственно на ё и 5; Ди Д — главные члены асимптотик функции 
I (х) в зонах входа и выхода (1|. Кроме того, в (2.31) уже использовано 
равенство (2.15) из [1].

Для простоты предположим, что X (р, 7՜) у (р) в не зависит от 7՛ 
а также. что 7՛«։ (х) = Г»2 (л) Та. (х).

гя I I
Легко видеть, что величина з-■—/ (։•» 'г Н;,а> " может 

иметь различный порядок при При з-՜' 1 из уравнении задачи
для температуры (см. (2.31), (1.6) и сделанные выше предложения) 
с\едует, что в главном Т (х, г) = Т՝,,. (х) 4֊ О(з). Подставив эту фун­
кцию 7 8 выражение (1.2) для IV (р, Л), найдем, что рассматриваемая 
неизотермическая упруго-гкдродинамическая задача свелась к изотерми­
ческой задаче, изученной в и. В § 3 из [1|. В силу этого все полученные 
я п. В § 3 из [1] результаты и условия их применимости верны и для рас­
сматриваемой здесь задачи. В частности, для величин гу и Нс имеют место 
формулы [1]

«,=(«>'■’■ у'-՛՞’-«

//„=>։ («Гм|в/]*"+։ Л=Л(Я„ /. т. л, «)-! (2.32)

Поэтому из (2.32) следует, что <7 < I г;:. I ։ г. .: >. \эя.п: в;.к։ЭАНе. 
ния оценки (2.23).

При о ■՝֊• 1 из уравнения (2.31) и условия 7\. (х) ~ 1 в зонах входа 
и выхода получим, что 7 (х. г) О ( I). В силу этого з зонах входа и вы­
хода и (р, Т) ~ 1. Поэтому, определив 7 из уравнений (2.31), (1.6) как 
функцию переменных г ($), ц (г՝) (к (.$)) и т. д, и подставив в выраже­
ние (1.2) для функции (р. к) и второе уравнение (1.1). найдем, что 
асимптотический анализ получившихся систем уравнений при <ч <4 I мо­
жет быть проведен согласно методу § 2 из [1], который в данном случае 
несущественно отличается от метода, использованного в п. В § 3 из ( I]. В 
силу сказанного, после очевидных изменений результаты и. В £ 3 из Г1 ] 
переносятся на рассматриваемый случай. В частнос ти, для ։ ,, и Н„ спра­
ведливы формулы (2.32). Поэтому из (2.32) следует, что оценка О *-՛ 1 
при 0) 1 имеет место при выполнении условия (2.24).

Рассмотрим случай 0>1. При этом уравнения (2.31), (1.6) для тем­
пературы Т имеют вид уравнений классической сингулярно возмущенной 
задачи с малым параметром при старшей производной [6. 10]. После на­
хождения с помощью второго уравнения (1.1). (2.16) и (3.15) из [1] 
функций и Д, входящих в (2.31). определение функции Т из (2.31), 
(1.6) связано со значительными трудностями. Уравнение (2.31) в общем 
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случае Является нелинейным дифференциальным уравнением второго по­
рядка с переменными коэффициентами. Поэтому получить решение дан­
ного уравнения в аналитическом виде (за исключением случая п (р, 7') — 
|

- 1> (р)/( I — 67 )) вряд ли представляется возможным (данное замеча­
ние относится и к случаю.о — I). Однако, с помощью результатов п. Л на­
стоящего параграфа и соотношения г ■- 1 по непрерывности получим (см. 
формулы (2.2). (2.5), (2.26) и (2.28)) оценки (2.28) и

% —['.^1 *"* Ь 1 /7' ”)Р'5, <ч « 1 (2.33)

служащие для определения г։/ и /7„. хак функций и, <•։, |х7|, т, п и I. Да­
лее анализируется какой именно режим смазывания реализуется: масля­
ное голодание пли обильная смазка | 1|, после чего используются уравне­
ния (2.29), (2.35) из [1] и (2.32). Детальный же анализ задачи связан с 
численным методом решения исходных уравнении (1.1) (1.6) и соответ­
ствующей системы с обращенным интегральным оператором |1|.

В заключение данного пункта отметим, что проведенный асимптотиче­
ский анализ справедлив при выполнении оценок (см. и. В ? 3 из [I]) (2 22) 

& [1], (2.16). н (4г^-’)~1, х(4,!)~։. П(х)~1 при л- 1~г. 
и 1. При этом г , /7։| и /■ удовлетворяют, одной из следующих 
троек условии: (2.32). (2.23): (2.32), (2.24) и (2.33). (2,28). 

т •-!
■*(о> '՛£.. 7 !!■'" " ‘ ’)’1- Кроме- того, следует отметить, что можно по­
казать справедливость оценки (2.20) из | I |. лежащей в основе применен­
ного асимптотического метода.

С) Рассмотрим условия смазывания, при которых н зонах входа и 

выхода V > I. Выразим из (2.2) II 1 1 и подставим ко второе уравнение 
с1х

(1.1) и уравнение ( 1.5). Легко видеть, что вне малой, порядка Л/2х՛, окрест­
ности точки г = О функцию 7' (х. с) и, одновременно, функцию / (х) сле­
дует искать в виде аг.им-птотнчргкпго разложения по степеням V 1 I

/=/»+О(<'). 7 ' Л + ОЬ՜3) (2.34)

Разлржив функцию Г в ряд Тейлора в окре­

стности точки
</х

(' который является асимптотическим при
/

и ограничившись первыми двумя членами, подставим это разложение 
в (1.5) и второе уравнение (1.1) .После приравнивания коэффициентов 
при одинаковых степенях V 1 с помощью (2.34) найдем

(2.35)
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гг(ноз‘1р\гг(р, Г։)Г,Л
 I с‘х '

Н,Ь֊^ Р։(₽. Г»)
<^х -№

О
О г

7<Р, Т'՝)-^ 
()г

/№Ч , /
-т֊֊^>л(/7с. гН (л \ (2.36)

о I , т .0 Ту — х(р. 7„)—! 
0г | (7 л

Ь_ 
2

1֊ —I Л (/>. г«) 7\֊ ° Ог | аг

. Р'(н,г^\
+

дх р(н^\

--------—Л, 
1Ч>. 7 о)

Ну (/А 7'о) г 

Мр. То) ' (2.37)1

Заметим, что уравнения (2.36). (2.37) замыкаются с помощью гра- 
ннчных условии для функций / .■ (х. г). полученных в предположении, что 
функции 77,(х) и 77ч(х) представимы в виде рядов по степеням 
՝-■’« I.

Предположим, что каким-либо способом нам удалось получить реше­

ния уравнении (2.36). (2.37). выраженные через р (х). .'7 (х), —- ’ И,, 
<1х 

н т. д. Тогда можно перейти к выводу приближенного уравнения Рей-

нольдса. Для этого функции Г 7/(> п----------  с помощью
\^Р> Т)

представлений (2.34) разложим по формуле Тейлора соответствен­

но п окрестности точек Н4$ — и То, удерживая при этом по два чле- 
<1х

на. Подставив затем эти разложения в (1.2), с учетом (2.2) получим
Л,'2 

^(Р.А)=֊-Л֊^ \ 0Х/
,/ ։1^։
/|'2

7’о)
(/з $/

.՛• ?

</з

Ру(р» То) 

!1(р. 7’о)

А/?
4

-Л,'2

1
7 о)

<*Р\

77ОЛ (/р
2 (1х

• <73/
II <1
(՝ 1

(2.38)

4х)
Н0Ь др

X

Ну (Рз ^о) у С

Рассмотрим для простоты частный случай равных температур тел
(2.7). При этом из уравнений (2.36) и (2.37) следует, что функция 7‘„(х, г) 
четна, а функция 7', (х, г) нечетна по 2. Отсюда вытекают равенства
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2 ,’ <։.(/>, /„) I 2 с/х \ с/х/ ц (р, То) с!х
-№

с помощью которых будем иметь

Г И"“?)*{рл'=-\^ <*-*»
-6/2 -*,֊»

В уравнениях (2.36) и (2.37) и зонах входа и выхода возникает 
ш > I

параметр з =» х (л ' г,։ Н;"' '' ։)'"' (см. представления (2.8) из [I] и
(2.16)), который может иметь различный порядок при При з/'1 
из уравнений для функций 7’0(х, г) и Г, (х, г) (2.36), (2.37) и гра­
ничных условий (2.7) следует, что в главном в зонах входа и выхо­
да Г(х, г)-=- 7’..,. (х) О(з). Подставив эти выражения в (2.40), най­
дем, что рассматриваемая неязотерм.ическая упруго-гидродинамическая 
задача свелась к изотермической задаче, изученной в п. С § 3 из [1] В си­
лу этого все полученные в и. С § 3 из [1] результаты и условия их приме­
нимости верны для рассматриваемого случаи. В частности, для /Л спра­
ведлива оценка (см. (3.25) из (Г))

Зш ■! I ։
Нп— А (ю\’ )" " А А (7։. /, т, п, /0, а)~1 (2-41)

в при этом выполняется одна из оценок (3.28) из | 1| или (3.29) из [ I], в 
зависимости оч чего реализуется либо режим масляного голодания, либо— 
обильном смазки [ 1|. Поэтому из (2.41) следует, что оценка о 1 при 
(й <£ I справедлива при условии

I
. / ?лют+3ч ' - П1 • I

*<(՛« г? ) . (2-42)

При о՜ ~ I и. уравнений (2.36). (2.37) и (2.7) вытекает, что в зонах 
входа и выхода 7',, ( х. <) ~ 1 к 7՝, (х. г) -֊ 1, Отсюда в зонах входа и 
выхода имеем оценку р (р. Т) I. I 1 этому, определив функции 7'„ (х. г) 
к 7', (х, г) из уравнений (2.36), (2.37), (2.7), как функции переменных 
г. /'(5), С1 (Г) ($)) и т. д„ затем подставим эти функции в выражение
(2.40) для Н7 (р. /;)• В результате получим, что асимптотический анализ
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выведенных таким образом уравнений при о> ՀՀ I проводится согласно 
методике § 2 из | I ], которая в данном случае мало отличается от метода, 
использованного в и. С § 3 Из [I]- Поэтому после очевидных изменений 
результаты п. С § 3 из [1] переносятся на рассматриваемый случай. При 
этом оценки (3.28) и (3.29) из | 1] переносятся без изменений, а формула 
для Нг, имеет вид (2.41). Из (2.41) следует условие справедливости оцен­
ки п — 1 при <0 1 в виде

1
. Г Ղո ֊Ьт л. о•х~~(ш з, ) , (2.43)

Рассмотрим случай <т ^>’ I при (•> 1. Пр։։ этом уравнения (2.36).
(2.37), (2.7) для функций 7'.. (л, ֊) и 7Հ (л, г) имеют вид уравнений клас­
сической сингулярно возмущенной задачи с малым параметром при стар­
шей производной |6. 1()|. Уравнение (2.36) для 7՝, (х. <) в общем случае

нелинейное (исключение составляет случай յ՛ (/Հ Z ) — |i (р)/( 1 -|- 67 )).а 
уравнение (2.37) для 7’, (х. ?) -линейное уравнение второго порядка с 
переменными коэффициентами. Поэтому решить эти уравнения иди хотя бы 
оценить порядок функций Т„ (л, г) и Г (х. <) при w I в общем случае 
не представляется возможным. В силу этого дальнейший асимптотический 
анализ не може։ быть осуществлен. По-ви дн.мому. единственной возмож­
ностью здесь является непосредственное численное исслёдопаиие исходных 
систем уравнений.

Лиа логично п. С § 3 из | I ] можно показать справедливость оценки 
(2.22) из [1]. лежащей в основе асимптотического анализа. Таким обра­
зом. проведенный в данном пункте асимптотический анализ справедлив, 

при выполнении оценок (см. и. С § 3 из | 1 j ) (2.16), !ր՚ (4 Տ (։? ՜)~1> 
/. (ժ՛'-') —], при х 1 - Լ я w 1. При этом величины & . ,
/7„ и z удовлетворяют одной из следующих троек условий: (3.27) из [ I], 
(2.41), (2.42) и (3.27) из [1]. (2.41). (2.43).

Следует иметь в виду, что выводы, сделанные и § 3 из [I] относи­
тельно поведения решения изотермической задачи, с несущественным л 
изменениями переносятся на случай неизотермической задачи.

.Автор благодарен В. М Александрову за полезное обсуждение ра­
боты.

ՅՈ1-ԷՍԱՆ «ւՈՆՏ11’։ՏԱ-2հ։1՚1’ՈՓԻՆԱ1ր1’ԿԱ.«ւ1։.Ն ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 2ԱՐ1> KiVbMWI» 
2ԵՏԱաՈ1’ԹՅՈ1’ՆՆն1Փ 1Ա)1՚ՄՊՏ11Տ1Պ ИЬР-П'ЕьЫЧ! ՍԱՆՐ ՈԵՌՆՎԱԾՈԻՌՅԱՆ

ՈԱԺ1>11"ւ.հ1Դ Դ1յՊ₽ՈԻՍ: inj.ll II: ՈԶ ԻԶ«1*1-ԱՐ1.րհ։| ԽՆԴ1’Ր()

հ. 1«. հՈւ՚ԴԻՇ

II. մ էի ո փ и I մ

Դիտարկվում Լ յադման րարակ շերտով անշսւտված երկու խորթուբորդ 
առաձգական մարմինների սուհումով գլորման մասին հարի ււտացիոնսւր ոչ 
իդոտերմիկ կոնտակւոա-հիդրսգինամիկական խնդիրը։ Յուղումը դիտվում Լ 
Ռեյներ-Ռիվւինի տիպի, բավականին ընդհանուր ոեոլոգիայոՎ, անսեղմելի 
մածուցիկ հեղուկ։ Մ իկրոանհարթոլթյունների շերտի տրորումը մոտարկվոլմ 
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Է ճնշման տստիճանա յին ֆունկցիայով։ 1սն»ւիրր բերվում է ոչ զծային ինտեւք֊ 
րողիֆերենցիալ Հավասարումների սիստեմի։ Ռեգուլյար ասիմ ւղսէոտիկ վեր- 
չուծութ յոլնների ե կցման մ եթոէքներով իւնդրի հետազոտման ղեսլ բում. կոնտակ­
տի տիր։։։ լիից մուարի և A/J?/։ ղսաիներում ստացված են հավասարումներ 
ճնշման ե բացվածքի ասիմ սրոււտիկտյի ղլիւավււր անգամների համար։

Би/ցի ղրանից ստացված են մի շարք վերլուծական բանաձևեր յուղման 
շերաի Հ ասաոլթ յունների և սահքի շփման սւմերի համար» նշված րանաձևերր 

աարբերվում են ղչոքման շփման լարումների և սահքի շփման լարում­
ների տարբեր կար էլի Հարաբերությունների ղեւղքու մ ։

ASYMPTOTIC METHODS OF INVESTIGATION OF PLANE 
PROBLEMS OF ELASTOHYDRODINAMIC LUBRICATION THEORY 

FOR HEAVY-LOADED REGIMES. PART II.
NONISOTHERMAL PROBLEM

l. I. KUDISH

S u m m а г у

A plane nonisothermal elastohydrodynamic problem for rough bodies, 
divided by a thin layer of non-Newtonian viscous Reiner-Rivlin's liquid 
is studied by the method of matched asymptotic expansions in case of 
heavy-loaded contact. Asymptotic estimations are obtained for the lubri­
cant film thickness and friction force under conditions of lubricant de­
ficiency and abundant lubrication. Equations for major terms of pressu­
re asymptotics are derived.
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И 3 В Е с г ИЯ ЛК Л Д Е М И И Н А У К Л Р М Я II С К О И ССР

1ГЬ|ииИф||ш XXXVI. № 5. 1983 Механика

К ВОПРОСУ О КОЛЕБАНИЯХ МАГНИТОУПРУГИХ ПЛАСТИН

ЗИЛЬБЕРГАЕПТ А. С.

1, Нс раз отмечалось | 1 — 3]. чти силы диссипативного характера мо­
гут не только демпфировать колебания упругой системы, но и наоборот, 
в некоторых случаях служить причиной ее дестабилизации. Последнее 
утверждение выглядит несколько парадоксальным: ведь если силы дей­
ствительно диссипативны, го они (но определению) должны отбирать 
анергию у системы, и. следовательно, гасить, а не усилив ть, ее колебания.

Настоящая работа имеет целью прояснять этот вопрос применитель­
но к динамическому поведению магнитоунругих пластин конечных разме­
ров. Показано, что если контур пластины защемлён или свободно оперт, 
то силы, являющиеся результатом взаимодействия колебаний электропро­
водящей пластинки с магнитным полем, действительно диссипативны, то 
есть обеспечивают положительную определенность функции диссипации. 
Именно, закон сохранения энергии системы при отсутствии внешней на­
грузки есть

(1.1)

где I’. —энергия. —функция диссипации системы, являющиеся квадра­
тичными функционалами от прогиба ы и некоторых его производных пер­
вого и второго порядка; при указанных обстоятельствах > 0 на всех 
допустимых ненулевых функциях прогиба.

Напротив, если часть контура маг нитоупругои пластинки свободна, 
то знак диссипативной функции нс определен и зависит от начальных усло­
вий и параметров задачи, так что возможны ситуации, в которых О < О 
и энергия системы растет со временем. Это по существу означает, что при 
наличии свободных участков границы магнитоупругие силы не являются 
строго диссипативными в ра.м.ках принятой гипотезы магнитоупругости 
Тонких тел (41.

Такие же выводы о динамическом поведении магнитоупругнх пластин 
для ряда частных случаев были получены в [3] путем нопмого исследова­
ния точных или приближенных решений соответствующих задач.

Подчеркнем один важный общий момент: вопрос о том. являются ли 
данные силы диссипативными или недгксииативиыми (активными), может 
быть решен только на основе закона сохранения энергии ч тем самым обя­
зательно при учете граничных условий, определяющих, наряду с уравне­
ниями движения, множество допустимых состояний системы.
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2. I 1ачнем с пространственно-одномерной задачи (магнитоупругая
балка длины 1 или пластина-полоса 
уравнению | 4. 3|:

ширины /). Прогиб удовлетворяет

+ 2, /, 
дх* 01֊

» 0<х</ (21)

Здесь жесткость пластины, р. А' — соответственно се плотность и тол­
щина. х > О магнятоупругий коэффициент, имеющий значение 
2о Л3 /7..-73 с- для колебании пластинки в постоянном поперечном магнит­
ном поле /7„ (” — электропроводность материала пластинки, с ско­
рость света); для токонесущей пластинки х = З2.г о/Р/.Л 15 с‘, плот­
ность равномерно распределенною продольного тока.

Начальные условия задачи суть

к՛ с (•<). 
г-«

(2.2/

а граничные условия могут быть различными: один или оба конца х ~ О, 
I пластинки могут быть заделаны (а = 0. и I нлн а = 0.0

свободно оперты
ГУ2«’ 

ах-

(2.3)

(2.4)

и. наконец, при условии (2.3) или (2.4) на 
быть свободным от усилий

^2ц’| (Ям]

границе х = 0 конец х~/ может

(2.5)

Умножим уравнение (2.1) на =---- . проинтегрируем по интервалу
О1

[О, I] и преобразуем при помощи интегрирования по частям. В результа 
те получим закон сохранения энергии п виде (1.1). причем 

/
Е (О = ֊- + 2? А«о’1 Ле (2.6)

о 
а функция диссипации есть

/3 (/) — Ио [и\
I

-и.'.н и»I /.^ П.» 7 с!х 
о

(нижние индексы означают частные производные по соответствуюЕин.м пе­
ременным). Легко убедиться, что при любом из граничных условий 
(2.3)- (2.5) первое слагаемое в правой части последнего равенства есть 
нуль, гак что
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P(/) = x (2.7)

Если оба конца л — 0. I защемлены
полняются условия (2.3)1».ли (и) (2.4),

или свободно оперты, то есть вы- 
то и оставшаяся в (2.7) двойная

подстановка исчезает, а тогда
z

о

(2.8)

- ==-Z)<0, 0</<си 
dl

Гакнм образом, магнитоупругая пластинка-полоса без свободных краез 
оказывается энергетически устойчивой - ее энергия убывает со временем. 
Из выражения (2.6) ясно, что и сами значения прогиба могут при этом
неограниченно нарастать лишь в исключительных ■патологических՝» 
случаях. Болес того, если оба края закреплены, то справедливо неравен­
ство [5] 

а. значит, среднеквадратичный прогиб ограничен для всех значений /. За­
метим еще. что соотношения (2.8). (2.6) очевидным образом гарантируют 
единственность решения соответствующих задач.

Совершенно иначе обстоит дело, если край л = / свободен, то есть 
выполняется (2.5). В выражении (2.7) для функции диссипации сохраня­
ется внеинтсгральное слагаемое,

t

и в общем случае знак О нс определен. Существует бесконечное множество 
функций (л. /). удовлетворяющих граничным условиям, для которых 
М (О<0. Однако выполняется \и это неравенство на настоящих реше­
ниях задачи? Следующее простое рассуждение дает положительный ответ 
на этот вопрос.

Будем, ради определенности, считать, что при л 0 пластинка жестко 
закреплена (а при х = / свободна). В начальных данных положим 
ф (х) 0. а 4՜ (л) выберем таким образом, чтобы О (0)<.0, и чтобы вы­
полнялись условия согласования начальных и граничных условий

6(0) =У(0)=0, (/)=•/"(0 = 0 (2.10)

I огда функция О (/) заведомо непрерывна в некоторой правой полу­
окрестности точки /—0. и. следовательно, сохраняет знак О (0): 
V (О<0 по крайней мерс при ( ’< [0, 1„ |. । 3> 0.
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В качестве примера функции ф (л), удовлетворяющей всем требова­
ниям. включая (2.10), можно привести

'?(•<) <2Л1>

нетрудно убедиться, что при этом
(л 2) (л ф 3)/9(0) —- уС?

2п 1-5
Но сказанному, /> (О<?0 и при />֊0—энергия решения задачи с на­
чальным данным (2.11) растет по меньшей мере в первые моменты време­
ни а, значит, может расти и само решение.

Итак, остается неясным лишь одно обстоятельство: может ли энер­
гия, а вместе с ней и решение, расти и при при каких начальных
данных и параметрах задачи это может происходить. Приближенные рас­
четы работы |3] указывают на то, что подобные ситуации возможны, но 
для полного доказательства необходимо соответствующее точное решение. 
Его нетрудно построит։» по крайней мере для случая, когда при х = 0 пла­
стинка свободно оперта (выполняются условия (2.4)), а конец х = I сво­
боден. Именно, возьмем начальные данные (2.2) в виде

ф(х) 0, >(х)=—, ’>0 (2.12}

тогда, как можно проверить, точное решение всей задачи (2.1), (2.2), 
(2.4), (2.5) есть

ш,(х, 1) = х~ (2.13)

и оно неограниченно растет при / • —
Механический смысл решения (2.13) прост: пластинка поворачивает­

ся как целое вокруг опертого края х = 0. а так как (2.13) обращает в нуль 
функцию диссипации (2.7), то неограниченному росту прогиба ничто не 
препятствует, как и при отсутствии диссипации.

С помощью (2.13) можно получить сколько угодно неограниченно 
растущих решении задачи с условиями «опора свободный край». Дей­
ствительно. если начальные данные

? (х» ֊ п (х). ՛•> (х) = ?։ (*)
-аковы, что отвечающий им прогиб «-՛, (х. I) ограничен, то, рассмотрен за­
дачу с начальным): условиями

’? (*) = ?։ (х), (х) ֊ -Е -ф^ (х)

получим неограниченное при I > — <х> решение

то (х, 1)~х ~~—г а», (х, /)

Отмстим, что в 13] для опертой по обоим концам балки с помощью 
точного решения была показана ограниченность прогиба, что соответству- 
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е| сделанному выше общему выводу. Приближенный анализ, проведенный 
а [3] для консольной балки (один коней защемлен, другой свободен), 
указывает на устойчивость колебаний при достаточно малых значениях 
•/., /<4*, и дестабилизацию при » качестве х:>. предложено зна­
чение 2 1/ 6рЛ/?.

3, Рассмотрение двумерной задачи совершенно аналогично предыду­
щему. поэтому проведем его кратко.

Пусть магнитоупругая пластина занимает ограниченную область И 
Плоскости хОу с кусочно-гладкой границей Г. часть которой Г, жестко 
•закреплена. I перта, Г, свободна от усилий: пусть п—внешняя нормаль 
к 1 Уравнение движения и начальные условия суть

1->о АДго 4- -2рЛш« — У-^иц (3.1)

«Ф о = ' (х, у); ш/1,. о = | (х, у) (3.2)
х, у, С2

Выражение для энергии пластины имеет вид

Е(/) = А'(/) 4- С- (О

А (/) = •>/> । ич (1хду

[(Аю)3 2 (1 — *)(«'„ иц„ — то£)] с1х<1у (3.3)

V — коэффициент Пуассона.
Умножим (3.1) на и-'; и проинтегрируем но <-2. Используем тождество 

([6]. формулы (13.61) и (13.55), н которых следуем принять б«' = <£՛;)

/Л. а», ДА и>дх(^у — (-—— Ы, О (1$

и очевидное равенство
I V). Дич ах(1у = Сто/ —1 (1$ ! (\'п֊ч <1х(1у

« Г и
(здесь М- изгибающий момент, —обобщенная перерезывающая сила 
на контуре, <15 элемент дуги Г). Принимал во внимание сформулирован­
ные граничные условия, приходим к закону сохранения энергии в форме 
(1.1) с функцией диссипации

П (/)=•/
</то

•] и,'77</л <7и’35</х^
V» м

(3.4)

Если граница пластины не содержит свободных участков;. Г = 0. т.э 
(/)>0. энергия колебаний убывает со временем; в противном случае, 

как видно из ( 4.4). знак I) (1) не определен, возможен рост энергии.
Пример неограниченно растущего решения при Г, >.л (огсутстяис 

закрепленных участков границы) строится здесь так же. как и в одномер­
ном случае. Примем, что свободно опертый участок границы I совладает

64



с отрезком прямом л = 0, 0 <՜. у <.' и. а ее свободная часть Г имеет поло­
жительную конечную длину, а в остальном произвольна. Считая, что на­
чальные данные (3.2) суть

<?(х. у) о. (х. у) =֊7’-> 0 (3-5)

имеем точное линейно растущее с временем решение

W0(.r, Ö—• (3.6)

(мементов и перерезывающих сил этот прогиб, очевидно, не создаст). При 
помощи (3.6) и принципа суперпозиции число подобных примеров можно 
неограниченно увеличивать.

1րԱԴՆ1՚Ս11.11.11Ա.սԴ1Լհ11.Ն Р1чН;‘О,ЬГ1> ՏԱՏԱՆՈՒէրՆԵՐհ Jl.Pöb IFU.U ԻՆ

И. II. Ո1Վ1'1>1'Դ1.հՏՏ

Ա մ փ 11 փ и I մ

i'iinjg >. արված, որ Լթհ րարակ մ սպնիսաաէէաձղսւկան սսդի եււրաղիծր 
շսւնի լար/п մնևսից աղսէէո հ աավածներ, ապա մ աղն ի սա առաձգական սւժերր 
խիսա ղրկող ա ր/ինքն' կամ այական սյ '.ամաս ես ււկէքրնական պա յմ աններա մ 
իէնղրամ Լներէքիտն ժtut) տնակի րնքհռրրրււմ նվաղում /• է՚Նր/հա կտսակը, երր 
սա/ի եղրաղծի մի մ ասր աղատ Լ, սււղա ցրվող ֆունկցիա էի նշանր որոշված 
>Լ, /> Լներղիան (նրա Հետ միասին նաև ճկվածրր) Ժամանակի ընթացքում 
կարող է տճեչւ

ON VIBRATION OF MAGNETOELASTIC PLATES
A. S. SILBERGLEIT

Summary

MagneloelasUc bending vibration of thin plates is shown to be 
energetically stable if the boundary of the plate has no parts free of 
stresses: niagnetoelastic forces are strongly dissipative in this case. On 
the contrary, if some part of the boundary is stress-free, the sign of 
the dissipative function is not determined so that the growth of energy 
(and corresponding elastic displacement) is possible.
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