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ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ КОЛЬЦЕВОГО СЕКТОРА 
НА ЖЕСТКОМ ОСНОВАНИИ

АРУТЮНЯН Р \„ САРКИСЯН В Г

Рассматривается смешанная плоская задача для кольцевого сектора, 
покоящегося на жестком гладком основании при возденет ним внешних сил.

Основная цель работы заключается в определении размера зоны кон­
такта (отрыва) между кольцевым сектором и жестким телом в зависимо­
сти от внешних нагрузок и геометрических параметрон задачи.

Контактные задачи с определением области контакт (отрыва) рас­
смотрены н работах |5—9] и др.

Задачи решаются методом Фурье [I. 4], при этом коэффициенты раз­
ложения и неизвестный размер зоны контакта определяются из бесконеч­
ных систем уравнений. Доказывается, что систему уравнений можно ре­
шать методом последовательных приближений.

I. Рассмотрим кольцевой сектор, где по малому радиусу (/ а) при­
ложена равномерно распределенная нагрузка на участке <| <р,, а по боль­
шому радиусу (г — Ь) на участке ф = ф, он опирается на жесткое осно­
вание.

Предполагается, что при воздействии нагрузки образуется зона от­
рыва на участке <| = фа— (фиг. 1).

В силу симметрии рассматривается только половина сектора 
О I /։, ОХ Ф < <| при граничных условиях:

0) = и(/, 0)=^(0. ?) = 0
Г’.О» '֊?з) = 0 (1‘Ь

оо 
а1՜, (0, «.) -= </у У^сояа^ 

к- I

и(Ф ?) = О» 0 ? С?2

5Г(ММ.

Отметим, что угол <( . которым характеризуется область контакта, не­
известен и в дальнейшем подлежит определению.

Пользуясь решением [2. 5]. функцию /' (■/, ц) ищем в виде

/•’(/, ф) = а (<р) + 6 (0 4՜ У С08 -1՜ £ 
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Фа (<? ) Ла-sh sin с ! В* sh cos ? - C'a ch/A'f sin <? ֊ Dk ch \'k<f cos ֊

•1՜ (/) = /:’a sh aA (/j fish (f ■ f) 4- Ga sh % (/, ֊ /) sh f -|-

4՜ г a sh ?kt sh (f։ — /) 4՝ Ha sh sh t (1.2)

u(?) o0<?sin®, b (t) = b(_.e 4- ie՜1, ։?0=e

IPFK пн^-гк-п2 *! (1,5>

V
'•• [Ла- eh &а-фл sin <?3 4֊ Dk sh 8*«?3 cos ?3]

Удовлетворяя смешанным условиям (1.1), получим

- S, jpi G‘։‘t(1 -2,) sh 'i ■2 (1 _ ’>ch +

4- F*[2(l v)7,.ch V, — (1 — 2*)sh ^/։]| cosaA®4-

4-(l-2v) ?(-1)4Ф*(?)4-[Л(?)] = 0 o<?<^

L~ k-K r
«*(0 sin BAf - .8; cos 0*/, 8a =---- » ----- » t = In —

G ®л ft

Удовлетворяя условиям (1.1), получим

Bk — Ck = Ek = Hk — 0 (1.3)

Ла (pi ch sin ?3 4- sh pA?3 cos 93) 4֊

4՜ ZZ (Pa sh ?A?jCos'fa ch ?i?3sin «,) - 0
,, (1-4)

n CO ?•
S. (?; 4-1) Ф, Ы = ֊ S (֊ Iи (0 + 

G.-: J

h
֊֊ р*'(0+4'(П]<Р,(/)Л 

6

= 0 
где

f1՝A (fa) = Л* sh pA«Pa COS <P3 ; Dk ch Pa®3 cos <p3

( K(') + 'h л = 
•/ 0

2?,(b;.ri)[chv։ i ( 1Г4’сЬМ[Сл4-(֊1Г,/ч]
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I./։ C?)I - 2(1 — ■') <V։ COS ® + (1 2?) a0? cos ? + 2 (1 — 2’4 60e'' —6,е"'։

V [a^sh/jGi- /ч sh a*/։] cos aft? 4՜ £(— IfpM?) h Ф*(?)]4- U-6)
*-i *- ։

4 2<7O cos ? 4֊ 2 бде'14* 6։e (| = 0

Введем новые неизвестные

G* sh y-kt1 — sh I.Fk — Xt

6\aAsh t, — sh Y‘k (1.7)

тгХ'к
••I к ch ?;<p3 sin фэ - Dk sh Мз cos <?3 = ;

ft и

Произведя замену неизвестных (1.7) в формулах (1.3), (1.4) и < 1.6). ис­
пользуя решение парных рядов уравнений [3]. после некоторых преобра­
зований получим следующие бесконечные системы алгебраических урав­
нений:

Ь-л+sv;. 

А 1 к I

Хр — V ЪкРХк -V ЬкР} >\ у ^2/4.4 ь„
“1 А—I 4=1

= Х Скр^ к i՜ X кр-2^к + Х4зА Ср1 
к- 1 *-1 *-։

(1-8)

где

4«(Й + 1)(сММз-со^аь)( РЧ [ch^G K-lf'ch/,] 
ли,/֊ (ch 8^sh 3ЛФ3 -t- P/.COS <p3sin <рл) [?; 4֊ (v + I)2)

[sha./, 4- (- 1 )P 1 sh/J

' l?J I IfKsh’-^/j —ajsh/j)

«*p2=-^₽։՛ c>rA = -^PjV^ ckP-2 = ^PM^^

Ckp3 — "7 ("oV^ 4՜ Z>)’ bkp^ -cA<>?, /uh = — cM

W,(-ir '(»֊ IHsha/. + a.-shf,)?» 
b^+c^ ֊ iW (1.9)

Op =
4^[1 — ( l)pe *][дгое 1__j/J , у \ у (cos?)

2^-rl)sh G ср1֊-(аоСо4- XoMHcosj
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ОО —.
(1оР У СкЬ'к,

(вЬ а,/, Ч-^зЬ/О 
֊ зЬ «/г

4( 1)р,‘ а081П?3
<Рз («? ~ 1)

-г «,4, СР՝

($Ь֊ Ук1х — 7՝-к зЬ 1Х) — 1,2 а; (зЬ 2аА/: зЬ 2/։) 
(ЛД + ЩзЁ’а^ — а^И 7Д

МК
К зЬ 7А/։ сЬ/։ 4֊ «л сЬ х4/| зЬ/։ 1 — 2>

я’—1 зЬ-7а/։ а'(зЬ?1 ?ф 2(1-7)

3
Г О

Л* — | Д> (соз5)/„(созС) с1^— с/9 
о

1рл = /ь(созб)(созб) с!^-֊- 
и “з

} • * >, 
— ( м4 (созО) 7р(созб)с1^-у с/0г>

!'рк ֊ С!к (соз 9) Я? (соз0) с։а — аг> 
'

У\ (со$0) - - I— Г соз/пх соз х/2 _ 2 I 2 ." $т тх соз х/2
п ,)| СОЭХ — СО5& г. ։| | соз 0 —соз X

О 5
,_ 9 Г

■> , л» 2 I ‘2 I ‘ з։п тх з։п х/2 ։ 2 | 2 । ‘ соз гпх я։п х/2(со.$ &) =------- . == (1х - ------- | ------ах
~ р соз х — соз и " I соз V соз х

О »

и к (соз 9) = I \։ (соз 9) (Л? (соз 0)

и к՝. (созО)

1^2 (сояО) =

_ , ь
2 I зЬ кл'?. С<23?3 *сЬ |\-7ПХ 3111 ?п X 31П X 2 {
-рд (сЬ’՜ — соз՜ «д)Iх соя х — соз 9

о
___ 4

2| 2/П|сЬУХ :՜ :,;п рЬ/:тх СОЯ ШУ я!п Х.'2 
(сЬ՜ — соз" ?3) 3 | соз х соз

Для определения значения Ко, подставляя Ур и (1.6), получим
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/ g \ J 00 Y
>0 (/- — 2 In sin I — цхв-; ~ У /Vp Y„ (cos —- 4֊ 

\ 2 2 я-i P
. f։’1 « v - то г л c,

+ 4v.Ky;(cos3)^ + -2-v(-i)>z, k/,(cose)ctg4</G - 
pl ” zp-! LJ *0

+ ֊5-S(֊i)W; R(coS0)ctg^-rf6֊A Q>|. -
z p, j J Z z rp “

---- G\ (cos 6) ctg — dFJ -r Gx (cos 0) ctg — d% (1.10)
II fl

0
r. . 2 1 2 i‘ G sin mx — >0 cosmx -4֊ 3arnx sin x , x ,G2(coS'>) —------- a<( l —--------- - ................... ■==------------  sin ֊-с/х

м J | cos x — cos 2
ri

4)2 cosmxsinx/2 , 
Gx (cos V) =------- o0 ,v '■■"•■ ■==

- J 1 cos v — cos x
0

2. Покажем, что полученные бесконечные системы уравнений ( 1.8) 
квазиэполмё регулярны.

Для этого достаточно воспользоваться следующими асимптотически­
ми опенками [2. 3]:

Uk (cosO) - 0(А:՜՜3*2 ), HA(cose) = 0(^"In)
(2-1)

Yk(x)=0(kl‘2), Z>(x) = 0(A-u)

V I I I 2 I atp21 
k »"I к I

- (a? — 1) «* a. i u.
(2՝2’

VIJj.l f |4^h
1 A-l *֊1

4™'1 — 1) (sh 4- sh /Д ~ k
-^apG TFFh%4

<0 («/•’)

Je-1 Z k -1
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Учитывая, что

I 1 Х.'У\(СО8 3)/Л(СО5։3) - рУр(С05Й) Zi(cos3)
‘ok (cos р) — ■

Р" — к՛

при к =£= р и

= ֊У |2 - 2Р,.. (cos?) Р, (cos?) + Р= (cos ?) - 
2р

rP t ап Л . „ь\; P„(cos3) Pn(cos^)— р;_ I (cos *)] - 4 sin- Р 2--------------------------
г. 1

получим

1
2 р.

ас I к! \ р-\ р! I к
р- — к

■Ь s + ^i-՝ 
к i

1
■2р

A 4֊ A

3/2 J,՛'.
p p

c_

I P
(2.3)

I p

где Л. В, В(, С — постоянные.
Неравенства (2.1) — (2.3) показывают, что, начиная с некоторого зна­

чения р = р.., суммы модулей коэффициентов при неизвестных Хь, } л, /г. 
в системах уравнений (1.8) станут меньше единицы, то есть бесконечные 
системы квазввполне регулярны. Легко видеть из (1.9), что свободные 
члены системы ограничены сверху и при р - оо стремятся к нулю.

Приведем выражение для нормального контактного напряжения

«>
сгА.,(/р ?) - У У*.-cos*,* 4֊ 

л I

Л i — l/rt^pt-Zx ra2 . . 0 , 0
У —77/ Lto-----------FT t՛3* <ch ch /4? s,n cos<? “

(Р*Н֊ l)(ch2P*?3 cos’?3)

- - sb pt?3 sb px-o cos >3 sin px- (ch sb sin sin у

* sh ch pxcos<?3 cos ?) ֊b 2 (ch 3*<f ch px<? sin 4>a cos 'f —

$h sh рд<? cos ?;i sin <?)] r2aocos'5 260e՛''4 /։ (2-4)

В окрестности тоны контакта некоторые ряды, входящие в выраже­
ния напряжений, сходятся медленно. Улучшив сходимость этих рядов н 
выделив при этом соответствующие особенности, получим

К2 cos х/2 А'
2 ) COS X COS р

֊Ь/(п. ?) (2-5)

где /(гр «р) — регулярная функция, а коэффициент при особенности име­
ет вид
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Я = V (Л„ Г„ ֊ Л/„4) Д (со։ 3)— =„ У (— 1 УрО,(со։2, (- 
Г֊-1 л-1

V (—1)"р/7Дсо8?)2р 2(а0с04 Уо) 
Р-1 (2.6)

- 2а, V с,/,(со։?) + На- У е /„(со։?) 
р ։ т рМ

<?з

До сих пор и проделанных выкладках принималось, что длина зоны 
контакта <[՛.. произвольна и известна. Это привело к тому, что в получен­
ном решении контактное напряжение неограниченно возрастает при прибли­
жении к концу зоны контакта. Но из физических соображений ясно, что 
в данном случае контактное напряжение должно быть непрерывным ՛.։ 
ограниченным.

Следовательно, принимая, что при <? = <?։ зг 0։, ®) ограничено, на 
формулы (2.5) получим уравнение для определения размера зоны контак­
та ф., то есть

А’ = 0 (2.7)

Таким образом, для получения окончательного решения рассматривае­
мой задачи необходимо совместно решать уравнения (2.7) и (1.8).

>. Бесконечная система решена методом редукции путем замены ее 
конечной системой. Для достоверности полученных результатов система 
была решена при /• = 40 и /» — 50. При этом значения неизвестных факти­
чески совпадают, а размеры контакта отличаются не более 2%.

В качестве численного примера рассмотрим случай, когда V = 0,3. 
<£; — -/2, '•?! и кольцевой сектор прижимается к жесткому
основанию нормальным давлением

(3.1)
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Таблица է

7- 0 ՜ т.
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20՜
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Л
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На фиг. 2 и в табл. 1 приведены зависимость размера кон такта от дли­
ны участка распределения нагрузки ср, для двух (р- значений толщины 
кольцевых секторов. И.» графиков видно, что с увеличением участка рас­
пределения нагрузки размер контакта увеличивается почти линейно.

ԿՈՇՏ ՀԻՄՔԻ ՎՐԱ ՍՎԱԿԱՅԻՆ ՍԵԿՏՈՐԻ ՀԱՐԹ ԽՆԴԻՐՍ

lb. Ա. 2Ա1Պ1’ք>֊ՏՈԻՆ5ԱՆ. Վ. k Ա1Լ1'Դ1):'.ԱՆ

Ա մ փ n փ n I մ

Դիտարկվում Լ առաձգական օղակային սեկտորի հա՛րթ կոնտակտային 
ի/նղիրը, 1։րյ> օղակային սեկտորը սեղմվում է կոշս։ գոգւսվոր մարմնին։ Են­
թադրվում է, որ ար։ոարին ուժերի ազդեցության տակ հնարավոր է կոնտակտի 
տիրույթում օղակային սեկտորի ծայրերի հեռացումի կոշտ հիմքից։

Խնդիրը լուծվում կ ֆուրյեի մեթոդով։ Վերլուծության ղործակիցները որոշ­
վում են գծային հավասարումների անվերջ սիստեմ աներից։ Ապա ցուցվում է. 
որ բացվածքի ցանկացած չափերի համար անվերջ սիստեմները ընդհանուր 
ղեաքոէմ կվազի-յիովին ոեէքսւլյար են։

Սացվածբի չափը որոշե/ո։ համար ստացված է արտնսցենդենտ հավասա­
րում. երկրաչափական պարամ ետըերի որոշակի հարաբերության ղեպրոա 
դիտարկված Լ թվային օրինակ։ Սերված Լ աղյուսակ և գրաֆիկ, որոնք ցույց 
են տայիս բացվածքի լտփի ե արտաքին բեռնավորման գործոնների միջև եղած 
կապերը։

PLANE DEFORMATION OF A HARD BASED 
CIRCULAR SEGMENT

R. A. HARUTUNIAN. V. G. SARKISIAN

Summary

This paper deals with the contact problem of an elastic solid when 
its circular segment presses the hard curve body. The possibility of 
separating the ends of the circular segment in the contact region from 
its hard base under the action of external forces is assumed.
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The problem is solved by the help of the Fourier method. The 
coefficients of the decomposition are determined from the infinite sy­
stems of linear equations. Il is proved that the infinite systems arc 
quasi-quite regular in the general case for any separation.

A transcendental equation is derived to determine the size of the 
separation. A numerical example is considered for a certain relation 
between geometric parameters. A table and a graph showing the de­
pendence of the separation size from external load factors are presented.
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КОЭРЦИТИВ11ЫЕ ОЦЕНКИ В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 
РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ И ПОЛЗУЧЕСТИ 

В ОБЛАСТИ С ДВУМЕРНОЙ ТРЕЩИНОЙ

НАЗАРОВ С Л.. ШОИХЕТ Б А

Эллиптические краевые задачи и областях с особенностями границы 
iitn.i ребра- изучались u [1 6] и др. В [2] сформулированы условия 
справедунвостн дли таких задач теорем Нетера в пространствах с нормами

I Г у ’’ (0.1)
I J I

где г расстояние до ребра. Основным из упомянутых условии являете я 
однозначная разрешимость в пространствах с нормами

lj v |^(1 1«/Г’Г dV'dy- j <°-2>

A

некоторой вспомогательной модельной задачи в линейном угле & соответ­
ствующего двугранного угла

Работы [3. 4J посвящены выводу асимптотических формул для реше­
нии указанных задач, а [6) — коэрцитивным оценкам в классах L и Гель- 
дера. В [5] рассмотрены особенности границы более общего вида, в част­
ности. допускаются некасательные пересечения ребер различных размер­
ностей.

В п. 1 настоящей работы приводится постановка задач теории упру­
гости и теории ползучести трехмерного тела с двумерной трещиной Л/, 
кран дМ которой представляет собой одномерное ребро двугранного угла 
раствора 2л. В я 2 изучается задача теории упругости. Старшие диффе­
ренциальные операторы соответствующей ей модельной задачи в линейном 
угле образуют систему уравнений плоской задачи теории упругости и за­
дачи антиплоского сдвига. Так как рассматривается случай задания на 
границе тела напряжений, то модельная задача не является однозначно 
разрешимой в пространствах с нормами вида (0.2). Для того, чтобы убе­
диться в этом, рассмотрим неэнергеткческое решение н* однородной за­
дачи для плоскости с полубескоиечнон трещиной при заданной и се вер­
шине сосредоточенной силы. Известно, что «* имеет вблизи вершины раз­
реза порядок О ( | log г| ), Очевидно, для однозначной разрешимости за­
дачи необходимо, чтобы «* не принадлежало пространству с нормой (0.2), 
поэтому на рассмотрения слагаемого о (0.2), содержащего саму функцию 
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- (а = 0), Следует, что (> 5С ц 1. В то же время при таком выборе Р сме­
щения тела « •"’ как жесткого целого тоже обратят выражение (0.2) я беско­
нечность. Таким образом, и я нс попадает п это пространство, и. следова­
тельно, модельная задача разрешима нс яри всех правых частях; для то­
го, чтобы сделать ее однозначно разрешимой, необходим специальный 
подбор весовых множителей при различных производных /7՜. Соответ­
ствующие изменения претерпевают и нормы (0 I).

В п. 3 коэрцитивные сцеики реш՛ ний задачи теории упругости рас­
пространяются на задачу теории ползучести неоднородно стареющего тела 
с трещиной.

Часть результатов статьи анонсирована в заметке [7].

1. Постановка задач. Пусть связная, с гладкой границей <-*2., 
подобласть трехмерного пространства /?’; т -гладкая поверхность, а 
М содержащееся в 20 подмножество поверхности т. ограниченное 
связным гладким простым контуром <>М. Множество М определяет 
двумерную трещину в 20; ее берега обозначим через Л/՜ и .1/՜. Те­
ло занимает область 2 — 20\Д/. На берегах трещины заданы напря­
жения. Для определенности будем считать, что на внешней границе 
о20 также действуют напряжения. Случай, когда к <72^ приложены 
смещения, рассматривается аналогично.

Уравнения краевой задачи ползучести неоднородно стареющих тел 
имеют вид [8].

£.,(/, х) = (и);.-, (и. } (/, х) 4- и, ։ {I, х))/2, /,/-1,2,3 (1.1)

*„7(б *)+//('• х)«0, х = 1,2,3 (1.2)

5-, (Л -V)

13

т՜;—;= ео(/’*)-(-+ *(*). *)*.д-, хш
26 и 4- у (.V), х) Ло

I
г ---- Г = е(6 х)—I4֊ х(х), 7-I х(х). х)е(^, х) </х (1.3)

V

V՛ =’о “ V <՝-* I * * 4 5՝

5,у(6 (/, л) на М , / = 1, 2, 3 (1.5)

х) п} ֊ (/, х) на <?20, ։ = 1, 2, 3 (1.6)

Здесь и/, э... г;! декартовы компоненты смещений, напряжений и 
деформаций соответственно; з,,. е/? — компоненты девиаторов напря­
жений и деформаций; з, е — их шаровые части; х), х.1 —
модуль объемного расширения и ядро релаксации при всестороннем 
расширении-сжатии; 6’(Л х). /?,(/, ”, х) — модули сдвига и ядро ре­
лаксации при сдвиге; х — функция неоднородного старения, характе-



ризующая закон изменения возраста материала; /р , п. — объемные 
и поверхностные нагрузки, удовлетворяющие при всех / условиям 
равновесия

-г I 1 С^«^</5= О (1.7)

лая всякого поля смещений тела, как жесткого целого,
Уравнения краевой задачи упругости имеют вид (1.1) ( 1.6), если веч 

функции считать независящими от времени I, а в (1.3) положить 
/?] /?« — ():

(х) ~ 26՛ (г) е.у (л*), з (х) = (х) е (х) (1.8)

В дальнейшем будет удобно использовать матричную запись уравне­
ний Лама и граничных условий однородной теории упругости

Ги -Н/=0

Ви = £

(1.9)

(1.Ю)

Здесь матричные операторы Л и В имеют вид

о" |

^ХГ/Х. ]3
(1.11)

л - -0 д 
ах- ах

/ а о </ \ к о ., о см
( -—’ -----’ -----  I == \ га,\- —---- г'-л, ------ г 1*П. -—У
' дх1 ։’/х8 №3 / ( дп Сх, Ь, / 1, :՝. з

д д
  Пу. ----- 

ап--------с)х*

/, :՛• коэффициенты Ламп (р С, / — (Е* — 2С) 3).
Известно, что задача (1.9). (1.10) — эллиптическая в смысле А. Дуг- 

лнеа, Л. Ниренберга [9].

2. Задача теории упру юс; и. Введем в окрестности края дМ трещины 
’*/ криволинейные координаты (у,. у.. $), где 5— длина дуги, измеренная 
вдоль А/ от некоторой точки до проекции х на ОМ. (у,, у-)֊ ортогональ­
ные координаты в плоское , и, проходящей через х и нормальной к 
прячем локально Л/ задается соотношениями у, 0. у.. = 0.

Пусть с — векторное иоле, компоненты которого имеют носители, 
сосредоточенные в малой окрестности Г) точки Е1 дМ. Положим /՛ =

—£р; С Вг՝ на М . Ясно, что V удовлетворяет задаче

Еа г В — 0 в —; Ва ~ С на М՜: Вп = 0 на а^0
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Перейдем в ней к координатам (у։, у-, $). Тогда ввиду малости но­
сителя V вектор (ур г։;. V») удовлетворяет системе уравнений в дву­
гранном угле А' = R3 ух': 0, у: = 0} раствора 2՜:

1.(д(ду1 д/дз) V + / (у, 5, д!ду. о <у$) г -+- Е 0 в Л' (2.1)

В(д/Оу> д/а$) V + Ь (у, $, д!ду, (7,3$) с = 6 на ОК (2.2)

Здесь о։, г»։, о» — проекции вектора V на оси координат (у։, уг, а); 
I и Л- матричные операторы порядков не выше второго и первого, 
соответственно; их коэффициенты суть гладкие функции, причем можно 
считать, что они имеют компактные носители (так как и 0 лис £>); 
кроме того, коэффициенты при старших производных обращаются В 
нуль при |г/| 0.

Для того, чтобы вынести оценки с» через правые части Е и 6 
задачи (2.1), (2.2), необходимо [2] рассмотреть вспомогательную крае­
вую задачу с параметром о՛ =» -■ ( п двумерном угле А О,
х։ 0} раствора 2՞:

Цд1д*. «,) И 4 Ф -0 в А: В (д/д:, см) Г ’Г на г/А։ (2.3)

Здесь I (хр х :);’операторы Д(с)/б>х, ••) ц В(д(</г, ) получаются из 
и В(д/д:, формальной заменой дифференцирова­

ния по г, умножением па »■>.
Обозначим через А?(А) и R-՜' (А) пространства функций в А, 

наделенные нормами

9~1
| (7X^X2

где 7^(<? п-1. с? 4- 2). Пусть еще ‘ г(дк՜՜) — пространство 
на дк функций из ‘ (А), наделенное [10] нормой

следоз

дк

пл* ал*
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Лемма 1. Если выполнены неравенства

</•1/2 ! 1 ֊ 1. (2.4)
то справедливы следующие утверждения:

а) Функции /(г), г ’* u, (С) Z (г) принадлежат пространству 
*?./(*). a bo(f>)log'-+ »д(С)]7(г)Г/?Г-г(^);

6) г1ля операторов Л, D-) порядков j i гладкими ограни­
ченными в R՜ коэффициентами справадливы\включенггя N^iz, D:)w'- 
(zR'C'(k), М(.֊, W

Здесь (.-, С) — полярные координаты, 7-—срезка из С.} (/?՝՛). 
равная единице вблизи точки г 0; з.р^С"([0, 2՜]), р— 1, 2, 3.

,/охвЗ|Л с.п>ство сформулированных свойств введенных пространств 
сводится к непосредственному вычис лению указанных норм.

Всюду в дальнейшем пространства скалярных и векторнозначных 
функций не различаются в обозначениях.

Теорема 1. Пусть Ф£А'(А), ‘Г՜ A- х} (ok ) и выполнены 
неравенства (2.4). Тогда существует и единственно решение 
VА;". (А) задачи (2.3) и для него справедливо неравенство

I V; яу(й)|<const |]Ф; 0(Щ+ II՛! Л?'И' 11} (2-5»

(оюглатсльствп. Установим скачала отсутствие нетривиальных реше­
нии I однородной (Ф = 0, '1' 0) задачи (2.3). Можно проверить (ис-
пслы.уя \ем.му I и результаты работ [10—12]). что всякое такое решение 

принадлежит Uz'?(Aj. Умножим скалярно однородную систему уравнений 
из (2 3) на Г' я проинтегрируем по частям в А' с использованием гранич­
ных условий. После алгебраических преобразований получим, что

Отсюда находим, что V4' = 0.
Докажем теперь разрешимость задачи (2.3). Рассмотрим сначала эту 

задачу в пространстве А’ 2 (А)

^), В(д1<1г, «)}; /?? ՝(к) - >'Л? ' (к) (2.6)

Сопряженная краевая однородная задача имеет лишь три линейно незави­
симых решения IV", представимых в виде

1Г?(2)г=Лу(2)7-(г)Н- 1ГЛ0(г)

где и՛7 — энергетические решения задач
Т(о1дд, М Г/10 4- [/-ДОг, ш), 7.]Х' - 0 в А
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<••) IF’-'՛՜ — [В (д/az, <«)։ X] X' на ok

[zl, B] - AB — БА — коммутатор операторов А и В; X1 — (0. 0, 
(2т) 1 log г матрица !|Л՜’, А'21| имеет нулевую третью строку, а пер­
вые две составляют двумерный тензор Сомильяио в k, то есть они 
образованы решениями задачи о плоской деформации угла k сосредо­
точенными в вершине силами (1,0) и (0,1). Таким образом, оператор 
(2,6) обратим па подпространстве векторов |Ф, ՝Г }> для которых 
справедливы равенства

2 Известия АН Армянской ССР, Механики, № 4

[<!>(։) |Г(г)Л + ( Ч-‘(х) !₽"(_-,) </.֊,= 0 (2.7)

£ дк±

Так как IV՜' удовлетворяют (в смысле теории обобщенных функции) урав­
нениям

L[(f Oz, <’j) IF" - S (0) e в k, B{O!(Jz, •)) H” = 0 на dk

где ՛> (0) — ''.-функция Дирака, ё։ (1, 0, 0), е* = (0, 1, 0), е3 
= (0, 0, 1), то

(>(z)IF"(?)^4- f 'Г

* №=

также [11]). Здесь Ф” U) /Дг)/</г, ■••)И 7. (г)]. ‘Г" (г) - 
= В(д1<л, о.) К X (г)].

Итак, решение Г задачи (2.3) представляется в виде

1/(г) = И(г) Ь V M/e'Z(r) (2.8)
>- ։

где Р — решение из R'- '(к) задачи (2.3) с правыми частями

Ф -г УХ.Ф< 4^4֊ V М/Г 1 
/•■-։ /-։

а постоянные Л/, находятся из условий разрешимости последней за­
дачи и имеют вид

М,= [ф(г) W'(z)dz + f ’I՜ (z)W< (z)dzv /—1,2,3 (2.9) 

5 uk'

Оценка (2.5) вытекает из и реле гавления (2.8) решения /С А?՛',/(к}, ра­
венств (2.9) к ограниченности обратного оператора к (2.6) на векторах, 
подчиненных соотношениям (2.7). Теорема доказана.

Рассмотрим краевую задачу

с — 0 в К, B(o<Jy, d/ds)U.= '? на дК (2.10)
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После преобразования Фурье 7 по переменной 5 ֊ #։ система (2.10) пере­
ходит и следующую:

/.(Wy,iz}TU- 7?-0 в k, В(д1ду, i֊)TU= TS на dk <2.11) 

а после замены у — |[ jv преобразуется к виду (2.3), где И (z) =
Г4/(1£Г1д,1),Ф(։) = |։| :7?(|։| 'хЛ),’Г (։,) = |5| 17V (В Г 

w — iz | ;| Поэтому существует единственное решение TU (; /?*, j (£) 
задачи (2.11), и для него справедхнво неравенство

l.vl՜’)”! 77/(.V. 'Of + 

1

S UMS Iwr’r TU(n. ■) }</</
O--? I u9i'dyf I •

c v ЫУ(Н|:‘ WT ' /'Я'/. V <v-f

+ J ։Е։1»,Г'(|?Р + |»1Г։)’-””|^7^ («„ ul'rfff.t- 

Ok* 

f Г г,9 : I■d .1 ՝*■•«֊ W* (,. a ֊f^} (2.12)

Ok Ok’
где постоянная с не зависит от I ', ՛*, - и :.

После обратного преобразования Фурье по ; из (2.12) получаем, 
что

.С: . constII?: И?(К)| -1֊

+ г : ^-,Г!(оК )1 + !1л-|’б': £,(К)|! (2-13)

Здесь И’(АС) и V':.՛?(К) — пространства фуакций в К таких, что ко- 
нечны следующие нормы (если q — 1 — ?, то в определения нормы 
отсутствует интеграл по Л'՜* X Я1 X А'):

If zi:’։ 3 I”2I?: ИЛК)| = у

It/; Н’>’(^)1 = { С| s)l*+

эо «>
+ JJ Jlt/to, s)-(/(y, C)|! |t 1уГ’1>',,</</1|' ' (2 4)

k --oo —OO
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И/ 13 «7 Л' )—пространство следов‘Г на <?А. ՜ функций Ч\ К? (К), 
наделенное нормой

JT : v; *\дк II J ( v |Л1*’ 
dk- '

5^-4- S) I <V1rfs 4. j J 
dK dK

V

,,' <'.".' ч (,, ;)Г---- —
'I I J,, ,,|= |S :p (2.15)

Срлпиипая (2 1). (2.2) c (2.10), находим, что

и U, ՝» - /•’-)-/(։/, s, djdy, д/д$) ut * — G bit/, s, <ниу, d/d$)u 
(2.1ь)

Используя утверждение n) леммы I. из (2.13), (2 16) нынодим cAvayioinyio 
оценку

1«; 1Л!>’(К)| consHIF: Z,’(AT)| +

|G ; И,’ ”(<>*• )|+| l-vF ’а: Д,(А'||} (2.17)

Как обычно, при помощи метода Шварца замораживания коэффи­
циентов, из приведенных рассуждений, эллиптичности п смысле А. Дуг- 
лисп. Л. Ниренберга [9] краевой задачи теории упругости получаем не- 
теровость оператора краевой задачи (1.1), (1.2), (1.4)—(1.6). (1.8).

Для формулировки окончательного результата введем функциональ­
ные пространства И*-‘(2), 1'.*(2)и I '?՛ * (Д/ ), нормы в которых 
порождаются из норм (2.14), (2.15) разбиением единицы. Если носи­
тель функции и отделен от дМ. то ее норма вычисляется в И՜'?՜’(2) 
(1П(2) или И'՜;' '■ ‘(Л/՜)), .1 если носитель мал и пересекается с дМ> 
то норма и совпадает с нормой функции v* з Iz’.y<A) (V’-(A’) или 
V?'! ' ( дК )), которая получается из v после перехода к координа­
та« (Ур У։, *)•

Теорема 2. Пусть выполнены соотношения (1.7) :< (2.4); 
/е и’(2),г^ tF7’, -(<j'2o). g- е и/ 12(Л/ ), Gi С '(2) „ вмл<м- 
няется условие невыролдения

Ej < < /5а, G, < G < Gv Ev Е։, G\. G, = const 0
Tui^u су чествует единственное (с точностью ло смещения 2 
как жесткою тела! решение и задачи (I 1), <1.2), (1.4)—(1.6). (1.8) 
из пространства И?\.‘(2). Если нормировать это решение усло­
виями

L(x)<Zx-0, |rot«(x)<Er = 0. (2.18) 
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I г ‘ |1о$г| ' 7 (г) |Г (/г сопя! Г

го справедливо неравенство

И;’:.։(2)|<еЦ/= »7(2)1 тк'; КГ^Л/ )||

+1г; й7'“'’(^оН} (2.19)

/де постоянная с не зависит от £, •; и /.
Доказательство. В силу неравенств (2.4) всякое решение 

/;9ч однородной задачи упругости в 2 принадлежит 1^’ (12).
Так как нулевой энергией обладают лишь жесткие смещения, то и‘} = 
— о-ЕбХл, где а, Ь постоянные лекторы. Таким образом, сфор­
мулированная в теореме „единственность“ доказана.

Если выполнены равенства ( 1.7). то существует решение задачи (1.1), 

(1.2), (1.4)—(1.6), (1.8) из пространства (П). подчиненное условиям 
(2 18). При помощи варианта неравенства Харди
» ОО

</г ('(/•)—0 при г > гй>0)
и о
в силу соотношения ՛, --'3 — 1 получаем оценку

г’՜1«; £.(2)| е,!г-'( Но5г|+!) '«; /.։(<2)Ц<сс||«: 1Г2'(2)(

которая вместе с (2.(8) приводит к (2.19). Георема доказана.
Замечание I. Проверим, что неравенства (2.4) необходимы для 

шт еровости оператора Л краевой задачи (1.1), (1.2). < 1.4)—(1.6), (1.8).
а) . Пусть Р£(д 1/2, 7 -Г 1/2). Тогда вектор (н։, ы2, «,) 

— (0,0, с (з) г1 ' соз г1/2) 7-(г) не принадлежит И/.И-2) (см. лемму 1) 
ври любой функции с£С~ (ДМ), но вектор соответствующих правых 
частей системы уравнений Лама попадает в 1/2 ($2 )Х К» ՝ \М ). Та­
ким образом, коядро А бесконечномерно. (В случае ?£(‘/ /е — 1/2. 
<1 — к 4֊ 1/2], к — 1. 2, 3....... аналогичные рассуждения необходимо

провести ДЛЯ векторов (0, 0, с (в) г՝ соз к ՛■ 2)7. (г).
б) . Если ?2>7 I, то я УДД (~) попадает решение задачи тео­

рии упругости в — для распределенной на ')М с интенсивностью 
с < С* (ДМ) силой. В терминах весовых пространств указанные реше­
ния удовлетворяют однородной краевой задаче (1.1), (1-2՝, (1.4)— 
—(1.6), (1.8), и поэтому сНткег /1 = © . Если же 8 — 7-4-1, то посто­
янная с в неравенстве (2.5) зависит от V и Ф, ‘1’ [10].

в) . В случае 7 > 7 4 1 оператор .4 не является непрерывным 
(см. лемму 1).

г) . Для 7 ;■& 4֊ 1 вектор (п։, н2, и ) — (с։ ($). сс (з)сд($)) 7. (г) не при­
надлежит И? т;>՜ Г-) при любых с.^С" (ДМ) и, как и в а), бйпсокег А-= 
-֊ ос.

3. Задача ползучести. Решение рассматривается на произвольном от­
резке времени [0. Г].
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Пусть Б — банахово пространство. Как обычно, через L' (0, /; В) 
будем обозначать пространство отображений Р отрезка [0, 7'1 в В, 
наделенное нормой

|| Р\ В, / ; csssupl' Р (-): В 
0^1 /

Нс умаляя общности, будем считать функцию неоднородного старе­
ния неотрицательной, и пусть Т,:= inaxxfx).

к \ V
1 еорема 3. //рсдпо.юмтьп, что выполнены следующие ограничения.՛ 
а) константы у, 7, 3 удовлетворяют неравенствам (2.4);
б) модули Е». G С ' (|0, У'*] 2) г< не вырождаются а 2;
в) ядра релаксации представимы в виде

&l(t, Л-) = Pi ((, Л-) (t - Т )~н q (t, т, X). /-1,2. О ■' •! < 1 (3.1)

ме р։. 7,£С' '([0, Г“]Х[0, П]хй);

г) функция у- принадлежит пространству С" (2);
д) нагрузки J. g , <> при почти всех /£[0, Т] удовлетзоряют 

условиям равновесия (1.7), и справедливы включения

/е/.-(0, Т-. И,’(«1), g -1Л(0, T: /FI2(.W ), 

«6^10, 7; 1Г,’ 1-(№,))

Тогда существует единственное (с точностью до смещения 
тела, как жесткого целою) решение и краевой задачи (1.1) (1.6) 
из пространства L (0. 7': И/2 ( Q )). Если это решение при почти 
всех /£[0, 7”] нормируется условиями 12.18). то справедлива 
оценка

г и; И^2(2). 71<сГ(/. g , g) (3.2)
где

E(f, g . g)^0/; 1-7(9), 7’| 4-h : ). Л 4

+ jg; irr’-'2(d20), 71|

Здесь и далее буквой с будем обозначать различные константы, 
не зависящие от f, g , g.

/]ог;аза; с.:ьс~бо. Для краткости, запишем уравнения задачи ползуче­
сти в смещениях в операторной форме

Lu L'и 4֊ / = 0 при х ‘2,
(3.3) 

В и В и g на М , B՝ и g па ^'20

Здесь L оператор уравнений равновесия упруго-мгновенной задачи, 
// — оператор, содержащий все интегральные слагаемые, В и. Ви — 
векторы упруго-мгновенных поверхностных напряжений на М', d20 
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соответственно. В' и, Ви интегральные слагаемые векторов поверх­
ностных напряжений.

Зафиксируем /<[0, 7'] и рассмотрим интегральные слагаемые
п (/, •), В и{1, •), Вги(1. ■) как операторы, действующие из про­

странства В (0, /; |Л^2(2)) в пространства к7(2), \/7՝}1(М )> 
1И ։ соответственно. Справедливы оценки:

•); ^(!2)1;4-‘!Л'1«(Л •); и,’ |2(М )1 +

•); ,'’(<>а։)| ■ с'\(1 -) и,п’(2>.(3.4)

о
Здесь р константа из условий (3.1), с — зависит от области 2, 
многообразия М, норм функций (3, р., <р, ' в пространствах 
С."1 ։, а также времени 'Г.

Действительно, из определения В и (1.1) (1.6) следует, что ком­
поненты В,и задаются выражениями

I
С I 3 г/

£/»/(/, х) = У —(£;(/ +х(х), *)/?,(/ ^(х),--?֊*(*), х)Х 
о

е(и)(ъ х)Ч-2(7(/ + х(х), х)/?г(/ /(.г), --Н(хЬ х)е,.,(;<)(֊, х)]Ь/:

(3.5)

Используя (3.1) и (3.5), получим, что производные порядка | я. | от 
компонент Ви имеют следующую структуру:

г
да., (/, X) = С у £ [(' - •)-՛ + СМ &“> ('• <> <3°>

3 7-10. |-.| |9|-ь? 
0

Здесь функции Л;., (2... содержат производные степени не выше I 
от функций С, р., (/., и следовательно, равномерно ограничены 
при |«|< д.

Переходя к криволинейным координатам (//1։ г/2, $) в окрестности 
/.) края оМ, из (3.6) получим представления

В)^В\и((, у, 5) = \у £ [(/ :) Р’,_: 4- у, $)</-•
м’/--10<|:1 |«| 2 0

(3.7)

Свойства функций />/;՜-. совпадают со свойствами функций В. , 
(2.Д.

Пусть /֊!>..., 7Ч\<—разбиение единицы, порождающее нормы в 
И/ (2), 1/^|2(2), VI՜ ։>(Л/՜). Из неравенства •( у следует, что с- 
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совой множитель |//Г при функции в определении нормы простран­
ства 1Л’’-՜ при малых значениях у мажорирует весовой множитель 
!։/|՜’ при функции в определении нормы пространства Г'.' (см. (2.14)). 
Поэтому, используя представления (3.7) или (3.6) (в зависимости от 
того, пересекается или пет носитель функции ’/. с </М}, при помощи 
неравенства Минковского получим

■): к;(2)1-<е[[(/--)"' 1) «0. ): И’5= 

о

|с(14֊Г )(/ — ") |М; 1/’/(2).М: 
Ъг и

Оценки норм векторов Ь” и, В'и проводятся аналогично; необхо­
димо лишь воспользоваться соотношением р, 11]

| 14’ ■ >Я(ЛГ ) Р ; V! «4’ ' 2 рЦ) .1« с | и: !<,' ' (2)

Будем искать решение задачи (3.3) в виде ряда

и (Л л-) = £ и“ ((, х) (3.8)
л—1

элементы которого удовлетворяют краевым задачам с параметром I:

Ъи1 4-/ ; 0 при X ч *2, В 4х = О при л- £ М , Ви' — % при -Г

Ли '4-/" ‘ 0 при В и"—#п ' при х £ М , Ви" ■■-£՛' ' (3.9)

при

/'’-•= -Си = ип-\ ^п-'^Вгип-\ « = 2,3,4...
(3.10)

Нагрузки /”. , £я при всех / удовлетворяют условиям равно­
весия (1.7). В самом деле, если обозначить через з;',(м) напряжения, 
порождаемые подстановкой смещений и н интегральные слагаемые 
закона ползучести (1.3). то в силу соотношений

/." Зо՜.} (“")> я՛՛' («п) п>

получим

| /;'2 + | 4- гг‘,и^$ — 5։.;(и'’)20(и^) </'2 о

М' д'-\, и
Будем считать, что при всяком I решения о рекуррентных соотноше­

ний (3.9) удовлетворяют условиям нормировки (2.18). По теореме 1 при 
I 'с (О, Т] справедливо неравенство
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(зло
Из теоремы 1. (3.4) и определения (3.10) следует оценка для «Г через 
а"՜1

1<Л И’Г(2), <|<с{||/"՜1: К,’(8), <1 + 1/ 1 ; И/ '"(М ), <| + 

+ 1/Л П1

г
< с (’(/ - -Г I и" ՛; -1 а-., п = 2, 3,... (3.12)

Из (3.11). (.3.12) и леммы 3 работы [13] следует сходимость ряда
(3.8) п оценка (3.2). Теорема доказана.

Ե1ՊՉԱՓ ՏԱՔՈՎ ՏԻՐՈԻՅՌՆԵՐՈԻէր ԱՌԱԱԴԱԿԱՆՈԻՌՅԱՆ ԵՎ HII'I.PI՛ ՏԵ11111՚Ռ:>ԱՆ ԵՌԱՉԱՓ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ 1,П1ФП1'1Г|.ЬР1՛ ԿՈԼ-ՐՈԻՏԻՎԳՆԱՀԱՏԱԿԱՆՆԵՐ!! «Н,11-1)1.1' ՏԱՐԱՆ ՈԻԹՅՈ1'l.l.liPHl'If
U. Ս. ՆԱՉԱՐՈՎ. 1>. II.. Հ.ՈՅԽԱՏ

II. մ ւ|ւ ււ ւի ււ I մ
Դիտարկվում են երկչավ։ հարով m իր ո t յթում անՀամասեո ծերացող մար­

մնի սւոաձդականու fl յան և սոզրի աեոութ յան ե սա լափ խնդիրներ! -P անի »ր 
ուսումնասիրվում է մարմնի ամրոդշ նղրի վրա արված լարումների դեպրր. 
ապա սովորական օգտագործվող կշոային տարածություններում համապա­
տասխան մոդելային խնդիրր չի հանդիսանում միարձեր րււծեքի, այղ պատճւս՝ 
սով նորմայի էէահմէսններում րնտրվոէմ են կչւէեչի րաղմս/պասւ կիչներ և ար֊ 
տածվում են՛ մարված կշոելի տարածություններում րսծման կոԼրրիտիվ է/նա- 
'.աաականներ։ Այդ ղնահսէտականներր անհրամեշա են հարի եդրի շրշակայ֊ 
րո<մ նշված խնդիրների Լուծման ասիմպաուոիկաքի ուււումնասիրման >ամար՛

COERCIVE ESTIMATES FOR SOLUTIONS OF WEIGHT 
SPACES OF THREE-DIMENSIONAL PROBLEMS OF ELASTIC 

AND CREEP THEORY IN THE REGION WITH 
A TWO-DIMENSIONAL CRACKS. A. NAZAROV. B. A. SHOWKHET

Summary

Three-dimensional problems of the theory of elasticity aiui cilt-j 
for non-homogeneousiy ageing media are considered in the region with 
two-dimensional crack. Since the secondary boundary-value problcn is 
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investigated, the proper model problem cannot be solved in the usualls 
used weight spaces therefore suitable multiplicands are chosen in the 
definitions of the norm and coercive eslimatds of solutions are deve­
loped. These estimates are necessary for the consideration of asymp­
totic behaviour of the solution of the problems in question.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ 11112 ԴԻՏ ՈԻԹօՈ ԻՆՆԵՐ Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
известия АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մ1փ|11|քփկւււ XXXVI. № I. 1983 М.х.'пнь::

ВХОД ТЕЛА В ВОДУ ЧЕРЕЗ СЛОЙ ЛЬДА

САГОМОНЯН А. Я.. ГЛЕВС КАЯ II. С.

Пусть тело имеет форму тонкого конуса с углом раствора 2у, перехо­
дящего на высоте /1 в цилиндр. Рассмотрим вертикальное проникание тако­
го тела в полупространство, заполненное кодой, на поверхности которой 
лежит слой льда толщиной ' До начала проникания лед и вода неподвиж­
ны. начальная скорость проникания I , перпендикулярна свободной по­
верхности хьда. Будем считать. ч.с- скорость меньше скорости звука 
в воде.

11ри движении тонкого тела во льду возникает присоединенная удар­
ная волна, на фрбите которой происходит разрушение льда. Плавления 
льда на фронте волны нс будет, так как в работе | 1| экспериментально по­
казано, что плавление льда на фронте волны наблюдается только при ин­
тенсивности волны большей 22’ (0։‘ 11а. В нашем задаче на рассматривае­
мом диапазоне скоростей удара такое давление не достигается. Перед 
Фронтом разрушения распространяются акустические волны, под действи­
ем которых напряжения в среде достигают предела прочности Р„. состав­
ляющего для льда 2—5 К)" Па. При прохождении ударной полны по льду 
за ее фронтом происходят необратимые объемные деформации, связанны? 
С разрушением материала, п том числе пор. содержащих пузырьки возд\ 
ха. поэтому и.-д за ударной волной можно рассматривать как пластически 
сжимаемую среду. Сделаем допущение о том. что плотность ч>да меняется 
только на ударной волне и определяется интенсивностью волны, а тензор 
напряжения в среде за фронтом волны шаровой.

Для расчета движения тела во льду воспользуемся моделью, предло­
женной в работе 12] для решения задачи о проникании тонкого тела в пла­
стически сжимаемую среду. В модели предполагается, что при описании 
движения среды вблизи тела можно применять гипотезу плоских сечении

Задачу будем рассматривать в цилиндрической системе координат 
Г. ось г направлена по оси тела вниз (фиг. I). Пусть в момент времени/ 

вершина конуса находится на глубине /7 ('). а его скорость равна Н {!). 
Исследуем движение среды в некотором произвольном сечении <. В мо­
мент, когда вершина конуса коснулась плоскости <, в плоскости я соответ­
ствии с используемой гипотезой плоских сечений возникла цилиндриче­
ская ударная волна. В последующие моменты времени область возмущен­
ного движения среды в плоскости г будет заключена между двумя окруж­
ностями: радиус внешней окружности ранен координате фронта ударной 
волны г —г', внутренней границей области будет окружность радиуса
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/?(/). являющаяся линией пересечения поверхности тела с рассматриваем 
.мои плоскостью г

А’(0 = [Я(0-47
Уравнения движения н неразрывности среды в сечении г имеют сле­

дующий вид:

2 Ог &

(1.1)

где г — координата Лагранжа, и—перемещение частицы р.. р—началь­
ная и текущая плотность льда. !' — давление.

Законы сохранения массы и импульса на 
фронте ударной волны при '' = г'" в сечении 
запишутся в виде;

= р(Г> «*)

РвЯн* = Р* - Р,

здесь £)—скорость ударной волны, и* - ско­
рость частиц на ударной волне, Р1}— давле­
ние перед фронтом волны, Р* - давление на 
ударной волне.

Граничные условия для системы (1.1) будут следующие:

при г — 0 и (0, /) — R (Г)

при г - г* Р /-”\ и — и*, п == О

Решая полученную систему уравнений, найдем давление Р. (г), дей­
ствующее на коническую поверхность проникающего тела

Л (г) -&• ( 1п —) (Н - г)Н-;- + ( 1п — + Ь ) Н-.
26 \ 1 6/ 26 \ 1 6 /

Параметр Ь = р. м определяется но значению плотности за ударной 
волной в начальный момент проникания. В 31111 момен: давление на фрон­
те волны равно

Из динамической кривой сжатия льда но вычисленному значению Р‘ на­
ходят значение плотности р. Экспериментальная динамическая кривая сжа­
тия льда с начально։։ плотностью р = 920 кг.'м;> приведена в работе [ 1]

Определим силу сопротивления, действующую в вертикальном на­
правлении на КОНИЧС1 кую часть тела, расположенную выше линии раздела 
лед-вода.
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При глубине проникания Н <Լ h сила сопротивления равна

При дальнейшем проникании. когда // становится больше длины ко 
ннческон части проннкаюшего тела •. происходит отрыв среды от боковой 
попсрхиос;и в точке г // и поверхность контакта конуса со \ьдом 
иг меняется ю нно момента, пока гиршин. । тела нс ко՛, пени линии ра ‘де­
та к-д-нод.. ( ила с'против тени՛։ на ..т м участке тределягтея по формуле

н
ք-\ «= 2ոք С (Н ;)Ր.(.’)ժր = ^/гн I ։.Л։Н- I֊ рЛ‘ 

»/֊•л

При глубине проникания // > / сила сопротивления со стороны льда 
действует только на ту часть конуса, которая находится выше линии раз­
дела, на нижнюю часть конуса действует сила сопротивления воды. Сила 
/•* будет равна

<

Г. 2=г յ (Н -1)р. (:)<!:

= >,[/? (Я֊/)’]//.с։.(/?-(Н /)=]^’ + г[Аг (Н-1У\

Перейдем к рассмотрению движения тела в воде и определим силу 
сопротивления воды. Как показывают исследования, влиянием сжимаемо« 
стн воды при проникании тонких тел в первом приближении можно пре­
небречь. поэтому будем в качестве модели воды использовать модель 
идеальной несжимаемой жидкости.

Пусть в момент времени г1/, когда вершина конуса достигла линии раз­
дела лед-вода, скорость тела равна И/. До момента • = • : жидкость по­
коилась. Движение, возникшее в жидкости при I > Լ будет потенциаль­
ным. Потенциал скорости <| (г, 2, :) удовлетворяет уравнению Лапласа

Д? — О

Поскольку для модели проникания тела в лед была принята гипотеза пло­
ских сечений, то граничное условие на поверхности раздела г для лю­
бого момента времени будет иметь вид

^- = 0
Ժր

Граничное условие на поверхности тела в силу малости угла у запишется 
так
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со ’/7;,
•)г I 0, 0 г <. ՛,

(1.2)

Здесь /7 = Н !. а функция >| задастся в виде

'I =
О, Н<К 

н-ц, н>ь
Продолжим потенциал скорости на основании принципа симметрии 

четным образом па верхнюю полуплоскость и представим его в виде

7{

Г. —
4г I (:֊*)2 + г

-//

(1.3)

Задача свелась к определению функции </(_). В работе :3] показано, что 
на образующей тонкого тела справедливо соотношение

/ <1՝? \ 1 о (г)
'֊ &Г Л-.0 2~ г

Используя граничные условия ( 1.2) в рамках линейного приближения 
можно записать

О, 1 > /֊/

2г;'-{]/֊ г) Н, ц г <. Н

</(*)- [О, —^<г<г, (1-4)

2«Г(Л/-Рг)Й, -//<*<

0. г<-Н

Для упрощения знак < " » .чад величиной /7 временно опустим.
На основании (1.4) потенциал скорости (1.3) представится формулой.

и -ч
_1_ 7/1 Г _ С (//+*:)</: )

'Т' у /('.-։)’4- г‘ .1/;| (;-г)г + гЧ

Из \инсаризованного уравнения Коши-Дагранжа определим давле­
ние. действующее на коническую поверхность тела

Л (֊) = — Р. —
р/

Рассмотрим два случая г. зависимости от глубины проникания гела г 
воду.

а) глубина проникания в воду меньше !г. то есть в воде находится 
только коническая часть тела. В этом случае давление и сила сопротив­
ления соответственно равны
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Ж֊) ֊ — .^7/ (Н~г)( 1п —
2 \ /

Н4- 
п --------н

-Г ± 1п

н
Г\ = 1--;'֊ ^Н-л}Р.(г)<1г ֊ /,Н‘Н т.Н-Н-

Л

֊-1пт + 21п2-1՝)

% ( - 1п \ 3 1п 2 — 1)

6) глубина проникания н воду больше й

Н -4 г 2 — /,  

Н х г -р V;
2 |п | + т՜ •''.՛։:Н՛ 

— т I 2

ь л
| {г - ■>;)■ +(И- ТРх՛- Ги-Ь^'Р-г (Н—х)^2

Следует отметить, что вершина тела и линия стыка коническом части 
с цилиндрической являются особыми точками. Около вершины конуса дав­
ление стремится к бесконечности, а вблизи -.инин стыка возникает область 
разрежения. Нижнюю границу области разрежения можно определить из 
решения уравнения

Л и) = о (1.5)

Расчеты показывают, что основной вклад я величину давления составляет 

член, пропорциональный П поэтому членом Н можно пренебречь, и тогда 
уравнение ( 1.5) сводится к виду

.4 . Н -*֊ 2 2 — 7} Ь
1п--------И 1п------------------------------г- ------- - , ■ -

Г Н-г : I (-

՛՛ , ֊0
I и — 7/)- -р {Н— гУу

Сила сопротивления, действующая на тело, оиределмегея по формуле 

н

Г„ 2п; '1| 77 г) Р№ (г) (1: -Н[[Н, а)
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2 (/7 — а)։ . /7-| з я —— ---------------- |П -----------------
1 2 Н — а а — г,

Ц{Н, х) = (Н • з)Чп

/(Н, а) = — (Н а)’( 1п — 1)֊г//|֊А(Н֊а)֊
3 '1/1

(/7 — я)2. Н 1՝ а я — 7| 1
------------1п---------------------- ----------

2 Н— а а -}֊ г, 2

ЛЧп—^- 2/У=1п 
а - •/,՛

1 и^Н'~ Г‘*Н ; 7 .

,н ֊ г,Г1п—г-‘

2/7
Н ( 2

,, 77 — 7, а — -я

4//2 /7-а /7— *1 2 4- у<

-53|П 2(Я2-г.-)(77-2) -

Н‘— хг , . 
11 • 1п-----------

/73-т

а — нижняя граница области разрежения.
Объединим полученные решения и найдем зависимость между ско­

ростью тела и глубиной проникания. Закон движения гела массы т будет

тН'= - (7\ |- го

Выделим и процессе проникания 
четыре этапа в зависимости от глу­

бины проникания (фиг. 2).
I. Глубина проникания Н й

Уравнение движения тела имеет 
вид

тН = - (^Н3Н

7/(0) -

Решение этого уравнения пред­
ставляется формуле}«

/7^ *--- + --Лх
I 2л \ .а* '

. —2’. Зл А 1,2
Х(14— 7/Л ' (1-6)

\ ГП / 1
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2. Глубина .'i <Z Н / . .. . I

тН= - (j.JfH ? 1л//’/7а± ЗА'՜)

#(А)“ ГА

Ил значение скорости тела на глубине // А, вычисленное по фор­
муле (1.6).

Решение уравнения:

W=|- —+ (^-i--^)exp---------^—(Н Л) V' (1.7)
I. «л \ ?л / П1 4- Гл1г |

3. Глубина / </7 I Е Л
В этом случае на нижнюю часть конуса действует сила сопротивления 

со стороны жидкости, а на верхнюю — сила сопротивления льда. Уравне­
ние движения имеет вид

т//-֊[ч(Ал /Р)/М:’.(/г-Й:) й(/г /7-)

! >,Н3Н +

H(l)=V։, H = H-l

И/ —значение скорости, найденное по формуле (1.7) для // = /. В 
с.бщем случае уравнение не имеет аналитического решения. Если скорость 
проникания достаточно велика, то. как показали расчеты, вклад члена, про­
порционального величине р. мал на всех этапах и. этим членом можно пре­
небречь. В этом случае уравнение имеет аналитическое решение:

н Г/ехр!-(?(//)]

Функция Q (л) задается в виде

,л, у 5л—1։ а' — х3 Ь ։ (а — х)‘
Q (х)------------ — 1п---------------------------1п------------------------- г

'л — 3 а” ба" а: +֊ ал՜ 4՜ х՝

Z» , ։ / 2х + а
-------------arctoi ------------- = ) 

а2| 3 \. а | 3 6 /

, т , а,/г
а---------------- ; b —-------------

ал — ге

4. Глубина проникания Н / 4՜ А

тН ֊{Hf (Н, *)+Н^(Н, х)1

/1(1 ^h) v/tA

Решение уравнения

•х 
н -

-v:^h СХР ( “ )
՝ J т 4- f(H, а)
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Расчеты показали, что величина / (//. а) значительно меньше массы 

тела ։ч, а значения функции £ (Н, а) мало меняются при увеличении Н 

Полагая § (Н, а) = согь! = (7 формулу можно упростить

И лехр
т

Результаты расчетов для тела массы 10 кг. с углом полураствора 
7=10". высотой конической части к - 0,5 м и значением ранным 4/։. 
представлены на графиках. На фиг. 3 показана зависимость скорости те­
ла от глубины проникания. На фиг. 4 показано изменение ускорения тела

Н М

Фиг.

в процессе движения. Следует отметить, что максимальная величина уско­
рения достигается на глубине /7 = далее наблюдается монотонный спад 
ускорения до глубины /7 — / >1, после начала входа в воду цилиндриче­
ской части ускорение резко падает.

ШИМ11«3.81» СЪР81» 1ГЬ£ПЧ 1Ги.Р1Л,1» 1Н1.<т,8ПМП! 2ЬЧПЬ»|Ь 1ГЬЯ

и. пи. ии'мнгпъпиъ. ։«. и. ‘ШЕчичиаи

Ц. и ф п ։|» п ։ И՛

П111П11!'Ьиги/1р1(г1111 I, Ьр V пр > (1։шп и/[Iрн>!р //и/ ин I (!) /1 {Ъриф 

1>>111ч>/ш1риЪ «/Др,
чрр Ц['>11ц111}Ъпч! I; 1[[1>11ит/ири>д/ч // рчЪ[и (УшЪрт11 ]шЪ пи/Ьрр и/р-> пт’и/рфч/I 

ЬЪ/ I,, пр >1111/1111 /у/։ Лг/ ЪЬр£}шфшЪди 1ц}> П1р1>р11чр ։г/11ц[/ А 1чЪ1։~

Ъпи! /ЧП!рш /։1 тЪ Ш 1( {111 и 1 ф ( пц^р^ шг։ ч/ридп> >1՛ш/ . </т>> гч‘чцпи^ 1лЬц[1

^1 п<Ы1'и/ш}։ КЪрчицпи!}рЛ/р '/ч/Ъфиб I, /р։> ՛ 1{111}п>։[IрнЬ [I]

и/21пши>1иЪр11 шрцрчЪр“1։11 р{/ фрчп V>лш 1р{/, ЪЬрршф/иЪ/р! орЬЪрр прп-

2«;^ фш1^ ри/Ъп/М/Ьр:

3 Иэнестия АН Армянской ССР. Механика № 4
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I HE PENETRATION OF A BODY INTO WATER 
THROUGH A L AYER OF ICE

A. Ja. SAGOMONIAN. 1. S. GAEVSKAYA

S и m m a г y

In the՜ paper ’.he problem of vertical penetration of a rigid narrow 
cone through a layer of ice of finite thickness in ideal incompressible 
fluid occupying half the space is investigated. The gravitation forces 
are neglected. It is supposed that the process of penetration in a layer 
of ice is realized with the formation of the surface (wave) of fracture; 
the melting (thaw) of ice does not occur. The latter assumption is 
based on the results of paper [1] in the reference list. Closed analytical 
formulae, determining the law of penetration, are obtained.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
1ПН6Н“ XXXVI. № 4, 1983 Механика

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ДВУХ РАЗНОРОДНЫХ 
ПЛАСТИН В ПРОЦЕССЕ ИХ СОЕДИНЕНИЯ ДВИЖУЩИМСЯ

ИСТОЧНИКОМ ТЕПЛА

САРГСЯН А. М.

Изучение напряженно-деформированного состояния в процессе и по­
сле соединения однородных и разнородных материален։ (сварка, панка, 
склсинание) необходимо для обеспечения заданной точности изготовления 
и прочности неразъемных соединении как к процессе соединения, так к 
после приложения эксплуатационных нагрузок | I].

Многие вопросы термоупругости и термопластичности в процессе 
соединения однородных материалов изучены достаточно хорошо [ 1. 2. 3].

Исследованию температурных напряжений и деформаций в процессе 
Соединения разнородных материалов, несмотря на важность, посвящено 
очень мало работ. В работах [2, 4], относящихся к сварке разнородных 
металлов, рассмотрены осесимметричные задачи термопластичности для 
составных оболочек (труб) в предположении одновременного выполнения 
сварного шва. Установлено, что в некоторых таких соединениях напряжен­
ное состояние после сварки существенно отличается от соответствующего 
состояния соединений однородных металлов и что разнородность часто 
играет основную роль в образовании остаточных напряжений.

В работе [5] при изучении остаточных напряжений в составной беско­
нечной пластине предполагалось, что в процессе соединения разнородные 
пластины поддерживались при одинаковой постоянной температуре. В ли­
нейной термоупругой постановке определены остаточные напряжения, воз­
никающие вследствие разницы между рабочей температурой и температу­
рой соединения.

В настоящей работе в рамках линейной несвязанной термоупругостн 
рассматривается квазистатическая задача о соединении встык двух тонких 
разнородных полубесконечных пластин движущимся источником тепла.

Пусть две пластины с термоупругими характеристиками |*у-, 
(/ = I. 2) занимают соответственно верхнюю и нижнюю полуплоскости 

5 и 5 (фиг. 1), где р модуль сдвига, \ и а( коэффициенты Пу­

ассона и линейного теплового расширения соединяемых материалов. Пусть, 
далее, источник тепла постоянной мощности (] движется со скоростью V 
вдоль границы раздела соединяемых пластин. За источником тепла, начи­
ная с некоторой точки границы раздела, координаты которой по отноше­
нию к движущемуся источнику тепла определяются физико-механически­
ми свойствами пластин, температурным полем и другими факторами, меж­
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ду пластинами по мере движения источника тепла возникает увеличиваю­
щийся по закону 5 = Ут (т — время соединения) участок полного механи­
ческого контакта Ь. Соединение происходит при некоторой разнице про­
дольных деформаций границ пластин, зависящей от параметров задачи и 
определяемой в ходе ее решения. Остальная часть границы раздела пред­
ставляется в виде свободных от внешнего воздействия трещин = 1.1 4֊/-> •

В действительности, в зависимости от физико-механических свойств 
пластин, способа соединения (сварка, пайка, склеивание) в некоторой окре­
стности зоны соединения в той или иной мере проявляются свойства пла­
стичности и ползучести. В принятой модели влияние этих свойств на про­
цесс соединения учитывается положением точки соединения относительно 
источника тепла и условием для определения разницы продольных дефор­
маций.

Задача состоит в определении напряженно-деформированного состоя­
ния кусочно-однородной пластины с двумя полубссконечнымн трещинами 
// А, 4֊ вдоль границы раздела при заранее неизвестной разнице 
продольных деформаций на участке контакта £.

1 раничные условия задачи в подвижной системе координат х0(/ мож­
но сформулировать в виде

<х> °) = °у2 (*» °)> (*• °) =֊ *^(х» 0) на Л
«;(х, 0) ■= и](х, 0)4- Г (.г), и;(х, 0) = ^(л-. 0) на А (1,1)

0)=0 на г (1.2)

где (х)— неизвестная пока функция, определяющая разность продоль­
ных смещений на участке Ь.

Решение задачи выражается через функции напряжений Ф*, которые 
в соответствующих областях удовлетворяют уравнению [6]

ДЛФ;=֊а.Е.ДГ (1.3) 
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где Ф* - - 2иД7։, и/ — бигармонические функции, а V термо­

упругие потенциалы перемещений, являющиеся частным решением 
уравнения

Д1Л = ау(1+9 Г (1.4)

где 7\— разность температур пластин и среды.
Выражения компонентов напряжений и перемещении через функции 

Ф’ имеют вид

О-ф\ , <У’-Ф’ , б>гФ*
3’/= ^Г’ ЩТу (1։5)

1 г ^2ф; >. <$ф; г .
‘ <>у £/ ах >2

1 го-'ф; •< оф; • (1֊6)
V — ту- I -- 7-..- <1ц---- тг ---- 4֊ « . \ ТЛи

7 Е,) дх- “ Е, оу } у

1 емпературнос поле от движущегося распределенного источника теп­
ла в системе координат хО»/ удовлетворяет уравнению

d?
дГ/ dT֊^7՝/՜0 (1.7)

При идеальном iсиловом контакте на границе раздела у - О

Л=П. 4^=^ il 4-p(֊i(x-x,H (1.8)

Исчезающее на бесконечности температурное ноле определяется форму­
лой [7] 

со
Г - —У— i С (u) exp (— I у | kj (и)) ехр (— iux) da (1.9) 

2-/IA,

С (и) =
ехр (— и\$к)
кх(и) 'кг(и)

ехр(шх0),

к(и) l' w:+ iup։ rm*', Re к/ (и) >• О
(1.10)

где р, = viaI,, а —коэффициенты теплопроводности и температу- 

ропрОВОДНбети, /■. — коэффициент сосредоточенности теплопого потока 
источника тепла, Л — толщина пластин, х0 смещение центра распре­
деления источника от начала подвижной системы координат, nv ~ 
— ЧЗ.к),, коэффициент теплоотдачи.

При других тепловых условиях на границе раздела выражение для 
С (п) принимает другой вид [8, 9].

37



Если частное решение уравнения ( 1.4) искать в виде

ос
К/= ( С/(ы)ехр(—(и))ехр(—шх)</и (1Л1)

— ОО

то для С, (и) получается следующее выражение:

'..Л3/*1+ 9 С(ц)
> 11 2~Л> X ТП^ 4- ։ир . (1.12)

С? целью приведения рассматриваемой задачи термоупругости к пер­
вой основной задаче плоской теории упругости представим функции и} 
в виде разности двух бигармонических функций

=

<Х>

( 2-[Л, (и) 4 (и)] ехр(—|у||и|)ехр(-/«*)</«

֊00 (1.13)

где А, (и) и (м) — неизвестные функции

ЛДН; = О (1.14)

Из требования удовлетворения функции Н / граничным условиям

д-н, __ атл։ &НХ д2Н2

дх2 <>х2 ()хОу ихду

1 Г д*Нх ___ уг дНх 1 Г д*Н2 дН2
£։3 <¥ А дУ* х -։ дх

Ех 3 дх2 а Ех (>у Е,ах2 Е2 оу

на £ для определения неизвестных функций А, (и) и В} (и) с помо­
щью (1.1), (1.3). (1.5), (1.6), (1.13) получается система линейных ал­
гебраических уравнений

А (и) — А2 (и)
дС (и) I 
2тгЛ).։ ՛ I

а2Е2__________ 9.хЕх
тп\ + гчр2 гп\ 4- 'шрх

|а|Л1(и)4-В1(и) — |нМ2(и) /?։(н) =
дС (иУ 
2֊К>Л

а.^Е2к2(и) .
т* 4- гчрп

ЬЕ^ (и) 
т֊ 4՜

/г (1.16)

— 1 ՝ ^-/^(ц) |- -~|и| Д («) *т- "тт՜5 иг-4։(«) + -тт-1 чIВг(и) ֊
Ех Ех г,2

дС{и} М1 +‘'21 _ ”1(1 + Л) 1{1
2^Л>։ ^2 + {иУг 1П1 + 1иРг
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l±i| u| A(u) + ЦЛ1 BJa) + I«I A. (u) - ? B2 (u) ֊
£j Ex E2 £2

__ qC(u) | a2(l 4- v8) kj(u) ( *1(1 4- vt)*t (ц) u-2
2«A>.։ I n?֊ -Г iuPi m\ 4֊ ™Pi U

Решение этой системы имеет вид

Л(и)։=л£1£1
2^

(2—dz} ir —2|/j|£8(u)
Р։2’։ т2 4֊ iupx

2;l21a։
— I « I кг («) 
m] ;֊ iup--

(1.17)

Л։(«) =
2-/P-J

ад£д_________gi£'i
m? 4՝ tup- m2x 4- iupx

где

где

(") = .Ц) H։2*։ (4 — rf2) l»l W
zn; 4- in Pi

qC(u) P»ag2^2___ I и | — («) (f2
2~/Дх Ex (4 - </2)՜’ /nJ 4 iupt ՝

1Ч։ = _2р^_. Ия = _2p_, „ rf, -b. (1.18)

Hi + 14‘zi Ha 4- 144 1 4՜ yl H։2

Граничные условия (1.2) с учетом (1.13) принимают вид

^L = 2!^,(x) Ka L' (1.W)

С)х- “,ил дхОу m/j/j

Ph)=֊
I ПI - (п) 
т- 4֊ iupt

и — £д(п) I 1 / • . .
4- а----- !2֊—------- н exp (֊tux) du

т} 4֊ nip-.

со

q(x)=-i С (и)

- ■ос

н 1ЦН^1Ц) . JH - к2(и) | 
тх iupx г tup. |

иехр (— inx) du (1.20)

„ 14» На 4֊
В* — — ’

14» 14 4- 14*1

а. 
а = —

я.

I аким образом, нахождение функций напряжения Ф’ для рассмагрн- 
вае.мой задачи тсрмоупругости приведено к определению функций напря­
жения Н , соответствующей первой основной задачи плоской теории упру­
гости, которые определяются из (1.14), (1.15) и (1.19). Несколько задач 
такого типа были рассмотрены Вильямсом | 10j, Черепановым [11]. Эрдо­
ганом [4, 12] и другими авторами.

и2
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Краевая задача (1.14). (1.15) и (1.19) решается методом Колосова- 
Мусхслишвили. Напряжения и перемещения записываются через ком­
плексные функции напряжений в виде [ 13|

°г/ + = 4 Ие Ф/ (х)

= Ф ■ ~ -• 4; (;)
_____ _____ (1.21)

2цу (и. -1֊ ֊ а. (г) — (х)

Ф. (х) = ?.(г). 4’у(2) = У.(х)

В уравнениях (1.21) голоморфные функции Ф։ (г) и ’Г։(г) определены 
в 5՜, а Ф։(г) и ’Г8(х) и 5՜. При аналитическом продолжении Ф։ (г) 
в 5 , а Фг (г) в 5՜ через ненагруженныв части границы можно 
положить [13]

’Г(г) = _Ф^)_ф(г)-2ф.(г) (1.22)

Из уравнений ( 1.21) и ( I.22) .можно теперь получить

- г\9/ = ф> W - ф/ $+Ф7^ <1 -23)

+ = + Ф> (г) ~ <։“г) “/(г) (1/24)
Граничные условия (1.15) и (1.19) запишутся в виде

Ç|—%2 - '1\92 на U-25)

л.;» yi — zvy2 = ■■7— b (*) - z<? (х)1на L о-26) 
“ЛЧ

- /и, — и. - й՛.՜ /'(х) — ь‘>х на L (1-~7)

где (и — неизвестный параметр, соответствующий жесткому повороту из 
бесконечности.

На основании (1.23) и (1.25) на всей действительной оси можно за­
писать

. Ф, (х) -Ф-; (х) --=ФГ(хН <1’2 (л) на /. -/.• (1-28)

Уравнение (1.28) показывает, что функция ‘I’, (<) 4֊ Фг (г) голоморфна во 
всей плоскости, включая действительную ось. Гак как напряжения исче­
зают на бесконечности, то при больших значениях |2 получается

фу (z)= О (1.29)

Из уравнения (1.29) видно, что функции (г) исчезают на беско­
нечности, поэтому во всей плоскости

<Мг)+ФИг)=0 (1-30)
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Дифференцируя уравнение (1.27) и используя (1.24), можно полу­
чить

2^-Ф։ (*) + (■*■') = ^7 Ф'/ (*) Ч + /ш иа

(1-31)

где /(х) = Г(х). (1.32)

Условие (1.26) на основании (1.28) принимает следующий вид

ФГ(х)֊'1<М = ^(/)֊Ф։1М = ^֊|р(։)֊чМ] на (1.33)

С помощью уравнения (1.30) условия (1.31) и (1.33) запишутся в 
виде

Фз (х} 4- р*Ф։ (х) “ И։г[/(*) 4՛ Г‘>] »а Ь 
(1.34)

Ф| (х) — Ф1 (х) = г։—1 |р (х) — /д (х)| иа //

Следовательно, задача сводится к решению неоднородной задачи 
Гильберта, которая подробно рассмотрена в [13].

Общее решение задачи (1.34) имеет следующий вид:

ф1(г) Н* Г /(х)Ч֊/ш , д!^, Гр(х)- /у (л)
Л0(т) "■ 2^\Но‘ (*)(х֊^) ’ 2^/ X’ ^)(х֊г) (

Л 4’
где

Л.и)=-г==Д=-(՜—У’. 2Ч = 1»|., (1.36)
Г : (г + $1 \ г /

Параметр со определяется из условия равенства нулю моментов всех 
сил. приложенных к Гранине одной из пластин, относительно начала коор­
динат

| <(х, 0) xrf.iT = \

1 '1.

= -^[рМх)/х (1.37)

I.՛

Условие для определения / (л) можно получить, исходя из следующих 
соображений. Разность продольных деформаций, при которой происходит 
соединение, зависит от теплофизических и упругих свойств соединяемых 
материалов, напряженно-деформированного состояния всей системы, от 
процессов, происходящих в некотором участке в зоне соединения, где име­
ет место неполный механический контакт и т. д. В самом общем случае эту 
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разность можно представить в виде функционала, зависящего от упомяну­
тых свойств и параметров

/(0)= )’ тг (1.38)

5*4-5՜

Таким образом, при известном виде функции £2 система уравнении 
(1.21), (1.35)—(1.38) полностью определяет напряженно-деформирован­
ное состояние составной пластины.

ОО
у |[(-1)'2|а|Ву(и)-и։<Л/(и)-|-4ГВ/(и) ]Х 

— ос

ехр (—| */11 н|) С(и)Л (и)
------------75-------------ГЙЗТГ т> ;пп ехр(-|у|Л/(«))/ехр(- /их)<1и 

и----- /--А*., т-.ттр, I

ОО
= ( |[Я/(«) + (— 1)' 1«1 < АДи') ь уВ.(и) > ] х

— О>

ехр (—| в/1| м |) .д^.Е. С{и)ик}{и)
и + 2^ т2;+1ир, 1

X ехр (—]у|^.(п)) .охр ( ֊ /их) (/и

ОС
= ) ^;(«) + .</^,.(и)]ехр(֊Ы|м|)-Ь

- со

С (») 1Г 
т2 /ир;

ехр( \у । к,(//)) ехр (, — /их) с1и

Явное выражение для функции £2 в общем случае написать трудно 
Однако, в зависимости от способа соединения, функция £2 может прини­
мать достаточно простой вид. Например, в процессе пайки / (0) можно 
определить как разность средних продольных деформаций границ пластин 
в участке неполного механического контакта

А.
/ (0) » 4- I (^» °) — <2 (Х’ °Л (1Х ֊

0 Л о 

(1.40)
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где величина 6 зависит от вышеуказанных факторов и может быть опреде­
лена, в частности, экспериментально.

Для этого же процесса можно использовать и более простое условие

/(0) = К’։и 0)-<2(х, О)]|Г_։։ (1.41)

В обоих случаях (1.40) и (1.41) с учетом (1.37) в системе координат 
х, 0, у, (х, = х4-$, у, ~ у) получается интегральное уравнение Вольтерра 
второго рода относительно [ (х).

Например, из условии (1.37) и (1.41) получается

<142> 
2-14 Л

где

у _________
К(з, хД = ЛЦ$Г Х։)СО5-։ 4 ~ |(ь 1)"(х։֊ 5) 1- 21 14X1(5 —*1)]

՝/(*»֊*)■ /(*,-*)-/(») 0.43)
<74 (1 -V и*)

ДН« „ 1 = 1'144 (5-4) % = , |п______ 214______
(*» — 5 — *о) 1' ХЭ(ХО 4- 5) ' ' (ХО֊Г 5) (5— Х։)

ДГ / X (-4 3/2) 51П И 1п (1 4- з;х0)| — ,75 СО 5 [? 1п (1 4- з/хр)]
0,125х2(1 4 4*2) /хЛ*о 4 $)

М(5) = М. (5) - Л/3 (5) 4 М^з) ֊ М1(з) 4֊ Л/5($)- Л/6($)
— »

2Л/1(5) - I [Л'։(5, х)51ПТ1— М(5>(л- 4 р х(х з) СО5 Т։)]р(х) с/л

— ■со 
ОО

2Л/2($) ЦЛ’1 ($, х) 5»П -։ -г Лт(з) (х | х(х 5) СО8 тД] р (Х) <1х 

О
- 1

2Л7з($) = [.%($, х) сое 4 4- А/:(«)к х(х 4- зМп '։]<7(х) (1х

-- ОО

ОО
2М< ($) = ^[Л'. ($, х)с05'։4- М(в)Кх(х $) 51П тх| </ (л ) (!х 

о

2Л/։(5)=1^-Пр(х0)

1 4- и*
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co

2Me(s) — 1Г(м)[1 — exp(- isu) (1 — zsu )] —•

--O3

n,(s) = —__ ., ,1=.|n
(x — x0) ]/x0(x0 •+֊ s) x (x0 4- s)

IV// \ r՝ / |zz|— ki(u) |u| —44(zz) . .
W (tt) = С (u) |t* , Г----- -h « —2----r-------- и

[ mf -f- lupi m$ + iup։

В случае соединения пластин с одинаковыми теплофнзическими и 
упругими свойствами из уравнения (1.42) получается/х (s) — 0. Решение 
уравнения (1.42) при s -0 имеет вид fx (s) = -,։,(х0, 0)— s(r2)(x0, 0), где 

£*/’(х«> 0) — продолные деформации границ несоединенных пластин.

Легко видеть, что ядро интегрального уравнения и свободный член— 
непрерывные функции своих аргументов. Поэтому уравнение (1.42) имеет 
единственное решение в классе непрерывных функций [14].

Для приближенного решения уравнения (1.42) бы,\ применен метод 
прямой замены интеграла, входящего в левую часть уравнения, конечной 
суммой | 15.]. Расчеты проводились с относительной точностью в — 0,001.

Результаты численных расчетов представлены в виде графиков. На 
фиг. 2 приведены графики /, ($։) в зависимости от 5, — у/х0. Кривая 1

соответствует случаю соединения пластин из сталей, отличающихся толь­
ко коэффициентами линейного теплового расширения (а “ аг/а։ = 2). Для 
соединения сталь-алюминнй получена кривая 2.

Кривые распределения контактных напряжений и при тех же 
сочетаниях соединяемых материалов показаны на фиг. 3 и 4 соответ­
ственно.

о\ А= ■
/ <7’1(1+Г« )hi= А •:,!

Из приведенных кривых видно, что при прочих равных условиях раз­
личие в тепловых и упругих свойствах указанных материалов приводит х
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повышению общего уровня /,($,), И ։ 
ной картине при этом не обнаружено.

но изменения в качествен*

Автор благодарит А. С Хачикяна эд полезное обсуждение при по 
становие задачи и ее решении.

ԵՐհՈհ Sll.rU.Ubll- kl-H֊b‘l.l.hrh ԼԱՐՎԱԾԱՅԻՆ ՎԻՃԱԿԸ ՇԱՐԺՎՈՂ ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԱՎՐՅՈԻՐՈՎ ՆՐԱՆՑ ՄԻԱՑՄԱՆ ՊՐՈՑԵՍՈՒՄ
Ա. Մ. иагшзиъ

U. ։f ւ|ւ п փ ո I մ

Գծային շկապսւկւյված ջե րմ ա ա ուս ձդ ա կ ան ո լթ յ ան տեսություն սահմաննե­
րում դիտարկված Լ երկու տարասեռ թիթեղների միայյման բվադիստատիկ խըն֊ 
դիրր. ջերմ աջին աղբ յոէրր շարժվում Լ թիթեղների բաժանման գծի երկարոէ- 
թյաւ1ր։ Աղբյուրից Հետո թիթեղների միջև առաջանում է Ա՚Ւվ մեխանիկական 
կոնտակտի մեծացող տեղամաս թիթեղների եզրերի ընդերկայնական դհֆոր- 
մ արիաների նախապես անհայտ տարբերությամբ, որի որոշման համար 
ստացված Լ Վոյտերրի երկրորդ սեոի ինտեգրալ հավասարում է

1‘երված են կոնտակտային լարումների բաշխման դրաֆիկներրւ

STRESS STATE OF TWO DISSIMILAR PLATES DURING 
THEIR JOINING BY MOVING HEAT SOURCE

A. S. SARGSIAN

Summary

Within the bounds of linear unconnected thermoelasticity the 
quasi-static problem on the joining of two thin dissimilar plates by 
moving heat source is considered. The heat source moves along the 
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boundary of division of joining materials. /Beyond the heat source be 
ginning from some point of the boundary of division the zone of fu 
mechanic contact appears between the plotes when the difference о 
boundary longitudinal strains of the plotes is unknown beforehand.

The second type of Walter integral equation is obtained for th։ 
determination of the unknown difference of longitudinal strains.

The distribution of contact stresses are shown graphically.
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ИЗВЕСТИЯ А к А Д Е М И И НАУК АРМЯНСКОЙ с с р

»րւխանիկա XXXVI. № 4, 1983

КОНТАКТНАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ ОРТОТРОПНОГО БЕСКОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРА

ВАТУЛЬЯН А. О.. ОВСЕГ1Я11 В. В.. ПРЯХ кН1Л О. Д.

В настоящее время хорошо изучены динамические контактные задачи 
для изотропных полуограниченных тел типа слоя и бесконечного цилиндра 
12—4]. Подобные задачи для анизотропных тел практически не исследо­
ваны.

В данной работе изучена динамическая контактная задача для беско­
нечного анизотропного цилиндра.

I. Рассматривается осесимметричная задача о колебаниях ортотропно­
го неограниченного цилиндра радиуса п под действием колеблющегося 
штампа ширины 22, жестко сцепленного с цилиндром.

Полагая в этом случае, что Ь'ч - 0 и 0 г, О: не зависят от В. из об­
щих определяющих соотношений для ортотропного материала [1] получим

°г ~ ^П6Г "Г “Г ^п£-

30 = + А**,

~ Т Дгз՝^ Т՜ ^4за՜. (Е1)

= >. = о

диг иг ди.
£ — -----» £ = ---- » £ = —г~—
' Ог » г 1 02

Оп. ои, (1-2)
*гг ’ Ог !՜ Ох' "•’« 1Ъ 0

где А,-;— упругие постоянные материала.
Граничные условия зададим в форме

>. = ’,=0 ы>/

г = </ „ (1.3)

|г|</

Будем искать установившийся режим колебании и перемещения пред­
ставим в виде:
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иг — и" (г, <г)ехр (— /••>/)

/гг = «'.'(г, г) ехр ( —/*՛>/)

Подставляя соотношения (1.1) и (1.2) в уравнения движения в на­
пряжениях в цилиндрической системе координат и учитывая (1.4), полу­
чим уравнения движения для амплитуд перемещений и".

(№ 1 Л? 1
-^н ~ “7/7 ^2-^։з ^я) X

д'и* , О2и°г 1 ди°
х +Л“՜^ + (Л*> - 4«з) — ?» в,

Л,” I в>мо #։«" <1,Э)
Ал'оё- + Л“Т77 + ('4“Н-4“>’Э^7’Г

1 ди° 
+ (>4Й + /155) — 4- Л33 = — ри/чЛ

Замыкаю'! постановку задачи об установившихся колебаниях условия 
излучения на бесконечности. При их выводе используется принцип пре­
дельного поглощения [2], для чего в (1.5) достаточно положить 1՛։5 — ,
и.7 — ։*>2 /.•?:, построить решение задачи, убывающее на бесконечности а
в полученном решении осуществить равномерный предельный переход 
при I -* 0.

Сведем решение поставленной краевой задачи к системе интегральных 
уравнений.

Для этого рассмотрим .вспомогательную задачу, которая описывается 
уравнением ( 1.5) и граничными условиями вида

(1.6)

Для решения вспомогательной задачи применим интегральное преоб­
разование Фурье по * к уравнениям (1.5) и к граничным условиям (1.6)

(Гиг 1 4и- 1 -
•4 ц ~г*Цг ~ ** г

</и. . - 1 -
X ~ — Л"А:<1иг — /з (А 13 — Д23) — и.4- == 0

1 (/и. Ии,
Ак-^ 4- А„— - Уз (Д„ 4- АУА — - 

(1.7)

— /а (А 53 4- 4И) — иг— а-Дэзп։ }- рА։ = 0
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А1 4՜ Аг г иг Азм-|г </ ~ аг

л (<1и--
/4551 ֊֊ — /2«

\ дг

(1.8)

где и_, ц, — преобразования Фурье соответственно «?, и^.
2. Соотношения (1.1) необходимо дополнить условиями, вытекающи­

ми и > того, что цилиндр сплошной | 1], то есть

•^и — >42г, -Аз ~ -Аз
после чего соответствующая краевая задача примет вид (2.1), (2.2)

/й'и, 1 </и, иг \ . л - , . ди,А։= ( -г — -- —у А (?1”՜' -ЛгЛ1֊)иг - ։л (Дп + Д5,) — - О

(2.1)

(<Ри, 1 ди, \ — /</«, и, \— + - А^) цз - 1х (Д„ 4- АЛ ( ֊^֊ -I- —) = О

А։ + Аг г ։1' г'аАли; к -</ ֊ 3Г

/с!и. . -
Аг. ( —- 5А дг

(2.2)

Решив эту задачу и применяя обратное преобразование Фурье, полу­
чим окончательный вид для перемещений и°г и при г = с/

со

/' «"'Ттк՜ \ (Л'1Л4 /А'12ТГ\) ехр (- (их) ди
Аз V 2» и

—
(2.3)

п° - —----- | (/А«л,' г £пл-:,.)ехр(— (их) ди
՝' Аз Р 2- 3

— ОО

причем

(3Л 71 (°2) °1’2(3? -
А.’1։ -֊ ֊ А։։ - { -։/0 (з2) /։ («Л [•( 1'^1 -р 7, (х2 - 72։?)] -

- ЗзУо (31) Л (;Л IТПа’1 -Г Ъ (х2 — г2и2) ]| и К՜»՜1

^22 — [^г/։ (°‘>)/о (;1) ('։4 ~ 71) (*131 х” Р 72“2) " *1/1 (71)/о (°։)

X (74 ֊ I») (7։=г2 ֊֊ Ь 7«У) ֊ 71 (7։ма ~ А /о (’Л /о (°з) (5? ~ °?)1 А ’

А — ’з/о (3։) 71 (с։) (717«31 1՜ 7з (х՜ 7зм“)][; П։՜’! 7з (*3 ։՜ 7зм“)1 

֊ =17о(=з)71 (с1) (7172’2 -г 7з(*’ —7а«2)] [717։3? 7։(*’ Ь Т3ыг)] +

+ 717а(74— 71)( 72 -Ь7з) 71 (’Л 71 (°г) V։ (с? —’։) (2.4)
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Здесь Л (О—функции Бесселя первого рода н введены следующие 
обозначения:

. О?=44 = '1^ и1 =

ж- _ ^‘<Г‘
Ли ” -4« Ли

(2.5)

... -А»11 — “Г—» 4й՛ X — —
Ли д

а 5Х (А- 1. 2), (1т з4 0) есть корни следующего характеристиче­
ского уравнения
7։7«3‘ ((71 4֊ 7а) **' -г (7, 4֊ 27171 71) «:| (»’ 7 г"') (х* •»') 0 (2-6)

Если <1 » 1. то уравнение К., = 0 вырождаете.՝՛ к уравнение Рэлея для 
анизотропного полупространства (при 4 4 <0),

Используя представление (2.3) и учитывая принцип предельного по­
глощения, получим систему интегральных уравнений первого рода с раз­
ностными ядрами относительно неизвестных контактных напряжении сле­
дующего вида

где

А (/) = А (ц) ехр (/и/) ди

(2.7)

(2.8)

Здесь контур о выбирается, как указано а | 2]. Общая теория систем 
уравнений вида (2.7) подробно освещена в (2].

Решение системы (2.7) строится методом фиктивного поглощения [4] 
с некоторой модификацией в части факторизации матрицы 5 (и) (А'(п) - 
= 5(и)И(м), П(«)=/ ()[и - 0, м — ж, 1> 0» /-единичная ма­

трица), которая в данном случае не вырождается при |«| • оо в 
функционально-коммутативную, а именно:

зп=С։|пГ։(1 + О(и' ’))

^=С,1«Г,(1 ЕО(«՜’))

*։» = ~ *:։ = /#!«!”’ (1 + О (и ’)) я1£п и
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1 • -27е) 2
I 7։ Иъ

7։7։ 7з111 7з(7з 2*։)1 4՜ 7г7з

! _ _ Г и ~ 7з(7а Т 27 г)]
7։

7 ։7а 7з [’* 1 7з (7з 27։Н 4՜ 7։7з

?- 27?’2

& _ _________ 7з г 71________
717՞ 7з(71 ;з<7з 4՜ 27г)] 1՜ 7։Тз

Введем в рассмотрение диагональные матрицы Л- и Л

I С,1,2 О ։ I С'|‘2 о
Л_ = I » Л4. ~ I

I о сгь2 = о с;՛2
Тогда матрица Л Л_5Л вырождается в функционально-ком­

мутативную на бесконечности и для факторизация матрицы в методе 
фиктивного поглощения достаточно использовать формулы из [4], по­
лагая с = 1 С\Сг. После чего можно легко факторизовать матрицу 
5(и), элементы которой имеют вид

з1։ ’ сг՝'-с;йи«։+ Ь'-У՝ ' сЬ2«¥
։-, = СГтС\п ?։ (и- + /г) '* сЬ 2а?

֊/?’(«’ | />’Г1я։Ь 2а»

о агсЧи—. а к՜1 аПЬ-=Д=-. ?* = С.С, В, Ь>0 
Ь I СгС։

Запишем окончательный вид факторизация матрицы 5 (и)

5(и) = С.(и)й (И) = М (м)/V («)

где элементы матриц С. (и), и (и), М. (и), /\!-(и) имеют вид 

2спг;’=с։'2(5тпО'՛</и — С? 1 (6 1и) 1 

= С1 1 ‘ (6 /«)** 

к/л = С>3" (6 /и) ‘

<1.,.,= С» ’ ‘ (6 — гм)՝։

2/»1։Р'3= с\Чь-^у

27ж։2? ■֊ С\՝{Ь-шГ

—2ш1.2|Э (.՝• (6 — 1՝иУ'

2п122Э = С-2՝ (Ь — ։и\'

֊2/С12Г*= С?2 (6 4- 1и)" 

27с2։Г2= (6-։-/«)•’

2с?^СГ2(6 4-/пЬ2 

пи — Сг} ~(Ь 4- ш)ъ 

/п։а = С։՜1'՜ (6-Г 1՝н) ’

С? 1!’(6-7и)'։ 

п.,2— С\Х''{Ь 4- 7н)’։

4 2 = — 1/2 + 7։
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3. В случае гладкого контакта краевая задача сводится к одному инте­
гральному уравнению вида (2.7). а в представлении ядра (2.8) вместо 
матрицы Л՜ (у) достаточно подставить /\|։(.ч)

У А (с— х) <7։ (։)^« =^2^/1^) I х I « а (3.1)

— а

Д' (/) — Л'„ (и) ехр (/и/) е/м

Изучим детально распределение нулей и полюсов функции /\՜,, (.՛/),
Функция /\1։ (и) при переходе к изотропному случаю совпадает с из­

вестной [3].
Распределение нулей и полюсов функции Л,, (и) представлено на 

фиг. 1, где сплошными линиями обозначены полюса, а прерывистыми — 
хинин нулей для материала со следующими упругими постоянными [5]

Ап 16.8, Л։։ = 7,10, Лм 18,9,
Л„ - 5,46. Ак = 7.82, (10” дн/см-')

Из вида этих кривых можно сделать заключение о разрешимости м 
единственности решения уравнения (3.1) [2]. а также сделать некоторые

полюсов Р1 (I 1, 2,..., л..) 
щ.ая на бесконечности.

выводы относительно характера волно­
вого поля вне штампа. В частности, на 
фиг. 1 для /. [1,9, 1, 97] имеется полна 
с отрицательной групповой скоростью.

Для решения интегрального урав­
нения (3.1) используется метод фиктив­
ного поглощения, детально описанный 
в [6].

Функция А*։1(м) удовлетворяет всем 
условиям, позволяющим применить этот 
метод, именно, она является четкой ме­
роморфной функцией, имеющей конеч՛ 
нос число кулей /Г, (х = 1. 2, ... , пх) к 

на вещественной оси и

/сп(п) С, |и| 1 (1 -|- О(и )) |м|— о 

Аппроксимируем функцию Ки (у) функцией

К* (и) - (и2 4- 6'-)՜’՛ И (и)

Н(и)~С\ П (^-ЙОг-Р*)՜1 
Л-1

(3.21

/л(Л-п - п1։ .... п), Рь(к = п л«,..., п) соответственно комплекс­
ные нули и полюса Н(и), которые находятся в процессе аппроксима­
ции функции полиномами Бернштейна или Лагранжа.
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Имеет место теорема [ 7 ].
Пусть ядра интегральных уравнений Кд = /, = / подчинены

условию
|АГ(н) К՜* (и} 1 (1 — и)’ < о, о > 0, «^>1,5, 0--. и<х

Тогда при достаточно малых 6 справедливо

К<7 - ?*) («- ֊ *2)’ ' 1С<«} <7 (а՛ ֊ х3)’ ' |с 

причем е 0, если Л - 0.
Приближенное решение уравнения (3.1) имеет вид

</■(.<) **>.. 1 6 1։,1 ! • Г Ь+ш-ехр (— 2а\) I--------------
2֊/

... , . , I Ь IV, .. . Р |/ Ь—шехр (/ (а — л) и) Ии----- —— ехр (։а >\\ -------- -- X
2“г Щи} {и —

ехр ( /(а 4- х) и} (1и — V с4 I * А ՝и [/•՝( и, хк) X 
2“ а ։ ъ' 11 (и)

X ехр ( Ца г л՛) и) — /'(г/, — хк)ехр( / (а — х) «)]</« 

где

'А Р.,ехр(/(а Ьх,)Р„,)
К (и, х,)= 1 -- -------- -> [)„ -НезН(и)

Ш֊1 \ Ь — {Рт(Рт ֊ а) и^Рт

л4 = 1 у-., Уь точки, делящие интервал (0, а) на ранные отрезки, 
а с. есть решения линейной ал։ебраической системы [6|

'2о
^А'ьс^В! / = 1, 2п
к -1

причем интегралы 8 (3.3) \егкр вычисляются но теории вычетов.
В решении (3.3) первое слагаемое есть вырожденное решение, соответ­

ствующее бесконечному штампу, второй я третий интегралы описываю։ 
влияние краев штампов и имеют характерную корневую особенность.

Последний интеграл представляет собой осциллирующую составляю­
щую контактных напряжений под штампом, причем число вол։։ напряже- 
няй равно числу вещественных нулей функции Л՜,, (г/).

4. Численный пример. В качестве примера рассмотрена задача для ма 
териала с упругими константами, описанными в п. 3. Вычислено значение 
С., С. 3.882723.

В процессе построения функции А՞* (•'< ) ь (3.2) использованы полино­
мы Лагранжа.

Эффективное приближение получено при аппроксимации полиномам;: 
Лагранжа порядка 8. при Ь = 10 для и — 1.6 (для х 2.2 порядка — (>, 
■՝-’ = 10). Погрешность аппроксимации не привышала 8—10%.
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На фиг. 2 и на фиг. 3 приведены графики действительной (сплошная 
линия) и мнимой (штриховая линия) частей (/, (л) соответственно для 
У. = 1,6, ») = 0. Ц ֊ 0.7 и х = 2.2, п = 0. а = 0.8.

Расчеты проведены на ЭВМ ЕС-1022 и БЭСМ-6.
Авторы выражают благодарность В. А Бабешко за постановку зада­

чи и обсуждение результатов.
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Ա մ էի it փ ո է մ

Դիտարկվում / աոաձդական օրթոէէէրոպ անվերջ դ/տնի մ ակ1էրեւսյթի վրս 
ջտամ սյի տաւոանմ ան դինամ ի կա կան ի/նդիր։ թնդհէսնար դեպ րոէմ խնդիրը 
րերվոէմ է կէէնտակտա քին քւււրամների նկատմամբ աոաջին սեոի ինտեգրսդ 
հավասարումների սիստեմի։ Աոաջարկվ ած Լ մոտավոր լուֆ մ ան կաոուք)- 
ման մեթոդ։ ներված Լ թվա էին օրինակէ

A CONTACT DYNAMICAL PROBLEM FOR AN INFINITE 
ORTHOTROPIC CYLINDER

A. O. VATUL1AN. V. V. HJVSEPIAN. O. 1Ճ PRIAKHINA

S u m m a r y

A contact problem of vibration of the stamp on the surface ol 
an infinite orthotropic eiastic cylinder is considered. In I he general 
case the problem is reduced to the system of the first type of integn 
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equations relative to the contact stresses. A method for the construction 
of the approximate solution is proposed. A numerical example has been 
presented.
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2и,ЗТО|иЛ. пил ‘М’ЗПЬтьЪьЬГ!’ иЦШЬЬтЗЬ 8Ь'1.1;ЦиЛ1'Р
И 3 В Е С Т И я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Р

1Лф|шГф1|ш XXXVI, № 4, 1983 Механик^

О НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОМ СОСТОЯНИИ 
ВЯЗКОУПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ ТРУБЫ И ПОЛОГО ШАРА.

ПОДВЕРЖЕННЫХ НЕОДНОРОДНОМУ СТАРЕНИЮ

НАУМОВ В. Э.

Упруго-пластическое на пряжен но-деформирован ное состояние цилинд­
рической трубы и полого шара, находящихся под действием внутреннего 
давления, исследовалось многими авторами | 1|. !> [2 6] эти задачи рас­
сматривались с учетом неоднородности распределения механических свойств 
материала по радиусу трубы или полого шара. В [7| определялись напря­
жения и перемещения в вязкоуируго-иластнческом полом цилиндре. Общие 
вопросы механического поведения вязко)пру։ о-пл.к . ических нестареющих 
материалов обсуждались в [8]. Основные уравнения теории вязкоупруго­
сти для неоднородно стареющих тел даны в [9. 10].

В настоящей работе рассматривается задача о напряженно-деформи­
рованном состоянии вязкоупруго-пластичсского полого цилиндра и полого 
шара, материал которых подвержен неоднородному старению.

1. Осесимметричная задача о кваэкстатическом равновесии под дей­
ствием внутреннего давления полого цилиндра может быть рассмотрена па­
раллельно с аналогичной сферически симметричной задачей о полом шаре. 
Для этого в основные соотношения, определяющие постановку этих задач, 
введем параметр П. который может принимать два значения: п I, что 
соответствует задаче о полом цилиндре, и Л — 2 — в задаче о полом шаре. 
Полый цилиндр и полый шар в дальнейшем именуются одним словом «со­
суд».

Будем предполагать, что толстостенная оболочка сосуда изготовлена 
из изотропного, несжимаемого и подверженного старению материала, ме­
ханическое поведение которого зависит от уровня напряжений. При напря­
жениях, удовлетворяющих условию пластичности Мизеса

/(МЦмГГ=0 I
где — компоненты тензора и девиатора напряжения соответствен- |
но. а К— предел текучести при чистом сдвиге, поведение материала описы­
вается уравнением теории идеально пластического тела

, | о, /(с։..)<0

Ь/д./2№>0, /(0о.)=0
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где е? — компоненты скорости пластической деформации, л—коэффициент 
пропорциональности и ассоциированном законе течения. При напряжениях, 
удовлетворяющих неравенству /(з,7)<^ поведение материала подчиня­
ется реологическому уравнению линейной теории вязкоупругости

I.

где -'у—компоненты вязкоупругой деформации. 6' — модуль сдвига. 
Qi.it т) ядро ползучести. ֊ момент приложения нагрузки, / теку, 
шин момент времени.

Полная деформация в точке тела определяется как сумма вязкоупру­
гой и пластической деформации

2. Представим, что сосуд с внутренним радиусом а и внешним радиу­
сом Ь был изготовлен «послойно», то есть таким образом, что его внешний 
радиус возрастал во времени по закону р՜* (/). Пусть изготовление сосуда 
было начато в момент времени I — 0 и окончено в момент времени

то есть р 1 (0) а. / (^) ~ Ь. Предположим далее, что в момент 
времени I* к сосуду было приложено внутреннее давление которое 
в дальнейшем непрерывно изменяется по закону />(/), р(/«)—/>«. Внешнее 
давление принимается равным нулю. Обозначим через т’(г) момент изго­
товления (зарождения) элементарного слоя радиуса г. В частности, будем 
иметь т' (а) = 0. г (Ь) = /.^.Функцию Т* (<). определяющую скорость 
и последовательность изготовления сосуда, будем в условиях данной задачи 
считать непрерывной, монотонной и ограниченной. При этом функции 
!՛՝'(/) и т‘ (г) являются взаимно обратными

^ ((.*(/)) /

Допустим, что модуль сдвига и предел текучести на сдвиг материала из­
меняются во времени соответственно по законам

г;֊֊<;(/), к = К{1)> (2-и

Если сосуд был изготовлен за промежуток времени достаточно большой 
для заметного изменения материальных характеристик, то при решении за­
дачи необходимо учитывать тот факт, что модуль сдвига и предел текуче­
сти являются функциями не только времени, но я пространственных коор­
динат, то есть стенки сосуда являются неоднородными относительно этих 
характеристик по толщине. Иначе говоря, величины С и К будут изме­
няться в различных точках стенки сосуда по одному и тому же временному 
закону (2.1). но с тем или иным запаздыванием, обусловленным различием 
во времени изготовления отдельных слоев

С'(/, г) ^ £(< ---* (г)), К(6 г) = К(,-т*(г))
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Зависимости такого вида с запаздывающим временным аргументом, ха­
рактерные для тел. находящихся в условиях специфическом возрастной не­
однородности. введены в [9. 10] при описании ползучести неоднородно 
стареющих сред.

Далее допустим, что под действием давления в начальный момент вре­
мени /„ внутренняя часть стенки сосуда перешла а пластическое состояние. 
Обозначим через с радиус поверхности, ограничивающей область пласти­
ческого состояния материала (при я 1 эта поверхность будет попгрхно- 
стью кругового цилиндра, при п — 2- сферой). Очевидно, что этот ра­
диус будет функцией времени с - с (/).

Условие пластичности в рассматриваемом случае редуцирует» и к виду

г) з, (/, г) ч(л) Л'(/ — -*(''»

где с (т г. :) компоненты напряжения, л величин.։ X (п) определяет­
ся следующим образом:

С(1)-2, С(2)-УЗ

Обращение определяющего уравнения вязкоупругого поведения принимает 
ВИД

։.«./) 2р(/֊

I
-]»:(-•') * ('֊•’(>■). -֊’•(г))а-| 

г»
где А’ (1.1) — ядро релаксации.

Предполагается, что материал ни в одной точке тела не переходит ИЗ 
пластического состояния в вязкоупругое, что в рамках данной задачи рав­
носильно условию неубывания радиуса пластической зоны г/б(/ 
В этом случае полные деформации в зоне вязкоупругости (С(() ^.г^.1)) 
будут равны вязкоупругим деформациям. В пластической облает;։ 
(а^г^ с՝(О). ввиду статической определимости задачи, полные дефор­
мации определяются из условии на границе раздела пластической н вязко­
упругой областей.

3. Запишем основные соотношения, определяющие постановку задачи 
в области а г Ъ-.

уравнение равновесия —

Г(?зг((, г)/^г+п[з,(6 г) — 5е{/, г)] = 0 (3,1)

условие несжимаемости —

«г(6 г) -Г (/, г) = О (3.2)

соотношения Коши —

«, (/, г) = ди (I, г)/дг, *г (/, г) = и ({, г)/г (3.3)
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в области а -С ' ‘ (>):
условие пластичности —

% (6 r)-=f(/, г)= :(п)/с(/-^(г)) (3.4)

граничное условие —

3г(Са)- — p(t) (3.5)

в области с(0 г ^.Ь: 
определяющее уравнение —

\ (С г) - Гг(/, г) = 2 (G (t - Т* (г)) (% (/, г) - зг (/, г)] -
I

[[%(*, г)-=,О, г)]/?(/ --'(г), ֊.-z*(r))d֊} (3.6)

граничное условие —

=,(О) = 0 (3.7)

Кроме того, потребуем выполнения условий непрерывности напряже­
ний на Гранине раздела вязкоупругой и пластической зон

3U)(/, с(/)) = 012)(/։ С(П) (3.8)

=^(6 с (О) - с(/)) (3.9)

В этих соотношениях I /о; >:.• компоненты полной деформации: и ра­
диальное перемещение; верхние индексы 1 и 2 означают принадлежность 
компоненты напряжения зоне пластичности и зове вязкоупругости соот­
ветственно. Заметим, что для полого цилиндра ('? “ 1) постановка задачи 
предусматривает случай плоской деформации, когда осевая компонента пе­
ремещения равна нулю, а осевая компонента напряжения определяется так

=.= •֊- К + ’.)
Интегрируя уравнение несжимаемости (3.2), получим, что перемеще­

ние в областях пластического и вязкоупругого поведения материала опре­
деляется единым выражением

u(t, r) = A(t)/rn (3.10)

где А (/) — функция времени, подлежащая определению.
4. Напряжения в пластической области (а t с (/)) находятся из 

уравнения равновесия (3.1) и условия пластичности (3.4) с учетом гранич­
ного условия (3.5)

з'П(/,г)= - р(/)4пС(л) [<•(/, /֊)-*(/, «)] (4.1)

3‘*'(Л Н= р(О + С(л)[А'(/ ֊-*(г))-֊п(Ш а))] (4.2)

где
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!•(/, г)-. | г-«ДГ(,

Определим напряжения в вязкоупругой области (с (О г 
Подставляя (3.10) в (3.6), затем п (3.1) и интегрируя, получим

г) = 2л(л + 1) »Л (/>[։?(/. г)-^(/, 6)]-

/
[л(-)(М/.-,/•) р(/,г6)]^} (4.3)

г> 2(п ♦ 1) Л(0[г ' 'С(/ -’(г))+п(г(/. г)֊»«, »)]

1
֊ р(-)Р՜“՜’-'(г). : '* (г)1 • л(р(/, г) р(/, />))|<Л|

(4.4) 
где

(Л г)~ \ г я '6(1 •. (г)) </г
V

Р(6 ( Г ’ 1 R (/ — ?’ (г), (г)}4г

I
■2п(п Г 1) А (()[«(/, »)֊«(/, с(0>1-|4 (-)[?(/, 6)-

ь

у(/, с (/))!</:} 4 п’.(л)[^(/, с (0) — £('. <։)'. р(0 (4.6)

Здесь обозначено Н* - т* (с (/)).
При заданных зависимостях для внутреннего давления р (/), упруго- 

мгновенного модуля сдвига 6’ (О. предела текучести Л՜ (/), ядра релакса­
ции /? (/. т) и функции т՜ ('). определяющей скорость и последователь­
ность изготовления сосуда, соотношения (4.5). (4.6) образуют замкнутую 
систему уравнении для определения двух неизвестных функций .4 (О и 
с (О. Аналитическое решение этой системы может быть получено лишь и 
некоторых частных случаях. В общем случае для решения системы уравне­
ний (4.5). (4,6) могут быть использованы численные методы, например.

Используя условия непрерывности напряжений (3.8). (3.9). будем 
иметь следующие соотношения:

2(пн 1)к(/)] {Д (/)(« (/-И
I

- ^'л <-։) R И- 5«, — в*) (4.5) 
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метод, основанный на дискретизации по времени, после чего радиус пласти­
ческой эоны на каждом временном шаге определяется из решения некото­
рого трансцендентного уравнения. Ядро релаксации при этом, следуя | 11]. 
можно принять в виде

А’(С -)= (4.7)
д՜

где ф (т) — функция старения 112], у некоторая константа.
Если в (4.5), (4.6) положить с (/) = с = const (а с Ь), то и?, 

этих уравнений с учетом (4.7) легко получить выражение для давления 
рс (0> при действии которого радиус пластической зоны не изменяет во 
времени своего значения. Действительно, пользуясь соотношением (4.7) 
и дифференцируя (4.5) по Z. после некоторых преобразований получим за­
дачу Коши для определения функции А (/)

A" (t) G(t - т»(с)) - A(t) \G'(t -*(с)) 4֊ \G(i - -*(c)) -

- Tf (' ֊ ֊-* (с))] = m [;Г (I (C)) 4֊ K" (t -* (c))|

A (t0) = mK (/.. -t* (c))/G(/0-t*(c))

~*{c))K(tlt--.* (c))IG(fn t*(c)) I- X"(/0-^(c))l

где штрих означает дифференцирование по / и для краткости введено 
обозначение

т

Решение этой задачи есть

i в
Г f С I jyА (0 = .4 (/0) 4- \ -4' (/„) Л (fo) Г Н(֊.) т. (-.) dr ֊ - (4.8)
J ։ J J т. \J)t. t,

где введены обозначения

H(s) = т (5 - т* (о) 4- К” (s - -* (c))\IG(s - ֊* (с))

7;{s) =expj(՝(y֊t (G'(s (с)) —7?(s—'’(c)))/G՝(s- -* (c))] dsj

Подставляя (4.8) н (4.6). где нужно положить с (/) = с - const, получим 
явное выражение для р (/)> которое из-за его громоздкости здесь не при­
водится. Представляет интерес выражение для давления />*(/), под дей­
ствием которого сосуд находится в условиях начала образования пласти­
ческой зоны. Для его определения достаточно положить с = а в выраже­
нии для />*(/)• Величина минимального давления р‘. которое в момент 
приложения обусловливает переход оболочки сосуда в чисто пластическое 
состояние, определяется из уравнения (4.6) при ! ~ 1„ и с (/„) = b

р' - п' (п)[А(/0, b) — k (/о, о)|
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Заметим, что сделанное предположение о том, что пластическая об­
ласть начинает развиваться с внутренней части стенки сосуда, налагав 
определенные ограничения на зависимости <7 (։). К (!՝). г,: (' ). Действи­
тельно. достаточным условием этого будет монотонное убывание по радиу­
су при каждом I функции

»(О) 17,4, г))‘

где второй инвариант девиатора вязкоупругих напряжений. Та­
ким образом, выше рассмотрен случай, когда при /’>/.>, а-<с(/) 
■С г < Ь выполняется неравенство г)/дг<^0. В случае, когда

г):Ог > 0, может произойти образование пластической зоны на 
части стенки сосуда, примыкающей к внешней свободной от нагрузки 
поверхности. Когда 0<а(Сг)/<?г 0, стенка сосуда может перейти в
пластическое состояние только по всей толщине сразу.

Соотношения, определяющие решение задачи, сохраняют силу и для 
случая монотонно убывающей։ функции т:: (/), что соответствует последо­
вательному изготовлению сосуда, начиная от внешних поверхностных слоен 
я кончая внутренней граничной поверхностью.

При постоянных 6՝ (т). Л (т) и ч (т) соотношения (4.1) (4.7) дают, 
в качестве частного случая, решение задачи для вязкоупруго-пластическо- 
го нестареющего материала. При этом в момент приложения нагрузки 
имеем решение классической упруго-нластическон задачи о напряженно- 
деформированном состоянии однородного сосуда, изготовленного из несжи­
маемого материала.

5. 11ри проведении численных расчетов для модулей 6 и л примем 
зависимости

О’(0=С-(1֊?е *') (5.1 >

К(П- АГ«(1-;е ■') <5.2}

которые отражают «затвердевание» материала с увеличением его возраста 
(3. 'х. с. ц — положительные константы).

Зависимость (5.1), предложенная в [12] для модуля упруго-мгновен­
ной деформации стареющих материалов, и зависимость (5.2) для напря­
жения течения качественно описывают изменение этих механических ха­
рактеристик в зависимости от времени физического старения для широко­
го класса полимерных материалов. В частности, для акриловых волокон 
зависимость (5.1) экспериментально подтверждена в [13]. Данные об из­
менении напряжения течения с возрастом для твердого поливинилхлорида 
приведены в [14].

Далее, функцию старения определим следующим образом:

<?(-•)=■= С(0)(| + -Хе ”)

где ф, у, х константы, определяемые из опытных данных ио ползучести 
стареющего материала.
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Ограничимся случаем, когда функция т' (г) является линейной и за­
дастся одним из выражений

'(г) = /*(/■ а )/(/> —о) (5.3)

-г(г) /*(6 г)/(6 —а) (5.4)

Выражение (5.3) соответствует увеличению радиуса сосуда с постоянно։։ 
скоростью от величины а до величины Ь за промежуток времени /*. Зада­
ние функции т՜ (г) в виде (5.4) соответствует изменению радиуса сосуда 
от величины Ь до а в пронессе изготовления.

Наконец, для внутреннего давления примем выражение

Р(() = Рь +• <l(l (5.5)

11ри расчетах величины, имеющие размерность длины и давления, отиесе- 
ны к внутреннему радиусу сосуда а и предельному значению напряжения 
течения К^, соответственно.

Расчеты по формулам (4.1) (4.6) были проведены для полого шара 
2) при следующих значениях констант: 100 час: 6 ~ 2:

(7-, =100; р0 --1,6458: ‘Г = 0,05; </= а — р.--=•/ = 0,05 час՜*; 7 0,1 час ’.
На фиг. 1 приведены эпюры напряжений для трех характер-

ных случаев нагружения полого шара 
внутренним давлением, изменяющимся 
во времени по одному и тому же закону 
(5.5). Цифрой 1 обозначены эпюры для 
случая, когда т*(г) определяется выра­
жением (5.4), а (/(/) = const (: = 0,5: 
8 = 0; /=0,45). Цифрой 2 отмечены 
эпюры, когда т* (г) задается выражением 
(5.3), а /<(/)—А՞« = const (; = 0; р — 0,5; 
X = 0,45). Наконец, для сопоставления 
приведены эпюры, отмеченные цифрой 

3, для полого шара, изготовленного 
из нестареющего материала с предель­
ными значениями модулей (7_ и А- 
(■ ft z- 7. 0). При этом сплошные кри­
вые линии относятся к мгновенному уп­
руго-пластическому состоянию, возника­
ющему в момент приложения нагрузки, 
а штриховые к моменту спустя 10 ча­
сов после приложения нагрузки. На 
фиг. 2 приведены соответствующие эпю­
ры перемещений. 11ринпип маркировки 
линий тот же, что и на фиг. 1. На 

Фиг. 1. Распределение ио тол до՜ 
пс стенки полого шара окружного 
(вверху) н радиального (внизу) 

напряжении

На фиг. 3 приведены графики, показывающие изменение со вре-
менем радиуса пластической зоны для трех названных выше слу­
чаен. Как видно из фиг. 1, неоднородность стенки сферического сосу-
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да относительно предела текучести особенно сильно сказывается, когда вну­
тренняя часть стенки заполнена наиболее «молодым» материалом, то есть 
когда предел текучести в этой части стенки еще не достиг своего предельно­
го возрастного значения, которое при расчете иллюстративного примера 
взято в два раза большим исходного значения в момент зарождения. Из

Фиг. "2. Распределение радиаль­
ного перемещения по радиусу

Фиг. 3. Распространение радиуса пл&сли 
ческой об лас।и

полого шара

сравнения эпюр 1 и 3 в начальный момент временя (сплошные кривые) вид­
но. что окружное напряжение на внутренней полости по сравнению со слу­
чаем однородного нестареющего материала изменяет знак, а но абсолютной 
величине возрастает в несколько раз. Максимальное отлично радиального 
напряжения в этом случае составляет несколько более 30%. Из сопоставле­
ния кривых 1 и 3 на фиг. 2 и 3 следует, что учет неоднородности распреде­
ления предела текучести но радиусу полого шара приводит к увеличению 
в начальный момент временя и последующему ускоренному росту радиуса 
пластической зоны, а также к существенному увеличению перемещений 
Ксли, наоборот, шар изготавливался «изнутри», гл есть вблизи полости на­
ходится «старый» материал, то существенное влияние на напряженно-дефор­
мированное состояние в зоне вязкоупругости оказывает неоднородность рас­
пределения в стенке полого шара вязкоупругих характеристик материала. 
Из сравнения эпюр 2 и 3 при Г = 10 часов (штриховые линии) следует, что 
окружные напряжения в этих двух случаях в вязкоупругой зоне существен­
но различаются. 11рн учете неоднородности на Гранине пластической зоны 
оно больше, чем а однородном случае, а на внешне;։ поверхности почти з 
два раза меньше.

ԱՆՃԱԱԱ11Ե11 ԾԵՐԱՑՄԱՆ ԵՆԹԱՐԿՎԱԾ Ա11 ԱԱԴԱՍԱԵՈւ-ՑՐԿ-ՊԼԱՍՏԻԿԱԿԱՆ
Խ1ՐԼՈՎԱԿԻ ԵՎ ՍՆԱՄԵՋ ԳՆԴԻ ԼԱՐՎԱԾԱՅԻՆ֊ԴԵՖՈՐՄԱՑԻՈՆ ՎԻՃԱԿԻ ՄԱՍԻՆ

Վ. I;. ՆԱՈՒՄՈՎ

II. մ փ ո ւ|ւ и । մ

Աշի»աաանրում ււրոշված Ւ Հավասարաչափ րաշիւմ ան նԼրբին ճնշման 
ւււէքդհցււԼքքշամ ր Հատուկ «հասակային» անհամ տսԼոոէքք չան սքա յմ աննԼրւււմ



գտնվող սնամեջ գլանի պատի մեջ լարումների և տեղափոխումների դաշտը г 
նյութը, որից պատրաստված Լ սնամեջ գլանը, համարվում է իղոտրոպ, ան֊ 
սեղմելի ե ենթակա / ծերացման, որի մ եխանիկական վարքը նկսւրա ղրվու մ Լ 
անհամասեո ծերացող միջավայրի ս4ւաձղամսւծուցիկ-:ղլաստիկո:թ յան տեսու~ 
թյուն ււեոլողիակտն ՚ ավասարումներովէ թաղահեո դիտարկված է սնամեջ գնդի 
անալոգ խնդիրը: Խնդիրը բերված Լ պ լսւսւո իկա կան դոտու փոփոխական 
յաոավդի և մամ տնակից ինլ որ օմանղակ ֆունկցիայի նկատմամբ երկու 
ինտեգրալ հավասարումների Համ տկարդի լուծմանը: Սնամեջ գնդի խ^Ղրի 
Համար րերված են թվային հեւոտղոտությոէնների արդյան բներ:

ON THE STRESS-STRAIN STATE IN A VISCOELASTIC-PLASTIC 
TUBE AND A HOLLOW BALL SUBJECTED TO 

NONHOMOGENEOUS AGEING

V. E NAUMOV

S u m m a г у

The stresses and displacements in the wall of a cylindrical tube 
subjected to a uniformly distributed internal pressure under conditions 
of specific age-nonhomogeneity are obtained in this paper. An isotropic, 
incompressible and aging material is considered. The mechanical beha­
vior of the material is described by constitutive equations of the theory 
of viscoelastic-plastic nonhomogeneously aging solids. Simultaneously a 
similar problem for a hollow ball is considered. The problem is reduced 
to the solution of a system of two integral equations tor time-depen­
dent radius of plastic area and auxiliary time function. The results of 
a numerical investigation are given.
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