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* п , 12,При вывод - первого уравнения системы (1.^) не учтен член — . так кик нами 
<>!

рассматриваются длинные трубы [2].

НЕСТАЦИОНАРНОЕ ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ В ТРУБАХ 
С ПРО! 1ИЦАЕМЫМИ СТЕНКАМИ

БАБАДЖАНЯН Г. А.

§ 1. Уравнения движения и краевые условия

Рассматривается нестационарное изотермическое одномерное течение 
несжимаемой вязкой жидкости в трубах (плоской и цилиндрической) с 
проницаемыми стенками.

Причины, вызывающие нестационарное движение жидкости в трубо­
проводах. могут быть различными. К ним относятся переменное потребле­
ние жидкости, включение и выключение буферных потребителей и ком­
прессорных агрегатов, перекрытие запорных устройств, появление аварий­
ных утечек жидкости из трубопровода и другие.

Дифференциальные уравнения, описывающие вышеуказанное движе­
ние. [ 1]

_ ир
Ох 4 /»

д_Р_ . * (Р— Р») __0 ц п
01 ' Ох ' 2 Л

для плоской трубы и 

др $ои:: ՛"՛ 
Ох 4 а

+ + ^0 (1.2)
д( дх а

для цилиндрической трубы.
Первые уравнения в системах (1.1) и (1.2) устанавливаю։ равенство 

между перепадом давления вдоль трубы и трением, обусловленным вязко­
стью.

Вторые являются уравнениями неразрывности с у четом проницае­
мости стенок трубы |2|.

В системе уравнении (1.1) и (1.2) р и и — соответственно средние 
по сечению трубы давление и скорость течения, ; — коэффициент сопро- 

3



тннлсния трения. 2':— ширина плоской трубы. рп внешнее давление. 
՛■' — модуль объемного сжатия, учитывающий упругость и проницаемость 
стенок трубы, а радиус цилиндрической трубы, л'—направление пото­
ка. / время, а — коэффициент, показывающий степень проницаемости 
стенок трубы (р. и г/.. А следовательно, и Л вдоль трубы принимаются по­
стоянными).

Если р ра ^>0, имеет место отсос, в случае р — р֊ < 0— вду­
вание жидкости.

Режим движения жидкости принимается ламинарным, поэтому значе­
ние коэффициента сопротивления трения для плоской трубы будет

с _ 24 12 у

Ке иН
а для цилиндрической трубы

. 64 32 у
Ее иа

(1.3)

(1.4)

Здесь :<е—число Рейнольдса. V—.кинематический коэффициент вяз­
кости жидкости.

Подставляя значение с. н системы уравнений (1.1) и (1.2), получим

ар— — = йи 
ах

'2Вл.к^֊В(р֊р,) -О (1.5)
д/ дх

. 3 н г, къ . 8 и р 2 А з
где Ь = — » п— — для плоской трусы и Ь — —- » Ь—------- для ци-

/г՝ 2 Л ՛ о'՜ а
линдрнческой трубы. динамический коэффициент вязкости жидкости. 
Исключая из системы уравнении (1.5) переменную и (х, О. относительно 
/>(х, г) получим следующее дифференциальное уравнение:

•’ />.)
(И дх՝

(1.6)

. к/г п А-’Ягде А =---- > Ь — ■— для плоской трубы и
3 ц 2 Л

, ка2 г. 2 <, гД— ---- > & —------ для цилиндрической трусы.
8 а

Если из системы (1.5) исключим переменную р (х, 0. то относитель­
но и (х. О получим такое же уравнение, как для р (х. О, то есть

^Д^-Ви (1.7)
Л <1хг

Дифференциальное уравнение (1.6) решаем при следующих краевых усло­
виях:
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При X 0 р=р„

при А = / = О
Ох

при / = О р - Р(М (1.8)
Здесь р„ — давление жидкости в начальном сечения. I — длина тру­

бы, функция р1։ (л) показывает закон изменения давления при стационар­
ном режиме движения, то сечь является решением уравнения

^֊֊֊(^ Р.) = ° 0-9)
dx- Л

при следующих граничных условиях:

при х = 0 рв = рп

при х = 1 р0 = Рк . (1.10)

Здесь р давление в конечном сечении при стационарном режиме дви­
жения.

Второе граничное условие из (1.8) показывает, что в конце трубы рас­
ход жидкости прекращается мгновенно, вследствие чего и возникает не­
стационарный режим движения.

Решение уравнения ( 1.9) будет

, —֊НЯ.“֊ РЛ)*Ь  <։,(/ —х)
+---------------- 37^7------------------ (1 1)

§ 2. Ришснпе уравнения (1.6)

р<М

Перейдем к решению уравнения ( 1.6) при краевых условиях ( 1.8). 
Решение ищется в виде

р(х, /) = р0(х) 4- /?х(х, /) (2.1)

где />,. (л) является решением уравнения (1.9) и имеет вид (1.11), а 
/91 (*>  •) удовлетворяет уравнению:

^ = А^.-Вр, (2.2)
д! Ох֊ '

Краевые условия для уравнения (2.2) будут

Применяя к уравнению (2.2) и в краевым условиям (2.3) преобразо­
вания Лапласа [2], получим

при х = 0 pj = 0 

, dPx dPo [(/>„ —pjchaj — (p„ - pj] n
при X~f dx dx .r=t sh tZj/
при (2.3)
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л д'р^ п
А =5р^

при X = о

при х = I

/>1£=°

<*Ри  _ 2.
(1х з

Здесь р1Д = р։(х, /)ехр(- з<) д(
о

Решением уравнения (2.4) будет

Ри=с1ехР(Т*)  4-с2ехр(7х) 
где

Т = У($ + В)/А

Из граничных условий (2.5) для с։ и с. получим

сх = ֊ с,
р

275-ей х/

Тогда для р1Г получим

Р яй 7х

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Для получения оригинала функции р1Л (х, 5) применим к (2.8) об­
ратное преобразование Лапласа.
Обозначим

Ф ($) = $й 7х, х 

ф ($) = 5 ей

(2.9)

(2.10)

Можно показать, что функции Ф (я) и <р (а') являются обобщенными поли­
номами относительно •■> и что все условия теоремы разложения соблюдены

Теорему разложения можно написать так:

Д,(х, () = £ |р։Дх, 5)] « Ь ’
г РФ (.V) | “ РФ ($л ехр ($„/)
I ?(*)  I "^։ (2.И)

где 3., — корни полинома ц (з).
Найдем корни функции у (ь) — $ ей 7/.

Получим простой корень ~ 0 и бесчисленное множество простых кор­
ней. определяемых из соотношения 

/ 5... - в
А ‘2

откуда

5п = ֊ в-у ?; = ֊В ֊-֊-р— ’ п = 1,2,3--- (2.12)

6



Из выражения (2.12) получим

Рх(х^ = [)
I " * К) г

I ,1 *'ои (2.13)

Вычисляя значения И^о), <?'(8в), -($„)> ?' (\,) и подставляя 
выражение (2.13), получим

их в

Р1 (х, 1) = О
2 А з։п ՝—у— • е' ’•՛

Ч 1 5*П

Общее решение задачи согласно (2.1) будет

р (х, I) = рв(х) 4֊ Рх (х, I) = /?„ +

4х + (/'.. Р.)։Ь1/ 4(/՜

$и в,

(2.14)

14/ 4 л

ДсЬ -А՛

_ 2(-1)п՜' Д-зт-у-е'"1

2------------.-----------Г?֊-(2.15)

Подставляя значения постоянных А, В и I) в формулу (2.15), для зна­
чения давления окончательно получим

(Р.~ + (₽„ — ₽,) .чЬ | х>
Р{Х',} Р'

. / 3 ։да . / 3 :*/»  . - «,3 и»
| 2Тд (^"р-)сЬ| здз^ + Сл.-р.) 5Ь|

5ьр/^/

2(-1)п ՝к/г^п (2 п 1)”Х
21

3 Н5„ /'

ехр (хп /)
(2.16)

‘Ч7 -дх_ 
, / В . . Г в 
V ЛСЧ А

где

5 = — к
(2п-1)՝г.-к2 а

12*1-  2 Л
— для плоской трубы и

16 на . . , л16|1
-£Г-*т  (д„ - А,)5Ь |/ ֊аз

I
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где

/ 16 рх
а3 (/\ - л.)сЬ |/ 1 - (л, ~ р»)

у ~х _
^с11| ■^1

/ 16 нос
а3

. (- I)"՜1 4о-'51п(2п 
V_____________

.‘Л 4։.5„г (2.17)

| /

X

5„ = — к
(2 п 1)гг-’а-' 2 а

32 р/2 Т

для цилиндрической трубы.
Из первой формулы системы (1.5) получим значение скорости

2 А3

(Р,- Р.)сЬ|

-(р.-р.)сЬ|/|Э* + (р. - />.) сЬ |/ I - (р„ - Р„) >

/ 3 ра 
спк <֊ 2( —1) Л-р Л’соз

/ з ра
(2.18)

.сЬ ]/ Тл>
для плоской трубы и

1____
16 ра 

а3

16 ра

16 ра . .

сЬ 1/ —т— XУ а3
, - / 16 раИ у

- (֊1)
V_____

л — I

, „ (2 и 1)-х/<а-рпсоз------------------ е

4 р /2 «„
(2.19)

X

+

/ 3 Р Г՜ $.
/

для цилиндрической трубы.
Секундный продольный расход жидкости определится по формуле

С։,р = 2 щкЬ (2.20)
для плоской трубы и

С>р ~~ -а (2.21)
ДЛЯ И К Л И Н Д р и ч ес к о й трубы.
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к, в (2.20) есть ширила канала п поперечном направлении. Секунд­
ный расход жидкости через стенки (поперечный расход) на единицу дли­
ны канала определится по формуле

б;т=2«(р -рв)^1 (2.22)
для плоской трубы и

(^^2т.аа(р-Рг)? (2.23)
для цилиндрической грубы. 

Численный пример. Рассмотрим движение воды в проницаемом ци­
линдрической трубе при следующих данных:

Л =--2-10* —. р=0, п =10’ —, /=103м, & = 103 —•
" м֊ “ к м2 м-‘

а —5 -10 ■ м, «
м3

10֊»-------- -сек к!
,.= 10

м՝

Законы изменения давления, скорости, продольного и поперечного рас­
хода жидкости, вычисленные по формулам (2.17), (2.19), (2.21) и (2.23), 
представлены на фиг. 1, 2. 3, 4.

Фиг. 1. Фиг. 2.

И.» фиг. 1 видно, что давление уменьшается вдоль трубы при любом 
значении времени и увеличивается по времени для любого Сечения трубы.

Из фиг. 2 видно, что продольная скорость движения жидкости умень­
шается вдоль трубы при любом значении времени. ; !осле закрытия задвиж­
ки быстрота уменьшения скорости резко увеличивается. Кривые, показы­
вающие законы изменения продольной скорости для моментов времени 
.' = 0 и / ~ 2000 сек., параллельны.

Из фиг. 3 видно, что продольный расход жидкости уменьшается вдоль 
трубы для любого значения времени. После закрытия задвижки быстрота 
ум-.н шения расхода резко увеличивается. Кривые, показывающие законы 
изменения продольного расхода жидкости для моментов времени ' ~ 0 и 

2090 сек., параллельны.
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На фиг. 4 показан закон изменения поперечного расхода жидкости 
(расход через стенки). Из него видно, что расход уменьшается вдоль гру­
бы для любого значения времени, но увеличивается по времени для каж-

фиг. 3. Фиг. 4.

дого сечения трубы после закрытия задвижки. Из полученных результа­
тов видно, что при выбранных краевых условиях нарушенный заданный 
стационарный режим движения жидкости через определенный промежу­
ток времени (для данного случая I 2000 сек.) переходит к новый ста­
ционарный режим движения с новыми параметрами движения. Проверка 
показала, что. если в полученных формулах для давления, скорости н рас­
хода при нестационарном движении жидкости время /—сю, то результаты 
совпадают с решениями стационарной задачи при граничных условиях 
(1-8).

2Ь'1.ПЬШ’ (1Ц USUBIMIbUP CUPJ-ni’UI! '■lll.Slil'Ihl.
1иП*1.ПЧ1к։|Ъ1>РПЬ1Г

Ч-. ц.

1J. if l|l n l|l 11 I if

III iintdbuiulipi(ptid I; fi/i/tflitl/'h in'll nhifd l,{[i ~iLrprtiij[t nj и in in g ji nh in p £tiipdnt- 

lip Auilfiitttlfli^i UfUitnLpm^ lnitqntlurli'iihpiiid (‘iui/ip It гцшЪш jit'll )t
^Lijnilj/l ^iupihf ШЪ [wjltinup [l'lH[lll1>llllllfllin'lj[t thinpimf npn i [I / nili I

llltllplll If 1[ 111 Ц [tip) UI j/llt d 111 nil lilt] lllb UI d in'll p ft UI [blip It if If ft I. jl ll'fl If ft 111 f ,'111 l/iu uiu pni tl - 
ЪЬр/t ,lUli lulpnptjp phplif If l> 111 J/i'll UI if UI Hill p tl ufh I, pji -t Hid urljlll ptf />h ft p 111 fl I, I nil 

iuin/puiiji \ttпгфиjti-n[) >in'llp uinuigiljiid I; /tihifp/i t/iiul{ puAnidpi И piijifuni hit 

dh^dnili, ut p tn tfii i (If in'll, hplpn i‘lnulfur֊՝U h fill гцшрии!/in'll li/plipfi фифи^п! m'h орЪЪр- 

'iiLppt l.mdi/picd /. /pi'll If ph in ptluipAi opfibnilp

NON-STAT1ONARY FLOW OF LIQUID IN PERMEABLE 
WALLED TUBES
G. A. BABAJAN1AN

S n m in ary
Non-$tationary isothermal (low of noncompressible viscid liquid in 

flat and cylindrical permeable tubes is considered. The laws o( vari- 
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a lion pressure, rate of longitudinal and transversal discharge of liquid 
are determined.
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ИССЛЕДОВАНИЕ УПРАВЛЯЕМЫХ ДВИЖЕНИЙ УПРУГОГО 
МАНИПУЛЯТОРА С ТРЕМЯ СТЕПЕНЯМИ ПОДВИЖНОСТИ

ГУКАСЯН А. А.

I. Исходные предположения и постановка задачи. При исследовании 
динамики манипуляторов их звенья обычно считаются абсолютно тверды­
ми телами. Однако, при движении управляемых систем, к частности, ро­
ботов и манипуляторов, в ряде случаев существенную роль играет упругая 
податливость конструкций. Упругость системы приводит к дополнитель­
ным колебательным степеням свободы. Исследование динамики упругого 
манипулятора было в общем случае проведено в работе [ 11, где рассмот­
рен многозвенный манипулятор с произвольным числом шарниров. В дай­
ной работе на основе методики, описанной в [1]. исследуется динамика 
упругого манипулятора, схема которого приведена на фиг. 1. Манипуля­
тор имеет три управляемых степени подвижности (две юступательные и 
одна вращательная), соответствующие изменению длины рабочей части 
звена манипулятора, его Вертикальному перемещению и повороту вокру՞ 
неподвижной оси. В качестве механической модели рабочего органа (руки)

манипулятора принимается тонкий 
нерастяжимый стержень, подвержен­
ный слабым изгибным деформациям. 
На конце стержня находится груз (/,
который предполагается абсолютно 
твердым телом. В недеформироваи- 
иом состоянии стержень имеет пря­
молинейную форму.

Для описания движения манипуля­
тора введем две правые прямоуголь­
ны։ системы координат ОХ Х:Х' .։ 
О,Х,Х_Х. Ось ох- инерциальной 
системы ОХ Х*№ направлена по
вертикали и является осью вра­

щения стержня. Система О.Х.Х.Х. является неннерпиальиок системой 
координат, которая связана с перемещающимся стержнем. Начало коор­
динат совпадает с точкой пересечения стержня с осью вращения. Ось О,Х, 
направлена по вертикали и совпадает с осью вращения ОХ\ Ось О.Х на­
правлена по касательной к упруго»։ линия стержня в точке О„ Ось О,Х. 
дополняет систему до правой прямоугольной системы координат. Точку 
О. будем называть основанием рабочей части звена манипулятора.
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Управление манипулятором осуществляется силой /'г. приложенной в 
точке О, и направленной вдоль оси OtX-_. силой F,. приложенной в точке 
О. и направленной вдоль вертикальной оси ОХ3, и моментом сил М. при­
ложенным к оси вращения.

Введем следующие обозначения: сс — угол поворота касательной к 
упругой оси стержня в точке О вокруг оси вращения ОХ՜' (для краткости 
величину а будем называть углом поворота стержня), / длина рабочей 
части эвена манипулятора (от точки О д , нагруженного конца стержня). 
il — высота основания рабочем части звена манипулятора над горизон­
тальной плоскостью ОХ'Х-’. С(/, /)—вектор смещения нагруженного 
конца упругого стержня, л, — проекция вектора смещения на ось 
О,Х։. х, — проекции вектора смещения на ось О,Х.. В силу не- 
растяжимости стержня и малости упругой деформации можно в 
рамках линейном теории упругости считать, что вектор I (/. •') ортогона­
лен радиусу-вектору нагруженного конца недсформироеанниго стержня. 
Массу !>iv звена манипулятора будем считать пренебрежимо малой по срав­
нению с массой груза т (//*., « IH) и полагать i)! 0. Такое предположе­
ние позволяет рассматривать динамику манипулятора в квазистатическом 
приближении [ I]. В этом случае координаты х,. л.. /. А’. а вполне опре­
деляют конфигурацию деформированного стержня (стрелы манипулятора).

Кинематику движения упругого манипулятора я рамках чиненной тео­
рии тонких прямолинейных стержней, считая упругие смещения малыми 
можно задать следующими соотношениями:

0։ = а + х։ 7, q*֊ I, q,~h — ха (1.1)

С точностью до бесконечно малых высшего порядка обобщенные коор­
динаты q (I 1, 2. 3) суть: (],— угол между осью OV инерциальном 
системы отсчета и отрезком прямой, соединяющим основание рабочей 
“сети стрелы манипулятора (точка О։) с нагруженным ее концом, q2, Ч, 
проекции радиуса-вектора (относительно точки О) нагруженного конца 
стержня, соответственно на оси О,Х... ОХ вращающейся системы коор­
динат.

В случае абсолютно жесткого звена манипулятора имеем л. - л — 0 
(деформации отсутствуют) и величины '• Ч.-Чз՜^ h
есть обобщенные координаты, описывающие кинематику движения 
жесткого манипулятора.

При сделанных предположениях и 'И„ ч- »1 следует <я метить, что соб­
ственные упругие колебания системы (стрелы) можно разделить на две 
группы. Если обозначить через С = М I* изгибную жесткость стрелы ма­
нипулятора (/-—модуль Юнга материала стержня. 7֊ момент инерции 
поперечного сечения), то частота колебаний первой группы будет порядка 
(С/гП)} •*, а второй группы — порядка (С:чг )! 2. Для колебании первой 
группы перемещение груза существенно, а стрела манипулятора деформи­
руется квазистатически. Вторая группа состоит и ՛ бесконечного числа мод 
колебаний высоких частот, отвечающих упруги.ч волнам в конструкции ма­
нипулятора. Перемещения груза G. обусловленные этими колебаниями, 
малы, а в силу их более высоких частот они затухают намного быстрее, чем 
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колебания первой группы. Поэтому колебаниями второй группы можни 
пренебречь. 5 читывал лишь колебания первой группы, энергию упругих 
деформаций системы можно вычислять, считая смещения квазистагиче- 
скими.

Кинетическая энергия движения манипулятора с грузом на конце рав­
на [4]

Т = ^т.(д] : <?з Т (1-2)

Потенциальная энергия манипулятора с грузом я поле сил тяжести 
П и потенциальная энергия упругих деформаций звена манипулятора П։ 
равны

П = — т^д3 (1.3)

П։^3£/(х?^х*)/2/> (1.4)

Кинетическая 7 и потенциальная энергия II г. соответствии с. предпо­
ложением и;,, /» включает лишь кинетическую и потенциальную энер­
гию груза 6'. Потенциальная энергия П, есть энергия малых упругих сме­
щений стрелы манипулятора.

Функция Лагранжа имеет вид

1 . . . . о
= — т (4֊ д] 4֊ <7а Я]) 4֊ дя —ЪЕ](х֊ х$)/2д* (1.5)

Обобщенные непотенциальные силы, соответствующие обобщенным 
координатам д'}, д?» д$, равны О А/, О ==£г, <2г=/։- Этот факт 

''2 Ъ
непосредственно следует из выражения для работы 511^ потенциаль­
ных сил на виртуальных перемещениях:

4-мц՛
Уравнения Лагранжа, описывающие движение рассматриваемой систе­

мы в обобщенных координатах д>, Цл, д\, <$, согласно ( 1.5) принимают 
следующий вид (см. [I], (3])

т—(<ЦЯх> = С^д^х՝. тд2~ тд2д{ = К
(К (11

т {1~ Яз — С։ (д^) л’з» -И — - С„ (<7$) л։ (1.6)
<1!

= С, (9$).V,
о о

где С\ (д^) = 3 Е]; д}, С2 (д$) = 3 Е'^

Пос м дняг два уравнения системы (1.6) являются вырожденными и опи­
сывают условие равноиесия безынерционного манипулятора.

Исключая и С2(<7$).г, из системы уравнений (1.6), полу­
чим
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т~ (<?’<7։) = М т— д2 ֊ тд2д\ = Р2 
а( а։

(1-7)
г 

аг

Для абсолютно жесткой модели, когда х, ~ х ~ 0. система (1.7) при­
нимает следующий вид:

™ ) ֊ М. т д° ту = Л?

(1.8) 
т ({ $-т<^ - / ?

а1

Так как л՛! и хЛ — малые величины, а Л/ и А։ конечны, то из 
М = С, (д՛,) хх и -= С'։ (д2) х, следует, что коэффициент жесткости 
должен быть велик. Следовательно, получим

= (1.9)
С,х։ = »‘Л1։ е 1 (1Л0։

Здесь г малый параметр, а Кх, А2, А։, —величины порядка еди՜
ни цы.

При сделанных предположениях динамика упругого манипулятора 
описывается уравнениями (1.5) (1.7). (1.9), (1.10). Основываясь на этих 
уравнениях, можно решить различные задачи динамики управляемого дви­
жения упругого манипулятора.

2. Кинематическое управление. Пусть задан чакон изменения 
д,(0» <?г(0» <й(0* который реализуется двигателями Требуется найти 
движение груза о։(/), д.(/), д . (О, а также силы Р}. Р. и момент М, 
обеспечивающие заданное движение для упругого манипулятора.

Подставив формулы д, д,(/) — Р Х.!д'}, д2 = д2(/) и да = дз(О— 
— РХ3 в первое и третье уравнения системы (1.6), получим для Хх (/) 
и Х3 (/) следующие уравнения:

/п֊|(д?+-^ед?Г д;| =-С2(^гХ, (2.1 )

т у- < — ֊' (<?з) ֊% (2‘2)
(Н

Уравнения (2.1) и (2.2) содержа։ малый параметр ври старших про­
изводных. Их решение в первом приближении ищем в виде [ 1|:

(2.3)

ХМ=и^)^г.{-) (2-4)
где т—«быстрое» время Слагаемые >/, (/) и ул (/) описывают медленное 
(квазнстативеское) смещение, характерное время которого является вели­
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чиной порядка единицы (порядка времени процесса управления манипу­
лятором). Быстро изменяющиеся слагаемые г- (т) и (г) описывают уп­
ругие колебания, период которых порядка £

Подставляя соотношения (2.3). (2.4) в уравнения (2 1) и (2.2). вы­
числяя производные и опуская члены О (е2), получаем для относительно 
медленно и быстро изменяющихся слагаемых следующие уравнения:

• . . о .. о „ V
- //;, (Г)/^ ! т:^)дц, 4֊ '-»|С-)/^}1= О (2.5)

4. 0 п
><?з~ /п^ —/(/3(/)/^; —>п;3(т) 4- Ц 0 (2.6)

где л 3 г2 Е] ~ I.
Первые фигурные скобки в (2.5) и (2.6) заключают выражения, ха­

рактеризующие квазистатические изменения, не зависящие от т, а вторые 
скобки объединяют быстрые слагаемые, зависящие от т. Потребуем, что­
бы каждое из выражений в фигурных скобках (2.5) и (2.6) равнялось ну­
лю. При этом используется произвол, который содержится в представле­
нии решения а виде суммы (2.3) и (2.4).

Приравнивая нулю медленные слагаемые в (2.5) и (2.6), получим 
и .. «

Лц<«ва0։(О =<$( ֊ тд'^—^тд^/З Е] (2.7)
о

^зм=,-2</3 (О = ^(т^—тд){3 Е/ (2.8)

Соотношения (2.7) и (2.8) определяю՛! квазистатические упругие смеще­
ния.

Приравнивая нулю быстрые слагаемые в (2.5) и (2.6). для <, (т) и 
•2. (г) получим следующие уравнения:

~ .-.(֊) (2.9)
(1՜ \ сН а7

где

«(/)= тд.,(1), ?(/) —'/?:(/), Е(1) - д3(() т; £ = 1; 3

Дифференциальные уравнения (2.9) описывают колебания механиче­
ской системы с медленно изменяющимися параметрами. Такие уравнения 
исследуются при помощи асимптотических методов [2].

Общее решение уравнения (2.9) ищем в виде

•/(') = о,(/)сов ФДО (/ = 1:3) (2.10)

Величины а (О и ф( (/) как функции времени определяются следующими 
дифференциальными уравнениями:

и
в-.

а (/) ֊ ——- — (2(/)ш(/))
о

5]П ; лч (1\

(2.П)

М')=-■>(<) 2м(0;(/)о (0]
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где
.»(<) = /FW(7). fti(/) = /?(Oo,(0«.(0; < = 1; 3 (2.12)

После вычисления интегралов при постоянном t получим следующие 
соотношения для <։։(/) и 4 (О*.

аДО = а1(/и)[«Ц/о)/‘»(/)]’я
(2.13) 

г
h (0 = ‘ 1 | «*(М di\ 4-М<>) 

h
Для определения произвольных постоянных а( и мрг ((») « реше­

нии (2,13) следует воспользоваться начальными данными. Пусть при 
t /„ заданы упругие смещения i< (I .) и скорость их изменении д, (/„). 
Приравняв эти величины соответственно решению г2 Л' (О н его произ­
водной при I получим

-г (Jj/C)cos = i 3 дгД/ф)
(2.14)

— с ՝ а, (О ”՛ (/0) 5*‘П >/(/„) ։ 5 хД/0), (г =1; 3)

В лени։։ части второго равенства (2.14) опущены члены порядка г*. 
Из равенства (2.14) видно, «то начальные данные должны иметь следую­
щие порядки малости: х< (G) ~ f'',*;(!•) ~ г (в противном случае нс бу­
дут выполнены сделанные предположения).

Из уравнения (2.14) получим

«, (zo) =[(^/ (U ~ ֊ ^ xi (U)’®՜ У о) г ։ Xi (/0)]' V» (to)
(2.15)

’h(zo) =arcts UoV- (17, 1 ' *{0о)]л0о)

Подставляя соотношение (2.15) в (2.13). получим

а, (0 = I՝" Go) (17/Go) — Е'*х Go))7«G) - (/о)М’“» (70) «(/)]”

t
jKG)=4՜’ ' w (/J ч-arctg Х։(/О) «ЬМ'о)—: ' t. (UJM'o) (2.16) 

t.

Управляющий момент М н силы Л։, F., необходимые для реали­
зации заданных законов q\՛(/) (7=1, 2, 3), найдем, подставляя в 
М - - Cj(gJ) х։ и Л։ выражения (2.3) м (2.4). Получим со­
ответственно

М* = — С.(^) f (yx(t) -г (■։/) = .Wv 4֊ Мх

/'7= С։(7$)։г(1/э(/)-г-Л--)) = ^։л/4֊Г։. (2.17)

2 Известия Al I Армянской ССР. Механик* N. J
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Следовательно, момент М и силы /'2, необходимые для реализации 
заданных законов д"(/) (/'—1. 2. 3), для упругого манипулятора 
равны:

о м - л/Ч м'
где /ч', /•?, M определяются из (1.8), a Ft равно

/■= 2zng$ 7'J (xi 7^)’ ~ rn7(2‘ [(Xj <y?) J* (2.

Итак, в случае заданного кинематического управления 7, (0 О — 1 
2. 3) определяются упругие смещения, а также управляющие силы / ,, 7 
и момент М. обеспечивающие реализацию рассчитанного движения.

Смещения х< (։ = 1: 3). момент М и силы F представляются в ви­
де суммы двух слагаемых; медленных или квазистатичетких и быстрых, 
которые имеют одни и тот же порядок.

3. Динамическое управление. Предположим теперь, что задан закон 
изменения управляющих сил /,1(70, О. F.-tq", i) и момента Л/((Д О 
Этот случай, который будем называть случаем динамического управ 
ления, включает как программное управление Л/°(f), F\ (/), /;Ч). так 
и управление с обратной связью М(</Н, r\(qc), /:'.(д°).

Требуется найти движение упругого манипулятора с грузом 
то есть в конечном случае у‘.'(/) и 7, (0 (7=1, 2 3). Считая Л/(7°, /) и 
/•՝. !} заданными, выразим х։ и х3 из М——/'։=С\(710 х
и подставим в соотношение (1.1), при этом получим

7i — g? -՛ М (д°. 0/д° А'2 (др; д® = др да = д? -s"(д°. О (др (3.1) 

Здесь использованы также представления (1.9) и (1.10). Подставив (3.1) 
в ( 1.7) и разложив правые части уравнений (1.7) в ряд но получим

?>) = Л/ 9». I) 
dt

m — 7, — mg F1(qQ, t) — г2 ц2
<// 

(3.2)
d ■ m — qn 

dl
— тд, q՝i - F■: (g°. 0 — s‘i*a

где

!։2

(^) \֊/\W. п~;1 К,(9'0

, =« (,». о ^19» Ks (о») + г։ (9“, 0 К, (9»)

= Л/(’։՛ ') 3^' I ’5 <9?) + (9°. О I (9?

(3.3)

Величины 2-}1։ (7=1, 2, 3) рассматриваются как малые добавки к 
Л*(<7°. 0. ^(д0, <). Л (7°. О.

В случае, когда з-;-ч(/— 1, 2, 3) равняются нулю, уравнение (3.2) 
совпадает с уравнением абсолютно жесткого манипулятора.
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Решая уравнение (3.2) при определенных /•?, Ло и М°, можно в 
конечном итоге получить закон изменения 7,(7) иля 7° (7=1, 2, 3).

Итак, влияние упругости в случае заданных М (7°, /). ^1 (<?°. О, 
О учитывается, если о уравнения движения жесткой модели, взя- 

тые в любой форме, »вести дополнительные малые силовые слагаемые, ко­
торые определяются равенствами (3.3). В этом случае решение для пере­
менных 7, (0 и (/ (О не будет содержать я отличие от п. 2 быстрых упру­
гих колебаний. Движение будет отличаться от движения жесткой модели 
малыми медленно меняющимися добавочными смещениями.

4. Заданное движение груза. Рассмотрим теперь случай, когда желае­
мое движение груза задано в виде д, д. (I) (։ — 1. 2. 3), где д, (7) — из­
вестные функции. Требуется определить программный закон измене­
ния Л/(/). Л'1 (0 и /’зХ/) для упругого манипулятора. Предполагаем, 
что начальные данные отвечают заданному движению, то есть 7,(0) = 
= 7,-(0), 7,-(0)=7,-(0) (7 — 1, 2. 3). Воспользуемся уравнениями движе­
ния в форме (3.2). В этих соотношениях следует положить д1 = д, (/) 
(7=1,2, 3) и отождествить М'\ !՛ ?, с искомыми Л/(7),/‘1 (7) и/2 (/).

Разрешая полученные равенства относительно М (7), 1г (I) и 
Л (7), найдем

М (/) = №=(7) + ^(7)=Л(7)Ь 5% (4.1)

где и, (7 — 1, 2, 3) окапываются равными нулю:

ь-ад +6(9*.
(4.2)

( Ь=м (,*. л ֊' ч:, к, г, (9«. 0 I к, (,:) ~ о

1>,= ,Ч(9’, п^1<ь л-,(<) + г,(ч*. о֊£/ кдч^ о
с'<7] I иЧз I

и

Л/* (/)= <Ц). ^7 (7) т ^7
а1 а 7

14.3)

/•'(/)= т ֊— д* тд',(д\)~ 
(И

Здесь М (7), /д (/), /֊'>(7)— законы изменения силы Г\, г* и М, 
обеспечивающие заданное движение 7* ^/) (7= 1, 2, 3). Дополнительный 
малый момент и сила, компенсирующие с՜՜ ц. (7 = 1,2. 3), определяемые 
равенствами (4.2), в этом случае равны нулю.

Соотношения (4.1) и (4.3) дают решение поставленной задачи. Итак, 
для решения задачи управления с упругим элементом, в отличие от жесткой 
модели, надо учитывать те дополнительные силы и моменты, которые 
обусловлены упругой податливостью звена манипулятора.

19



Автор благодарит Ф. Л. Черноусько за постановку задачи, а также] 
\. Д Акуленко и II. II. Болотина за полезные замечания.

ՂԵԿԱՎԱՐՎՈՂ ԵՐԵՔ ՇԱՐԺՈՒՆԱԿՈՒԹՅԱՆ աստիճան ունեցող 
ԱՈ՚ԱԶԴԱԿԱՆ ՄԱՆԻՊՈՒԼՅԱՏՈՐԻ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒՄԸ

IL II.. ՂՈՒԿ1Ա13ԱՆ

Ч. մ փ II փ ո I մ'

Դիտարկվում Լ շարւք ունակության երեր ղեկավարվող աստիճան ունեցող 
միօղակ ifանիպւոյյաւոռրի դինամիկական օղակի առաձգական րնկերկելիու-\ 
թ յան հ աշվ uitiniJ ով. որր բհրում I, Լրացուցիչ տատանողական աղատութ/ան աս- | 
ուիճւոններիէ 11'անիպու(յաէոորի օղակը ենթադրվում է թույչ դեֆորմ ագվողՂ 
չձգվող առաձգական ուղիղ ձող, որի ծայրին ղանվու մ Լ րես, որը ենթադրվում 
Լ ր ա t) ա րձէոկ կոշտ մարմին: Մանիո/ուլյաա՚որի օղակի ղանղվածր ենթադրվում 
Լ ա ր ՛. տմ ար li/իորեն փորը համեմատած բեռի վանգվածի Հետւ Ղեկավարումը 
իրականա գվում Լ չդեֆորմ արված օղակի երկայնությամբ աղղող իշ, ուղղաձիգ 1 
ւսղգոգ !' । ոէմերով հ Ն ումաղույղով, կիրառված պատման աոյււնրրին:

THE INVESTIGATION OE CONTROLLED MOTIONS OF AN 
ELASTIC MANIPULATOR WITH THREE DEGREES OF FREEDOM

A. A. GUKASIAN

S u tn m a г у

The dynamics of a sigle-llnk manipulator with three controlled? 
degrees of freedom is investigated, the elastic stiffness of the link 
giving rise to additional oscillatory degrees of freedom being taken i nted 
account. '1 he link of the manipulator is suggested to be a weakly՛; 
deformalle rectilinear rod loaded by the rigid body on one of its end.] 
The mass of the link is neglected with respect to the mass of the load.? 
The control of the manipulator is carried out by force /Հ, directed; 
along the link, vertically directed force Л. and a torque M. applied to| 
the axis of rotation.
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НЕКОТОРЫЕ ОПТИМАЛЬНЫ!-: ЗАДАЧИ СТАТИЧЕСКОЙ 
АЭРОУПРУГОСТИ ДЛЯ КРЫЛЬЕВ ИЗ КОМПОЗИТНЫХ

МАТЕРИАЛОВ

БАНИЧУК Н. В.. ИВАНОВА С Ю.

Сформу. прэзаны задачи минкмизацни веса прямых крыльев большо­
го удлинения и. х.оттески армированных изотропных композитных ма­
териалов пр;, ограничениях но критическим скоростям дивергенции и ре­
верса. Выведены необходимые сдэвия экстремума и с их помощью найде­
ны оптимальные распределения концентрации армирующих включений ;։■> 
размаху . ыльев. Оценены выигрыши по весу, получаемые за счет опти­
мизации.

Ранее задачи оптимизации рассматривались, в основном, для крыльев 
из однородных материалов | 1—5]. Решение задач с учетом ограничений 
по дивергенции и реверсу получено в [ I. 2. 6 -8]. Оптимальному проек­
тированию балок, колонн и оболочек вращения из композитных материа­
лов посвящена работа [9].

1. Рассматриваются задачи минимизации веса прямых крыльев боль­
шого удлинения при ограничениях, наложенных на критические скорости 
дивергенции крыла и реверса элеронов. Материал крыла представляет со­
бой упругий изотропный композит, хаотически армированный жестким։։ 
включениями. Эффективный модуль сдвига (х) (.՝ - координата, изме­
няемая вдоль размаха крыла) композитного материала связан с концен­
трацией армирующих включений ц (х) соотношением [ 10]

<7 (v) = Со (։ + «’; W) ИО

а = ------ 1. =

где Е։—модуль упругости армирующего материала, л и модуль сдви­
га матрицы. Функция ։|(х). описывающая распределении концентрации 
армирующих включений по размаху крыла, выбирается а качестве искомой 
управляющей переменной, подлежащей определен .ю из условия миниму­
ма функционала веса

I
j=A (’ (х) dx + В (1.2)

V U
A = g/՜’ V (о. — рт), В gr.ml

21



Здесь ՛' размах крыла, где V объем, занимаемый силовым мате­
риалом, g՜ ֊ ускорение свободного падения, ।._ и р„, — соответственно плот­
ности армирующего материала и матрицы,

Fl.i концеп՛։ рацию ’] (х) армирующего материала наложены ограни­
чения

О %. 'Птщ < Л (х) < ''jliu X <1 (1.3)

Для описания деформации применяется балочная модель крыла. 
О*՝ь л считается совмещенной с упругой осью крыла. Деформации крыла 
характеризуются в рассматриваемой модели углом закручивания •") 0(х). 
.Аэродинамические силы, действующие на крыло, вычисляются согласно 
теории несущей полосы.

2. Рассмотрим задачу минимизации веса крыла за счет оптимального 
распределения концентрации армирующих включении по размаху крыла 
при заданной критической скорости дивергенции. Запишем уравнение рав­
новесия я граничные условия для упругого крыла в потоке газа | 11. 12]

+ =0 (2.1)

H(0)=(G7A,), ,=0

где с—хорда, вс— расстояние между линиями аэродинамических центров 
и центров кручения (упругой осью). С’ — коэффициент подъемной силы 

<? — pv”72 — скоростной напор, п скорость, р плотность. Нижним ин­
дексом х обозначается дифференцирование но этой координате. Для опре­
деленности рассматриваются прямоугольные крылья и поэтому считается, 
что величины с и с не меняются по размаху крыла. Граничные условия 
(2.1) соответствуют жесткому закреплению в iohkc х ֊ 0 и отсутствию 
сосредоточенного момента у свободного края, го есть при х — I.

С использованием безразмерных переменных и обозначений х'=х/'.

Л* = Л/'.тзх, *;Inln = ’}tnlii/yloax, '•*' = Су С/еС /' = (]— В)/А ОСНОВ­

НЫМ соотношениям задачи оптимизации можно придать вид (штрихи 
опускаются)

((14֊ ал) А»)< 'гА 0 (2.2)

А(0) = ((14֊ал)йЛ i=0 (2.3)

<՝ Л ml И I ‘--'•1 (2,,fl)
J

/= Л (х) dx — min (2.5)

и

Требуется определить распределение концентрации ц = ։| (х), мини­
мизирующее функционал (2.5) при ограничениях (2.4) и такое, что дивер­
генция крыла реализуется при заданной критической скорости Z. Заме­
тим, что критическая скорость дивергенции дается минимальным собствен­
ным значением задачи (2.2), (2.3). Задача на собственные значения (2.2), 
(2.3) является самосопряженной и положительно определенной.
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Это обстоятельство вносит известные упрощения при получении необ­
ходимых условий оптимальности. Проводя стандартные выкладки, получим 
выражение, связывающее вариации минимизируемого функционала с ва­
риацией управляющей функции

V = (1 —«oHjoijrfx (2.6)
V

Через 'л обозначена некоторая неизвестная константа. Из условия ми­
нимума bJ 0 получим необходимые условия оптимальности

эаН? = 1 при rim։o <С т. < »
(2.7 

зо* *; ' • ! яри т,=. 1 и э<|Н; <֊ 1 при Т) = »։11։։|,

В точках выхода функции ц (л) на ограничения должны выполняться 
условия Вейгрштрасса-Эрдмлн,«. «.видящиеся и рассматриваемом случае 
к требованию непрерывности функции ц (՝) в этих точках

Построение аналитического решения основывается на нспол ем танин 
основных соотношении .«дачи (2.2)—(2.4) и необходимых условий опти­
мальности (2.7) Из условия оптимальности (2.7) вытекает, что нс. участие 
изменении переменной х, где т.п с <С 1. зависимость н от х дается 
в сражением

е=-Д=-гС, (2.8)
I ’О

Подставив (2.8) в уравнение (2.2) и выполнив интегрирование, по­
лучим

■>, =------- х՜-------- J за С\х — С. (2-9)
2а а

Формула (2.9) справедлива при in С т. 1 • При проведении 
дальнейших рассмотрений положим т _ 0 и через х.» х будем 
обозначать соответственно координаты точек, и которых функция ՛. (х), 
определяемая согласно (2.9). достигает своего нижнего ('. — 0) и верх­
него (>, = 1) предельного значения. С использованием этих обозначе­
ний и приведенных формул (2.8), (2.9) оптимальное решение может 
быть представлено и виде

H=C3sin( 2_+ С4) , <= 1. 0<д <х (2.10)
\] о—1 /

А = —*----Ь Ср х-——] ?а С|Х — С;. .v х х.
I за 2а а

Н == С»sin ('х Cj. л -- 0 х. х 1

В выражения (2.10) для Н и ft входят 9 неизвестных констант: 
«, х., х.., С. (/ = !,-••. 6). Константу С> определим из условия нор­
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мировки г'(11 — 1- Получим С5 = 1. Для отыскания остальных восьми 
констант используем два граничных условия (2.3) н шесть соотноше­
ний, выражающих условие непрерывности функции г (л), н (х), н, (х) 
в точках х — х , х — х . С- использованием граничных условий полу­
чим С\ = О, Св = 1 2т. л. Определение остальных неизвестных сводит­
ся к отысканию х . х из решений системы двух трансцендентных 
уравнений

>. 1 а+ 1
֊(х? -х*)-1=0
2а

(2.11)

(I ' . 1 Кх— * \
-----------(и - — — + х.֊х֊)-1=0

/. р а 4- 1 '

и вычислению г, С։ С։, С3 по формулам

1=1 'а> ‘ з(п’ (> (1 х .)), С։ со$ • (1 х )---- -у-—
I аа

» X» ,  __________ /
С-- 1 ! —х- -------| за С։х , С, = | а • 1/Х Г яасоз!

2а а \ka4-l

Система уравнении (2.11) решалась численно методом Ньютона. Рас­
четы проводились для значении параметра а - Виа 10. Вариант с 
а 8 соответствует углепластику, а вариант с а 10—боропластику. На 
фиг. 1 показаны полученные в результате расчетов зависимости величин 
х и х от параметра > соответственно для случаев а 8 (кривые 
1, 2) и а — 10 (кривые 3. 4). На фиг. 2 кривыми 1, 2 показаны опти­

мальные распределения х< ։цеп*;>а_,ни ։(х) при а — 8 для случаев 
/ =4 240 и » - 4,665. Для сравнения прямыми линиями 1, 2 показаны 
постоянные распределения соответствующие тем же значениям л и 
параметра и. Значению ՛ В11 = "2 соотистс гпуст решение с 
?, (л) 0(0 х 1). Дли всех расе штанных решений с /.>к/2, как 
это видно из риг. 1 и 2, реализуете» выход и., нижнее ограничение.
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Выход распределения концентрации т((х) на верхнее ограничение 4=1 
происходит для значений / >4,24. Допустимые значения параметра Л 
для которых проводились расчеты, не превышают величин!.: Л:и։ = 
= 1/2-1 а -]- ], определенной из условия, что 4(х) 1 при 0<л'<1.

Для распределения выигрыша, получаемого за счет оптимизации, срав­
ним по весу (по функционалу 2) оптимальное крыло с эталонным крылом 
тех же размеров и с тем же значением параметра л, но для которого рас­
пределение армирующего материала по размаху крыла является постоян­
ным ц (х) = СОП51. Относительный выигрыш в весе б оценивается по фор­
муле

0=1- а — (х-- — 1' адС։(?-<)т (2.12)
4Хг — »■ \ 6а 2а

•г С2 (X; ֊ х-) )

Найденные в результате расчетов зависимости б — 6 (л) показаны на 
фиг. 3 кривыми I и 2 соответственно для случаев а — 8 и а 10.

При изменении л и диапазоне 
4,3 4,4 выигрыш в весе, оценен­
ный по формуле (2.12). составляет 19— 
18 о. Существенная зависимость о от < 
проявляется в окрестности точки л=4т*х-

3. Рассмотрим задачу минимизации 
веса прямого крыла большого удлинения 
с элероном при заданной критической 
скорости реверса элерона. Как и в пре­
дыдущем параграфе, в качестве искомой 

концентрации 4 (х), ауправляющей функции примем распределение 
ось х совместим с упругой осью крыла. Угол (х) закручивания кры­
ла относительно этой оси и угол 8 (х) отклонения элерона представим 
в виде н (х) (х). 3 (х) — гох(х). Функция 7. (х) на участке распо­
ложения элерона рч/, ;2| считается заданной (для жесткого элеро­
на ‘/’.(л*) 1). На остальной части крыла Х(х) = 0. Размах крыла / и
параметры <х, удовлетворяют неравенствам 0 < < 1. Интегро- 
дифференциальное уравнение упругого равновесия крыла в потоке га­
за и граничные условия имеют вид |7, 11, 12]

(<?/?.»)- - Су ес-</?

«(0) =(67?4)л-./ ֊-=0

где дСу(д^ и дСт{о$ — заданные аэродинамические коэффициенты. В 
дальнейшем рассматривается случай прямоугольного крыла с жестким 
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элероном, расположенным по всему размаху крыла. В этом случае 
'։ = 0, а е и с не зависят от х. Приведенные соотношения (3.1)
представляют собой несамосопряженную краевую задачу на собствен­
ные значения, причем роль собственного значения играет скоростной 
напор (/. Наименьшее собственное значение 7 определяет критическую 
скорость реверса V ~ 2 <?/р. Если приравнять правую часть в урав­
нении нулю, то получим краевую задачу, совпадающую с (2.1) и опи­
сывающую явление крутильной дивергенции крыла.

В безразмерных переменных, введенных в предыдущем параграфе, и с

учетом обозначения d — 1 4֊ (оСу/дЪ) е, (р — при-

веденный скоростной напор) основные соотношения задачи оптимиза­
ции примут вид

I
((1 -гач) ®х)< 4- р® = 2р</ j x^dx (3.1)

о
?(0)«((14֊ач)Фх)ж-1=0 (3.2)

О < 4<nin < Ч < 1 (3.3)
1

J = \ Ч (х) dx — min (3.4)

Задача оптимизации (3.1) (3.4) заключается в отыскании распреде­
ления концентрации ц (л), доставляющего минимум функционалу веса кры­
ла и такого, что критическое значение приведенного скоростного напора р, 
являющегося минимальным собственным значением краевом задачи (3.1). 
(3.2), равно заданной величине.

11олучим необходимое условие оптимальности. С этой целью, вводя 
сопряженную функцию и (х), составим расширенный функционал Лагранжа

Выражение для первой вариации функционала, обусловленной вариа­
циями функций ц и <|. при помощи выполнения элементарных операций и 
Применения интегрирования по частям может быть записано в виде

tydx

((14֊ ач) ?>)h֊o֊- ((1 - ач) '?j *?]* 1

В дальнейшем будем считать, что сопряженная переменная является
решением следующей краевом задачи на собственные значения:
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1

((1: а?() 4-и!» =2’чУх (3.5)
з

•р(0)--((1Н֊а^'?д)4 1=0 (3.6)

Тогда в выражении для вариации функционала 1} все слагаемые. кроме 
первого, обратятся в нуль. Будем иметь

։

а./д=((1 а?А) (3.7)
о

Для функции Г|, доставляющей минимум функционалу 7 при ограниче­
ниях (3.3). должно выполняться неравенство 0. Данное неравенство 
с учетом соотношений (3.3). (3.7) приводит к следующим необходимым 
условиям оптимал ьност.ч:

1» = Лп»:п
а֊֊?х '?г ~ 1» ^пйп 7| (8.8)

Я?Х > 1 = 1

В точках выхода функции ц на ограничения и в точках с,. ?3 должны 
выполняться условия непрерывности величин ф и (1-г<гц)Фх-

В работе ' 7 ] показано, что для прямоугольного крыла при отрицатель­
ных значениях параметра г/ активным является ограничение по скорости ре­
верса, то есть что для крыла минимального веса, найденного при условии 
М = И« (р > 0 заданная константа), величина критического скоростного 
напора дивергенция удовлетворяет неравенству При положительных
значениях <1 определяющим является ограничение по скорости дивергенции. 
В последнем случае нужно вместо уравнения (3.1) рассматривать» уравнение 
дивергенции крыла (2.2). Доказательство, приведенное в [7|. распростра­
няется и на случай, рассматриваемый в данной работе. Поэтому ниже чис­
ленное решение задачи минимизации веса приводится только для отрица­
тельных значений параметра А.

Численное решение оптимальной задачи проводилось при помощи алго­
ритма последовательной оптимизации. Решение «прямых» задач на соб­
ственные значения (3.1). (3.2) и (3.5). (3.6) для функций <| (х) и ф (л) 
(при заданном распределении концентрации >) (х)) отыскивалось меч эдом 
последовательных приближений [13]. Улучшающие вариации управляющей 
функции 1] (х) выбирались по методу проектирования градиентов. При этом 
существенно использовалась формула для вариации функционала (3.7). 
Подробное описание применяемого алгоритма содержится в [14]. Опишем 
результаты расчетов для а = Ю (боропластик).

На фиг. 4 показаны полученные в результате расчетов концентрации 
включений для р = 7 и Т|т11| = 0,1. Кривыми 1. 2. 3 показаны соответствен­
но распределения, отвечающие значениям параметра с! = 0. — 1. —2. Рас­
пределение армирующего материала оказывается наиболее эффективным
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-близи закрепленного края, причем во всех рассчитанных случаях вблизи 
свободного края концентрация <| принимает минимальное допустимое зна­
чение. Представленные на фиг. 5 оптимальные распределения концентрации 
отвечают случаю <7֊ 0,5. ц т1п = 0.1. Кривыми с номерами 1. 2, 3 показаны

распределения I] (х), соответствующие значениям и = 17.09: 10,53: 5,69. 
С увеличением параметра и увеличивается область максимально до­
пустимой концентрации, поведение функции ц (л) в переходной зоне 

’I < О становится менее плавным.
Зависимость оптимального веса 7_. от параметра d показана на фиг. 6 

кривой 2 Для . равнения на этой же фигуре кривой 1 показана зависимость 
веса Л от параметра d для эталонного крыла с постоянным распределением 

Фнг. Ь.

роста дивергенции, а это означает.
висят от Л при б'>>0 (фиг. 6).

На фиг. 7 сплошными линиями

концентрации ц (х)— const. Размеры 
эталонного и оптимального крыльев, 
а также их аэродинамические харак­
теристики предполагаются одинако­
выми. Относительный выигрыш, по­
ручаемый за счет оптимизации, пока­
зан кривой 3. Для отрицательных / 
(в широком диапазоне изменения 
этого параметра) выигрыш состав­
ляет 20—21%. Для положительных 
■d. как отмечалось выше, определяю­
щим является ограничение по ско­

нто рассматриваемые величины не за-

I, 2. 3 представлены соответственно за-
виси мости функционалов веса для эталонного и оптимального крыльев, я 
также получаемого относительного выигрыша от р. Значение параметра </. 
отвечающее всем трем кривым, равно е7 = —0,5, Отметим, что линии, изо­
бражающие зависимости 1., и / «. от р, при постоянном II так же, как и ли­
нии, изображающие зависимость указанных величин от <7, при постоянном 
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р мало отличаются от прямых. Сопоставление рассчитанных зависимостей 
Л и /<от позволяет сделать вывод, что за счет оптимального распределе­
ния армирующего материала и подбора параметра <• можно значительно сни­
зить вес крыла.

В заключение заметим, что приведенные в данной работе решения даю՜; 
возможность при помощи только перерастяжепия и масштабирования пере­
менных получать оптимальные решения некоторых задач минимизации веса 
за счет варьирования толщин обшивки '< (х) по размаху крыла (материал 
однородный) при двусторонних ограничениях, наложенных на допустимые 
значения толщин.

.Асторы выражают благодарность В. И. Бирюку, В. В. Кобелеву, А. 11. 
Ссйраняну за полезные обсуждения и замечания.

ւ
ԿՈՄՊՈԱԻՏ Ն;ՅՈԻԹհՐԻ8 ԹհՎԵՐԻ ՀԱՄԱՐ ԱԷՐՈԱԴԱԱԴԱԿԱՆՈԻՐ՚ՅԱՆ 

ՄԻ ՔԱՆԻ ՕՊՏԻՄԱԼ ՍՏԱՏԻԿ ԽՆԴԻՐՆԵՐ

Ն. ’I.. 1«Ա.ՆԻՃՈ1*Կ. II. Hili’. 1’ՎԱՆՈՎՍ.

Ս. մ փ II փ ո ւ մ

Հողվածում ղիտարկված АЬ կոմ/ղողիտ նյո/թերի/յ թևերի կշոի մինիմицшц - 
ման խնղիրներ րսա որւրման կրիտիկական արաղ/ււթյ/ոն I։ Էթ/րոնի ղ1>/րձիչի 
կրիտիկական արաղաթրսն ։/ահմ անափ /г/կումն ե ր ով։

Սսւացված են օպաիմ/սլ///թյան անհրաժեշտ պայմաններ, րերվ/սծ Լ թվա' 
էին լուծում/

SOME OPTIMIZATION PROBLEMS OF STATIC AEROELASTICITY 
FOR WINGS MADE FROM COMPOSITE MATERIALS

N. V. BANICHUK. S. Ju. IVANOVA

S u in m a г у

The weight minimization problems for wings made from composite 
materials are considered under the constraints on the critical divergence 
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speed and critical aileron reverse speed. Necessary optimality c< 
ditions are derived; a numerical solution is given.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

.ОДивЬМш XXXVI. № 3, 1983 Механик,1»

О СХОДИМОСТИ ОДНОГО МЕТОДА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ 
ПРИБЛИЖЕНИИ В КЛАССЕ ЗАДАЧ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ

ПЛАСТИЧНОСТИ

БРОВКО Г. Л.

В рамках общей теории пластичности А. А. Ильюшина [ 1| в качестве 
ее частного варианта [2] предложена теория упруго-пластических процес­
сов малой кривизны, для которой проведен анализ постановки и методов 
решения краевых задач [3]. В отличие от теории малых упруго-пластиче­
ских деформаций [4], обладающей целым рядом хорошо обоснованных и 
подробно изученных методов [5 7]. в теории упруго-пластических про­
цессов малой кривизны расчетная методика требует разработки. Для ре­
шения краевых задач это։։ теории [8] предложен метод последовательных 
приближений — метод семидискречизацин |9|. В настоящей работе дано 
доказательство сходимости этого метода, одновременно устанавливающее 
существование решения краевых задач (единственность решения установ­
лена в [10]) и некоторое свойство его гладкости. При доказательстве з- 
осиовном используются подходы, методика и обозначения, принятые в ра­
ботах [5—7, 11—14].

Краевая задача теории упруго-пластических процессов малой кривиз­
ны |8] описывает кваэистатический процесс деформации начально неде- 
формнрованного и ненапряженного изотропного упруго-пластического те­
ла, занимающего область трехмерного пространства £2 с границей •$. на 

отрезке времени / £ [0, 7’] под действием объемных сил /'(л՜,/), за? 
данных в 0 2 X [0, 7”], поверхностных сил Т, (х, /*),  заданных на 
части Х9 = 59Х[0, 7*|  поверхности - 5 [0, 7’], при граничных ско-
стях перемещений ф (-V, /), заданных на остальной части < [0, 7]
(5» П $<. — £) поверхности I. Задача состоит в отыскании вектор-функ- 
цик скоростей перемещений точек тела V (х, /), тензора скоростей 
деформаций V.. (х, /) и тензора напряжений : ... (х, (). Предполагается, 

что внешние нагрузки обеспечивают в каждой точке тела упруго-пла­
стический процесс рассматриваемого класса (малой кривизны).

Доказательство сходимости метода проводится для обобщенной фор­
мулировки краевой задачи, выражающейся в операторном уравнении [8]

Д (1.1)

где А: 7։((0, 7’]. Н(У))•֊»/„ (|0, 7'|, /У*  (2)) — основной оператор 
краевой задачи теории, — заданный элемент из ([0, Т՝], Н {-))> 



определяемый внешними нагрузками, V — искомый элемент г 
£։([0. Т], Я(У)).

Согласно основной схеме метода ссмидискретизацнн [9] производив 
ся разбиение рассматриваемого интервала времени [0. 7 ] ка /V отрезке 
длины Л точками (п — п&(п =0, 1, 2,---։ Л1’; /о = О, /л»=7'), вводите 
кусочно-постоянное (семидискретное) приближенное предст?влеш| 
V (х, Г) неизвестной вектор-функции скоростей точек тела V (л*,  /)Я

(х, I) = у<п> (х) при / £(/„-х, /я| (п=1, 2,-- Л') (1Я

а также аналогичные представления других функций процесса, и относя-I 
только у<п‘(х) поэтапно для п - 1, 2......Д' решается рекуррентная после,
дователъность краевых задач, выражающаяся при выполнении кинемата I. 
веских граничных условий интегральным соотношением

[ ,,/₽■<'•՝ (х) с0 (х) [ л- (х) с,- (х) л + • I

и ՝--
+ (ху.<(х} <15 (11՝

*^а

с произвольной мгновенной виртуальной скоростью 7 (л՜). В соотношсшп 
(1.3) величины Г/ *"• = (Л՞1 - Л'°-։>),'Д и Г.,”'՞’з (Л“։-1 

средние скорости изменения заданных внешних нагрузок на л-ом этаИ 
пе, а приближенное значение средней скорости изменения напряжений 
на л-ом этапе з; ?₽•<**)  = (о<*!> —з’^ 1։)/Д выражается через искомую вел 
тор-функцию уГиЦл) в виде

=.■/- :"'=2б 1 - (з՛--) । „у, + (, 1

$ • $ ■

-26>-’>[1-ц>(^-։»)](р‘;>-р?; ’ОМ-гЗА^՛1’»

где С и А'—модули упругости материала, •՛> функция Ильюшина (4И 
^7—символ Кронекера; г>(к\ р'А’ — найденные из рекуррент­
ной последовательности (Лг<^л) или искомые (А=л) значения (фукк 
ции от х) соответственно девиатора скоростей деформаций, скорост 
средней деформации, длины дуги траектории деформации и накрав 
ляющего тензора скоростей деформаций на Л-ом этапе, определенные 
конечными выражениями [9} от приближенного значения тензора ско­

ростей деформаций на Л-ом этапе г'Л1 :֊: (г՛՜*̂  4՜ *Кроме того,

предполагается, что

/•<<»=0. 7^0, 5£0’-0, 0 (1.51

Основное расчетное соотношение ( 1.4) метода семиднскретизацип вы-| 
ражает зависимость в точке л՛;-тензора от тензора »•■?՝. при§?
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лижснно описывающую б конечных приращениях активную деформацию 

(интенсивность скоростей деформаций :՛> է»Հ" г/՞* } отлична от

нуля) окрестности точки тела в упруго-пластическом процессе малой 
кривизны. При — 0 эта зависимость однозначна, непрерывна и 

имеет потенциал

ЙЫ?’)= _Լ( I л ф(,.
Д \ А

о

(Ь6)

где Д$<,, = ^п>—— и^>д, ф — функция связи —• $ для данного 

материала: Ф ($) —3 С$ |1--•՛•($)]. Для упрочняющихся упруго-пласти­
ческих материалов зависимость (1.4) строго монотонна, и соответ­
ственно потенциал (1.6) — строго выпуклая функция от квадратич­
но возрастающая на бесконечности.

Решение задачи (1.3). (1.4) (предусматривающее активную деформа­
цию почти во всех точках тела), очевидно, существует лишь для опреде­
ленного класса приращений внешних нагрузок. Нс задаваясь априорным 
выяснением вида таких нагрузок, доопределим потенциал (1.6) по непре­
рывности при — I). а зависимость (1.4) — до многозначного при 
о'՞' 0 отображения, задаваемого множеством опорных гиперплоскостей
к графику функции (1.6). (то есть допустим при расчете а общем случае 
также возможность «жесткой разгрузки») и, аналогично [15]. вместо за­
дачи (1.3). (1.4) будем рассматривать на /1-ом этапе метода задачу о ми­
нимизации функционала

?<”> (ՀՈ> (*)) <&-

Т^^(х}^п]{х) ժՏ (1.7)

на множестве кинематически возможных скоростей п-го этапа V1"1. Функ­
ционал (1.7) по свойствам аналогичен функционалам вязкопластичности, 
подробно изученным в [15]. Задача о минимизации (1.7) (с доопределен­
ным потенциалом (1.6)) имеет решение без существенных ограниче­
ний на вид приращений внешних нагрузок, и если при этом 0 ноч­
ей всюду в Զ. то ее решение У'"1 есть также решение задачи ( 1.3). (1.4).

Теорема. Пусть заданные внешние нагрузки удовлетворяют усло­
виям

Гг<^([0, Л. М2))» ր.Վ£.([0, 7|,ձ, (5,)) (1.8)

Г, е Կ ((0. 7). ձ„(Զ))> Г.,С Կ ([0, Л. 7, (5,))

(/,>6/5. ч > 4/3)

5 1!;<иеетня АН Армянской ССР. Механика. № 3
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F,(x, 0)==0, Г, (x, 0)=0 (1.9)1

Пусть материал является инфинитезимально или начально упругим [ 16],1 
и описывающая его пластические свойства функция <о Ильюшина [4|| 
удовлетворяет условиям

s>»"(si)-<.*(*)  s,.(s,)-v(!1) I
и '֊ v . /.vl \ 1.1»//

S։ — 5j Sj~

для произвольных неотрицательные s։, s:, $։, s? таких, что sl $j«| 

s2 S2, s։ sj S2. Пусть для любого Д решение v'՞ задачи n-roj 
этапа метода семмдмскрстнзации (л=1, 2,---, .V) таково, что /-01 
почти всюду в 2. Тогда операторное уравнение il.ll им< <-т единствен! 
ное решение v Д.([0, 7՝], /7(2)). последовательность ссммдискретЛ 
пых приближенных решений v, , вида (1.2) сходится при Л »0 к ре-1 
шению v слабо в £;([0. Г]. /7(2)), а последовательность *кусочпо-ли*|  
нейных но / функций 

»
М(’*ц  (х, /)=«| V(»<(x, t) d~ (1.11)

о

сходится к функции перемещений

и, (X, t) = j оДл-, т) d- (1-12)

о
сильно в £;([0, Г], £։(2)] — Lz(Q) г почти всюду в Q = 2 X ПА И» 
причем и'д), я£С([0, Т՝], /7(2)). '

Замечание I. Из условия ( 1.6) следует [ 13], что

ГЛСЦО, 7], £,(2)). Г„€С(|0, Г], Z... (S,)) (1.13)

и поэтому значения (соответственно в кр (2) и £.;(5\)) внешних на­
грузок Ли Т при любом /~|0, Т] существуют, в частности, форму*  
лы (1.9) имеют смысл.

Замечание 2. Поскольку в обобщенной постановке краевых задач [8] 
кинематические граничные условия предполагаются однородными, то в՝ 
силу выбора функциональных пространств они всюду выполняются авто­
матически.

Доказательство. Покажем сначала, что в условиях теоремы для. 
любого разбиения отрезка [0. 7 ] (то есть для любого \) функция У<д| 
может быть построена, притом единственным образом, в соответствии с 
указанном схемой метода ссмнднскрстнзацин. Для этого метолом матема­
тической индукции докажем существование и единственность решения 
у'л) ^/7(2) задачи п-го этапа метода для всех /։ = 1. 2,•••, Л՛'.

Основанием индукции служит существование и. единственность решс-.՛ 
ния 1адачк (1.3), (14) („ли задачи о минимизации функционала (1.7)) 
при н - 1. В этом случае в силу (1.5) соотношение (1.3) приводится х 
виду
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. [’о (*)  <«(*)  Л - [ [ [/?’(*) м (*)  <*2  - [ [ Г՝. (X) •„ и)

■Б»?*'  ’ '՝ *՜  ’-՝*-
(1.14)

где с учетом (1.9), (1.13) Л/1 (х) = Л(х. /։). Г՛.', (х) — Г.Дх. /,), а вы­

ражение тензора напряжений на первом этапе через искомую вектор- 
Функцию V111, получаемое из (1.4), имеет вид

о}»» =»2С [1- и» ($"•)] ч<и д |_зди<’* А*,,  (1.15)

что в силу равенств з(։)=А$ ” —Х''А предстазляет собой основное соот­

ношение теории малых упруго-пластических деформаций [4] (з^> тензор 
напряжений, э’*1 и гИ” </пД девиатор и интенсивность дефор­
маций, в՝п = г՛՝0 А— средняя деформация). Следовательно, соотношения 
(1.14), (1.15) представляют нс что иное, как соответствующую »вариацион­
ному принципу Лагранжа (4| обобщенную формулировку некоторой 
Краевой’задачи теории малых упруго-пластических деформации, существо­
вание и единственность н //(12) решения которой в условиях настоящей 
теоремы доказаны [5, 6]. Заметим, что если на рассматриваемом началь­
ном этапе процесса [0. /,| деформации являются простыми [4. 16] или же 
не выходят за предел упругости, то полученное на .»том этапе приближенное 
решение: перемещения и'/ (л*)  и’/ (Д’) А, деформации <•’* (х) :=и}’։(х)Д,
напряжения з’’1 (х) совпадает с точным решением в момент 
/]:н|. (х, /։), =^(х, /1), з։/(х, /1).

Основание индукции установлено.
При переходе от Н—1 к ч будем считать (индуктивное предположе­

ние), что найдены, притом единственным образом решения на всех преды­
дущих этапах метода:

/с = I, 2,• • • ♦ п — 1 (1.16)

По условию теоремы и'* 1 ==^ 0 почти всюду в £2. Тогда на основании не­
равенств Коши—Буняковского. неравества Корка и теорем вложения Со­
болева [11. 12. 15. 17] из (1.4), (1.6), (1.8). (1.10). (1.13). (1.16) с уче­
том определения функциональных пространств Н (О) [7. 8] вытекает, что 
функционал (1.7) является непрерывным строго выпуклым на Н (£2), н 
при ес имеем } " 1‘г ’ ] —» со. Следовательно, в силу извсст

ных теорем [12, 14) он имеет точку строгого минимума у* п’£/7(2), и 
таким образом, задача п-го этапа метода имеет единственное реше­
ние 1еорема индуктивного перехода доказана.

Итак, для любого А существует ед» нственная функция 1' ,֊) вида 

(1.2), построенная по схеме метода семидискретизации. Условие л 0 

почти всюду в 2(п = 1. 2,М) означает, что для всех £,:л'. наряду 
с экстремальностью (1.7) при условии (1.6), выполнены соотношения 
(1.3), (1.4).
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Рассмотрим теперь последовательность таких функций Ч’(М| и 

покажем, что при Д—»0 она является сходящейся, и ее предел есть 
обобщенное решение краевой задачи, то есть решение операторного 
уравнения (1.1).

Полагая в (1.3) 7 = у"* 1'£//(2), умножая обе части на Л и сумми­
руя по п от 1 до .V. с учетом определения Г։ ‘р՜ ("', 7,/₽ в [9]-;по- 
лучаем

 v(i) - v слабо в Z.j([O, 7], /7(2)) (1-20)

I) 1 очнее говоря, существует сходящаяся подпоследовательность. которую мы 
также можем обозначить через Однако ввиду выполнения условии единствен­
ности решения [10] не требуется специально выделять и ^(л)' еходяыуюся подлога - 
довательиогтъ.

<п

Т , (л*,  ') dt v\n,(.v) dS

•'>- 'л—։

откуда, используя (1.10) и (1.2). приходим к неравенству

т т
20(1-/) ( d՝2dl 9£ Щрд)£у2</г<

0 t (I - 
(1-18)

d^dt + 7, vniid.Sdt

правая часть которого представляет собой на основании (1.8) в силу тео­
рем Соболева [11, 17] линейный ограниченный функционал от 
£ Z-j ([0, 7], /7(2 )). Обозначая этот функционал как элемент сопряжен 
ного пространства L֊: ([0, 7], H՝ (2)) через g”, получаем из (1.18) оценку

ivM)fc,<[o. т|,н<а)) (1«19)

где константа С — (2(7(1 — /)/3)֊| 'Дг11Дж<։о Г1 „. (. )։ не зависит от Д.
Оценка (1.19) показывает, что последовательность при Д —0 

ограничена в L2 ([0, 7՜], Н (2)). В силу свойства слабой компактности 
ограниченных множеств, следующего [18] из рефлексивности простран­
ства Л;([0, Г], /7(2)), последовательность v( ,| имеет в Z,;([0, 7], 
/7(2)) слабую предельную точку, и можно считать, что опа являет­
ся сходящейся11. Обозначим предел этой последовательности через и. 
Поскольку из слабой сходимости в Z.s(jO, Т], Н(2)) следует слабая 
сходимость в Д։([0, 7՝], /7(2)), имеем
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Далее, следуя определениям ссмидискретных приближений типа 
(1.2) функций процесса [9], с помощью (1.19) для функций б|д),Дх, / ) 
нетрудно получить для произвольного л*=1.  2,- •, № и произвольно­
го /£(/,,-։, Ъ,] (то есть для произвольного I £ [0. Г]) следующую оцен- 
к у։?:

•) Через (Д. (£}))$ обозначено прямое произведение девяти гильбертовых про­
странств /.л (<>).

где постоянная С\ = С'7’Сг одна и та же для всех Н; [0, 7 ] и не за­
висит от А (С'— положительная постоянная, зависящая только от мо­
дулей С и К; С та же константа, что и в (1.19)). Это показывает 
ограниченность последовательности при Д • 0 в £.. ([0, Г],
(£*(2))°).  По теореме Данфорда-Петтиса [19] это пространство яв­
ляется сопряженным к сепарабельному банахову пространству 
/-1 (|0, Г], (£_՝(2))!(). и следовательно, в £> <[0, 7], выпол­
няется свойство •» — слабой кемгакт։ сстн ограниченных множеств՜ 
Позтому на основании (1.21) можем аналогично (1.20) считать после­
довательность [э{з)//՝ слабо сходящейся в £• ([0, 7], (£2 ('-'))') к не­
которому элементу с.։:

~ слаб° в (1°» П» (^т (2))6) (1.22)

Поскольку З.л|1?> 517С/-_([0, 7՛], (£'_(2))°). то они определяют со­
бой некоторые ограниченные линейные функционалы -} и с соответ՜ 

ственно над /.։ ([0, 7), /7(2)), задаваемые формулами
Г г

ам>; ,, <&<Ц (1.23)

О -՛ о в

ДЛЯ любой £££1([0, Г|, Н (2)), ТО есть 5(д}, 7г;(£,([0, 73, Н (2))):՛ = 
= £«([0, Г], /7^(2)). Из (1.22), (1-23) легко получить сходимость

—з. » — слабо в £, ([0, Я Я*  (2)) (1.24)

Покажем теперь, что предельная функция я ( 1.22) (функционал в 
(1.24)) удовлетворяет условиям равновесия в форме принципа виртуаль­
ных работ [8]. Умножая ебс части ( 1.3) на \ и суммируя по ч’ по 1 до ш 
(1 'И .V), с учетом (1.5), а также определений н [9] для произволь- 
кого /Ч = 1, 2,......\ получаем

(X) (.V) </5 (1.25)
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что пырлжзет д\я семндискрстного приближения напряжений О(Д)/ выпол 
некие условия равновесия в форме принципа виртуальных мощностей [8] 
с семидискретными приближенными нагрузками /\д) р Л(д)։ ։

Далее, рассмотрим произвольную непрерывную абстрактную функцию

= ес([о. г], н(2)) (1.26)

Обозначим через Е(Д)(х, /) ее семидискретное приближение вида (1.2), 
положив с:п'(х) 3 1 (•*■>  <л). Подставляя в (1.25) :== Е"’՞’ ^//(2). умно­
жая Обе части на А и суммируя по т от 1 до М, получаем

т
У {х՝ 1}՝^<лх՝,} (1,27)

О V

Г(4М(х, /) ЕО)Мх, /) Л(Ам (х, /) (х, /)

При Д —• 0 имеет место (1.22), а также сходимости: Ем՛ ֊» ։ сильно в 
Д։([0, Г], /7(2)). 'чдиу-ч. сильно в МО, Г|, (£։(2))“), М— Л7 в 
£~([0, Г], £д(2)), Л/ в £-(|0, Г]. Д,(5«)), где р>6/5,
ц 4/3. Отсюда на основании (1.27) в пределе при Д—*0  приходил։ к 
неравенству

т

ъ,- (X. /) {х, 0 = (1-28)

() ;> (х, /) dSdt

для любой функции вида (1.26). А поскольку множество функций вид՛ 
(1.26) слабо плотно в ([0. 7 ], Н (12)), то (1.28) имеет место для лю­
бой Е £ £, ([0, 7], /7(12)), что и означает выполнение для предельной 
функции о^(х, () условии равновесия в форме принципа виртуальных ра­
бот. С учетом ( 1.23), а также определения функционала К виртуальной ра­
боты внешних сил [8]. фигурирующего так/ке в (1.1). можем записать 
(1.28) в виде

= £ в Д.([0, 71, н*  (2)) (1.29

Покажем, наконец, что для предельных функций V из (1.20) и ~ из (1.24) 
на самом деле выполнено соотношение

5 = (1.30)

где А ֊ основной оператор красной задачи теории упруго-пластических 
процессов малой кривизны [8]. Иными словами, покажем, что для пре­
дельных функций п^(х, () и V (X, /) выполнены соотношения этой теории
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[8). Подставляя в (1.25) с — V ՛"" £ /7(2), умножая обе части на Д и 
суммируя по т от 1 до Л\ с учетом представлений вида (1.2) имеем

/■(А1 ( (л՜, /) 7^. | {

ИИ3(4) ։/ У(-) <7 (А, О 72<//- - (1.31)

о

(а, О </2Л
□ ^3

иля а обобщенной записи

5(Л), глд) . = ^(Л), и<х) (1.32)

В силу замечания 1 ври Д — ОЛд)/ — Г,- сильно в А-([0. Г|, Д/։ (2)), 
7*.  (д);֊*7'„  сильно в £« ([0. Г], (5в)), где р 6/5, у > 4 3, и сле­
довательно, £■ д> ■ .§■ сильно в /_» ([0. Т], //*(2)).  Кроме того, имеет 
место (1.20). Следовательно, £■(՝), у,д։ — £, у>, то есть в силу
(1.29), (1.32)

7(2), у(л) -*  < 7, V (1.33)

Введем обозначения 

( г
(*,  0- | '<М-) (*.  ') 0= ( 1’(д) (х, -) (1.34)

У и

и рассмотрим функцию

0֊ 26Ч’д) <л*’ 0П- «• (л*,  /))] Р;дн7 (л*.  0+3 А' Гд) (а, 0 %7
(1.35)

выражающуюся через о(Л)|.,как тензор напряжений через тензор скоростей 
деформаций по соотношениям теории упруго-пластических процессов ма­
лой кривизны. Легко видеть [8]. что справедливо формальное равенство

г
Лу,։։, Г =]’ ]' ( ( ’(»о (х< о (*-  О (1-36)

О

где Д — основной оператор теории. Очевидно, что =(Д>.? £ Л _([0, 7՜], 
(£3(2))"). На основании определения семидискретных приближений 
Функций процесса [9], а также соотношений (1.10), (1.19), (1.34), (1.35) 
можно получить следующую равномерную по [0, Г] опенку бли­
зости функций и при А-*0:
I Ью֊’ш.Д.1ЗД.«(д/7’)С։ (1.37)

где постоянная та же, что и в (1.21). Из (1.37) видно, что при 
Л~>0 разность (з(д> (1. — о(*. ։).;) -> 0 сильно в ([0, Г], (£2(2))9)> а сле­

довательно, в силу (1.23), (1.36) имеем
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(т,и — До(1։) — 0 сильно в /. . ([О, 7*|,  /7*  (2)) (1.38)

На основании (1.19). (1.20). (1.24), (1.33), (1 38) получаем

Ау,Л) ֊»• з » — слабо в £_ ([0, Г], /У*  (2)). .4у(Л), V..-.) ' —֊ < з, V >

(1.39)

В силу монотонности оператора А [ 10] имеем

< Д;-Ду(4Ь Е - у։д| > >0 у<е£։([0, Г], Н (2))

(1.40)

Переходя в (1.40) к пределу при А֊*  0 с учетом (1.39). получаем 
неравенство Д;—о, : — V 3>0 для любой ?£^([0, Г],/7(2)), от 
куда следует [14] доказываемое соотношение (1.30).

Итак, на основании (1.20). (1.29). (1.30) заключаем, что последова­
тельность семидискретиых приближений । V ^0 при А-•>- 0 имеет предел V, 
и этот предел удовлетворяет операторному уравнению (1.1). то есть яв­
ляется обобщенным решением краевой задачи теории упруго-пластических 
процессов малой кривизны [8]. Как доказано [10], получении֊ решение 
является единственным.

Далее, в силу неравенства Корна, справедливого [12, 15. 17] для 

функций из /7(2), имеем: У(4Н» ([0, Г], 1Г]‘‘ (2)) и. в частности,
., ([0, 7’], /.,(2)) ֊(.«(О). Следовательно, функции (1.11),

(1.12), а также их первые производные принадлежат классу £2 (<2), 
то есть, таким образом, «.։>,, и, 1^2՛ ((?)• На основании (1.19), (1.20) 
можно установить, что функции н'.!, составляют ограниченное мно­
жество н (<2) и к’.,,-՜*«,-  слабо в 11^П(С)). По теореме Реллиха- 

Кондрашоза [20] вложение 11^2*  ՛( С?) в 4;(С?) компактно. Следователь­
но, последовательность и(д) — • и, сильно в /։((2)и почти всюду в (?. 
Кроме того, из известных теорем [13, 18] следует что функции п'.։, 
и£С([0, 7‘], Н (2)). Таким образом, |й('д(] есть последовательность 
непрерывных абстрактных функций, сходящаяся при каждом ( - [0, 7'1 
почти всюду н^2 к непрерывной абстрактной функции и.

1 еорема доказана.
В уточнение замечания I можно отметить, что условия (1.8) на внеш­

ние нагрузки /. и Т ։. краевой задачи означают, что они являются непре­
рывными по Гельдеру (с гельдеровои константой а > 1'2) отображениями 
Из [0, Г] в пространства Лебега ((.’) и/.,,(5'^) соответственно (простран­
ства классов функций, суммируемых со степенями р и ц). Условия (1.8) 
выполняются для весьма широкого класса внешних нагрузок.

Требование в условии теоремы инфинитезимальной или начальной 
упругости материала, а также условия (1.10), означающие возрастание и 
выпуклость (вевогнутость) кривой О1։ ~ 5, и являющиеся частным слу­
чаем известных |4] свойств функции ю, выполняются для широкого клас­
са упрочняющихся упруго-пластических материалов. Более того, отмстим.
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что в нервов Части доказательства теоремы (при доказательстве возмож­
ности построения, притом единственным образом, функции V д> для любого 
Л) свойство выпуклости кривой о -՝- ՝ нс использовалось, а но втором 
части доказательства теоремы (при установлении соотношения (1.30)) око 
использовалось лишь как достаточное условие монотонности основного 
оператора А, примененной при: с։ в заключении довольно общего харак­
тера. Это позволяет предположить, что требование выпуклости (исвогну- 
тостн) кривой пя " ՝ п ус лопни теоремы может быть ослаблено.

1 рсбусмые п условиях теоремы для любого \ неравенства
(И I. 2......Л) почти всюду в исключаю! возможность появления в те­
ле м։н разгрузки (признаком которых может служить поякленнс при рас­
четах На П-ом •тапе метода «жестких юн» с 0, определяемых реше­
нием V " задачи о минимизации функ։.попала (1.7) ֊ •."определенным по­
тенциалом (1.6)) и тем самым регламентирует множестве способов измене­
ния ио времени задаваемых полей внешних нагрузок Проверка выполне­
ния неравенства I՛,՛,"' - 0 почти всюду и £.’ с одновременной оценкой ма­
лости вычисляемых приближенных значений кривизны траекторий дефор­
мации непосредственно в ходе рас четой на каждом зтапе метода се.ми- 
дискретизацин может служить дли задаваемых внешних нягру ։ок расчет­
ным критерием того, что я каждой точке тела обеспечен щ с го-пластиче­
ский процесс малой кривизны Выяснение вида внешних натру к», обеспе­
чивающих такси неравенство, представляете и необходимым при теорети­
ческом исследовании условии упруго-пластического процесса чалой кри­
визны.

Приведенное а настоящей работе доказательство т» № может слу­
жить основой при рассмотрении вопроса о сходимости приближенных ре­
шений различных модификации метода семидискретизацин [9|. Исполь­
зованные методы и подходы могут быть плодотворными также при иссле­
довании других классов нелинейных краевых задач меха;: 1 . иформируе- 
мого твердого тела.

ՊԼԱՍՏԻԿՈՒԹՅԱՆ ԸՆԴՀԱՆՈՒՐ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԴԱՍՈՒՄ 
ՀԱՋՈՐԴԱԿԱՆ ՄՈՏԱՎՈՐՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՄԻ ՄԵԹՈԴԻ 

ԶՈՒԳԱՄԻՏՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Դ. I. ԲՐՈՎԿՈ

Ամփոփում

('•երւ/ում /. Հաքորղական մոտավորությունների մեթոդի ; ո. դամ ի tnm թ յան 
ապաgniյցր փորր կորության աոաձդա-պյաստիկ պրոցեսների տեսության եզ­

րային խնդիրների Համար, ցույց է տրվում եզրային խնդիրների յուձման դոյու- 
թյունո հ ողորկու թ յան մի յ՛անի Հււււոկություններրւ Ապացուցման րնթացրում 
սդաադոք՚^վ ամ են ֆունկցիոնայ անսւյիդի մեթոդներրւ Արս.՚այ<ին րեոերի, ինչ 
պես նահ նյութի ւդլաստիկ Հա,ոկությունների (սկդրնական աոալ\դակ անու թ յան, 
ամրապնդում, 5„՜-3 կախվածության կոոի ու ոուցիկության I l/րւս պաՀանյվոդ 
պայմաններր ււաՀմանափակոդ չեն, Աո աքարկվամ ( մարմնում փորր կորու­
թյան տոաձէյւս ֊ Օքքաստիկ պրոցեսների իրակսւնացման հւսշէքարկտյին հայ- 
տա)/իշ, քքքէր ւոոու tft/ում կ անմիքականորեՆ ՀաշվումՆերի ւ
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ON THE CONVERGENCE OF ONE METHOD OF SUCCESSIVE 
APPROXIMATION IN THE CLASS OF BOUNDARY

PROBLEMS OF GENERAL PLASTICITY
G. L. BROVKO

Summary

In the framework of the theory of small-curvature elastoplastic proces. 
ses we give the proof of a convergence towards the method of succes­
sive approximation (the method of semidiscretization): the establiching 
of the existence and certain properties of smoothness in the solution of 
the boundary value problem. To obtain the proof modern methods of 
functional analysis are used. The required loading conditions as well as 
the limitations to the properties of a plastic material (infinitesimal or 
initial elasticity, work-hardening with the convex (non-concave) curve) 
are found in a wide range. The calculative criterion of realization of 
the small-curvature elastoplastic processes in the body is given verified 
im mediately during the calculation scheme of the method.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ II А У к армянской ССР 
ՄԼխսսփկսւ XXXVI. .V- 3. 1983 Механики

КРУЧЕНИЕ СЕКТОРА КРУГОВОГО КОЛЬЦА 
С ПРЯМОУГОЛЬНЫМ ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ 

ПРИ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ

ПОЛАДЯН Ф. М.

Рассматрнваетгя задача о кручении стержня с круговой осью и по­
стоянным поперечным сечением, материал которого обладает свойством не­
линейной наследственной ползучести [I].

Пусть рассматриваемый стержень находится под воздействием пере­
резывающих сил Р и крутящих моментов РР (Р-радиус оси стержня). при-
ложенных на торцевых сечениях (фиг. 1).

Впервые такая задача в постановке тео­
рии упругости рассматривалась в работе [2], 
а затем в [3—6]. Аналогичная задача за 
пределом упругости для иеупрочняющегося 
материала исследована в [7--9}. Для упроч­
няющегося материала эта задача исследована в 
работах 110—12].

Кручение кривых стержней при нелиней­
ной наследственном ползучести исследовано 
в работах [13—15].

§ I. Основные уравнения задачи. В случае пространственного напря­
женного состояния связь между компонентами деформации ползучести и 
напряжения при нелинейной теории наследственности с учетом старения 
материала, согласно Н. X. Арутюняну [I], имеет вид

2б'(/)։<> (О =5.7 (6֊ ( */(•) М'* •) «Л֊

։> 
г

- [ М3/1-֊։ (--)]* (*.•)* (>•։>
V

где б’(0 - модуль мгновенной деформации едзнга, я.ч (0 — компоненты 
деформаций, 5,,(I) = (О — ч-> - ((), компоненты напряжения»
о?, символ Кронекера, зЦ)—среднее давление, /[:0 (/)]—некоторая 
функция, характеризующая нелинейную зависимость между напряже­
ниями и деформациями ползучести для данного материала, *,>(/) — ин­
тенсивность касательных напряжений,

КЛ1, -)= — 77֊],
Օ՜ լ 6 (:) ] Ժ:
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С (г, г)—мера ползучести при одноосном напряженном состоянии, г, 
возраст материала в момент приложения нагрузки, / — время.

Воспользуемся цилиндрическими координатами.
Для компонентов деформации будем иметь | 16]

дг г

(О = —, 2м I/)-------- ---
Ог Ог г

_1_^и 
Г М

ди
(1.2)1

дг г сЛ дг дг

Перемещения представим в виде

И)

(О - и] сР (1.3)

~«’о 4- I | 2г29л (/)

где «и, г»0, и,'й — произвольные функции г, г и Л
Положим, что все компоненты напряжения, за исключением ",»(/) 

и -.-՛.•(/), в любой момент времени / равны нулю, тогда *из уравнений 
равновесия [16] остаются

^=о, 4^=0
дч д՛)

֊И зг0(,))4--И^(/)]=о
Ог Ог

(1.4)

Из двух первых уравнений (1-4) следует, что напряженное состояние 
стержня нс зависит от полярного угла 0. Тогда из соотношения (1.1) сле­
дует. что тензор деформации также не зависит от 0.

Подставляя (1.3) в (1.2) и учитывая указанное обстоятельство, по­
лучим

14

«до-֊52-. мо 
бг

_ (>и՝о 2^ (^=—-*>
О г ’ дг дг

(1.5)

■ 1

- 2з 5(М - — 
г ■ дг

Р(()
Г

(1.6)

где £ (О произвольная функция от I՛.
Из соотношения (1.6), исключая ;՛,. получим уравнение совместности 

деформаций

д е-гв(О
бГ Г
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Полагая в (1.5) рапными нулю все компоненты деформаций, получим 
систему относительно Решая эту систему и пользуясь (1.3), для пе­
ремещения получим

и = а (/) z sin b։ v — - а (/) д cos (i, w — £)(/) б — а (/) г sin 6

г.՝.:- и (!) функция от I. определяемая из условия закрепления стержня.
Вводя функцию напряжений

1 ... 1 <М»
г- Oz г՝ Or

(1.8)

при помощи соотношения (1.1) и уравнения (1.7) получим основное урав­
нение задачи

,.± /Оа) <2Ф I) v d. _ £>(<)G(Q 
dz г3 Oz 11 ' H

где

(1-9)

(1.Ю)

Гак как боковая поверхность сектора кольца свободна от внешних 
сил, то Ф (г, £. !) = const на контуре. Для односвязной области без на­
рушения общности можно принять Ф(г, л, f) — 0 на контуре. В случае 
многоснязной области на каждом контуре Ф принимает различные значе­
ния, зависящие только от /.

Таким образом, задача о кручении стержня с круговой осью в усло­
виях нелинейной ползучести приводится к определению функции ‘1’ из не­
линейного интегро-дифференциального уравнения (1.9) при граничном 
условии

Ф (г,..г, /) = 0 на Г (1-11)

Крутящий момент выражается формулой

Я= П‘|(г R) ^(/)-^л(/)]^ (1.12)

Подставляя (1.6) в (1.12) и применяя формулу Грина-Остроградско-
гэ. получим

(1.13)

Принимая <1’ — 0 на внешнем контуре, найдем

46



м = - £ лф, (0 +2Л (j ±rf2
' ։ л

(1-14)

Здесь Ф« (/) - значение Ф на внутренних контурах Г*. Для односзяз- 
ной области имеем (5, 11, 15]

(1.15)

§ 2. Обобщение теоремы Бредта. Пусть 1\.— замкнутая кривая, 
целиком лежащая в поперечном сечении скручиваемого сектора коль­
ца. Область, ограниченную контуром Г*, обозначим 2,.. Интегрируя 
обе части уравнения (1.9) в области 2$ и переходя к контурному ин­
тегралу. получим (при условии G (t) G const)

где п направление внешней нормали к контуру Г, а 5 —дуга этого 
контура. Формула (2.1) представляет собой обобщение теоремы Бредта о 
циркуляции деформации сдвигов при кручении стержня с круговой осью 
при произвольном законе нелинейной связи между деформациями ползу­
чести и напряжениями.

$ 3. Прямоугольное сечение. Рассмотрим случаи, когда поперечное се­
чение представляет прямоугольник (фиг. 2). Тогда граничные условия 
(1.11) примут следующий вид:

Ф (rlt /) — Ф (г«, г, /) =Ф (г. Ь, 0 =

= Ф (г. —ь, о=о (3.1)

Полагаем, что / (ол) содержит фи­
зический параметр • , нулевое значение 
которого соответствует линейной ползу­
чести, то есть /(я0) — 1 при /—0. За. 
кон нелинейности возьмем в виде

/[^кПНФМ (3.2
Предположим, что решение уравнения (1.9) является аналитической 

функцией параметра /. и попытаемся определить коэффициенты его разло­
жения и ряд Тейлора ио степеням л. 11оложим

Ф (г, z, 0 = 2 '«я Фл (г, z, t) (3.3)
ПС-0

где Ф. (.՛. ֊. О соответствует случаю идеально упругого материала. 
Для упрощения дальнейших выкладок принимаем

(« (/) = G = const
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Подставляя (3.3) и (1.9) и (1.10). после некоторых преобразований 
приходим к системе рекуррентных дифференциальных уравнений

2.^1. (Л=0, !,•-•) (3.4)
6г՜ г 0 г 02’

где

?о = <Ро(0 = 6’ О (/) ֊ | />(-.) R (/, ') </-

?« ։ =?» 1 <г, 2", 0 = У. I 7V(/, т) (grad Ф* grad «>л-а о>л «„_*) d- 
А-0 J

(п=о. I,-- )
t

Nit, -,) = K(t, ՛■) + f R (t, :) £(', di

n
<•»„ — r 4 У, grad Фа grad Ф,. a

A-(I

R(t, резольвента ядра Л’(/. ■). При

С(/, -,)==.i(.)[l_։.֊iu-4

*(6 :)=7֊^)+И(-)

-•лЧ ■)]<’■'”

л
։

Л (•) — 7 р 4֊ 3 (7<?(-)] с/:

¥(О-С.+ ֊։ (3.5)

здесь у, С ՛, х! —некоторые постоянные, характеризующие свойство ползу­
чести материала, определяемые из опыта для данного материала.

Пользуясь (3.1) и (3.3). получим граничные условия для Фп:

9 а 1г։, д, !) = <»>,. (г2, г, Г)—Фп (г, 6. /) = Ф, (г, —6,0 0 (3.6)

Решение уравнения (3.4) при условии (3.6) ищем в виде ряда

9 Л _ 1
Ф.Дг, д./)—— V (г, Осо$наз, где р*=—;------- --  (3.7)

I . ы для коэффициентов этого ряда получим уравнения
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Ô։A^ 6 ֊ ֊° A"^r' ° ֊ Л„. (r, t) = ank (r, t) (3.8)
dr՜ r 0r

где
b,

ап1Дг,1) = $՛ | ^(g’îiHcos^^ (3.9)

0

Вводя новую функцию В,.л. (г. О При помощи подстановки

A* (г, i) = rzB„k(r, I) (3.10)

уравнение (3.8) приведем к дифференциальному уравнению Бесселя [17]

Г. 0^„k (г. О + r oB„t (г. /1 _ 4] 3^ (г,/) = *»(<■-е (3.11)
О Г О г

а из (3.6). (3.7) и (3.10) получим граничные условия для новых функ­
ции Впк (г, /):

В„к (г1։ /) — В,л (гй, /) = 0 (3.12)

Решая уравнение (3.11) при граничных условиях (3.12) и переходя к 
Апк (г, 1՛ ), получим

А„» ( г, /)= Г- J 0.4 (?, /) ;Г* (г, Е) d\ (3.13)

ri
где

Г* (r, \) = Bk (г. ;) при с -С г, Г* (г. ч) = Вк (с, г) при с .> г 
причем

&('. 5)= г։)1/’(Е, г։)[Г;(г։, г,)]֊1
Здесь

И г)-=/а(№г) К2 (j4 z)— 4(|Ч г) К2 ($4 г)

где /2 (х) и К>(х)—функции Бесселя мнимого аргумента [ 171.
Далее, подставляя (3.13) в (3.7) и пользуясь (3.9), после некоторых 

преобразований окончательно получим

Ф.(г. Z. о -у г„ О Г (5. 4; Г, z) d'2 (3.14)

•»
где Г (;. ту. r, z) — \ 1 ; (г. :) cos <4 ֊/j cos '4 z функция Грина раСсмат- 

k— 1
риваемой задачи.

Для доказательства сходимости ряда (3.3) в области поперечного се- 
"ения стержня введем норму 

m у. Л(М)-А'(/У)| ЦЛ1'=тах ]л| — sup I—------- —-

4 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 3
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где М и Л'—произвольные точки внутри области 0<а<1. Применяя 
априорные оценки Шаулера и принцип максимума 1 18]. которые в данном 
случае запишутся в виде |Ю'г<М с||фл||. где с ֊ некоторая постоянная, 
зависящая от геометрии области, аналогично | I I, 13 15] показано, что

ряд (3.3) и ряды, составленные из производных У 01’,,, V ...
«—О п—О

сходятся абсолютно и равномерно с некоторым радиусом сходимости.
§ 4. Тонкостенный стержень открытою профиля. Пусть поперечное 

сечение тонкостенного кривого стержня узкий прямоугольник, вытяну­
тый по направлению оси г. В этом случае в уравнении (1.9) можно пре­
небречь производной ко < и заменить его уравнением вида

±( ՝ /±«1^ 1 К(1,(41)
։?г \ гл дг / .1 дг г3 От I г1

-«
где

1 дФ , _
=о='о (0- 'и (О (4.2)

г3 Ог

Интегрируя уравнение (4.1) в принимая во внимание, что п, (/) О 
при г и пользуясь (4.2), получим

I
=о(/) ֊ ')^ = £>(т) Сд (4.3)

-1
где

Если к этому уравнению применить вышеизложенный метод и удовле­
твориться только первыми двумя приближениями, то для п, (/) получим

Зо (0 == (Т -։) т ' М (Л м) ~

<
+ тх)/го, 1! + оа-) (4.4)

.где

НЛ>. -;) = О(1) + [ £>(-)/? (г, 

и
(4.5)

I

НЛ>, ч)= чП'А'Ч,
V
Г1

здесь приняли / (п0) - 1 "
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Пользуясь (1.12) и (4.4). получим

^о(.\ '») " 'А | [Н. (', -г)]2֊Г

4- Н/70(х, -)</- = Д-;! (4.6)

где — — (372/< к2 —!А(2 6А (7)-: (2Л - ширина прямоугольника).
Если к уравнению (4.6) применить вышеизложенный метод и удовле- 

ториться только первыми двумя приближениями, то для неизвестной 
функции Нп (/, т.) получим

^41(6 71) — ->2 I -•к^с- Зб’С(/, т,)-

I | /\(/, х)К((> -■) Ахс(- I) 0(-ч

I аким образом, значение //„ (>՛. т() известно.
Решая интегральное уравнение (4.5) относительно &(!), будем иметь

£)(/) — Но (6 -г

Рассмотрим задачу релаксации напряжении. В начальный момент 
стержню сообщим крутку /7 (т։), оставляя ее по времени неизменной. Гог да 
интегральное уравнение (4.3) примет вид

г
МО֊ Г/[=о(т)Ь(*И('. (4.7)

Если к этому уравнению применить вышеизложенный метод и удов­
летвориться соответственно первыми двумя и первыми тремя приближе­
ниями, пользуясь (1.15), для определения релаксации крутящего момен­
та получим следующие формулы:

М_(0
М(т։)

= н;(/, 7։)4֊^։ /Л(/, ^4֊

)/?(/, -+ О(е) (4.8)

М(*> 
М(тО

//о(Е т։) I лА'3 Н\ (/. -,) 4֊
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где

) ш -)<А ֊ 7А(/, ?։)

)А(/, (4.9)

г)= 1 -30ч(сл , г’ ' -5 5՛ | Ф« р) -Ф. («•!• /’)Н՝9 (г,

М(Л ч)

О (':')

)]=*«,

х. ֊։) /?(-.,-г) </х А՜ и. -) <Л 

р — ЗвАл, (1 Зб'СД. А-3 = />(-,) 6/2А

Л։ == ֊1,5 [679 (-.։)]3/А2, Ф,л (:, р) | е՜ И՜ ֊ неполная гамма-функ- 
0 

ция.
Для старого материала и (3.5) можно положил» '| (։ ) С... 1 огда из

(4,7) получим, замкнутое решение

- (/) - 6” ~*з) *1-՜. -М“1՛ *1)е*Р((7 — ч>(*1— ха)) 
01 -х3 («• — х։)ехр (— .4* (I — -։) (х։ х2))

где «> ==Р б;) Од. А.;,- =■ 36՝С0 д', а хг и л\. корпи уравнения 

х- 7 (1 -(-36'С'о) х — ш* =0

Аналогичным образом [ 14. 15]. если принять у (з0) — 1 • лД, то ре 
шение получается в квадратурах.

На ЭВМ «ЕС-1022» при значениях параметров

А = 6 см; 2Л = 1,5 см: 6=5 см; ЗС = 2-10 кг'см՜

Л, = 4,82-10-5; Со = О,910-’; ;-0,026; ^(^ = 400 кг-см 

дано решение задачи о релаксации крутящего момента тонкостенного 
стержня.

Вычисления показывают, что значения Л/ (.') 37 (г,), полученные при 
помошн формул (4.8) и (4.9), почти совпадают. ։ хсдиватсльно, н общем
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решении основного уравнения можно 
ближениями.

ограничиться первыми двумя при-

Фиг. 3.

На фиг. 3 в 4 показано изменение крутящего момента во времени при 
различных »качениях т, и

Ոհ՚Լ՚ԼԱՆԿՅՈԻՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԿՏ1'ՎԱա?11«1. ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ O'l.UMi« 
iibiisni’b 111.прпмп! пц-դաային սողքի wu?ni‘ir

$. (Г. ՓՈԱԼԴՈԱՆ

Ս. մ ւ|) ս փ ո I il

Ih.unt մնա սիով ում /, ուղղանկ յ/ոն լա շնական կարված քով շրջանային օղակի 
ււեկաււրի օ/ււրոէմր ոչ՝ ղծային <1 ա ո ան ղ ա կ ան սողքի ղեպքումէ () ղաա ղո րծ ե լով 
ցրոնային կււորղինաւոներր, կի ւ/ահակ ա ղա րձային մեթոզով /ոնղիրր քերվում 
i րսրոէմների ֆունկցիայի նկատմամր ոչ-ղծային ինտI. ղրո-ղիֆւերենցիա/ Հա­
վասարման, որի (Ոէծումր էինա րվ ftt մ Լ ա и ա ի.Հանա յին շարքի սղն ո t fJ յա մ ր I։ 

ապացու ղվntii հ '1յ,է'1 դուդամ իտւււթյորնըւ
1!արակ ապատ ուղղանկյան էղրոֆի(ով շրջանային օղակի ււեկաորի համար 

րէլծված են սողքի ե ոե/արսաւյիա /ի իւնղիրներր: Վերջինիււ ,ամար քերված 
քհ/ա/ին օրինակների Հիման վրա կառուցված են ոլորող մոմենտի ղրաֆիկներ։

THE TORSION OE A RECTANGULAR CROSS-SECTION 
CIRCULAR RING SECTORS UNDER NON-LINEAR CREEP

F. M. POL ADI AN

S ւ j ni m а г у

The torsion of a rectangular cross-section with circular ring sectors 
is considered under non-linear hereditary creep. By using cylindric coor­
dinates and the semi-reverse method the problem is reduced to the 
nonlinear integro-differential equation with respect to the stress function. 
The solution of this equation is obtained in the form of a power series 
and the convergence of the series is proved.
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For a thin-walled core of a rectangular section ihe problem of 
creep and relaxation is solved. Graphs for relaxation are plotted on ihe 
basis of numerical examples.
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ИССЛЕДОВАНИЕ. ПОЛЗУЧЕСТИ ОРГАНОПЛАСТИКА 
ПРИ ОДНООСНОМ РАСТЯЖЕНИИ

Мартиросян м м
Исследованиями [ 1; 2; 3] у ст л но нас и о. что оргакопластик независи­

мо от ориентации в-локон склонен к ползучести. которая н общем имеет 
нелинейный .араn ,-р Предлагая модем։ и методы, позволяющие предска­
зать ползучесть органопластика, . вторы оме< те с тем нс припади г .шалил 
«аннснмости между Напряжениями и деформациями ползучести.

В настоящей статье приведены результаты жспернменталиного иссле­
довании и лзучести однонаправленного органопластика в направлении во- 
\окон при одноосном растяжении в нормальных условиях температуры и 
и хлжнастн

Сделана попытка анализировать зависимость между напряжением, 
временем и деформациями ползучести органопластика, загруженного в на­
правлении армирующих волокон. На основании полученных результатов 
дано описание кривых ползучести.

Эксперименты проводились на плоских однонаправленных образцах 
толщиной в 2 мм. изготовленных фрезерованием из прямоугольных поло­
сок толщиной 4 мм. шириной ։։ длиной соответственно 15 и 300 мм. Мате­
риал был получен методом мокрой намотки органонолокна [ 71 на плоскую 
оправку с дальнейшей термообработкой. Связующее — ЭДТ-Ю. Толщина 
2 мм выдерживалась только и рабочей зоне образна длиной 150 мм и. та­
ким образом, сравнительно толстые участки в местах зажима обеспечива­
ли надежное крепление и разрушение образца по рабочей зоне

Диапазон напряжений был выбран от 0.1 до 0,6 =в с интервалом 
в 0,1 з։, где =։ - предел кратковременно}։ прочности образцов, опреде­
ляемый перед испытаниями нл ползучесть (табл. I).

Таблица I

Среднее 
лннчепие

К од и я. 
вбрахцоя

Статистическая обработка данных

Хлрпхте- 
рмс шга V реАиее 

’квадрат, 
отяломсн

Средняя 
ошибка

Коаффиц
Плрилцни

По»аза- 
тель 
точи.

Доворнтельнын 
ищторплл при 
докер. п«.рои։- 

ности 0.95

К IT см- шт. ягс ем: «гг eu’ X % жсс/см’
12120 11 66« 201 5 »5 1.66 12120+450

Е 547000 12 23MW 662« 4.2 1,20 6-17000 + 14б’՝0
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Ио каждому уровню напряжения на ползучесть устанавливали по три 
зачетных образца, а кривые ползучести строили по средним значениям за­
четных наблюдений, число которых было не менее двух. Деформации изме­
ряли механическими тензометрами часового типа МК-3. Длительность 
эксперимента была более ста суток.

На фиг. I приведены кривые полных деформаций ползучести однона­
правленного органопластика.

Фиг. I, Кривые полных дсфор м а ц ий ползу чести 
органопластика

.} однонаправленного

В момент нагружения в образце развиваются мгновенные деформа­
ции, характер которых зависит от величины напряжения и скорости нагру­
жения. В наших экспериментах величина деформации и момент нагружения.
условно названных мгновенно-упругими, определялась из диаграмм о £, 
полученных при растяжении со скоростью <-՛ 300 мм/мин., которые затем
сравнивались со значениями этих деформаций, полученных при быстром
разгрузке образцов сразу же после их 

На фиг. 2 приведены диаграммы
С—Рм, полученные в дпух случаях 
нагружения. Первая диаграмма по­
лучена яри кратковременном растя­
жении со скоростью С'=300 мм/мин., 
вторая—в процессе нагружения об­
разца постоянными нагрузками. Как 
видно, при низких уровнях напря­
жений две диаграммы полностью 
совпадают. С повышением уровня 
напряжения, когда время полногз 
нагружения образца увеличивается, 
условно мгновенные деформации 
чувствительно растут за счет нязко- 

Фиг. 2. Диаграмма о—в при двух 
значениях скоростей нагружения образца.

упругих и иста точных деформаций. Интересно отмстить, что для однонап­
равленного с ।еклопластика типа ( ВАМ зависимость мгновенных дефор-
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.маций от напряжений в момент нагружения линейна вплоть до разруше­
ния [4]. Величина условно-мгновенных деформаций, определяемая раз- 
личными методами, никак не отражается на кривых полных деформаций 
ползучести. Однако, кривые ползучести, получаемые при различных ско­
ростях нагружения, параллельно перемещаются по оси к на величину 
разности значений мгновенных деформаций.

Исследования показывают, что величина напряжения существенно 
влияет на ползучесть органопластика, при этом нет прямой пропорциональ­
ности между напряжениями и деформациями ползучести. Так, если при 
низких уровнях (0.1 о*) увеличение напряжения в два раза (0.2 <\) при 
водит к изменению деформации ползучести примерно в два раза, то с по­
вышением уровня напряжений до 0.5 и 0.6 деформации растут более, 
чем в 20 и 40 раз.

На фиг. 3 н координатах п—ес построены кривые зависимости на­
пряжений от деформаций ползучести для 4-х фиксированных значений вре­

Фнг. 3. Зависимость деформации пол­
зучести от напряжения: — 2 дня.
С —10 дней. —20 дней; 30 дней,

X — 100 дней.

мени !. Из диаграммы видно, что 
эта зависимость имеет ярко выра­
женный нелинейный характер, кото­
рый проявляется в течение всего 
времени ползучести. Влияние ве­
личины напряжения весьма чу ствн- 
тельпо в первые дня ползучести, 
когда практически р. зниваетс ֊ ос­
новная часть деформации. Экспери­
менты показывают, что уж. на вто­
рой день при напряжении 0.6 пи 
накапливается более 75% деформа-
ций ползучести, фиксированных на 
сотый день ползучести, тогда как 
при напряжении 0.1 ои —только 30 и.

Отсутствие линейной связи между напряжениями и деформациями
ползучести является предвестником того, что деформации ползучести от 
единичного напряжения для всех уровней напряжения не имеют единого 
графика, и, таким образом, удельная деформация ползучест։', (податливо­
сти) не постоянна, а к-сяо связана с величиной напряжения.

С другой стороны, анализ показывает, что между кривыми нет к стро­
гого подобия, то есть между соседними кривым в не соблюдается равенство

£г (Вх; /) = &бе(?2; 0 (1.1)
где & — коэффициент подобия.

Однако, с некоторыми допущениями можно считать, что кривые при 
напряжениях 0.3; 0.4; 0.5 и 0.6 п в подобны. Условие подобия для этих кри­
вых в пределах принятой базы времени / 100 дней соблюдается при мак­
симальном отклонении не более 10%.

Сравнивая ползучесть однонаправленного органопластика с ползуче­
стью однонаправленного стеклопластика типа (’ВАМ. можно заключить.
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что чувствительные деформации первого являются результатом податли­
вости армирующих органических волокон.

11мея результаты исследования ползучести органопластика, мы зада­
лись целью дать математическое описание экспериментальных кривых.

11ри аппроксимации предполагается, что при постоянном напряжении 
имеется определенная зависимость между полной деформацией, напряже­
нием временем 15]. то есть

з; /) = 0 (1.2)
при этом

։в(3; /) = ем(г)4-г, (3; /) (1.3)

Выше был (»писан метод определения мгновенных деформаций. Отме­
тим еще раз. что в наших экспериментах они определялись из диаграммы

: —г, как ем (:)=<։//:' (1.4)

Для деформации ползучести в случае ее нелинейной зависимости от 
напряжения можно записать (условно принимая кривые подобными)

(=» 0 / (°) ? (О (1-5>

где Ч (О податливость материала (удельная деформация ползучести), 
которая при нелинейной ползучести является функцией, зависящей от на­
пряжения и времени.

Принимая значение удельной деформации ползучести от напряжения 
0,за меру ползучести, определяем величину / (о) для нескольких фик­
сированных значений времени

/(3,.)^Ь1?’ (1.6)
МОЛ«*; О

Расчеты показывают, что с увеличением длительности эксперимента 
кривая ! (а) стремится к предельному значению, после которого практи­
чески перестает зависеть от времени.

Для определения вида функции была принята кривая, соответствую­
щая / - 30 дней. Максимальное отклонение / (6) при / ~ 30 дней от кри­
вой стодневной длительности составляет 15%. Для описания кривой при­
нята степенная функция вида [6]

/(.З) = аа-Н=՞ (1.7)

где Я — 3.8; }’ — 0,000034; а — 0,964257, при этом сохранено условие

/(0Дов)= 0Дзв
и

а 4- 3

Имея значения /(о) из расчетной формулы (1.7), с помощью (1.5) 
вычисляем ՝| (0 при заданных напряжениях к различных моментах вре­
мени.

На фиг. 4 показана кривая ф (О. Она построена с соблюдением усло­
вия наименьшего отклонения среднего Значения от расчетных при высоких 
уровнях напряжений (0,3 <70 и выше).
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Аналитическое выражение для функции ф (/) имеет вид
(01« 4-а2 е-Т’9] (1.8)

где ^—предельное значение '? (I) при I — «։; у3, «։ и а2—опытные
постоянные.

На <риг. 4 треугольниками обозначены значения ?(/), определен­
ные из (1.8), когда фо=31О-5, =0,005; *2 = 0,34; я։--0,4; а2—0,6.

Сравнение показывает, что формула (1.8) вполне удовлетворительно 
описывает функцию ф (<).

Фиг. 4. График функции времени ? (/) для однонаправлснВоГО органо­
пластика.

Подставляя значения / (о) и <р (/) в (1.5). для деформа ши полз; чести 
однонаправленного органопластика получаем

:с(31 0=3-10 5 (1 — (0,4 е 0005/ 4-0,6 е'о:м,)]Х
X (0,964257с - 0,000034г3») (1.9)

Насколько удачно выбрана эта зависимость можно судить, сравнивая 
расчетные данные с экспериментальным!:. На фиг. 5 пунктиром обозначе­

&эЕмя & сутках

Фиг. 5 Кривые ползучести органопластика: сплошные — эксперимент; 
пунктир — расчетные. „
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ны кривые, рассчитанные но формуле (1.9). Нужно заметить, что большие 
отклонения при малых напряжениях объясняются соответствующим выбо­
ром значении ч (/). Отсутствие строгого подобия .между кривыми при всех, 
уровнях напряжений приводит к чувствительным отклонениям расчетных 
значений <( (/) от среднего, и так как >| (О выбрано с расчетом лучшего 
описания кривых ползучести при высоких уровнях напряжении и больших 
значениях '. то. естественно, при малых (в основном при 0,1 и 0,2 о, ) на­
пряжениях ч Г расчетные кривые должны отклоняться от эксперименталь­
ных. 1 ем не менее, учитывая, что на практике обычно исследуется пол­
зучесть при относительно высоких напряжениях и что при экстраполяции 
обычно рассматриваются области кривой, удаленной от начала координат, 
можно считать, что приведенная формула и методы ее построения вполне 
удовлетворительны для описания ползучести однонаправленного органо­
пластика.

На основании приведенных исследовании можно сделать следующие 
выводы:

I. Ползучесть однонаправленного органопластика в направлении во­
локон имеет ярко выраженный нелинейный характер.

2. Для кривых ползучести органопластика однонаправленной струк­
туры отсутствует строгое подобие, однако, с некоторыми допущениями 
можно считать, что кривы։ ползучести при напряжениях 0.3; 0.4; 0.5 и 
0.6 св подобны.

3. Для описания кривых ползучести при постоянном напряжении 
предложена формула ( 1.9), которая обеспечивает достаточную для практи­
ческих целей точность.

00'141.1.ll'ill.ll.lISb'ib IHI'IJ’b 2bSU.’».IISilbir(; 1ГЬ11.ГЬИ.Ч»В4?
<ГМПП» 'Ib'hl’IIbU'

IF IF. iriLI'SI-Pnil-JIU.

U. ։l ф II ։]. n I if

pl.pifiui) b d jtitini f[qi[ind opi/iiibn nfj in um ftl/ /t unqpfi ф прАшpin *■ 
pnilpn'b > f> m in q rt n.‘d inti шpq ptl 'b(Л fipp! b[bL[ntf nintttt)i(in<) mpqptL՝bp‘bbpfiy, l/llipA 
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THE INVESTIGATION OF ORG ANO-F LASTIC CREEP 
IN THE CASE OF UNIAXIAL STRESS

M. M. MARTIROSIAN

S u m in ary

The results of experimental investigation of uniaxial organo-plas- 
tic creep are shown. From the conclusion of the obtained results, an
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experiment was performed in order to give the mathematical description 
of creep curves.

The fair correspondance of calculated curves with the experimen­
tal curves was shown.
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