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К BOI 1РОСУ УСТОЙЧИВОСТИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛН В ВЯЗКОУПРУГОЙ ПЛАСТИНЕ

БАГДОЕВ А. Г.. МОВСИСЯН Л. А.

Получены уравнения модуляций квазимонохроматических изгибных 
волн в нелинейно упругой пластинке с большими прогибами с учетом на
следственных свойств материала. Последнее учитывается согласно гипоте
зе Фохта в предположении малости диссипации материала. Изучены во
просы устойчивости распространения волн. В основу положена классиче- 
екая теория пластин.

Уравнения движения пластинки берем в виде [1]

(Л/ = 1.2)

/т I -Л 
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где суммирование проводится по повторяющимся индексам.
Связь между компонентами напряжений и деформаций берется не 

]2;. прибавив при этом линейные вязкие члены [3]
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Здесь Л = £/3(1—2v) — модуль объемного сжатия, 
сдвига, у.— коэффициент. характеризующий нелинейность.
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Усилия и моменты выражаются через напряжения обычным обра- 
зом [1 ].
При получении соотношений упругости принимается:

а) в законе упругости 0;
6) пренебрегается нелинейными членами от перемещений .'Л, по

скольку они при изгибных колебаниях на порядок выше, чем ия;
в) плоская волна распространяется так. что нормаль совпадает с 

осью х, (в нелинейных членах производные по л удерживаются в основ
ных порядках).

Тогда получим следующие соотношения:

(1.5}

֊+ ±— ' + 4 ^՝)
3 01 \ Ох՝ Охг)

Ек / Ои՝ Ои3 Р 0 / , Ои։\
2(1 4֊ ■*) \ Ох՝ дх^ Ох՝ Ох. 2 01 \ 0х2 ох՝/

(1.6)

и/Р О /о-ц.л 1 0гм3\
2 Ох‘)

/О2и3 , ^иЛ рЛ’ О /О:ц.л 1 сгм3\
"0хУ 9 О/ ^л֊2 Ч Ох2)

М„=-Р(1 V) О2и3
Ох՝Ох3

рА* о*и3
9 о(Ох՝0х*

Р = ™
12(1

(1
(1֊Т)՝

Подставляя (1.6) в (1.1). получим нелинейные уравнения движения 
пластинки в перемещениях, которые из-за громоздкости нс приводятся. 
Пашей целью является получить из этой системы уравнения для амплиту
ды и фазы изгибных квазимонохроматичсских волн, поэтому перемещения 
пластинки будем искать в виде разложения Стокса

и, = и°. + С/е^ -Т Су е ‘, / 1, 2

Нд Ае‘ 4֊ Ае

‘ = ах։ 4՜ $х. —

(1.7>
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Вид ( 1.7) обусловлен тем. что перемещения и„ и. при изгибных ко
лебаниях на порядок выше, чем м, [4]. Здесь -так называемое сред
нее течение, которое отсутствует, если задачу рассматривать только в фи
зически нелинейной постановке ( 1], С}, С,, А, А медленно изменяю
щиеся функции.

Подставляя (1.5) и (1.7) в (1.1). из первых двух уравнений движе
ния для И®получим

1 —-»с/2а? 1 4-а д ь(1 — <-) д՝и\—‘ — -_______ 1 д____________ ֊  4 а-___| а |2 -  ______ _ !
Ох] 2 Ох] ' 2 ОхгОх2 Р.г։ Е <Н2
14/ д'М оМ 1—уоМ с) Н1-*=) д’м$(1,8)
---------- ------ !___ к __ - д.________ ‘ д. 71։___ I А Iй — -________— __ ?

‘2 Ох3Ох3 Ох] 2 Ох] дха £ ся"

Кроме того, из указанных уравнении также следует, что

4 Л - — ) С, - 7аД։, С. - О
\ 12/

(1.9)

Уравнение для прогиба будет следующим:

V V — /—։ 11/? д о \ _
45 9 (Н ' Ох*дх])

^/ги±>\-Л(г1։^У ?л^ = о ”
0хх \ Охх/ Ох2\ Ох՝/ О/՜

Для упрощения анализа решения (1.8) рассматриваются два класса 
типичных задач.

I. В задачах стационарной дифракции д!д1 0, д'дхх сле
довательно, из (1.8) имеем

Ох3 ->«2мг; (1.11)

II. В одномерных но х, задачах [4. 5]

-֊- = О, 
Ох.

д- 
дГ֊ ' С = (2вхк

> Е
(;՝ | 12р (1 — V»)А> /: = 1' ₽ = 0

и из (1.8) получим

4 - О, (1.1'2)

На основании (1.5). (1.7), (1.11) и (1.12) для усилий Т,, и 7',. соот
ветственно для первого и второго классов задач получим



Еп (ди» , 
” 2(1 Ох, '
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1 -4 24 ՛ 3

... _ ,. (1.14)

Для получения уравнения относительно Д ( 1.7) подставляется я ( 1.10) 
< учетом (1.13) и (1.14). при этом удерживаются производные от А пи 
л только до третьего порядка.

Если решение полученного уравнения искать в виде

1 и՛ — ՛՛՛/ / ;16'ал! Че . »՛։ - ---------
18?

(1.15)

то для комплексной амплитуды ‘Г получим

(И X дк Зр / бхх 2 \ 3

1 /р/гА" . </^(>\у-цГ 3 / .....

иРЛ- . </֊••>,, \ /М*
? '

(1-16)
2/ш0р)>Г|«И|=в-2"'<=0

здесь

։"() = Схк՜. к ?. '' : —- -;2ЛР/?

Для задач первого класса в уравнении (1.16) вместо 1 надо подста- 
ннть 1 V- и отбросить вторые производные по х, и производную по

Для задач второго класса полагается -3 8 1гкг и отбрасываются 
производные по х...

Чтобы получить уравнения модуляций, следует искать 4՛ в виде
*1 ае'с, где а — амплитуда я <( —фаза волны. Гогда из (1.16) получим

да 
(Н

^0 !* /ча 1 ц,-,---- ----- -----1гкла —:----------- ук2к։
ок Охх Зр (>хх бу

I о”а 1^?

1 <А"0 /9
2 вк~ ՝ ” дх։ Охх а~ёх\

_1
Чк 4к

да
дхх <>хо

\ I Н/»" . . , а т — 'к'ае 
Зу

(1.17)

д’? (/»"о՛ [дгкл <)а 1 </2% ' и-а / \ -
<Н ак “ дх, 3? дхх 2 дк2 I а ’ дх, '

рА'3/г ба \ \дгк- ба О՝? б2՛.» \
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При исследовании устойчивости квазнмонохроматических волн дается 
возмущение основной волны с амплитудой и фазой фф

а = а, (/) -г а', ՛<? = <?0 (?) ֊г ?' (1.18)

Тогда из (1.17) получим

"о<> . х ,. „ _2„/г (— г---- 1‘А; = 0

(1.19)
<)( Зр 0

—— 4 — хо>а-е 0
л лг ”

а для возмущенного движения

да
Ок дХ1 Зр с/х։

>* д՜0' 4- 1 Л,°

՛՝ 1,-к՝ "''а' 1 а Й,<Р1
д։ 6? " дх; 2 ок՞- <)х?

а։ ’■ '= 0 (1.20)

? .г.о оа 1 <71>‘"0 т>2а'

ор 2к дк
ОФ՛ (Ц о^'
-----4֊ а-------- 1-----— о0-------
01 <Н (/к дхл

6р и*} 6р

О(. 1 Ох։ 2 Ик2

Л2^о д'^ 1 °а -

•1 / "2'1' I М-----7л'»аАа е- ~ ОI." и

В (1.20) хотя коэффициенты и зависят от !, однако в силу малости 
диссипации их можно считать медленно меняющимися по длине волны 
возмущения, поэтому решение можно искать в виде

о' = / ехр[/(х'л-։ 4- З'х2 - 2/)1 

= Ф ехр [/(х'х։ Т г'-Ч (1.21)

Из (1.20) и (121) получается следующее дисперсионное уравнение:

?-2Л/.—Л' = 0 (1.22)

где

X I 1?'—° + Й (’Т+(?')’
Ок бр

М = /V = /V, 4֊ /Л՛.

2^4'֊» I к}
|т“ + ^а’й
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Об устойчивости движения будем судить, исходя из (1 22). Движение 
устойчивое, если 1т(2^0. При отсутствии диссипации (р — 0) имеем 
А/ ~ V. = 0 и в адиабатическом приближении условие действительности 
£» имеет место д\я жндкоподобных сред. Для обычных упругих материа
лен устойчивость будет при такой геометрической нелинейности, при ко
торой у. > 0.

Болес точное условие устойчивости дает

В силу того, что огибающие являются относительно длинноволновыми 
(л՛, ■< А). неравенство (1.23) выполняется лишь для малых а..

При выполнении (1.23) или при \, -С 0 условие устойчивости и дне- 
сипптионий задаче при удержании первых степенен р дает

11ри обратном знаке неравенства получится условие неустойчивости 
Усиленное условие неустойчивости имеет вид

I *1 12
(1.25)

В силу того, что А, <£ к, из (1.25) МОЖНО получить при 7.' —0 (то 
есть при наличии продольных возмущений) 

что совпадает с ( 1.23). то есть при наличии устойчивости не диссипативных 
волн будет неустойчивым волновое движение диссипативной задачи.

Рассмотрим теперь случаи, когда ( 1.23) не выполняется, то есть 
V > 0. Условие устойчивости в диссипативной задаче 1։п‘2 0

л\ (1.27)

что для малых р не выполняется, то есть снова волна будет неустойчивой 
Рассматриваемые условия имеют место при а' Ф 0. При а' ֊ 0, то 

есть для поперечных возмущений, полны устойчивы. если выполняется 
(123).

I аким образом, для чисто поперечных возмущений условие устойчи
вости диссипативных и недиссипативных воли одинаковы

Исследование устойчивости стационарных ноли ('> О/ п<
называет, что движение всегда неустойчивое.
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ON THE QUESTION OF STABILITY OF PROPAGATION OF 
NONLINEAR WAVES IN THE VISCOELASTIC PLATE

A. G. BAGDOEV. L. A. MOVSISIAN

Summary

The modulation equations for quasi-monochromatic bending waves 
in the plate from nonlinear elastic material with large flexures are deri
ved. The dissipation is taken into account according to Voigt’s hypo
thesis. The classical theory of plates is at it’s foundation.

The stability conditions of wave propagation are studied. For lon
gitudinal wave disturbance it becomes clear that in the presence of 
dissipation instability always exists and the transversal stability con
ditions in the presence or absence of dissipation are the same.
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НЕКОТОРЫМ ВОПРОСЫ ОПТИМАЛЬНОГО 
ПРОЕКТИРОВАНИЯ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

БЛ11ИЧУК 11. В.. КОБЕЛЕВ В. В.

Рассмотрены статические задачи оптимизации упругих оболочек вра
щения в случае действия осесимметричных нагрузок. При проектировании 
учитываются такие характеристики как вес, жесткость и прочность (мак
симальная интенсивность напряжений), а в качестве искомых управляю
щих переменны՜, выступают поочередно или совместно форма меридиана 
срединной поверхности и распределение толщины вдоль меридиана. Для 
безмоментных оболочек вращения, проектируемых с учетом требовании 
минимальности веса при ограничениях по прочности, доказано, что крите
рием оптимальности является условие равнопрочности. Даны конкретные 
примерь: оптимальных распределений толщин для частных критериев проч
ности (критерии Мизеса и Треска).

Исследованы задачи максимизации жесткости тонких упругих оболо
чек. работающих на кручение. Объем материала (вес оболочки) предпола
гается заданным. Получены аналитические решения, описывающие рас
пределение толщины и формы меридиана оптимальных оболочек.

Ранее задачи определения рациональных и равнопрочных оболочек ре
шались в [1—5|. Распределение толщины в задаче о равнопрочной осе 
симметричной безмоментной оболочке вращения найдено в |6|. Задача об 
оптимальной по жесткости оболочки в задаче кручения изучалась в |7|.

I. Оболочки минимальной массы при ограничениях по прочности. Рас
смотрим оболочку вращения, находящуюся под действием осесимметрия 
ноя нагрузки. Положение точки на срединной поверхности оболочки ха
рактеризуется углами В и <|, где 0 (0 0 т) угол, образуемый нор
малью к срединной поверхности и осью вращения, а <| - угол, задающим 
положение меридиана. Главные радиусы кривизны и радиус круга, обра 
зованного при сечении оболочки плоскостью, нормальной к осн вращения 
обозначаются соответственно через /?1> Л’г и R.

Обозначим через Р ~ р (0) действующую на единицу поверхности 
оболочки радиальную внешнюю силу, а через Q Q (Н) —суммарную на
грузку. приложенную к части оболочки, расположенной над параллельным 
кругом 0 (фиг Г). Из условий равновесия указанной части оболочки кы- 
i жаю-1 выражения для напряжений

(6),'Л, 4»! — Q'2~R sin rJ
?•=-pRi ~ ’1,1) 
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где Л =/? (0) — распределение толщины вдоль меридиана. Величин.՛.! 
-Е, 5 полностью характеризуют напряженное состояние оболочки.

На допустимые величины напряжений наложено ограничение но 
прочности

ф(=„ < 0 (1.2)

Заметим, что в плоскости главных напряжений область допустимых со
стояний 12 является выпуклой и начало координат (точка == 0, з = 0) 
является внутренней точкой 1).

Масса элемента оболочки, лежащего между параллельными кругами 
0., и 0. определяется формулой

,)
J ’,ytR.R..s\n’>db (1.3)

0.
Задача оптимизации заключается в отыскании распределения толщины 
оболочки /*(()). доставляющего минимум функционалу (1.3) (функциона
лу веса) и такого, что напряжения, подсчитываемые по формулам (1.1). 
удовлетворяют условию прочности ( 1.2).

Функционал (1.3) линеен по /1. Выражение /?,/?, sin О положительно, 
так как R, ՝> 0. R >■ 0. а 0 И я. Следовательно, минимум функцио
нала достигается на нижнем ограничении для функции ՛'?, обусловленном 
критерием прочности. Искомую управляющую переменную h будем рас
сматривать как параметр в формулах (1.1). определяющий положение точ- 
-;и в плоскости напряжении на луче выходящем из начала координат 
(фиг. 2) Часть хуча L. принадлежащая области 12 (ОА на фиг. 2), соот-

встсгвует напряженным состояниям н смысле критерия (12). При этом 
минимальная допустимая толщина й оболочки определяется пересечение.՝! 
луча с предельной кривой (‘I» 0). Оболочки, для которых толщины
определяются таким образом, называются равнопрочными. Из проведен
ного рассмотрения очевидно, что для равнопрочных оболочек вращения 
реализуется минимум функционала (1.3) (массы материала).
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Заметим, что если на оболочку действуют и скручивающие усилия, 
вызывающие сдвиговые напряжения, то аналогичными рассуждениями 
можно установить оптимальность равнопрочной оболочки и в этом случае

В качестве примера рассмотрим задачу оптимального проектирования 
оболочки под действием гидростатического давления. Жидкость с плотно
стью и заполняет весь объем обращенной выпуклостью вниз полусфериче
ской оболочки радиуса /? Для компонент напряжения имеем

y-gR2 1 — cos3 & 
ЗЛ sin՜՜ б

- .=
ЗА

1 — cos՛19 
sin2 9

(1.4)

В качестве условия прочности примем критерий Треска

rnax(|=v,’. |зД. (1.5)

Предельная кривая этого условия на плоскости главных напряжений 
з изображена на фиг. 3. Из рассмотрения формул (1.4), (1.5) 

видно, что при 0 0 arccos ((I 3 — I) 2) 76\ как так и -г по
ложительны, я ,'3. ։<С135՛. Точка, характеризующая напряженное со
стояние оптимальной равнопрочной оболочки на плоскости (зв, з_), 
находится на прямой АВ. Толщина оболочки в этом диапазоне изме
нения углов вычисляется по формуле /i = 'tgR*(l cos2 9)/(3^ sin2 Ö). 
На интервале 76՜'fJ <90 напряжение з становится отрицательным 
и точка в пространстве напряжений переходит на прямую ВС (с урав
нением з, □ — Зу). Равнопрочная оболочка обладает толщиной

Л = !Ж 2(l֊c°sJö) _3cosf)| 
Зз0 sin- 9 I

J рафик функции распределения толщины представлен на фи:. 4.
J.J

Прппёлсм решение задачи оптимального проектирования тороидаль
но!: оболочки ,1 д действием внутреннего давления [>. Пусть срединная пь 
вёрхность оболочки представляет собой тор, образованный движением 
окружности радиуса R. При этом ее центр описывает окружность радиу
са а. Компоненты напряжений равны
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у R '1՜ к 5*п ** - - р к
2? а + ЯзМ 3?-2Л

Предположим, что материал оболочки удовлетворяет условию прочности 
Мизеса

'Ч ' -.- й . ՝՝- I)

Тогда оптимальное распределение толщин представляется формулой

._ pH I За*— За/? ь։п 0 4- R* $»п’՜ ■>
' 2^) а . R $т ь

График распределения толщины показан на фиг. ?.

Фиг. 5

2. Ободочки мдксп.иаяьнои жесткости. Равновесие оболочки враще
ния, закрепленной вдоль одного края (г 0) и нагруженной скручиваю
щими усилиями (I, описывается уравнениями

___ <! / “ \ С/КК (I / и < 
б/?х/?,_____ \ /?/’ ‘ /?2 </о V 7? /

где И — смещение в окружном направлении (вдоль параллели оболочки), 
б модуль сдвига, /• — толщина оболочки, /?. /?,. означают соответ
ственно текущий радиус оболочки, радиус кривизны меридиана, расстоя
ние по нормали от поверхности до оси вращения. Через 0 обозначен угол, 
образованный нормалью к поверхности оболочки и осью вращения г. Под
ставим выражения для Н и в уравнение равновесия и опустим и полу
чающемся выражении член порядка который является величиной
более высокого порядка малости, чем погрешность, допускаемая при вы
воде уравнений теории тонких оболочек. Будем иметь:

с! 01 R՛' с/ / и \
\1<)

Учитывая соотношения <//?</> /?хсо.$6. и переходя от
дифференцирования по ') к дифференцированию но г, получим урав
нение, описывающее распределение перемещении и как функцию ко
ординаты х:

13



т — — <//?՞ | 1 -}• (с/А^г/г)’

Граничные условия при г О и на незакрепленном крае имеют вид

**-«■ 1ттаН(т)!.,- Я
Интегрируя уравнение (2.1) и выбирая константы интегрирования 

яри помощи условия (2.2). находим распределение смещении оболочки

/
и (г) ֊- R ।Л' (г, т (’,) (Г. (2.3)

о

՛ ՛ /1 4֊(«/А.«/0а

Рассмотрим для определенности случай, когда нагрузка приложена к не
закрепленному краю оболочки. Перемещение свободного края идо и, па
раллели при приложении крутящего момента М да (/?՛) 1 - А,'*’)._1, 
определяется формулой

с Г У /е-
н(/) = М -------------1.^ (2.4)

о
Объем материала оболочки фиксирован и равен заданной константе , 
то есть

I
2- | А А I ГУ?рд = V (2.5)

о
С читается, что оболочка обладает максимальной жесткостью. если смеще
ние г/ (7) минимально. Поэтому задача отмимизацян жесткости оболочки 
сводится к отысканию минимума функционала (2.4) при условии (2.5).

Определим оптимальный прост оболочки в случае, когда функция 
ра֊ кределения толщины ՛■ ( -') рассматривается и качестве управляющей, 
.. функция Р — R (г) задана. Можно показать, что необходимым и доста- 
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- очным условием минимума функционала (2.4) при условии (2.5) являет
ся выполнение равенства

h R՝ = /v

где V > 0 — константа.
Используя данное условие оптимальности и изопериметрическое равен

ство (2.5). находим искомое распределение толщин

V / f* 1 г R] 
R 

о
dz (2.6)

Для оценки эффективности оптимизации рассмотрим оболочку с гой же 
формой меридиана и обладающей постоянной толщиной. Выигрыш за счет 
оптимизации определяется по формуле

«о (О

где ’ ,(■'). и (О — перемещение в параллельном направлении конца обо
лочек соответственно постоянной толщины и оптимальном. Считается, что 
объемы рассматриваемых оболочек равны. 11роизводя соответствующие 
вычисления, определяем выигрыш

р ,_______ р У 1 -г R2
| R У 1 4- R2 И: ( -—֊ — 

, о_______________ о_____________
, А I ТТёГ л»

о
Рассмотрим теперь задачу отыскания оптимальной формы меридиана. Рас
пределение толщин А’ (<) будем предполагать заданным. С использованием 
соотношении (2.4). (2.5) и уравнения Эйлера нетрудно получить необхо
димое условие оптимальности (в дифференциальной форме), первый инте
грал которого имеет вид

(2.7)

Константа (> определяется из краевого условия R (/) = R;, a v из изо
периметрического условия. При v 0 оптимальная оболочка представляет 
собой поверхность минимальной площади. Краевая задача решалась чис
ленно. В результате проведенных расчетов показано. что н некотором диа
пазоне параметров существуют дна экстремальных решения. Одно из ре
шений (С > 0) срответствуе! минимуму функционала (2.4), а другое 
(С < 0) — максимуму. 14а фиг. 6 показаны оптимальные очертания обо- 
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лочкн для различных значений параметра V. Кривая I соответствует 
V 0. кривая 2 — V = оо.

Рассмотрим случай, когда управлениями являются как толщина, так 
и радиус оболочки. Выписывая условия экстремума по А и А*. получим и 
данной задаче два соотношения (2.6), (2.7). служащие для определения 
искомых управляющих переменных. Нетрудно заметить, что для распреде
ления толщин Ь (л), удовлетворяющих условию (2.6). уравнение инте
грируется в элементарных функциях

Из (2.8) видно, что форма оболочки зависит только от значений величии
А., /.Константа V определяется из изопериметрического условия. На 

фиг. 7 кривыми I. 2. 3 показано семейство оптимальных форм (А* - А' (<)) 
упругих оболочек соответственно для /?л = 1. / 1 ։։ А.\ 0.1. R/ 1.
R, 10.

ՊՏՏՄԱՆ ԱԱՂԱՆ^ՆԵՐ!’ ՕՊՏԻՄԱԼ ՆԱԽԱԳԾՄԱՆ ПРОГ. ՃԱՐՏԻՐ

(»1ԼՆԻԶՈԻ4 Ն. Վ.. ԿՈ₽ԵԼ1)Վ Վ. Վ.

II. մ փ ււ փ и ւ Ա

Հււղէյաձում ղիտսւր1ր1 ած են պտտման աոաձւքական թաղանթների օսյտի- 
ււայ նախագծման խնղիրներւ Մասսան (նյութի կշիււր. ծաւքալր), կոշւո/էէթ յու- 
նր հ սւմրոէթյունր (լարումների կոնցենտրացիա) ենթաղրւ/ում են տրւքսւծւ

Ր.պա!յսէցւ[աս՝ 4 • '։<' թաղանթների որոշ ղասի սոմար օպտիմւպության 
Հայտանիշ Լ Հանղիսանում ••ավասարամրութւան պայմանրւ
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SOME OPTIMUM DESIGN PROBLEMS FOR THE SHELLS OF 
REVOLUTION

N. V. BANICHUK. V V KOBELEV

Summary

This paper is devoted to the problem of optimum design of the 
elastic shells of revolution. Mess (weight, volume of the material), ri
gidity and strength (stress concentration) are considered as the func
tionals. It was proved that for some class of shells the optimality crité
rium is the equistrength condition.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏ11Ի1*:>11հՆՆԵ1,Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

։ււ.|..սւրւ|ւ1|ա XXXVI, № 2, 1983 Меддшнка

ОБОБЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ АБЕЛЯ И ПЛОСКАЯ 
КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ 

СО СТЕПЕННЫМ УПРОЧНЕНИЕМ МАТЕРИАЛА 
С ПЕРЕМЕННЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ ТРЕНИЯ

РУБИН Б. С.

Известно, что интегральные уравнения первою рода со пененным яд- 
ром часто возникают в ряде задач механики, В настоящей статье дастся 
решение в замкнутой форме плоском контактной задачи георин пластично
сти со степенным упрочнением материала в случае, когда коэффициент тре
ния А между сжимаемыми телами является переменной величиной, завися?- 
щей от координаты точки контакта: к к (»'). Приводимый здесь метод 
пригоден также для решения контактных задач теории ползучести при сте
пенном законе связи между напряжениями и деформациями. Аналогичные 
контактные задачи без учета сил трения ранее исследовались Н. X. Ару
тюняном | I, 2]. Случаи, когда коэффициент трения является постоянной 
величиной. рассматривался Н. X. Арутюняном и М. М. Манукяном ь ста
тье I 3 .

Обобщение результатов статьи [3] для случая переменного коэффи
циента трения основывается здесь на применении теории обобщенных урав
нений Абеля, развитой С. Г. Самко в [4]. Метод этой работы заключает
ся п сведении интегрального уравнения со степенным ядром к сингулярно
му интегральному уравнению с ядром Коши. Некоторые идеи, используе
мые в настоящей статье, заимствованы из монографии [5|.

Пусть два соприкасающихся между собой тела прижимаются одно к 
другому иод денс1висм внешних сил. равноденсгнующая которых перпен
дикулярна к оси абсцисс. Допустим, что одно из сжимаемых тел. напри

мер, тело II, закреплено, между телами
отсутствуют силы сцепления и действуют 
только силы трения, в направлении оси 
Ох на тело I действует сила О, вели
чина которой определяется из условия 
предельного равновесия тела 1. Будем 
также считать, что область контакта 
сжимаемых тел совпадает с некоторым 
отрезком [«, /֊>] оси абсцисс.

У слови՛, пластичности с упрочнением материала принимается в виде

(1.1>
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где С — интенсивность деформаций сдвига, а.՛ — интенсивность касатель
ных напряжений. Л и и физические константы, причем 0< р <՜. 1\

Следуя работам [1, 3], введем обозначения: у - /, (х). у - /’. (л)—
уравнения поверхностей контактирующих тел до приложения к ним сил; 
К,. А. физические постоянные, которыми определяются модули пластич
ности материалов первого и второго тел при одинаковом показателе у.

т — 2 1-------------------------- ; /;? —; 
(2К1։2)т(т 1)/----------------у

/й==;(25‘ 1)/иг> 
1(1 -2^ г,

«1
£\ (л) СО5/-/2, !Ь>] 2;

(*)сЬ/֊/2, р<1 2;
]з։п /" 2, р > 12
Ы»/֊.2. а<12

£\(х) и А)2(х) — функции, определяемые из системы

51П /6 тСОя/С) (4'(х-)сок(> — 5П) 6) = О

-«/2

Рг(х)--= х1п /& {֊ СО8 /5) СО5

и > 1 2
р < 1 2

- -2

если р>12. и из системы

=|2

(Р։(х)ьЬ (6 4֊ сЬ/6)*(А.-(л’)со5 0-5։п6)^ = 0

(1.2)

1 (^1(х)яЬ/5 ей /6) ‘ соь 6г/՛. 
^•2

если р < 1/2.

/(*)-
/1(х> + /;(х) 

/1, А 2
11.3)

V некоторая константа, которая будет определена в дальнейшем.
Учитывая введенные обозначения, интегральное уравнение для опре

деления нормального давления р (х) в области контакта можно (|3() за
писать з виде

гА (։)[а,-П1ыагп(5 -< Р (։)= ; (х) 
15 — X |

(1.4)

иля

Заметим, что поскольку закон (1.1) лишь приближенно характерялуст завпеи- 
мостъ между напряжениями н деформациями то можно гчкг-п - • ] 2, вменяя ил : 
необходимости значение Н-1 2 сколь угодно близким.
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г; чм-Д-О-—!-/ (|.5)
г ([О

где

. L f ^sl*> , /; ? - J_ С...
I (n). (А- — s) ' 1 (S — х)м л՝

— левосторонний и правосторонним дробные интегралы Римана-Лиувил

ля порядка и от функция <р, тДх) -[а. aj.x)]՛. Их) ֊ [а2 — ах (х) ,
?(*)= Р\х) D,(x).

Далее, пусть
ъ

с ,а _ 1 (7^ - //V? (tf) dy

I <*) (17)
Г Z(x)Z)Ux) ՝ *

•И.'Т — ---  И ~ )
“ \ b — X/ i/ — x

a

Da f — (didx) 1\ ■՛Л Db-f — (</ dx ) il. "f — дробные производные Ри
мана-Лиувилля порядка !'• от функции f. С помощью соотношения

/.I. ф ֊ cos (р-) /Л ф — sin (р-) /к Зь. ?

((4 . стр. 303) преобразуем уравнение (15) (такие уравнения называют
ся обобщенными уравнениями Абеля) к сингулярному интегральному 
уравнению с ядром Коши:

с,(*).р(х)- —('С;(Оу(<) dt ֊. Ц^-(о;_/)(х) (1.6)
- J t — X Г (и)а

где с, (х) = -(х) -Г \(x)cos р՜, c՝s(x> - Т։(х) sin 'f (х) = -(х)(6 —х)'.
Гак как системы ( 1.2) в замкнутой форме не разрешимы, то будем 

считать коэффициент трения & (х) кусочно-постоянной функцией- 
Z. icl — л', х(г{а^ а. ■), и = аг< а.,<^... < ct ։ Ь. В этом случае 
функции /)|..-(х) тоже будут кусочно-постоянными и значения их па 
каждом отрезке [«., «..J могут быть посчитаны приближенными ме
тодами ([3]). Уравнение (1.6) будет представлять собой уравнение с 
кусочно-постоянными коэффициентами.

Подобного рода идеализация вынуждает нас решение уравнения (1.4) 
искать в классе функций, допускающих интегрируемую особенность к точ
ках разрыва коэффициента трения.

Р -шсяМе этого уравнения имеет вид ([6] ):

p(x)=;,(x)(D«-/)(x) + ------ CZ<')b(f)(6-ir(Ot֊/!(l)d _
nZ(x)ZX(x)J t — x«1
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____________ С1 (*)__________ , ( к   _____________ 
Г(։0^(х)[с?(х)4-с?(х)1'__________ Г(р)[с*(х) 1 с֊(х)]

ь

/Дх)- П (л- — (и) ? , го(х)=֊— I---------------
Х--1 2՜/ .,՝ / X

«

= сДх) - гсДх} ;(х) -Г т4(х) е՜՛ ' у у?*

с4(х) -/с,(х) *.(х) • С(г)е* *-1

Числа 7-к выбираются на каждом конце в соответствии с классом 
»% 

решений. Пусть (ДаД—уке . Тогда

С(а,-0)=1. 6(^ + 0) ?,А ֊ (°‘ ~ ֊ — е -՛*՛ 
6 («։ + о) (Ч

в (ак — 0) = рА_։ е , в (ак |- 0) = рл.е

<^֊0) РА , . о
-------- ттг = ------- е , к = 2....... п0{ак Ч 0)

Условимся значения Од брать в пределах —2՜ <՜ Ьк 0. Тогда для
решений, принадлежащих самому широкому классу, будем иметь

б4 | — бд 
“2^

О, Од < Од _1։
1. 0д>0д ь

А- = 2...... п

Заметил։, что случаен автоматической ограниченности решении в точка> 
«л можно избежать, изменив сколь угодно мало величину р. поэтому мы 
эти случаи рассматривать не будем.

Преобразовывая выражение для / (х), решение (1.7) можно лапнеато 
в виде

Л> (а՛) = 71 (•*) Фь-/ Дх)

{Ь-х\-^ Кд(}7Д1){Ь

1-х
«I

(Х) _ ±р։ (0 2։ (/) (Ь _ ()֊ ■ (О.,/ ) (,) л

(1.8)

7Дх)ОДх)

где
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7\ (*) = Г11 x — aj e , кк= ----- ------------- /д, 4=1,... ,n
'x 1 2՜

0<>-, A*.<1

v . G„ 1 « д -r e՜՜“"'՜
Учитывая, что г =-------- ------------- aro՜--------------— t где

2֊ e2~ -J- e 'e։

։ aa — (6 - 0)
o։Tfi։U-0)

можно показать, что если с >• 0. то а < р, а если $ <Г 0. то выполнения 
неравенства л <_' р всегда можно добиться за счет выбора ветви аргумент 
та : . Так как при 7. <Z и второе слагаемое в (1.8) имеет нсинтегрируемую 
ссобенность, то следует обратить его в нуль, полагая

ъ

р... = о՜* (И-/)(ой
** м а

Наконец, в силу соотношения

(01-/)7')(х)
I (1—р)(б — х) 

окончательно имеем

(х)_ ____/(6Н6 х)'г
р Г(1— р)(6֊х) ’ г.Г (1—?) (~—х

и
(1.9)1 

где

(А\!. /')(*) = 71 (х)1/1՜ /') <х) ֊

(6 — х>л ;•
-7х(х) £>2(х) .՛ 1 — х

а

В формуле ( 1.9) первые два слагаемых дают ретент задач.՛. .> кои- 
такте двух тел с прямолинейными профилями участков, встуиакяцих в кон
такт. Добавка ,Г вызвана наличием кривизны контактирукнних 
участков.

Полученная формула лаеч решение контактной задачи в случае, кос,;.։ 
и точках и и Ь хотя бы одно ни сжимаемых тел имеет углы.

Получим решение задачи для случая, когда контактнруюш.ие поверх
ности не имеют углов. Преобразуем сингулярные интегралы в форму
ле (1.9)
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(4-х) ՜* р,(ОЛ,(0(6-0՜՜' ‘(/*-7'1(0
71 ^м/мх») 1-х

1Г

= (Ь-х)'’..... ра(02,0)|6֊0 1 ' '(Л 700) л
^21(х)Р։(х)1) / — X

а 
ь—пггУ/ ։\։(о/,(о(б о֊1-мч/» /о(ол-£>,(х)2х(х) и

а

Первые два слагаемых в (1.9). пользуясь соотношением

5/,, ,'у = - с!« ('•“) ՛' 4- созес (/") /л֊2Х Ь

<(|4|, стр. 305). можно преобразовать следующим образом:

I + 5^0^^^՜

Пусть х£[«г„ £>]. Нетрудно убедиться, что /Л (х)(х) 
— ct§•:()-) = 0. Отсюда

/ _ ________ /(6) (6 — х)__________.Л .у \
& £2(х)Г(1 - p)sin(/')Z։lx) L '* ։‘г,{

или

, _ КЬЧЬ-х^ЛЬ)_________
•- £>2(х)Г(1 - •՝) sin (/-) Z։(x)/1\/)

_ НЬ}<Ь-хУК՝(’)_ L _ ,, (0 d!

7.1 (/.) I (1 — ;0 sin (/•“) Z։ (x) J 
л*

где
•h(f) ֊ (Z);.Z/'2)(f), l>an.

Второе слагаемое в ( 1.10) ограничено в точке х 1>. Таким образом, в слу
чае. когда в точке л _ b нет угла, решение на отрезке 'а.,. имеет вид

р(х) = -------------- А՜) DlAx}------ I >| (0 ( / ֊ х) di ֊ 
r(14-7.)r(l-u)sin(/^)Z։(x)J '

fl

֊-.xl/i Г)(х)
(A !•;..(/) Z։(/)^֊0 1 ' 1 (/6-73(0
^Z։(a)D.!x),՝ t x

di

при выполнении условия
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b
- [-,«> z, (О (6 <fl: T) (0 л = ——■
". Г (1 — :*) s։n (>г) Г (1 -Ь ! )

мп<»рос служит для определения координаты точки &.
Аналогично в случае, когда н точке х а нет угла, при х (а։.

полагая /9(х) = (х а) 'Хх(х)(Ь — х) , где — — 0,/2", получаем

p (.t) /(ж/.1. -ett-T) ֊zj-.nix)
I (1 — I*)sin OjR) Z։(.rl Dj(x‘

(л - а)1՜ ՛ ; •.•>(07>(/н/- ai • Чл1 79(/) ։//
=D9(x)Z,(x)J / —х

11ри лто.м предполагается выполненным условие

l ( оГ<_։(Л-7‘)(0<// -=֊ /(*) Mo)
Г(1-р)з1п(/,к)Г(1

ZJ/)
(А— /Г

которое служит для нахождения координаты точки а.
В полученных формулах можно избавиться от сингулярных интегра

лов. если воспользоваться соотношениями (1.20) — (1.21) из |4|.
Постоянная у. которая входит н выражение для функции /, находит

ся из условия равновесия
(•

Р- \р(х)(1х

Б заключение заметил։, что формула (2.24). полученная к [3] длч 
определения давления штампа с прямолинейным основанием на полуплос
кость в случае постоянного коэффициента трения, легко выводится ил 
(1.9). Имеем:

А7*_ / 0. /(6)- Z։(x) (х а)

Л(х)
7 '< A -t)՜ / х)' / (f — д'» । Ь — /)
Г(1 —ru-alj t — X

(д — а) ‘ (А — г)
/7ssin (гп)

Находя значение у. окончательно получаем

"(х) - -8(Т—.Т77֊--.;)
что. как нетрудно убедиться, есть нс •<: • иное, как формула (2.24) ид [5].
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ԱՐ1ՎԻ ԸՆԴՀԱՆՐԱՑՎԱԾ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄԸ 1.Վ ԱՍՏԻՃԱՆԱՅԻՆ
ՕՐհՆՔՈՎ ԱՄՐԱՊՆԴՎՈՂ ՆՅՈՒԹԻ ՊԼԱՍՏԻԿՈՒԹՅԱՆ ՏնՍՈՒԹՅԱՆ 
ՀԱՐԹ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐԸ ՇՓՄԱՆ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ԳՈՐԾԱԿՑՈՎ

ԴՈՒՐԻՆ Ո. Ա.

Ա մ փ ո փ ո I մ

‘Լերնագրոէ մ նյված խնրյիրր {ուծւքոէմ Լ փակ տեսքով» Ւնտեքւ[աւ{ Հաւ/ա- 
սսւրոէմր, որիրք որոշվում Լ ք> (X) նորմալ ճնշումր, պատկանում Լ ներքին էքոր- 
«♦ ակի у ներ ո if II, ր ե{ի րնւլ ',անրալլվաձ ', ավ ասարո» մների ւյասինւ Հաշվի աոնհրէվ 
կոտորակային ինտ ե ւյր ա/I/ ե ր /» և Կոշո» կորիզով սիներս/յար ոպերատորների 
միքն կապր, ար/ հավասարում յ> րերւքոէմ Լ սինէք/պ{արի Л լուծվում Լ 
կվադրասւուրւււներովէ Ստացված են լուծումներ այն դեպքերի Համար, երր 
կոնտակտային մ ակերևա յքէներր ունեն անկյուններ և չունեն

GENERALIZED ABEL’S EQUATION AND THE PLANE CONTACT 
PROBLEM OF PLASTICITY THEORY WITH DEGREE 
STRENGTHENING OF MATERIAL WITH VARIABLE

FRICTION COEFFICIENT

B. S. RUBIN

Summary

The indicated problem has been solved in a closed form. The in
tegral equation from which the normal pressure p {x\ is found belongs 
to the class of generalized Abel’s equations with internal coefficients. 
Due to the connection between fractional integrals and singular opera
tors with the Cauchy kernel, this equation is reduced to the singular 
one and is solved in quadratures. The solutions have been obtained in 
those cases when the contact surfaces have or have not angles.
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гиЗЧЦ.ШЪ II |Ц <М»8ПЬ1НПЬЪЪЫ։1» ичи‘ЬЬ1ГЬи.ЗЬ иньчильр 
ИЗВЕСТИЯ АКАД Е М ИИ НАУК Л Р М Я Н С. К О И С Сиц»|шГф^ш XXXVI, № 2, 1983 Механика

О СООТНОШЕНИЯХ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ИЗОТРОПНОГО 
МАТЕРИАЛА, РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮЩЕГОСЯ

ДЕФОРМАЦИЯМ РАСТЯЖЕНИЯ И СЖАТИЯ

МКРТЧЯН Р. Е.Многие композиционные материалы проявляют свойство разносопро- типляемости к растяжению и сжатию как в свяли с плохой сопротивляемостью к растяжению связующего материала, так и по причине потери устойчивости некоторых армирующих волокон при сжатии. Например, большинство из расчётов железобетонных конструкций основывается па предположении. что при растяжении железобетона в нем работает только арматура, а при сжатии — бетон и арматура. Существуют также однородные материалы. обладающие свойством равносопротивлясмости.Исследованию свойств таких разномодульных материалов посвящено много замечательных работ советских и зарубежных исследователей (| 1 16] и др.). Экспериментальным путем найдены физические константы некоторых материалов, разносопротивляющихся растяжению и сжатию. Обзор этих работ и систематическое изложение разномодульной теории упругости можно найти в книге [16] и в работах [1(1 12].В настоящей работе рассматриваются определяющие соотношения для плоской деформации упругого материала. разносопрОтивляющегося деформациям растяжения и сжатия. Работа основывается на результатах работы [7]. которые в дальнейшем подтверждались в работах' [8. 12].1. Если принять, что указанный материал по всем направлениям растягивается или сжимается, ги лин 1р1«ариантные компоненты тензора на-В работе [12] отмечается, что несмотря на соответствие п общем предшесгную- щи.мя авторами, имеется некоторая разница ввиду отбрасывания некоторых членов при представлении функции жергнн. Это замечание относится к выражениям вида [7, 9]И? »-(/., •((„,) = |Г(/,. Г,. («>где инвариант /. с помощью соотношения [3]л*-М/,/3 = 0 (Ь)Выражается через I ։ и н 11’ представляется я виде (12]г 1ПЛ. ։„ *•) (с>Соглашаясь с полезностью представления (с), автор настоящем работы считает, что л представления (с) нс теряют своего значения, так как с помощью {>>) можно выразить как /։, так и /։ и /. через остальные инварианты и привести (и) к соответствующему виду.В работе [ 12] отмечается также, что результаты работ [7. 3. 9. 12] :։ря малых деформациях соответствуют друг другу,26



пряжений или ' относительно произвольной системы координат О’, $3) при малых деформациях определяются выражениями [7]-.-г _ _|. 2;1 .,0, -о՜ - аг‘7 — 2и-^г (1.1)где 7м и 7' — контрвариантные и смешанные компоненты тензора деформаций соответственно; £'՛ контрвариантные компоненты метрического тензора; >, « (или н ) постоянные Ляме.
С деформированным телом свяжем ортогональную систему координа(’I1. О'. II ). направления осей которой в каждой точке совпадают с главными направлениями деформаций. Если материал растягивается по направлению 6'(по остальным двум материал сжимается, пли деформации раним нулю), то контрвариантные компоненты тензора напряжении определяются выражениями |7| 1 2(1«- (1-2)где

a(j‘
• »»

<г
М.4 - — f/j (1.3)

О »»(здесь и в последующих формулах по индексу X не суммировать), ;։։ и £։։ — ковариантные компоненты тензора деформации и метрического тензора относительно системы (0 ՛, 0?, II ). е. главные относительные удл ։- нения.В случае, когда материал сжимается только по направлению I* , имеем + 2!‘ Т' ՛ 2(г֊Г)։Х (1-41
В прямоугольной декартовой системе координат (О1, II2, О5) — (х,. х.. л ) выражения ( 1.3) принимают следующий вид:М’/, —- cos (х0*) cos(x(, 4?)и уравнения (1.1), (1.2) и (1.4) представляются н следующем виде:= 1 4*;/ 4 2« e.j=- /Л3,7 + 2’Л е,у _ (1.5)—/.Аб,, 4 2ч е. 4֊‘2(ч' |» ) cos (х<։ 0)cos(x., 0 ) е>.До,7 4 2р е. 4 2(р՜—? ) cos (х., О’) cos (х, 04 е,

где физические компоненты напряжений, е, компоненты тензора деформаций в системе (х։, х2, х3), о,-/ — символы Кронекера,д = «и 4՜ ем 4 ем = ех 4 е2 г ег
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2. Рассмотрим состояние плоской деформации
д1Охг 0, ем — е։з = «зз = «3 — ОТогда выражения (1.5) принимают вид

'’ар ~ ^^’3 Т 2|1о- - >-Дм 4 2}1 е։р°.pJ — -i- 2|1- • 2(н՜ И՜) cos(x„, V) cos (xt, О7) е. (2.1)а^1) = лДо։<, - 2р+ея? 2 1’1-—-в ) cos (ха, &')cos(x., &') еЗз։ = '*Д> 3aj ОД = en 4 — с։ 4֊ е»Здесь и в дальнейшем индексы а. f> и у принимают значения I и 2, °33 и ։’оз символизируют соответствующие напряжения со штрихами и г индексами «т» и « —».Если ортогональная система главных направлений (О', 0 й, О3) образует правую систему, тоCOS (х։, fJ՛) — COS 7cos (x2, - cos (3/2 - + ?.) = sin 7
■7.. (2-2)COS (xx> U-) - COS (1/2՜ ֊•֊ 7.) = — sin 7.COS (Xj, &-') - COS 7.Из условии, что материал по направлению \ не деформируется, следует <■>, _ ап2) = , ф = „ 3-+ (2.3)Подставляя в (2.3) выражения соответствующих напряжений из (1.1) и принимая но внимание (2.2), можно получить

е։։ - excos2« 4֊ e2sin2a—— (c'i Т е։)-г ֊-(е։ -ea)cos2a 2 2Cia=ej sin3 ?. тe2cos’ a - ~ (ех 4- <>2)----- “ (е։ «г) cos 2? (2.4)
«12 = (е։ е2) sin Д cos з — (r։ е։) sin 2?

Эти формулы выражают известную связь между ев5 и «..Из (2.1) с помощью (2.3) и (2.4) получаем=/.Д j-2p cos'՜'7 е։ — 2]i sin՜ 7-е!гo.J2՜՜ — АД 2р+՜sin2ae։ 4՜ 2н~ cos2 7-е2 (2*5)«!՛; ’ ~ 2 («1U"—е«Р ) sin a cos a28



Для cej+получаются аналогичные выряжания (вместо подставляется ц и, наоборот).Из (2.4) и (2.5) вытекает
tg 2։ = 2еМ- = 2г» (2.6)*։։ 6 2։ Зн ~°м

7 = —4-f u ~ е” > 7,- — —Сп ~ е” (2-7)1 2 2 cos 2а “ 2 2 cos 2аПодставляя (2.7) в (2.5), можно получить следующие выражения:
аД- = / Дб։6 4՛ (|‘+ 4- ’Л՜*) ес? 4֊ -֊-△(? ‘ “ F ) 7’.? ֊Нг — !* ) ~S»3 2 2 ■» л (2.8) где 7\։ — - 7\։ = cos 2а, 7'։։ 72l = sin 2 аРазрешая соотношения (2.8) относительно деформаций иво внимание (2.6). можно определить).4- pl- 4 р- / — Ji"
----------------------- %- ֊ -<’ • - ֊ ’.г) '-■> --------*------- --

(2.9) принимая
л5-

(2.10)2с г,, где = —= а1։- 4֊ =„ , с=2л(и тГ) + 4«;Г (здесь по а и £ не суммировать).3. При решении задач теории упругости к физическим уравнениям (2.1), (2.8) и (2.10) присоединяются уравнения равновесия%,34-Х = 0 (3.1)в геометрические уравнения 1/2 (<\ > + «,.,) (3.2)
еи. ?՛.’ -Ь е1'2, Л ~ 2е։:՛. ։? (3.3)В этих уравнениях запятая обозначает частное днфференцкрбпание. 

X- (хг, х2) и На — компоненты объемной силы и вектора перемещения соответственно.В том частном случае, когда возможно показать, что в илоскодеформированном теле или в .какой-то его части возможны только растягивающие или только сжимающие деформация, то решение такой задачи для этого тела или его части в принципе нс отличается от решения соответствующей 
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задачи для обычного материала. Поэтому здесь рассматривается только случаи, когда одновременно возникают деформации разного знака.Подставляя (2.&) в (3.1) и учитывая (3.2). можно получить выражение
Ад 4- : .. , 1 у

'м, 1--------- А, - -----------’ >.+ Р 2 (' — 19 (3.4)
где значения Т,- приводятся в (2.9)

}l JL(ItT Up֊),
A «?։i I "...

4 ■ — оператор Лапласа.11ри решении второй сковной задачи, когда на контуре заданы перемещения «» = «W?«) (3.5)как заданные функции дуги л контура, в (3.4) подставляются значения
I 4.1՜ и1.‘У + К 2՜*՜

7 н =• ֊ Тп = cos 2« ------ цм ~ц-’.2
I (Н। [ 2^ т ' wl. 2 ' ^'2, 1^которые вытекают из (2,6) и (3.2).Если в уравнении равновесия (3.1) предположить, что компоненты объемной силы %։(х,. х.) определяются, исходя из потенциальной функции 1 (л,, л.), в форме А. = - К , и что существует функция напряжения <1’ такая, что а..- = — Ф. . то уравнению (3.1) удовлетворяет следующее соотношение:з,3 - Ф. 4֊ М. и 4֊ И (3.6)Для того, чтобы (3.2) имело действительные решения, должны удовлетворяться уравнения совместности (3.3). Подставляя выражения (2.9) |> (2.10) в (3.3) и принимая во внимание (2.6) к (3.2), можно найти следующее уравнение:•Т + -^2֊ s * V + I gj (о cos 2а) ֊ ֊ ( □ cos 2а)

(f ___ д \Î»-------•>} + 2----- 2----- (j sin 2а)COS 2з / Ох^Ох*
(3.7)

где V* бигармонический оператор, з - зп 4՜ 322-
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Если в (3.7) подставить из (2.6) значения2’Кsin 2з. = (°н ой)г i 4з?, cos 2? — —т֊^= I (°п с։х °а2 (3.8)
и выражение ав. из (3.6), то для определения функции Ф получается довольно сложное нелинейное уравнение с граничными условиями

- (/2<1> dx* <xi - d f \
<)xl, ds dx}dx* ds rfs \ dxs)огФ r/xg _ <?2Ф <7х, / дФ \
dxxdxt ds ° A ds ~ ds 0Хг I

(3.9)
где р, и р. — компоненты нагрузки на контуре.В каждом конкретном случае, предварительно убедившись к сходимости итерационного процесса, для решения первой и второй граничных задач (3.7) (3.9) и (3.4). (3.5) можно применить метод последовательных приближений следующим образом. При решении задачи (3.7). (3.9) с первом приближении принимается, что рассматриваемое тело или характерная его часть изготовлены из обычного изотропного материала с упругими постоянными >■ и р=(р I• «' )/2 (постоянные Ляме) и решается граничная задача (если нет такого решения в литературе)^ф'-р-2^ .< -V-0 (3.10)*■ -։ 2рс граничными условиями (3.9). Индексы I. II и г. д. показывают номер приближения соответствующих величин.Определяя значения sin'2а и cos12* из (3.6) и (3.8) и подставляя их в квадратные скобки (3.7) совместно с (3.9), можно получить граничную задачу для второго приближенияV^' + r'-֊ 0 (3.11)где /" = ТТ^ | ^0-cos2O- ^(='cos>2l)-

— - + 2____ -____ (o’ sin1 20cos 2a Ox^O
(3.12)

Указаннын итераннонный димом точности, то есть до процесс повторяется до получения необхо- достижения достаточно малой величины
max 0N аЛ’֊1

о 5 «3
с-Х

> где 7V номер последнего приближения.вторую основную задачу (3.4) и (3.5) можно решить аналогичным путем.
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В случае слабо выраженной разиосопротивляемости. го есть когдао՜*՜ — |1 / |1Л — и \■-------- — I или - ---------------< 1 )• при решении первой и второй гра-л 4- 2? \ 2 (/ 4֊ и.) /ничных задач можно воспользоваться методом малого параметра.Например, при решении второй основной задачи (3.4) и (3.5), представляя перемещения и и обгемные силы в виде разложения в абсс-,А-г _ |։-лютно сходящиеся ряды но з ֊-• ------------2 ('-4֊ И)— г", 4 4 ~ ь՛-’՜ 4- и',;' — ...

X. ֊X. + СХ' -г ...= Л,'1’ + ... (а. = I. 2)можно получить уравнения первого приближения
л?’ + ^,н-֊А-л'"=о/. 4- |1 л 4- |*м уравнения второго приближения.. 1 / мп> — н,։’д<» + . -2-Л.(։’ ֊ 4 1 ֊ЛГ.',",)? 4՜ !х Г 4՜ |* \ 741 ■Определение областей, где деформации не меняют своего знака, является одной из особенностей задач упругости для материала, разносопро- гивляющегося деформациям растяжения и сжатия.При решении конкретных задач для рассматриваемого материала желательно иметь решения соответствующих задач для обычного .материала Эти решения помогут нахождению указанных зон.4. В качестве примера рассматривается задача упругого равновесия полуплоскости.Пусть в системе прямоугольных декартовых координат (х;. х ) тело занимает область х О и на границе х. — 0 заданызм֊/(х1), з.| = ^(х1) при ха—0 (4.1)Для обычного изотропного материала напряжения определяются | 17

■х

— ОООпределяя из закона Гука и значения главных удлинений е, из (2.7), с помощью уравнений е։ — 0, е- = 0 можно найти разделяющие линии (если они существуют) областей, где е։ и е2 не меняют свой знак. Если после этих вычислении выясняется, что в деформированном теле возникает такая зона, где е1<^0, е« 0 (ед ֊< 0, е2<^0), то решения (4.2) и соответствующие деформации при а :՛•՛ (;֊1 - !1 )32



являются действительными в указанной ионе для рассматриваемого материала.Когда в деформированном теле возникает область, где с, > 0. с,- < 0.то нужно решить граничную задачу (3.7) с граничными условиями<2։Ф // ч 08Ф л /л-Л-г=/(«1)= “Рг> "Г——= Р, при х< = 0 (4.3)
''х\ Ох^Ох^Решение рассматриваемой граничной задачи находится следующим образом: Ф* = ф1 + Фо' (4.41

где .'V номер приближения, Фо — частное решение уравнения
‘Ф* + _ 0 (4.5)

—; (зл созЛ2а) ֊ т ( СОЗ** 2*) —
-- ---------  (зл 5’1П '2д) (4.6)

Частное решение Фо уравнения (4.5) можно найти, например, с помощью интегральных преобразований. После применения преобразования Фурье уравнение (4.5) приводится к виду
4х^ V л-фл>

4х$ -1՜ Р 1 с/х2 (<» х,) (4.7)

где
ФУ(х։) = осД= [фл'(;,х։)е'>^ I 2- 3ООпри условии, что, когда |.х,| — <», функция '1’ и ее производные до третьего порядка стремятся к нулю.Частное решение уравнения (4.7) получается в следующем виде-

Фо ( х.)1—- |[д(х։ '.)сЬ р(х2 — п) эЬрСч ^)|^Х 2 У 2г.р3 о
(4.8)

при условии, что При Х; — 0
3 Известия АН Армянской ССР, Механика. № 2
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Ф."(х։> = = = .^2. = о

ах, <1х' дхг,

м -<Рй подучается с помощью формулы обращения Фурье соФ?(х„ *,) = ~ Ф^х,) е "^р (4.9)

— соРассмотрим частный случаи, когда сосредоточенная сила с составляющими (рь р_.) приложена в начале координат. Тогда напряжения для обычного материала определяются по формуле
Из (4.10) следует, что в этом случае имеет место соотношение

°п = 3и3« (4.11)Легко доказать следующее утверждение: если из решения соответствующей плоской задачи для обычного материала получается соотношение (4.11), то это решение и есть искомое при определении напряжений, если принимать, что р — р4՜ при ев >0; р = р՜ при еа < 0 и р - (р 4-р )/2». если и е, разного знака.Пусть в деформированном теле е, > 0 и е։ < 0. Тогда для определения напряжений необходимо решить граничную задачу (3.6)—(3.9). Если напряжения, полученные после решения этой задачи, удовлетворяют соотношению (4.11). то из (3.8) вытекает. л 2'^ч1 л ~~ -о;51п2я = --- - соьЪ - —-------- з — 5П -г5 ОЭти значения с помощью (3.6) обращают выражение внутри квадратных скобок (3.7) в нуль, и (3.7) приводится к обычному уравнению
К72Ф 1- ———Х7гИ=0 X -Ь 2рчто и доказывает наше утверждение.На основании этого утверждения и (4.11) напряжения в рассматриваемом случае определяются выражениями (4.10) при всех видах деформированных состояний. Предполагая, что с, 2> 0. с. < 0. из (4 10). (2.10) и (2.7) можно определить ? [2 (>■ 4֊ Р՜) (4.12)е։ =?(>• + 2р՜), е։ = — <р. (4.13)где
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?՜ [2' (l>‘ Ч Р-.Աս ) յ- 4р. U I {x.xj-Из (4.13) видно, что в деформированном теле получаются только две области: е, > 0, е. < 0 при ? 0 и е,<^0, <*^>0 при «?0, которыеразделяются линией <₽ 0 или х р, = 0.
ՋԴՄԱՆ IN. ՍԵՂՄՄԱՆ ԴԵՖՈՐՄԱՑԻԱՆԵՐԻՆ ՏԱՐՐԵՐ ԴԻՄԱԴՐՈՂ ԻՆՈՏՐՈՊ ՆՅՈԻԻՓ ՀԱՐԻ՛ ԽՆԴՐԻ •ւԱՊԱԿՅՈԻԻ՜ՅՈԻՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ik և. ՍԿՐՏ53ԱՆԱ մ փ ո փ и I մ
Արտածվում են ձգման և սեղմման գևֆորմ արիաներին տարրեր գի~ 

ոագրոգ իգոարոպ նյութի համար հարթ գեֆորմ արիաների >էրոշիշ րոռրնչու֊ 
թյուններր։

Ցույց Լ տրվում, որ հարթ դեֆորմ արիաների ս>ՈԱ>քին և երկրորդ հիմ 
նւսկան խնդիրներից ստացված ոչ գծային դիֆերենրիէպ հավասարումների 
րւմքԱան համար կարեչի Լ կիրաոեւ հ աշորգական մոտավորոէթյուննե րի եղսո 
նակր:

(1րսյես օրինակ դիտարկվում է նշված նյութից ւղաւորսատված աոսւձդսւ - 
կան կ !:/.՛ ո: .՛ ւ:: •: թ ո: թ յ ան I ավ ա ս ար ա կ շ ո ութ յան խնդիրր;

ON RELATIONS OF PLANE PROBLEM OF ISOTROPIC 
MATERIAL HETERORESISTANT TO DEFORMATION'S 

OF TENSION AND COMPRESSIONR. E. MKRTCHIANSummaryThe determining correlations for plane deformation of the material, heteroresistant to deformations and compression are derived.It is shown, that for the solution of nonlinear differential equations, which are obtained from the first and second principal problems of plane deformations, one can use the method of successive approximations.As an example the problem of elastic equilibrium of a half-plane from the examined material is considered.ЛИТЕРАТУРА1 Тимошенко С II. Сопротивление материалов. T. 2. M.—Л.. Гостехтсорм адат, 194՛« 456 с;Z. Амбарцумян С .-I Уравнения плоской задачи разносояротнзляк>|ценся или разно- модульной теории упругости.— Изе АН Арм.ССР. Механика 1966. т. 19, № 2. с. 1-19.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXXVI, № 2, 1983 Ией

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕОДНОРОДНОСТИ ПРОЧНОСТИ.
МОДУЛЯ ДЕФОРМАЦИИ И ПОЛЗУЧЕСТИ 

БЕТОННОГО ЭЛЕМЕНТА

КАРАПЕТЯН К. С.. КАРАПЕТЯН К. А.

Как известно, бетон является иеоднородно-стареющим материалом, 
прочностная и деформационная неоднородность которого обусловлена раз
ными причинами.

Традиционной неоднородностью будем считать, когда бетон неодно
роден в пределах сечения элемента конструкции. Такая неоднородность 
является следствием того, что из-за высыхания наружного слоя элемента 
физико-механические свойства бетона во времени в наружном слое и в яд
ровой части изменяются с разной интенсивностью.

Другая неоднородность обусловлена процессом возведения элементов 
конструкций. При этом, из-за перерывов в работе бетонирования, элемен
ты конструкций получаются разного возраста, а следовательно, с разны
ми физикогмеханическими свойствами. Особенно это имеет место при воз
ведении массивных конструкций.

Учет неоднородности прочности, модуля деформации и деформации 
ползучести бетона имеет весьма важное значение для оценки действитель
ного напряженно-деформатнвного состояния конструкции. С этой точки 
рения весьма важным является разработанная 1 I. X. Арутюняном теория 

ползучести неоднородно-стареющих сред | 1 —4|.
Прочностная и деформационная неоднородность бетона, несмотря на 

ее большое научное и практическое значение, до сих пор мало исследована. 
Специально поставленные авторами опыты над весьма старым бетоном 
(возраста 23 лет) дали возможность установить существенную неоднород
ность бетона ио сечению цилиндра большого диаметра. Из-за высыхания 
прочность бетона на сжатие в наружном слое цилиндра оказалась намного 
меньше, а деформации — больше, чем в ядровой части цилиндра [5|.

Как известно, причиной неодинаковости свойств бетона я различных 
направлениях, то есть анизотропии, являются те водные прослойки, кото
рые образуются под частицами заполнителя в результате внутреннего рас
слаивания при его укладке и уплотнении. При испарении этих прослоек на 
ях местах остаются пустоты (дефекты), которые ослабляют сечение бе
тонного элемента и снижают его прочность, увеличивают деформации. От
рицательное влияние дефектов на физико-механические свойства бетона бо
лее существенно в том случае, когда образцы испытываются перпендику
лярно слоям бетонирования, так как в этом случае ослабление сечения об
разцов дефектами получается наибольшее 16. 7]. Дальнейшие опыты по
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казали, что восстановление водных прослоек путем насыщения сухого бе
тона водой приводит к обратному явлению росту прочности и модуля 
деформации [8. 9].

В работе [5] авторы поставили опыты специально над весьма старым 
бетоном для того, чтобы количественно оценить влияние как испарения, 
гак и восстановления водных прослоек на прочность и модуль деформации 
бетона. Одновременно изучалась и неоднородность прочности и модуля 
деформации бетона по сечению цилиндра большого диаметра (50 с.м). 
Анализ опытов показал, что и неоднородность бетона в основном являет
ся следствием отрицательного влияния испарения водных прослоек нз на
ружного слоя бетонного элемента. Потеря доли прочности, вызванная ис
парением водных прослоек, может привести к чувствительному снижению 
несущей способности конструкции.

Учитывая важность рассматриваемого вопроса, авторы поставили бо
лее обширные опыты для исследования изменения во времени прочностной 
:i деформативной неоднородности бетона в пределах сечения бетонного ци
линдра большого диаметра, результаты которых и приводятся в данной 
работе. Исследована неоднородность прочности, модуля деформации и пол 
зучести бетона при сжатии и растяжении.

§ I. Методика опытов

Как и в работе [5]. исследования проводились испытанием малых ци
линдров диаметром 5.5 см, высотой на этот раз 22 см. которые выбури
вали из 4-х различных зон (I. 11, li I и IV) сечения большого цилиндра 
(фиг. 1), Большие цилиндры в количестве 5 штук диаметром 57 см. вы
сотой 25 см были изготовлены из бетона на литоидной пемзе состава в 
массе 1 : 1.43 : 2.50, В/Ц 0,86. Ц “= 294 кг на 1 м:? бетона активностью 
50 МПа. Сразу после формовки верхние горцы цилиндров покрывались 
металлическими листами, а после их распалубки, которая производилась 
через 5 сут.. оба торца покрывались несколькими слоями расплавлен»; зго 
парафина и слоем фольги, так что испарение происходило только с боко
вых поверхностей. После распалубки и изоляции торцов большие цилинд
ры первые 5 месяцев хранились под открытым небом, а в дальнейшем—в 
обычных \абораториых условиях, где температура воздуха 1 22 zr 5 °C,
а относительная влажность Р = 58 ± 12%.

Для исследования изменения неоднородности прочности и модуля де
формации бетона во времени по сечению большого цилиндра малые цилинд
ры выбуривали и испытывали в возрастах 28 сут.; 3 и 6 мес.: I и 2 лет 
Малые цилиндры, выбуриваемые из одного большого цилиндра, испыты
вали в одном возрасте. Однако, количество образцов, которое получалосо 
из одного большого цилиндра, по зонам I. 11. III и IV (фиг. I) существен
но отличалось и соответственно составило 22. 16. 10 и 4 шт. Количеств • 
образцов по зоне III н особенно зоне IV было явно недостаточно для на 
меченных программой опытов даже в одном возрасте. Выход из этого по 
ложёния нам подсказали результаты наших прежних опытов, где изуча
лась неоднородность прочности и модуля деформации бетона при сжатии
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Фиг. 1- Зоны поперечного сечения боль
шого бетонного цилиндра, и» которого 

пыбуриналисъ малые цилиндры

по сечению туфобетонного цилиндра диаметром 50 см возраста 23 лет. 
В этих опытах также малые цилиндры выбуривали из 4-х зон [5]. Опыты 
доказали, что в пределах зон II, III и IV, то есть ядровой части большого 
цилиндра, бетон по прочности и модулю деформации однороден. Руковод
ствуясь этим, стало обоснованно возможным существенно сократить количе
ство испытываемых образцов без ущерба исследованию интересующих нас 
вопросов. Учитывая наши возмож
ности с точки зрения количества об
разцов в новых опытах кратковре
менным испытаниям как на сжатие. • 
так и на растяжение подвергали 
образцы, выбуренные из всех 4-х 
зон, что необходимо было, чтобы 
еще раз подтвердить ранее сделан
ный нами вывод об однородности 
бетона в пределах зон II, III и IV. 
Это весьма было важно для обо
снования опытов ползучести путем 
постановки опытов над образцами, 
выбуренными из зон 11 и III и от
несения результатов опытов ко 
всему ядру большого бетонного 
цилиндра. Так что в опытах на 
ползучесть нами длительному за- 
гружению на сжатие и растяжение подвергались малые цилиндры, 
принадлежащие зоне 1 и смешано зонам II и III.

При испытании малых цилиндров как на сжатие, так и на растяжение 
нагрузка повышалась ступенями и после каждой ступени измерялись де
формации. Под каждой ступенью нагрузки образец выдерживался лишь 
яа время, необходимое для взятия отчетов по приборам, измеряющим де
формации. В опытах на сжатие, кроме продольных, измерялись также и 
поперечные деформации. Ввиду ограниченного количества образцов из 
каждой зоны испытывалось по 2 3 образца, а в отдельных случаях и 
4 образца.

Результаты испытаний вновь подтвердили, что в пределах зон II. III 
и IV. то есть ядровой части большого бетонного цилиндра, бетон как по 
прочности, так и по модулю деформации при сжатии однороден и, как по
казали опыты, то же самое имеет место и при растяжении. Учитывая это, 
опытные данные о прочности и модуле деформаций образцов, относящиеся 
к этим трем зонам, были усреднены по каждому возрасту.

Для исследования неоднородной ползучести бетона по сечению боль
шого цилиндра длительному сжатию и растяжению были подвергнуты не
изолированные и изолированные малые цилиндры в возрастах 28 сут.. 
3: 6 мсс. и 1 года. При этом неизолированные образцы, выбуренные из зо
ны I большого цилиндра, имитировали условия бетона этой зоны, а изоли
рованные образцы, которые для исключения испарения изолировались 
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«разу после их выбуривания из зон II. HI и IV. имитировали условия бе
тона этих зон. Напряжение в сжатых образцах составляло 5 МПа, а в рас
тянутых — 0,4 Ml la. В каждом возрасте из каждой разновидности загру
жались по 3 образна и на таком же количестве образцов-близнецов опре
делялись усадочные деформации.

§ 2. Неоднородность прочности, модуля деформации 
и ползучести бетона при сжатии

Прочности и касательные модули деформации малых цилиндров, вы
буренных из зон I, II, III и IV большого цилиндра,'приведены в табл. 1 
а кривые продольных и поперечных деформаций — на фиг. 2. Как видим

0tf«-:wrE*bfv։ л‘о։:>м«ц-и
пв(ЧМми»«

ОТНКНТЕАьНыЕ AEW₽**U**

и -т=28 сит 2и2-т=3 мес,3«3-т=6 мес , 4 - 4'֊г=1 год; 5 и 5-г - Iгода
Фиг 2 Крииые кратковременных деформаций малых цилиндров при сжатии

л возрасте 28 сут. как прочности, так и модули деформации образцов, вы
буренных из наружного слоя (зоны I) и ядровой части (зон II, III и IV) 
большого цилиндра, практически одинаковы, а эго означает, что до этого 
возраста бетонный цилиндр но прочности и модулю деформации в преде
лах всего сечения однороден. Однако, после возраста 28 сут. однородность
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сохранилась только н пределах невысыхающей ядровой части, а в целом, 
по всему сечению, из-за высыхания наружного слоя, бетон становится не
однородным. Причиной этого является то. что после 28 сут. возраста выз
ванный процессом твердения рост прочности и модуля деформации наруж
ного слоя из-за испарения протекает мрнее интенсивно, чем ядровой части 
С другой стороны, из-за испарения начинается отрицательное влияние 
большое усадки наружного слоя и тех пустот (дефектов), которые оста
ются- на местах, водных прослоек, образующихся под зернами заполните- 
хя при укладке и уплотнении бетона —8]. С некоторого момента отри
цательное влияние этих двух факторов начинает все больше преволиро- 
вать над положительным эффектом процесса твердения и это приводит к 
снижению прочности и увеличению деформативности бетона.

При уровне напряжения 0,5 коэффициенты Пуассона бетона в возрас
ту 28 сут., 3; 6 мес. и 1; 2 лет в различных зонах сечения большого ци
линдра составили: в наружном слое 0,137; 0.168; 0,156: 0,161 и 0.158, а в 
ядровой части — 0.142; 0,151; 0,159; 0.169 и 0.171. Как видим, коэффи
циенты Пуассона указанных зон во всяком возрасте испытания мало от- 
хйчаются друг от друга, а со старением бетона возрастают.

Для описания роста прочности бетона во времени ядровой части боль
шого цилиндра получена следующая зависимость:

Ж Я -----
45-

Н 1,6:
(2-1)

где т возраст бетона в месяцах. Максимальное отклонение прочности по 
(2.1) от՜ опытных значений составляет 4՜ 3,5 и — 5,7%.

Рост начального модуля упругости бетона ядровой части большого ци
линдра во времени при з.я 0,3 /?сж хорошо описывает зависимость

Еел. = (650 + —) ( 45t Л (2.2)
\ : /\1+ 1,6:/

Рассмотрим теперь результаты исследования неоднородно։։ ползуче
сти бетона По сечению большого бетонного цилиндра (фиг. 3) Кривые 
ползучести рассчитаны до следующим зависимостям:

а) образцов, выбур -иных из наружного слоя (зона 1)

£^1։ = (9,53-р —)[1 - 0,5(я"о,<ки<4-е~ш<}]-5-10 5 (2.3)

б) образцов. выбуренных из ядровой части (зоны II и III)

е„. = (о,9+ — )|1-°.5(е՜+ « ’■“")] Э Ю ’ (2-4)

В аазлскм.'Я. I ях (2.5) и (2-4) ; представляет возраст бетона г мэмед. 
длительного загружения в сутках. / длительность загружения. Как ви
дим из фиг. 3. кривые, рассчитанные во этим зависимостям, дают удовле
творительное совпадение с опытными данными.
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Сравнение зависимостей (2.3) и (2.4) приводит к выводу, что кривые 
ползучести образцов, выбуренных из наружного слоя и ядровой части 
большого цилиндра во всяком возрасте загружсния, подобны, а отношение 
их деформации ползучест։։ в любом возрасте не зависит от длительности 
нагружения.

Коэффициент неоднородности бетона по деформациям ползучести при 
сжатии

Л.. = 10.6^֊֊֊ (2.5)

Рассчитанные по зависимости (2.5) коэффициенты неоднородности 
бетона по деформациям ползучести для возрастов к моменту загружения 
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28 сут., 3: 6 мсс и 1 года соответственно составляют 4.0; 5,8; 7,2 к 8,4, а 
при т — оо Нсл - Ю.6. Таким образом, в связи с высыханием наружно
го слоя неоднородная ползучесть по сечению большого цилиндра начи
нается с раннего возраста и с увеличением г степень неоднородности пол
зучести существенно возрастает.

Таким образом, в результате высыхания наружного слоя большого 
бетонного цилиндра, прочность и модуль деформации бетона при сжатии 
i этой части существенно меньше, а ползучесть больше, чем в его ядровой 
части. С увеличением продолжительности высыхания прочностная а де
формационная неоднородность бетона возрастает.

На основании наших исследований изменение напряженно-деформи
рованного состояния сжатого бетонного элемента во времени, вызванное 
неоднородной ползучестью бетона но сечению, нами представляется еле 
дующим образом. В момент загружена, я упруго-мгновенная деформация 
.акого элемента по всему сечению будет одна и та же, а напряжение в бо
лее жесткой ядровой части окажется гораздо больше, чем в более подат
ливом наружном слое. После этого, благодаря большей ползучести наруж
ного слоя, начинается перераспределение напряжений во времени и в ре
зультате этого напряжение в ядровой части существенно возрастает, а в 
наружном слое, наоборот, уменьшается. Продолжение процесса перерас
пределения напряжений в конечном итоге приводит к тому, что наступил 
наконец, такой момент, когда напряжение от непосредственного действия 
вертикальной нагрузки в наружном слое может исчезнуть и в последующей 
этот слой будет нести нагрузку лишь постольку, поскольку он является 
частью общего элемента, имеющего прочный контакт с ядровой частью 
С указанного момента наружный слой, в основном, будет играть роль 
обоймы и защитного слоя ядровой части, исключающего испарение вод
ных прослоек, а следовательно, и снижение прочности в увеличение дсфор 
мативности этой части, 11рп наличии арматуры напряженио-деформатив- 
иое состояние такого элемента еще более сложно. В этом случае, благода
ря неоднородной ползучести по сечению, перераспределение напряжений 
приведет к увеличению напряжения в арматуре и, наоборот, к уменьшению 
напряжения в бетоне, причем более чувствительно в наружном слое, чем 
ядровой части.

§ 3. Неоднородность прочности, модуля деформации 
и ползучести бетона при растяжении

Результаты кратковременных испытаний на растяжение малых ци 
лиидров, выбуренных из зон 1. II. III и IV большого цилиндра, в различ
ных возрастах приведены в табл. 2 и на фиг. 4. Анализ опытных данных 
приводит к выводу, что влияние высыхания наружного слоя большого ця- 
хнндра на изменение неоднородности прочности и модуля деформации 6*՛- 
юна во времени по сечению при растяжении качественно имеет тот же ха
рактер, что и при сжатии. При растяжении также в возрасте 28 сут. проч
ности и модули деформации малых цилиндров, выбуренных из наружного 
слоя (зоны I) и ядровой части (зон, II, III и IV), практически не отли-
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чаются, то есть до этого возраста бетон по всему сечению пи прочности и 
модулю деформации однороден. Однако, после этого возраста однород
ность бетона сохраняется только в пределах ядровой части большого ци
линдра. а из-за высыхания наружного слоя в целом по сечению становит
ся неоднородным и с увеличением возраста степень неоднородности уве
личивается. Причиной этого является го, что после возраста 28 сут. при 
рост прочности бетона наружного слоя продолжался до возраста 6 мес. и

Относительные деформации Относительные деформации

1-1'28пт ?-Т’Змес.З-1’5мк ^-г='го1,5-т-2годх

Фнг. 4. КриаЫг Кратковременных деформаций малых цилиндров ври растя
жении.

всего составил 13%, а после этого прочность снизилась даже до исходно
го значения. Из-за высыхания качественно то же самое имело место и с мо
дулем деформации бетона наружного слоя с той лишь разницей, что спад 
модуля деформации начинается сразу после возраста 28 сут. и к 2-м годам 
:со своему значению составляет 75% от исходного значения. Что касается 
ядрор.он части, то тдесь нарастание прочности и модуля деформации бето
на ио времени протекало устойчиво в процессе всего опыта и к 2-м годам 
прочность на '52%. а модуль деформации (при напряжении 1 МПа) на 
37% больше своих начальных значений.

Из сравнения данных табл. 1 и 2 можно заключить, что степень неод
нородности бетона по сечению бетонного элемента как по прочности, так 
и пс модулю деформации при растяжении более чувствительна, чем при 
сжатии. При этом. степень неоднородности бетона по модулю деформации 
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при растяжении также существенно зависит от величины напряжения и с 
ее увеличением степень неоднородности возрастает. В вышеописанных опы
тах на сжатие наблюдалась обратная картина.

Экспериментальные данные нарастания прочности бетона во времени 
в ядровой части бетонного цилиндра при растяжении весьма удовлетвори
тельно описывает зависимость

5,6 т
Rf- ~ 1 + 2,4՜ (31)

Для описания кривой нарастания начального модуля упругости бето
на ядровой части во времени при растяжении (о 0.3 /?Р) получена сле- 
дуощая зависимость:

= (юооо г ^) ( д (3.2)

На фиг. 5 представлены кривые ползучести малых цилиндров, выбу
ренных из наружного слоя (зоны I) и ядровой части (зон II и III) боль- 
июг:> цилиндра, испытанных на растяжение. Кривые ползучести рассчита
ны по зависимостям:

а) -образцов, выбуренных из наружного слоя

а =('19 4֊ 0,5(e"U։0M4e"0’™)J'C,4-l(T 5 (3.3)

6) образцов, выбуренных из ядровой части

5 , = ——)|1 — 0,5 ?_n,lbf) ]0.4-10՜5 (3.4)

•Сравнение зависимостей (3.3) и (3.4) приводит к выводу, что и при растя 
женин кривые ползучести образцов, выбуренных из наружного слоя в яд 
ровен части большого цилиндра, во всяком возрасте загружения подобны 
я поэтому отношение spI,/s։,z пе зависит от длительности загружения. 
Коэффициент неоднородности бетона по деформациям ползучести

„ -4-52
Hv =5 /s = 2,3----- — (3.5)

•՛"’’* т-г 80

Рассчитанные по зависимости (3.5) коэффициенты неоднородности 
бетона по деформациям ползучести для возрастов к моменту загружения 
28 сут., 3: 6 мес. и I года соответственно составляют 1.70: 1.92; 2.05 и 2,15. 

а при т = оо Н., = 2.30. Таким образом, и при растяжении связи с высы
ханием наружного слоя большого цилиндра неоднородная ползучесть по 
•сечению начинается с раннего возраста и с увеличением т степень неодно
родности ползучести возрастает. Из сравнения (2.5) и (3.5) можно заклю
чить, что степень неоднородности бетона по ползучести при сжатии су
щественно больше, чем при растяжении. При увеличении т от 28 сут. д<. 

1 года //. - увеличивается от 4,0 до 8,4 а /7Г -от 1,70 до '2,15.
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Таким образом, в результате высыхания наружного слоя большого ин 
линдра. прочность и модуль деформации бетона и при растяжении в это։ 
части меньше, а ползучесть больше, чем в его ядровой части. С увеличе-

32'10*

32И0
Длительность наблюдения,сут

80 /60 240 320 400 480 560 640
Возраст бетона к моменту наблюдения, сут

Фиг. 5. Кривые ползучести малых цилипдрОи при рм тяжепии.

пнем продолжительности высыхания прочностная и деформационная не
однородность бетона возрастает.

§ 4. Причины неоднородности прочности и деформации бетона 
по сечению бетонною элемента при высыхании

Наши исследования показали 15], что причинами неоднородности бе
тона по прочности и деформациям при сжатии бетонного элемента явля
ются:
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1. Обезвоживание наружного слоя бетонного элемента и в связи с этим 
преждевременное прекращение процесса твердения:

2. Микротрещинообразование из-за внутренних напряжений, вызван
ных неравномерной усадкой по сечению большого элемента. По мере вы
дыхания наружного слоя, усадка которого гораздо больше, чем более глу
боких слоев, микротрещинообразование постепенно охватывает более глу
бокие слои. Чем меньше влажность среды, тем больше глубина высыхания, 
I следовательно, и степень разуплотнения бетона микротрещинами;

3. Испарение образовавшихся под зернами заполнителя водных про
слоек и в связи с этим отрицательное влияние оставшихся на их местах 
пустот (дефектов).

Отрицательное влияние перечисленных факторов на прочность и де
формации бетона при высыхании в большинстве случаев происходит одно
временно и поэтому невозможно количественно оценить влияние каждого 
В общем явлении. Проведенные нами по специальной методике исследова
ния над весьма старым бетоном (возраста 23 лет) позволили установить, 
что отрицательное влияние испарения водных прослоек на прочность и де
формации бетона при сжатии весьма чувствительно |5). При растяжении 
отрицательное влияние испарения водных прослоек на прочность и дефор
мации бетона исключается. В этом случае снижение прочности и увеличе
ние деформативности бетона наружного слоя бетонного элемента, в основ
ном, связано с отрицательным влиянием неравномерной усадки по сече 
НИЮ элемента. В наших опытах после возраста 28 сут. усадка наружного 
слоя большого бетонного цилиндра оказалась в 4 раза больше усадки его 
ядровой части, что и является основной причиной снижения прочности и 
увеличения деформативности. а следовательно, и неоднородности бетона 
Несомненно, в этом явлении определенную отрицательную роль играет и 
набухание пористого заполнителя литоиднои пемзы в раннем возрасте бе
тонного элемента. Известно, что при насыщении пористая литоидиая пем
за сильно набухает и это может привести к образованию микротрещин и 
цементном камне в местах се контакта с зернами заполнителя. При высы 
Ханин бетона происходит усадка как цементного камня, так и пористого 
заполнителя литоиднои пемзы. Однако, как показали опыты, при усадке 
первоначальные объемы зерен заполнителя полностью не восстанавлива
ются, а поэтому микротрещииы, которые образуются в цементном камне 
при набухании пористого заполнителя, частично сохраняются и тем самым 
сказывают отрицательное влияние на физико-механические свойства бето
на. Причем, это отрицательное влияние в случае растяжения более су
щественно, чем при сжатии.

Основные выводы

1. В раннем возрасте бетонный элемент в пределах всего сечения по 
прочности и деформациям (кратковременным и длительным) при сжатии 
и растяжении однороден, а в дальнейшем, по мере высыхания наружного 
слоя, однородность сохраняется только в пределах невысохшей ядровой 
«асти сечения. Причиной этого является то. что из-за высыхания вызпзн-

4 Иипестня АН Армянской ССР. Механика. № 2

49



ное процессом твердения упрочнение наружного слоя элемента во време
ни с некоторого момента происходит менее интенсивно, чем упрочнение яд
ровой части. Одновременно на это отрицательное влияние высыхания на
кладывается также все прогрессирующее отрицательное влияние большей 
усадки наружного слоя, а также испарение образовавшихся под зернами 
заполнителя водных прослоек, что приводит к постепенному снижению 
прочности и увеличению деформативности бетона наружного слоя и тем 
самым к неоднородности в пределах всего сечения элемента.

Основными причинами снижения прочности и увеличения деформа
тивности наружного слоя бетонного элемента являются: при сжатии пу
стоты (дефекты), которые остаются на местах водных прослоек по мере 
их испарения, а при растяжении — разуплотнение бетона усадочными 
мнкротрещинами, вызванное значительно большей усадкой наружного 
•глоя элемента.

2. Прочностная и деформационная неоднородность бетона по сечению 
бетонного элемента существенно зависит от влажности среды и размеров 
поперечного сечения элемента и в зависимости от этих факторов могут 
быть следующие случаи:

а) бетонный элемент сначала однороден и остается таким в дальней
шем. Сказанное независимо от размеров поперечного сечения элемента 
имеет место в тех случаях, когда влажность среды высокая или испарение 
исключено путем изоляций;

6) бетонный элемент сначала однороден, а в дальнейшем становится не
однородным. Это имеет место в гом случае, когда сечение элемента боль
шое. а влажность средь: невысокая:

в) бетонный элемент сначала однороден, а В дальнейшем ио мере вы
сыхания сперва становится неоднородным и в итоге вновь однородным. Это 
имеет место и том случае, когда размеры поперечного сечения элемента 
небольшие, а влажность среды невысокая.

3. Продольные и поперечные деформации высыхающего наружного 
слоя бетонного элемента большого сечения существенно больше, чем бе
тона невысыхающей ядровом чао и элемент, однако коэффициенты Пуас
сона указанных двух зон при сжатии в любом возрасте практически равны.

4. Вызванная высыханием наружного слоя бетонного элемента неодно
родная ползучесть по сечению начинается с раннего возраста и < увеличе
нием возраста к моменту загружения степень неоднородности ползучести 
возрастает. Отношение деформаций ползучести наружного слоя к дефор
мациям ползучести ядровой части при загружения в возрастах 28 сут., 3: 
6 мес. и I года соответственно составило: при сжатии 4.0; 5.8; 7,2 н 8.1, 
а при растяжении— 1.70; 1.92; 2.05 и 2,15, то есть степень неоднородно
сти бетона по ползучести при сжатии существенно больше, чем при растя
жении.

5. Кривые ползучести бетона наружного слоя и ядровой части бетон
ного элемента по всяком возрасте загружения как при сжатии, так и при 
растяжении подобны, и отношение их деформаций ползучести не зависит 
от длительности загружения.
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6. В сжатом бетонном элементе из-за большей ползучести наружный 
слой во времени разгружается, а ядровая часть, наоборот, догружается 
В связи с перераспределением напряжений с некоторого момента наруж
ный слой начинает нести нагрузку лишь постольку, поскольку он является 
частью общего элемента, имеющего прочный контакт с ядровой частью. 
2 этого момента наружный слой, в основном играет роль обоймы в защит
ного слоя ядровой части.

7. Вызванная высыханием прочностная и деформационная неоднород
ность бетона по сечению бетонного элемента оказывает отрицательное 
влияние на работу бетонных и железобетонных конструкций при всех на
пряженных состояниях. Поэтому учет неоднородности прочности, модуля 
упругости и деформаций ползучести имеет весьма важное значение в деле 
оацнонального проектирования конструкции и обеспечения их долговеч
ности.

8. Исследование неоднородности прочности, модуля деформации и де
формаций ползучести бетона по сечению бетонного элемента авторы про
водили испытанием малых цилиндров, выбуренных из раличных зон се
чения бетонного элемента. Такая методика хотя и является наиболее обос
нованной. но она является весьма трудоемкой. Проведение нами по этой 
методике исследования позволяют предложить более простую, но вполне 
обоснованную методику оценки прочностной к деформационной неоднород
ности бетонного элемента, сущность которой заключается в изготовлении 
и испытании призм сечением 10X10 см. высотой 40 см. Для того, чтобы 
.акая призма имитировала бы условия бетона наружного слоя элемента, 
необходимо после распалубки оба торцевых сечения к три боковые поверх
ности призм изолировать от влагопотсри. Другая же призма, имитирующая 
условия бетона ядровой части элемента, должна быть изолирована пол
ностью.

9. Необходимо в зависимости от характеристик материалов, примем яе 
мых для приготовления бетона, условий производства работ и условий ра
боты бетонных и железобетонных конструкций принять все возможные 
меры, чтобы уменьшить, а если возможно, полностью исключить те при 
чины, которые приводят к неоднородности бетона по сечению бетонного 
элемента.

ԻԵՏՈՆԵ էլեմենտի ամրության, դեֆորմացիաների մոդուլի 
ԵՎ ՍՈՂՔԻ ԱՆՀԱՄԱՍԵԴՈՒԹՑԱՆ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒՄԸ

ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ Կ. Ս.. ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ Կ. Ա.

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Աշխատանքում քերվում են րետոնի ամրության և դեֆորմ ացթոն տնհա- 
մաոեոաքքյան հետազոտման արդյունքները րստ էլեմենտի ընդլայնական 
կարվածքի։ Սեղմման և ձդմտն դեպքում հետաղոտված է րետոնի ամրու
թյան, զեֆորմ արիաների մոդուլի ե ոողքի անհամասեոության աստիճանի 
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փովէոխո՚թ յո՚նը մ ա մ ան ս։ կի րն թ ա ց քո ՛մ ։ Փորձարկվեք են գլանիկներ, որոնք 
կ՚հրված-հանված են տարբեր հասակներում միայն կողմնային մ ակեր և՛ս յ- 
թ"վ չորացած, մեծ տրամ ագծի բետոնե դյտնի րնգրսյնտկտն կ՛որվածքի տար
բեր մասերից։

1!եղմման և ձգման դեպքում հաստատված Է, որ վաղ հասակում մեծ 
կարված քի բետոնե կյեմենտր ըստ ամրության և դեֆորմ արիաների Համա
սեռ Լ, իսկ հետ աղ աչում, արտաքին շերտերի չորացման I՛ այդ իսկ պատճա
ռով ամ բո՛թ յան անկման հետևանքով այն դաոնում Լ անհամտսեո։ թանկա
ցած Հասակում բեռնավորված բետոնե Էլեմ ենտ ի արտ՛սթին շերտերի ե մի
ջուկի ""՛լքի կորերը՛ ինչպես սեղմման, այնպես էլ ձգման դեպքում նման են 
և սողքի դեֆորմացիաների հարտբերս՛թյոէնը կախված շէ բեռնավորման եր
կար՛ս ա ե"ւթյունից:

Աշխատանքում բացատրվում են այն երևույթները, որոնք բերում են բե- 
/• սնև Էլեմենտի արս՛աթին շերտերի ամբո՛թյան տնկմանր , դեֆորմացիաների 
մեծ ար մանր և դրանով ի՚՚կ րաո կտրվածքի անհ տմ ասեոութ յան աստիճանի 
աճին-.

INVESTIGATION OF HETEROGENEITY OF STRENGTH MODULUS OF DEFORMATION AND CONCRETE ELEMENT CREEP
K. S. KARAPETIAN, K. A. KARAPETIAN

S u m m a г у

The paper deals with the results of the investigations of strength 
and deformational heterogeneity of concrete at the concrete element 
section. Changes of the degree of strength heterogeneity in time, mo
dulus of deformation and concrete creep at compression and tension 
were investigated. Small cylinders, drilled from different section zones 
of concrete cylinder of a large diameter and different age, dried only 
at the lateral surface, were tested.

The explanation is given to the phenomena, which lead to strength 
decrease and increase of deformation of the external layer of the con
crete element and thus to the increase of the degree of its heteroge
neity at the section. ЛИТЕРАТУРА
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻ^Յ ՕԻՆՆԵՐ Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ А К А ДЕ МИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ւրւխարփկա XXXVI, № 2, 1983 Механик.»

О ПОПЕРЕЧНОМ ИЗГИБЕ КОНСОЛИ В НЕЛИНЕЙНОЙ 
ТЕОРИИ IЮЛЗУЧЕСТИ

СИМОНЯН А. М.. АВЕТИСЯН Г. А

Вопросы распределения напряжении в брусьях при чистом изгибе рас
сматривались в ряде работ, например, п |1—5]. Учет поперечных сил при 
к.тгибе, согласно линейной теории наследственности, осуществлен в рабо
те [6]. В работе [7] исследовался вопрос о поперечном изгибе призмати
ческого бруса с сечением, имеющим ось симметрии, яр։։ действии попереч
ной силы, направленной по оси симметрии сечения, в условиях пэлзучести. 
описываемой теорией течения [8].

В настоящей работе строится решение о действии сосредоточенной по
перечной силы на конце призматического бруса произвольного сечен :։.։. 
материал которого деформируется, согласно нелинейной теории наслед
ственности [9] в постановке ( 10] с некоторыми видоизменениями. Иссле
дуется положение центра изгиба с учетом ползучести.

I. Постановки задачи
Рассмотрим заделанный одним торцом призматический брус длины 

! произвольного односвязного сечения, на другой торец которого действуй
поперечная сосредоточенная сила, 
определяемая проекциями /<(/) и 

на центральные оси г и г; по
перечного сечения бруса (фиг. 1).

Принимается, что

\ 0 (1.1)

а также условие объемной несжи
маемости материала

2,т % I- £, 0 (1.2)

Для описания ползучести, описываемой нелинейной -агисимостыо т 
напряжений, обычно принимается тезис о пропорциональности и соос.: >• 
стп девиаторов напряжении и деформаций 19]

3 £-
Ч = -֊-֊(Ч-=) ч

3 ։ (13)
У. О

где
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□ = — (а 4- а 1 )3 ' 4 9

- ’/ + (% -\'2 + (3, - ^гЯ + 6 (Ч.; + -;г + '.?

- -֊֊ I (£, - %г ֊ (% ֊ -г к *,г +з/2 (к, + т;,+-^։)

причем Яг и >'■. связаны друг с другом посредством некоторого временного
•оператора II. независимо от вида напряженного состояния

МО П[5|.(0,/] (1.4)

Однако уравнения ( 1.3) вкупе с (1.4) содержат в себе недостатки, кото
рые можно проиллюстрировать, в частности, на примере нижеследующей 
программы изменения осевого напряжения

։ (() = при 0</< /о 
I с при / /0

(1-5)

Согласно (1.3) (1.5). легко видеть (фиг. 2). что деформации ползучести
г (/) при ! > будут точно такими же. какими они были бы при а (/)=>■<•
(показаны штриховыми линия
ми), независимо от 1*0 и от 
вида оператора И, при этом 
л точке / ~ ((1 они претерпе
вают разрыв, в два раза пре
восходящий накопившуюся де
формацию ползучести до мо
мента /0, что не имеет смысла. 
В связи с тем, что в задачах 
изгиба брусьев превалирую
щими напряжениями являются 
с_, естественным представля
ется здесь в уравнениях (1.3) значения интенсивностей напряжений О. н 
деформаций к. заменить соответственно ", я которые, в отличие от 
интенсивностей, могут быть знакопеременными. Вместо (1.3) будем иметь

% =— ~ I®, - 3) (*» //.

3 ՛ (,-б)
(х‘ у’ 2)

Присовокупим сюда соотношение, аналогичное (1.4), записанное для не
линейной теории наследственности

8_. (/) = (!-г А'*)/[з,(/)1 (1.7)

гДе принято обозначение [ 10]
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С (1, г) мера ползучести материала, загруженного з возрасте т (111

/(3) = А |а Г sign? (1.9)

где А и п — параметры, определяемые из испытания на одноосную пол - 
•учесть.

Отметим, что уравнения ( 1.6) вкупе с ( 1 7) нс имеют вышеуказанных 
недостатков, присущих ( 1.3) вкупе с ( 1.4)

Согласно принимаемой здесь гипотезе плоских сечении. имеем также

։{х,у,г.() a(z.t)x г 6 (г, I) у-] $(:,()

$ 2. Снедение задачи к разрешающим уравнении и
Выпишем уравнения и граничные условия, которые должны соблю

даться:
дифференциальные уравнения равновесия, которые с учетом (II) запи
шутся в виде

интегральные условия

\ - Р, {t]{l . )

( ~։У<& = Р,1П(1-г)

С2Л)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2-5)

где О — площадь поперечного сечения бруса, а также условия совместно
сти деформации, которые с учетом (1.1) и (1.3) запишутся в виде

<Л

</ / ль л-. » оЧ
  ( _? "-- 1=2  L 
<>у--\ üx ff у / (JxJz
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Поскольку поперечные размеры малы по сравнению с длиной, то естестве։։ 
но принять дьг)дг д-.]Ол՜ и дь ./О? <& дг ./ду, вследствие чего, а также 
с учетом (1-10), (1.2) и (1.6). остальные условия совместности деформа
ций можно снять из рассмотрения. Используя (1.7). (1.9), (1.10). (2.3). 
(2.4), (2.5), получим

5/.г, у/, г, 0 = [’(/)х -|-Ь/)*7-;-ЧП|(/-гГ (2.8)

=.(*> у, г, г» = |(1 /?*)(“(Ох +з«)^ + ЧО]|1,Я"։

(I- /?’!<)1’(Пл- + 3(0.У 4 О1/)]Л ’я(/-х) (2.9)

где при обозначении (1.8) /\ (I, резольвента вольтерровского ядра 
Л<(/, *), а введенные здесь функции ’ (/). 3(/) и '• (/) при произволь
ных фиксированных t определяются из уравнений

[ [։(/)*+.8(0^ I 5(0]('’"хЛ!= А՝‘п Р.

( I (1 /?*)(»(/)х + ^(/)//4-^(0В:м?№ ֊/1։>л (2.10)
V V

| ри -/?•)[» (0 х 4 ₽(Пя + «(0]}"”Л!=>0

где степенная функция для отрицательных аргументов понимается н смыс
ле нечетного продолжения.

Уравнения (2.1) и (2.2) при использовании (2.9) решаются путем 
введения функции напряжении /’ (х, у. /) по формулам

—+л-1;’-2-|(!-/?*)[>(/)* 3(0.7+ 5(/։)!՛" 1 ! Л<.у. П
Оу П Г 1 

где /, (у, I) и ! (х. /) произвольные функции.
Уравнения (2.6) и (2.7) могут быть сведены к следующему:

Рт </т ,-^-֊2’- =(/֊.)'’-1{[?(()х-։(()7]п + В(Ы (2.12) 

где В (I)-֊ функция времени, определяющая поворот поперечно." ) .. 
чения.

Подставляя (1.6). (2.8). (2.9) и (2.11) в (2.12), получим основ։:-, 
уравнение относительно функции напряжения (л, у)

~ + ֊ 4՜ I1 (*> У) — 4- '• (*> у) — = > (х, у) (2.13)
Ох՛ Оу- Оу Ох

где
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?0) 1
Мх.у.П п (1 -/?*)Л(х,^/)

а (О 1 (!-/?*) а и)
Л(х, у, /) п (1 — Я*) Л (х, у, /)

(2.14)

(2.15>

'•՝ у) = п>4 1 "[Л (х, у, /)] 1
О п

■ | (1 - Л») л (X, у, О (1 - Л‘) л (X, У, Щ-

—(1֊ /?»)?(Г) |(1 я*;л(х. у, -Л*) л (ж. у./)-
п 4- 1

—а՜՛" -■№> цг-к.)ли,у, оГи
4- 1 Л (х, у, О

О/,(х, /) д{х (у, /) а (/)------ -------- ---------------------*----------------
дх Оу Л (х, у, о

֊А ('֊^»(п |Л(Х1
п (1 — /?՝’) л (х, у, /) I

± /}<у,<} (2лб>
Л(х,у.() л (1-/?’) •՝ (х. «7. О Г

А (х, у, () = а (/) х 4- ? (О У 4՜

(1-£’)/(/)=/(/)
.) о

Поскольку на контуре сечения не имеется внешних нагрузок, то крае
вое условие запишется так:

соз (п, х) - ту. сое (/<, у) = О (2.17)

где П внешняя нормаль к точке контура сечения.
Подставлял (2.11) в (2.17). получим следующее краевое условие для 

функции /՛ (х. у):

А; _,Г’--2֊|(1 /?‘)[а(Ох + 8(0^ г 8(/)]Г”-^- 1֊
С>5 п -Ь 1 4

+ /.(х. О-А ֊/,(.7. 0^֊ (2-18>
<75 Оз

где </л' — элемент контура сечения.
Таким образом, задача определения касательных напряжений сведе

на к уравнению (2.13) при краевом условии (2.18).
Рассмотрим теперь вопрос, будет ли брус закручиваться и где следует 

приложить силы Рл (О и Р (!) для изгиба без кручения, то сеть, где на-
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ходится центр изгиба. Поскольку для несимметричных сечений, вообще 
говоря, суждение об отсутствии кручения затруднительно, то будем счи
тать кручение отсутствующим, если

(2.19)

где ‘Ч. — поворот элемента площади в окрестности точки х. у от:։ хитель- 
но оси ֊'. Легко видеть из формул Ламе, выражающих деформации через 
перемещения, что

Лш. ГЛ ՝ , (7* #,

Ог о у Ох
(2.20)

Подставляя (2.20) и (2.12) в (2.19). получим, что кручение отсутству
ет при условии

В(/) = О (2.21)

что конкретизирует правую часть уравнения (2.13).
Определим теперь местоположение центра изгиба. Для этого восполь

зуемся следующим интегральным условием:

[ Л/" (2 22)
где Мм, — крутящий момент, вызванный силами Р., и Р,,. Подставляя 
сюда М,-,, Р>Уо Р?хо’ а также (2.11), для определения условия 
отсутствия кручения получим уравнение прямой линии

п , . л։ /.V Г 1*1 ОР ^Х, и, (} дПх, у, I) , , . ,,Ру (А *9 — Л (/) уп I Цу ------- ------ ~ + X----------------- - у/։ (у, /) ֊
.12 I ду их

-х/։(х, 0 ■-^֊ к*)[’(/)х + ?(')</ ■ «(<»11՛'' *}*2 = о
п •(- 1

(2.23)

ю есть при действия силы с составляющими Р, (О и Р (/) кручение не 
будет иметь места, если точка приложения (л„. у,.) этой силы находится на 
прямой линии, определяемой уравнением (2.23).

Вышеприведенные уравнения можно использовать и для случая нал.։- 
чин кручения, если задан поворот сечения на некотором расстоянии тт за
щемления.

Для тонкостенных несимметричных и длинных брусьев определение 
центра изгиба приобретает особое значение. 1 аким образом, задача об 
изгибе брусьев сведена к решению системы (2.10) относительно г/, (/) 
£ (0 и МО. где I играет роль параметра, и. следовательно, определению 

и г. по формулам (2.8) и (2.9), затем к решению уравнения (2.13) при 
краевом условии (2.18) и определению центра изгиба согласно (2.23). к 
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которому должны быть приложены внешние силы для отсутствия круче
ния. Функции /, (у, /) и /; (х, /), входящие в (2.16). (2.18) и (2.23), про
извольны, ириравиение их нулю не отражается на определении напряжений.

§ 3. Изгиб консольного бруса прямоугольного сечения

В качестве приложения рассмотрим задачу об изгибе бруса прямо
угольного сечения, допускающую аналитическое решение.

Положим, что на брус (фиг. 3) вдоль оси х действует сила Р. Ил 
системы (2.10) получим

У ։«) = - А ^-Кп.у<11'11]"|(1 Х»)[|Р|‘-’Р] 

у—, ?(»)-«(<)-о {ЗЛ)

о Условие (2.18) запишется так

— = ֊ А — | (1 -/?•) а (I) |1'"+1х1',’ +1 -У- + 
<3$ л -|-1 <■>$

-ь/Дх. о V—(3.2)

Принимая

А (л. о - о
(3.3) 

/,(</,/)֊-֊ л ։"‘ -Д-1 (1 _ /?•) ։ (,) • -о՛ - ’
п । 1

получим, что как на сторонах у ~ ± Ь, так ил = ~ а. то есть на всем кон
туре = 0. и. не умаляя общности, можно принять

Г(± а, у) = о 
Г(х, ±6)^0

(3.4)

Учитывая (3.1) и (3.3), уравнение (2.13) перепишем так

<гг ■ А /, _ 1 \ 0/7 <‘ I- 2п>р у1»Г'՞՜՛ н
дх’ <>у=Гх\ п)дх՜ б Ьа'"’3 1 '

Решение уравнения (3.5), удовлетворяющее второму условию (3.4). ищем 
и виде ряда

Г(х> У> 0 = £ \(х, /) $т ~-у о
(3.6)

Разлагая в аналогичный ряд Фурье правую часть (3.5) и приравнивая
коэффициенты при 51П (1сг:у)1Ь, получим

(*■ Я Л _ 1 V 1 0 _ "Ч3 г (х>
<>х- ' \ п) х ох Ь2 ‘

I 2Л. ..... х՝л-՝Р
' 1 I/-. 2

ЗА я а
(3.7)
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Осуществляя замену переменных

(3.8)

уравнение (3.7) сводится к неоднородному уравнению Бесселя

֊*՛* а./; »։■ (-1>‘ '<1 + 2п> / « (3.9)

Общее решение уравнения (3.9) при обозначениях (3.8) запишется в 
виде | 12]

14 (л) = С։1 (О Л ('-֊)+ (/) / , -г •/ ( V. О (3.10)

где /. и / . — функции Бесселя мнимого аргумента порядка ՝• и —■> 
соответственно, Си (О и Си (() — произвольные функции интегриро
вания, / (х, /) частное решение уравнения (3.9). Используя резуль
таты [13], для функции 7 (х, О получим выражение

У(х, 0 .’ р +
\к-) 341 г. <?"" \ Ь )

функция Струве, представляемая в виде пижеследую-где Ь

(3.12)

Используя (3.6). (3.8). (3.10) и (3.11). для функции напряжений 
/" (-՝■ У» О получим выражение

/ (х, .։/,/) = х V
С -1

(3.11)

. (£*)|
\ о / )

. к-ц
$10 —- 

ь
(3.13)

где

,։(() = (-!)*/М’
\К-/

(1 -2п)2>~,Г (у 1/2) 
ЗА-У га1'* 2

(3.14)

Подставляя (3.13) во второе уравнение (2.11) и учитывая (3.3), получим

1-с2ио/ +
\ ь /
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V [с,1(О-т-/.(^)+ (3.15)
\ А 6 к ;| </х X Ь /

С։‘(/) 1՜ ' • (т) + к*(/) 7" д' (Т) I ”п V 
ах \ Ь / дх \ Ь / ] Ь

Из условия, что на линии д 0 является конечной величиной, заклю
чаем. что

Си(О«О (3 16)

Для того, чтобы удовлетворить первому условию (3.4). достаточно ПОЛО’ 
жить

(3.17)

Используя (3.13). (3.14). (3.16) и (3.17), получим следующее выражен:։
Для функции напряжений Г (х. у. /):

Можно показать, что. принимая в (3.18) п — 1 (•— ] ՝2п 12), из форму
лы (3.18) получим известное решение задачи Сен-Венана об изгибе упру
гой консольной балки прямоугольного сечения |14).

Поскольку функции Бесселя протабулированы, целесообразным пред
ставляется выразить через них функцию Струве, согласно [12):

£.(х)^.(х,__(3.19) 

6

После подстановки (3.19) э (3.18) н (2.11) и использования рекуррентных
■соотношений для /. (х) и / . (х) после ряда преобразований получим ни 
жёследующне выражения для 'гг и ~ г
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2(2» + ибо’"-"’ 

/ \
Р (» г 1) 6.Г՛ 1 “ (-1)* \ Ь )

3"га’ ’ А к- /

В табл. 1 при обозначении р* = Р//г приведены значения р'՜ и 
\.’ры, вычисленные по формулам (3.20) и (3.21), в применении к из
гибу бруса сечения Л 2А силой Р при п 3, в сравнении с соот
ветствующими значениями при п -1.

Таблица I
Значения касательных напряжений *.д. и при нагибе бруса 

прямоугольного сечения А 26

2у Л
Х'А

0.|25| 0.250 0.375’ 0.500| 0.625| 0.750 0,875,1.000

п п 3 0.850 0,789 0.699 0.592 0,470 0.333 0,178 0
’»,‘Р* 0 1п = 1 0.558 0.530 0.484 0.421 0,338 0.236 0,111 0

, Л =3 0.741 0.623 0.507 0.386 0,263 0,140 0,031 0
• г« Р 1 П = 1 0,606 0.579 0,535 0.469 0,387 0.284 0.159 0

2у А
х,Л 0.125 |0,250 [0,375 |0.500 0,625 |0.750 |0,875 [1,000

П п ’ 3 0.874 0.874 0.875 0,875 0.876 0.876 0,877 0.877
*„ Р 0 п 1 0.567 0.570 0,573 0,578 0,585 0.594 0,604 0.614

п п 3 0.0196 0.0388 0.0540 0.0703 0,07120,0705 0,0522 0
р՝ л - 1 0.0054 0,0102 0.0147 0.0181 0,0196 0.0194 0,0153 0
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§ 4. Изгиб консольною бруса тонкостенною швеллерною сечения
Рассмотрим определение напряжений у консольного бруса, сечение ко

торого показано на фиг. 4. при действии силы, параллельной оси х. при 
условии отсутствия закручивания. Из условия тонкостенностн сечения 
имеем

'• . = 0 и —— — 0 на полках 
С’х

7=0 и -֊֊' -0 на стенке »• Л 4/

(4.1)

Вследствие симметрии поперечного сечения относительно оси у, получки, 
что условия (2 10) удовлетворяются при

’</) =

?(/)■ 5(/) о

1 -Г 2л
25(1 Зл)

"(14- /гнрв(/)|
(4.2)

। де степенная функции от отрицательных аргументов понимается н смысл”
нечетного ее продолжения.

Согласно (2.9) и (4.2). нормальные напряжения определяются ио
формулам

Фиг. 4.

РН 4-2п)(/֊֊т) 
-------------7----------- иа полках х - д

2(1 Ф3л)5а*
(4 3)х|” ‘хР(/-2)(1 4֊ 2л) 

---------------------- --------------- на стенке
2(1 • з.чм

Используя (4.1), (2.2) и (4.3). а также очевидные 
а

условия т^г(3/4а) = 0 и \ (х) 5</х= Р, получим

т (֊а,у)=± Р0±2*>" у ֊ 2(1 + Зл)га V 4 а / 
(4.4)

‘ а՝ у) — 0 на полках

Р(1 Ф 2я) 
25а (1 - Зл) (1 4՜ л)

1+2л_л/иу-‘
\ а /

на стенке

При л 1 из (4.4) получим

а_ . 3 Р
4 / 16 оа

(4.5)

что совпадает с формулой Журавского для швеллерных сечении.
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Центр изгиба определяется значением у при = 0. согласно (2.22).
(4.4) и (4.5). по формуле

5л՜' — 7 п 4 2
12л2 16л 4- 4

Отметим. что зависимость у,. от показателя нелинейности п весьма мала. 
Действительно, для лннёйно-деформируе.мых тел (л = I) имеем 
У» = — ЪАУ1е> ч. в то время как при Л = 3 у., — — 0,425 а, а при П со 
у., = — 0,4167 а.

(12 ԳՆԱՅԻՆ IIIIV’I’ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԵՋ հՈՆ11Ո1.Ն 
ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԾՌՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա. 1Г. 111«1ր||ՆՏԱՆ. Ա. 1ԼՎեՏԻ11 ,‘'.ԱՆ

II. մ ւ|ւ n փ >ւ I մ

Ոչ ղծային մ աոանղտկան սողքի uthutttji յան հիման վրա կառուցվում /, 
կաՈ այակ^ոն յայնական հատվածքի կէ/նսպային չորսուի վրա տղղող կենարո 
նացված րս յնական ամի աղդեցուքե յան խնդրի րէէծոէմր է Խնղիրր րերված Ւ 
մասնակի ածանց յւպներով !.րկրиրղ սեռի ղիֆհրենցիալ հավասարման յոէծ- 
ս տն: Ուղղանկյուն /այնական '.աավածրի դեպքում ստացված են յարումների 
Համար արտահայտություններ։ U տարված են րանաձևերր չարու մների It ծրո- 
սան կենտրոնի որոշման Համար շվելերային հատվածքի ր ար ա կա պ ա ա չոր- 
иու ի դեպքում ։

ON THE CROSS-SECTION BENDING OF THE CONSOLE 
IN THE NONUNEAR THEORY OF CREEP

A. M. SIMONIAN. G. A. AVET'SSIAN

Sum in a r y

On the basis of the nonlinear hereditary theory of creep, the so
lution of the problem concerning the action of concentrated shear force 
on a cantilever beam with an arbitrary cross-section is built.

[he problem is reduced to the second order differential equation. 
In the case of a right-angled cross-section, the expressions for stresses 
are received. The formulas for the determination of stresses and the 
center of bending, in the case of a thin-walled beam with a horizontal 
cross-section, are obtained.

5 Известия АН Армянской ССР. Ме ханика. № 2
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