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Обширный класс задач по исследованию напряженного состояния 
упругой бесконечной пластины с круговым отверстием, усиленной на обво­
де отверстия накладками п виде полных тонких колец, рассмотрен в моно­
графии [ 1]. При этом в качестве основной физической модели для накла­
док в [1] принята теория кривых стержней. Работы 12, 3] основаны ня 
допущении об одноосности напряженного состояния кольцеобразных на­
кладок, заимствованном из работ [4, 5] применительно к прямолинейным 
накладкам. Однако, непосредственное перенесение этого допущения, кото­
рое с достаточней точностью справедливо в применении к последним, на 
случай кольцеобразных накладок любых размеров в известной мере не­
приемлемо, хоти для коротких накладок оно все же имеет место.

Кроме того, из-за такого подхода в [2. 3] возникают лишние осложне­
ния в структуре разрешающего уравнения и дополнительные трудности 
аналитического и вычислительного характера.

В настоящей работе исследуется напряженное состояние упруго»։ бес­
конечной плоскости с круговым отверстием, усиленной на обводе отвер­
стия одним или двумя одинаковыми и симметрично расположенными коль­
цеобразными накладками в виде неполных тонких колец. Последние здесь, 
в отличие от [I 3], где накладки загружены только тангенциальными си­
лами, подвержены одновременному действию радиальных и тангенциаль­
ных сил произвольных интенсивностей. При этом предполагается, чго бес­
конечная плоскость с отверстием находится в условиях плоской деформа­
ции или обобщенного плоского напряженного состояния, а накладки трак­
туются в рамках теории тонких оболочек [Ь]. Последнее допущение прин­
ципиально согласуется с принятым в [ I].

В рамках указанных предположений решение поставленных задач сво­
дится к решению сингулярного интегрального уравнения, ядро которого 
представляется в виде суммы ядра Гильберта и некоторого регулярного 
ядра. На основе аппарата полиномов Якоби видоизмененного аргумента 
это уравнение сводится к эквивалентной бесконечно»՜։ системе. Для одно­
го частного случая проведен численный анализ решений.

1. Постановка задач и вывод разрешающих уравнении. В первой за­
даче пусть бесконечная пластина с круговым отверстием радиуса /? вдоль

дугового отрезка аа (а՜--Не13) обвода отверстия усилена приваренной или
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приклеенной к ней упругой кольцеобразной накладкой малой толщины 
/։ (Л/₽ 1/20 [б]), которая одновременно нагружена тангенциальными
и нормальными силами интенсивностей '<>($) и 7о(&) соответственно 
(фиг. 1).

Во второй задаче на обводе отверстия имеются две одинаковые сим­
метрично расположенные накладки, загруженные тангенциальными я нор­
мальными силами, обладающими симметрией относительно точки о, то есть

+ ”) ='о(е). <7о(е+-) = <7о(®) (֊ « <а) (фиг. 2).

Фиг. 2.

Наконец. в третьей задаче на обводе отверстия имеются две одина­
ковые симметрично расположенные накладки, которые в данном случае 
загружены теми же силами, симметричными относительно пси оу, то есть 
'о(б 4 “) = 'о(—6)- <7о(® + ՜) " <7о(— ь) (— а<0<а).

Во всех трех задачах пластина на бесконечности растягивается в на­
правлении оси оу силами постоянной интенсивности р. Предполагается 
также, что пластина с накладками находится в условиях плоской дефор­
мации или обобщенного плоского напряженного состояния.

Требуется определить законы распределения тангенциальных т(0) и 
нормальных ф(0) контактных напряжений вдоль отрезков креплений упру­
гих накладок с основанием.

В дальнейшем подробно будет рассматриваться первая задача, а для 
второй и третьей задач соответствующие результаты будут приведены в 
готовом виде.

Приступив к выводу разрешающего уравнения первой задачи, отме­
тим. что на линии соединения накладки с основанием должны иметь место 
следующие очевидные условия контакта:

(1.1)

где и ^ — соответственно относительное удлинение срединной ли­
нии накладки по направлению 0 и угол, на который поворачивается 
нормаль к этой линии, а и '>-2 — тс же параметры, относящиеся к 
основанию, то есть

1 с/гь V, 1 сбп г»п
= (1‘2) 
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где и соответственно радиальный и тангенциальный компоненты 
упругих перемещений граничных точек бесконечной пластины от внешних 
(р) и контактных напряжений (т (0) и »7 (0)).

Очевидно, что условия (1.1) эквивалентны обычным условиям кон­
такта, выраженным в перемещениях.

Пользуясь известным комплексным представлением решения плоской' 
задачи теории упругости [7], легко получить, что компоненты перемеще­
ний 1»г и и0 выражаются формулой:

2ц (vr 4- /Ч) =----- ( [<7 («) 4 i' (и) ] *• "' ' ' In 2

—Я

. 0- и sin-------
2

du —

I Г<7 (и) 4 (и)] е ” ’" (* | 5 - и |) sign (б — и) du
4" J

4 -(-;1) /?-р(1֊2е-?1<) (1.3)
4

Здесь - 3 4,'2 при плоской деформации, р = EJ 2 (1 — v2), а
£а и v2—соответственно модуль упругости и коэффициент Пуассона 
для материала пластины.

Когда бесконечная пластина с отверстием толщины d. находится г 
условиях обобщенного плоского напряженного состояния и загружена толь­
ко по части толщины шириной d(d<d.2), то в (1.3) следует заменить 
9 (и) на dt/(u);d2, ~(и) — на dz(u)jd2. ’а х — на х* = (3—>2)/(1 I )[7]«

Подставляя значения vf и из (1.3) в (1.2), для е* и получим 
следующие выражения: 

а а
=— ' (") ctg du 4՜ ~՜“ \ 9 <м)du ~ ~Г~ Я W 4

8кр J 2 8֊р J 4«
— « —а

------ — (A’cosO-l- y^sin 0) 4 х 1 /? cos 2^-1----- -—- р (1.4) 
4прА 4р---------------------8р

4-—-4^)4-----— (A’ sin rJ Ycos 0) 4 * + * p sin 2fr
4p 4r.uA 4p

где X и У компоненты главного вектора внешних нагрузок но осям ох 
и оу. действующих на накладку

X 4 iY R ! [<7о(и) 4 /“©(*/)] <4 du = R ^[y(u) 4 /'(м)]с'и</н (1.5)
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Главный же .момент внешних нагрузок будет

М "о (u) du ' (и) du (1.6)

Перейдем теперь к определению компонентов деформации накладки 
։о։) и !'։•

Рассматривая накладку как тонкую цилиндрическую оболочку, нахо­
дящуюся в условиях плоской деформации или обобщенного плоского на­
пряженного состояния, при помощи уравнений равновесия (7.4) и (7.8) 
([6]. стр. 36, 37) и упругих соотношений (10.8) ([6], стр. 47) обнаружим, 
что компоненты деформации срединной линии накладки е^։) и удов­
летворяют следующей системе дифференциальных уравнений:

— 4- -2_ ЦП = я (0) — д (6)
R3 R

£) <^։ в л (1‘7)
—’(б)

Легко заметить, что последнюю систему можно записать также в виде

<л<») R а
+ 4"= ֊5֊ 9« (в) ֊ я (в) ֊ и. (в) + х (6))

Здесь £> = £֊։Л®/12 (1—vj) - жесткость накладки на изгиб, <7=£\А/(1—vj), 
а /:։ и Vj — упругие постоянные накладки.

Для обобщенного плоского напряженного состояния накладки сле­
дует заменить £։ на Е, = £\(1 4֊ 27i)/(l "1՝ vi)՜. 7L на vj — -}- v։ ),
a q (Ь) и -(6) на dq{^)ldx и </-(&)/Jj соответственно, где dx — шири­
на накладки, d — эффективная ширина контактной зоны, причем 
d <1 min (J։, </2). ,

Интегрируем уравнения (1.8) при следующих граничных условиях:

HH-h. = се<'>|._£. = о, *(б)|,_±.= - = о

Л/(О)|о
D d'j
R d-> о-

= 0

выражающих отсутствие на концевых сечениях накладки продольной си­
лы 7 (0), поперечной силы У (0) и изгибающего момента У/ (0). отнесен­
ных к единице ширины накладки. В результате получим 

£<») = sin (6 — и) -t(u)cos0 — u)]</u-t-
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— [<70 (и) з!п (8— и)֊- т0(и) соз (6— и)]<уи

Ф։ = • (и)] ди 4-

РЭ Л
4- — р<7 (и) со, (6 — и) 4- ' (и) з)п (0 и)] дч

/?։ Г
ко (и)соз ('• и) • -0(и) 51П (О — и)) </о С, (С -сопзО (1.9)

Подставляя выражения ։{”, >։ и ։^3), у։ соответственно из (1.9) 
и (1.4) в систему (1.1), затем умножая первое из соотношений (1.1) 
Па мнимую единицу / и складывая со вторым, придем к интеграль­
ному уравнению

• • «
— ( с1£------- / («) </։< + I К ' (& — и)/ (и) Лэ г ( М ($ 4- и) /• (и) (1а 4
2п J 2 с! У

+ 2Ие 1К(6-и)7.(и)</и /1ЬП)7.(8)+/Л(6). (-։ < 0 < а) (1.10)

Здесь /= 1; 2: 3 — соответствуют перво»՜։, второй, третье»՜։ задачам 
и введены следующие обозначения:

■/ (&) = к (&) 4- л (б)1֊4и, ад = (X - 1 )/(х 4- 1)

л1-" (5 -и) =
0. у = 1; 3

(2т:)֊’ 1^5-=-
7=2

л "'(М- и) =
0. у=1; 2

(20'18^“. у.З

„,г . 2и I R1 / /г։ . А \ ,п .л (6 и) --------- - ֊/ + )ео5(0- и)֊
X ф 1 | / 9 \ и (» /

/'”(«) ֊ <■ 4՜ (х <“) <“> - -Г-Ъ7---- 7Т«"’(*+' У)+/<0)
2^3 4г.р/? (х 4- 1)
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/”(») = ,± fx („)</«+ /(6)

—a
где 

о о
/ (6) = k'/L ( (G — «) *o («) <*« — f - ([*7o (») cos (0 — u) 4-

—• —«

'o (w) sin (0 — u)J du 4- i- — [<70 (u) sin (0- u) —

— -0 («) cos (0 — u)] du — i ֊- pe 16 — i p -• C/(z 4֊ 1) 
4 u 8ia

Таким образом, решение поставленных задач сводится к решению сингу­
лярных интегральных уравнений (1.10) при условиях (1.5) и (1.6), ядра 
которых представлены в виде суммы ядра Гильберта (2г:)՜1 ctg(u— 0)/2 
и регулярных ядер в виде функций /?" (G и), Л/<?| (94-и) и К(Ь—м).

Отметим, что силовые характеристики упругих накладок определяют­
ся формулами

«)[•(«) 'о(«)Р“

о

— Я sin (0 — м) [q (и) — <7о (и)] du
—а

0
Л'(0) = к Sin (0 — н)['(и) — "0 ( и)] du 4-

“)Iq(”) g0(u)|</u

о
М(0) 2/?’ j sin2 [г («) - ‘о («)] du 4

R- i sin (0 — и) [q (и) — q(l(u)]du
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Рассмотрим частный случай, когда жесткость накладок на изгиб пре­
небрежимо мала, то есть О — 0. Тогда первое соотношение граничных усло­
вий (1.1) и система (1.7) приводят к следующему сингулярному интегро- 
дифференциальному уравнению:

■j ctg^-^-%' (и) du — j К{ '(0, и)?' (и) du = М?(0) 4֊/? (0) (1.11) 

— а —а
(— л & "С 7)

при граничных условиях

f (— а) = 0, ф (в) = Л/;4р/?2

Здесь снова / ~ 1; 2: 3 для первой, второй и третьей задач, а
о

1 С , х4«/е х -1 ?(G) = — -(u)du, Х = —--------------- —-
4jx J G (z ; 1) x ь 1

—4
К'”(9, u) = О, К12’(6, u)= (2*)՜1 АГ<3> (О, u) =-(2-)՜' tg Ц֊

1 nr 1-------- р cos 2и — р 
4р-------------8'Л

Тангенциальные контактные напряжения выражаются формулой

i (0) - 4^' (G), (—

a a
A 7՜ ՝ ? du-----Г՜՜ \ [//о M 4֊ p (“)] di։ —

2- J 8zp. J
— • —0

— ~A—77-----TV cos 6 4- Fsin 6) 4- g (6)
4-n/?(x 4-1)

/։<б)== -----4^7^°^ i՜ “Г

— a —a

}• p(u)] du 4-

7
2npA-(-7.4-1)

Y sin б I g((J)

В последних формулах 
о

р(0)֊ |ч(и)^ = ^-4- “"ТТ՜^5)՜՜
J 4р X 4- 1 4« 
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а нормальные контактные напряжения определятся после определения 
т(0) формулой

в о
Я (0) = — Г ' («) — да (0) -|- 'о («) <*« = - 4и<р (Ч) Ь д,, (0) р (0)

2 Сведение разрешающих уравнений к бесконечным системам даней 
ных уравнений. Решение (1.10) представим рядом [8]

ОО / Л I

т-0 \ 4 / ֊

с неизвестными коэффициентами 7т(гп - 0, 1, 2,...). 
Здесь

1 / О\2*«ТР/ Я — 0\а/ >Д-б\Р
и) (°) - ~Г ( 5ес---- 1 51П--------- ) I 51П ----------  1

2 \ 2/ \ 2/\ 2 /

Рт '(х) (т = 0, 1, 2,...), (Ие(з, р)^> 1)—многочлены Якоби, орто­
гональные на отрезке | 1, 1] с весом (1 — х)’( 1 х) .

Сведение (1.10) к бесконечной системе основано на следующих соот­
ношениях для многочленов Якоби [9. 101:

- 7 Н1 (-7) ги (9) Л? ■' ЛЯ Яя -^-Л 4- 

«
-Г Л 1 с1я 'Цг՜ «’ (") Л г

4ЯП ~сЬ«Л 5ес3 I !’ (т 11 2,,“)

71п («х) «• (°) + ( с1я и-^- 1 л О
ш (и) (1и= —-.МП-- 8сИ (-7) 1я-—

Используя эти соотношения и свойства ортогональности многочленов 
Якоби [II, 12], известным способом получим бесконечную систему линей­
ных уравнений относительно неизвестных коэффициентов 7. (ш = 1, 2,...). 
которая квазивполне регулярна [8, 13].

Следует отметить, что коэффициент 2, и постоянная С определяются 
при помощи соотношении (1.5) и (1.6).

Отметим также, что решение разрешающего уравнения (1.11) можно 
построить при помощи аппарата ортогональных многочленов Чебышева 
как это сделано в работах [2, 14].
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3. Числовой пример. Подробно рассмотрим третью задачу, когда внеш­
ние нагрузки, действующие на накладки, отсутствуют, и на пластине п бес­
конечности действуют только растягивающие напряжения р в направле­
нии оси оу. При этом

'о(8) = О. <7о(^)=О, р(0) = О, Л=У=0
кроме того,

<7(—б) = д(б), т (-6) = — т(0), <?(— 0) = <р($)

и разрешающее уравнение (1.11) задачи примет вид
а

4՜ jet g (а — б) <р' (ц) du = ><?(б) +/з(0) (—«<б<а), (^ (б) = 4^®'(0))

(3.1) 
а граничные условия — вид

<р(-а)=?(а) = 0

Функция /, (U) в обсуждаемом частном случае выражается формулой

Л (б) = — (<? («) -----4՜ Р “ Р cos 20
« 8u 4ц

Нормальное контактное напряжение будет даваться формулой
5

<? (б) = — j т (u) с/и =— 4ц? (0)

—а
Уравнение (3.1) запишем в виде

֊•jet«֊= ><f.(0) i /.w, (-?<«<?). mo (3.2) 

-p
’•?< (.— ?) = ?# (?) = о

где обозначено « в* 4« • о — .

(5 \ / Г/ \Л(«) = л(у)
Решение уравнения (3.2) представим в виде [2, 14]

<(б)=-^!сС՛2 ухл, >6z֊Ag֊֊) (3.3)
/2cos6-2cos? т^։ \ '21 2)

ОО ______________ г
?*(б)- — esc ? V Х> (2п? — 1) 1 | 2 cos б -2 cos? see — X

IW—1 2

(f, I G .
.'tg-jj՜) (3-4)

Z I 2- /
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Здесь 7’л (л) и и„ (х) (|х| О—соответственно многочлены Чебыше­
ва первого и второго рода.

Подставляя (3.3) и (3.4) в (3.2) и используя соотношение [14]

известным способом получим бесконечную систему линейных уравнений 
относительно коэффициентов Х,„ (ш = 1, 2,...):

ОО 1 . а \+ = (±.Ь">+АЬ?\ (п = 1, 2,...)
т-1 2 \ 2 / \ £2 /

где

X (2 соя 0 — 2 соя 3) с/0

>■ (2/71— 1)4“31П:
2

3
1(1) 1 4֊ (•о„ — - ----- -— | <

2

О ______________
соя 9 яес — | 2 соя Ь — 2 соя 3 и2п 2 =

(1 •■'2)з1Пг(2п
3 Х2п 1

а
ЯСС —- | 2 еоэО — 2 СОЯ 3 о'2о-2 ( — 14а — ) —

-3

3 1/3 \2n-i= 4-։1Пу(֊1)" ^8; ֊0

X у л„(2т ֊!) '(֊ -р/^ (3.5)
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Коэффициенты {Xn}rZ-i представим в виде

%.= -^-ХГ’+(3.6)

где Х'т (; = 1, 2) представляют собой решения бесконечных систем

Xi'> + У Xi!'a„. . = 1- (г. tg 3- \ ьЧ} 
т-\ 2 \ 2 /

Постоянная А определяется из соотношения (3.5), которое после поста­
новки в него (3.6) примет вид

Э ОО /В 2я«— I

sec 4֊ У Л”' (2m - !)-'( ֊ 1)" (tg ■*֊ ) (1 + v։>/4
А = р 2-Я_____________________ v 4 1_______________

с G ОО / *J Ап — ։

1 - sec — у XT (2m - I)' ։(- 4)”( tg ■֊ ) 
2 т% \ 4 /

Для числовых расчетов ядро m удобно представить я виде быстро 
сходящегося ряда [ 14]

“,,.« = --֊֊М2--:-ПХ
•>

. / и \П ՜ ’

X у----------------------------------------- ------ - --------------------------
Йо {(2£-2n 4- 2)2 ֊ <2m - 1)*][(2£ 2п)а - (2т ֊ 1)։]

Числовые расчеты проведены для случая и 3 4v: при следующих 
значениях физических и геометрических параметров:

*, = *, = од £#\ 2; 1; о>5; о,2; 0,1; о, л;я = о,О5,

21 = 304 604 (20 = 604 120՜}.

Бесконечные системы решались методом редукции, причем ограничи­
вались лишь решением системы из шести уравнений, поскольку ее решение 
с точностью, по крайней мере, до пяти цифр совпало с решением системы 
лз пяти уравнений.

Числовые результаты приведены в табл. 1.

На фиг. 3 показаны закономерности изменении контактного танген­
циального напряжения в зависимости от материалов контактирующих пар 
и длин участков контакта. Замечено, что при уменьшении значений отно­
шения Е./Ея, то есть когда материал стрингеров становится более жестким, 
контактные тангенциальные напряжения иод упругими криволинейными 
стрингерами увеличиваются.
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Далее определены значения нормального напряжения з* (г, 0) п точке 
(/?, 0) для различных контактирующих пар и длин участков контакта. 
Эти результаты приведены в табл. 2.

Таблица I

£,/£.
2 > 0,5 0,2 0,1 0 1

*։ 0.0454 0,0762 0,1163 0,1780 0,2026 0.2497

о Х։ 0.0163 0.0169 0.0132 0.0040 -0.0026 -0.0132
*3 0.0069 0.0056 0.0038 0.0019 0,0010 0

сч 0,0030 0,0021 0,0013 0-0006 0.0003 0,0001
*5 0.0014 0,0010 0,0006 0.0003 0.0001 0

*։ 0,0410 0,0739 0.1243 0,2123 0.2789 0,4079
0.0098 0.0093 0,0023 -0,0185 - 0,0378 -0.0791
0.0085 0,0086 0.0076 0.0065 0.С065 0.0080

; х4 0.0039 0.0030 0,0020 0,0008 0 -0.0011
*5 0.0021 0,0015 0,0010 0,0006 0.0003 -0,0001
•*в 0.0012 0,0008 0,0006 0,0003 0.0001 —0.0001

Таблица 2

£։,'£.
2 > 0.5 0,2 0,1 0

21 = 30 2,642 2.327 1.870 1,197 0,788 0,173
'6 Р 2*-60 2.802 2,620 2.313 1,729 1,263 0,331

Общеизвестно, что отверстия в пластинах являются зонами концен­
трации напряжений, в частности замечаются концентрации нормального 
напряжения -• в точках (R. 0) и (R. л) (фиг. 2), ранного утроенному зна- 
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■чению внешнего растягивающего напряжения р [7]. Из табл. 2 видно, что 
эти напряжения при наличии кольцеобразных накладок на границе отвер­
стия пластины заметно уменьшаются, причем, как и следовало ожидать, 
этот эффект заметнее при малых значениях отношения £«/£..

В итоге можно утверждать, что усиление круговой границы пластины 
накладками благоприятно влияет на напряженное состояние пластины ч 
целом.

ԿԼՈՐ ԱՆՑՔՈՎ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ԱՆՎԵՐՋ 2ԱՐԹ11հ*ՑԱՆ ԵՎ ՕՎԱԿՕԵՎ 
ՎԵՐԱԴԻՐՆԵՐԻ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՓՈԽԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ 1Г1’ ՔԱՆԻ 

ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ՄԱ11ԻՆ

II. ւր ՄԽԻԹԱՐՄԱՆ. Ֆ. II է*-||1'11ԱոԱՆ

II. մ փ ո փ ու մ

Աշխատանքում զիտարկվում են մի քանի կոնտակտային խնդիրներ կ/"ր 
տնցրով աոաձզական հարթության համար, որն իր եղրաէ/ժի աղեղային հատ­
վածներով ուժեղացված է րարակ աոաձղական վերադիրներով: Վերաղիրների 
համար որպես ֆիզիկական մոդել ընդունվում Լ րարակ դյանային թաղանթ• 
ների լարվածս։ յին վիհակի մոդելը' Կիրխհոֆ-Լյավ ի հիպոթեզների շրջանակ ֊ 
ներում։ եւնդիրների "ր>’?ի- հավասարումները հանդամ են Հիլբերաի և 
որոշ ոեդոլլյար կորիւլււվ սինգուլյար ինտեդրալ հավասարման։ Օրթոդոնալ 
րադմանդամների մեթոդով այղ հ ավասա րմ ան համար ստացված Ւ էֆեկտիվ 
(Ուծոէմ: Դիտարկված են մ տոնավոր դեւդրեր։ Ա ս,՝ացվ ած են թվային արդյունք֊ 
ներ։

ON SOME PROBLEMS OF CONTACT INTERACTION 
BETWEEN THE ELASTIC INFINITE PLANE WITH 

A CIRCULAR HOLE AND CIRCULAR STIFFENERS

S. M. MKHITAR IAN, F. S. TOROSS1AN

Summary

Certain contact problems for an elastic plane with a circular hole, 
reinforced above the arc segment of its boundary with elastic stiffe­
ners of a small thickness are considered. The solution of the above 
problems is reduced to that of singular integral equations. By the me­
thod of the Jacobi orthogonal polynomials the efficient solution for 
these equations is founded. For this particular case, the numerical re­
sults are obtained.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻՕՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
известия а к л д ւ: м и и наук армян с к о я сср

ՄԼխանիկլս XXXVI, № 1, 1983 Механика

О КОНЦЕНТРАЦИИ НАПРЯЖЕНИЙ 
ОКОЛО ПАРАБОЛОИДНОЙ ТРЕЩИНЫ 

В УПРУГОМ ПРОСТРАНСТВЕ

МАРТЫНЕНКО М. А.. УЛИ ГКО А. Ф.

Впервые задача о равновесии упругого пространства, ослабленкого 
разрезом по части параболоидной поверхности, рассматривалась в рабо­
те [I]. В пей авторы использовали точные решения основных граничных 
задач для параболоида вращения в виде интегралов Ханкеля и с помощью 
.метода парных уравнений свели задачу к системе интегро-дифференциаль­
ных уравнений фредгольмового типа. Однако, при решении системы пар­
ных уравнений не было использовано интегральное условие для одной из 
введенных функций, вследствие чего полученная система интегро-диффе­
ренциальных уравнений оказалась незамкнутой. В [2] были представлены 
формулы для аналитического исследования лишь локального поля переме­
щений и напряжений вблизи граничной окружности параболоидного раз­
реза; вопрос о численном решении задачи в названных работах не рас­
сматривался.

Ниже задача о параболоидном разрезе в упругом теле приведена т 
замкнутой системе интегро-дифференциальных уравнений фредгольмового 
типа, исследовано локальное напряженно-деформируемое состояние у гра­
ницы разрыва сплошности материала и получены численные значения ряда 
физических характеристик при конкретном нагружении поверхностей раз­
реза.

1. Пусть упругое пространство ослаблено разрезом по части парабо­
лоидальной поверхности £ = 0 Ц ф> (фиг. I). Предполагается,
что поверхности разреза нс вступают в контактное взаимодействие, а но­
ля напряжений и перемещении удовлетворяю։ следующим условиям: 

л!” = -г„т-/,м, й1 =-я!”=/,(■',) (

г."’ = -г®, я‘” = -Я1”, «',” = 0!”, М (г

Согласно [3], общее решение внутренней задачи (индекс 1) но отно­
шению к поверхности параболоида вращения записывается в виде

2 Известия АН Армянской ССР, Механика, № I
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(1.3)

?М) =₽(')-։'«(-) ■֊«'(’). 4»4Ю

Решение для внешней задачи (индекс 2) получим из (1.2). (1.3). если 

з, 3 заменим новыми неизвестными плотностями яп 8р а /0։ /, . функция­
ми Макдональда К.„ - Л*։. При этом, в проекциях вектора напряжений 
знаки необходимо поменять на противоположные. Удовлетворяя гранич­
ным условиям (1.1). приходим к следующей взаимосвязанной системе пар­

ных интегральных уравнений относительно а и

4։(-.5о)= £и(ь 4)=-"[?4-44’(-)1 (1-5)

/■«('. 4)֊?(-/,*-(’V,--4 + 2 — К Н(’) 
\ /П -о /

л = -л:.[(^)։֊(^)=) 2— ։£,)’, 4 =■- 4(^4)/И

А.;. — Л? (:ч>). / ֊֊г ('» Ч))
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В соответствии с общей идеей .метода парных уравнений [41 решение 
взаимосвязанной системы (1.4) будем искать в виде

An(S «п)= f?(0 s«n 'ddf, £J2(’, ;0) = j ? (t) cos ~ldt (1.6) 

U -J
где <( (0 и ф (0— новые вспомогательные функции, непрерывные на от­
резке [0, i],J вместе, со своими первыми производными. Введенные интегра­
лы тождественно удовлетворяют первым двум уравнениям системы (1.4) 
на основании разрывных интегралов Вебера [5] и следующего условия:

№
у¥(ОЛ = О (1.7}

О

Выражая из равенств (1.5), (1.6) неизвестные плотности р, а через 
введенные интегралы и подставляя их значения в последние два уравне­
ния системы ( 1.4), приходим к системе интегро-дифференциальных урав­
нений фредгольмового типа относительно функции ф (х) и ф (х) 

-֊•?' (х) —?(х) 4- |[Ап(х> /1'?(0 4֊ А\։(х, 0<р(0]Л £1(х)
2 4пко Jо

(1.8)
•֊•*' 1*) + ֊ ?(*)֊[ (*. О ? (/) 4֊ (х, /) f (01 dt = (х)
2 4гп>0 j

где

4 (0) о, i <Р (/)«//= 0

J

„ . 27m-12
Ап(х, /) = -----—-------

1 '<Х+Лп(х, 0
32т X t 2>Х

Зт 4-16 to
 л X

1

д/тп;
1 t = X 4֊ А'1։(х, /) 
0 t>x

з 0 t <Z X
1 t = x -4-КЯ(Х, () (1.9)
2 />х

„ . . 27т - 12
л.-(х. 0 - —■ ■—■i—

j 0 t < X -Г, . .4-Аг։(х, /)
Jz/tk'o X t t^x

х
кп(х, o-AJf ֊^/1)+-5,(^/0-ад-

- 2՞*՜1 К 1 1 27m-12 _____
т 4тпт; 32тг’;о |

1?



ЭС
^,(х. <>=֊-J|(^+ 

о
(ад-ад) + 2*мад к019) 4.

1 , 3m ■ 16 I
2 16тЯ| I •- cos ~t sin ~xd՜

')= -| J --։'=6 <7, K, - KM + 4 + 16^5 

0
- sin ~t cos ’xd~

Значение X’22(x, t) получается из Kn(x, /) путем замены функций 
sin-х, sin՜/ функциями cos'x, cos՜/. Заметим, что выражения в ква­
дратных скобках, входящие в К,-, (х, /), имеют порядок ' '' и ' 1 при 
больших значениях т 1. Выделение указанных асимптотических зна­
чений в ядрах гарантирует быструю сходимость численного процесса 
при приближенном решении системы (1.8). После того, как ?(/) и 
•]>(/) будут найдены, поле перемещений, например, но внешней области 
определяется по формулам

"МО = -г<’/։ ֊ ^4 + 2— Л •W (0 cos --idi + 
т ', ՛

о

(1.11)

I НО sin ‘tdt.
J о

Л ~ ^f> ■ ^д(՜*)
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Значения перемещении во внутренней области приведены в [6], [7]. 
Поле напряжений находится по известному полю перемещений. Ввиду гро­
моздкости этих выражений они здесь не приводятся. Приведем выраже­
ния для проекций вектора усилий на поверхности параболоида вне разре­
за, полученные на основании (1.11), (1.8) и (1.3).

1 ?(•'«) гю _ Г (-у)
2 О г — т4 о’ ч 1'\3 — х3 

о

[Рч1(*. О ?(О Н А.*։։(х, О? (ОМ 

о

X > I, > Тц
(1.12)

, 7 1 •' (го) Г ^х\вх
" 2 Г\2-^ .) /тЛ-х*

1 о

֊?֊-֊.. ([^։(Х։ О ? (И -Г А'2;(.г. /)?(/)]<// 
V — х՝ .)

и

X > 6 Т1 > Ъ

Отсюда видно, что проекции лектора усилий имеют корневую особен­
ность при || > >1 - Для вычисления коэффициентов интенсивности напря­
жений найдем компоненты тензора напряжений в параболоидальных коор­

динатах на поверхностях с нормалью и е по формулам

о Л1;,11 соз х 4֊ Л!1'51П 7,

СОК Я = Т,(г4- т)

= . = Л’,.*'К1П а — ^Л(,1соз х

51 п а ; 4 у) ՜' ‘
(1-13)

После этого, коэффициенты интенсивности напряжений находятся из 
следующих соотношений [8]:

А'х = 1։тэ .1 | 2^0, 4$ = 1։т з. I I 2'.0
р„-о ՜ * рг-0 'и

Ро=(п Ъ) / $3 + у?

В результате предельного перехода получим

К Чо?(ую) *-;<>•?(»*) 
2И7ю (;о + -т։0 )

и? ( ГМ>) — ( <(.)
2 I 7и> (-ь >

(1.14)

(1.15)

Для исследования напряженного состояния вблизи граничном окруяшо- 
.сти параболоидального разреза введем локальную полярную систему коор­
динат (р, у), как показано на фиг. 1.
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Связь между параболоидальными и полярными координатами в ок­
рестности разреза определяем следующими приближенными зависимо­
стями:

(՝ ’’о) I 4- (т4 ֊- Тю) /;2 4- V,2) ~рсоз7 (1.16)

Подставляя (1.11) в (1.10) и осуществляя асимптотическое интегри­
рование точного решения вблизи граничной окружности разреза, а затем 
переходя к проекциям вектора перемещения на оси р, у, получим

2Си-I(2х ~1 2 *со51"со$ т՜ I -

Аг։ (1 4- соз у) соз -----ЗА-2 з'։н 7 сое -֊-
2 2

(2*— 1) 51П — — 3 51П —-~ 
2 2

26м’^ /к? Ь ՛ *։п ~2 ~(2х 4‘!) 51П “2
(1.17>

֊*2
т Зт

(2х 4֊ 1) СОЗ ---------3 СОЗ
2 2

где 7. = {Згг. 4,)1т. что соответствует плоской деформации.
При этом были использованы асимптотические значения функций 

Бесселя и Макдональда при т I |5], а также полученные приближен­
ные значения интегралов следующего типа:

ОО

( ехр(-т(=—/т/0})7։(^) 4^

о

/н.
I 2?ъ

Аналогично осуществлялось асимптотическое интегрирование компо­
нент тензора напряжений у устья разреза. В полярной системе координат 
они имеют вид

1 а -------=
т 2|2р

1___

2 к 2р
к{ (3 Соз 7) соз — 4- (3 соз 7 — 1)з։п — 

2
4-... (1.18)

о -------— к. З1п 7 соз — 1֊ к, (3 соз 7 — 1) соз — 4-.-." 2 | 2(. . 1 ' 2 2 ]

На основании известных критериев хрупкого разрушения материалов 
[8] и использования формул (1.17), (1.18) определяются предельные на­
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грузки и начальное направление распространения трещины. Например, 
согласно критерию максимальных растягивающих напряжений угол на­
чального направления распространения трещины находится по фор­
муле [9]

о . £։ — 1' Й 4՜ 8^? 1О։
7# = 2агс1£--------------------------- (1.19)

а критическое значение нагрузки — из соотношения

ЗМ? ֊у) = ֊֊֊=֊ (1.20)

Рассмотрим всестороннее растяжение упругого пространства на беско­
нечности. В этом случае поверхности разреза будут испытывать давление 
интенсивности г/. В правых частях системы уравнений (1.8) будут стоять 
функции

£1 (х) = 4дх/“, (х) = 2<у/~ (1.21)

Для решения системы применялся конечно-разностный метод, вслед­
ствие чего задача была приведена к системе алгебраических уравнений.

На фиг. 2 показана зависимость коэффициентов напряжений

- &։9՜ ’• 1 от величины разреза при = 1, т 3.

Из графика видно, что при увеличении разреза Л, возрастает, а /<;. до­
стигает наибольшего значения по модулю при ц, « 2.7.

На фиг. 3 представлено значение максимального растягивающего на­
пряжения при различных 1) и с и = 1, гп = 3.

Исходя из критерия максимальных растягивающих напряжений, мож­
но сделать вывод, что при рассматриваемой нагрузке и данной геометрии 
объемлющая трещина (с 1) Г|.) параболоидной формы более опас­
ная, чем объемлемая (| = 1., ։] = 1)„ 1), < »]..). Этого нельзя сказать от­
носительно трещин, например, сферической формы [7], [10], где П13Х ит 
возрастают только при увеличении разреза до определенного значения. 
Отсюда видно существенное влияние кривизны поверхности трещин на 
напряженное состояние тела, а следовательно, и на оценку его прочности.

На фиг. 4 даны значения предполагаемых начальных углов разруше 
ния 7֊, в зависимости от геометрии разреза.
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В заключение заметим, что полученные решения осесимметричных за­
дач о параболоидальной и сферической трещинах я упругих телах можно 
применить для опенки прочности тела с трещинами более сложной гео­
метрии.

В этом случае реальную трещину следует заключить между трещина­
ми сферической и параболоидальной формы и получить днустороннюю 
опенку предельных нагрузок.

Ս.ՌԱԱԴԱԿԱՆ ՏԱՐԱՆՈԻԹՅՈԻՆՈԻՄ ՊԱՔԱՈՈԼՈԻԴԱԱԵՎ ՃԱՔԻ ՄՈՏ 
ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ԿՈՆՑԵՆՏՐԱՑԻԱՅԻ ՄԱՍԻՆ

Մ. Ա. Ա՜ԱՐՏԻՆնՆԿՈ, Ա. 1. ՈհԼԽՏԿՕ

Ա մ փ и փ ու մ

Լուծվել f; ա и ա ձ դ ա կ ա ն ո < թ յա ն ւ/ւ եսոլթյ ա ն ա ո tit ն у ր ա и ի մ ե ա րքւ կ /и ն if իրր 
սլարարոլոքւդաձև հարով unitրածւոթյան հավասարակjittuflյան մասին։

Թվային արդյունքներ ստարյվել են այն դես/րի համար, երր կտրված րի 
մակերևույթները բեռնավորված են հավասարաչափ բաշխված հնչումովւ

ON THE CONCENTRATION OF TENSION ADJACENT 
TO THE PARABOLIC FRACTURE IN AN ELASTIC SPACE

M. A. MART1NENKO, A. F. L’LITKO

Summary

The axial symmetrical problem of the theory of elasticity in space 
equilibrium with fracture of paraboloidal form has been solved. Nume­
rical results were obtained for the case of loading of the section sur­
face by equal pressure.
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1Ш2 <Ы>$П№ПЬЪЪЬРЬ и.։|1т1Л'Ц.ЗЬ ЗЬТ.ЬМЦЯЬР
ИЗ в Е СТ И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXXVI, № 1. 1983՜՜” Механика

ПРОНИКАНИЕ ТОНКОГО КОНУСА В ВЕСОМУЮ ЖИДКОСТЬ 
С ПУЗЫРЬКАМИ

АВАГЯН С. Г.

§ 1. I азожндкостныс смеси встречаются в технике в разном виде. 
В данной статье рассматривается задача проникания тонкого конуса в ве­
сомую жидкость с пузырьками. I 1айдены потенциал скоростей, давление 
внутри жидкости и сила сопротивления. Построены графики зависимости 
силы сопротивления от параметра ? = С'1 *, где параметр и характеризует 
пузырьки.

Для получения уравнения движения газожидкостной смеси использо­
ваны основные уравнения движения идеального газа в предположении, что 
термодинамические изменения в пузырьках являются изотермическими и 
что пузырьки движутся локально вместе с жидкостью [5]

ди 1 др , дю 1 др
(Н г дг

Л

Р=Р'~Ь R — 
(Н"

(1.1)

(Н •

Р/П а) 
--------------— соп§1,

Рг
Р R3 — СОП51

Здесь и, V, р, р возмущения компонент вектора скорости в направ­
лении осей ?, г, давление и плотность, / — время, а — объемная кон­
центрация газа, у— ускорение силы тяжести, рг— давление пузырька, 
р, — плотность жидкой (разы, R — радиус пузырька. Поверхностным 
натяжением пренебрегается. Уравнения (1.1) можно свести к одному 
уравнению для функции 7 (где и — д^(дх, V Оъ’;дг), если обозначим 
возмущения параметров р, R, рг, * через р0, /?0, р. , в9 соответственно. 
В силу малости концентрации а0 в шестом уравнении (1.1) в формуле 
для плотности пренебрегается слагаемое, соответствующее газовой 
фазе. Тогда линеаризованные уравнения примут вид

7 -
ди дю

I ~—г т՜\ Ог дг
(1.2)

26



пР= Р, — ^0^0֊ 
Ог

(1.3)

Из (1.3) н соотношения рг/?3 = рГ1^ следует, что 

дР ()РГ , Ро^о °*РГ 
ы " а( + Зрг< <Н3

Согласно (1.1) №/<?/ = ֊-Ру (<?я/^), и уравнение (1.2) примет вид

Решая совместно уравнения (1.5) и ( 1.6), получим

Ру(1—~3о)7о <>рг ,д2? 1
—----- г ; ттгН0 (1-7)' Го

Используя интеграл Коши-Лагранжа р= -р (с?<р/^/)-г будем иметь

Из (1.4), ( 1.7) и ( 1.8) получим уравнение

Ро^о <>՛? 1^| ?/(1 -’о)ао
1Зрг 7 ^г2 г дг ' р <Н:



Обозначим [2] - ---- —----------— где а — скорость звука я невозму-

X Пг 1
шейной жидкости. Обозначая еше •/. -5---- - причем —— есть часто-

I х
та свободных пульсаций пузырька [5], получим

= 0 (1.9>к де ) а։ др

где \ — оператор Лапласа. Для нахождения потенциала скоростей ф, кро­
ме уравнения ( 1.9), имеем еще следующие граничные условия на свобод­
ной поверхности и па геле соответственно:

Оср
7^-г77=0приг 0 <1Л0>

= (1.И)
дп дг

где Н'\1} -скорость проникания конуса, 3 — угол полурастнора. Так 
как задача линеаризована, то можно полагать

где фо соответствует решению о движении тела в безграничной среде 
, а отражению волн от свободной поверхности. Зада­

чу решаем методом источников, то есть действие конуса на'воду заменяем 
действием концентрированных импульсов давления, прикладываемых ио 
осн тела. Метод сочетаем с интегральными преобразованиями. <(0 ищем в 
виде потенциала запаздывающих источников

(г,з)
о

где /'= / 7£*/а запаздывающее время, /V = | (г։ —г)2 г'՝. Приме­
няя преобразование Лапласа, из (1.9) получим

(1 4֊ х5։)Лф —(5’/а’)7 = 0 (1.14)

Рассматриваем решение для отдельных источников ф°, то есть

? = I rdz.
о

Имея в виду (1.14), для изображения имеем

-о_ q (zp I) exp
•°՜------------- 4^’--------

(1.15)

где 6 - - 5/«(l 4-x5=)

(1.16)
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В силу известного равенства

ехр (О/?*) _ ^ехр | —|г, — •?/>•]

<>

Тогда для »о будем иметь

... _ ЙПГ1֊1*,-*Р] Л(Лг) dk 
4« J >.

и

Изображение отраженных волн ищем в виде

(1.17)

-о= ^exp-bp ^AJ^dk 

(I

(1.18)'

Применяя преобразование Лапласа к (1.10), (1.12) и имея п виду (1.17).
(1.18), найдем значение /1. Подставляя значение А в (1.18), будем иметь

֊« = Г?(х„ О Аехр[-(гг1+«)).].у-г>. Мкг)։/к (1֊19) 
д 3 4с X 5« + $л

о

где через / обозначено '• =| к" Ь~. Как известно [5], при г -0 имеем

*£. 1') +0(|?)
Ог г -о 2՜ г

Тогда из (1.11) получится

1,) = 2^Н(Н-г1) (1.20)

Для простоты принимаем, что проникание происходит с постоянной скоро­

стью. Для нахождения У՛, разложим ( 1.19) в ряд по степеням Цк/З'тогда 
получим

ОО_______
.• </(zlt /) £ exp [ (с, I 2)4 у гJ dk
J 4г. >.
0

+ у 2g (2„ О texp^.j+zn] J^kr} J (_1Г ( ^dk 

Иfffi;

Обозначая значение т? при g = 0 через Ф?, получим

= Ф? +
2^ СФ? W <^ф?
52 dz ՝ 5* ‘
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где Ф? = iShdL . л; = Hz,+ хГ + г>
Л О

Начиная с некоторого момента времени, можно полагать tj\ х 1, от­
сюда х5?<У 1, то есть время t значительно больше периода свобод­
ных пульсаций пузырька и

схр (б/?о) = ехр — 5-^֊ | exp I — х5’б —- ) зг 
а \ а /

Значит

Отсюда, после обратного преобразования, получим 

ф. ₽м ?ч ,/т 1=2^|*։~2^со։1/т*1» 

где 

а

Из (1.16) следует

= “ 2R* J‘ “ 27 COS |■ ~ |Ж

где

, 'х Н = I-----------------
Ц, а

Для нахождения используем теорему о свертке. Имея в виду (1.12) 
и обозначая >=1/1 х , найдем

? =-2л։՜1՝ -^-Но+—ео։(^)

+ 3*<fe ----------------[— cos bl*e)J 
a dz

(1.22)

Из (1.15) для d^fdt получим

30



Г оН------- -  | ---- з։п (>|\,) (1гл
а՝' .} <3г 

о
(1.23)

где а и * - пределы интегрирования, даваемые соотношениями |3| 
для сжимаемой жидкости для дозвукового проникания

а/ 4- г а1 — г
* - V©-----------” 7 = 1,о-----------

а + у0 «4-^0

Из (1.23), обозначая <} а (г՝^ 4֊ г\1г (а г'о), получим на конусе 

г=?8(^0/ г)

<*? 4аг ,
—— =----- 1п ——------------------------------ 4------ 1п а ■

Р2 (а 4- «0)(«0< — г) 2

4֊ -а / *Л՜' . соз2*6 СОЗУ Л : — )-соз2* (/ — —) 4
2(а • и0) \ а/ \ а / \ а/

СОЗ У 2
2/ . (/֊*/<։)’
— I о д---------- —   --

/л*4-И<^֊*)г
, / ։ ‘2(а1 — г) 2? । 4(а/—г) 2о0(а<—г)Ч----- 1п д------------------- — — 1п д------------------------------- ----------------Ь

а ^0(а4-г»0) а {а I и0) а* (а о0)

Давлснис внутри жидкости найдется по формуле

Р , Ро
Ро “ <Н 2 р0

Сила сопротивления через давление /’ ֊ р—выражается по формуле

(2 = (»„1 -г) <12 = ֊2 Д2. ֊ ?г ֊! ^2] г) <12 (1.25).

о о

Соотношения (1.24) и (1.25) дают

0=-2г^41±±!^. . л (ЛМ2)|П—4 4֊2'п4 +
14 4 1 4՜ Л7 3 р
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2
4-֊-(14֊М)1п

О
2___

14- М
— (2 4- л/)1п2 +
3

др-|-45Г-ЗМ-6
3(1 4֊М)

где

А. 
З?2

---—-----— 2МЪ 31П •> — Л/-> 3-1П 2 ь —— соз 2ь (1 4՜ М) 4-.՛■ ’ -М) 4 '

4-соз й.-'И - ЛГ)4----- сое 2-1* (1 — М)— соз0(1 — М) +
4

+ —У— I — Яп 21 - со« 20 -
М/ | 4 2

— з։п 2'р (1 — М) 4֊ ЛГ> соз 7 4֊ з'ш |» (1 — М) — з։п у (1.26)

м=*- 
а

Подставляя в (1.26) М - 0, получим силу сопротивления для несжимае­
мой жидкости

<2 = - 2пРо,8‘с<(« [ 2-!.՜ _ А Лп
[4 2 \

§ 2. Рассмотрим проникание со сверхзвуковой скоростью. Для г < и! 
давление можно вычислить по той же формуле, что и для дозвукового про­
никания. Для а/ < < с՝01 в связи с тем. что свободная поверхность не 
влияет на этот участок, пренебрегаем слагаемыми, содержащими ". и 
предполагаем, что также можно пренебречь х. На этом участке давление 
на теле вычисляется по формуле

м
1 Г)П п 1 1 ЛЛ0 ।

р = Т։4=т
•։

где [3]

> г — а/ л аЛ 4֊ г 
Ч — ’ :г --

— а и© «

Для силы сопротивления будем иметь

<? = -2^?4 ] -X) - г) 1п

0 >гГ
II 1 2 1 (1 + Л/)=

6 ’ 4 | и“Ч 4 2 ? + 2 " М

4/1,1 М\ 1 / Мь . ,, ф . .,
----- Г —Г-------------- ) --------------------( з։п4'>--------8ш 4 Ь —2\3 3ГЙ2 6/ 2М?։(14- М)\ 2 2
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--- 2М- $)П 2-*-------СО 5 4'-' 4" СОБ 2 у 4՜ 31П 2 з -֊4 • г

4- 2Мъ зт 4 - —4- —— - — (М - 1) - соз 2> 4- 4) Му 2 2

4----- Б1П 2'4 4՜ М'Ь СОБ 4 — Б1Л 4

При М = 1

<2 = ֊ 2^8'„^М + ‘п4'г- + X (|П 23 + 1 - ± ) + 
I •։ / X Ор /

1 * 1 3 ՝
•; ---- ( 24 б։п Ь 4՜ Соз 21» — 1 5Й1 2'^ — — СОБ 41» — | —

4у«\ 4 '4/

4-- —у I —- $։п 20------- соб 21» -1֊ 4 Соз у — 510 4 '|'
4 \ . I

На фиг. 2 для разных а0 и для М--= 1 приведены графики зави­
симости /г(4/). где ՛>' — //| /■', ■//(! —а,,), у ~ ''/IV 1—% • Из фиг. 2
следует, что с увеличением 7п безразмерная сила сопротивления 

1՝ = -5—уменьшается. Как видно из фиг. 2, для больших 4 
^['рг 1‘о( 

имеет место колебательное изменение силы от времени проникания.
Автор выражает» глубокую благодарность А. Г. Багдоеву за помохци 

н обсуждение работы.
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PENETRATION OF A THIN CONE IN PONDERABLE FLUID
WITH BUBBLES

S G. AVA«! AN

S u ni ni a r v

The problem of penetration of a thin cone in ponderable fluid with 
bubbles is considered. The velocity potential, pressure in fluid and 
resistance force are determined.

The graphs of resistance force are given depending on the parameter 
•i -t/\ where / is lime while parameter z characterises the bubbles.
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ИЗВЕСТИЯ А к ЛДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
եւխանիկա XXXVI, № 1. 1983 а Механика

МЕТОД ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ В ЗАДАЧАХ 
О ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 

ОБОЛОЧЕК В АКУСТИЧЕСКОЙ СРЕДЕ

АЛЕКСАНДРОВ В. М.. СТРЕЛЬНИКОВ Г. Н.

Исследуется динамика взаимодействия тонкой цилиндрической обо­
лочки с идеальной сжимаемой жидкостью. Рассматриваются следующие 
задачи:

1) задача о вынужденных колебаниях оболочки конечной длины, за­
щемленной в бесконечном цилиндрическом экране и помещенной в беско­
нечную акустическую среду;

2) задача о вынужденных колебаниях оболочки конечной длины, за­
щемленной в бесконечном цилиндрическом экране и содержащей внутри 
себя жидкости:

3) задача о вынужденных колебаниях оболочки конечной длины без 
доньев, помещенной в бесконечную акустическую среду.

Указанные задачи с помощью интегрального преобразования Фурье 
сведены а) к интегро-дифференциальным уравнениям относительно ком­
плексной амплитуды прогиба оболочки (задачи I и 2). б) к системе диф­
ференциального интегрального уравнения относительно амплитуды про­
гиба оболочки и контактного давления на ее поверхности (задача 3) Да­
лее, в отличие от известных методов | I -3] решения подобных задач, в 
работе предлагается единый подход, основанным на использовании мето­
да специальных [4—5] и классических [6—7] ортогональных многочле­
нов. Это позволило достаточно просто получить эффективные формулы 
для определения комплексной амплитуды прогиба оболочки, потенциала 
скорости и функции направленности. Для задачи 3). которая является за­
дачек со смешанными краевыми условиями, такие результаты, по-видимо- 
му, получены впервые. Рассмотрены некоторые числовые примеры.

1. Постановка задач. Уравнение осесимметричных гармонических из- 
гибных колебаний тонкой упругой цилиндрической оболочки относительно 
комплексной амплитуды прогиба К7 имеет следующий вид [8]:

£>1Гп'(х)4- ПГ"(х)4-(— -рЛиг) 1Г<л)= ± р(х) Т д(х) (1.1) 
\ а ՛ /

Здесь 2? — А7?/( 12 (1 — •/-) 1, Е, ч — упругие постоянные, А, о — тол­
щина и радиус оболочки, р плотность материала оболочки, <՛> ча­
стота колебаний, 7' сжимающее (растягивающее) усилие, действую­
щее вдоль оси х, р давление жидкости на оболочку, <? — действу ю- 
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щ,ая нагрузка. Верхний знак соответствует давлению на внешнюю 
поверхность оболочки, нижний — давлению на внутреннюю. Здесь и 
далее предполагается, что все функции имеют гармоническую зави­
симость по времени вида / (х, /) =] (х) е’՜ Движение идеальной сжи­
маемой жидкости, вызванное колебаниями оболочки, определяется 
потенциалом скорости, амплитуда которого удовлетворяет в цилин­
дрической системе координат уравнению Геймгольца 19]

Л<р(г, х)^кЧ(г, х)=0 (1.2)

где к ■- ю/с волновое число, с — скорость звука в жидкости. Будем рас­
сматривать следующие задачи взаимодействия упругой оболочки с жидко­
стью.

Задача /. Оболочка защемлена в жесткий цилиндрический экран 
бесконечной длины, помещена в безграничную ндеальную-сжимасмую жид­
кость и возбуждается нагрузкой, действующей на внутреннюю поверх­
ность. 11рсдполагается, что действующее продольное усилие ежнмаюшее 
(Г>0).

Задача описывается уравнениями (1.1), (1.2). граничными условиями

1Р(±6) = 1Г( о) = 0 (1.3)

</<? [ /ш1Г(х), |х|<6
I 0 , | х | > Ь

(1.4)

и условиями излучения на бесконечности

® - 0(1, V г), 11т 1՛ г I —— 4՜ 7Ас | = 0 (1.5)
г— \ Ог

Решение уравнения (1.2) ищем в форме интеграла Фурье [10]

<? = А Но (I *՜’ “ т‘2 г)е“'тл'<*՝. (1«6)
г

Неизвестная функция /1(1]) определяется из условия (1.4)

А (1) =--------- ----- (1.7)
С а) М2֊^

Здесь /Л (х)— функция Ханкеля второго рода порядка ՝), И7*. ( 7|) — 
трансформанта Фурье функции 1^(х), контур Г в соотношении (1.6) 
совпадает с вещественной осью, обходя точку ветвления - к снизу, 
а -р к՛ — сверху в области комплексного переменного \ ֊֊■ ,'г/.

Используя обращение преобразования Фурье и соотношение ( 1.7) для 
потенциала скорости, получим

ь

<? *) № ( и) (/и Н<Л\ к' у г) е"'г’(*՜
НХ{У1А՜ Га)И^-т/ ‘Л (1.8)
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Далее нам понадобится снизь между давлением и потенциалом скоро­
сти [9]

р(г, х) = - х) (1.9)

где р¥ плотность жидкости.
Определяя акустическое давление на поверхности оболочки с помо­

щью равенств (1.8) и (1.9) и подставляй его в (1.1), получим интегро-диф­
ференциальное уравнение относительно комплексной амплитуды прогиба 
оболочки, записанное в безразмерных переменных

1 д
ддр,',(г) гЛЧ։) + /’Л(։)=±г,| г(;/)л(а—г; </у 

֊ I
(1.10) 

с граничными условиями

1Г(± 1) = 1Г (± 1) = 0 (1.11)

где

^=С!Г. х = и Ьу, О* =-----Л = ֊
12(1-у2) Ь 

/։ Гк- - а
Г, - 7 = 4՛ /4 = ֊^֊ц ий С, ПК

* = <>. = *«, Р* = М1֊«^)
£ ?

ГХЭ -----------------
• М>( I £ — ) соз и

(1.12)
о

Задача 2. Оболочка защемлена в жесткий цилиндрический экран бес­
конечной длины, содержит внутри себя идеальную сжимаемую жидкость 
и возбуждается нагрузкой, действующей на внешнюю поверхность. Пред­
полагается. что продольное усилие—растягивающее (7 0). Задача
описывается уравнениями ( 1.1), ( 1.2) и граничными условиями ( 1.3). ( 1.4). 
Ограниченное при г = 0 решение задачи акустики имеет вид [ 10]

*{г, х) ֊ -1-А (т^/оО' г)ехр(— (1-13)

г
Определяя А (»]) из граничного условия (1.4). получим для потенциала 
скорости выражение

ь _______
) = ±1 Г Ц7(„) Л/ Г Л(р ^-уг)ехр(֊,г.и-ц))

ь г



Здесь /, (х1— функция Бесселя порядка V, контур Г совпадает с действи­
тельной осью, обходя полюса — Л и -|- Д' соответственно снизу и сверху в 
области комплексного переменного ц 4՜ й|'. Используя соотношения (1.9). 
( 1.14) и процедуру, изложенную выше, получим интегро-дифференциаль­
ное уравнение нагибных колебаний оболочки относительно IV'' (<). имею­
щего вид (1.10) с ядром

Л(И;И֊сг)
Л(к )/«-в8

. х/ехр(֊-/|/|*ж)

к*
(1-15)

где последнее слагаемое в равенстве (1.15) представляет половину вычета 
в полюсе.

Задача 3. Оболочка без доньев помещается и бесконечную идеальную 
жидкость и возбуждается нагрузкой, действующей на внутреннюю поверх­
ность. Предполагается, что оболочка короткая, то есть л— велико, про­
дольное усилие отсутствует (7՜ — 0). Задача описывается уравнениями 
(1.1). (1.2) и граничными условиями ’

для оболочки 1^"(±/») = 1Г""(±6) = 0 (Ы6)

для жидкости
ду 

~д~г = ֊ |«.1Г(х), |х| Ь 
г а

(1.17)

= — ’ | X 1 < со (1.18)
дг Гга дг г-а

Р1 |г-в = Р։|г-а» 1*1 (1.19)

На бесконечности выполняется условие ( 1.5).
Здесь

1 0 г -•֊> ао = / ‘
I. г > а

Давления р, , связаны с потенциалами скорости с։ соотношением 
(1.9).

Решения задачи акустики ф„ фг, удовлетворяющие уравнению (1.1) 
и граничному условию (1.5). будем искать, используя интегральное пре­
образование Фурье в форме

Ь(-֊. .г) = 4֊ и Л( I ** ֊ V *)ехр(- /чх) </ч (1.20)
2" Л /։(уйг —та)

?2 Д(т()/У0(1 £*—т/г)ехр( 1Г(г) <1\ (1.21)
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Контур Г совпадает с вещественной осью, обходя особую точку k снизу, 
и k — сверху в области комплексного переменного Ц г Г’Г- Используя 
соотношения (1.20). (1.21). (1.9) и граничное условие (1.19). определим 
неизвестное контактное давление р (л) = />. (а. х) —р, (а, х)

j'W. И-О (1.22)
а*’.' f Д(/а) ! 0 . |*|>^

г

t = v

Здесь использовано известное соотношение между функциями Бессе­
ля [11]

у. (г)= —
. rzz

Обращая формулу (1.22), найдем
b

Л ( О - ՛֊- /Д/аЛ p(u)exp(rw du (1.23)
2p.*w J-h

Граничное условие (1.17) и выражение (1.23) позволяют получить интс- 
|ральнос уравнение относительно комплексной амплитуды контактного 
давления.

А л:

| р(и) du \t'Ji ((и) cos < (и — ,r) d>, —— W^(x) (1.24)

-A ii

] X 1 < b
причем на копнах оболочки

/>(±6) = 0 (1.25)

Переходя к безразмерным переменным в уравнениях (1.24), (1.1) и гра­
ничных условиях (1.16). (1.25) указанным выше способом, приходим к 
системе двух уравнений относительно амплитуды контактного давления и 
амплитуды прогиба

1
^p(y)L(^^dy = -iE^{z), (1.26)

-1

O’W"'(z) - P„^(z ) ֊ р (z) q(z) (1.27)

При граничных условиях
р(±1) = 0 (1.28)

^(±.1)= W"'(r 1) (1.29)
где

= R*al&

У)



1(0 = $։JM Н\ (s) cos MdX 
о

(1.30)

s = k\ ֊ Г

Далее черта для всех задач опускается.

Замечание 1. В задачах 1, 3 предполагается, что < 1/J я.
Замечание 2. В задаче 2 предполагается, что min ({»*, 1//* ), 

где И*=^0 первый корень функции

2. Метод решения задач I. 2. Неизвестную функцию IV'՜ (г) в зада­
чах I. 2 ищем в виде ряда по системе специальных ортогональных полино­
мов !Qm(*)L=4 [5J

Г(г) = £ BkQk.3^2) (2.1)
*֊■։ 

которые удовлетворяют следующим условиям нормировки: 

։
Г Qlvs(.-) (?/♦։(=)<* = I *՛ k=J Л, у = 1.2.3... (2.2)

J I о, fc=/=y
— 1

и граничным условиям

0*.з(± 1) = <Л+з(± 1) (2.3)

Подставляя разложение (2.1) в формулу (1.10) и используя условия нор­
мировки (2.2), приходим к системе линейных алгебраических уравнений 
относительно

ПЛ
Е РЛ k | 7\ Vj. к 4- P*Sh к 4 х] Вк « + , / = 1, 2.... (2.4)
*- 1

где

<-/. ;• —символ Кронекера. В соотношении (2.5) нетрудно перейти от трои-
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лого интеграла к одномерному* Для этого достаточно представить
<2*;з(х) в виде разложения по полиномам Лежандра Рт}т-$

| 2(2Л + 3) I^5՜(А+’(,/) " А 1 (У ’1 "

। 1 )

и воспользоваться интегралом [ 121

pl Г 2п
\ Р„(х)ехр(/хх) dx — i 1 / -----Jn о.$(а)
- ։

(2.6)

(2.7)

Решение системы (2.4) получено методом редукции, сходимость которого 
исследуется численно.

Используя полученный результат, определим характеристики дальне­
го акустического поля для задачи 1. С этой целью подставим разложение 
для И (г) (2.1) в соотношение (1.8). воспользуемся при этом формулами 
(2.6), (2.7) и разложением функции Ханкеля (2) ври больших значе­
ниях аргумента [4]. Получим для комплексной амплитуды потенциала ско­
рости дальнего поля следующее выражение:

Л՛ _________ /L \
z____ .___ wba'i У i'՜ V 2т -f- 3 i*o,s(— sin 8 \

y(R,t) = 1 —Д------------- m-։---------------------------------- ֊------------ (2.8)
I ^sin58 /?^cosO^(^.cosG)exp(Z(^/a) R)

Здесь R, 0 координаты полярной системы координат:

г - R cos 0, х — R sin 0

Применяя полученное выражение, получим амплитудное значение функции 
направленности по давлению

Рассмотрим конкретный пример для задачи 1. Определим амплитуд­
но-частотную характеристику оболочки, разность фаз между действующей 
нагрузкой и прогибом оболочки в се центре и функцию направленности 
при следующих значениях безразмерных параметров:

Р = 0,0], л = 1, v 0,03, я = 0,07692, 0,12987

T, = 2,5 10՜*, 0,9 si«<2,5

Воспользовавшись формулой (2.1). определим прогиб оболочки в центре

1Г(0, 0 = Re [ exp (/'(<₽ 4- *»*))] ~ H70cos (ф -j-

Здесь U7», ф — модуль и фаза комплексной амплитуды прогиба в центре



оболочки. На фиг. 1, 2 приведены зависимости и <| от а на фиг. 3
диаграмма направленности излучения. Анализ результатов показывает.
в окрестности частот, при которых достигается максимум модуля комплекс­
ной амплитуды, оболочка приобретает свойства направленного излучения 
11оявля։отся два пика угловой характеристики излучения (см. кривая 1, 
фиг. 3). При дальнейшем изменении частоты характеристика направленно­
сти приобретает вначале вид кривой 2, а затем вид кривой 3 на фиг. 3 
Затем картина повторяется.

Фиг. 3.

3 Л/ год решения водичп 3 при больших л. Приближенное ре.пение 
у равнения ( 1.27) ищем в форме

=?'1?^ 5 (г) (3.1)
Д-1

где Ют (г) — система специальных ортогональных полиномов,
удовлетворяющих условию нормировки
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1
(' ОЙ։ (г) а > (г) Л = Р’ к = < 4, / = 1, 2,...

.1 I О, к =г ;
— ։

(3.2)

и граничным условиям

(&+5(± 1)=&1$(±1) = о (3.3)

Заметим, что полиномы Qr■l (г) можно выразить через присоединенные 
фупквнн Лежандра Рт (г) следующим образом:

/л" / \ . (2Г-К 7) (6 —1)! О4 , . г _ 1 «

Ядро £(-') уравнения (1.26) в окрестности нуля имеет степенную особен­
ность, поэтому представим его в форме

/-(0 = —-ь Л/(О

со

Л'/(Л1 - | $г/1 ь՝)/71 (.’;:) I — СОЙ 

о

(3.4)

(3.5)

Исходя из представлений (3.1). (3.4). (3.5), решение уравнения (1.26) 
может быть построено следующим образом:

р(</) = ^£в^(у) (ад
4-1

Неизвестные функции />> (у) удовлетворяют интегральному уравнению

~~ I г ՛ Рк (?) <*У /<?*.5(2) (3.7)

и граничным условиям ( 1.28).
Интеграл, стоящий в лево!։ части соотношения (3.7), понимается как 

производная по 2 от сингулярного интеграла Коши. Заметим, что обобщен­
ными собственными функциями этого интегрального оператора являются 
полиномы Чебышева второго рода

։ ____ _
I Р=Х V, (■/)</</= ֊ (л + 1)-1/л(^) (3.8)
и,(у-’)■

Учитывая вышеизложенное, представим (у) п виде следуклмего ряда:

Рл (у) = I 1— !Г'Х ֊1 (</)
п> -|

(3.9)
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Подставляя разложение (3.9) в уравнение (3.7) и воспользовавшись из­
вестным свойством ортогональности полиномов Чебышева [4]

1
С = 1;1’ ’"7 я <зл°»

V1 1 О, тп п
—• 1

получим для коэффициентов С* систему линейных алгебраических урав­
нений

где

I 1 — у- Ь\ 1 {у) QÄ . > (у) dy

• / о
(3 12)

/(О
О

п m - четко

п ֊г т нечетно

В соотношении (3,12) использовано преобразование Фурье от полиномов 
Чебышева [6]

1

I 1~№ (</) ехр (- iay) dy = (— if — /„■>։ (») (n ֊ 1) (3.13)
а

-1

Определение С7-։ и ,. системы (3.11) позволяет теперь найти неизвестные 
А՛., Подставляя разложения (3 1). (3.6) с учетом (3.9) и уравнение (1.27) 
и используя условие (3.2). приходим к системе чиненных алгебраических 
уравнений относительно 73,•>

;=1, 2.3,... (3.14)
А-1

где
1 I

— См 7«: £,,* = Q4.sU) (2;,5(г)</г; — ( д(г) (2;. (г)
т| I V V

— 1 -I

Решение систем (3.11). (3.14) строится методом редукции, сходимость 
которого исследуется численно.

Используя полученные результаты, определим характеристик»։ даль­
него поля. Подставляя разложения (3.1) в формулу (1.20) и принимая во 
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внимание (3.13). получим для комплексной амплитуды потенциала ско­
рости выражение

_______ л* и /Г.
| » cos* 6 Е. J,(k. cos 0) V В. V Cl(- >)" /Л — sin в
____________________________________*-1 m I________________ \ >■________

??«’“/? sin 0

Здесь R, 0 координаты полярной системы координат

lUiflMISHi ITHJlHOrni’lT PlV|.IU,Pl.bl4’ IISI“nil'l,IL«ilLl.
SllW.nbUWb inuibb luVM’PbbPIII’ir 0РН-1РМ1Ш1.

|ЦЦ»1Г1ПЛ111П,ЬР1- irbH-IPhp

■I. 1Г IH.IH'tlll.b'H'IVI.. '» * UM'lklMlH

U. if l|l n l|l ni J

fli U ni lï li HI il jipif n i tf / if Lfifuuf П fl L plf ш pit t p jin if /• Puitflu ЪР1, II HI ft Ilf II If UI If Ill'll

111 UI 111 uAltt III 111,/(ft flAll/pppi 'f fill! II,-ft If if Hilf ,.)/ ÏLtiilifiilf (fLiijp/ififr՝ U Al if lift ? iff 111 
illiif/th l,lf[lnAifi Jbv IfuAllfntf fhiiqmhpft ui Z> tf in Ifftif uA f uAufLpy ui If tu и in ft If tf ft- 
ftui/mjltfi iflie, .Iffnilf iif tn fin Ai u. If n tj niltifitfit ijfuAuu jftL It/fiuAtfi ithf ijuAiiftuf
PHlIfHlhPfl H.'ll If UI If fl if Hl 1) ( ItAllfilftf lit If n • UU1 fl If J fltuuflll jftf, »/1 C

hb if fi fill II ft fl ftuâifl,( IAi Ififtipjbp fAnnLtffiuif AhiHifinftiniPfiiib h oft/hitfiAiuif 
I'.tUlftf Hill If in if it it fl fl ifhpnrfp If/lllHIntllif tufl

THE METHOD OF THE ORTHOGONAL POLYNOMIALS 
IN THE PROBLEMS OF THE FORCED VIBRATIONS OF THE 

CYLINDRICAL SHELLS IN THE ACOUSTIC MEDIUM

V. M. ALEXANDROV. G. P. 5TRELNÎCOV

Summary

The problem of forced vibrations of the finite length shell Is in­
vestigated. The cases under consideration are: the shell in the infinite 
cylindrical shield placed in th։ infinite acoustic medium; the shell in 
the Infinite cylindrical shield containing fluid inside; the shell without 
bottoms placed in the infinite acoustic medium. The problems arc solved 
with the Use of (he I’ontier integral transform and the method of ortho­
gonal polynomials.
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Н 3 В Е С Т И Я АКАДЕМИИ НАУК армянской ССР

Մ1ԻաԴԿա XXXVI. № I, 1983 Механик;։

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПЛОСКИХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ ДЛЯ ОБЛАСТЕЙ С УГЛАМИ

АРСЕНЯН В. Л.. ЗАРГАРЯН (.’ С.

Настоящая работа посвящена реализации численного решения инте­
грального уравнения пло.'кой теории упругости для областей с углами | 11

Рансе п [2] предлагалось решать плоскую задачу для конечных одно- 
связных областей с углами путем выделения в окрестности углов асимпто­
тики решения краевой задачи при однородных условиях на полукасатель­
ных, образующих угол облас ти. В | 3] была реализована возможность вы­
деления особенностей для напряжений в окрестности угловых точек в бес­
конечно։! области путем введения компенсирующих нагрузок.

Цель настоящей работы—показать высокую йффектиниость выделе­
ния асимптотики решения интегральных уравнений в окрестности угловых 
точек контура и се гладкого сопряжения с кубическими сплайнами на остая- 
щснс;։ части контура при численном решении интегральных уравнений 
плоской теории упругости для облаете;: г углами.

На примере плоской задачи для бесконечной плоскости с прямоуголь­
ным отверстием, находящимся под действием гидростатической нагрузки, 
приводится алгоритм численного решения интегрального уравнения мето­
дом последовательных приближений в дается анализ, который яоказывае! 
каким образом расхождения от значения корня трансцендентного уравне­
ния для показателя степени главного члена асимптотики решения вблизи 
угловых точек контура влияю։ па точность удовлетворения граничного 
условия. Этот численный анализ подтверждает необходимо« ть использо­
вания асимптотики решения интегральных уравнений о окрестности угло­
вых точек контура для удовлетворения граничного условия задачи с задан 
нон точностью.

1. Пусть О — бесконечная область, составляющая внешность пря­
моугольника /. с основанием Ь и высотой А. обход в положительном на­
правлении которого совершает« я так, чтобы область оставалась слева. 
Оси ох и оу направим по осям симметрии прямоугольника так. чтобы ос» 
ох была параллельна его основанию.

Граничное условие задачи записывается гак:

ч(() -нТоТ -77Г=/(/) ֊ с (Ы)
где

. I

/(о = /• <1.2)
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С — подлежащая определению комплексная постоянная, Хв и У'п — 
проекции действующего по контуру полного напряжения на ох и оу, 5 — 
длина контура, отсчитываемая от произвольно фиксируемой точки контура.

Разыскивая комплексные потенциалы в виде интегралов типа Коши

?(г) (։3) 
2“/. ■։($)— 2

, , } _2 I՝1” (») 4՜ (я) 1_ Г ■■■ (я)с/т(5) 1 ? ~ (я) »>($)</?($) . 7
2**3 “(я) — 2 2՜/.) '(я) — г 2**3 (’(я) — -)'■ 2

I. £ £
(1.14)

полагая, что

6 “ 4? ( "(*)<^($)! (1.5)
/и ,1

£

С =-----(1.6)
Л'.)

/.

и подставляя граничные значения (1.3) и (1.4) и (1.1), почти всюду на 
/ получаем следующее уравнение:

»՛• (-) .;֊ А | ։|> $)-----— <■՛ ($) ехр (2гЛ(о, $) । $) -р
V ** Я.»£ £

+ ^=֊ = /(’)+С (1.7)
’(=)

։дс <•՛(>>֊ комплексная непрерывная функция, производная которой я 
окрестности угловых точек контура удовлетворяет условию 77 |5|.

В (1.5) и (1.6) М и .V — действительные числа, принимаемые по 
удобству в процессе решения [6], а в (1.7) функция (а, Я) представляет 
угол видимости, равный

/•’(з, я) =аг$[’.(з) —•։($)] (1.8)

Здесь п и 5— длины дуг контура, отсчитываемые от некоторой фиксиро­
ванной точки контура, отличной от угловой. Свойства угла / (о, 5) описа­
ны в [4].

Учитывая, что к интегральному уравнению (1.7) можно применять 
георию Фредгольма [ I]. 6)дем решать это уравнение методом послсдова- 
1сльных приближении, полагая

(3) = V Лп Юл (б) при X 1 
л О

Подставив (1.9) в (1.7), получаем

(1.9)



=/(в); и>п(з)=-----— I (s) s) 4-

L

+ “| Шя_|(5)ехр(2/Г(«, s))</sF(i, s) 4- --֊= 
«J iW-(s)

— UJ„-i(s) (l՜ U)} — Л. i(s) *s (1.10)

L
Интегралы, входящие в (1.7) и (1.10). понимаются в смысле Стилтьеса.

Для численного решения интегрального уравнения ( 1.7) ра бивасм 
узловыми точками равномерным делением на /I, сегментов длиной каж­
дое основание и >1. сегментов длиной V каждую боковую сторону прямо­
угольника. Множество 7՜ точек т (<ъ). t 1.2,... 2 (/?, -f- л.), расположен­
ных в середине между узловыми, назовем множеством основных опорных 
точек. Сегменты длиной и \ будем называть V- окрестностью основных 
опорных точек. Крайние сегменты, пересечением которых являются угло­
вые точки, обозначим через △ ։ и △?. Выберем целое нечетное число 3 
и между двумя соседними основными опорными точками, не примыкаю­
щими к угловым точкам, на разных расстояниях поместим (л» |) допол­
нительных опорных точек, множество которых обозначим через /7.

На каждой △«■ окрестности крайних опорных точек, примыкающих к 
угловым, поместим и дополнительных опорных точек т (->’«), сгущающихся 
по мере приближения к угловой, расположение которых определим из 
условия

△/■’(з,5) argl'.(oO) —t(sa<։)] arg[t (=(!) ֊“(sj) ֊ const (LU) 

Здесь т(е°)(;Ль если “(s*)€ Аг«, наоборот, т(-з/)£Д2։ если "($А)6 △ ։. 

Точки х (sj будем откладывать на △ ( от основной опорной точки 

'(б/)£Д։ по обе стороны от нес так, чтобы сама точка "(з,) совпала 
с одной из дополнительных. Пусть ТU D = Q. Для вычисления ин­
тегралов. входящих [в (1.10), будем пользоваться множеством узло­
вых точек R, образуемых угловыми точками и множеством точек, 
расположенных в серединах соседних точек множества (), не примы­
кающих к угловым.

Для приближенного решения уравнения (1.7) в (1.10) заменим инте­
гралы Стилтьеса интегральными суммами Стил : веса:

-Ц s)= ֊S 5,. ։) sJJ

•՝ J " (^=1
A /М

-։ r»__________
w«-i(s)exp(2/7-( = ., $)) ^/- (G,., 5) _

** J i.

= rrSVt (=y)hxp(2//r(-4. S>1J)) exp(2ZF(=v s.))| (1.12)
*՛•։ y~i 

4 Известия AU Армянской ССР. Механика, № I 
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где з , О; < 7; 5,^7?: д = 8 (х 1) 4֊ 2 (т — 1) (п1 4֊ л. 4) ]■ 2 (л, 1
-|- л2) — число точек множества <3, причем

-(5 ,)֊^(3А) '($,)֊
1п .. ———■ — 1п....... —=■.,„■■=

(1.13)

Пусть $* ($’ 0; я’ 6: 83 = 6 - /г, я* 2о /1) дуговые координа­
ты вершин прямоугольника, а - (з~ а. угловые точки, являющие­
ся пересечением сторон прямоугольника Л/, причем /. ПДш =а. , 
для / — 1, 2, 3 и П ^-1 = а։.

Следуя [I]. принимаем, что при отсутствии сосредоточенных воздей­
ствий в угловых точках контура в окрестности последних <•> (5) имеет сле­
дующее представление на каждой стороне Л.(/ ֊ 1. 2. 3. 4) прямоуголь­
ника, если п < |3 а <С 2.т:

«.’(«)= уЛ/.Д։-»•/' + <%■,(> ,-Г (1Д4)
г--1 г- »»

в случае простых корнем трансцендентною уравнения 17]

5‘пт л (£ — л) = НяпЛу — «) (1.15)

полученного в {!] при изучении асимптотики решения уравнения (1.7).
В (1.14) знак (4՜՜) соответствует разложению в окрестности начала 

А , а знак (—) разложению у конца А;. Числа V, и V выбираются в соот­
ветствии с принимаемом точностью приближенного решения; |» и ос углы. 
< бразуемые полукасательными, проведенными к угловой точке с фиксиро­
ванным направлением так. чтобы (|5- -а) представлял угол упругой обла­
сти в угловой точке контура.

Ввиду непрерывности €»>(.•») на всем /. имеем также. что в (1.14) име­
ют место условия:

յ = 1, 2. з, 4; £о*,5 = Е.:.1

Пронумеруем точки множества 7՜ ст I до 2 (пг • л2), начиная с 
'(3'1')^7-1. двигаясь но Е в положит, льном направлении.

Распространим область определенья представления (1.14) на от­
резки длиной Д’-- Д,-(/— 2) 4՜ 4։,'2» ■’ I. 2, прими;кающие слева и 
справа к каждой угловой точке, удерживая в последних (/ 1) чле­
нов, где /=■'։ 4՜ - 2. На остальных пх 21 сегмента средней
части оснований и и, — 2/ сегментах средней части боковых сторон прямо- 
угольника искомую функцию <•>(*.) будем представлять в виде кубическо­
го непериодического сплайна [ 8|

%4Й=£ ^(«4-^Г (1.16)
т - •!

где .4 принимает значения:
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I, / 4՜ Ն лх — / при յ — 1
Հ, _ Ոյ + I, ո։ -|- / -Ւ 1. ... Ոչ 1 Ոո — I при յ - 2

лх 4-л» 4 I, ռյ-*-ոՉ ■+ / 4՜ 1,... 2ոէ —/?«—/ при յ 3 
2лх4- ո-4՜2ռ։ է л24-/4՜ 1,... 2л։4-2л2—/ при 7=4

Для гладкого сопряжения представления (1.14) со сплайном (1.16) в 
точках контура с дуговыми координатами տ4 (& —/; л։ /; ո։4-ո« /; 

2л։ , л9±/; 2лг '2н2 /) потребуем выполнения следующих условий:

*;(«*)•-=4?*; ջ;(54) = Հ^ (1.17)

для у = 1 и к — пх I, у 2 и к = Ոչ 4՜ п., — /; ] 3 и к 2пх ֊ л._ /,
/ = 4и к — 2 (лх л2)— /.

Здесь принято обозначение ‘օ,(տ) = ^>($).

Определяя первоначально коэффициенты сплайна (1.16) и преде < 
ления (1.14) дли известной в (1.10) функции ։•>. (л) = / ($) в основных 
опорных точках 7 . значения этой функции в дополнительных опорных 
точках 7) будем определять из этого сплайна и принимаемого представле­
ния. Подставив эти значения % (з" ) в (1.12). определим значения и,։(3?.) 
ио (1.10) в точках множества Т. Продолжая таким образом последова­
тельные приближения, можно придти к искомому численному решению 
(1.9). Дополнительные опорные точки, используемые в (1.12). повышают 
точность вычисления интегралов Н-ного приближения по значениям иски 
мои функции предыдущего приближения.

Произвол в выборе действительных чисел Л/ и .'V, входящих в (13) и 
(1.6), позволяет управлять сходимостью последовательных приближении 
не только в случае гладкого контура, как это показано в [6|, по и при ис­
пользовании представления (1 14) для случая контуров с угловыми мч- 
ками.

2. Принимая в ( 1.1) I (О = ~Рг. рассмотрим задачу о действии гидро­
статической нагрузки с интенсивностью р по контуру прямоугольного от­
верстия с отношением сторон Ь.:к — 3. 2.

Ввиду симметрии задачи имеем, что в ( 1.6) С - 0.
Последовательные приближения (1.10) оказываются сходящимися 

при значении параметра М - 6н, входящего и функционал (1.5). При 
этом, полагая в (1.14) \'։ = 1, V, — 2. а л 0,5445, получаем, что гранич­
ное условие, контролируемое по формулам для напряжении:

-------  1 Г* I ,։|/ (՜) (!"• <՛/ (т) е/т Iаг 4֊ Оу = «>' (0 + м/ (О + — ֊4--------- =^֊-֊
ՀՀ ,1 | հ — I I |

□у —о,4-2лж, ֊- խ (0 <“ (/)]—-------г ;---- - -- --------------- =—=-
ժք г.1 յ / I Հ — ք ՜ — է

(2.1)

дает для нормальных и касательных напряжений на контуре наибольшую
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*■* <и относительную погрешность в > /и но отношению к величине интенсивно­
сти р для случая, если в (1.9) ограничиваться итерацией с номером 
о ~ 26, при л, = 30, и 20. т = 3. х - 8, а. следовательно, й (1.12) 
Ч 340. ! 1ри этом имеем, что

—-----^-!֊ ! < 0.001 (2.2)
и>„

Удваивая число точек множества /'. то есть полагая, что п, 60 и 'Г. ~ 40 
при тех же значениях т и х. получаем, что относительная погрешность 
(2.2) последовательных приближений (1.10) достигается при л 34. При 
этом крайние основные опорные точки сегментов А’ и А^ приближаются 
к угховой, и напряжения дают несколько увеличенную наибольшую отно­
сительную погрешность в 3,8% в одной из этих точек.

Точность вычисления последовательных приближений (1.10) контро­
лируется согласно (2.2) и вычислением напряжений на контуре (см. 
столбцы для п. н н7 табл. 1).

Таблица I

X У !т <о (/у ;Л Р % р

0.03 0.4 -0.0011 0,1301 0.403 1.008
0,07 0.4 0.0018 0,156 0,403 1.009
0.11 0.4 0,0144 0,2 0.405 1 .009
0.15 0.4 0.0104 0,258 0.402 1,009
0.19 0.4 0.0817 0,3256 0.395 1,00*7
0,23 0.4 0,1385 0,3988 0.381 1.009
0,27 0.4 0.21 0,4745 0,360 1.009
0.31 0,4 0,2948 0.5507 0.327 1.008
0,35 0.4 0.3917 0.6265 0.283 1 .СО.»
0.39 0.4 0.5 0.7023 0.224 1,00՝)
0,43 0.4 0,6199 0,7795 0.139 I .СОЗ
0.47 0.4 0.754 0.8611 0,012 1,007
0.51 0.4 0.9085 и, ‘525 -0.211 0,996
0.55 0.4 1,1106 1,0644 -0.614 1.0)6
0,59 0.4 1.4062 1,2392 -7.992 1,023
0.6 0,39 1.5018 1.1398 0.962 -8.801
0.6 0.35 1.3302 0.8393 1.005 -1.018
0.6 0.31 1.2165 0,6564 0.999 - 0.568
0,6 0.27 1.1268 0,5175 1.009 -О.ЗЗь
0.6 0.23 1,0529 0.4054 1,009 -0.208
0.6 0,19 0,9922 0.3119 1.010 —0.123
0.6 0,15 0.9433 0,232л 1 ,012 -0,067
0.6 0,11 0,9060 0.1627 1.012 0.03
0.6 0.07 0.8801 0,1002 1.011 -0.007
0.6 0.03 0,8557 0,0421 1,011 0.Ц05
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На фиг. 1 приведен график тангенциальных нормальных напряженки 
на контуре рассматриваемой пластинки под действием гидростатического 
ЛЙления, показанный для четверти контура.

Введение асимптотики (1.14) существенно влияет на точность полу­
чаемого приближенного решения. Для оценки необходимости »ведения 
Представлений (1 14) проведен с \< дующий авали .<. устанавливающий раг-
хождения от точного решения (при 
)|'ъ 0,5445 для угла ? —а 3 2՜) 
тех решений, которые получаются 
при решении интегрального урав­
нения со значениями отлитыми 
от этого значения >/'. В результа­
те анализа усг томлено, что откло­
нения показатели >։ в (1.14) (при 
Л -1) от значения <։ 0,5115, яв­
ляющегося корнем уравнения (1.15) 
при Р — и - 3 2 “, приводят к от­
клонению напряжении (2.1) как и 
ОСНОВНЫХ, так и в дополнительных Фи։. 1-
опорных точках границы и окрест­
ности углов, хотя интегральное уравнение ( 1.7) в основных опорных точках 
удовлетворяется точно. Эти приводит к отклонению построенного таким об­
разом решения от заданных на границе напряжении. 11ри этом отметим, что 
последовательные приближения (1.10) оказываются сходящимися и при от­
клоняющихся о։ Л, -0,5445 значениях показателя л,. Как тикдданэ на фиг. 2, 
напряжения а., вычисленные в окрестности угловой точки I на стороне 
Л։ при — I и при /д, принимающем з (1.14) значения ч” — .0,1:

= 0,3; '|4) = 0։7; ч ' - 0,9 и 1, отличаются от заданного

= р (см. графики Ку 1. 2, 4, 5, 6>. При . ' = 0,5445 (график № 3) 
эти напряжения практически совпадают с заданными. Здесь начало осн 
абсцисс помещено в угловой точке 1. а ось направлена по £,. При этом точ­
ки деления указаны в процентах с>- Ь — длины основания / Гаким обра­
зом, для построения приближенного решения интегрального уравнения ( 1.7) 
необходимо решение (17) представлять в виде ее асимптотики ( I 14) а 
окрестности угловых точек контура а дальше гладко продолжать эти ре­
шение посредством сплайнов (1 1б). Использование других методов чис­
ленного интегрирования уравнения ( I 7), отличных от рассматриваемых, 
приводит к большим погрешностям из-за процессов численного дифферен­
цирования искомой функции ։••(«) в интегралах выражений (2.1)

Уравнение (1.151 имеет в интервале 0< Йс' 1 для угла р— з - 
= 3/2« дна действительных корня: '։ 0,5445 и/. 0,9085. Если при­
нять в (1.14) ч։=2, /։ 0,5445 и изменять лишь то при л։>0.5445,
в том числе и для '5 - 0.9085, влияние этого второго члена с пока­
зателем А- на величину напряжений пренебрежимо мало.



Для рассматриваемого случая гидростатической нагрузки, действую­
щей по контуру прямоугольного отверстия с отношением сторон =■ 3/2. 
приближенные значения коэффициентов главных членов асимптотики 
( 1.14) для случая н,~60 и /г.~40 равны:

д + , = д + 3 = 2,988 ֊ /1.541, ДГ., = ДГЭ = 2,988 4-71,541

Д.’.?- Дм = 2,582 / 1,527, ДС-. = Д;?4 = 2,582 Ч /1,527

Зтй значения меняются п зависимост։։ от способа разбиения контура 
и числа точек множества /’. так как они вместе с другими коэффициентами 
Дг. ЕГ։ / Я с/:՞’^определяются последовательными приближениями (1.10) 
с учетом (1.12). (1.13), (1.14). (1.16) и (I 17). Однако изменения всех 
коэффициентов, представляющих искомую функцию ы (О в зависимости 
от числа точек множества Г и способа разбиения контура, происходит та­
ким образом, что граничное условие удовлетворяется достаточно точно ’а 
указанных выше пределах.

1мьи.։2‘мм1и.ъпь1>-и1.‘ь зьипьи-зиъ гилч* ьъ'Н’Гъыч» я-чизьъ 
1ПМН1НГС и.У|ЗЛКЬЪЬРП‘1. ЯЬГПЬ-ИП.ЬРЬ 21к1Г11.Р

ч. ц. цртзиъ. и. и. пип-црзиъ

и. ։Г ф п ф П1

I, г/ ш 1/ /и 1{П </ /г//д։(т1? 1։ &Ьр/1 шЬ֊ (шп/-

/^чл 1.////Ш/ '»ш^шии/рпиГр шЪ1/риЪЪ I. р тЪЬдпц ///[/- 
рп/^рЫ/р}։ '>ш/Тшр/ 'Ы////ршг(р11]///1 ։"//{ //Ьи/рп//1 /л(/рг//ч/Ы/ /л/ЪЪ Ь/;^/ 2рр//- 

1/Ш1/>пи! /։Ъ 1Л111/ /։/։// /И // ш и ш р։/ шЪ /и/Л/ЬлЪ и/ ч/нЬ///л///л {/1//ч1/ ///]/] чт/.- 
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ման թվային յուծոէմր ցույց Ւ տրվում ւււղղսւնկյւսնտձև անցր/ւվ անվեր՛ջ հար­
թությունում jti/րէք ած ա ջին վիճակի ււրււջմ ան իւնւ/րի վյւաւ

և՚նէ/րի յուծումր Ներկա յացվում Լ աղյուսակի h րւրաֆիկների միջււցւէվ:

NUMERICAL SOLUTIONS OF PLANE PROBLEMS OF 
ELASTICITY FOR REGIONS WITH ANGLES

V. A. ARSENIAN. S. 5. ZARGARIAN

S u m ։n ary

The integral equation of Sherman-Laurichella for plane problems 
or elasticity for regions with an angular point on the contour was 
solved by the numerical iterative method. Owing to the asymptotic 
representation of the solution of the integral equation at the neighbou­
rhood of angular points of the contour, high accuracy of the nume­
rical solution was obtained.

As an example, the problem for ал infinite region bounded inter­
nally by a rectangular hole is considered.
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ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
1ԼՅ В Е С Т И Я Л К а ДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ւրեխաձիկա XXXVI. № I. 1983 МсхашнЛ

ПРОБЛЕМА УСТОЙЧИВОСТИ С УЧЕТОМ РАЗУПРОЧНЕНИЯ

ЛИ! 1ЬКОВ А. М.

Многие задачи, касающиеся расчета стержневых и рамных конструк­
ций, проектирования горно-технических сооружений, изучения разрушения 
яри распространении трещин и в условиях стесненной пластичности. тре­
буют рассмотрения зависимостей между кинематическими и силовыми ве­
личинами, диаграммы которых имеют наряду с восстающими падающие 
участки. Последние называются участками разупрочнения. Они могут опи­
сывать свойства элементарного объема [' 4|. свойства конечного элемен­
та конструкции или расчетной схемы [I. 5—8], а также условия взаимо­
действия на соприкасающихся поверхностях трещин [9—11], блоков [ 12 | 
или тела и нагружающего устройства [13].

Разупрочнение само по себе не обязательно свидетельствует о неустой­
чивости. Однако, при некоторых критических сочетаниях внешних я вну­
тренних параметров системы оно приводит к физическим эффектам, вос­
принимаемым как динамические, нередко катастрофические явления. К их 
числу относятся разрушения конструкций при больших запасах упругой 
энергии, горные удары, землетрясения и др. Пос троение теории устойчи­
вости, адекватно описывающей подобные эффекты и позволяющей нахо­
дить критические сочетания параметров, представляв1 актуальную задачу 
Ее решение продвинуто, в основном, в направлении учета разупрочнения, 
относящегося к свойствам элементов среды (конструкций) [5—8. 14—18]. 
Не меньшее значение имеет и разработка теории для случаев, когда падаю­
щие участки имеются на диаграммах, описывающих взаимодействие на гра­
ницах трещин, блоков или те ха и нагружающего устройства. Хотя к это­
му направлению примыкает ряд изученных задач теории трещин [9 1 1, 
19—21], общая теория потери устойчивое։и, которая учитывала бы па­
дающие участки на диаграммах, описывающих условия на границах, от­
сутствует Данная работа имеет целью на основе развития результатов дли 
разу проч няющихся элементов дать теорию устойчивости, включающую 
сложные взаимодействия на границах сопрнкающихся тел.

1. Изучение устойчивости требует определения этого понятия Для 
разных классов задач определения могут быть различными. Применитель­
но к задачам, связанным с разупрочняющимися элементами, предложены 
дна определения [14, 17].

Одно из них [ 14 | использует постулат Друкера и характеризует устой­
чивое состояние как такое, для которого сумма работ приращений внешних 
сил на отвечающих им приращениях (скоростях) смещений положитель-

Ниже термины "приращение и »скорость» используются как эквивалентные. 
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на. Это определение требует, чтобы при варьировании граничных условии 
во всем объеме тела удовлетворялась полная система уравнений (равнове­
сия, совместности и закона деформирования).

Согласно второму определению [17], в отличие от первого, варьиру­
ются не граничные значения, а поле смещений внутри рассматриваемого 
объема. Состояние считается устойчивым, если для любых возможных при­
ращений смещений приращение работы внешних сил меньше приращения 
внутренней энергии. 11ри этом возможными считаются смещения не толь­
ко не нарушающие заданных условий на границах тела, во и дающие вну­
тренние усилия, удовлетворяющие статическим уравнениям равновесия :• 
области разупрочнения.

2. Полезно сопоставить следствия этих определений, поскольку они. 
очевидно, нс эквивалентны. Первое из них подразумевает, что решение, от­
вечающее малым приращениям внешних сил, существует, что делает в из­
вестной мере проблематичным его непосредственное использование в слу 
чаях, когда близкое смежное состояние равновесия отсутствует и решение 
испытывает конечны։։ скачок. Второе определение включает эту возмож­
ность. Иллюстрацией может служить рассмотренный в [ 18J пример сжа­
тия двух стержней, последовательно соединенных между собой, на жесткой 
машине. Однако, отмеченное ограничение на применимость первого опре­
деления не сказывается при использовании вытекающего из него достаточ 
лого условия устойчивости, формулируемого следующим образом (14].

Пусть в объеме 1 имеется область V необратимых деформаций (։: 

частности, разупрочнения). Скоростям необратимых деформаций 
согласно определяющим уравнениям среды отвечают скорости напряжении 

з,-/. В общем случае г/, не удовлетворяют в V уравнениям совместности. 
Они могут рассматриваться как дисторсии. Решая задачу теории упруго­

сти при заданных дисторсиях и фиксированных граничных условиях . 

получим самоуравковешенное иоле скоростей напряжений Тогда, как 
показано в [14], достаточным условием устойчи ст и является

4>о (2.1)
где

/,=j (=<,֊ v (2.2)

по повторяющемуся ген.чорнолщ индексу, как обычно, подразумевается 
суммирование.

Если под в (2.1), (2.2) понимать произвольное иоле, то оно не 
обязательно удовлетворяет требованиям определения, принятого в [ 14].

Неизменность граничных условий здесь и ниже означает, что приращения (ско­
рости) напряжений и смещений нс изменяют их. Например, на частях, где заданы сме­
шения. скорости смещений должны обращаться в нуль; на участках Гранины с фикси­
рованными напряжениями скорости последних раины нулю.



гак как и общем случае ему может не соответствовать решение задачи для 
некоторых приращений внешних сил. 11оэтому следует ожидать, что при 

произвольных =?/ необходимое условие неустойчивости /, ^ 0 охваты­
вает и потерю устойчивости в форме скачка. Доказательство этого положе­
ния можно получить, отправляясь от второго определения, предусматри­
вающего возможность скачков. Согласно [ 17] из этого определения вы- 
.екает следующее необходимое и достаточное условие неустойчивости:

/» > о (2.3)
где

/.= (*(%„ ֊’.,, ) «Л* (М
Л.

5’.. граница, отделяющая объем И2 от области упругих деформаций 
И։; и. скорость смещений; ой..,—предельные значения скоростей напря­

жений з//2, получаемых п результате решения задачи для объема Г': 

при заданных на скоростях и. и неизменных граничных условиях 

на остальной части поверхности объема И,; — аналогичные зна­
чения, получаемые при решении задачи для области упругих дефор­
мации Ир нормаль к считается внешней по отношению к (внут­
ренней относительно к’г). Если существуют такие скорости и., для 
которых выполняется (2.3), то исследуемое состояние равновесия не­
устойчиво. Условие (2.3) включает и потерю устойчивости в форме 
скачка, поскольку в общем случае 'п;2=г= з„,։ , то есть скорости напря­
жений на 5$ могут испытывать разрыв.

Пусть полю и. в V.. соответствуют скорости необратимых де­

формаций Их можно рассматривать как дисторсии в части С. 
объема V. Тогда решение задачи для V при дисторсии Т; и фиксиро­
ванных граничных условиях па границе тела Л' дает самоуранновешек- 

* б’ные скорости напряжений -'ц и отвечающие им скорости деформа- 
ции определяемые по линейными соотношениями закона I ука. 
Сумма удовлетворяет уравнениям совместности, то есть ей в
И отвечает поле и? '՝. Оно не совпадает с полем и в И. и на 5*. 
Поэтому разность

II; — II,- — Ц? '' (2.5)

в общем случае нулю нс равна. Согласно (2.5) решение о.;| в упру­

гом объеме 1/х при заданных на 5* скоростях и. представляется сум- 

мой поля 5/; и поля з/у, получаемого при решении задачи для 
при заданных на 5* скоростях п;. Тогда на

зП1! ■= 0|'н -г $6 (2-6)
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В упругом объеме полю соответствуют деформации полу­
чаемые по закону Гука. Подстановка (2.6) в (2.4) дает

/= у[олЛ-(^4֊^)]^5

и после преобразования интеграла по 5* в объемные интегралы (с 
учетом выбранного направления нормали и определений зЛ1, ) 
функционал / принимает вид

/•-= .г^)' (2.7)
V. и.

Интеграл

4 - - I =/,. ^<7 Г 
9 '

■ / ■ а՛ ՛ 6՛ ՛ / I? г-и силу соотношения = е։/-= зг? г;-,., выполняющегося в и։, преобра- 

зуется в интеграл ио поверхности .4 — о'«, «/</£, который в свою

5.
очередь преобразуется в интеграл по объему И։ после использования 
(2.5)

Л- Я 4- ^)1 </И (2.8)

и, 

Теперь можно учесть, что упругая деформация г<, связана с 
о,;2 законом Гука. Тогда, поскольку скорости С; связаны этим же 

законом с з/., справедливо равенство з-‘/ з,-,;. Отсюда

[2//- (£;у 4֊ $)] = (з172 - =5) $ (2.9)

и (2.8) можно закисать в виде

Л = 
•/ и.

Представляя в (2.7) в виде суммы упругой и необратимой 
частей, - =*; 4 I՞/, и подставляя полученное выражение для Л, 
имеем 

7=-^-^ (2.10)

где

с, = (С(2.11) 

И г,
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/։ выражается формулой (2.2), причем смысл величин о,,2 в (2.10) н 
о,-/ в (2.2) совпадает.

Величина С\ является неотрицательной, так как связь ?'>) с $՝!, и 
с £//—£,•/ выражается законом Гука. Поэтому для того, что­

бы выполнялось неравенство />0, необходимо, чтобы было /։<0. 
Таким образом, действительно, условие /х-^0, полученное в [14], яв­
ляется необходимым условием потери устойчивости и в тех случаях, 
когда устойчивость теряется в форме скачка. Заметим, однако, что 
в (2.10) поле не вполне произвольно — оно порождается некото­
рыми скоростями и։. на S*. По-видимому, это ограничение следует 
иметь в виду при использовании функционала (2.2).

3. Равенство (2.10) позволяет получить еще одно необходимое уело 
вне неустойчивости, удобное в приложениях. Для этого введем н V՜, поля 

у •/ ՛/ 2ин, £;.п, которые компенсируют различие в скоростях напряжения 
и Они отличаются от введенных в предыдущем пункте полей 
(ff Jи,. Б»> 3/,, которые компенсировали различие в скоростях смещении

•\’-р гт V V '(iii и и, . Поля «п, 'ij\ решают задачу теории упругости для 
объема Kj при заданных на S.- скоростях Опц — и неизменных
условиях на остальной части границы Ир Тогда скорости смещений 
и,։= ид 4՜ а? соответствуют на S* скорости напряжений

= 8л.2 = s/л 4֊ ’.;т; (3.1)

Составим выражение

4 dv . 2(о,,,֊ =,5) ֊ tyuv

>'» h

Оно отличается от / неотрицательными слагаемыми. Поэтому, если 
/ < 0, то и / <С 0. Отсюда отрицательность является достаточным усло­
вием устойчивости. Использование (2.10). (2.11). (2.2) даст

4 = \ 37/ts//i^H4- (з,,т - з,Л; ) (֊о — £р) dV J (-ip z't^^.dV 

V, уг V.

С учетом того, что Cj - — (чу £.yb из (2.9) следует

4 = ( I ( ~ : z.'tj)}dV — | (-.72 — <\) (2,’> | ej)r/k

V, Г, IA
Преобразование объемных интегралов я поверхностные с учетом 

(3 1) приводит к виду

4= i %, (։л р— т՝} dS֊\- н? ' dS

s, S, л;.
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и, поскольку в 1/'1 выполняются равенства <3,72,7», м‘'*₽ и' —
= и,ь получаем окончательное выражение

/։= Г =..(йл—и„)</5 (3.2)

5.

Здесь для единообразия обозначено иц՜- и;. Достаточным условием 
устойчивости, как отмечалось, является Л 0. Необходимое условие 
неустойчивости имеет вид /2 > 0.

Величины, входящие н формулу (3.2) для в соответствии с приня­
тыми соглашениями имеют следующий простой механический смысл: 

сП( произвольное поле скоростей напряжений на поверхности 5.., 
отделяющей зону необратимых деформаций |/2 от упругой области И։; 
иц — скорости смещений, получаемые в результате решения задачи 
для И։ при заданных на 5* скоростях о„, и неизменных прочих усло­
виях вне 5*; н,? — скорости смещений, получаемые в аналогичной за­
даче для И,.

4. В случаях, когда падающие диаграммы описывают нс поведение 
элемента среды» а граничные условия или взаимодействие на соприкасаю­
щихся поверхностях, схема анализа устойчивости, использованная в [ 171. 
։< описанные выше результаты допускают естественное обобщение. Доста­
точно принять ио внимание, что диаграммы для граничных значении ве­
личин идеализируют реальные условия передачи усилий через нагружаю­
щие элементы конечных размеров. Точно такай՛ диаграммы, описывающие 
взаимодействие соприкасающихся поверхностей, фактически отражают про­
цессы. происходящие в реальных малых, по конечных, неровностях и при­
лежащих к ним приповерхностных слоях. 1 огда упомянутые элементы, не­
ровности и гонкие слон можно считать объемом V,. в котором происходи, 
разупрочнение, и перейти к пределу, устремив его толщину к нулю. 
Разумеется, аналогичную операцию можно выполнить и в случае, когда 
процессы носят обратимый характер.

В результате все приведенные условия и выражения остаются приме­
нимыми с очевидными изменениями в трактовке входящих п них членов. 
А именно, поскольку поверхность 5.. может теперь рассматриваться как 
совокупность сколь-угодно близких друг к другу поверхностей и - 
с противоположными направлениями нормален в смежных точках, скорости 

на и зп/» на -՛՛ равны по величине и противоположны но знаку. 
Точно также зп<7 — — о„,2. Тогда, считая для определенности поверх­
ность совпадающей с имеем

1— (опо 5лд)Д«4-</Л (4.1)

где Ди, — и,- и,; величины без штрихов относятся к поверхности
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- — -’. В случае, когда — внешняя граница тела, на которой задана 
зависимость напряжений от смещений, поверхность - ' считается зак­
репленной, то есть щ 0. Для соприкасающихся шероховатых поверх­
ностей и,— скорость смещения поверхности, ограничивающей объем, 

•Л*
по отношению к которому нормаль является внешней; и,- — скорость 
смещения соприкасающейся поверхности: Ьи, разность этих величии 
(скорость взаимных смещений соприкасающихся поверхностей). 
При разупрочнении на контакте “пг2 0*. Зависимость з,,,« (Дц,) 
отражается диаграммой взаимодействия поверхностей [12].

Использование (4.1) предполагает задание произвольных Ди., оп­
ределение з„,֊> непосредственно ио диаграмме взаимодействия, под­
счет 5,„1 путем решения соответствующей задачи при заданных раз­
рывах Ди/ на - и неизменных условиях вне ֊, вычисление интеграла / 
по (4.1) и определение его знака. Если /<^0 для любых Ди, , то со­
стояние устойчиво. В противном случае оно неустойчиво.

Точно также выражение для А приводится к виду

А = ’л/ ( Дп,1—Ди,'2)(/5'

где зл,- — произвольные скорости напряжений на Ди/з — отвечающие 
~л/ скорости взаимных смещений поверхностей, определяемые по диа­
грамме их взаимодействия; Ди,, -скорости взаимных смещений, полу­
чаемые в результате решения соответствующей задачи при заданных 
па скоростях напряжений зп/, на ֊՛՛ скоростях напряжений — зл,- 
(нормаль направлена от к -*) и неизменных условиях вне ֊. Как 
и в предыдущем пункте, если для любого поля функционал /, от­
рицателен, то состояние устойчиво. Выполнение условия /2 > 0 яв­
ляется необходимым условием неустойчивости.

При упрочнении на контактах Ди,-< 0. Тогда, поскольку при 
обычных в теории упругости условиях на внешних границах интеграл 
по - от з„/’Аи/ положителен в силу положительной определенности 
потенциала скоростей деформаций, из (4.1) следует, что / < 0, то 
есть состояние равновесия устойчиво в смысле принятого определе­
ния. Отсюда вытекает, что в важном частном случае упрочнения на 
контактах, когда векторы скоростей проскальзывания ( Ли- ) и каса­
тельного напряжения (з<) сонаправлены (- Дм.оя^>О), а нормальные 
смещения непрерывны (Аи„ 01, имеет место устойчивость. Этот ре-

В дальнейшем для краткости формулировок обсуждается лишь случай взлнмо- 
дейстауюшнх шероховатых поверхностей. Вес заключения остаются в силе и для уч.кт 
коз внешних границ, на которых задана связь напряжений и смешений, причем на ни» 

к соответствии со сделанным замечанием следует считать и,- 0. то есть =и^ . 
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зультат сохраняется также при ±и„ =/-О, если вектор скоростей нор­
мальных смещений { Ан„) сонаправлен вектору скоростей нормаль­
ных напряжений ~п (—Дип?яз 0). При линейной связи за/2 =՜ ацЬм ։ 
н отрицательно определенной матрице с коэффициентами а,] те же 
соображения, которые приводят к неравенству /<0, будучи исполь­
зованы для разности решений, свидетельствуют о единственности 
решения соответствующей задачи теории упругости. Если указанная 
связь относится к внешней границе, то легко устанавливается и тео­
рема существования решения [22].

5. Нетрудно получить условие неустойчивости в большом, если повто­
рить рассуждения, приводящие к (4.1), исходя из схемы для этого случая, 
использованной в [17]. Это условие для конечных приращений на контак­
тирующих поверхностях имеет вид

— ДЭ>Р</5 (5.1)

где— \Э—освобождаемая энергия, равная взятому со знаком минус из­
менению потенциальной энергии; из рассуждений, приведенных в [17], 
следует равенство

ДЭ- — , \ 31։,{ ) |</5

1 Цо

де —поглощение энергии на единице поверхности определяемое по ՛ 
грамме взаимодействия поверхностей;

Ди.

// - — ( =л,1'г/(Ди,)

*»Я)

Дфо- разность смещений соприкасающихся вдоль - поверхностей в иссле­
дуемом состоянии равновесия: \<о — разность смещений соприкасающих­
ся вдоль - поверхностей, получаемая добавлением к Дид» произвольных 
приращений.

Использование (5.1) упрощает оценки устойчивости, особенно в слу­

чаях, когда \п, принимает значение, отвечающее переходу к остаточному 
сцеплению на контактах. 1 огда начальное А//г„ и конечное Ам значения 
разности смещении на 1 оказываются фиксированными, и в каждой точке 
- можно по диаграммам взаимодействия поверхностей выбрать путь пере­
хода от Лн.„ к А.՛.՛, таким образом, чтобы значение было минимальным. 
Минимальным окажется и значение правой части (5.1). Левая же часть 
(5.1) для упругой среды не зависит от пути перехода и .может быть най­
дена методами теории упругости. В частности, если в линейно упругой сре­
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де совершается переход от полного сцепления на контактах к такому со­
стоянию. что составляющие усилий, отвечающие разрывным компонентам 
смещений, обращаются в нуль (например, происходит проскальзывание 
с обращением в нуль касательных напряжений на -), то

ДЭ---- ֊^л/0Ди,.</5 (5.2)

Здесь сп,.| — напряжения в исходном состоянии полного сцепления; 
Ди,- — разности смещений и: и и. соприкасающихся поверхностей и 
֊' в конечном состоянии (Ди,- п,); нормаль, как и выше, считается
направленной от ֊' к Формула (5.2) позволяет легко подсчитать 
приток энергии при рассмотрении проскальзывания на контактах 
слоев — достаточно решить две задачи теории упругости (при полном 
сцеплении и гладком контакте).

Рассмотрение перехода от полного сцепления к полному проскальзы­
ванию рельефно обнаруживает общую важную особенность задач о потере 
устойчивости из-за разупрочнения на контактах- наличие сильного мас­
штабного эффекта, если контактные условия остаются неизменными. Дей­
ствительно, с пропорциональным ростом всех размеров напряжения оста­
ются неизменными, а —ЛЭ согласно (5.2) увеличивается пропорциональ­
но кубу характерного размера. Поскольку значения £ при неизменных 
диаграммах взаимодействия не изменяются, правая часть (5.1) увеличи­
вается пропорционально квадрату характерного размера ՛. Поэтому с уве- 
хичением линейного масштаба неизбежно достигается критический размер, 
при котором происходит потеря устойчивости при разупрочнении. Заме­
тим, однако, что. хотя общая выделяющаяся энергия увеличивается, энер­
гия. рассчитанная на единицу объема, остается неизменной. Наличие силь­
ного масштабного эффекта в связи с рассмотрением устойчивости глиня­
ных откосов отмечалась я | 111.

В (5.1) можно принять § минимальным значением Тогда полу­
чается необходимое условие неустойчивости в большом

-ДЭ/Д5>^ (5.3)

где \5 — площадь поверхности 1. Если площадь Л5 мала ио сравнению 
с характерными размерами, то (5.3) принимает вид условия неустойчиво­
сти Гриффитса а*.

6. Задачи, связанные с разупрочнением сплошной среды, редко реша­
ются в замкнутой форме и требуют применения численных методов. По­
следние зачастую приводят к разбиению границы на конечное число участ­
ков и замене континуума граничных значении скоростей напряжений и 

смещений дискретной системой обобщенных скоростей усилии Ри сме­

щений Д//։ в Ш узловых точках (здесь и ниже используются векторные

Для плоской задачи —ДЭ растет пропорционально квадрату, а np.ui.ui часть 
(5.1)- первой степени характерного размера.
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обозначения; индекс а относится к номеру узла на границе; а — 1,.... т). 
Подобная дискретизация имеет, например, место при использовании мето­
да конечных элементов и основных вариантов метода граничных интеграль­
ных уравнений.

Для каждого из узлов связь величин Р^ и характеризую­
щая свойства контакта, непосредственно следует из зависимости между 

и А«/. Связь Р,\ и АдеЭ1 получается в результате решения задачи 
для рассматриваемого объема V* Тогда равенства Р,г--Р։\, Дна?— 
— Д//н дают конечную систему уравнений для нахождения приближен­
ного решения исходной задачи при заданных скоростях внешних сил 
или смещений границы.

Остановимся, прежде всего, на зависимости Дца>(Р։2) для узла а. 
В достаточно общем случае она, как и исходная зависимость Ди2(а„2) 
может быть выражена соотношением вида [6]

-Д«а2= у (6.1)
4-1

где первый член в правой части отвечает обратимой (упругой) состав­
ляющей скорости смещений; В, — положительно определенная матрица 
упругих податливостей; второй член характеризует необратимые ско­
рости смещений; К,* — вектор, который определяет направление тече­
ния, соответствующее Хг-той моде течения; множитель, отвечаю­
щий Хг-той моде; поскольку направление течения определено вектором 
Г ь, можно считать, что > 0; Дп5?, Рл, —векторы-столбцы.

При использовании соотношений типа (6.1) предполагается, что 
определяющие соотношения для контактных условий в узле г пред­
ставляются в пространстве обобщенных усилий Р-ч кусочно гладкой 
поверхностью нагружения, которая является совокупностью ЛГ глад­
ких поверхностей 0 (.<• — 1,..., М). Знак функций всегда 
можно выбрать так, чтобы упругая область, отвечающая достигнуто­
му состоянию, в пространстве Р,з занимала область, в которой 
(/:==!,..„ М\. Число мод п определяется числом поверхностей фяД-0, 
которые пересекаются в достигнутой точке поверхности нагружения 
(если эта точка не является точкой пересечения, то п 1). Вектор- 
столбец внешней нормали к ? к - 0 обозначается А'в*. Каждый из век­
торов И»; также связан с поверхностью <р։Л — 0 и считается направ­

ленным вне упругой области, то есть > 0 (верхняя звездочка
здесь и ниже означает транспонирование). При ассоциированном за­
коне течения К*. — М-л ֊ течение происходит ио нормали к поверх­
ности — 0 вне упругой области. Тот факт, что в общем случае 
каждая из функций ?и*(Р.г) содержит параметры, зависящие от всех 
активированных мод, может быть выражен равенством [6]

5 Известия А1 I Армянской ССР. Механика, № I
6.>



А»? — V (Х'=1,... , л) (6.2)
/—1

где Нлщ коэффициенты квадратной п X л матрицы, характеризую* 
щие влияние на 1-тую поверхность ©в1 0 моды течения у, связанной

с поверхностью э։/=0; при упрочнении на контактах //, —неотрица­
тельно определенная матрица; при разупрочнении диагональные члены 
отрицательны, чему соответствует перемещение поверхности нагру­
жения внутрь упругом зоны в пространстве Р ?.

Соотношения (6.1), (6.2) линейны. Однако, зависимость между 
<р... и /.* нелинейна: = 0 (к = 1,..., п). Это соотношение выражает
тот факт, что, если пластическое течение ко моде к не происходит, 
то >4 = 0, а, если оно имеет место, то изображающая точка остается 
на поверхности з-л|г = 0 в процессе течения (?.А *0).

Вводя векторы л։ — [Ха... 1 .Л], [<? .г.•??,„] и матрицы Л\
= [Л^1.-.М»п], У? ~ Ид,,], предыдущие соотношения можно запи­
сать в виде

— Дл.2= В1Р->2 ՛ Иал3

//X, х,>֊о, о, о

Для системы всех т узлов можно ввести векторы ли: — [Д//։а...
Р?~ (Р12...Р.-Ч2] и матрицы

И - о >
 

• . 55 О
 

и 

. О 
о

; И-

Ух 0 ... 0
0 К... 0

Л\ 0 ... 0
0 Л....0 : Н

Нх 0 ... 0
0 //г.. 0

0 0 ... 0 0 ... И,, 0 0 ... 0 0 ... н,

Тогда обобщенная зависимость скоростей узловых смещении от скоростей 
узловых сил на поверхности взаимодействия выражается соотношениями

֊ Хи^ВРг -г У'л

?=Х*Р2—//}., Х>0, ?<0. (6.3)

У равнения вида (6.3), содержащие среди неизвестных некто}) Л, 
подробно изучены при задании вектора или Д//2 15, 23, 24]. Однако 
в (6.3) эти величины заранее неизвестны. Они могут быть найдены 
только после присоединения дополнительных соотношений, получаю­
щихся из решения задачи для объема V. При заданных вне поверхности 
нзаимодействия ֊ граничных условиях и произвольном векторе ско­
ростей узловых усилий Р, па решая дискретизированную задачу 
для I ', получаем зависимость

Д«։=ДР։-Д(/ (6.4)
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где А и А 47 —матрица и вектор, зависящие только от координат 
узловых точек на - и условий задачи вне поверхности ֊. Для ли­
нейно-упругой среды матрица А в большинстве случаев задания усло­
вий вне - является положительно определенной. Поскольку должно 
быть - Р.^—Р, ^и1 — (6.3), (6.4) дают окончательную систему

ьи-^г'р 4- ИХ
®=Л'*Р— //л, X > 0, ?*Х = 0 (6.5)

где Л' А -}- Б - симметричная положительно определенная .матрица.
Система уравнений (6.5) относительно Р и X аналогична ио виду (6.3). 

но в отличие от (6.3) в ней роль обобщенных скоростей смещений нграе։ 

известный вектор Д(/. Это позволяет очевидным образом распространить 
все важные заключения работ [5. 23. 24], касающиеся устойчивости и свя­
зи с квадратичным программированием, на рассматриваемые в этом пунк­
те задачи, которые получаются при дискретизации поверхности взаимо­
действия и переходе к обобщенным узловым усилиям и смещениям. I 1г 
останавливаясь на этол։, обратимся к другому аспекту дискретизации. 
А именно, используя результаты теории квадратичного программирова­
ния, можно сравнить дискретный аналог условия неустойчивости (2.3) с 
условиями разрешимости соответствующих математических задач.

7. Для определенности рассмотрим дискретизированную систему (6.5) 
предыдущего пункта при ассоциированном течении ( И — А՛ ). Решая пер­

вое из уравнений (6.5) относительно Р и подставляя в выражение для $, 
можно записать систему (6.5) в несколько более удобном для последующе­
го анализа виде

-ф = /)Х-^5Д4/, -?>0, Х>0, х=0 (7.1)

где р = Н I- А'*5.У.
По определению (4.1) функционал / в рассматриваемом дискрет­

ном случае равен (/<— />Х)'А«. Выражение для него получается из 
(6.3), (6.4) при Айх -Д//2=Д«., А 47 =0. Оно имеет вид

А R
(7.2)

А В

причем по одному из условий (7.1) X 0.
Согласно теории квадратичного программирования положительной 

определенности матрицы Р необходимо и достаточно, чтобы задача (7 1) 

имела единственное решение при любом (например, [25]). В силу по­
ложительной определенности А и Б из (7.2) следует, что этого условия 
достаточно также для отрицательной определенности функционала /. Та­
ким образом, однозначной разрешимости задачи (7.1) достаточно, чтобы 
функционал / был отрицательно определенным и. тем самым, гарантиро­
валась устойчивость в смысле определения | 17].
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Можно доказать и в известном смысле обратное утверждение, касаю­
щееся необходимого условия. Если при некотором не равном нулю неотри­

цательном векторе Х։ выполняется неравенство

м1)'^ < 0 (7.3>

о существует такое Дн, что 7^0, то есть имеет место неустойчивость в 
смысле определения [17].

Это утверждение в соответствии с существом рассматриваемо!։ пробле­
мы ниже доказывается при условии, что матрица 77 р Л7*/7 '/V положи­
тельно определенная (противоположному случаю отвечает, так называе­
мое, закритическое разупрочнение элементов механической системы, а на 
практике происходит их саморазрушение).

Доказательство основано на другом выражении для /, легко следую­
щем из (6.3). (6.4) при

Аи։ — Аи։= А//, АТ/ - О

7 Дл*(Л-1 7Г։)ЛЙ4֊Г(А/4֊Л/‘Я )Х (7.4)

При этом из (6.3) вытекает, что входящий в (7.4) вектор X является ре­
шением задачи

© (/•/+ НЧГ՝ ,¥)Х ։Ап, —?>0, Х>0, ?*Х =0 (7.5)

Из положительной определенности матрицы 7/ - сле­
дует, что к (7.5) применима теорема Куна-Таккера. Согласно этой 
теореме [25] вектор X является решением задачи

шах {Чг- ;х*(774-/Ук7> 1 .¥)•!-2»1*Л' 77՜’Ап | р 0,

причем, если р X решение, то шах Ф — '1'0 X * (Н ՛ .V )Х . 
Тогда представление (7.4) в виде / = Ап 4/4 ’֊Р 77 1) А и 4֊ и за­
мена на заведомо не большее значение, равное 'Г при произволь­
ном неотрицательном дает

/> -Ап*(Д 14֊/?’։)Ап-1х*(//4-^7? 1.\>Л-2-1-Лг*Ь։-’Ап;. о (7.6)

Вектор А// произволен. Поэтому можно» например, при любом 
р > 0 положить Д« = — ЛА’Л'р. Тогда из (7.6) следует /$>—р*/)р, и, 
взяв в качестве »1 вектор Х1։ фигурирующий н условии теоремы, по­
лучаем />--Х|/>Х։ что с учетом (7.3) лает доказываемое неравен­
ство 7 0.

Особое место занимает случай, когда матрица 7) не является 
положительно определенной, но (7.3) выполняется только на таких 
векторах Х։, которые не удовлетворяют условию Хх >0. Функционал 7 
при этом согласно (7.2) отрицателен. Однако, единственное решение
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(7.1) существует не при любом ՃՍ. Пример задачи с системой (7.1), 
включающий такой случай, рассмотрен и [26]. Оказывается, что ре­
шение существует при любых внешних воздействиях Д Ս, но при не­
которых из них оно теряет единственность, испытывая разве твление, 
причем однородная задача не имеет отличных от нуля решений и 
малым Ճ.Ս на каждой ветви отвечают малые X, փ, Р. Согласно крите 
риям работ [14, 17] ситуация устойчива. По-види.мому, такая ее оценка 
отвечает реальности, поскольку энергия не выделяет ся, деформиро­
вание требует ее притока извне и па практике без динамических эф­
фектов осуществляется та ветвь, для которой затраты внешней энер­
гии минимальны.

1|ՕՈ1>Ն1114*:էԱՆ loVhH'C ԱՄՐԱՊՆԴՄԱՆ ՎԵՐԱՑՄԱՆ ՀԱՇՎԱՌՈՒՄՈՎ

Ա. 1Г. Լէ՚ՆԿՈՎ

Ա մ փ и փ ու մ

Ամ րապնդում ր կորցնող է[եմ ենւոներ պարոլնակոդ միջավ այրերի համար 
ուսումնասիրվել են հայտնի և ստացվել են նոր կայունության բավարար 
պա լմանները։ Տրվել է արս։ արին սահմանի և շփվող միջավայրերի կոնտակտի 
վրա ամրապնդման վերացման հետ կապված խնդիրների համար տեսության 
ընդհանրացում ր։

ճույց Լ արված, որ հ ամ ա ղդե ցո։ թ յսւն մակերևույթի դիսկրետ էլեմենտ­
ների արւրհման դեսլրում խնդիրը կարոդ է բերվել րս։ոս/կուստյին ծրագրավոր- 
մ ան (Р, ÏJ J հայտնի խնդրինւ Սահմանվել Լ ֆիզիկական անկայունության 
հայտանիշի կապը PU խնդրի լուծելիութ յան պա յմ անների հետ։ Աշխատանրի 
արդյունքները աոարս րկվում է սդտադործել ափերի փ ո խա ղդե ցութ յո։ննե ր։։վ 
ճարերի տարածման) մեձաղյուս լեռնտեսսէկների դանդվածների կայունու­
թյուն, թանային հարվածների ե երկրաշարմերի ու и ու մնա и ի ր ո։ թ յ ան ժամա­
նակ,

THE PROBLEM OF STABILITY WITH ALLOWANCE 
FOR SOFTENING

Л. M. LINKOV

Summary

The known sufficient conditions of stability for the media contai­
ning softening elements are investigated and new ones are developed. 
The theory is generalized for the problems concerning softening on the 
contacts of the bodies and on their exterior boundaries. It is shown 
that by dividing the contact surface on dis-'.rete elements the problem 
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may be reduced to the known one in the theory of quadratic program­
ming (QP). The connection between the physical stability and solubility 
conditions for the problem of QP is stated. The results are supposed 
to be applied in the following fields: the growth of cracks with inter­
acting surfaces, the stability of the rock massif consisting of the system 
of blocks, the mechanics of rock bursts and earthquakes.
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