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Ряд спектральных соотношений для интегральных операторов, встре­
чающихся в разнообразных задачах теории упругости и математической 
физики, установлен в работах Г. Я. Попова | I — 3|. а также в других ра­
ботах этого автора, подробная библиография которых приведена к [4]. 
Эти соотношения, содержащие ортогональные многочлены, позволяют по­
лучить эффективное решение обширного класса контактных и смешанных 
задач механики деформируемого тела. Применению аппарата ортогональ­
ных многочленов посвящена и работа [5].

В настоящей работе методами теории логарифмического потенциала 
устанавливается спектральное соотношение, дающее нечетные собственные 
функции логарифмического ядра в случае двух симметрических интерва­
лов. Приводятся также четные собственные функции. Обе они являются 
многочленами Чебышева с видоизмененными аргументами. При помощи 
экспоненциальной замены переменных найдены также собственные функ­
ции родственного логарифмического ядра. В качестве приложения полу­
ченных результатов построено решение контактной задачи о вдавливании 
двух одинаковых кососимметричсски нагруженных штампов в упругую 
полуплоскость.

Нечетные собственные функции логарифмического ядра и случае двух 
симметрических интервалов, как представляется автору, здесь приводят­
ся впервые.

I. Введем в рассмотрение логарифмический потенциал

V(х, //) = I 1п —---------- -------  ? (5) (13 (1.1)
.1 | (х — 5)՜ 4՜ „у՜

где I- = {л : Ь ^|х| ^ <•՛}. При этом предполагается, что плотность источ­
ников обладает конечной мощностью, то есть

Р = ^ « ($) с/х < ՛՛ 

ь

Легко видеть, что при г — эс (г = | х՝ -{■֊ у'՛ )
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И(х, у)' Pin —

Чтобы получить затухающий на бесконечности потенциал. перейдем к 
функции

(/(х, у) = Их, у) + Pin /х։ + уг (1.2)

I огда интегральное уравнение

?(s)rfs = /(x) (1.3)
|х—s|

i.
эквивалентно следующей внешней красной задаче Дирихле:

ДС/=0 (л, y)~L (х^у2г/гО)

С’(х, у)\9 0 —/(л) — Pin |х | (6<|х)<а) 11.4)

6/ (х, у) -* о, Xs -t у2 ֊► ОТ

1(осле того как построено решение задачи ( 1.4), плотность источников бу­
дет определяться по формуле

?(х) _ -1 lin, ',U^JLL (6<|х|<а) (1.5)
" 4—Ki Oy

Решение задачи ( 1.4) построим методом конформного отображения. 
С этой целью заметим, что функция ([6]. стр. 720)

2 isn^InC, А-) (1.6)

комплексную плоскость Z - х ֊Г и/. разрезанную вдоль двух симметри­
ческих отрезков вещественной оси |—а, />] и [й, а], совокупность ко­
торых обозначена через отображает на круговое кольцо

комплексной плоскости С ре“՜ ; 4 Здесь $п (и, к) эллиптиче­
ская функция Якоби [6, 7] модуля к - Ь/а,

։
К= К (к) - (

полный эллиптический интеграл первого рода*, а
։ 1 к

и* _ _ Г— ___֊ С___ -___' Я/՜ (1֊/։)(1-Х/Т) а к (/2 !)(’- -А’/2) 
о о

Здесь в далее для простоты модуль ь часто нс записывается.
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где к' - | 1—Л2 — дополнительный модуль. Отметим, что при кон­
формном отображении (1.6) верхняя полуплоскость 1тг^>0 отобра­
жается на верхнее полукольцо V/< р < 1 </0; 0 ”՜}, нижняя по­
луплоскость, следовательно, на нижнее полукольцо | <7о Р <С 1 А?о» 
— » < ® < 0}, а бесконечно удаленная точка плоскости г переходит п 
точку ' =—1 плоскости Кроме того, верхний берег разреза по 
отрезку |6, о] переходит в верхнюю полуокружность внешней окруж­
ности о = 1/<?0 кольца, а нижний берег - в нижнюю полуокружность 
этой же окружности. Что касается разреза по отрезку | а, — 6], то 
его верхний берег переходит в верхнюю полуокружность внутренней 
окружности р ֊֊= кольца, а нижний берег в нижнюю полуокруж­
ность этой же окружности.

Далее, удобно ввести функцию

а» = и ф- го =----  1п (1-7)

отображающую прямоугольник {— Л и Д'; — Л՜' о К'} на упо­
мянутое круговое кольцо. Отделяя в (1.7) действительную и мнимую 
части, будем иметь

К' , К'
и —-----1пр, V— ----- <р

К
(<?о —*<<?<«) <1,8)

Теперь с учетом (1.7) функцию (1.6) можем записать в виде

х = 6 зп (м-ф/V, А) (1.9)

откуда

$п и сп (/и) <1п (гу)
1 — к2 5П՜՜ и 5п2 (/и)

1 \ /• ч 0.1°)
( м сп цС*п 5П

1 — к' 5ПйЧ 5П՜ (ю)

где сп (и, к) и Вп (и, к) также эллиптические функции Якоби [6, 7], 
а и и V даются формулами (1.8).

Легко обнаружить, что координатной линии и — - К соответствует 
дважды покрываемый отрезок [֊ а, — Ь՝( или, согласно сказанному 
выше, внутренняя окружность р = д0 кольца, а координатной линии 
к — К—дважды покрываемый отрезок [6, а] или внешняя окружность 
г — 1/<7о Кольца. Так как $п(А\ А) = 1, то на координатной линии 
и = К по нерпой формуле (1.10) будем иметь

Сп(ш)ап(,Р) (_г<и<Г)
1-А25П2(М
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Воспользовавшись формулами преобразования эллиптических функций
Якоби с чисто мнимыми аргументами (| 7], стр. 395). отсюда получим

ь__
cin (v, k')

(-Г <v<r) (1.11)

С другой стороны, приняв во внимание выражение функции dll (и, А’՜) че­
ред эллиптический интеграл ([7], стр. 378), после простых операций на­
ходим

_____ (1.12)
1

Для — а хЬ эта формула должна нечетно продолжаться. Из 
(1.12) очевидным образом вытекает, что когда х возрастает от !> до а, то 
С' возрастает ог 0 до А" и. следовательно, сю дастся зависимость между 
переменными и и х.

Далее, исходя из (1.11) и (1.8). положим

dn ((/"/*) k') I

/.(?) = /[, —֊ I
I dn ((А !~) ф, к ) |

(1.13)

Очевидно, ч»о функция (ф) определена на внутренней окружности 
р = </м кольца, а функция ,*■ (ф)— на внешней окружности р = 1/<?0 это­
го же кольца. Обе они четные функции от <|. I еперь легко видеть, что крае­
вая задача ( 1.4) для плоскости ? с разрезом по / после конформного 
отображения (1.6) переходит в Следующую краевую задачу для кругового 
кольца в плоскости £:

д-W , 1 dW , 1 д-W л .
----- 77՜ ' 1а ՛" "

?)|,... -/.ж- рin I I
I J
I (1.14)

«"(?> r)L. A (?)֊/> In dn((A"/-)<?. H
ь

UZ(1, ± ”) =0 

где IV’ (р, <р) — С! (х. у), а связь между переменными р. <{ и х. у. осу­
ществляется посредством формул (1.8) и (1.10).

Формулу (1.5) также преобразуем к новым переменным, для чего за­
пишем

то dW dU дх dU Оу
К’ ду дх ди Оу ди
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К ' д<р дх ду ду ду

Отсюда

ди т. /дУ дх ди/ дх
“7՜ ~ —՛,— (  ------------Р-----------ду /СА,, \ ду ди др ди

где

ди / \ ди

Но из (1.9) и (1.10) будем иметь

До — 6՜ I СП (и ги) Вп (и ги) |2

---- = Ь СП и Ви и СП (гу) Вп (ш) 
ди

1 ~т к* 5П2 И ЗП~ (/у) 
[1 - - Л"’БП3« 8П2(?г)]2

№ ։Ь бп и $п (ш)
ду [1 --- к3 Бп’ и $П2 (йг)]2

2к2 БП2 и СП՜' ( 1՝у) Вп2 (кг) —

(Вп’(гх>) к" сп:: (к»)] [1 - к՜ бп* и бп2 (/«)]

Поскольку дх'։ии\и 1К 0, то (1.5) примет вид

? (*) =
__________ 7 БП (ги)__________
ЬК | сп (К -՛• 7и) Вп (К ֊г (у) |3

ди/

< ^^>сп'(»О Вп3 (7г>) — (Вп2(?у) 4- ^-'сп'՛՝՛ ([у)|[1 Л25п2(/о)]
(1 -£35п2(7и)]2 

(0<Си<С^/; /> < |ж| <а)

После некоторых несложных преобразований получим

?(х)- ______ Впа(о, к')_______
ЬК'к'՜ бп (у, к') сп (у, к')

ди/ 
о-----

др и— 1 К
Ь | х | а)

С другой стороны, из (1.11)

дх _ Ьк'25п(у, к') сп (у, к')
ду Вп2(о, к')

с учетом чего можем записать

?(х) =
К՛ дх др м

В дальнейшем, ограничиваясь четной или нечетной функцией [ (л) в ис­
ходном интегральном уравнении (1.3) и приняв во внимание (1.12). фор-
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мулу
В ВИ,

вычисления плотности источников окончательно можем представить 
1е

?(*) ./п-----*Г7"*" аЛ р ) (6<х<а) (1.15)
А V (а2—х“)(х։— Ь2) <?? ]?-|д.

ных
2. Приступим к решению задачи (1.14). Метод разделения перемен* 
в разбираемом случае даст ([8], стр. 387 388)

« I Вп
М^(р» <р) У С0$Пф Т С1п? 4’ £ (2.1)

л — 1 '
(<7о<Р<1/<7о* -'<?<-)

Для определения неизвестных коэффициентов А,„ Вп, С и £) положим

/Д?) /<։*’ + У /.(‘’со։Л? (А -1.2)
‘ 1 „ (2'2)

1п Нп/ —■ <р, к } а0 * у у_п са5 Пф ( ^ <^")
՝ ~ 2 л ։

Тогд
(2.2)

а из второго и третьего условий задачи (1.14) при помощ,и (2.1) и 
находим

. (/?՝ -Р^дГ
2« --.’Л

<7о — Ч
в„ = ~ Рл-> у-(^>1> ~ Рл‘> ’ (2.3)

<7о Ч(\
/0) /<։> . /<3)С = До----- А_, д = /» +/о _ р |п ь _ р

2 1п до 2

Дале 
чан.

ж и 1'1

е отдельно рассмотрим симметрический и кососимметрический слу*

3 симметрическом случае /։ (ц;) = /г (ф) и. следовательно, можно поло-

(» = 0,1,2....)

с уч стом чего из (2.3) будем иметь

С = 0, О = ч- Р(1п Ь — X))

11од<гтавляя эти выражения коэффициентов в (2.1). получим

| «.՝ ;/ — Ра
1^ (?, ?) = У —р— (йЛ 4- р ■’') соя пФ 4- Р (1п Ь — ?0) ֊֊ Яо (2.4)

2 --'сЬГ^)

(<?о < р < — »< ?<г֊)
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Наконец, удовлетворяя последнему условию краевой задачи ( 1.14). опре­
делим неизвестную до сих пор величину Р:

(2.5)

Итак, решение краевой задачи ( 1.14) в симметрическом случае дастся фор­
мулами (2.4), (2.5).

Решение же интегрального уравнения (1.3) в разбираемом случае 
согласно (1.15) и (2.4) будет выражаться формулой

?(х) = К' 1 (а2-х2) Л 111 ( К’ ) Тп(Х) (2.6)

(6<х<а)

где 7’>(Х) многочлены Чебышева первого рода, а

В|=СО5?, ? = ----  (  — - - — (6 <С х о)
К'} I (/2-1)(1-^)

։
(2.7)

Здесь учтено (1.12) и второе соотношение (1.8).
Займемся определением коффипиентов 9...,. С этой целью воспользуем­

ся известным разложением ([9]. стр. 926. ф. (22))

со ; О2՞-։
1п[8п (и, *)!=֊» У ---------------- - -------- 51п։Л’։ 2«-1 1 -^֊П

7Ти
(2п — 1)—т—

2К
(2-8)

где д ~ ехр (— т (.■<'/К )). а ряд сходится в полосе

I. /-«\|^ - К՛ 11 т (   ) <---------
; \2£/| 2 К

После простых преобразований (2,8) переходит в следующее:

лз «2« -։
В |п[а"А'Ч = -4Х1(2п_1)[1°_<?№֊.>1

оо ^2՛» —1
НЕ + 4 (24 -1) [1 - -«Г—1’ ]С0։ [(2л “ °՜

С другой стороны, положив я (2.8) и = К. будем иметь

1 то о2"՜1
|п Ь ‘ _= — 4 V ________ ___________9 4^։(2Л-1)Ц_дзР"֊1)|



Если в этом разложении заменим на к'. то окончательно можем запи­
сать

1(1 соз(2п֊ 1)7

(֊*<?<*)

К'

Отсюда непосредственно вытекает, что

4 о2/1 ՛ 1
— 1п Г к, гПп — 0; а2я_։ = __ ^2<2«-։>]՜ №У

Итак, коэффициенты Второго разложения (2.2) выражаются формулами 
(2.9).

Следует отметить, что. поскольку отдельные гармоники в (2.4) не 
удовлетворяют последнему условию задачи (1.14). то разложения (2.4) 
и (2.6) в конечном итоге не приводят к спектральному соотношению, даю­
щему четные собственные функции логарифмического ядра в случае двух 
симметрических интервалов. Гем нс менее, они представляют самостоя­
тельный интерес и более того, что важно, при их помощи построено реше՝ 
ние интегрального уравнения (1.3).

Но с другой стороны, всходя из известных соотношении

1 А 1 гя(ч)^ _ к1/՞)7^) (п = 1, 2,.,.) 

- 3 |т — Т)| VI — Т 1п 2 (л = 0)

при помощи замены переменных*

2х~ - 1 - 2$2 - 1 - к2
—:—77—; ч =—:—т;—

придем к следующему:

т .‘2$2 —62— а2 \ . . .
Г" ------ 5—Г՜ Н։1Л

\ аг — Ь" I______
1 (а3-«2)($2-62)

1 т (2хг — Ь3—а“\ 
2п Д «2-62 /

1П-. 2 ■
/а2 ֊ 62

(п = 1, 2,...)

(п = 0)

(2-10)

Это преобразование использовано и работе [101 при построении системы орто* 
тональных многочленов на двух симметрических интервалах.

К
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Соотношением (2.10) даются четные собственные функции. Сопоставле­
ние (2.6) я (2.10) показывает, что входящие в них весовые функции раз­
ные.

Обращаясь теперь к кососимметрическому случаю, когда /,(<() = 
= - /• (гр). в первом разложении (2.2) положим

д’11 = -л. (Л=о, 1,2,...)
3 разбираемом случае Р — 0. что автоматически обеспечивает условие за- 
гухания исходного логарифмического потенциала V' (х, у) на бесконеч­
ности.

Тогда из (2.3) будем иметь

А,-- в„=----- ^4^- (Л-։,2,...)
2’М֊=֊ ՝. л '

с=—£) = о 
1п д0 -К

Подставляй эти выражения коэффициентов н (2.1), получим

1 °® А п к''
1И?.<?) = 4у ■ -4՞ гг- р-")со։п<р + ^-1п!> (2.11)

(?о < Р < ֊'<?<")

Очевидно, что функция 1Т (р. ч ) из (2.11), а также любая ее гармоника 
удовлетворяют последнему условию задачи (1.14). Соответствующая по­
тенциалу (2.11) плотность источников согласно (1.15) будет выражаться 
Формулой

- гигдаи-1I, (тВвд+

(6<х < а)

где спять приняты обозначения (2.7).
Пусть теперь, в частности.

Л»» = 0 (т п); = 1 (л - 0. 1, 2,...)

Тогда !. .ЖД: I,- и . разложений (2.11) и (2.12) будет содержать только одну 
гармонику. Подставляя эти гармоники п (1.1) и принимая ео внимание, 
что в (1.2) Р - 0, придем к следующему спектральному соотношению:

. Я
1|пГ±д-,, - (л-о,1,2,...) (2.13)

|х- $|| «а8— $2)($2 — Ь-)

где
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5 = cos l>; ---- Г — — — (o<Ts<՜«)
K' J/«։—i)(i -W)

1

Соотношением (2.13) даются нечетные собственные функции логарифми­
ческого ядра в случае двух симметрических интервалов.

На основе (2.11) и (2.12) можно установить также родственное с 
(2.13) соотношение, имеющее место на вещественной оси Ох вне Ь. точнее 
на положительной полуоси вне интервала <1 х <С а. С этой целью заме­
тим. что из (1.10) при V = 0

х — b sn и, у — 0 (— А*«С u А)

то есть координатная линия 0’ - 0 представляет собой отрезок 
— b^1x^.1) вещественной осн Ох. С другой стороны, приняв во внимание 
известные представления эллиптических функций Якоби в окрестност!
точки /Л' ([7|. стр. 392) и положив V — г' /С, можем записать

sn (zV. — iK ) ~-----—■; cn {iv' iK ) 2У ; ein (iv՛ iK՛)
kv kv' v

(v’-O)

Отсюда и из (1.10) вытекает, что при V ~ К'

_2i_, у = 0 (-К^и^К) 
sn и

го есть координатная линия </ = К' представляет собой два луча вещест­
венной оси |х| >■ а. Чтобы иметь дело только с отрезками положительной 
полуоси, будем считать 0 М А.

Тогда в каждом из разложений (2.11) и (2.12) опять удерживая 
только пи одной гармонике, соответствующих друг другу, а затем подстав­
ляя их выражения в (1.1). после несложных выкладок придем к инте­
гральным соотношениям

Г In x + s T*(S)ds
) П |х —s| J (er - s2) (s2 — bz)

(n=֊l, 2,...)
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C |n _£jL_L______ ____________
J |x- s| I (a-— s5)(s’֊ 62) a (0<Cx<C^; x?>a)

где

и = _________dt________
/ о՜֊ /гй1-т (О < X < b)

a lx
Г------------- d-1----------
Ji (i_,=)(i-^2) (x>a)

Здесь учтено, что согласно первой формуле (1.8) р ехр {r.u/К'). Оче­
видно, что случай п — 0 исчерпывается предельным переходом п — О 
так как

, ~пи

I- 
п-0 п

— 
К'

Последнее обстоятельство да с г возможность объединять все эти форму­
лы. Окончательно получим

Г |п х Ч- s________ 7n(s)ds______
.) n|*֊s| /(O=-s’)(s։ - Ьг) 
b

X[H(h-x) |-(- 1)пН(х
(2.И)

(л = 0, 1, 2,..., 0<х<^/>: х > a)

j де 17 (х) — известная функция Хевисайда, а

ей)
1՛________ d7_________
J 4=«т’ с(х) =

— (0<*< 6) 
о

— U>a) 
х

(2.15)

Соотношение (2.14) вместе с (2.13) определяет значение входящего в их 
левую часть интеграла на положительной полуоси и. следовательно, на 
всей вещественной оси.

Далее, в (2.13) положим

•/2 , —ч2 t,‘2а = е , b = е (« > 0); х — е , $ = е 

После простых выкладок получим

13



где

1п с!п
I ^-5г)($’-6а)

= !\Л(Х) (2.16)

Ня - 2*Л (п Но - 2>о = 2՜ ехр

8 — соз ՝>;
кехр^

0. ---------- -
2К'

а-
| 2(сЬа — сЬ ')

4

(л = 0, 1, 2,...)

X ֊ сов с;
'2К'

(•.. *
, ’ р 2(сй а — сНт)

Спектральным соотношением (2.14) даются собственные функции ядра

1п с1Ь ------ 1
4

Совершенно аналогичным образом, как выше, можно получить род­
ственное с (2.16) соотношение, справедливое при |£| > а. Однако, на 
этом останавливаться не будем.

В заключение пункта отметим, что вопрос о возможности предельно­
го перехода Ь — 0 (и — СОпа!) или А—-О в полученных результатах свя­
зан с определенными трудностями и здесь нс обсуждается.

3. В качестве примера приложения полученных результатов рассмот­
рим контактную >адачу о вдаплипании двух одинаковых штампов в упру­
гую полуплоскость без учета сил трения и сцепления. Пусть они соедине­
ны между собой абсолютно жестким стержнем и под действием вертикаль­
ной силы Р, приложенной в середине стержня, и опрокидывающего момен­
та XI система штампов вдавливается в упругую полуплоскость, вслед­
ствие чего, появляется контактная зона вдоль А. 1 огда определение нор­
мального давления /Их) под штампами сводится к решению интегрально­
го уравнения [ 11. 12]

йп _> (։) л = 8 ±15 ֊/±± (3.1)
р ՛!*—ь| °0

где ՛ -осадка штампов, у — угол их поворота, а ( (х) — характеризую­
щая основание штампов функция, V и £— упругие константы полуплоско­
сти. Представляя функцию / (х) в виде суммы четного н нечетного компо­
нентов

14



/(■«■) /+(х)+/_(х) (Л(—х) = +/.(х))

уравнение (3.1) в свою очередь сведем к следующим:

Г 1 $ — /. (*)!п—1—(3.2)
Л I -- * I },о

(Ь<х<а)

Г1 х4՜5 7х-/_(х)
1п ----------- р ($) д.ч =------- - ------- (3.3)

Л IX - 51 эоь

Уравнением (3.2) описывается симметрический случай нагружения штам­
пов. а уравнением (3.3) кососимметрический случаи.

Решение уравнений (3.2) и (3.3) можно построить методом М. Г. 
Крейна [13. 14]. притом решения этих уравнении при правой части, рав­
ной единице, непосредственно получаются из (2.10) и (2.13). когда П = 0.

Здесь ограничимся обсуждением кососимметрического случая и к 
уравнению (3.3) применим изложенные выше результаты. С этой целью 
положим

Р - W ” [77 <= .=- . --.гг Ь.Г"« 
I (а- — г) (х֊ Ьг) „“о

(3.4)

(6<х<а)

gW= у S,, Т. (Л): g(x) = -L[7x-/ (X)] 
n.-.Q Vo

Подставляя (3.4) в (3.3) и используя (2.13). легко находим неизвестные 
коэффициенты рп:

Рп (л = 0,1,2,...) 
• а

Далее запишем моментные условия равновесия штампов

JМ=2 хр (х) с/х
ь

Внося сюда выражение р_(х) из (3.4), будем иметь

03 £
" = 2Х л-

1-0 * п
где

In ь

__X Тп {X) dx___  
а2-х2)(х2- 6*j

(п =0, 1, 2,...)
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С учетом (1.11) и (2.7) этот интеграл преобразуется к следующему:

----- СО5Л2^Р---- (Л = 0, 12 }
~ о । ?, А')

С другой стороны, приняв во внимание разложение 8.146.7 (19 |. стр. 925), 
можем записать

откуда непосредственно вытекает, что

2сь(~)
С учетом последнего равенства получим

(3.6)

Теперь воспользуемся условиями ортогональности

(՛ т„ (X > т„(X) . -^-֊т
3 И («' — *')(*—б-)ь

К' . АХ— (п — п\ и) 
а

{п = ГП=/=0) 
2а

О п т

которые дают

Хо ~(7Л-Л), ֊Л) (п = 1.2,...) (3.7)
‘‘бб֊ ”|)Л;

,’(ля определения у остается (3.7) подставить в (3.6) и учесть (3.5). Опу­
ская промежуточные простые выкладки, приведем окончательный резуль­
тат: .

(3.8)



В случае штампов с плоскими основаниями („ — 0 (п = 0. 1, 2,...) и, сле­
довательно, (3.8) принимает вид

(3.9)

-Заметим, что входящий в (3.9) ряд сходится с довольно большой скоро­
стью. Можем найти также вертикальные перемещения граничных точен 
упругой полуплоскости вне штампов. Согласно (2.14) они будут выражать­
ся формулой

v(x) -^-^[Н(Ь-х)г(-1УН{х-а)] 
а п-о

(0<С х <С 6; х > а)

где коэффициенты даются формулами (3.7) и (3.9), а переменная м— 
Формулами (2.15).

В заключение отметим, что изложенные здесь результаты могут при­
меняться к разнообразным смешанным задачам теории упругости, в част­
ности, к задачам контактного взаимодействия стрингеров и тонкостенных 
включения с массивными телами.

I
II. Մ. 1ՈօԻ₽-Ա1'ՅԱՆ

ԵՐ’|ՈԻ ԻՆՏԵՐՎԱԼՆԵՐԻ ՎՐԱ ԼՈԳԱՐԻԹՄԱԿԱՆ ԿՈՐԻԶՈՎ ԾՆՎՈՂ ԻՆՏԵԳՐԱԼ 
ՕՊԵՐԱՏՈՐԻ ՍԵՓԱԿԱՆ ՖՈԻՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ԵՎ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐՈԻՄ

ՆՐԱՆՑ ԿԻՐԱՌՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆԱ մ փ ո փ ո ։ մ

Լոգարիթմ ակ ան պոտենցիալի տեսության մեթոդների օգնությամբ սւր֊ 
տածվում Լ մի սպեկտրալ առնչություն. որը տալիս Լ երկու համաչափ միջա­
կա յքե րի դեպքում լոգարիթմ ական կորիզի կենտ սեփական ֆունկցիաները։ 
Աշխատանքում բերվում են նաև զույգ սեւի ական ֆունկցիաները/ Ա(դ երկու 
•-.•ւիպի ֆունկցիաներն էյ իրենցից ներկայացնում են ձևափոխված արգումենտ­
ներով Զեբիշևի բազմանդամներ։ Որպես ստացված արդյունքների կիրաււու- 
թյուն կառուցված է շեղ-համաչափ կերպով բեոնավորված երկու միատեսակ 
ւ/րոշմների' առաձգական կիսահարթ ութ յանր ււեդմելո։ կոնտակտային խնդրի 
ըււծումը։
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ON THE EIGENFUNCTIONS OF THE INTEGRAL OPERATOR 
PRODUCED BY THE LOGARITHMIC NUCLEUS AT TWO 

INTERVALS AND THEIR APPLICATION TO THE 
CONTACT PROBLEMS

S. M. MKHITAR!AN

Summary

By the methods of the theory of logarithmic potential a new specti 
correlation has been established which yields odd eigenfunctions of ths 
logarithmic nucleus in the case of two symmetric intervals. Even eigen­
functions are also reduced. The skew symmetric contact problem, in 
the case of two stamps, is considered as an application.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
И 3 В ЕСТ И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
1Ո|սՕ,րփկս, XXXV, №6, 1982 ՜ Механика

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ 
ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКЕ. НАГРЕВАЕМОЙ ДВИЖУЩЕЙСЯ 

ПО ТОРЦЕВОЙ ПОВЕРХНОСТИ ОБЛАС ТЬЮ НАГРЕВА

КОЛЯНО Ю М.. ПРЫЙМАК в. и.

Рассмотрим тонкую ортотропную полубссконечную пластинку х О 
толщиной 26. главные направления упругости которой совпадают с осями 
прнмоуррльной системы координат х, у. Z. Поверхность пластинки л - О 
нагревается по узкой зоне ширины 2Л (Il < 6) внешней средой температу­
ры /„ = const, движущейся с постоянной скоростью О в положительном 
н’прлиленни оси ординат. Через поверхности Z — ? 6 и х = 0 осущест­
вляется конвективньп։ теплообмен с внешней средой соответственно нуле­
вой температуры и температуры Е (yj 4՜ (f0— Здесь
!h-y —А ■“ температура среды, омывающей части поверхности 
х = 0 пластинки вне области нагрева; " — время; 1У(ул) — 5~ (у։ А)՜
֊֊3,(у՝- A):

с>0,

1/2 ■+■ 1/2, հ = 0, — асимметричные единичные функции.

$<0

Необходимо определить термонапряженное состояние пластинки.

§ I. Температурное поле

Для определения возникающего в пластинке квазнстапионарного тем­
пературного поля имеем уравнение теплопроводности [1] 

я граничные условия (2)

= [А, I- (Л, ֊ A.) N(</,)] [ г|„_0 -1. (у,)] (1.2)
О Ху |х._о

Г|ж^ = 0 (1.3)

■ Г||„1—*°°

где х. — х; уу = у — = — vl'2ax՝, և, = 
(?՜ = 0, 1); X.u t.,, — коэффициенты теплопроводности вдоль координат­
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Ных осей х и у\ а. - коэффициент теплоотдачи с боковых поверх» 
стей г = ± о пластинки: ах — коэффициент температуропроводност 
®о> а1 — коэффициенты теплоотдачи соответственно с области натре! 
поверхности х — 0 и вне ее.

Вводя интегральную характеристику

ь
т^՝у^с1У\

X • • _ » 
-А

VI ловия ( 1.2) сведем к виду

(1.6)
Ухг х,-0

где

0 ֊ Ло/о — АЛ — (Ло — Л1) о (1.7)

Такой подход вполне оправдан для узкозонального нагрева 13].
Применяя к (1.1). (1.3). (1,6) интегральное преобразование Фурм ;

пор,, с учетом условий ( 1.4) соответственно получим

где

^֊Т'Г=О (1.8)

<1. , /<Л.,...<1֊^^֊1^М/(г.) (1.9)

7Ъ,_ = 0 (1.10)

Г--Д=- Тег'!'дух\ 1 = Ис н-2/1^; \ = +

Чм) дельта-функция Дирака.
Решение краевой задачи (1.8) — (1.10) запишется в виде

777 2О$1п^Л _р, I 2пЛ։/։о( г։) _1Х։/ ——------------- е ----- -------------- е
I '2г. (т 4- Л։) *] х ф- Лг

Перейдя в (1.11) к оригиналу, получим

х—Л։

(1.11)

(1.12)

•где
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У1) =

ос
г(1 . ■ Л։)со8 (7 х. 4՜ Г.У1> 7 81п(7_х։ | -цу^ л-։
I —!------------------ ГТ------- 7 "7՜՜—21------------------------ 51 п ю' е

о

Использовав (1.12). из ( 1.5) находим

{) = (х I ^0^0 ^1*1) ; | 13)

(Х֊| Л1)[1+(А0֊Л։)/]

где

. 2 (' (7. +Л։)5։пгЧЛ
“ ֊/,4 т[(7 +Л1)’ + Т?] У| 

(I

Подставляя (1.13) в (1.7), для <? получаем выражение

А<Л) (у- *т* М (* 1՜ Ар) । ।

(х -*- Л։) 11 4՜ (Ло — /ч)/1

Таким образом, решение уравнения (1.1) определяется формулами 
(1.12). (1.14).

§ 2. Определение температурных напряжений

Для определения напряжений, вызываемых температурным полем 
(1.12). воспользуемся формулами | 1. 4|

(М- д-Е /о
дх^у,

где функция напряжений /'՜ удовлетворяет уравнению

д՝Е , о д՝Е ... (ГГ .<ЕТ 0
дх* ' ? ох'^/у] ’ д <)у\ 3<хоу{

Здесь р = £,у(1/6 — 2՝/л/^х);2; у = Е^'Ер, 2,։ — х?1/
Е,. Е9 модули Юнга для растяжения (сжатия) вдоль главных на­
правлений упругости х, у; V, — коэффициент Пуассона, характери­
зующий сокращение в направлении у при растяжении в направлении х; 
6’ модуль сдвига; ։гг, — температурные коэффициенты линейного 
расширения в направлении х и у.

Предположим, что пластинка свободна от внешней нагрузки, то есть 

°-г*1х,-о ~ О’*к-о = "хк |*,.1у||-- = ;"ук»Ы * -0
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- di՝ - . di՝
(2-4)

dP O 2^2/' ,. jT • * <PT >n ex
dx] ^p’' dxt+4r>r-*'*f‘ 7 (2-5)

®"U о •■•'•* |,։-o= 0» *'* I», - v = '-"I [„-» ° (2-6)

Используя ( 1.8), частное решение Л, уравнения (2.5) находим в яидр-

7- _ <у-2-я/>2 ~
' " 1’֊2р^т^

Общее решение /’,. однородного уравнения (2.5) в зависимости от 
корней характеристического уравнения [1, 4]

И։—2№ ‘9 = 0 (2.7)
будет следующее:

1) корни уравнения (2.7) вещественные и неравные (± р,, ± и., 
р, > 0. |К > 0)

Fo= Ле”11'* 4֊ йе’л+ Се“тл”+ De*՛՝

2) корни вещественные и попарно равные (±_ рл. но > 0)

Л(, (А 4- В хх) е' -F ( С 4֊ £>х։) е‘՝х‘

3) корни комплексные (u - ri, р J ri, и 0, г ՝> 0)

/•’о = (A cos Ttrxx Z?sin \Xj)e ' (C cos т,хх D sin 4rxje "*

где тч = jx. | у) I, i 0, 1. 2: v.r=r|rt|; - u| ՝r{ |.

Величины А, В, C, D, входящие в выражения для /определяются 
из граничных условий (2.6). Используя (2.4), но формулам обращения 
находим выражения температурных напряжений. В безразмерных величи­
нах ил можно записать в виде:

случай первый —

го
в-------— | P[di е г'' ■— di е՜ '։А 4֊ (Ъ — Я։] dr

На ֊ Н J

ОО
»5 = ------ ----  ( Р ( Ji S՜’'"՝- J1 /?։ j </ !֊ ® (Л) (2.8)

На ~ Pi J \ г, /е
со

’*у =------ ---- С P[d2 рхе — d? |А2е '"А j (^ — ] df,
На ֊ Fi J

о
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случаи второй —

ОО
з։ —.*։ I'\Рт, [(</,» X—I )е Г|вЛ ֊

о
ОО р 

— {[</о (ч>Х - 2<0) / у^] г 4֊ А\} ֊ >(Х > (2.9)
г<■Т о

ОО
*’=։ I 

о

(ъХ-1) 1-/'гДе Л։} <й»

случай третий —

ос

ь։п г,, X — Г соь т, ' г‘'х+ с/(,

(Г — 2\ у|,7 I вт 1,ГХ

”1 *"* Т \ I
+ №֊'$ ֊-2^')СО5Л* е +/?8 ^-?(Л) (2.10)

«5
•>у = $ Р ; [ ֊— <Г + 

о
51П (,гХ ֊г

4՜ - <//)сО5Т<г Л՜ е - /?3 </(։

Здесь введены обозначения:

֊.Ш- (;֊х ,Л - Р-.___________________________
и ։//Л " «:л [(^-тВчГ-СМР2 4-/Л)

. 2[В։0(|/ВГ Вц) В1։6(КВГ ! В50>] /,
$ — — ~ ■ -■ ■ > V ----

к() В!4֊Вц)[1 | (В10 В11)£| (п

<1{ = гп{ соб ч У ± т( 51п У, тти — С— Р_ :> (6’, — ’/}.) Р

(/--=0, 1,2, н)

р±/вр±((Г/«_£$)(6^4֊Вч)֊МРе1 + +
4֊ 2^ Ре (в: 4-Вч)]

D!|. = с2 — 4т/ Ре 2рк’̂ г дл*. = 4г( Рс (։ — рт,*)
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•: -Zy'f+Bi, 6“ - (1Л2+4'',*’Pe2 ± ;)/2, Pe = wo

- G’
/?я = (?ле (n = 1,2,3), Qj = P cos?֊P sinp

&=(cPi -f֊2i]PeP_)cosH-^PeP -GL/’_)sinS

Q^(G,P--G_Pr.)cos?4-(G_P_ j-G P )sin?, M G’֊X | <Г

<*(X) = —2rBil e ՝ 81 X , X = Y -
I Bi + Bix о о

Bi* = ЛАг (/:=.-0, 1), Bi хФ, / =P C0ST4r7 P sinTjf

z 2 ? (G* 4-Bi,) sin* /,// d H—— 

H-Bi։)’+6*] Ъ՝ '
0

§ 3. Исследование температурных напряжений

В качестве примера рассмотрим пластинку, изготовленную из стекло- 
текстолита КАСТ-В. Вычисленные в работе [5] для такой пластинки кор­
ни уравнения (2.7) — вещественные и неравные: р, — I, п; 0.83. В этом 
случае температурные напряжения в пластинке определяются выражения* 
.ми (2.8), которые при X = 0; У — 0 соответственно принимают вид:

ПС

= о, "л./ -= о

— s (* т v —- G Az
СЛ=------ -—\Р[тп7е ' ■ - /п/в՜ 1 4՜ (ч2 —т„)/,хе ](Ц

14 — Hi J

<»
оу =------ ---- (’р [/712 е ’)'А- тп/ е”т"х + ' 111 £ае Л ]с/п ֊? (X)

Ь — Н 3 Чо 
ос Л £

=----- ----- \ рхе՜ , Л пгТ а2е՜ Г“Л 4֊ (14 — Це ' ] ^4 (3.2)
14 —14 3 о

где б’5=С։|р+։,г; Ц = х (я^ 1,2,3).

По формулам (3.1), (3.2) на ЭВМ проведены расчеты распределения 
температурных напряжений вдоль координатных осей пластинки в зависи­
мости от различных значений скорости движения области нагрева в тепло­
отдачи с части ториевой поверхности, подвергаемой нагреву, которые 
представлены в виде графиков па фиг. 1—4. При этом принято, что
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И - 0,2; 0 - 0.1: В։ 1; В1։ 1. На этих фигурах сплошной линией по­
казаны напряжения, вычисленные при В։„ — 5 (реальный случай), а штри­
ховой — при В։ 1.
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Фиг 3. Распределение напряжений пр осн X.

Из графиков следует, что с увеличением скорости движения области- 
нагрева максимальные значения напряжений, соответствующих реальному 
случаю, увеличиваются; учет реальной теплоотдачи с части ториевой по­
верхности. подвергаемой нагреву, приводит к увеличению напряжений.
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THE TEMPERATURE STRESSES IN A SEMI-INFINITE 
ORTHOTROPICAL PLATE HEATED BY MOVING ALONG END

FACE HEATING AREA

Yu. M KO1.YANO. V I. PRIYMAK

Summary

Quasi-stationary temperature field and stress in an orthotropical 
semi-infinite plate heated by .convectional heat exchange caused by 
moving along end face heating area is determined. Stress dependence 
on motion speed of healing area and variable convective heat exchange 
is studied.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ՄԼխանիկա XXXV, № 6, 1982 Механик!

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ЧАСТИЧНО 
ЗАКРЕПЛЕННОЙ ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКЕ 

С ИСТОЧ11ИКОМ И СТОКОМ ТЕПЛА

ХАНЖОВ А. Д

Получено решение плоской стационарной задачи о распределении тем­
пературы и напряжений, возникающих в полубесконечной ортотропной пла­
стинке под влиянием точечного источника ։: стока тепла при смешанных ме­
ханических условиях на границе.

I. Рассмотрим теплоизолированную по боковым поверхностям и грани­
це гонкую пластинку, отнесенную к прямоугольной системе координат х, у 
(фиг. 1).

Пусть в точке с координатами х с. у — Ь помещен точечный источник 
гепла, а в точке С координатами л~ с, у = Ь сток тепла. На свобод­
ном участке |х < а границы равны нулю нормальные напряжения о.„ а на 
закрепленном участке |л| > а— нормальные перемещения Касательные 
напряжения на всей границе пластинки отсутствуют.

Полагаем, что материал пластинки однороден и ортотропен в отношении 
упругих и тепловых свойств: главные направления упругой и тепловой 
симметрии совпадают с осями координат; тепловые и механические харак­
теристики материала от температуры не зависят.

Задача термоупругости для ортотропной пластинки сводится к реше­
нию системы уравнений [I]

/)։ у //2 Т
К֊ ֊г к։֊ = - с)֊о(х с)]Цу-Ь) (1.1)

Ох՜ Оу-

^и,.о + ^_ = О
Ох Оу ’ Ох Оу

О2 О2 ^«2)
, («л3» 4՜ —-(а^’х + а223у -|- а2Г) = —

Оу2 Ох4 ОхО у

со следующими граничными условиями:

<?Г(х, 0) 0) 0
оу

э,(х, 0) = 0 (|х|<а), «(х, 0) 0 (|л-|>о) (1֊3)

Здесь Т — температура. V/ интенсивность точечного источника и стока 
тепла. 6—символ функции Дирака. А’,, и а,. а; — коэффициенты тепло­
проводности и температурные коэффициенты линейного расширения в на­
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правлении осей х, у. Другие обозначения являются общепринятыми !2|. 
И.

Применяя к уравнениям (1.1). (1.2) интегральное преобразование 
Фурье [3] по переменной х и предполагая, что температура, напряжения 
I» производные от этих величин на бесконечности равны нулю, находим 
выражения для трансформант температуры и напряжений |4|

у.(^ ф/51псс

у) = Ве-^ЧСе՜^ -1-

У) =
ду

М^)У л,’

(1.4)

(1.5)

(1.6)1 </Ду ( :»</)

Здесь

у? г _ м? ֊ 
/2* А2 ’ * «н

п ■ 1, 2, 3

/ =2, к = 3 при л 1
У = 3, А- = ] при п 2

у — 1, к = 2 при п 3

$2, 5з - {(2ац) 1 [(2012 + «си) ± I (2а։, -Г Ов«)г 4а։1а22 ] ' ?

причем (2о։24 авв)։>4аца22.
Удовлетворяя первым двум интегрально преобразованным граничным 

условиям

1 ^(?,0) О

н.« выражений (1.4), (1.5). (1.6) находим постоянные интегрирования 
А и С

л (17)

С = - В ֊ в, ^-Ле"*14 + °15'"с: У 6’.։.е ' (1.8)

53 5:։ | $ | п —։

Для определения постоянной В воспользуемся соотношениями |2]

ди , т- (,и . дv— аисх ” а1го? । Г<1 /, ~ I — ййб'ху
Ох Оу ОХ 
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из которых после применения интегральных преобразований к ним получим

“ = а» *а» аи *4 Я1 (, 9)
</у ;* </;/ г

1 (рименяя теорему обращения для преобразования Фурье к выраже­
ниям (1.5), (1.9), удовлетворим последним двум граничным условиям 
(1.3).

1 аким образом, учитывая нечетность функции Оу и С ио переменной 
Д, приходим к парным интегральным уравнениям

51п = О, 0 < х < а
V

0) 51 п х;</: - 0,

(1.Ю)

х > а

Здесь

ь3 — Я;
3» «з — Зе

фЧтс: . ֊Ь$я-
------- -- V с, ($„ -ь я3) е 

(за—з2); „ ։

(С, 0) = ($* - $2) 5. В - (72з1ЛеА<|; -Г

, . В1П СС , б*,- 0։,;
:------- (е ֊— е

Если ввести новые переменные 7. = х;а, г вс, то уравнения ( I 10) с 
учетом (1.7) и соотношения

можно записать в таком виде

0<) <1

ОО
р(г)/1;7(М* о, 

о
1

(1.11)

тде

д_с,.0ё5|"д/°. е
^!а

(1.12)
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эо

г(х) - ֊ ֊22^1
*3

Р 51П га ~^пг , Г. V . - , 5 Сп —I—е ЛлМ I 2
Я=1 Л г/а

(1-13)

/։? ('*) — функция Бесселя первого рода, тп = Ь$„/а. 
Решением уравнения (1.11) является функция [3]

^32/։(гР)^ ^(Нф)?3?(1 ?2) 1:^?

о
Возвращаясь к старым переменным и принимая во внимание 

интеграла [5]

(1.14)

значение

ч-К2 - . г՝ ) 5ш ро;т֊е/х = —
9

из формул (1.12). (1.13). (1.14) находим

п <2/51пС^ -0 п =------— (}^г

За л д
в. б։п с; —ЧЛ , .---- :---- е /։(рск.)<Л

п о

Подставляя значения А, В и С в выражения (1.4), (1.5). ( 1.6) и поль­
зуясь теоремой обращения для преобразования Фурье, находим распреде ­
ление температуры и напряжений в пластинке

Т(х, и)--------— 1п-^1-
4я^2$1

=х(х, у) = -
1Г

увЛ
Т՝к*($з 5։)п—1 •) о

5- 3 /Г . X 
зс 5։п Т-Г V4։ ’ ?*) 

I 2

*5

(гз?з)3/2

3У (.X, у) =

21Га*՝ ’
п^(53 — 5.)

з
з։п ~ (&а4- ?з)

V х> .. . 2. и„ 1п 4к/с^ Н—.-1

о

(гл>

Н(/|1

*»Ч.

т4> »•■■>֊№ + ъ)~
3

з»п — (03 4- ф3) р</р
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- I \ W
-Ix' s) = _23 arcts?--------------

(у 4՜ b) Sn
x — c , x x4- c x x — c

arctg----- —------- > arctg-------- -- ---- arctg ----------—
(y b)sn (y — b) sr. (y—b}s.

Жа։Ы
($.) $2) л — 1

1 . 3 /Л _l x
- ----- -55- sin — (Oj 4- ф.) -
(rj&j) 2

ut/|‘

Здесь bn = (y b)*s* r(x + c)2. 

P„ = (У ~ b}'՜ s;t (x c)։, 

r„ ~ I y"s'n - (x op)՜’,

tn (y 4֊ A)։s2 4 (x —cj’ 

ЧЯ = (.У b)՞ s’4֊ ( v —c):

՛՛„ > У՜*» 4-1x4- ap)։

, г X— ap . x ■ a;» , us,, us, 1
SinUfl-------------- > 51П4> =------------- — • Ct>srJ„ '---- » C0S9* = — I

rn П Pn *■„ P.

L„ (’O = 77=՜ [I (£V; 4- a-'y—cs)° 4- 46։s’c'-‘ (b:s’n 4՜ d։,y— c*)]lf5—el 
I 2

n -1,2,3

2. На фиг, 1.2 приведены графики распределения безразмерных теМ«| 
псратур и напряжений вдоль прямолинейной границы пластинки. Чисма։֊] 
ныи расчет проводился для пластинки, изготовленной из стеклотекстолит 
та КЛСТ-В, для которого постоянные равны [6]

al։ .-= 4,69 -10 ” м'7Н, aK 8,26- 

аю= 49-Ю՜11 м-7Н,

Фиг 2. Распределение иапришеи».
•1ДН.М- границы пластиики

Фиг. 1. Распределение температуры 
ндоль границы пластинки

Значения температур и напряжении найдены по вышеприведенной 
формулам при у =■ 0 для случая Ь = с ~ а. При переходе через точи։ 

х| ~и наблюдается бесконечный разрыв напряжений.

32



Ա. Դ. ԽԱ.ՆԺ11Վ

ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԱՎՐՅՈԻՐՈՎ ԵՎ ՀՈՍՔՈՎ ՄԱՍՆԱ«։ԻՈՐԵՆ ԱՄՐԱՈՎԱՄ 
ՕՐԹՈՏՐՈՊ ՍԱԼՈԻՄ ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԷԱՐՈԻՄՆԵՐՐ

1Լ մ փ ո փ и I մ

ք/աս/j^Af Լ շերմ աաոաձդա կանու [! լան հարթ աո ա ւշ ի ոն utր խնդրի լոլծումր 
յ1րմոէիշւււն կետային !Ա,Ա' J" ՚ P" ՚1 ‘>"։յքւ։,1 կիսս։ան։{երշ օրթ ոարո ւդ սալի 
համար ջերմամեկուսացված Лг/р/i ‘Li’"1 խ“"ւր մեխանիկական ւդայմ անների 
ղԼպքումւ

Օէքսւադործվե/ է ֆուրշե շի ինտեգրալ ձևափոխությունների մեթոդր, որր 
P"iJ( Z ս,վել ջերմային լարումների որոշման խնդիրր րերել «գուշդ» ինտեգրա/ 
Հավասարումների, որոնք ունեն հաշանի լուծումէ

TEMPERATURES STRESSES IN A PARTLY FIXED 
ORTHOTROPIC PLATE WITH A SOURCE AND FLOW OF HEAT

Л D. KHANZHOV

S u m in a г у

A plane stationary problem of thermoelasticity for a semi-infinite 
crihotropic plate is solved with a concentrated source and flow of heat 
and mixed mechanic conditions on the heat-insulated boundary.

By means of the Fourier integral transformation method the pro­
blem of the field temperature determination is reduced to the dual in­
tegral equation having a known solution.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ Ս11Հ Դ1’ՏՈԻԹՅՈհՆՆԿՐ1> ԱԿԱԴ1։1ր|»ԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ
И 3 В Е С Г И Я А КАДЕ М И И II А УК АРМЯНСКОЙ С СР՜

Մէ|սաէ|ւ1յսւ XXXV, .V՛ 6, 1982 Механика

К ПОСТРОЕНИЮ ДВУМЕРНОЙ 'ГЕОРИИ КОЛЕБАНИИ 
ПРОВОДЯЩЕЙ ТОНКОЙ ПЛАСТИНКИ КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ 

МЕТОДОМ АСИМ1ЛОГИЧЕСКОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
УРАВНЕНИИ МАГНИТОУПРУГОСТИ

САРКИСЯН С. О

При помощи асимптотического метода интегрирования дифферен­
циальных уравнений в частных производных получены двумерные дина­
мические уравнения колебаний пластинки как результат нулевого прибли­
жения асимптотического интегрирования трехмерных уравнений магнито 
упругости для тонкой пластинки, включая также внешнюю задачу элек­
тродинамики

Асимптотический метод построения двумерных уравнений пластин 
развит В работах [I 5]. Динамические двумерные уравнения колебании 
тонкой пластинки получен’.»! н [6-71.

Впервые вопросу о построении двумерных уравнений колебаний про­
водящей пластинки и магнитном поле посвящены работы [8 10]. где 
асимптотическому анализу подвергались электродинамические уравнения 
для внутренней задачи и сформулированы гипотезы магнитоупругости

1 Рассматривается изотропная упругая пластинка конечной длины в 
постоянной толщины 2/1. изготовленная из материала с конечной электро­
проводностью и находящаяся во внешнем .магнитном поле с заданным век 
тором напряженности

HO=(HV н>, на) (1.1)

Введем декартовую систему координат (х. у. Z) так. чтобы срединная 
плоскость п ластинки совпала с координатной плоскостью ху.

Для простоты принимается, что магнитные и диэлектрические прони­
цаемости пластинки равны единице.

В уравнениях Ламе с учетом массовых сил электромагнитного проис­
хождения [8] и но внутренних уравнениях электродинамики для движу­
щейся пластинки [8] перейдем к безразмерным величинам и выполним 
замену переменных [6]

34



(1.5)-г
I ’

<о=Г-'-1. с0-1/ — (1.6)
с0 V 1^1)

Величина ы характеризует изменяемость процесса яо времени, 
Г~ Р ‘I — целые числа) характеризует изменяемость но координатам, 
йрн г = 0 (() = 1. р — 0) изменяемость такова, что характерный размер 
рисунка возмущений совпадает с характерным геометрическим размером 
1 пласгинки, - к/1 — малый параметр В дальнейшем черточки в (1.3). 
! 1.4) опускаются. Напряженность внешнего магнитного поля представим 
и виде

Я, -(1; 2), Н, ֊֊■:• '''ЯГНУ. где /. = ։'•• (1.7)

Символ (х. у. г) или (I; 2; 3) означает, что имеет место второе или 
третье соотношение, которое получается из приведенных заменой х на у 
и ’ или I на 2 и 3.

2. Решение системы уравнений Ламе и электродинамики для внутрен­
ний задачи |8] после перехода к новым переменным ищем в виде асимпто­
тических рядов по малому параметру

Ух=г։41 (*></), (2.1)

£,=։-£ (х, у՝„ £..=Г'М-'1>.Л£Г' (2.2)

Л,-։>‘-1',£л‘Л^, Л, = Г՝М (х, у) (2.3)

= (2.4)

Значения для а. у., и, и ш определяются из условий, чтобы в нулевом 
приближении получились взаимосвязанные электромагнитоупругие уран 
нения н чтобы инерционные члены входили и систему уравнении нулевого 
приближения.

Таким образом, имеем

а = 1 — г, ~ — 1 -Т г, = 2 — 2г, ՛՛> - '1г (2.5)

Подставляя (2.1) (2.4) в уравнения Ламе и во внутренние уравнения 
электродинамики |8| и приравнивая коэффициенты при равных степенях 
л в левых и правых частях каждого отдельно взятого уравнения, получаем 
последовательность систем уравнений для определения коэффициентов 
разложении (2.1) (2.4).

Ввиду громоздкости последовательность систем уравнений нс приво­
дится.

В нулевом приближении

л <”)«г, (О).- V г <П'г<\ /ОЙЛД'д »..вИ, •'„-)֊ ֊ <х' .У (2'6>



/։՛) _ (0) /с С р'-®* 1' \ /г> *?\V.- =у,о (;, 1?, '), Е, = Ем (;, г/, (х, у) (2./)

Л(? = ЛЙ(;։ т„ т) к2.8>

Соотношения (2.6)—(2.8) представляют собой выражения известных 
гипотез магнитоупругости [8].

Относительно основных величин в нулевом приближении получаются 
уравнения:

. . (0) . °У.-о п ( , 
3(1 — у») ЛДи*° "1----- ~~ Кп՝\ьп

,, <0) Ои.-о ,
д- +

+ я„ (6, + 5-) £■,'?֊ а?„ (6, -I £,?’ + ад (

д> / д- д֊.
(2.9)

Л . с , / с/Л'Л дгу^
т\ ։э ” / д-.о\ 1 Агл\' и ~^Г ) д^

Г, , <>Ду«о , О , + А\/Х1

1 О / (/уУо <>г»'у!1 \ 1 о / (/уХ) ду^ \
2(14֊*) \ б’>; ) 1—ч2 дК \ <7> б)т, /

£> д ^У^() , п дЧ՛1:/!՛ , г, / £ гг0| , \ п / к /.֊1 ,Л\
— А"’6зз—----- ь А։"сз»՜^֊՜ + Л"И + ^13 —^՜-՜՜у- °» (х> у) (2-10)

д т, 4 А1 г(°> £.о֊^
п <01 ОУгО 

д~. о-. д’д-ч

А(? кТ՜
2 (л՛, у) (2.11)

дЕ^ оЕ',^
0\ д-

(2.12)

Обозначения коэффициентов взяты из [8].
Для определения остальных величин в нулевом приближении будем 

иметь

, (V) _ г ._о Л е(0>
Лу ֊ -ах-— -ал —

о^\ 
и-о ^ /

кТ' 4֊ 7^՜ 
2

(2.13)(х. у)

() |՛ 1Г <)у%' и . дгул0 <70^0՛ и . д'г^ 11
V ЗО՜՜ 2̂0’7^ (2.14)
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4сл Г(О)_ г н ,

гг г д'ъЦ С'ОуО ,
+ н^-^й;-и^~ (2Л5)

где
о _ эЛ со 
л\т — ֊ ~~

С С

Напряжения в пластинке определяются соответствующими форму­
лами.

1 Рассмотрим теперь внешнюю задачу электродинамики вне области. 
ВМНМле.мой пластинкой, в вакууме.

Предполагается, что во внешней области электромагнитное ноле в трех 
шравлеякях имеет одну и ту же изменяемость, а по времени—такую же 
вдменнгчость, как и для внутренней задачи.

Ви внешних уравнениях электродинамики произведем замену перемен֊ 
пне

- -Г X г I/ г -г 2 ( <о 1Ч: = < —, = * -2-, ' - £ —, - —  ИД)
/ / 1 / /о

Ьдс/, определяется по формуле (1.6). считая <•> = 2г В дальнейшем при- 
Вшиается ■՛ - 0, то есть характерным размер рисунка возмущений совпа­

дет с характерным геометрическим размером / пластинки.
Решение внешней задачи разыскиваем в виде асимптотических рядов

Ал<е) е 2 '•*//,(х, у, г) (3.2)

= »2 £ '•՝£»’& > (•՝> у) (3.3)

£■,(.)= ег2Х‘ЕЙ> <3.4)

После подстановки (3.2) (3.4) по внешние уравнения элекгродива- 
«ЙХН и приравнивания коэффициентов при равных степенях л в левых и 
правых частях каждого отдельно взятого уравнения получается последо- 
мгсльиость систем уравнении для определения коэффициентов разложе­
ния (3.2)—(3.4). В нулевом приближении

ла<9 ла<°>4г-^г'=0’ (^-2) (3.5)

(>; дт, ' бСх
(3.6)

~ д-. дч ’ ՝ ’ у) (3.7)

ОЕ՛^ дЕ^ _ ЙЛ’?.,
(3.8)1* 

•ъ 

1
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(3.9)
дЕ%) дЕ^ дЕ$, _ 

д; От/ (Л1

Плоскости 5 - ± Л во внешней системе координат выражаются урав­
нениями Х։ ±и нулевом приближении к—~0 и указанные плоскости вы­
ражаются как — ±0, то есть пластинка но внешней системе координат 
в нулевом приближении проявляется как математический разрез. 1 акое 
явление наблюдается и в исследованиях [ 11 16].

Итак, уравнения (3.5)—(3.9) можно рассматривать как уравнения во 
всем пространстве с источниками на плоскости £։ 0. Источники н дан­
ном случае из себя представляют токи на плоскости = 0 и поверх­
ностные заряды.

Таким образом, в ну левом приближении с учетом граничных условии 
на лицевых плоскостях пластинки задача в целом приводится к решению 
уравнении

+ + ^ = ։ «’(« ■ ֊ :« *) « (<• < Ч < (3.17)

(5г;
֊ г ('.,) 6 (а «г « 6) 9 (е < Г, <1) У" (3.10)

_ ; . (;1) г, (и .;; : 4) (1 (с , .< ./•> (3.11)

д? (?Т|
(3.12)

. ал%, , <//.%. _ 0 
1 ас1 (3.13)

о-
(3.14)

ж 
<7՜.

(3.15)

^Ч>, дЕ%) _ 
гЙ д' (3.16)

Здесь 3(ч։) — дельта функция Дирака, 0 6) и б (с <. >?-<</) —
функции Хевисайда; а ; % 6, с < т, С </ безразмерная область» 
занимаемая пластинкой в плане, у , ? и г соответственно и*
себя представляют скачок величин Ь\,!, Л1,“’ и на разрезе -։ 0.

Представляя решения (3.10) (3.17) в виде

Л.?^) — е ’’/?х(Г|, (х, у, г) (3.18)

Я) :г"г£:<е), (х.у.г) (3.19)
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IV/ - л ч
««о — е о.-о. (х, у, г) (3.20)

Кврименян двумерное интегральное преобразование Фурье | 16. 171. с учс- 
•гч (2 11). решения уравнений (3.10)—(3.17) приводятся к решению 
|«сгем интегро-дифференциальных уравнении на суженной области:

I I 1 (^о, Т|(Я 0)
Л 3 Г'Со—=)2 + (По “ и)2 1

- | Е, ($0, 0) ■ *2՜ ( 62у.-о - (3.21)

Г [__________ I__________ рлХ ъ. 0)
к ] .1/Со-ОЧ (чо-пГ I Яв 

и с
4-

Ио.
՝՛’ (

0) -у ( 6эи։0 с, (3.22)
*0

^£’(5,^,0) г., 0) .
-------------------------------------------- ^-=-и>Л.(5, V,. 0) (3.23)

здЬ-) **++֊* I •-+ 

* ■՝֊1 +Я)£-՜֊'- (. *.+5 И > । '<■ - О
֊ лтш IЬ„+ | Ьа + *» ) и;и _

\ ^՝о 7 \ ՛

Ми 1 

^0 ' ^0
I» + <чз -

с/г։*,.
֊ /г„.’м«.д^;в + (3.24)

</чо ‘/'/о

1_____ д_ 1՛ ^<0 _ л£о\____ 1 1^, _ _Л^о \ _
2(14-ч)^т0 1^Т4О С>;0 1—у«^0 « -г ^>}0

֊ 4- ^Сза«» ’ -г (ЬэЕ՝д 4֊ 613^и«о) =0. (х, у)
</;0

I дЕ,^ 1. 0) _ 0) = _ ,„А; (5_ 0) (3.25)

Здесь (;, т;) принадлежит плоскости С, 0, а (£0, ’^) принадлежит 
части плоскости — 0, занимаемой срединной плоскостью пластинки, 
о <՛.-. 'о <> 6, с Т|ф .
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К системе интегро-дифференциальных уравнений (3.21) (3.25) не­
обходимо присоединить только условия закрепления краев пластинки.

В частном случае колебаний пластинки с цилиндрической поверхно­
стью в магнитном поле, параллельном осн ох. уравнения (3.11) (3.25) 
принимают вид

։ . .
Л՝; (Н, 0) = — [ 1п ֊— |- 4т:/?« (Л՝; (=,. 0) 4- 6։ыу: )

” 50 — с
- I

(3.26)

(3.27)

1 о11 V՛
3(1 <֊) + 0 (3.28)

здесь с£(— «>), а ;06(- I. 1).
Для полноты теории необходимо рассматривать погранслон у боко­

вых поверхностей пластинки и по времени. Рассмотрению этих вопросов бу­
дут посвящены отдельные исследования.

4. Для иллюстрации применим изложенный выше метод к решению за­
дачи о колебании по цилиндрической поверхности бесконечной пластинки 
при наличии внешнего магнитного поля с вектором напряженности, парал­
лельным оси ох.

В этом случае система уравнений (3.25). (3.27) в безразмерном виде 
принимает форму

со

А. 0. ,) - -Ч Р^ 0, 0 I ֊ В. О, В + А 1-Л 
» I д', с с д1 \ х ч

— оо
(4.1)

оЕ,, (л, 0, /) 1 <7/ь (х, 0, /) ,4 2)
дх ~ с д1

£>^+2г>։Л^ + — В„, Е„(х. 0. /) ! — 1 = 0 (4.3)
дх1 <П* с с <М \ 

х, <€( ос)

Решения уравнений (4.1)—(4.3) будем искать в виде волн, распростра­
няющихся вдоль оси х

ад = и>(|е ; Е„(х, 0, 0 = (4.4)

А.-(х, 0, /) = А։ое,(""‘т> (4.5)
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Подставляя значения и». £9(.г, 0, /), А, ( г. О, () из (4.4), (4.5) в 
штсму уравнений (4.1)—(4 3). получим однородную систему алгебраи- 

■Кюх уравнений относительно искомых коэффициентов £уо и Лн>; 
ПфМрпшпшая нулю определитель этой однородной системы, получим харак- 
Иерисгичсснос уравнение для определения частоты колебаний

V*” Ч- -Ь ов(1 + з?) ‘2 1-8=0 (4.6)

Ше магнитного поля. Кл—скорость распространения волн Альвена,

4ր;
՝0 ՜ ------

2„

0 (14-/ԿԺ
■ (4.7)

1Հ° ;■
у 7 А’:
Иа = 4^' 2 = тг

*0
(4.8)

2?оА
(4.9)

В (4.7)—(4.9) £2, собственная частота колебания пластинки и от-

■У» — фазовая скорость распространения упругих воли в пластинке.
I Срлнннная (4.6) с соответствующим уравнением (2.2 4) из книги [81. 

мтцо убедиться, «по при н = 1 они полностью совпадают.
В заключение автор выражает искреннюю благодарность Амбарцум» 

Ьу С. А. за постановку задачи и за ценные указания.

II. ; 11ԱՐԴ11311Ն

1րԱԱԻՍԱԱՌԱԱԴԱԿԱՆ11ԻՒՏԱՆ ՀԱՎԱ11ԱՐ11Ի1րՆԵՐԻ Ա11Ի1րՊՏՈՏԻն 
հնՏեԴք»1ր1ԼՆ Ս՜Ե^-ՈԴՈՎ ՎեՐՋԱՎՈՐ 1»ՐԿԱՐՈԻէ*ՅԱԱր ՀԱՂՈՐԴՈՂ 
ՐԱՐԱԿ ՍԱԼԻ ՏԱՏԱՆՈԻԱՆեՐԻ եՐԿՉԱՓ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԿԱՌՈՒՑՄԱՆ 

ՎԻՐԱՐԻՐՅԱԼ

Ա մ փ и փ ո ւ մ

Ղխուսրկւիււմ I դաշտում /)I՝.ր։ավոր ասւ/1էր դականրււ/1 յրռն
է վերքսւվոյւ չաւիէւ/ւ ունեցող րարակ սայի տատանումների եոայափ հավասա- 
/1ւււմհ1.րքււ 1հսսնէ1ւկ(ւ ածւսնցյաւնևրու/ դիֆերենցիւ»/ աէքար/արւաքների աս/ւմ֊ 

իՆսւ Լ/յրմւյյՆ ւ!եքՆէղի սսէացվել Ւ ապի </ր ւաւոււն и է մն/յ ր/ւ
1>^ՕէԼ>ւյյԿ1^/ւֆերհնր/քէ ւէւ( 1էք:1յ՚էա/ւ Հււււ(414ւսրւէււ!ն1.րի համա կարէքր էւրպհս աոիմ~ 
’ <^'|է<-ււ11/օ) քմւաէէդրմաՆ աոաջին մ ոաա՚/ււրու //յան ա[պյունյ>! Աս ի մ и/սա ա ի I/ /ւն֊ 

հն ենք.1 արկէիսմ п • միայ1է սայի ՆԼրրիՆ խնղրի մ աղն իսատււաձէյա* 
ւքէ/ւսն . աւ11ս и ա ր է>։ մն էւ րր , ւսյ( եահ Լյհկաքսսցինամ իկա յի աքէաա րին իւրն- 

•յիրր.
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THE CONSTRUCTION OF TWO-D1MENTIONAL VIBRATION 
THEORY OF FINITE LENGTH THIN PLATE^BY MEANS OF 

ASYMPTOTIC INTEGRATION OF MAGNETOELASTICITY 
EQUATIONS

S. O. SARKISIAN

S u tn m a г у

The three-dimensional equations of magnetoelastic vibrations are 
considered for a thin plate of finite length. By means of the asymptotic 
method concerning'the integration of differential equations, the two-di­
mensional integro-diffcrential equations of magnetoelasticity for thin 
plates are obtained. This result is the first approximation of asymptotic 
integration of the three-dimensional magnetoelasticity equations; for a 
thin plate including also the external electrodynamic problem.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻ 1*3IIԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСК о и С С Р 

Մեխանիկա XXXV, № 6, 1982 Механика

ДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ СЛОИСТЫХ 
ВЯЗКОУПРУГИХ КОНСТРУКЦИЙ

МАЙБОРОДА В. I!.. ТРОЯНОВСКИП И. Г..

В [1] динамические задачи для слоистых, в том числе и вязкоупру­
гих, конструкций ставятся и решаются п рамках теории многослойных обо- 
чочек. В настоящей работе задачи ,динамической устойчивости слоистых 
вязкоупругих конструкций ставятся и решаются с привлечением трехмер­
ных уравнений движения линейной теории вязкоупругости.

<v
1. Рассматривается составное тело, занимающее объем I/ V 1/Л։

п — I 
ограниченный поверхностью Каждый из Л1 объемов
Ил заполнен вязкоупругой средой, свойства которой зависят от но­
мера п. На тело действуют массовые силы

- ди

иа части V „ поверхности заданы нулевые смещения, на Va поверх­
ностные силы

- ди
Р, = />,<>(•*) + С-*՜) (*)

Здесь i, j — 1, 2, 3, /0., !\,}, pOi, qi;, r(J заданные функции ра­

диуса-вектора х = (х։, х2, х։). На границах раздела непрерывны пе­
ремещения и нормальные и касательные к поверхности раздела напря­
жения. Подлежат определению частоты и показатели демпфирования 
малых колебаний системы около положения равновесия.

Физические свойства Я-го тела описываются соотношениями |2|

/, л = 1, 2,з, п- i......./v

где £6 — компоненты тензоров напряжений и деформаций, ля> — 
операторы Вольтерра,
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'nV~'n <p(0— ')?(')</'
о 
t

f?(0 J /?!«(/֊ ') ' (')<*•
(1.2)

•՛•■ ?,< /?>л. — параметры Ламе и ядра релаксации среды, занимаю­
щий объем 1Л, о - произвольная функция времени. Предполагается 
малость интегральных членов в (1.2).

Пусть функция «р в (1.2) имеет вид

?(')=•■- W <■ к

КДС <% — действительная константа, ф—медленно меняющаяся функция 
времени, .՛ мнимая единица. С помощью метода замораживания [3] 

Вместо ( 1.2) можно записать приближенные соотношения

= kr, [1 — Г‘„ (<•>*) - /Г*я (<»#)] Р
ОО СО

Пл (1>) -- I R.n(’) cos -d--, Г*я(лл) — ( R n (’)si n 
о о

второе из соотношений ( 1.2) преобразуется аналогично
Постановка математической задачи о малых колебаниях системы ско­

ль положения равновесия существенно зависит от наличия свободных чле- 
нон/(.,, р(Ов выражениях для массовых и поверхностных сил Если эти ве­
личины равны нулю, то положение равновесия достигается при нулевых 
перемещениях н напряжениях. В этом случае искомые перемещения и< за­
лами о собственных колебаниях должны удовлетворять уравнениям дви­
жения

- _ (У1 и. _ _ c)'“u. д~и. Оц.
W (>- + ’*<•։"■+ -0 (L3)

и граничным условиям

Л 2,։ «, = 0

„ I- ди. ՝ _ /ди, да. \| ди
^S,= + = 0 (1'4)

Л k = 1, 2, 3; п = 1.........М

хроме того, перемещения Ut должны иметь вид

и-(х, х3, х4, /) - Xj, х3) е՜"' (1.5)
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Здесь — компоненты нормали к поверхности, = «>л + /0}/՜ искомЛ 
комплексная собственная частота, И,- — искомая комплексная собствен; 
пая форма колебаний, рл — плотность материала п-го тела. Физически • 
‘•>д представляет собой частоту, '‘/ — коэффициент демпфирования соб­
ственных колебаний.

Подстановка (1.5) в (1.3). (1.4) приводит к однородной кмепой да- 
даче вида

х С К.: (՝”л) “Т~;՜՜ ['■« (^л) :д„ (мл) I -У
" А ох ,0х А Ох.Ох

т + <7о։>/ — =0

»/ = 0 (1.6)

57֊5'-+к{'■՛«)»;-9,?/+ =°

Это задача о собственных значениях с нелинейно входящий комплекс­
ным параметром.

В случае, когда некоторые из функций/։0, р!(} отличны от нуля, поло­
жение равновесия не совпадает с начальным состоянием системы. В этом 
случае к постановке задачи устойчивости необходимо привлекать соотно­
шения геометрически нелинейной теории вязкоупругости. Такое обобщение 
связано с принципиальными трудностями: физические соотношения пя> 
коупругости при конечных деформациях исследованы в настоящее врем; 
недостаточно. Поэтому в настоящей работе мы ограничимся постановкой 
и решением частной задачи динамической устойчивости. А именно, пред­
полагается несжимаемость всех элементов системы. Кроме того, прс.тпо- 
лягается, что в положении равновесия равны нулю исс компоненты векто­
ра перемещений и. следовательно, девиаторов напряжений и деформации] 
а отлично от нуля лишь среднее нормальное напряжение. Тогда при рас? 
смотрении малых колебаний около положения равновесия можно исполь­
зовать соотношения линейной теории; необходимо учесть лишь, что метри­
ки деформированной и недеформироваииой систем не совпадают.

Задача о малых колебаниях системы ставится так:

х^ К:

У,:

-

0'11. из оц О՝и( ин, ...
Ох ох 1 Ох ՝՝' ^'՜ о( 'п 01՝ ~ 0’ Ох 1 

.՛ I ' >

и. = 0 (1.7)

- / с-и Он \ ] ди,
‘ 577 + 57՜) Р' ~и' ~г” ~оГ +
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ИДесь ст» — среднее напряжение в положении равновесия, о его откло- 
,■ Нише при колебаниях. Задача (1.7) записана п эйлеровой системе коор- 
ИКнаг. Подчеркнутые члены, отличающие задачу (1.7) от (1.3), (1.4), по» 
«ю’лнсъ вследствие учета того обстоятельства, что границы деформирован­

ия» и нсдефор.мированиой систем не совпадают.
Замена (1.5) сводит задачу (1.7) к задаче о собственных значениях. 

Вопрос об устойчивости положения равновесия системы в зависимости от 
Махов мнимых частей собственных значений параметра <•>. Положение рав- 
Ймсня устойчиво, если мнимые части всех собственных значений отрица­
тельны, н неустойчиво, если мнимая часть одного из собственных значений 
положительна.

2. Рассматривается бесконечный цилиндр, состоящим из касательных 
Слоев. Внутренняя поверхность соединена с абсолютно жестким сердсчнн- 
■&М. вращающимся с постоянной угловой скоростью О. внешняя поверх­
ность свободна от нагрузок. Все слои несжимаемы, предполагается плоское 
Сформированное состояние (осевые смещения равны нулю). Вводится ни- 
днндрнческая система координат, вращающаяся вместе с сердечником с 
угловой скоростью £2.

Под действием центробежной силы инерции в положении относитель- 
ноги равновесия возникает напряженное состояние, рассмотренное выше: 
ко перемещения и касательные напряжения равны нулю, нормальные на 
иряження в положении относительного равновесия определяются форму­
лой

ГЛ'

%_■. ’о...- = =« = 2"П(г)<1г
г

где гл. - внешний радиус цилиндра, у — плотность, являющаяся сту­
пенчатой функцией текущего радиуса г: у — рл при ги |<СГ<СГП> г„ ։ • 
г, - внутренний и внешний радиусы п-го слоя.

В задаче об устойчивости положения равновесия в качестве искомых 
функции принимаются перемещения иг, и , касательное напряжение зг. 
н отклонение с нормального радиального напряжения от равновес­
ного значения В учетом сил инерции Кориолиса задала устойчи­
вости принимает вид

г„_1 <С Г<С С.» л -= 1> ■ > № 

^иг / иг 1 ди \
дг \ г г О® /

с) 11 1 дц и 3__2_____1 д___ — д_ .___-
Ог г дъ г £п

Ог
1 ^3,- 4£՜,, / и, 1 Он \ О" и диг 4 ֊ зД / + , + 2^* <2Л>
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4£. <* / «. 1 <?«, 1 <4, 2
дг Зг д9 ' г ' г &э г дъ г

г =■ г0: иг ~ и. = О

о1«.д’« ди.

г - гу; з„ - гуру2’аг =0, = О

На окружностях г гл, п ~ 1. ... , /V 1 непрерывны иг, и . 

зг, — 2р(л) 2’нг, эг . Здесь г0—внутренний радиус цилиндра, Еп = Зря . 
Задача (2.1) записана в эйлеровых координатах. Первое из уравнений 
(2.1) представляет собой уравнение несжимаемости, следующие три 
получены путем исключения деформаций и окружного <\ и среднего 
о напряжений из соотношений Коши, закона Гука и уравнений равно* 
песня для возмущения. Подчеркнутое слагаемое в граничном условии 
возникло в результате переноса этого условия с деформированной 
на недеформированную внешнюю поверхность.

Решение задачи ус:ончнвости ищется в виде

(иг, и . :,г. ) (1>г. /й , -.гг, /\.)ехр( — мп - ь՝>1) (2.2)

Подстановка (2.2) в (2 I) приводит задаче на собственные значении 
вида

/ ֊ г . л 1........«V — 1: непрерывность Н;

Хпрактсрш т ичегхое уравнение задачи о собственных значениях 
грбнлось мето ортогональной прогонки [4], корни этого уравнения 

рлзыс’Ш'к ись с лммощ'.ю метола парабол |4|.
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В качестве примера рассмотрена задача с-6 устойчивости 10-слоиного 
ртлнндрл (5 упругих слоев чередуются с пятью вязкоупругими слоями) 
Прослежена зависимость двух первых собственных частот от угловой ско- 

Балета (2. Предварительно такая зависимость построена для цилиндра, со- 
поящегв из упругих слоев. При £2 0 собственные частоты «>։> ։П, дей-
пвнтедоы, имеют равные модули и противоположные знаки.

Эволюцию указанных собственных частот описывают кривые 1. 2 на 
фиг. I. С ростом угловой скорости отрицательная собственная частота убы­
вает по модулю (кривая 2) и при £2 л 1.1 (о,՛ (со, —первая собственная 
частота при £2=0) обращается в нуль, после чего становится положи 
тельной. Мнимые части собственных частот равны нулю при псех рассмот­
ренных значениях £2. Согласно известной теореме Ляпунова нз этого фак- 
тл нельзя сделать вывод об устойчивости либо о неустойчмиостя враща­
тельного движения.

Кривые 3—6 на фиг. I описывают пнолюцню комплексных собствен- 
ных значений с ростом 12 неоднородного цилиндра с пятью вязкоупругими 
II ПЯТЬЮ упругими СЛОЯМИ. Кривые построены В окрестности ТОЧКИ СМСШ>< 
.Шак« собственной частоты упругого цилиндра. Кривые. соответствующие 
нерпой собственной частоте с положительной действительной частью при 
О ж 0. нс имеют особенностей денстнктельиая часть остается положи* 
ТСЛЬНОЙ, МНИМЛЯ отрицательной но всем рассмотренном диапазоне изме- 
пенн-.։ угловых скоростей (кривые 3. 4 нл фиг. 1).

Действительная часть шорой собственной частоты (кринам 5) меняет 
мнок при достижении угловой скоростью критического значения, причем 
смст.л така происходит при несколько меньшем значении 12. чем и случае

4 И и Мести« АН Армянской ССР Мехдннк*
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упругого цилиндра. Одновременно .со сменой знака действительной части 
происходит смена знака мнимой части (кривая 6). Таким образом, угло­
вая скорость, при которой происходит смена знака собственного значения, 
является критической в смысле потерн устойчивости.

ч. <П. 1Г1К51«ПРП<Н1. I՛, I». SPII-HI.UI4>l|>b

nliPSU.'l.flP ILIbUQWrUjrnbBNi Ци.(1-П1‘3’1.1Ш₽ЪЬРЬ »UMlTHi 
Ш:Ш’М1МНПЬЪ1՝.

U. U ф ։։ ф п ։ И

6 L (ttl! 11։ Iptр Н։Лч1 tjjlll 1[ШП nit] tpltd pit'll р р tpl'llUt J[ll{ l{llt]tt AttH-p fill'll

lubrfftpp ]lll<hpnii !; iiimii^tjtniJ tnd tn t] fl l[nt P jitAi ijStnifi'li uilntniPjuili ?mp<hf u>'<> 
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THE DYNAMIC STABILITY OF LAYERED 
VISCOELASTIC CONSTRUCTIONS

V. P. MAIBORODA. I. E TROYANOVSKI

Summary

This paper formulates the problem of the dynamic stability of 
piecewise nonuniform viscoelastic body subjected to nonconservative 
forces, i lie problem of the dynamic stability of a rotating multilayer 
cylinder is solved.
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РЕШЕНИЕ ОДНОЙ НЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ДВУХСЛОЙНОГО ПОЛОГО ЦИЛИНДРА КОНЕЧНОЙ 

ДЛИНЫ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

ЛЛПАИДЗЕ 3. Г„ ОГАНЕСЯН Э. К. ПОГОСЯН М 3.. ТОНОЯН В. С.

В работе рассматривается несимметричная деформация двухслойного 
и радиальном направлении полого цилиндра конечной длины, когда один 

|СТОрец цилиндра полностью закреплен, боковые поверхности и другой то­
ргу цилиндра свободны от напряжении и цилиндр деформируется только 
Нод действием собственного веса, действующего перпендикулярно к оси 
уишндра.

Для исследования напряженно-деформированного состояния этого 
цилиндра используется метод конечных элементов с кольцевыми элемен­
тами треугольного сечения.

О возможности применения кольцевых элементов треугольного сече- 
В ЯЯ8 для исследования деформации тел вращения, находящихся под дей­

ствием несимметричной нагрузки, отмечается в работе Вильсона j 1j. В этой 
V работе методом конечных элементов численные результаты получены толь- 
I ио для нескольких осесимметричных задач.

Теория и техника применения метода конечных элементов для реше- 
|;лня различных задач механики деформируемой среды дается в работах 
вМ.

Решению пространственных задач теории упругости методом конеч­
ных элементов посвящены также работы [10-11] и другие.

1. Постановка задачи и основные уравнения. Допускается, что при не­
симметричной деформации тела вращения деформации остаются симмет­
ричными относительно некоторой плоскости, проходящей через ось г.ра 
щения. Тогда перемещения и напряжения могут быть представлены в ви­
де рядов Фурье и в цилиндрическом системе координат (г. 2. 0) будем 
иметь

, *)) - У. U՝'" (г, z) cos

Û) =У z)cosnfJ (1.Ո

u9 (r, Z, (>) — У W՛"' (r, 2) SID Ո&
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Отмстим, что для рассмотрения задачи об изгибе слоистого пилот« 
цилиндра конечной длины под действием только собственного веса, доа» 
точно пользоваться • выражениях (1.1) —(1.3) только первыми глрмопв 
ками.

Для применения метода конечных элементов коэффициенты рпзлоИП 
ний .'.'-ой гармоники для перемещений представляются в виде

«'"’(Г, г) УЛ/Г’гл 
в

(п г) = 2 Л/Г1 о, (1.41

«I (г, г) = У.
* 1

г де /V*я' — функции формы сечения кольцевого элемента (.«= ։. /. ••<) 
с треугольным сечением (фиг, 1)

Л/,.'"" и /У.,!,'՛' определяются диало­
гичными выражениями.

£ В (1.5) а., Ь, и с{ имеют сле­
дующие значения:Фиг. I

6,. = г. - Гт (1.6)

С(=Хт “ -/

2Д= г,(г; -гД I 2։(гт~-г.) г„(г{-г;) - Ь. + гД- + (1.7)
коэффициенты а;, 6;, с, и ат, Ьт, ст определяются по выражениям 
(1-6) с заменой индексов в циклическом порядке.



Используя обозначения 

|Л/) [М. Д',, МД ■ функция формы,

°»։

— смещения узловой точки 7-го треугольного элемента,

вектор перемещения треугольного элемента с номером 
е и узловыми точками 7, /, т,

«(я)
—вектор перемещения произвольной точки элемента е,

< Л ) 
Ц!

будем вместо (1.4) иметь формулу

(1.8)

Деформации в цилиндр-тческой системе координат (г. 3, ։•)
соотношениям!։

ди 
■37

Ог 

иг 1 ди- 
~г' 7Ж 

диг ди. 
<>г <>г

1 диг дщ ц,4
7 77 77 7

1 ди. дип 
г дк "и о»?

определя-

(1.9)

Используя матричную форму записи и введя обозначения

[В] = [В/՛', 5;'", Вт '] — матрица деформаций

где
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dNt fi
dr

0 0

0 <W,- n------- COS nil 
dz

0

[#”] =

Ni ■ h---- COS n'J 
r

dNi-------COS
dr

0

dNt ,------- cos n't
Or

nN, 
r

cos

0

nN, , л-------sin Л& 
r

0
\ dr

N, 
r

sin «6

0 nN. • A -----------Sin nV
г

dN, 
dz

sin nG

(1.10)

m и ГВ!:’] записываются аналогично, для деформаций 'Леыента *։* 
будем иметь

«֊-№*}' (1-11

Далее напряжения будут определены по формуле

ЬГ'ЧВДГ (1.12)

где 

[Л] — матрица упругости материала

Уравнения равновесия узловых

|D]-

V 4
1 ---------- --- 0 0 0

—— 1 —— ООО
i - i - 1 ■
—------- — 10 0 0
1 - * 1 -v (1.13)

1 — 2-< ooo —---- — 0 0
2(1-.)

0 0 0 0 -1 ~2v 0
2(l-v)

ooooo -1 - 2-
2(1 ֊<

1 ' (i+v)(i_2v)

окружностей приводятся к виду

IO*<n) + iO = o (1.14

где |Л' ] —матрица жесткости общей системы для первой гармоники,

54



- узловые силы от собственного веса,
~ к;։ к;} к'-т

1П' = Кр К» к",т — матрица жесткости треугольного элемента,

_ Кщ1 ^т; ^тт_ (1.15)

где

I к(;г=^'|((й1’Г[о1[^,1]-г [^рияУ'Н'-л-^ паб) 

А
Здесь использовано обозначение

[5',”] = [®"1։!п6֊[®”]со59

15]' транспонированная матрица.
Значения интегралов типа (1.16) для матрицы (1.15) найдены чис­

ленным интегрированием.

2. Численный пример. В качестве численного примера рассмотрена 
несимметричная деформация двухслойного полого цилиндра конечной дли­
ны (фиг. 2). который изгибается только под действием собственного веса.

1 = 8Я

Фиг 2

Геометрические параметры даются на фиг. 2. а физико-механические 
параметры составных материалов приводятся в табл. 1.

Таблица 1

Слой Материал Модуль упругости 
Е кг/см2 V Удельный нес

■( к г/с и3

1 сталь 2 10« О.з
-3

7,8-10
11 стекло 0.7-10« 0,22

—3
2.48-10

Схема разбиения осевого сечения двухслойного полого цилиндра ко­
нечной длины на треугольные элементы показана на фиг. 3, при этом раз­
биение представлено в двух вариантах.



В одном варианте осевое сечение полого цилиндра содержит 60 тре­
угольных элементов с 44 узловыми точками. Во втором варианте сечение 
содержит 75 треугольных элементов с 54 узловыми точками.

При помощи ЭВМ определены смещения точек осевого сечения ци- 
\Индра и компоненты напряжения.

Фиг. 3

Искривление осевого сечения при <| - 0 показано ил фиг. 4. Следует 
отметить. что вычисления по двум различным вариантам разбиения отли­
чаются незначительно.

Фиг. 4

Вычисления показывают также, что деформации поперечных сечений 
деформируемого только под действием собственного веса полого цилиндра 
конечной длины (фиг. 2) незначительны и формы этих сечений почти не 
отличаются от двуслойного кругового кольца.

Распределение напряженки на двух участках < = и 2՜ 1.6 А?
осевого сечения при <| 0 приводится на фиг. 5. В первом варианте
.* — 2, ~ 0.3 /?, а во втором варианте Z — 0,14 R.

Характер распределения нормальных напряжений по другим 
участкам 2 = const > 2.R осевого сечения остается таким же, как указы­
вается на фиг. 5. однако интенсивность распределения этих напряжений 
по мере, увеличения расстояния от закрепленного основания уменьшаем >•.
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При 2 > 2/? вычисления, произведенные но двум вариантам разбиения, 
друг от друга почти не отличаются.

Фиг. 5

Наконец, на фиг. 6 для двух вариантов разбиения осевого сечения 
приводятся распределения нормальных напряжении и касательных на­
пряжений ~г. на контактной поверхности составных матсриалоп полою 
цилиндра ври <4 — 0.

57



ft. Դ. ԱԼՓԱԻԱե. է. Ղ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. 
IF. ft. ՊՈՂՈ115ԱՆ. Վ. II. ՏՈՆՈ31ԼՆ

ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԵՐԿԱՐՈԻԹ5Ա.ՄՐ ԵՐԿՇԵՐՏ ՍՆԱՄԵՋ ԴԼԱՆԻ ՃԱՄԱՐ ՄԻ ՈՉ 
ՍԻՄԵՏՐԻԿ ԽՆԴՐԻ ԼՈԻԾ11ԻՄՐ, ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԷԼԵՄԵՆՏՆԵՐԻ ՄԵԹՈԴՈՎ

II. մ ւ|ւ ո փ n I մ

Աշխատանքում դիտարկված է շա ոավ դա յին ոէղդությամր երկշերտ, վեր­
ջավոր երկարոլթյամ ր սնամեջ ցրոնի ոլ ոիմեtnրիկ ղեֆորմ ացիտն, երր պԼ"1՜ 
նի մի հիմրր քրիվ ամրակցված I՛, իսկ կախնա յին մակերևույթը ե մյուս Հիմրր 
աղատ են լարումներից։ Գլանը ւլեֆորմարվում I միայն ււեւքւական կշոի 
սւղւլեցութ յ։սն տակ, որն աղղէէէմ է պլանի ո>ոան ցրին ուղղահայաց։ էեյղ պլանի 
րորվտծա յին-դեֆսրմ ացիոն վիճակը ուսումնասիրելու համար օգտագործված 
Հ վերջավոր էլեմ ենւոների մեթոգր, երր Լլեմ ենանե րր իրենցից ներկա լացնում 
են եռանկյան կսւրվածրււվ օւլակաձև կլեմ են աներ։

Ենթադրվում Լ, որ որսում ան մարմնի ո չ սիմետրիկ ղեֆորմարիայի գեսր 
րամ, ղեֆէէրմսւցիան մնում է սիմետրիկ որևէ տսանցրային հարթության 
նկատմամբ։ Այղ սլ ւսաճաոսվ տեղափոխումները ե լարումները ներկայացվում 
են !իարյեյի սինուս կամ կոս՛ինուս շարրերով։ Նչենր որ դիտարկված խնդրի 
դեպրած վերջնական հավասարումների • ամ ա խո ։ մ րր անհրաժեշտ Լ լուծել 
միայն աոաջին > արմ ոՆ իկի ՛ամուր: Կատարված է թվային հաշէք արկ կոն կրե ։ււ 
նյութերի :ամար ե tnnւսնցրա էին հատ/it լթի վերջավոր էլեմենտների տրոեման 
սրկէէէ տարբերակների ւլեպրոէմ: Երկու տարբերակների համար է/ կասռւցված 
են լարումների ե տեղափոխումների Համար գրաֆիկներ:

SOLUTION OF A NON-SYMMETRIC PROBLEM FOR A 
DOUBLE-LAYERED HOLLOW CYLINDER OF FINITE
LENGTH BY THE METHOD OF FINITE ELEMENTS

Z G. AJ.PAU//.E. E. K. OGANESSIAN. M. Z. POGOSSIAN, V. S. TONOYAN

S u ip m a r y

lu this paper the authors have considered the non-symmetric de­
formation of a double-layered hollow cylinder of finite lejj^th in the 
radial direction, when one end of the cylinder is fully fixed, the side 
surfaces and the other end of the cylinder are free of stress and the 
cylinder is deformed only under the action of its own weight, acting 
perpendicularly to the axis of the cylinder.

in order to investigate the stress deformed state of this cylinder, 
the method of finite elements with circular elements of triangular 
section is used.

It is assumed that in non-sytnmetrtc deformation of the body ro­
tation, the deformations remain symmetric in relation to any plane 
which passes through the axis of the rotation.. Then the displacements 
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>ind the stresses may be represented in the form of Fourie’s sine or 
|cosine rows.

In the considered problems the equations of the assemblies are 
solved only for the first harmony.

A numerical calculation for concrete materials and for two versions 
of the finite elements division of the axial section is reduced.

For the two versions of the division, corresponding diagrams for 
the stress and the displacement are constructed.
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