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МАТЕМАТИКА

А. Ю. Шахвердян

Условия типа критерия Н. Винера и оценки для
потенциалов и субгармонических функций

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н. Мергеляном 3/V 1982)

В п. 1 рассматриваются потенциалы Рисса и'+ (0<а</л) в /л-мер- 
ном эвклидовом пространстве R"1 (/л^З) и потенциалы Грина ик в 
единичном /л-мерном таре О"2 (т^2). Показывается, что функция 
вида где <в>0 задается борелевской мерой р, имеет предел по 
некоторому фильтру, элементы которого определяются условием типа 
критерия Н. Винера (’) для иррегулярности точки в задаче Дирихле. 
Полученные теоремы содержат, усиливают или дополняют результа­
ты А. Картава (2), Альфорса —Хейнса (3) и др.

В п. 2 рассматриваются функции те вида №=и—V, где //, V—суб­
гармонические в R™ или в О"' Получена оценка для функ­
ций чисправедливая вне исключительного множества, определяе­
мого условием тина критерия Н. Винера; в формулировке этой оцен­
ки участвует неванлинновская (4) характеристическая функция. С. 11. 
Мергелям (5) установил теорему единственности для гармонических 
в В3 Функций; в точном виде этот результат получен В. Рао (6). А. 
Л. Шагиняи в (;) формулирует точную теорему единственности для 
ограниченных аналитических в круге функций. Теорема 5 есть такое 
утверждение для определенных в В'" функций м с ограниченной ха­
рактеристикой.

1. Используются следующие величины. Для х =
+ ... 4-л„1)2, С(х, г) =Дс^"։: |х—;|<г}—шар радиуса 

г>0, Д"'--(|5|= 1) —единичная (т— 1)-мерная сфера, £(х, ;)—функция 
Грина В"2. Если мера О^р^С 4֊оо задана в области то число

всегда означает: р0 = р(С). Для компакта е=£0 Ж = {р: 
: зирр(н)^, р(е)=1},

С(е; £} = '«/ ! [ I k(x, )
( J J )/

еХе

— емкость е (ь); когда е — не компакт, С\е\ будет означать 
внешнюю емкость. Выбирая ядро k — k(x, Е), определим емкости са, 
cg, с2; если eG_R"։ (яг^»3), то са(е) = С{е\ |х—E|a՜"2}, если 5CDm(rn^2), 

ч г |л| 1
то Cg(e) = С{е; g(x, £)}, если tfCR2\(0), то с2(е) = qe; log — 5 п0՝

нятно, что для еС2&2 с2(е) совпадает с логарифмической емкостью.
Если р — мера в Rm (т^З) или в В™ (/п^2), то
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«՛:(*)
Н|<1

—соответственно потенциалы Рисса и Грина.
Множество (м^=3) называется (а֊) разреженным в точке 

в случае, когда ; —изолированная точка для е или когда 
£ —предельная точка для е и Я потенциал и'> так, что Нт й£(х),

х£е (8՜10). Согласно теореме М. Брело (10) е тогда и только тогда раз­
режено в когда для некоторого 0<^<Ч и еп = ^П{х : 7п+1^|х— ?|< 
<Ур} выполнено

V дп<а~т)са(еп)<Ъо;
п~ 1

условие (1) с я = 2
еСИ"' (т^З)

есть критерий Винера (1).
называем разреженным в о©, если для некоторого

<7>1 и е„ = еП{х:</я<|х|^"+1}
ОО

гСВ777 (ти^2) называем разреженным в А777 , если для некоторого 0<^
<<?<! и ел = еП (х : ?"+1^1 -|х|<4л1

V ^л(2-т)сг(е„)<^оо. 
п«1

Для = разрежено в является филь­
тром в R 777 ; .Г = {есВ777 : В 777 ^ — разрежено в Д'77} является фильтром в 
В 777 ; для £^о© предел по Зч совпадает с тонким (8՜10) пределом.

Для потенциала и (и точки ;£К"7) определим совокупность & 
монотонных функций с»^>0: 
если и — и'֊а и то

дф.(х)<О©, га- 777 со(г) I , гС(О, 1);

если и = и'^ то

о>(г) 1 , гС(1, ©о); (2)

если и = и'\ то Уи)££2и,

С Ш(И) ,4 /| ------—-— а|1(х)</эо
J (1_(х|)т-2

1х|<1

г€(0, 1);

в (2) шо^О—некоторое число.
Теорема 1. Если и = и^—потенциал Рисса в R777 (/;г^=3), 

<9^2: тО дЛЯ 5^=0©
(О
|ш(+о)«(О.

и(5) = +<эо
«(^)#= + 00

(3)11т о>( |х—=

4



и для ; =
/ < < 1 * ’ <

Им <«(|х|)и(х) = 
£«

1° .
1°<оНо,

[10 = 4-ео
Ио^4-ос

(4)

Если и^—потенциал Грина в Бш (/п>2), ш(фа|д, тс

1пп ю(|х|)мИ'(х) =0.

Здесь (3) содержит теорему А. Картана (2) о непрерывности 
(квазивсюду) в тонкой топологии потенциала Ньютона; (4) получает­
ся из (3) в результате преобразования Кельвина и усиливает теорему 
Дени —Хеймана (п) (теорема 3.21)«

Следующая теорема есть аналог соответствующих результатов 
А. Картана и М. Брело (10).

Теорема 2. Если функция /:Бт֊*И1 имеет предел 5 по 
фильтру Л, то Я разреженное в множество е так, что 
Нт/(х)-=5 (|х|-*1, х^е). Множество еС2От (т^>2) с предельными 
точками на тогда и только тогда разрежено в когда Я 
потенциал Грина в О'" так, что Иш (1 — |х|)"’-1/Г1(х) = 4-ос.

И-и

Ниже [£, т}] означает прямолинейный отрезок, соединяющий точ­
ки Е, 0^/^ 1—некоторое число.

Следствие 1. Если иЛ—потенциал Грина в Бт и •

(1֊|х|)х^р(х)<ос,
Й<1

то Я разреженное в ^"множество е, Зе'стД"2, с2(е')=0, Ус^ДтЯе<гС 
СД'Л, г2(С)-0 так, что У^'(:Лгп\е\ Ут"^”1^" выполнено

ПтЛ(х)=Пт — Пт/г(х)-=0, гое А(х) = (1—|х|)т-2+>^(х). 
г-Л— 0 .г-Л

а'€[М՞]
При /п = 2 и Х=1 следствие 1 (после его переформулировки для 

случая полуплоскости Р—для этого достаточно конформно отобра­
зить Б2 на Р) уточняет (см. также (12) и теорему Л. Наим в (13)) 
результат Альфорса —Хейнса (3). При /и = 2 (и Х = 0) следствие 1 до­
полняет соответствующие теоремы М. Цудзи (14) и Дж. Литтлвуда 
(15,16). Теорема 3 показывает, что при т = 2 требование с2~0 в след­
ствии 1 усилить невозможно.

Теорема 3. Для УеСд։, с2(^) = 0 и произвольной функции 
§<р(г)^\ существуют потенциалы Грина 1Г, и՝Гтакие, что 

Ут^е Нт ^(г)//;л(г^) = Нт/2(|х|)//։х’(х) = 4-сю.
/■—►1—1) Д'—*1

2. Для функции те, представимой в виде w = u—v, где и, г՛— 
субгармонические в R™ (или в Б"'), т^2, используется обозначение 
те£Д(Р/л) (или те£Д(О"')); всегда предполагается, что и, V гармонич­
ны в х=0. Если те£Д, то

---------  I тах{те(л՜), ОИДх) +
/-/72 — 1 1

д0'гп

I ^(0, е, Б-)^(Ц

Б 7
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— характеристическая функция Р. Неванлинны (4); здесь площадь 
поверхности Д'”, г/а —элемент площади поверхности £—функция 
Грина О™ ( = С(0, г)), > —мера Рисса V. Мы используем функцию 
7ад(г) = Т(г, зд)—и>(0). Дальше £^>1, 0<С<Д—произвольные числа.

Для ®>£Д определим совокупность 2^) = {со} заданных на (1,+оо) 
или на (0, 1) функций со | , ш>0:
если у.—мера Рисса «, то Уш^Й^)

со(|х|М<1(х)<ос, И гп = а(0<Ъо;
Г—>+'*'

если ад£Д(В'л), р- —мера Рисса и, то Усо£2(«0

со(|х|)с/и(х)<ос,

И<1
Лемма. Пусть /и^2, Ти,(г) - О( 1); если -а>£Д(Кш), то г2~т£ 

£2(а/), если и'^Д(Оя։), то (1 — г)т~1 Пусть т^2, ДДг) т сю, 0< 
<Л<1 — убывающая к 0 функция, заданная на |1,-|֊оо) или на [0,1]; 
если ■те^Д(Ргп) и \г то х(кг)г2~гп(Тт(г))-'1^^ и если

и с—выпуклая, то ^(г)( 1 — Г^(г4-6( 1 — г)))~1^2М.
б'Ск՞1 (т^2) называем (*)-разреженным в сю, если для некото­

рого б/Д>1 и еп = е(~] (х : <7'1<И<Д7Л4՜1)

л = 1
(5)

£__Вт (т>2) называем (*)-разреженным в Д'”, если для неко­
торого 0<^<Ч и еп = еП{х • <7л+1^1 - |Х1<ЛП}

г՜՜՝

Согласно лемме 5.5 из (ь) при (5) равносильно неравен­
ству с2(г)<Ъс.

Теорема 4. Если до^Д^'"), /д^=2, то Я (*)-разре)/сен-
ное в сю открытое множество е^ьЕ^Я™ так, что для некоторой 
постоянной 0</?шл<ос

11т о)(/?|х|)'ш(х)^—си,,^и>.

Если ^£1(0™), 
крытое множество 
0<^с<у<о<^оо

т^2, то Я (*Уразреженное в &П1 от- 
так, что для некоторой постоянной

Пт о)(|х|֊]-0( 1 —|х|))^(х)>—г։о.05ш.

Оценки для функций ъи, в которых исключительное множество 
описывается в метрических терминах, см., например, в (17Д8). Из до­
казательства теоремы 4 можно заметить, что е.и^ есть объединение 
открытых АПСВ,П таких, что
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I п-+ЬтՈ 1
1—inf||x|:

I — sup{|x|: x£Ln}n

такие множества рассматривались в (19).
Теорема 5. Пусть •о/£А(В'л), /л^2, Ти.(г) = О(\) и есОт не 

разрежено в Д'"; тогда если

lim (1 —|x|)m-1w(x) = —оо, то w=—оо. 
URI-О

Х£е
(6)

Требование о неразреженности в Дш множества е в (6) неулучшае-
1 —Ы2мо (см. теорему 2); пример функции Р(х, ;)—------(;£ДШ, Р— яд-
|х—с|гп •

ро Пуассона) показывает, что когда е находится в области Штольца
€ вершиной с, то в (6) указан точный порядок убывания. Гипершар 
О"7՜1 не разрежен в Дш; произвольный треугольник из В3 с верши-
ноп в Д3 не разрежен в А3.

Автор признателен академику АН Армянской ССР С. Н 
Мергеляну за внимание к работе.

Ереванский научно-исследовательский проектный институт 
автоматизированных систем управления городом

Ա. Յա. Շ1ԱՎԵՐԴՅԱՆ

Վիների հայտանիշը և գնահատականներ պոտենցիաների 
և սուըհարմոնիկ ֆունկցիաների համար

'Ւ ի տ ա ր կվում են Ռիսսի Ա = պոտենցիալները R™ 0<Հ«<Դո)
էՈ—չափանի է վկլի դլան տ արածուիմ լունում և ^րինի 
Dm (да>2) միավոր գնդում։ Ցույց է տրված, որ 0)Ц 

տեղ որոշվում է բո րե չլան չափով.

են9Ւ ա լներր
տեսքի ֆ ունկցի ան, որ֊ 

ունի վե ր չա վո ր սահ֊

U = Ա

հ ա ց աո իկ բադմnt թլանը որոշվում

է Ղիրիխլհի իւնդրտ մ կետի իոեդու չլարութլան համար ՝Լիների հալտանի շի 
տիպի պայմանով։ Այդպիսի բա դմ ոէ իժ յուննե ր ի ց դուբս ստացված են դնահա֊ 
տ ականներ ^Ո1֊ում կամ Հյ,ո֊ում սուրհարմոնիկ ֆունկցիաների Տա մ ար:

Л ИТЕ РДТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈ Ի IH II Ի Ն
1 IV. Wiener, J. Math. Phys., 3, №3 (1924). 2 H. Cartan. Ann. Univ, de Gre­

noble, Math. Phys, 22, 221—280 (1946). 3 L. Ahlfors, Af, Heins, Ann. Math., 50, №2 
(1949). 4 И. И. Привалов, Субгармонические функции, Гостехиздат, М.—Л., 1937-
5 С. Н. Мергелян, УМН, т. 11, №5 (1956). 6 В. Рао, Мат. заметки, т. 3, №3 (1968). 
7 A. JI. Шагинян, ДАН АрмССР, т. 27, №5 (1958). 8 Н. С. Ландкоф, Основы сов­
ременной теории потенциала, Наука, М., 1966. 9 Af. Брело, Основы классической
теории потенциала, Мир, М., 1964. 10 Af. Брело, О топологиях и границах в теории 
потенциала, Мир, М., 1974. 31 У. Хейман. П. К. Кеннеди, Субгармонические функ­
ции, Мир, М., 1980. 12 W. К. Hayman. J. Math. Pares et Appl., 35, №2 (1956). 13 H. 
L. Jackson. Ann. Inst. Fourier, 20/2 (1970). 14 Af. Tsuji. Comment. Math. Univ. St. 
Pauli, № 1, ]956. 15 M. Tsuji. Potential theory in modern function theory, Tokyo,
1959. 36 J. E. Littlewood, Proc; London Math. Society, 28 (1929)* 17 И. В. Ушакова, 
Зал. мех.-мат. факультета Харьковского ун-та, Харьковского мат. о-ва, т. 29, сер. 4 
<1963). 18 А. Н. Фридман, Укр. мат. жури., т. 32, № 5 (1980). 19 А. Ю. Шахвердян, 
ДАН АрмССР, т. 70, №5 (1980).
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УДК 517. 518. 5

МАТЕМАТИКА

А. Э. Джрбашян

Некоторые результаты о мультипликаторах преобразований 
Фурье в весовых пространствах Ьр

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляном 7/1У 1982)

Настоящая работа посвящена изучению мультипликаторов интег­
ралов Фурье в весовых пространствах. Основными результатами яв­
ляются теоремы 6 и 7, которые обобщают недавние результаты П. 
Шелина и П. Шегрена (’) на случай весовых пространств.

1. Первые определения и результаты. Пусть пг—ограниченная 
измеримая функция, определенная на вещественной оси R. Опреде- 
лим линейный оператор при помощи соотношения

(7'т/)л(х)=лг(х)/(х), 

где /—преобразование Фурье функции /. Функция т называется 
мультипликатором в П’ = |/: ||/||£ = (|/(х)|^(х)б/х<оо|, если 

где С не зависит от /. Мы пишем тогда т£Мр(ю).
Пусть /—некоторый интервал (конечный или нет) /С R. Оп ре- 

делим оператор взятия частичной суммы следующим образом:

(5//)л(х) = Х/(х)/(х),

где // — характеристическая функция интервала /.
Если /? = {//} некоторая последовательность интервалов, то опре­

делим оператор 8# (обобщенный оператор взятия частичной суммы), 
действующий из А2(/2) в себя по правилу

*$/?/= 8гг/2, ...),

где /=(/п /2, ...) принадлежит А2(/2).
Если /г—целое, —оо<^?<оо, то разложение R = Р+иР_и{0}» где 

R += и(2й» 2*+։] и И_= и—2*9» называется двоичным разло- 
К /г

жением Литтлвуда —Пэли.
Определение. Локально интегрируемая на R неотрицатель­

ная функция ку принадлежит классу Макенхоупта Ар, \<^р<Уэе, если

/ 1 г \/ 1 Г __1_ \/>-։
5ир( — I м(х)дх V — I 1&) р-1 (х)йх \ С, 

7 /
8



где sup берется по всем конечным отрезкам /, /QR и |/|—длина 
этого отрезка.

Тео ре а։ а 1. Если т^С](К\{0}, т и |х||/я'(Л)| огоаничены на 
R, то т является мультипликатором класса 1</7<^оо, если
ы£АГ.

Доказательство более общей теоремы в случае любого п>Л см. 
(*), теорема 1 или (3), теорема 3.

Следующая теорема является аналогом теоремы 1 для вектор-
нозначных функций и принадлежит X. Трибелю (4). Однако она
справедлива только в случае до(х) = |х|а, — 1.

Обозначим через А^(/2) пространство последовательностей рунк-»»

ЦИЙ ДЛЯ которых

Ш''
Г / \р‘21(2 1/Ах)|2 ) ^(x)dx<^oo

R

при некотором весе я, и
Теорема 2. Пусть имеем последовательность ограниченных 

измеримых функций т(х)—\т](х)\^о таких, что /тг;^С1(К\{0}) и

Определим оператор Тт/, действующий в L-W(l2) по правилу

(7՝/я/(х))Л = {(Тт.//(л))А|/>1==(/п/(х)7/(х))/>1.

Тогда, если 1<у?<оо 11 МХ) = И“» — 1<5<СР—L яв-
ляется ограниченным оператором в А^(/2):

Следующие три теоремы—весовые аналоги хорошо известных 
классических теорем. Их доказательства точностью копируют дока­
зательства соответствующих безвесовых теорем (см. (’), гл. 4, теоре­
мы 4, 5 и 6). Единственный новый факт, необходимый для доказа­
тельства, — известная теорема Ханта—Макенхоупта —Видена об ог­
раниченности преобразования Гильберта в весовых пространствах ("). 
Несколько усложненные доказательства теорем 3 — 5 имеются также 
в (2).

Теорема 3. Для любого семейства интервалов /? = {/;} и

Il’Stf/llp.w C||/U
при есАи

Теорема 4. Пусть R = (JpЛ —двоичное разложение веществен- 
к

ной оси. Если соответствующий мультипликаторный опера­
тор, то при 1<р<оо, и^Ар имеют место неравен­
ства

c։||/||,.w < KS|5*/I։)’V» < QI/IU- 
к
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Теорема 5. Пусть функция т ограничена на R и имеет 
ограниченную вариацию на каждом конечном интервале, не содер­
жащем начала координат. Если по всем двоичным интервалам /

Бир \dm\x) 
1 к/ I

и если 1</><оо, чу^Ар, то т£Мс(ту).
2. Основные результаты В этом пункте мы докажем наши ос­

новные результаты, которые существенно опираются на теоремы 
1—5. Для этого потребуется ввести еще несколько понятий и опре­
делений.

Пусть замкнутое множество нулевой меры Лебега и
А—дополнительные интервалы множества Е. Пусть R

-/ь— характеристическая функция интервала /* и (5*/)л = ул/.
Следуя (’), будем говорить, что Л' обладает свойством АР(р, ^), 

если

(1)

для некоторой весовой функции ту и
Е имеет свойство НМ(р, чу), если любая функция /я^СДИХАГ)

такая, что
|/л(х)|4-^£(х)|/?г'(х)| =с С, (2)

является мультипликатором в Здесь дЕ(х) = 0181(х, Е).
Наконец, Е имеет свойство Маг(р, /и), если любая функция т 

локально конечной вариации в Р\АГ, для которой

зир I |дт(х)|<Ъо, (3)

принадлежит МДта).
Теоремы 1—5 показывают, что множество Е —{0} (а также лю­

бое одноточечное множество) обладает всеми тремя этими свойства­
ми, если 1<^</ю, ю^Ар.

В работе (*) показано, что свойствами АР, НМ и Маг при 
^(х) = 1 обладают также некоторые, довольно общие множества. 
Мы покажем, что это верно и для пространства А^, при 1<^/7<оо и 
некоторых ту.

Теорема 6. Если ЕсЯ—замкнутое множество нулевой ме­
ры, ду(х) = ]х|а, —1<Х<^р —1, то свойства ЬР(р,ту)у НМ(р,
ту) и Мам/л ту) эквивалентны.

Доказательство существенно опирается на теоремы 1—5 и сле­
дует той же схеме, что и доказательство классического результата 
(см. (5)).

Пусть Е и Е' замкнутые множества нулевой меры Лебега на R. 
Назовем Е' преемником Е, если существует константа <Д>0 такая, 
что из х, у^Е' и ху=у следует |х —у|>сс/£(х).
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Теорема 7. Если Е имеет свойство ЬР(р, |х|а), — 1.
то этим же свойством обладает любой его преемник Е'.

Доказательство. Пусть Е՛ — преемник Е, й\£'=и(аъ Ьь)

II пусть Х* = Х(<>*. »*)■ Построим функции <р4СС՝ (R\^). <рл>0 со свой­
ствами

1) <Р*=1 на [«*, Ьц];
2) вир 8ир{?*(х)+</£(х)|?Дх)||<ос; К .с

3) БирччС-.

Тогда, как видно из условия 3), только у конечного числа 
функций носители пересекаются. Из теоремы 6 следует, что Е 
имеет также свойство ЕГМ(р. |х|а), 1<^/2<Ъс, — 1<С*<СР~1- Поэтому 
суммы У ±<р^ при любых комбинациях знаков принадлежат Мр(|х|а), к
— —1. Применяя средние Радемахера, получим

К30.|։)1/2к|И’«С||/к|хг 
к

при — 1<а<р—1, где
Обозначим Ек=ук/ и заметим, что 7,Л = 7,Л©л. Поэтому Еь = 5ьОь, 

где (^л/)л=ХлЛ Применив теперь теорему 3 в случае /? = {(«*,/?*)}, 
получим

к

Теорема доказана.
Последовательность точек |х*|, стремящуюся к точке х£Р, на­

зовем лакунарной, если х^=рх и существует число ?<1 такое, что 
(хк+1—х)/(хЛ—х)

Определим лакунарную последовательность порядка п индук­
тивно следующим образом. Лакунарная последовательность порядка 
О—это просто одноточечное множество. Лакунарная последователь­
ность порядка /г —это преемник лакунарной последовательности по­
рядка п— 1.

Ввиду этого определения мы немедленно получаем
Следствие. Лакунарное множество конечного порядка обла­

дает всеми тремя свойствами да), НМ(р. да) и Маг(/>, да), если 
1<р<сю, да(х) = |х|а, — 1<а<р—1՝

Примером лакунарной последовательности порядка 1 служит 
любое множество вида {а*}?" , где а^>1.к 3 Ц ■» — О»

Лакунарную последовательность порядка 2 можно получить, ес­
ли подходить к каждой точке предыдущей последовательности таким
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же образом. Следовательно, множество вида ™ А , где я>1
и #>1, является лакунарной последовательностью порядка 1.

Аналогично можно получить примеры лакунарных последовав 
тельностей любого конечного порядка.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Ա. է. ՋՐԲԱՇՅԱՆ

Որոշ արդյունքներ Ֆուրյեի ձևափոխությունների մուլտիպլիկատորների 
վերաբերյայ կշռային դասերում

ձուլվածում ցույց Ւ տրված, որ եթե առանցքի վրա որոշված սահմա­
նափակ ֆունկցիան ունի ((շատ» եզակի կետեր, իսկ մյուս կետերում բա­
վարարում է ողորկության որոշ պայմ անների, ապա այն հանդիսանում է
Ֆուրյեի 
կշիռների 
(յ յո գրեն ի

ձևափոխության մուչտիպլի կատոր կշռային Լ& ղասերում 
համար ՀՀԼթՀԼՕՇ’. ^ձԴսքՒսոՀ րնդհանրացվում են Պ. Շյոլինի 

արգյոլնքներր կշռային տարածություններում։

որոջ 
և ՊՀ

Л ЙТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆ ՈԻՒՅՈհՆ

1 P. Sjogren, P. Sjtilin, Uppsala Univ., Dept, of .Math. Report, 1930: 1. 2 D.
S. Kurtz, Trans. Amer. Math. Soc., vol. 259, № 1 (1980). 3 А. Э. Джрбашян, Изв.
АН АрмССР, Математика, т. 16, №3 (1981). 4 Н. Triebel, Math. Nachr. vol. 78
(1977). 5 И. Стейн, Сингулярные интегралы и дифференциальные свойства функций. 
Мир, М., 1973. 6 /?. Hunt, В. Muckenhoupt, R. Wheeden, Trans. Amer. Math. Soc.,
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МАТЕМАТИКА

М. В. Казарян

О голоморфном продолжении ункций со специальными
особенностями в Сп

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н. Мергеляном 7/V 1982)

Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема 1. Пусть функция f=f(z,֊w) п^2, го­

ломорфна в единичном таре {(z, и՝) : |z|24-|w|2<^l}cСп и для любого 
Х£СЛ-1, |'|</ (г>0) функция /(aw, w) голоморфна всюду в С~Са., 
за исключением одной точки (зависящей от а).

Тогда f продолжается до функции [, голоморфной в С'*\ 
\{Z(z, w)^0}, где I—некоторая линейная функция.

Если /('aw, w) вообще не имеет особеннностей или мероморфна, 
то утверждение теоремы 1 является очевидным следствием стандарт­
ных теорем об оболочках голоморфности и мероморфности (см. (1’2)), 

Для доказательства теоремы 1 кроме известных результатов Е. 
М. Чирки (3) о разложении функции, голоморфной вне аналитических 
множеств, в ряды Лорана—Якоби нам нужно одно обобщение клас­
сической теоремы Леви об аналитичности множества особых точек 
(см. (4)).

Пусть DqC"~1, GczCw—произвольные области и функция /— 
=f(z, w) голоморфна по совокупности переменных в области (£)Х 
Х<д)\£, где E^D^G—замкнутое множество, сечение которого лю­
бой комплексной прямой z = z0, z£D, состоит из одной точки, кото­
рую мы обозначим через (z0, cp(z0)). Теорема Леви утверждает, что 

аналитическое множество в DxG, т. е. ^—голоморфная функция 
в области D.

Задача существенно усложняется в случае частичной голоморф­
ности только по w, без дополнительного предположения о замкну­
тости множества особенностей Е. В этой ситуации справедлива сле­
дующая

Теорема 2. Пусть DciC*՜1—произвольная область и функ­
ция f=f(z, w); z£D, w£C голоморфна no совокупности перемен­
ных в Z)x{|w|<J}. Предположим, что при любом фиксированном 
z£D функция f(z, w) голоморфно продолжается во всю плоскость 
Cw> за исключением одной точки ?(z). Тогда у—голоморфная 
функция в области D, т. е. множество особенностей E={(z, w)\ 
z£D, w=y(z)} является аналитическим.

Если множество Е замкнуто, то утверждение теоремы 2 сразу
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следует из теоремы Леви, ибо тогда функция /, как хорошо извест­
но, голоморфна в (DxCw)\E,

Доказательство обеих теорем существенно упрощается, когда 
функция /( • , w) имеет единственную особенность в расширенной 
комплексной плоскости С —ClJoe (в общем случае мы считаем, что в 
бесконечности тоже может быте, особенность). Простые доказатель­
ства в этом случае приводятся ниже.

Для доказательства теоремы 2 в указанном выше частном 
случае заметим, что по фундаментальной теореме Гартогса достаточ­
но доказать голоморфность ..., гп-\) по каждому пере­
менному А = 1...., п— 1, при фиксированных остальных; значит, 
можно считать п — 2. По условию, для любого фиксированного г£Г) 
функция /(г, д՛) голоморфна в единичном круге {|зд|<1} и ее ряд 
Тейлора в точке тс» = 0 сходится в большом круге {|^|<СГг(г)|}- Тогда, 
как известно, ряд /(д, ш) = У ап(г)мп сходится в области {(г, яу) :

|^,|<С1ср(г)|*}; аналогично ряд /(2,™) = ^?Ьп(г)1юп сходится в облас­
ти {(г, ^); 1М^>1?(г)1*}- Здесь |<р(г)|.к и соответственно
нижняя и верхняя регуляризации функции |?(з)|. Хорошо известно 
(см. (1>4)), что функция — 1п|?(г)|* супергармонична, а —1п|<р(г)|*—суб­
гармонична в О. Отсюда с помощью стандартных усреднений легко 
выводится, что 1п|^(г)| —гармоническая функция в области В. Нам 
достаточно того, что |?(г)| — непрерывная функция. Точно так же до­
казывается непрерывность функции |?(г)—«|, где « — произвольная 
точка с |«|<1. Из непрерывности |?(г) —а| для этих «, очевидно, сле­
дует непрерывность самой функции <р(г), после чего наше утвержде­
ние следует из теоремы Леви.

Для доказательства частного случая теоремы 1 сделаем 
замену переменных г2 = 1/ш и положим г2)=/(г1/г2,
1/г2). Тогда г2) голоморфна в области {|г2|^>1 1+|<1|2} и для лю­
бого фиксированного функция £(гР г2) голоморфна в
С/2\<р(гД. Как мы уже доказали, 9—голоморфная функция. Пусть 
<?(£Д =/(гД-г21п(£Д, где /{гД = «24 4֊ А—линейная часть функции ^(гД 
в нуле, и ^(гД —голоморфная функция, равномерно ограниченная 
в круге |-гг1|^^г/2. При |2'1|<^г имеем |?(гД —/(^Д|<^Сг2, т. е. над 
к1|<С£ функция г2) голоморфна вне трубочки |г2 —/(гД|<^Сг2. 
Сделаем еще одно преобразование г' те/= 1/(г2--/(гД) и положим

А(г', — Тогда функция Л голоморфна в {|г'[<^е,
\ ад' /

для некоторого с'^>0 и при каждом фиксированном г', |-И<Л 
она голоморфна по да' в круге |о/|<Д/Се2. По лемме Гартогса, Л го­
ломорфна в поликруге {к'|<^г, 11Сг2}, Кроме того, А голоморфна в
области 1 ֊н|г'|2} для некоторого б?>0, зависящего от коэф­
фициентов функции /, так как g голоморфна в {|г2|^>/1 ֊Ьк112} и по 
г2 голоморфна в оо.

Таким образом, А голоморфна в объединении поликругов {|2’,|<С 
<е, 1 /Сь2} и {|2'|< 1/е, |^'|<е/2с}. Оболочка голоморфности этого
объединения содержит поликруг |^'|<^е“2/5}. Так как е^>0 
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произвольное, то функция // голоморфно продолжается на все С2. 
Возвращаясь к переменным (г, ъи), получаем, что / голоморфно про­
должается в С2\{(г, да): аг + Ью= 1}.

В общем случае приведем только схему доказательства 
теоремы 2. Сделаем преобразование (з, да)->(г, 1/да) и будем разла­
гать полученную функцию g(zt м)=/(г, 1/да) в ряды Тейлора по 
(да—я), |а|>1. Радиусы сходимости (при различных г) равны либо- 
|а|, либо \а —<р(г)|. Нижняя регуляризация по г радиуса сходимости 
по -да в каждой точке г не больше, чем сам радиус, причем отли­
чаются они только на множестве емкости нуль. Используя это свой­
ство и произвольность центра разложения а, нетрудно показать, что 
аг£?(г) является непрерывной функцией. Рассматривая, вместо пре­
образования да֊* 1/да другие дробно-линейные преобразования и 
повторяя приведенное рассуждение, мы получим, что функция ?(г) 
непрерывна, после чего утверждение теоремы опять следует из тео­
ремы Леви.

Доказател ьство теоремы 1 в общем случае. По теореме 2, 
функция голоморфно зависит от параметра X, поэтому в достаточно 
узком конусе |г|<г |да| особенности функции /(?, да) лежат на мно­
жестве да = Ф(г), где ф —голомэр фная функция в малой окрестности 
точки 0 в С"՜1. Пусть р(г) —многочлен Тейлора второй степени для 
функции ф в нуле. ф(г)^--^(и)-|-г3ф1(г), где ф1—тоже голоморфна в 
окрестности г — Сделаем биголоморфное преобразование координат 
(г, да)-* (г, да—р(г)-|-ф(0)) (а функцию будем по-прежнему обозна­
чать через /(г, да)). Тогда при каждом фиксированном г особенность 
/ будет в точке (г, /г(г)), где /г(г) = а 4-6(г)Ч-р(г), а = ф(0) и |/г(г)~ 
—я|<Х՝|г|3 в некоторой окрестности г = 0. Сделав еще одно преобра­
зование (г, да)-^(з'/да, 1/да), мы получаем, что достаточно разобрать 
случай, когда (функция /=/(-?, да) голоморфна в области £/={(г, да): 

: |®|>/1 + |г|а } и для любого фиксированного г, функция
/(г, да) голоморфна в С-Х,\^(г), где ?(г) голоморфна в |г|</ и

(О

где а = ф(0) и С—абсолютная константа.
Положим ^(да) = да(да—а) и заметим, что вне круга {|да|^1 -г|г|} 

для любого фиксированного г£С функцию / можно разлагать в ряд 
Лорана —Якоби по степеням полинома £(да):

ОО
/(г, го)= 2 а„(г, 

п֊0
коэффициенты которого

а„(г, те>)=— С/(г, 
2« 1 r| — w

К|-։+1*1

(2)

(3)

являются, очевидно, голоморфными функциями во всем пространстве

Оценим |ял(£, «’)| с учетом того, что |/|<С^2 и 
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Հ— №

в области Ս.
Из (3) следует, что

\ап(г, сс'| <С3(1 4֊|г|)2л( 1+|‘^|). (4)

Следовательно, по теореме Лиувилля, ап(г, и՝) является многочленом 
степени ^2п по г и степени по ге\ Уточним теперь оценку (4) при 
|г|<^е. Тогда из (1) имеем |ср(^г)—а|<^Се3, т. е. / голоморфна вне лим- 
нискаты а)КСг3. Таким образом, в формуле (3) при |г|<^е ин­
теграл можно брать по лимнискате |^(^)| = Се3. Пусть, далее, С(е) = 
= тпах[/| на этой лимнискате. Тогда, очевидно,

|ал(г, ^)|^С(е)(Се3)л(1+Н).
По неравенству Бернштейна —Уолша во всем С2 имеет место нера­
венство

/1 |շ| \ 2я|а„(г, то)|^С(г)(С;3)'1( ■ ■-) (1փ|®|) =
\ е /

= С(е) • (Сг)п(1 + М)2л(1+|®|)-
Таким образом, для общего члена ряда (2) получается оценка

п

из которой следует, что ряд (2) равномерно сходится в области
|£(ад)|>С4 • г • (1 +|г|)2.

Ввиду произвольности е^>0 функция / голоморфно продолжает-
ся в С2\{^(,ш) = 0}. Возвращаясь к старым переменным, получаем,
что исходная функция голоморфна в дополнении к алгебраическому 
множеству в С2. Так как на каждой прямой |к|<г это мно­
жество имеет лишь одну точку, то (см. (5)) степень этого множества 
равна 1, т. е. множество особенностей /—линейное.

В заключение приношу глубокую благодарность А. А. Гончару 
и Е. М. Чирке за помощь в работе.

Ереванский электротехнический завод
Министерства электротехнической промышленности СССР

Մ. Վ. ՂԱՏէԱՐՅԱՆ

Աււանձնանատուկ եզակի կետերով ֆունկցիայի նոլոմորֆ 
շարունակելիության մասին С''-ում

Հո տվածում զիսւարկվում են Օ,ո, 1 տարածության որևէ տիրույթում
հոլոմորֆ ֆունկցիաներ, որոնք րստ փոփոխ ականներից մեկի, հոլոմ որֆ շա­
րունակվում են համապատասխան կոմպլեքս հարթությունում, բացառությամբ
միակ եզակի կետի։

Ստացված է այդպիսի ֆունկցիաների եզակի կետերի բազմության ան ա -
16



լիտիկո^թյսւն մասին թեորեմ, որր Լևիի դասական թեորեմի ընդհանրացումն է ։
Հիմնական թեորեմը կոնկրետ տիրույթի դեպքում պնդում է, որ այդ­

պիսի ֆունկցիան կարելի է հոլոմորֆ շարունակել ամբողջ (2* տարածու­
թյուն, բացի որևէ գծային ֆունկցիա յի զրոներից։

Л ИТЕРАТУРД—ԳՐԱԿԱՆՈ Ի 14 II I՝ Ն

1 В. С. Владимиров, Методы теории функций многих комплексных переменных, 
М., Наука, 1964. 2 М. В. Казарян, ДАН АрмССР, т. 67, № 2 (1978). 3 Е. М. Чирка, 
Мат. сб., т. 100 (142), № 1 (1976). 4 Б. В. Шабат, Введение в комплексный анализ, М., 
Наука, 1976. 5 Д. Мамфорд, Алгебраическая геометрия, Мир, М., 1979.
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МАТЕМАТИКА

Т. В. Тарарыкова

Абстрактные интерференционные теоремы

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Н. У. Аракеляном 8/V 1982)

В настоящей статье рассматриваются вопросы, посвященные яв­
лению интерференции, впервые обнаруженному С. II. Бернштейном (’> 
и в дальнейшем изучавшемуся рядом авторов (см., например, (г՜5)) 
для операторов, действующих в банаховых пространствах.

Пусть X—банахово пространство. А,: X֊֊>X—линейные ограни­
ченные операторы п), причем AkAi = AiAk (k, Z=l,..., п);
Tj(t)e,Ail(t£R) — группы операторов, порождаемые операторами Aj, 
Положим ay(/) = sup |Г/(Л)|| j'= 1, ../г). При каждом /=֊-1, ..., п

функция а;(7) непрерывна на /?, четна, монотонно возрастает при
и удовлетворяет следующим условиям: Хау(/)^£ПЛ/Н('\

Обозначим через А4а класс борелевских мер р на 
А"1 таких, что I a(s)||i(a's)|<oc, где а($) = а։($։) ... в„($я). Пола-

Ri
п

гая T(s)— П Тj(Sj) =el{AiSi+- Ansn\ определим свертку для |i£Ala>
/ •

х(Х:?*Х= 1 7(—
Rn

A
Ниже рассматривается преобразование Фурье |Д>.) =

(2г.)п12

е меры и ряд Фурье функции (2~)nl2 eaty (X) —

~У ай(/)е,''։ ZfcQ, где Q = {'i^Rn, |М<". 7=1........ «}. <М0 =
лег"

Q

Предположим, что {Ф<}£/а: |ф<(0|3(^Хэо
/<егл

при следовательно,

(2тА^2е^()А = ^ /= 1, ..п}.

Теорема I. Пусть спектральные радиусы операторов А, 
п

г(А]}<^ Тогда, если П (1 + |61)м ^ля некоторых С>0 и

^0, то
18



1) для любой функции
<\Т ( А у ) , / = 1 ’ • • • 1 }

7(/)х^ 2^(/)Г(£)х,
ьегп

на <21=|л€/?л, 1'у|<

(1)

где сь({) — коэффициенты Фурье функции (2^)я/2^'к/т9(л);
2) для любого 0<^е<1 существуют такие функции Ьц^) = ЬнМ

1£кп), что |Ьк(/)|^с(/)е~|к'Е, где с(1) не зависит от /г и 
Т(1)х = ^Ь^}Т(к)х-

ьегп
3) если (а&|£/а, то

Т(^*х = 2 а^)Т(к)х, (/£/?"). (2)
ьегп

В частности, если р. есть мера Дирака, сосредоточенная в нуле, 
то

Т(1)х = 2 б 1 п (/г—/2]) .,. $1 п к(/п —кп)
“ ( С ''1 ) • • • ^ (^ п й п )

7\к)х.

Будем говорить, что если а,(а)^Ми) (/=1,..., п), и£Я՝ 
где функции ау(и) непрерывны, четны, выпуклы, монотонно возрас-

Теорема 2. Пусть г(А,)^к п\ Если ч^Е, ^£Л/а,
{ял}(Да> то справедливо равенство (2).

Теорема 3. Пусть -<У(А]Х2~ (/ = 1, ..., п). Тогда

1) если ч£Е, {а*}£/в, р(ДИа н(Х)=О при где б)1 = {՝£Кп,
М<?(>Ь)» У=С • • •»/?}, Qշ = {ЧRn. М<2*-''(АУ), /=Ь...,л}, гпо 
справедливо равенство (2);

2) если р£Ма, {аи}^1а. |л(Х)=О в некоторой окрестности мно­
жества С?1\С22, то справедливо равенство (2).

Замечание. Если г(Д7)^>2п п), то в предложениях
теоремы 3 равенство (2) принимает вид 7'(/)}л*х = 0.

Пусть теперь Л(/)£Л'* (/£/?")— линейный непрерывный функцио­
нал, удовлетворяющий условию Л(0)( 7'(^)х) = Л(/)(Т(0)х). Применяя 
функционал к равенству (1), учитывая его непрерывность, получим, 
что

/\(/)х = Л(0)Т(/)х = Л(0)(2 сь(() Цк)х) --=2 сДГ)Л(^)х.
ьегп

Аналогично, можно применять Л(0) и к равенству (2).
Таким образом, справедливо следующее
Следствие. В предположениях теорем 1 —3 выполняются 

равенства:
Л(/)х --2 скП)Х(й)х\ (Г)

А(/) ь*х = 2 аь(1)А(к)х. 
к^гп

(2')

19



Ниже рассматривается вопрос о справедливости неравенств: 

т(в») < (3)
(4) 

где ч(()—непрерывная положительная в /?" функция,
Р(^) = ({?*}к€г", Р*>0).

Если /С = 1п{||С||(„-£.<оо, где С-оператор, определенный равен- 
т,ес5<<?)₽ '
т] —1 на фг

ством С({£*})(0 = 2 —коэффициенты Фурье функции
кегл Р»«

(2к)?е'х'т;(Х),

1Գ^ = տսթ

<ն,Օհ(Օ
ь^а")

то справедлива
Теорема 4. Пусть г(А)Х* (/—1,..., п). Тогда

Следствие. Пусть г(А))<у՝ (/=1,..., п)- Тогда 
/ п г( 4 Л\ х / \ 18ир|Л(ф:|<(П ^^)2( 2 |Л(£)х|2 Г .

/е/?л \/-1 к / \кегп /
/ п г(А )\1

причем константа ( П ---- — ) —точная.
\у-1 /

Теорема 5. В предположениях пункта 3 теоремы 1, теоре­
мы 2 и пунктов 1, 2 теоремы 3 имеем

Следствие.

տսթ |Л(/)|1*х| /е/?п
Воронежский государственный университет

Տ. Վ. ՏԱՐԱՐԻԿՈՎԱ
Աբստրակտ ինտերֆեгЬնցիոն թեորեմներ

Ստացված են Մ. Կարտրայտի և Ս. Ն. Բերնջտեյնի վերջավոր աստիճանի 
ամբողջ ֆունկցիաների մասին թեորեմների աբստրակտ անալոգները և ընդ­
հանրացումները։

Թող տՀ~ր ւէ*Ւ բանաիւ ի տարած ութլոլն և ձյ * X ֊*֊ ճ (/ = 1, . . .. Ո) 
ղուլգ աո ղուլդ տևղաւիոի/ելի սահմանափակ օպերատորներ։ Նշանակենք

= Т($)=П Л(5/)
/-1

20



ո
= T(~s)x^ds)y a,(s)= sup ||7\(/շ)||, *($) = П «/(M, J 1ЛКМ1 /.1

Rn

որտեղ |JL*if քՀո~ում այնպիսի բորելլան չափ է> որ'

Ы»= J «(տ)|յւ(ժտ)|<օօ: 

Rn

Ս tn ա г] վ ած են

= շ ch(t)T(k)x, 
k£Zn

համաաաա աи քս ան

T(t)x= V Ck(t)T(k)X, երբ 
b£Zn

ն երկալացումները, ինչպես նաև tl-Д 1[ГШ

են իէ ադրութլոլննե րի դե պքոլ մ ներկա լաց ու մներ , երբ 7!<Հ^ 
/п// ալդ ներկալացա մներից ստացված են հետևլալ տիպի

ղԱահէս տ ականն ե ր 
\(t)x\Lq^Rn) с ^,44^).^; ||A(/)u*X|^ ՀBp>q\\(k)x՝\ip^

\
1երր \{է)-ն S{t)x^..\(Q)T(t)x=T(t)\(Q)x պայմա-

նին բավւսրարող ֆ ունկցիոնալ t‘ p-ի և q-ի արժե Հէնե ր ի հաԱ ար ^p.q

հաստատուսր ճշգրիտ
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Алгебраическое описание направленных графов

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 5/У1 1982)

Язык бесскобочной записи выражений Лукасевича (*) можно ис­
пользовать для описания входящих и выходящих деревьев (2), пос­
кольку выражению может быть поставлено в соответствие входящее 
(или выходящее) дерево и это соответствие взаимно-однозначно. Од­
нако для описания направленных графов в общем случае данный 
язык непригоден.

В настоящей работе обобщается язык Лукасевича, который при­
спосабливается к описанию конечных направленных графов вообще.

Рассмотрим счетное множество /=|х։, х2....... хп, элементы
которого назовем „вершинами*, а элементы множества /2—„дугами*. 
Определим понятие направленного графа (в дальнейшем —граф).

Определение. Базис индукции. Упорядоченная тройка 
<3¥={х}, Г = 0, Х^>, где А'С/, а К—упорядочение вершин из .¥, 
их исходов и заходов относительно конкретных вхождений дуг из 
Г (см. п. 2 индуктивного перехода настоящего определения), явля­
ется графом. В данном случае содержание У заключается в том, что 
вершине х приписывается некоторый номер п (п — натуральное чис­
ло), а ее исходам и заходам — нулевые номера.

Индуктивный переход 1) Если 0' = <Х', Г, У'^>— граф (А"СЗ 
СЗ/, ГСЗ/2, в Г допускается повторение элементов), то 6 = <А\ Г, 
У^> также является графом, где А' = Х'и|х) (х£/\А')։ а У получа­
ется из У' следующим образом: вершине х приписывается номер, 
который не был приписан вершинам X'՝ а нумерация остальных вер­
шин, их исходов и заходов остается неизменной. Вершине л* 
приписываются нулевые номера исходов и заходов.

2) Если О'—<^Х, Г', У'^> — граф, то С — <^Х, Г, У^> также 
является графом, где Г = Г'и{<х1։ х2>} (х3, х2£А\ хг и х2 необя­
зательно различны), а У получается из У следующим образом: дан­
ному вхождению дуги <хь х2^> приписывается номер исхода вер­
шины х, и номер захода вершины х2; вершине хх приписывается но­
мер исхода, превышающий на 1 номера исхода хх относительно 
вхождения дуги <^х1։ х^> в Г' (х необязательно отлична от х2), 
имеющей максимальный номер исхода; вершине х2 приписывается 
номер захода, превышающий на 1 номера захода х2 относительно 
дуги <х, х2^> в Г' (х необязательно отлична от х^, имеющей мак-
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симальный номер захода. Если Г' не содержит дугу вида <хь х^> 
-<<х, х2>), то вершине хг (X.,) приписывается номер исхода (захо­
да) 1.

3) Пусть С' = <^Х, Г, У^>—граф и <х1э х^>, <^хх, х'^>(Т (х 
и л՞' необязательно различны) являются конкретными вхождениями 
дуг в Г, относительно которых по У' вершине х' приписаны номера 
исхода I и у, соответственно. Если „поменять местами“ номера I и у, 
т. е. вершине хг относительно указанного вхождения дуги <^хх, х^> 
приписать номер исхода у, а относительно дуги <^хр х'^> —номер ис­
хода г, то полученная тройка Г, где У новое упорядо­
чение в соответствии с вышеуказанным изменением номеров исходов 
вершины хр является графом.

Графы С и О' называются изоморфными.
4) Пусть = Г, У'>-граф, и <х, х2>, <х', х2>£Г (х и 

х՛ необязательно различны) являются конкретными вхождениями дуг 
в Г, относительно которых по У' вершине х2 приписаны номера за­
хода I и у соответственно. Если „поменять местами" номера I и у, 
т. е. вершине х2 относительно указанного вхождения дуги <х, х2> 
приписать номер захода у, а относительно дуги <СХ, х2>—номер 
захода /, то полученная тройка 0=<^Ху Г, где Е новое упоря­
дочение в соответствии с вышеуказанным изменением номеров захо­
дов вершины х2, является графом.

Графы (] и О' называются изоморфными.
5) Пусть О'«=<А', Г, У'>—граф, и хр х2£Г. Пусть вершинам 

х։ и х2 по У' приписаны номера п и т соответственно. Если верши­
не хх сопоставить номер т, вершине х2—номер пу а номера ос­
тальных вершин оставить без изменения, то полученная тройка 0 = 
=<^Л', Г, У^>. где У упорядочение, полученное из У в соответ­
ствии с вышеуказанным изменением номеров вершин ду и х2, также 
является графом.

Графы О и О' называются изоморфными.
Для построения языка описания графа перечислим средства, поз­

воляющие кодировать любой граф конечной последовательностью 
символов. Фиксируем множество Л1 = (0, 1,2, ..., и с помощью 
его элементов построим объекты типов п^а-Ь} и п^-ь\ где л, а, Ьу

и конечные последовательности из этих объ­
ектов. В дальнейшем эти объекты будем называть символами. Сим­
волам сопоставим веса следующим образом: =а—1, ю(л^О)) = 
= —1. Весом последовательности символов 5152 ... назовем сумму 
весов этих символов

Л'

Описанием символа п^а’Ь) в последовательности $!$2 ... называется 
минимальный отрезок этой последовательности с весом —1, началом 
которого является В описании символа п°е(а'Ь} минимальный от­
резок с весом —1, непосредственно следующий за символом п՝уал,\ 
называется первой компонентой этого описания. Следующий за 
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первой компонентой минимальный отрезок с весом —1 называется 
второй компонентой и т. д. Тройка <уг, а, Ь^> называется 
параметром вершины х в данном графе О, если п—номер этой вер­
шины, а—число заходов, а Ь — число исходов этой вершины. Выра­
жение

[«А ... ....
'‘1 г • • > •

означает результат подстановки символов ).2, ..X* вместо ах> 
а2, ..., ак соответственно в последовательности $1։$2 ... $;у.

Определим понятие записи графа. Запись графа С обозначим 
А(О).

Определение. Базис индукции. Если (7 = <^{х}, 0, и 
вершине х в С приписан номер п, то Л((7) = /г°(0’0).

Индуктивный переход. 1) Если граф С получается из С' сог­
ласно п. 1 индуктивного перехода определения графа, и вершине 
х в С приписан номер /г, то

/?(0)-/г(0,)п°о(0'0).

2) Пусть определена запись Л(б'), и (7 получается из С' соглас­
но п.2 индуктивного перехода определения графа, где вершины и 
х2 в 0՛ имеют параметры <^п, а, Ь^> и </п, г, соответственно. 
Рассмотрим следующие возможные случаи:

а) х1=^х2 и Л((7') содержит символ п'^а՝ь\ Тогда в Л(С7') описа­
ние символа перемещается и помещается в конце описания символа 

затем символ п^а՝ь) заменяется символом пУ°-ь+1\ все символы / и и + I
заменяются на /г<,д>6+1) соответственно, а символы 

т"<с>^ и т^՛^ —на и соответственно. Далее,
если полученная таким путем из А(О') последовательность содер­
жит символ предшествующий некоторому символу в этой 
последовательности, то заменяется на за &^>Л) приписы­
вается отрезок последовательности символов, полученной из описа­
ния символа /г^5։Л) исключением этого символа, а описание символа 

заменяется символом /г(Д-Л). Последняя процедура производится 
многократно до тех пор, пока возможно ее осуществлять. Полученная 
последовательность символов является Л(С).

б) х^х2 и Л(С') не содержит символ п^а՛^ (следовательно со­
держит символ где £7^0). Тогда в /г(С7') в конце описания
символа прибавляется новый символ а затем все сим­
волы п{]^а՝ь\ п{“'ь> (0=^£, е'^Ь), и (О^С/, заменяют­
ся символами п^а‘ь+1\ п^։Ь±1\ + и соответственно. Полу­
ченная последовательность символов является /г(О).

в) х1 = х2. В й(О') в конце описания символа п°е{а'ь) прибавляется 
символ /2^+‘11/’+1), а символы п^а՛^ и п^՛^ (0^£, е'^Ь) заменяются сим­
волами п^а+1*А+1) и соответственно. Полученная последова­
тельность символов является Л(С).

3) Пусть определена запись Л(О') и а получается из О' соглас­
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но п.З индуктивного перехода определения графа. Пусть в О' вер­
шина А имеет параметр <и, а. 6>. В /г((7) символ п\аЛ» (или п^а-^) 
заменяется на (соответственно на л^)), а символ п<°-Ь) (или 
Ло(а,д))__на п(а.ь) (соответственно на п^а'ь>). Полученная последователь­
ность символов является Л((7).

Записи Л(С?) и Л(б) называются эквивалентными.
4) Пусть определена запись А(О') и О получается из О' соглас­

но п.4 индуктивного перехода определения графа. Пусть в в' вер­
шина х2 имеет параметр </п, с, </>. В Н(О') компоненты описания 
символа т^с,а) с номерами I и у поменяются местами (т. е. /-я ком­
понента пишется на месте у-ой компоненты, у֊я компонента — па 
месте /-ой компоненты). Далее, если полученная таким путем из Л((7 ) 
последовательность содержит символ п^-ь\ предшествующий некого- С
рому символу п^,а՝ь^ в этой последовательности, то п(“՝ь> заменяется 
на п^а’ь\ за приписывается отрезок последовательности сим во- 
лов, полученный из описания символа п^аЛ>} устранением самого 
символа а описание символа п°[аЬ} заменяется символом£ £
пЩ>\ Последняя процедура производится многократно до тех пор, €
пока возможно ее осуществлять. Полученная последовательность сим­
волов является Л(С).

Записи Л(Сг') и Л(О) называются эквивалентными.
5) Пусть определена запись /?(□') и С получается из С соглас­

но п.5 индуктивного перехода определения графа, где вершины л\ и 
х2 имеют параметры л, Ь^> и <^/и, с, соответственно. В 
й((7) символы п^а՛^ и (0<£, е'^о) заменяются на и
соответственно, а символы гп^с-а) и (0</, /'<՜^) —на п"У(л1} и 
п^,՝а) соответственно. Полученная последовательность символов являет­
ся А(О).

Записи Л(б') и Л(б) называются эквивалентными.
Теорема. Для того чтобы последовательность символов 

5252 ... $лг И)
являлась записью некоторого графа, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись следующие условия:

1) 10(5^2 ... 5Л) — — т, где т число символов типа п^а՝Ь} в (1);
2) ш(5г52 ... т для любого
3) последовательность (1) символы п^а՝Ь} (при некотором 

единственном е, и п^,՝Ь) (^^>0, е'£[\,2. ..., #}\{^}) содер­
жит или не содержит одновременно, причем каждый точно один 
раз, и п^а'ь^ предшествует в (1) всем п(^.՝Ь)\ в случае Ь—0 со­
держится в (1) однократно или вообще не содержится;

4) является символом типа п^а,Ь} и вес любого максималь­
ного отрезка последовательности (1), началом которого является 
символ типа п^а՝ь\ а остальные символы отрезка (если они име­
ются) — не этого типа, равен —1.
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Необходимость доказывается индукцией по построению графа, 
т. е. по числу применений п. 1—5 индуктивного перехода определе­
ния графа. Достаточность доказывается по длине Ы последователь­
ности (1).

Ереванский политехнический
институт им. К. Маркса

Շ. Ь. հՈԶՈՅԱՆ

Կողմնորոշված գրա ֆների հանրահաջվական նկարագրությունը

/՝ ան ա ձևե րի առանց փակագծերի գր ա ռմ ան Լո լկա и ևի չի լեզուն ընդհան֊
բացվում և հարմարեցվում է կողմնորոշված գրաֆների' տողով նկարագրու֊ 
թյոլնր: Ապացուցվում է թեորեմ, որր նշում է անհրաժեշտ ու բավարար

պայմաններ, որպեսզի սիմվոլների տված հ ա ջո ր գ ա կ ան ո ւթ յո լն ր լին ի որևէ 
կողմնորոշված գրաֆի նկարագրություն ։

Л ИТЕРАТУРА—ԴՐԱԿԱՆՈԻԹՅ Ո ԻՆ

1 Lukasiewicz, Sur la formalisation des theories mathematlques, Colloques inter- 
nationaux du Centre National de la Recherche scientifique, 36, Paris, 1950, 11 — 19 
(1953). 2 Ф. Харари, Теории графов, Мир, М , 1973.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՅՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ЬХХ\'1 1983 . I

УДК 536.21

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Р. С. Минасян

О плоском периодическом течении тепла в анизотропном 
призматическом теле

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 16/1V 1982)

В работе (*) дано решение задачи Дирихле для уравнения эл­
липтического типа с неразделяющимися переменными в прямоуголь­
ной области. В настоящей статье рассматривается задача плоского 
периодического течения тепла в бесконечном анизотропном призма­
тическом теле, ограниченном плоскостями у = 0, у — с1у х—шу=0, х— 
—<ау — Ь, когда имеются внутренние источники тепла, а на границе 
задано распределение температуры. Функция 77(х, у, г) распростра­
нения тепла в теле удовлетворяет следующему дифференциальному 
уравнению (2):

(1)

а также граничным условиям и условию периодичности

О’(х, 0, /)=50(х, /); и(х, ժ, Հ)==Տյ(%, /); /7(^у, у, О = 70(у, /);
,Հ ' ՜ (2)

и(Ь+^у, у, /) = 7\(у, /); С/(ху у, = У(ху у, /).

Здесь с—теплоемкость, о—плотность, гу(х, у, ^—интенсивность 
источников тепла, X*/. представляющие компоненты тензора второго 
ранга, являются коэффициентами теплопроводности (2՛3), причем Хп^> 
>0, л22>0. Предполагаем при этом, что (Х124-Х21)2—4ХпХ22<0.

Относительно граничных функций 5у(х, /) и Ту(у, /) предпола­
гаем, что они непрерывны в соответствующих областях и почти всюду 
обладают производной с ограниченной вариацией, а также что 5о(О, /) — 
= ^о(О, /), $0(д, О, /)-Т0(^, О, 5^4-^,
Что касается ^(х, у, /), то предполагаем, что она удовлетворяет ус­
ловиям Дирихле.

Прежде чем переходить к построению решения, аффинным пре­
образованием координат

X — шу=;; ?У = г1, (3)

|-/21)шЧ-/ շշՍՀ (4)
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рассматриваемую область преобразуем в прямоугольник со сторонами 
Ь и д1 = ^с1. В этом случае, обозначив

для и* (£, т], /) получим следующее дифференциальное уравнение:

ди* /д2Ц* п д2и* , д2и* ,1 . \ X = а( 2а ;------------ 1----- ); а— — . (6) 
д1------\ <7с2------------ д\дт\ дтр к / ср

Из (4) и (5) легко видеть, что |а|<П- Граничные условия согласно 
(2) и (5) примут вид

О = 5о*(М); ^*(0, /);
Г) = 7^(73, /), (7>

где

гь. И-
Применяя к уравнению (6) конечное комплексное преобразова­

ние Фурье по времени Л для изображения функции с7*(с, тп /) полу­
чаем дифференциальное уравнение

д2и,{ о д21Л , д21Л 1^ .. 1—--------- 2а --------  4------------------- и к —-------
дс2 д^д?1 дур а X

(8)

Здесь
6

9 I 

о

о

= 2-С да*(5, т„

о
При этом согласно формуле обращения (4) переход от изображения 
к оригиналу осуществляется рядом

т1’ 0= V г^е^и'.
— ОС*

(9>

Далее, следуя работе (]), представим функцию 
но в виде двух разложений в ряд

гд одновремен-

ОО
'б)= 2 /йу(?)81П-О-/)=- 

у-1

^/(’ОСОЗ^/Т), (10)

где
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2 (* 2 С /~/*/(0=т\ ^)51п-'Ут;<У1;; (Л(;, т,)созт/г;</>;; ֊7=^-.(Ц)
и ] ^1.1 ^<1о о

Для определения /*/;) и £к№) умножим уравнение (8) пооче- 
2 2

редно на —81П7/^^ и —соз^/гД^ и проинтегрируем от 0 до

Принимая во внимание граничные условия (7), имеем:

(12)

.Здесь обозначено: 

А/(&) ^)81пу/^4-7/[5<с°)(Е) — ( —1)'5^(;)];

(1.

| ^)соз7;-т#»;+2з4££՛>'(։)—(~И'-Ч՛’ (՝)]— •$£’(’) +

(13)
О

ди„ 5<3>(П = ди.'
д-г] Л" ։

«) =

Решая уравнения (12) и удовлетворяя соответствующим гранич- 
лым условиям для /к7(;) и £>/(?), получаем:

2зЬуь/(6—Д) [/М^СОЗаъО-?։)-
о

2зЬу^/; (

ь
+ — Г [/М^СОЗатД^—։)+<7/г/(;1)з!пя7,(;1—$)]зЬ^(*-?1)^1 ;и 15 

(14)

^4/($) = 2зЬ^-Ш Г Г(0)(71)СОз7дТ1_а։)^+ 1 ( [А/($1)з1па1/(6-(1) +

о О
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|-<7*/(?1)со5я-;/(Е—;։)]811՝'*/Мч + ~Ь>'* 1 7’<|)(^)со5-,-;(ай֊а? + г1)<Л,—
) Л^П^/О

О
ь
[^(Е1)з։па;,(^—;) ֊67^(;1)со377/(с1 — ;) |$Ь՝'Л/(/; —

где

Как видно из (14) и 
дят неизвестные значения

о
= ֊ С ^(г,,(/ = 0;1). (15>

О )
о

(13), в выражения для Д(;) и £■*/(;) вхо- 
5{(2)(;) и 5^(;). Для их определения потре­

буем, чтобы вторым представлением (10) функции ?]) также вы­
полнялись граничные условия задачи на = 0 и 7} = ^:

—֊ +2 ^֊ + ^(-1)'Л(։)=5'։"(։). (16)
2 /-1 2 /»1

Умножим оба уравнения (16) на —знъ/;<Д, где , и проин- 
Ь Ь

тегрируем от 0 до Ь. Замечая, что ряды (16) сходятся в (0, Ь) рав­
номерно, вследствие чего возможна перестановка знаков суммы н 
интеграла, после некоторых преобразований получим

л О) — —Лд '2
СЬ՜*/^ —( — 1 )(ЛСО82^/^ 

^15 Ь 1
_____ :________ ь ом

а / Г1
(П)

Здесь введены следующие обозначения:

I/ 
о

РЙ»=֊2г*-*г СЬт|,(</։— (— 1 )'1СО5а^;б/1 да*' -г да. о- 
и ш о * •

ь

-(’да(о+(֊п’‘х 
о

0+(_!)■>$;((), о-(-1)^+'5;(Л, /))Л

Х(81П</7]5ЬтЛ/(б/1-т/)—(— 1)!Х51П7.’',/(б/1—д)5Ьтк^)4-т/։Г;/(сО5а;^сЬт/г/(б/1 — т^) —
Ь (11

— ( — О^СОЗачД^! —д)сЬт^7]) ^)[81П^(а7} + ;)5Ьт|։/(^1—V/) —
о и
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(18>( 1) 81П-./(։4/։ Ят; ՝)8Ь*л;т։| -|- /

В свою очередь, т™ и согласно (18) и (14) определятся ид 
следующих соотношений:

отЮ=г—4а-ф сЬ**,£ — ( — 1 ),со5я-7,(’

где Р('> = — */
I

о

65114/6

+ Г () + (— 1) 1Т^ ՛ (7]) )СО87/^
• > о

֊( — Ь^па?/^—4֊ •7/>л/(соза7/ссЬ‘/Л/(^ -;)—(— \)1соз^/(Ь —

[ ТТ'МН— О'Ль} (^)Ь1п7/^+ 
о

—?)сЬ>л/с) б/;

т|)[81п7/(а; + 7з)5Ь՝-’Л/(/? —Е)—(— 1)/51П7/(я/> — а;—^)з11*лД

(20)

Таким образом, для определения неизвестных постоянных п('^ и
получили совокупность бесконечных систем линейных алгебраичес­
ких уравнений (17) и (19). Для исследования этих систем оценим
предварительно сумму модулей коэффициентов при 
каждом из уравнений. Рассмотрим, например, сумму 
фициентов в &/-ом уравнении системы (17):

неизвестных в
к о эд

’ММ? |сЬт^1—( — р^созач^!!

модулей

(21)

Производя оценку суммы (21), получим, что
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Аналогичную оценку получаем и для системы (19). Таким об­
разом, системы (17) и (19) вполне регулярны. Свободные члены 
и согласно предположениям относительно функций /), 7)(у, 
/) и /ш(х, у, £) ограничены в своей совокупности, и из теории беско- 
нечных систем (5) следуют существование и единственность ограни­
ченного решения полученных систем и сходимость метода последо­
вательных приближений.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

1К и. ՄԻՆԱՍՅԱՆ

Անիզոտրոպ պրիզմատիկ մարմնում ջերմության հարթ պարբերական 
հոսքի մասին

Հողվածում դիտ արկվում է զու դահե ռագծային լայնական հատվածքով 
անվերջ անիզոտրոպ պրիզմատիկ մարմնում ջերմության հարթ պարբերական 
Հոսքի խնդիրը, երբ մ արմն ում դործում են պարբերաբար փոփոխվող ջեր֊ 
մության աղբյուրներ, իսկ եզրում տրված է ջերմ ության բաշխումը։

Աֆֆին ձևա փ ո խության միջոցով հատվածքի եզրադիծը վերածվում է 
ուղղան կյան, որից հետո կիրառվում է Ֆուրյեի վերջավոր կոմ պլեքս ձևափո­
խությունը, ապա հետևելով խ) հոդվածի, լուծումր որոնվում է շարքի միա­
ժամանակ երկու տեսակ վերածման միջոցով, որոնց գործակիցները որոշվում 
են գծային հանրահաշվական հ ա վւս ս ա րոլմն ե ր ի լիովին ռե գուլյա ր անվերջ 
սիստեմներից։

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 Р. С. Минасян, ДАН АрмССР, т. 23, № 4 (1956). 2 Г. Карслоу, Д. Егер, Тепло­
проводность твердых тел, Наука, М., 1964. 3 Дж. Най, Физические свойства кристал­
лов и их описание при помощи тензоров и матриц, Мир, М., 1967. 4 К. Дж. Тран- 
тер, Интегральные преобразования в математической физике, Гостехиздат, М., 1956. 
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հայկական սսհ գիտոիթյոիններն ակադեմիայի ջեկոիյցներ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Լ\ճ\-1 1983 ՜՜ ՜ւ

УДК 539.374

МЕХАНИКА

Р. М. Киракосян, В. Н. Минасян

К проектированию равноизгибаемых однослойных 
идеально-пластических пластинок

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 7/У 1982)

В работе О доказано, что интеграл от квадрата толщины идеаль­
но-пластической однослойной пластинки достигает своего наимень­
шего значения при ее равноизгибаемости. Непосредственные вы­
числения показывают, что объем равноизгибаемой пластинки или 
совпадает с минимальным объемом соответствующей гладкой пластин­
ки, или практически не отличается от него. Критерий равноизгибае­
мости не зависит от искомой толщины и внешних нагрузок пластинки, 
что существенно упрощает задачу. Толщина равноизгибаемой пластин-
ки изменяется сравнительно в малом промежутке и пластинка полу­
чается более плавного профиля. Равноизгибаемость сглаживает также
влияние анизотропии материала, в силу чего анизотропная пластин­
ка в некотором смысле приближается к изотропной.

В настоящей статье в декартовых координатах приводится разре­
шающая система уравнений задачи проектирования равноизгибаемых 
однослойных пластин, изготовленных из идеально-пластического орто­
тропного материала. Рассматриваются гладкая и кусочно-линейная 
поверхности текучести. При условии текучести Треска задача сводится 
к известной краевой задаче для уравнения Пуассона. В качестве при­
ложения решается задача для эллиптической пластинки.

1. Рассмотрим произвольную в плане однослойную пластинку, 
изготовленную из ортотропного идеально-пластического материала. 
Оси декартовых координат х, у, г направим по главным осям анизо­
тропии материала. Пусть пластинка при заданных граничных усло­
виях несет поперечную нагрузку постоянной интенсивности д. Опре­
делим толщину 2Л, обеспечивающую равноизгибаемость пластинки.

Условие текучести пластинки в пространстве моментов Мг» Му, 
представим в виде

(Н-\- Շ) М -Ь (Н + Л) М } - 2НМХ М у+2 ММ1У - հ* = 0, (1.1)

где постоянные //, О, У7, У выражаются через пределы текучести 
материала а5у, и (•).

Используя ассоциированный закон течения, из условия равноиз- 
։и1)аемости (г) и уравнения равновесия дифференциального элемента 
пластинки получим следующую разрешающую систему:
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/д2ы.՝\2 /д2тя)\՝ д2ю д2ю ./ д2м \2
Я1---- ) “1-а2 т— 1 -Нз------------- Н4(------ 1=1,\дх2 / \ду2 / дх2 ду2 \дхду /

/„ о2та г? та \ д-7 , _ д2та дЧ , /„ д2та2з,----- {-я,-—-------И8-----------------Н 2ао----
\ дх2 ду2 /ох2 дхду дхду \ ' ду2

(1.2)

д2та\д2А 
дх2 / д у2 дх

+ (4֊Н3)
ч о3щ 

- 
ду3

о3та 

дх2ду
о*м 

а) — дх4

(4+аз) ----------- Н2----  дх2ду2 и ду* (1.3)

Здесь приняты обозначения:
2Ы(Н+С) 

го+ан֊\-нр ’
2^(Hл-F)

(1-4)
<\\ГН И2

2д/2М ’
та—скорость прогиба пластинки, с—произвольная положительная пос­
тоянная.

Таким образом, задача проектирования равноизгибаемой пластин- 
ки с гладкой поверхностью текучести (1.1) сводится к интегрированию 
уравнений (1.2), (1.3) при соответствующих краевых условиях.

2. Рассмотрим шарнирно опертую по контуру эллиптическую плас­
тинку с полуосями а и Ь. Уравнения (1.2), (1.3) допускают решения

г/2Ы агЬг (у*2 у2
2/з1Л4 + а,а2Лгч-я,а4 \ «‘ &2Л • V 1

(2.1)

(2.2)

мх
Му

где V — объем пластинки.

2а1^24-я1а21 м_
2а2и2-(֊а,/?“ 1 о

(2.3)

В случае круглой пластинки 
вид

(а = Ь^Д) решение задачи имеет

Здесь /?—радиус, г — расстояние от центра пластинки. Из (2.4) и 
(2.5) видно, что толщина и скорость прогиба круглой пластинки не­
смотря на прямолинейно-ортогональную орто|р>пию материала зави­
сит только от радиальной координаты г. Равноизгибаемость в данном
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случае настолько сглаживает влияние анизотропии, что поведение 
пластинки становится осесимметричным и пластинка приближается 
к изотропной. Однако влияние анизотропии материала полностью не 
исчезает. Например, в центре пластинки изгибающие моменты Мл и 

принимают различные значения.
Решения для изотропных пластинок можно получить из (2.1) — 

— (2.5), полагая в них

(2.6)

Для эллиптической пластинки имеем

Равноизгибаемая круглая изотропная пластинка совпадает с пластин­
кой минимального объема (3).

3. Принимая условие текучести Треска для идеально-пластиче­
ских изотропных пластинок положим (рисунок)

Условие равноизгнбаемости и уравнение равновесия пластинки при­
водятся к виду

где
дх2 ду2

дЧ
дх2

(3.2)
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/ = (3.3)
г 7

Таким образом, задача проектирования равноизгибаемой пластин­
ки при условии текучести Треска и допущении (3.1) сводится к крае­
вой задаче для уравнения Пуассона. Полученные решения следует счи­
тать пригодными, если они не противоречат ассоциированному закону 
течения, т. е. если вектор скоростей обобщенных пластических дефор­
маций

х (3.4)
нигде не выходит из прямого угла АВС (рисунок).

Рассмотрим шарнирно опертую эллиптическую пластинку с по­
луосями а и Ь. Решения уравнений (3.2) имеют вид

(3.5)

Так как
д2т) сЬ2
дх2 зДа24֊62)

д2ю са2
ду2 о3(ц2Т֊/>2)

(3.6)

то вектор (3.4) во всех точках пластинки находится в прямом угле 
АВС, составляя с осью Мх постоянный угол

(3.7)

Таким образом, ассоциированный закон течения имеет место и ре­
шения (3.5) действительны.

С помощью (3.5) и (3.3) находим

(3.8)
Эти результаты совпадают с аналогичными решениями, найденными 
для пластинки минимального объема -(4՛5).

Сравнивая (3.8) с (2.7), заключаем, что, как и следовало ожи­
дать, толщина и объем эллиптической пластинки при условии текуче­
сти Треска получаются больше, чем при гладкой поверхности теку­
чести. На самом деле, отношение этих величин

(3.9)

равняется единице лишь для круглой пластинки. Максимальная раз-

ница получается при----- >0 или —
Ь Ь

оо и не превышает 8%.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР 
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Ռ. Մ. ԿԻՐԱԿՈՍՅՍԼՆ, Վ. Ն. (ՈԴԱՍՅԱՆ

Հավասարաչափ ծովող միաշերտ իդեա|ական սալերի նաիւաղծման մասին Ա||աստիկ
Միաշերտ իդեալական պչաստիկ սափ հաստության քառակուսու ինտե­

գրալն իր ամենափոքր արծեքր ստանում է հավասարաչափ ծոման ղեպրոլմ 
Անմիջական հաշվարկներր ցույց են տափս, որ հավասարաչափ ծովող սափ 
ծավալր կամ համրնկնում է համապատասխան ողորկ սալի մինիմալ ծա­
վալի հետ, կամ նրանից գործնականում չի տարբերվումւ Հավասարս։ ափ 
ծռման հայտանիշր կախված չէ որոնվող հաստությունից և սպփ վրա ադղող 
բեռից։ Այղ հանգամանքն էապես հեշտացնում է խնգրի լուծումր, Սափ հաս-
տությունր փոխվում է փոքր միջակայքում, որի շնորհիվ սայր ստացվում է
ավեփ ողորկ։ Հավա սարտչափ ծոումր հարթեցնում է նաև նյութի անիդ
սէրոպության ա դդե ց ո ւթ հո ւն ր ։

Լստ հավասարաչափ ծոման հայտանիշի, միաշերտ իդեաքական պ/աս- 
տիկ սալերի նախագծման խնդիրք բերվում է ոչ գծային դիֆերենցիալ հա- 
վասարոլմների համակարգի նկատմամբ եգրային խնդրի։ Որպես կիքառու- 
թյուն լուծվում է էլիպսական սալի նախագծման խնդիրք նյութի Հոսունու­
թյան ողորկ և կտոր առ կտոր ողորկ մ ա կ ե րև ոլյթն ե րի Համար։ {Քննարկվում 
են ստացված արդյունքն երբ։

Л ИТЕРАТУРА—ԴՐԱԿԱՆՈՒ^Յ II Ի Ն

'Р. АГ Киракосян, ДАН АрмССР, т. 72. № 5 (1981), 2 Н. Н Малин.н При 
кладная теория пластичности и ползучести, Машгиз, М„ 1975.3 £. Мгог. Рогрг. 1пгуп . 
114, 1958 4 В. Прагер, Проектирование пластинок наименьшего веса Сб черевоточ 
Механика. № 6 (40) (1956). 5 М. И. Эстрин, В кн.: Новые методы расчета строитель 
ных конструкций, Издательство литературы по строительству, М.. 1971.
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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Академик АН Армянской ССР А. Г. Назаров, В. Л. Мнацаканян

О построении индикаторных кривых для динамических 
процессов в механических системах .

(Представлено 2б/\Ч 11 1982)

Насколько нам известно, впервые построение индикаторных 
кривых для динамических процессов в состоянии, приближающемся 
к резонансу, дано Э. Е. Хачияном и М. Г Мелкумяном (’) при рас­
четной схеме

п
У /п,у' + /?я(у*—уя_,)-|֊Ся(ул—у)1_1) = Р(0, «=1, 2 ... П.
I = 1

Здесь приводится решение этой задачи в самой общей поста­
новке, когда реакция системы со многими степенями свободы есть 
некоторая функция от смещений и скоростей при произвольной внеш­
ней нагрузке. Для простоты рассмотрим коне ильный брус с сосредо­
точенными грузами в точках Х/<, подверженный воздействию сей­
смических сил 5* (рисунок).

I

Расчетная схема сооружения

Здесь Хо(/)—смещение грунта при землетрясении, Хл(/)—сме­
щение точек Хд.(/) рассматриваемой системы за счет ее деформации.

Исходя из равенства и противоположности внешних сил 5/ и• •
внутренних сил типа <Р/(у/—У/-։; у/—У/֊1) можно записать при ти^=.(^

Зп — л 4՜ Хо) = «рл( А л—Хя_1, Хл — Хл—1)
• • • • • • • • • • 4 • •

38



Зк = ֊тп(Хп+'Х^—тп.х(Хп^^Х^...֊тк(Х^Х^֊֊֊^^Хк֊Х^хл 
Х^֊Хк-\) (1)

\ ~ п(Xп-{-Xо) Мп—1(Xп—1 4՜ А*о)— • • • —тк(Хь-\-Хц) —

■ • • • ^1(^14"А^0) = «р1(/\1։ Хг).
В случае действия на систему внешних переменных. сил Р(() к 

члену выражения (1) следует добавить Рл(О4-Рл֊1(О4՜ . . . 4-РЛ(/)

— тп(Хп-\-Х0) тп—\(Хп_\-[-Хо) — Мк(Хь 4- Хо) 4՜ Рп~\~Рп-х 4՜ -\~Р*-
Уравнение (I) учитывает механические свойства материала кон­

струкции в общем виде.
Здесь мы не останавливаемся на технике получения значений е • • • •

Хй(/), Хк((), Л\(£), АГ0(О, Рц((). Они могут быть получены разными 
приемами в зависимости от приборов и вычислительных средств, ко­
торыми располагает экспериментатор, и в зависимости от того, про­
водятся ли эксперименты в лабораторных условиях, когда Землю 
можно принять за неподвижную систему отсчета, или когда такой 
системы отсчета поблизости нет (например, при землетрясении).

Пусть заданы интересующие нас функции в табличной 1 орме вт

зависимости от моментов времени Количество подразделений 1, за-• •
висит от быстроты изменений функций Ао(^) и (рисунок). Тогда 
для каждого груза (Д путем простых вычислений можно составить 
необходимые для дальнейшего таблицы. Здесь приводим схему такой 
таблицы. Начало отсчета I отнесено к началу записи динамического 
процеса.

• •
Схема таблицы значений /. Л*. Хк—Хк~\, Хк — Хк-1 для груза Ць

Номер 
точки оси вре­

мени

Время, отсчи­
тываемое от 

начала записи

Динамическая 
сила, действую­
щая в точке к

Хк(Г)-Хк-\Ц)

О 
I 
2

ц

5',

5/ к

Ха(/0)-**֊1(М
Хк((1} — /¥й-1(О
Лл(/з) — Л«—1(^з)

Хь(О)-Л’ь-1(О)

Лй(/0)-Л«_1(/0)

Хй(/2)-Л-1(6)

Хк((1) Хь-М)

Хл(/)-А'а-1(О

^2
• Ф

Рассмотрим теперь трехмерную декартовую систему координат. • •
За оси аргументов примем переменные (Хь —А\_։) и (Л'л—Ла-т), а 
вдоль третьей (вертикальной) оси отложим соответствующие значения 

Соединяя между собой соседние точки, получим пространствен­
ную кривую Зк(Хь — Х/<_1, Хк—Х^-]). Она представляет собой инди­
каторную кривую, зависящую от приращения смещений и их скорос­
тей. В таком виде индикаторная кривая неудобна для построений. 
Эту кривую можем спроектировать на плоскость (Ль—Ль-Г, £*) и 
(А*—Хп֊\\ 8/г).

В результате получим две плоские индикаторные кривые (Хк —
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• •
— А\-1; 5н) и (Л\—А\_|, 5Д однозначно характеризующие простран­
ственную индикаторную кривую. Точнее, мы подучили одну и ту же 
индикаторную кривую, хотя внешне они сильно отличаются друг от 
друга, так как X и X связаны между собою определенной функцио- • •
нальной зависимостью для каждой заданной акселерограммы Х(О- 

Приведенные здесь построения послужат основой дальнейших на­
ших исследований динамических свойств материалов и конструкций.

Ордена Трудового Красного Знамени 
Институт геофизики и 
инженерной сейсмологии
Академии наук Армянской ССР 
Филиал ВНИИАЭС

հայկական ՍՍ2 ԴԱ ակաղԼմիկոս Ա. Դ. ՆԱՋԱՐՈՎ, Վ. Լ. ՄՆԱՑԱԿԱՆՅԱՆ

Մեխանիկական սիստեմներում դինամիկական վիհակների հ ա մ' ա ր
ինդիկատորային կորերի կաոուցման մասին

Աշխ ատ տնքում փորձնական տ վյա լն երի հիման վրա բերվում է ինղիկա֊
տ որային կորերի
(1) դիֆերենցիալ

կառուցում ր , օգտվելով ա մ են ա րն դհ ան ո ւր տեսքով տրված 
հավասարումներից։ Աղյուս ա կի սխեմայի նկ» 2 հիման

վրա կազմվում է Տհ տարածական ին դի կա տ ո րա յին կորր' կառուցված Хк — Хк :
դեֆո րմ ա ց ի ա յի և X/։—X/г.^.\ դ ե ֆ որմացի այի արագության հիման վրա:

Այս տարածական ինգի կատորային կորի պրոյեկցիաները —Տ) և 
(.<£--- Տ) հ ա րթութ յունն ե րի վրա բերվում են հարթ ինդիկատորա լին կո֊
րերի (ուժ—դեֆորմացիա) և ուժ—գեֆորմ ացիայի արագություն։

Այս կառուցումները հիմք կհանդիսանան մեր կողմից նյութերի և կա­
ռուցվածքների դինամիկական հ ա տ կո ւթ յո ւնն ե ր ի հետագա հետազոտման 
համար։

Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆ II Ի1*ՅՈ1’Ն

1 Э. Е. Хачиян, М. Г. Мелкумян, ДАН АрмССР, т. 74, № 2 (1982).
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МЕХАНИКА ГРУНТОВ

Г. Ф. Рустамян

Линейная одномерная задача уплотнения газосодержащего 
глинистого грунта при степенном законе ползучести скелета

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Г. И. Тер-Степаняном 4/1V 1982)

Уравнение фильтрационного уплотнения водонасыщенного гли­
нистого грунта с учетом сжимаемости газосодержащей воды при ус­
ловии несжимаемости твердых частиц, неизменяемости коэффициента 
фильтрации, /=соп81 и 1 4-е = 1 -1-еср (£—коэффициент пористости) за­
писывается в следующем виде (1>2):

де 1 др _ Ц-еср д2р I ср ,
д( К» дг2

где р—дополнительное давление в поровой воде; 1 Кп^а^,—коэффи­
циент сжимаемости поровой воды; -[и,—удельный вес воды.

Решение дифференциального уравнения (1) получено А. Л. 
Гольдиным (3) и 3. Г. Тер-Мартиросяном (2). Для выражения де­
формации скелета грунта во времени они, следуя В. А. Флорину, ис­
пользовали линейную теорию упруго-ползучего тела Г. Н. Маслова — 
Н. X. Арутюняна (без учета старения материала), где мера ползу­
чести принята в виде экспоненциальной функции (4).

Экспериментом установлено, что кривые меры ползучести ске­
лета глинистых грунтов при одномерном уплотнении хорошо аппрок­
симируются в виде (5):

(2)
В настоящей работе сделана попытка решения линейной задачи 

одномерного уплотнения водонасыщенного глинистого грунта при 
степенном законе ползучести скелета (2).

Используя уравнение теории старения, изменяемость коэффи­
циента пористости грунта при линейной ползучести записывают в 
следующем виде (5):

е0—е--=а^ • а1фСе(О •
где

СД/) = С(О . (14-^о) = ^о^(И֊^о)==^^>

^—коэффициент мгновенной сжимаемости (деформации) скелета. 
Подставляя выражение (3) в уравнение (1), получаем:



(4)/р 4/"։) 4/m-։ I e a 14-£Cp , d2p
I ( I A /■ < f л 1 L ! II J 1 СлГП c< 1?» К ’ _

df dt ~a. dz'
Из уравнения равновесия имеем

(5)
где д = соп51 — величина внешнего давления; р({) — поровое давление 
в воде; оД/)—эффективное давление, передающееся на скелет грун­
та.

Подставляя значение ах(/) из уравнения (5) в (4), получаем не­
однородное дифференциальное уравнение с переменными коэффи­
циентами

— (a0+Atm -\֊eCp‘aw)+A-tm-}-mp — Atm~ x-m-q = —gcp k .
dt dz*

Граничные условия во всем процессе уплотнения будут (2):

(7)

Начальное условие получено из условия отсутствия фильтрации 
в момент приложения нагрузки, когда имеет место равенство дефор­
маций скелета и поровой жидкости (2):

/ДО) = 7 (8)

где рс—начальный коэффициент порового давления; е0—начальный 
коэффициент пористости до приложения нагрузки.

Решение уравнения (6) с начальными и граничными условиями 
(7) и (8) ищем в виде

/?(z, t)= V /՝„(£) • sin -—— z. 
fi •- 1,3..* • fl

(9)

Подставляя решение (9) в уравнение (6), получаем следующее 
уравнение:

rn(t) • sin^-z-F p(Z) V 7’„(/). Sinг- 
п- 1,3... h лЛ

-?(zk = c;,v гл(оГ—^Ysin^-z,
Гез... \ Л / Л

(10)

где

а(О=а04-Л • (пЧ-еср ■ aw;
$(t) = A ■ tm~l ■ m, 

14՜ &cp I Cp — ---------- к,

Разложив постоянную величину q в ряд синусов 
47 ' 1 тс . пq =—У —sin------ z
“ п 1,3... л А

и подставляя это разложение в уравнение (10), получаем 
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V а(О.7пЮ?51п1֊±г+ V
л-1,3... Л л-1.2... И

(12)

Из (12) получим

(13)

Обозначая в (13)

(14)

получаем дифференциальное уравнение

Тл(/)4-£(П • Тл(/)֊р(/) = 0, (15)
решение которого, как известно, записывается в следующем виде (в):

-Сь(о^/ 1 в(о<н
Т„(/) = е • [Ж)-е сИ+С'\. (16)

Заменяя в (16) неопределенные интегралы определенными интегра­
лами с переменным верхним пределом, получаем

/ г՛
—j В(и)Ви \ В(и)(1и

() I (I
7'„(/)=е [((?(г>) -е </и+С'|, (17)О

где С'—постоянная интегрирования.
Для определения С из уравнения (8) и (9) имеем

V Т’„(О)-51П-—-г=ро-д. (18)
771.3... Ь

Разложив 30 . д в ряд синусов

подставляя это разложение в (18) и приравнивая соответствующие 
коэффициенты в правой и левой частях уравнения, находим следу­
ющее начальное условие:

Тл(0)= (19).
- • п

Подставив (19) в уравнение (17), находим
с,_ 43О • 7 (20)

77 • П

’Следовательно
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Т„(/) = е
7է • Ո

(21)’
о

а из (9) с учетом (21) будем иметь

ք Ջ(ս)մՔ

е° ժս+ ■ <!
к • Ո

тг • Ո տ1 п------ г,
հ

(22)

где функции В{и) и СЦъ) определяются по формулам (14).
Уравнение (22) характеризует изменение порового давления в 

слое грунта толщиной /г во времени с учетом ползучести скелета 
грунта и сжимаемости жидкости.

Для определения перемещения границ 
пользуемся известной формулой осадок (7)

уплотняемого слоя вое֊

(23)

где е0—начальное значение коэффициента пористости.
Подставляя в уравнение (23) выражение е0—е из (3), имеем

Տ(Ո^ ——
1+^о

հ 
г»

յՀՀ г)(я0-НЛ • է"’)ժշ,

О
где

°1(*, г) = ^֊р(Л г).
Тогда для определения осадки слоя толщиной И получим

\4֊թ{է, г)]^=

հ 
/ •

1 բ(է,

О

Автор выражает глубокую благодарность 
мощь при выполнении настоящей работы.

(24)

С. Р. Месчяну за по֊

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

Դ. Ֆ. ՌՈԻՍՏԱՄՅԱՆ

Ղազ պարունակող կավային գետնանայի միաչափ խտացման 
խնդիրթ կմախքի սողքի աստիհանային օրենքի դեպքում

Հո գվածում բերված է ր1սյՂ шРпւնա կոՂ ջրահադեցված կավային գետ֊ 
նահողի միաչափ խտացման խնգիրր, որի կմախքր ենթարկվում է աստիճա-

44 



նային օրենքին։ Ընդունված է, որ ծակոտինային ջրի շարժումը ենթարկվում 
է Դարսիի օրենքին, բացակայում է ճնշման սկզբնական գրադինտը և կը֊ 
մախրի սողքը գծային է։

Ստացված են ծակոտինային ջրում առաջացող հավելյալ ճնշումների և 
շերտի տևական նստվածքը որոշելու բանաձևերը։
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ЭНТОМОЛОГИЯ

С. М. Яблоков-Хнзорян

Новый вид хруща из Армянской ССР 
(Coleoptera, Scarabaeidae)

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР С. О. Мовсесяном 2/11 1982)

Amphimallina helenae lablokoff-Khnzorian sp. nov.
. Армянская ССР: I lop Амберг выше Антарута (Аштаракский 

р-н), у нижней опушки порослевого дубового мелколесья, 4 самки 
(голотип и 3 паратипа), выведенные из личинок Е. К. Эртевцян по 
личным сборам от 18/V 1977. Эти личинки окуклились 14--18/VI, 
имаго появились 7 —10/VII. Все типы в коллекциях Института зо­
ологии АН Армянской ССР.

Сверху тело красно-бурое, лобный киль и передний край налич­
ника черно-бурые, переднеспинка со слабо осветленным боковым 
краем, включающим более темное пятно, с узким дискальным пят­
ном, надкрылья с осветлениями. Низ тела желто-бурый с затемне­
ниями на переднегруди. Щупики и усики темные, кроме светлых 
последних члеников жгутика. Ноги желто-бурые с затемнениями. 
Волосистость беловатая. Длина (14) мм (рис. 1).

Глаза слабо выступают из контура головы. Лоб волосистый, с 
крупными, частично сливающимися точками на гладком фоне, меж-
ду глазами с высоким гладким килем, прерванным у середины, пе- 
ред ним лоб спадает круто до вдавленного наличника, отграниченно­
го цельным швом, резко приподнятым вдоль двухлопастного перед­
него края, ’усаженного ресничками по всей длине (выемка между 
лопастями слабая, у разных особей несколько изменчивая, но всегда 
четкая). Наличник с вдавленной крупной округлой точечностью 
сверху и на переднем скате. Этот скат отвесный, построен так же 
как у близкого рода АтрЬ1ша11оп Гак., с такой же вырезкой для 
верхней губы, которая, однако, выступает сильнее, а скат относи­
тельно длиннее. Последний членик челюстных щупиков крупный, 
яйцевидный и остроконечный, с крупной овальной ямкой (рис. 1, в). 
Усики (рис. 1, б) типичные для рода, но их членик 2 своеобразно 
вз 1ут у вершины и сильно сужен у основания.

Переднеспинка окаймлена по всему контуру, крупно, неравно­
мерно, негусто, вдавленно точечная на гладком фоне, с немногими 
торчащими волосками, ее передний край гладкий, слабо дугообразно 
изогнутый, передние углы тупые и закругленные, слабо выступаю­
щие, боковой край слабо закруглен, точечный и поэтому выглядит
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зазубренным, с бахромой из длинных ресничек, задние углы тупые 
и закругленные, но намеченные, основной край гладкий и двувыем­
чатый. Щиток крупный, шире длины, почти голый, рассеянно точеч­
ный на нежно шагренированном фоне. Надкрылья в рассеянной то-

Рас. 1. АтрЫтаШпа йе1епае Кйпл , §р. поу.» голотип; а—габитус; 
б—левый усик; в—левый тупик; г—правая передняя нога; 

д—коготок; 2—пигидий

чечности, слегка более мелкой, чем на переднеспинке, на гладком
роне,ЗЕ в очень короткой и изреженной волосистости, с 3 парами
гладких плоских ребер, укороченных у их обоих концов, и следом 
4-й за плечами, боковой край опущен и слабо распластан за середи­
ной, с единичными короткими ресничками. Сзади надкрылья обруб­
ленные, с резким и тупым пришовным углом. Плечевые бугорки 
резкие, крылья слегка укорочены (самка). Пигидий плоский, голый, 
негусто поверхностно точечный на гладком фоне (рис. 1, е). I рудь, 
в особенности заднегрудь, в очень густой и длинной волосистости. 
Брюшко довольно густо, недлинно волосистое, волоски торчащие. 
Передние ноги (рис. 1, г) толстые, копательные, их голени с 3 
крупными зубцами, срединный зубец приближен к основному. Сред­
ние и задние голени снаружи с резким цельным косым килем, сбо­
ку выступающим зубцеобразно. Шпоры и коготки типичные для ро­
да (рис. 1, д).

Этот вид — типичный представитель небольшого рода АтрЫ- 
птаШпа ИеШ., 1905, близкий к Атр1йта1|оп Еа1г., но отличающийся 
от всех прочих близких родоватрибы КЫ2О1го£1ш восьмичлениковыми 
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усиками. До сих пор в нем было описано 2 вида, оба по единствен­
ному самцу, первый из них — A. jenrichi Rtt., 1905, описан из 
Уральска, второй — A. arnoldii Medvedev, 1951, — из „Ленкорани, 
Талышского хребта44, по сборам К. В. Арнольди в мае 1936 г. Пос­
кольку у близких форм половой диморфизм выражен часто сильно, 
то установление настоящих видовых отличий нового вида возможно 
лишь предварительно, согласно следующей таблице:
1(2) Последний членик челюстных щупиков узкий. Лоб между гла­

зами со слабо зазубренным поперечным килем. Переднеспинка 
в негустой двойной точечное™ и редких длинных волосках. 
Тело светлое, его длина 14 мм • • • 1. A. jenrichi Reltt.

2(1) Последний членик челюстных тупиков крупный, заостренно-яй­
цевидный, с крупной ямкой. Киль лба незазубренный. Перед­
неспинка в однородной точечное™.

3(4) Лоб между глазами с 2 резкими морщинистыми поперечными 
килями, отделенными поперечной бороздкой. Переднеспинка 
густоточечная и густоволосистая. Надкрылья в таких же круп­
ных и густых точках, как переднеспинка, с многочисленными 
волосками. Тело светлое, его длина 16 мм.....................

2. A. arnolldli Medvedev
4(3) Лоб между глазами с одним гладким килем, прерванным у се­

редины. Переднеспинка негусто неравномерно точечная и рассе­
янно волосистая. Зубцы передних голеней много крупнее. На 
надкрыльях точечность немного мельче, чем на переднеспинке, 
волосистость изреженная. Сверху тело темное, его длина 14 мм

...................................................................... 3. A. helenae Khnz. sp. nov.
От прочих видов новый отличается также своеобразным строе­

нием второго членика усиков. Он назван именем Елены Карапетовны 
Эртевцян.

Институт зоологии
Академии наук Армянской ССР

Վ. Մ. ՅԱԲԷՈԿՈՎ-ԽՆՋՈՐՅԱՆ

Rtki|biv|i նոր» տեսակ Հայկական ՍՍՀ-ից

(Coleoptera, Scarabaeidae)

Անտառոլն^ից ւ^երև, Նոր Ամ բերդում հայտնաբերված է 
սակ Amphimallina helenae Khnz. sp. nov.« Այս տեսակը

բն դեռի նոր տե֊ 
գտնված է Ե. Կ*

Հերթեր յանի կողմից, ի պատիվ որի էլ այն անվանվում է։
Օղեդր դաստիարակվել է 18.5Հ77 թ. հավաքված թրթուրներից, հասունը 

դուրս է եկել հուլիսի 7— 10-ը։ Այն համարվում է AшphiГՈallina ք^€?1էէ- սեռի 
3-րդ ներկայացուցիչը, այս սեռից հայտնի էր ընդամենը 2 տեսակ, մեկը 
Աւրալսկից, մյուսը Թալիշից։
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