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МАТЕМАТИКА

А. А. Шагинян

О касательной гармонической и градиентной аппроксимации
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Н. У. Аракеляном 31/V 1982)

_ •

Во время своего недавнего пребывания в Ереване проф. Поль 
Готье (Монреальский университет) рассказал об интересных исследо
ваниях по гармоническим приближениям, проводящимся в Монреале. 
В частности Хенгартнером, Готье и их учениками полностью решена 
задача о равномерной гармонической аппроксимации на некомпактных 
множествах с внутренними точками. Переход от равномерного при
ближения к касательному в случае приближения аналитическими функ
циями проводится при помощи искусственного приема, не имеющего 
аналога для гармонических функций.

Размышления над этим кругом задач, стимулированные обсужде
ниями с П. Готье, позволили нам получить решение задачи о возмож
ности касательной гармонической аппроксимации на некомпактных
множествах с внутренними точками, которые вместе с несколькими 
другими аналогичными результатами излагаем ниже. В доказательст
вах возможность равномерного приближения не используется. Полу
ченные результаты являются обобщением и гармоническим аналогом 
известных результатов Т. Карлемана, М. В. Келдыша, С. Н. Мергеля- 
на, Н. У. Аракеляна и др.

Пусть Е замкнутое подмножество области 0С/?л(п>2), а £(Р) 
непрерывная положительная на £ и гармоническая в £° функция:

при Р£Е и —О при Р£Е*. Будем считать, что ^(Р)֊0 
при Р£Е и р(Р; о£))—>0, где р( • , • ) метрика одноточечной компакти
фикации Рп,

Теорема 1. Пусть /(Р) непрерывная на Е и гармоническая 
в £° функция такая, что для любого *0*0 и любого компактного 
подмножества Е^Е существует гармоническая в И функция <р(Р), 
равномерно приближающая ф(Р) на Е: |/(Р) — <?(Р)|<л при Р(Е. 
Тогда для любого е>0 существует гармоническая на Е функция 
Н(Р) такая, что |/(Р)—//(Р)|<е • g(P) при Р£Е.

Аналогичный результат для касательного приближения гармони
ческими во всем О функциями дается ниже.

Пусть в обозначениях теоремы 1 Оп произвольное исчерпание 
области И регулярными областями (£>л+О£>л и = а В" п 
связные компоненты с компактным замыканием множеству

ձ



О\£|. Множество. />и{и£\"} назовем оболочкой £)„ и обоз- 
» ' I г ' Ть. •>'

начим через О'е(Вп).
Теорема 2. Если /(Р), Е, g(P) удовлетворяют условиям 

теоремы 1 и Ое(Е>п) компактно при произвольном п, то для лю
бого £^>0 существует гармоническая в О функция Н(Р) такая, 
что |/(Р)—/У(Р)|<е • е(Р) при Р^Е.

Применяя теоремы 1 и 2, получаем следующие результаты о 
возможности касательной гармонической аппроксимации в Р3.

Теорема 3. Пусть Е произвольное замкнутое подмножество 
R3. Если множества точек разреженности дополнений к Е и Е° 
совпадают, то для всякой функции /(Р), непрерывной на Е, гар
монической в Е°, и Г>0 существует гармоническая на Е функция 

Н(Р) такая, что \/(Р)—Н(Р)\^֊ при Р^Е, где |] • || евклидова
ИЛ * ^*х*у.здЯ|

норма.
Замечание 1. Если множества точек разреженности Е и Е^ 

не совпадают, то существует такая функция /(Р), непрерывная на Е 
и гармоническая в Е\ что ее нельзя равномерно приблизить на Е 
гармоническими функциями. Таким образом теорема 3 дает полное 
решение задачи о локальной гармонической аппроксимации с каса
нием.

Теорема 4. Пусть Е произвольное замкнутое подмножество 
R3. Если для любого компактного подмножества Ес_Е возможно 
равномерное приближение /(Р) на Е функциями, гармоническими 
во всем R3, и Ое(Пп)у где Вп исчерпание R3, компактно при произ-** - 4Е8Н ЦЕвольном, п^ пю для любого е^>0 существует гармоническая в R3 

функция *Н(Р) такая, что |/(Р)— /7(Р)|^— при Р£Е.

.. Замечание 2. Если условия теоремы 4 не выполняются, то 
существует непрерывная на Е и гармоническая в Р° функция /(Р), 
которую нельзя равномерно приблизить на Е гармоническими в R 
функциями. ' .

Для градиентной аппроксимации с касанием имеют место сле
дующие теоремы. • , ' / н

'Георема 5. Пусть Е замкнутое подмножество области 
П(~Р3, мера Лебега которого равна нулю теаз(£') = 0| а ф(Р) глад
кая на Е функция (.непрерывная вместе с частными производными 
в некоторой окрестности Е). Тогда для любой функции 
(/^>0), при /~г() существует гармоническая на Е функция
giP) такая, что |/(Р)֊:£(Р)|+ |^габ/(Р)— £габ£(Р)||<е(р(Р; оО)) при 
Р^Е.

Теорема 6. Если Е, /(Р), е(/) удовлетворяют условиям тео
ремы 5 и Ое(Пп) компактны при всяком п, то существует гармо
ническая в В функция Н(Р) такая, что |/(Р) — Н(Р)|+||£га(]/(Р) — 
— £гас1//(Р)||<е(о(Р; с£))) при Р£Е. в

Ереванский государственный университет
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Շոշափումային հարմոնիկ և դրադիե նտայի ն մոտարկումներ

կ ենթաբաղմա թլան Է О ^_Լ թռ (/1^>2) տիրԱԼվժից, իսկ
£(Ր)~ն անընդհատ և գրական ֆունկցիա է որոշված Յ֊ի վրա, հարմ ոնիկ 
£°֊ում" երբ և =0» երբ թ££°։ ենթ ագրենք, որ £(թ)—0,
երբ ի^Է. ե քյ[յ^ — 0, ուր Օ( • , • ) 7^՛-/» մեկ կետանոց կոմ պակտիֆ իկա֊ 
ց ի ալի մետրիկան է:

Թեորեմ 1. Դիցուք f(P) անընդհատ ե £”-ի վրա և հարմոնիկ
Z:0-ում ա յնպես, որ կամայական Հ^>0 և կոմպակտ F£^E համար գոյություն 
ունի /)-ում հարմոնիկ ֆունկցիա <f(P) այնպիսի, որ |/(P),—երբ 
P£F\ Այդ դեպքում կամայական £^>()-ի համար գոյություն ունի £-ի վրա
հարմոնիկ H{P) ֆունկցիա ա յնպիսի, пр |/(Р)— Я(Р)|<е • g(P), bpr. P£E;

1Ж =
> Dn(F E) ոեգու լլար տիրտ Աժներ են ալնպես, որ D ո
իսկ D" կապակցված կոմպոնենտներ են կոմպակտ փակտլթով

^Ս{Ս^} բազ֊ ւ

բազմութլունների ,

5

D\{Dn\^E} բա դմ ութ լան համար: ե շան ակենք O,(Dn) 

մ ութ լուն ըւ
Թեորեմ 2. Եթե f(P), E, g(P) բավարարում են 1 թեորեմի պայման

ներին Լւ O[){Dn) կոմպակտ ե կամայական ZZ-ի համար, ապա կամայական 
£<^0 համար գույություն ունի £?-ում հարմոնիկ Н^Р) ֆունկցիա այնպի
սի, пр |/(^)</7(Р)|<е • g(P), երր P^F[

կիրառելով ալս թեորեմներն ստացվում է Լ('Ւ* 11 ն կա ր ա դ րութ լուն ր ալն
ա հնարավոր է շոշաւիու մալին հարմոնիկ մո

տա րկու մ г

ЯмЯМмИ ? Ж | ‘ 7 -л ’ 1 I
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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

С, В. Шахвердян

Оптимизация дискретных систем с ограничением 
на изменение управления

(Представлено академиком АН Армянской ССР Т. Адонцем 12/УП 1982)Рассматриваются задачи. дискретного оптимального управления (ДОУ) с ограничением на полное изменение скалярного и векторногоуправления. В рорме дискретного принципа максимума приводятсязенеобходимые условия оптимальности. Показывается справедливость обычного принципа максимума для задач ДОУ.Задачи оптимального управления с ограничением на полное изменение управления исследованы главным образом для непрерывных систем ('՜* 4). Задачи ДОУ с такого рода ограничениями ранее не рассматривались.

2Нх(/), «(/)) 

/- 1по и(։) при ограничениях (1), (2) и
(4)где !/£«/(/) —полное изменение функции «;(/) на интервале [0, /г]; г—заданное число. Функции /(х(г), «(/)), Г(х(/), «(/)) предполагают-

Задача с ограничением на изменение скалярного управления.Пусть объект управления описывается системой уравнений
х(Н֊1) = х(/)+/(х(0, «(/)), / = 0, 1 (1)с граничными условиямих(0) = х°, х(Ь)=хк, (2)где х(1) — «-мерный II азовый вектор; и(1)— /«-мерный управляющийI

твектор; /— «-мерная вектор-функция; целое число, определяющеедлительность управляемого процесса; х°, х* —«-мерные известные векторы.Требуется минимизировать сумму
(3)

ся непрерывными и непрерывно-ди ЭШЕ еренцируемыми по х(1) и «(/).Известно, что полное изменение функции «(/), заданной на [О, Т], определяется как точная верхняя грань сумм вида
2 խ(^)֊«(/ճ_ւ)|по всевозможным разбиениям отрезка |0, Г] точками



>. ., <6 — 7 (5). Для задач ДОУ разбиение отрезка [0, осуществляется исходя из физической сущности задачи и обеспечения необходимой точности ее решения, поэтому может быть определено так:
(-0Неравенство (4) заменим равенствомИ''^(/)-е+х* + 1 = 0, (5)где хл + 1—неизвестный параметр. Из-за ввода параметра хл4֊1 задача (1) —(3), (5) стала параметрической, в силу чего система (1) должна быть дополнена уравнениемхл+1(/+1)=хл+։(/), —1].Благодаря вводу параметра хл + ] задача (1) —(4) сводится к стандартной задаче ДОУ с параметром, для последующего решениякоторой можно применять известные схемы.

*о(* + 1)=*0(О + ^0, *о(О)=О, х//г) = /о=2 Г°(/). 
г “ОТогда функция Гамильтона может быть определена так: Н = = Ф(/)Ф(/), где Ф(/) = (Л°, /, /л+1), /л+1(4)=хл+1(г), ф(/)=п+2-мерный сопряженный вектор, определяемый из системы1=0, к — 1, (6)фД£) = —5=1, л, Фя+1(&) = 0, где множитель; £—единичная мат- с/Ф —рица размера л; — —квадратная матрица размера /1 + 2; х=(х0, х, 

дххл+1). Пусть и*(/)— оптимальное управление, х*(/)—соответствующая ему при х(0) = (0, х°, хл+1(0)) траектория в задаче (1) —(3), (5). Тогда имеет местошахА7(Ф*(/), х*(/), «(/)) =//(ф*(;)> **(/), «*(/)), (7)«(•)т. е. для дискретных систем справедлив обычный принцип максимума, где ф*(1) находится из (6). Утверждение (7) для случая выпуклости множества
доказано в (6). Однако в этой же и некоторых других работах ста- вится под сомнение справедливость обычного принципа максимума для задач ДОУ в общем случае. К этому принципиальному вопросу мы еще вернемся.Из системы (6) имеем

’рл +1(0 — фл + 1(1'4֊ 1) + 2'К)7-£л+1 » 1 — 0,/? 1,



откуда с учетом %+1(0) = %+1(/?)^0 получим (8)Из (8) следует: а) Х=0, хл+1=^0; б) а^О, хл+1 = 0; в) Х = 0, ля+1= = 0. Для случая а) ограничение (4) не нарушается. Для случая б) имеет место У*и^1) — е, дН/ди;(1) = 0. В последнем уравнении
Фо

дГ°(1)
ди)(1) ди^1)где <р(О—левая часть уравнения (5);

д;(1) 
ди / (/)

= — 81§пАл//(Х 4- 1) + 51’£пД и 1(1). (9)Из выражения (9) следует0, если 81'£пД///(/4֊1) = 51£пД//у(/)
д?(1) 
ди,(1)

±2, в противном случае— 81'£пДи/(/֊г 1), если г = 0sign△z^/•(z), если 1 —где △«,•(/4-г) = п/(/֊гг) — й7(/+г— 1), г=0, 1.При этом если Дм/(7-|-1) = 0, то принимается 81£пД/г/(/+1) = = sign△z^/(z), где г определяется из условия пип{(г—/)|Д/гу(г)^0,
Если же △«>(/) = 0, то slgn△zz^(z) = sign△zz/(z), где г выбирается из условия т1п{(/—г)|Д4г;(.г)У=0, г<7}. 

г
Задача с ограничением на изменение векторного управления. Требуется минимизировать (3) при ограничениях (1), (2) и

/-о
(Ю)где ||г||—норма вектора г.Дополнительно к (1) авзедем в рассмэтрзниг уравнение (Н)где у(։)~от-мерный управляющий вектор; <р—/п-мерная вектор-функ- Л-1ция. Тогда (10) можно представить так: V ||^(0|^е-Вводом уравнения (11) по существу и(1) отнесено к разряду фазовых координат, а т>(/)—управления, в силу чего размерность фазового пространства стала равной п-\-т.Выполняя выкладки и преобразования, аналогичные изложенным при решении задачи (1) —(4), получим:а) когда Х = 0, дН>ди(1) =0;б) когда же а^0, У*п1и(Г) = £, д///^(г) = О.о дН(1) , . <9£2 ...В последнем уравнении —-—= ф0Л-------- Ефл+ЛО, где и =

дъД!) ' до^с)= ^отм(О—е+^л+1; а —множитель, обеспечивающий выполнение условия £2—0; переменная, сопряженная у-й компоненте вектора и(1). 8



Если в задаче (1)—(4) <р была недифференцируемой функцией, то й дифференцируемая всюду на Vфункция, где И= г»(։) V ||г'(։)[ е, г = 0, Л-1 .I I • О I
Замечание. В ряде работ с помощью специально сконструированных примеров делаются попытки доказать неприменимость обычного принципа максимума для дискретных систем. Одним из таких примеров является пример: пусть уравнения движения имеют вид

х.2(14֊ 1) =х2(/) — х?(/)4֊//2(/), / = 0, 1.Требуется для начального состояния х1(0) = 3, х>(0)=0 найти управление /=֊0, 1, доставляющее показателю качества 3=х2 (2) максимальное значение при ограничении |«(г)|^5 (пример взят из (°)). В этом примере при разбивке отрезка [0, 2] на два интервала гпах/ = 7* = 19, а „оптимальное44 управление равно: я*(0)= —2, //*(!) = «(«)= ±5. Функция Гамильтона на первом шаге, т. е. при а*(0) = —2, действительно принимает минимальное значение. Однако если этот же отрезок |0, 2] разбить не на два интервала, а скажем» на четыре, то 7* = 37, а оптимальное управление принимает значения: /г*(0=—5, м*(1) = 5, и*(2)=—5, и*(3) = 5. На этом оптимальном управлении функция Гамильтона максимальна. Действительно, соответствующие управлению |^*(/)|=5 оптимальные х\1) и принимают значения/ = 0/ = 1/ = 23, при — 2, при I =0
Для этих х{(1) и Ф։’(/) функция Гамильтона запишется так:

/7(//(/)) = «(0) ч֊0, 5м2(0) ֊4, 5, при / = 01)+0, 5ц2( 1)— 2, при /=1//(2) 4-0,5и2(2) — 4, 5, при 4 = 2^(3)4-0, 5«2(3) — 2, при 1 = 3Нетрудно заметить, что оптимальное управление м*(/) = (—1)П1Х Х5 удовлетворяет условию шах//(«(/)), что и требовалось доказать.С увеличением числа интервалов на отрезке [0,2] показатель качества увеличивается, а оптимальная траектория принимает вид скользящего режима.Таким образом, уменьшением шага дискретизации можно добиться выполнения принципа максимума для дискретных систем в общем случае. Обеспечение выполнения принципа максимума для дискретных систем путем изменения шага (если это, конечно, возможно) сопровождается существенным улучшением критерия качества. Следовательно, в дискретных системах выбор шага приобретает качественно иной характер. Эта идея подтверждается не только рассмотренным выше примером, но и всеми существующими в литературе примерами, с помощью которых опровергается обычный принцип максимума. 9



Когда же шаг дискретизации задается и изменению не подлежит, тогда на оптимальной траектории максимальной должна быть функция Н"=Н—Л, где
и
ГдН ժֆ ди.ԺՓ ди

оДоказательство этого утверждения может быть проведено так. Гиперплоскость (Ф*, Дл*)=0 является опорной конусу допустимых вариаций траекторий в его вершине в точке %*, следовательно имеет место (в) (Ф*, Дл*)<0, (12)где Ф* находится из (6). Так как Ф является функцией и (согласно (6)), то ИЗ) 
ди \ди / оФ диИнтегрируя (13), получим 

и 
[^֊ди = Н—А, (14)

ди ооткуда согласно (12) следует, что справедливо неравенствотак как левая часть (14) равна Н°. Условие является локальным необходимым условием максимума А/0, следовательно утверждение верно.
Филиал Всесоюзного научно-исследовательского 
института по эксплуатации 
атомных электростанций

Ս. Վ. Շ1ԱՎԵՐԴՅԱՆԿաոաւ|արման փոփոխության սահմանափակումով գիսկրետ համակարգերի օսյտիմիգացիա
Դիտարկված են դիսկրետ կառավարման համակարգերի օպտիմիգացման 

խնդիրներ, երբ սկալյար և վեկտորային կառավարման ֆունկցիաների վ[1ա 
գրված են սահմանափակումներ։ Այդ խնդիրներր պ ա ր ա մ ե տ ր ի գա ց մ ան եղա֊ 
նակներով բերված են գիսկրետ օպտիմալ կառավարման ստանդարտ խնդիր֊ 
ների տեսքի, որոնց համար դուրս են բերված օ պ տ ի մ ա լո ւթ յան անհրաժեշտ 
պայմաններր։ ^ույց է տրված, որ սովորական մաքսիմումի պրինցիպր լրիվ 
կերպով կիրառելի / դիսկրետ համակարգերի համար։

Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱ ԿԱՆՈ Ի Թ 3 Ո Ի Ն
ր Я. Н. Красовский, Теория управления движением, Наука, М., 1968. 2 Б. Е. 

Чупрун, Автоматика и телемеханика, № 3, 1975. 3 Б. Е. Чупрун, Автоматика и теле
механика, № 12, 1976. 4 С. В. Шахвердян, ДАН АрмССР, т. 75, № 4 (1982). 
5 А. Н. Колмогоров, С. В. Фомин, Элементы теории функций и функционального ана
лиза, Наука, М., 1968. 6 А. И. Пропой, Элементы теории оптимальных дискретных 
процессов, Наука, М., 1973.
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МАТЕМАТИКА

В. А. Мирзоян

Нормальная дефектность подмногообразия

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. В. Амбарцумяном 27/1Х 1982)

1. Пространства дефектности риманова многообразия и простран- 
| ства относительной дефектности подмногообразия евклидова простран- 
I ства определены и изучены Черном и Кюипером (’).

В настоящей работе для /^-мерного подмногообразия Мт //-мер
ного евклидова пространства определяется понятие пространства 
нормальной дефектности и изучаются некоторые его свойства.

Чтобы перейти к более точным определениям и формулировкам, 
приведем некоторые необходимые сведения из римановой геометрии 

? подмногообразий.
* Пусть Мт — подмногообразие в а Т(Мт) и 7^(Мт) обозна- 
I чают его касательное и нормальное расслоения соответствен- 
I но. Риманова связность V пространства индуцирует в рас
слоениях Т(Мт) и Т±(М/Л) естественные связности: в Г(Л4,п)—связ
ность Леви—Чивита V индуцированной метрики на а в

■Т1 (Д4Ш)—нормальную связность V1, которая векторным полям X и ' 
как сечениям в и Т-Ц/И,,,) соответственно ставит в соответ
ствие в точке компоненту ковариантной производной (тх-)х во
втором прямом слагаемом Г^-(Мт) разложения 7\\$п)=

При этом имеют место формулы (’)
I ?а'К= ухК+а2(Л\ Г), (1)

I Лс(Х)4-7^, (2)

где X, У—касательные к векторые поля, а С—нормальное к Мт 
векторное поле. В правых частях формул (1), (2) первые слагаемые 
в точке принадлежат касательному пространству 7\(Л4т)։ а
вторые слагаемые — нормальному пространству Г . В формуле
(1) а2 является билинейной симметрической формой и называется
второй фундаментальной формой подмногообразия М„։. В формуле 
(2) А в точке х^.Иш является симметрическим эндоморфизмом прос-
транства 7'Л(Мя։) и называется вторым

1

1 ундаментальным тензором,
соответствующим 
тождество (2)

нормальному векторному полю Имеет место

У)=ёЦаг(Х, Ո. Լ),

11



где £ и £■-*- —метрики в 7\Мт) и Т±(Мт) соответственно. Кроме того 
тензор Л; удовлетворяет уравнению Кодацции (2)

(3)
где г—связность ван дер Вардена —Бортолотти (2).

Тензор У?-1-, определенный равенством /?1(АГ, Е);=д±дг; — 
' —гр» называется тензором кривизны нормальной связнос
ти V1. Для любых касательных векторных полей X, У и любых 
нормальных векторных полей Д 73 имеет место уравнение Риччи (2) 

£±(/?1(Х, /);, = АД(Л), У) (4)
где [А;, Дт,] = Д;Дт; — Дт(Д;. Если /?^=0, то нормальная связность 
называется плоской.

За всеми остальными сведениями отсылаем к монографии (2).
2. В касательном пространстве 7\(Мт) в точке х£У1,п опреде

лим подпространство 7Дх) равенством
Т1(х) = {ХС7'ДА^); ЩХ, Г)=0 УУ£Тх(Мт)}. (5) 

Это подпространство будем называть пространством нормальной де
фектности подмногообразия М1П в точке х, а его размерность |а1(х) — 
индексом нормальной дефектности в этой точке.

Очевидно, что нормальная связность подмногообразия Мт яв
ляется плоской тогда и только тогда, когда рДх) = /я в каждой точ
ке Х{Мп.

Если в некоторой точке х^Мт, то 2.
Пространство Тг(х) можно определять и другими способами.
Лемма 1. Условия (а)Х£7\(х), (б)[А;, АТД(А")=О для любых 

т^7'1(/Игп) эквивалентны.
Доказательство. Если Х£Т\(х), то Я*-(Х, У)=0 для любо

го У£Тх(Мт). Следовательно, из уравнения Риччи (4) будем иметь 
£([А:, АД(А'), К) = 0 для любых ^€^(44^). Отсюда в силу невы
рожденности метрики £ получаем [Д:, ДТ(](А’) = 0. Обратно, если для 
некоторого Х^Тх(Мт) имеем [Д:, АТ](Х)=О для любых 
то из уравнения Риччи в силу произвольности 73 и невырожденности 
£■*֊ получим Г)', = 0. Так как \ и У произвольны, то Х£Т\(х). 
Лемма доказана.

Из леммы 1 следует, что пространство нормальной дефектности 
Тг(х) можно определить равенством

7'1(х)={А'С7’х(./ИгП); [А:,АД(х)=0 V’,, (Мт)}. (5')

Далее, для каждого вектора У£ Тх(Мт) определим в Тх(Мт)\ 
подпространство ТХ(У) следующим образом:

Л.(Г) = {/СГДМ^); /?±(Г, /) = 0}.

Так как У, Е) = 0, то У(УГХ(У). Следовательно, цД У) —сИт Тх( У)^ 
для любого ненулевого вектора У^Тх(Мт).
Очевидно, что У^Г^х) тогда и только тогда, когда ТХ(У) = 

= Тх(Мт) или, что равносильно, цД К) =/и. Следовательно, если 
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то нЛ —1. Таким образом пространство Тг(х) можно 
определить как множество векторов У£Тх(Мт) таких, что 7\(У) = 
= Тх(Мт) или, что равносильно, }1։(У)=/п. Кроме того из определе
ния пространства 7\(х) следует, что 7՝1(х)сТЛ-(У) для любого УС 
СГДМт). Далее, если Х^Тх(У) для любого У, то %ЦХ՝ У) = 0 для 
любого К, т. е. Х£Тх(х). Следовательно,

Л(Х)=П тдг). 
г С тх(мт)

Л е м м а 2. Ортогональное дополнение Т±(х) к 7\(х) в Тх(Мгп)
инвариантно относительно коммутаторов [Л:, /Щ для всех т(С
$Т±(Мт).

Приведем одну лемму общего характера, которая будет нужна 
в дальнейшем.

Лемма 3. Тензор кривизны нормальной связности /?֊ь любо
го подмногообразия Х1т в /?п удовлетворяет следующему тож
деству:

(7л֊/?Ч(У, г)+ы±)(г, Аг) + (гг/?Ч(Х У)=о, (6)

где у—связность ван дер Вардена—Бортолотти, X, К, 7—каса
тельные векторные поля на Мгп.

Замечание. Лемма 3 справедлива также в том случае, когда 
объемлющее пространство есть риманово пространство произвольной 
постоянной кривизны (при доказательстве использовано уравнение 
(3).

Следующая теорема описывает важное свойство пространства 
нормальной дефектности подмногообразия.

Теорема. Пусть пространство нормальной дефектности 
Тг(х) подмногообразия МП1 в Цп в некоторой области П~Мгп име
ет постоянную размерность ^(х) = сопз^О, Тогда в этой облас
ти распределение Тг инволютивно. Если тензор нормальной кри
визны /?֊ь подмногообразия Мт параллелен в связности ван дер
Вардена— Бортолотти, то распределение Тг параллельно и впол
не геидезично, т. е. его интегральное многообразие вполне геоде-
зично в М,п. В последнем случае ортогональное дополнение Т± к 

в Т(Мт) также параллельно, и, следовательно, инволютивно 
и вполне геодезично.

Доказательство. Пусть Л', ИСЛ- Покажем, что коммута- 
гор [Д', У| также принадлежит Тх. Действительно, если 7, '—произ
вольные касательное и нормальное векторные поля на Мот, то

ычисляя аналогично, получаем:

О'.=0. ■’ ՛
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Применяя тождество (6) и учитывая, что связность у имеет нулевое 
кручение, т. е. 7г Е—7^ - [ X, К], имеем:

о=/?-ЧухИ, 2);=/?±([2, г], 2);.
Отсюда в силу произвольности и Л следует, что [X, т- е.
распределение Тг инволютивно.

Пусть 7г/?1 = 0 для любого касательного к Мт векторного поля
2. Если У£7\, а X и 2 произвольны, то

= •֊/?!(7г Г, ХУ.
Следовательно, 7гЕ£7\ для любого 2 и распределение 7\ па

раллельно. Тогда оно и вполне геодезично. Параллельность распре
деления есть следствие параллельности 7\. Инволютивность и 
вполне геодезичность Т^- есть тривиальные следствия его параллель
ности. Теорема доказана.

3. Пусть Мт является римановым многообразием с тензором 
кривизны римановой связности /?. Подпространство Т0(х)сТх(Л1гп), 
определенное равенством

Т0(х)^{Х^Тх(Мт)‘ /?(,¥, Г) = 0 УУ^Тх(Мт)}9
называется пространством дефектности многообразия М т в точке х£
£А4т, а его размерность р0(х)—индексом дефектности в этой точке. 
Если Мт изометрически погружено в евклидово пространство Х?п, то 
индекс относительной дефектности v(x) в точке х£Мт (Мт отож
дествляется с его образом в /?л) есть размерность подпространства 
Т ’сГл(Л4ш), определенного равенством

Д:(^)-=0 У^Г±(М,Л)}
и называемого пространством относительной дефектности в точке 
£Мт. Эти понятия были определены Черном и Кюипером (’). Из
вестно, что если р0(х) = const, *(х)—const в некоторой области на 
Мт, то в этой области распределения Го и Т' инволютивны и их ин
тегральные многообразия являются вполне геодезическими в М,л. 
Кроме того 7'аТц. Указанные утверждения можно найти, например, 
в (134).

Укажем на связь пространств Г, Т0(х) и Тх(х). Пусть Х^Т‘е 
Тогда Дг(А') = о для любого ^Tj-(Mm). Следовательно, [Дс, XTJ(A') = 
= 0 для любых ч, ^ifT^Mr) и Х£7\(х). Таким образом, верны вклю
чение 7хсЛ(х), и неравенство Чх)^н(х)- Так как Т'хсТ0(х), то 
Г;сТ0(х)ПЛ(л).

Справедливо следующее
Предложение. Пусть Т0(х), 7\(х) обозначают соответ

ственно пространство дефектности, относительной дефектности и 
нормальной дефектности подмногообразия Mm(Z.Rn в точке х£Мт- 
Если в некоторой области UaMm пространства Т0(х)ч Тг(х) и пере
сечение Т0(х)ПТДл) имеют ненулевые постоянные размерности, то в 
этой области распределение roQ7\ инволютивно.

Ереванский политехнический институт
им. К. Маркса
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Վ. Ա. ՄԻՐԶՈՅԱՆ

Են թա բա րլմսյձԼո ։ թյան նորմալ ւլեֆե1լտա1լանությունը

4*</4//’7 !ա^ Աո տարածու թ լան /14 ա են թ ա րա ցմ աձե ու թ լան X կետում 
1 շոշափող տարած ութ լան մեջ

էՀ1ՀՃ, ր)-0 VrCTx(A^,п)}
հավասարա թ լամբ որոշված նորմալ կա պակղու թլան տենղորն է) (7^լ^)
են թ ատ ար ածու թ լան ր կոչվում է յ11 — ենթ արաղմաձևա թ լան նորմալ դեֆեկ֊ 
ւո ական ութ լան տարածութ լուն ։ Ապացուցված է, որ 7յ բաշխում ր լիովին ին~
տեղրելի է: եթե [Հ աենզորր րլուդահեո է > ա 
հեռ է և ւիոէ]ի^ ղե ոդե դիկ է հապ է հաս Աէէստմ 

fiiniJp նաև ղադա֊

ֆ եկա ա կան ա. (ժ լան > նորմալ դե ֆ ե կա ական ա իք լան և հարաբերական դեֆևկաա֊ 
կանավժլան աարածու քժլունների միջև։

ա֊
նը*

(Vx/?J-)(/. Z) + (vr/?-*-)(Z, A')+(vz/?֊L)(A', K) = 0, 
որտեղ' վ ուն դեր Հարդեն—/’ ո ր տ ո լուո ի ի կա սլ ակց ված ա թ լունն է> իլ/կ A ,

JI MTEPATyPA — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 S. S. Chern, N. H. Kuiper, Ann. of Math., v. 56, №3 (1952) ’ B.-Y. Chen.
Geometry of submanifolds, N. Y., Marcel Dekker. 1973. 3 P. Hartman, Trans, of
AMS, v. 115 (1965). 4 R. Maltz, Cahlers Top. et Geom. Diff., v. 8 (1966).
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2П.31։й’|аЪ иил Я-ЬЗОГ'Р'ЗПЬЪЪЬРЬ и.<1игМ|1ГМ13Ь яьчльззъьг 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР ЬХХУП - 1983 1
УДК 517.5

МАТЕМАТИКА

Член-коррсспондспт АН Армянской ССР А. А. Талалян

О скорости сходимости к нулю нуль-рядов по системе Хаара

(Представлено 22/Х1 1082)Известно (1>2), что для любой полной в А2[0, 1] ортонормиро- ванной системы {срл(х)} существует нуль-ряд в любой метрике Лр[0, 1], 0=^/><1, т. е. для любого р, 0^р<1 существует ряд
ОО

Л *»

«л?Л(Х), (1)не все коэффициенты ап, я=1, 2,...; которого равны нулю и который сходится к нулю в метрике Ар[0, 1|.Здесь при р = 0 метрикой Ао[О, 1] считается метрика сходимости по мере. Для краткости мы обозначаем
11Л> = [ |/(*)|'^, 0<р<1, Д/ДО. 1| (2)ои для любой почти везде конечной измеримой функции /(%) пола- гае м

1

о

|/(х)|^х1+|/(х)|/*• (3)
В работе П. Освальда (3), где рассмотрен вопрос представления функции /(х)СЛр[0, 1 ], 0<^р<^ 1, рядами по системе Хаара, частные суммы которого имели бы наилучший порядок приближения к функции /(х), приведена точная оценка скорости стремления к нулю частичных сумм нуль-рядов по системе Хаара в пространствах /7Д0, 1|; 

в<Р< 1 •
НлХ„(х)

л-1ряд по системе Хаара и
п

8п(х)=^ акХ*(х) 
*-1частичные суммы этого ряда. 16

Этот легко проверяемый результат можно сформулировать следующим образом.Пусть * (4)
(5)



Тогда, если 11т1п{—=0, Л-*зс \/П1~Р (6) я: >•*/то все коэффициенты ап> с тем существует ряд нулю и п=\, 2,...; ряда (4) равны нулю и вместеИ), не все коэффициенты которого равны
||5л|Н0(1/«1֊^), оо< I. (7)В настоящей работе аналогичные точные оценки устанавливаются в случае сходимости по мере, т. е. при /? = 0,же формулы, восстанавливающие коэ ициенты и указываются так- рядов Хаара, частичные суммы которых сходятся в метрике Ар[0, 1], 0О<1, к данной функции /(х) со скоростью, обеспечивающей единственность ряда. Отметим, что вопрос о восстановлении коэффициентов таких рядов в случае сходимости в Лр[0, 1], 0<р<1, был поставлен П.Освальдом. Оказывается , что коэффициенты этих рядов восстанавливаются при помощи введенного А. Н. Колмогоровым А-интегралаили же некоторыми обобщениями этого интеграла ((4), с. 100; (5), с. 585). Определенная на отрезке |0, 1] функция /(х) называется А-ин- тегрируемой, если р-{х; |/(х)|:>я}^о(1/л) и существует конечный предел

1 1Нт Г [/(х)]лй?х = (Д) (8)
Л—*оо 1 I

о огде [/(х) Ь = ПРИ (9)I о при |/(х)|>я 7Имеют место следующие теоремы.Теорема 1. Если ряд (4) по системе Хаара сходится в 
метрике Лл[0, 1], к функции /(х) со скоростью о(\!пх~р)у
т, е.

п — 1, 2, . •.; (10)
где 0<т?<3 и >0, то /(х) А-интегрируема на каждом интерва
ле Хаара △ = (/—1/2^, //2т), /и^=0, 1^/=^2т, и ряд (4) является 
рядом Фурье—Хаара функции ф(х) в смысле А֊интегрирования, 
т. е.

1а, = (А)у Х/(х)/(х)г/х, /=1, 2, (11)
оТеорема 2. Пусть некоторая подпоследовательность {^лл(х)} частичных сумм ряда (4) сходится в метрике ДДОХ 11, 

к функции /(х) со скоростью о(\тх~р) и



1х{х;|/(х)|>я*} = 0(1/Ч-'’)- (12)
Тогда для любого с>1 и для любого интервала Хаара Ь суще
ствует конечный пределПт С \/(х)\с.Пкдх (13)I △
и коэффициенты а/ ряда (4) определяются равенствами 1я, = 11т С \'(х)[/(х)]с.Пкс1х, 4=1, 2,... (14)

к—►'» 1 оИз теоремы 2 получаетсяСледствие. Если для некоторого р, 0<р<Ч, частичные суммы Зп(х) ряда (4) по системе Хаара удовлетворяют условиюНт 1п1 =0, (15)Л>оо 1/Д1 Р

В нуль-ряде (16) отличные от нуля коэффициенты ап имеют порядок роста 0(/п). В связи с этим естественно рассмотреть вопросо нахождении точного порядка скорости стремления к нулю в мет

то все коэффициенты этого ряда равны нулю.При С<Р<1 это утверждение фактически приведено в (3), а в случае р = 0, т. е. для сходимости по мере, оно является следствием теоремы 2.Точность оценки (15) для всех /?, видна на примереряда Хаара Х1(х) + Ха(х)+ 2/2'Х,(х). ։-1 (16)при записи которого в виде (4) для частичных сумм 5л(х) имеем54=0(1/^-'), 0<р<1. (17)
риках £р|0, 1], 0<р<1, частичных сумм Хаара и определить способ восстановления нуль-рядов по системекоэ ициентов (когдаИГНскорость приближения обеспечивает единственность ряда) в классе рядов (4), коэффициенты которых имеют более медленный порядок роста |ал| = о(//г). Заметим при этом, что указанный класс рядов содержит все ряды Фурье—Хаара суммируемых функций.Имеют место следующие теоремы.Теорема 3. Пусть коэффициенты ряда (4) удовлетворяют 
условию |ал| = <?(/п) и некоторая подпоследовательность {5Л/։(х)}
его частичных сумм сходится к /(х) в метрике 
со скоростью О(\/п}~р), т. е.

Ар[0, 1], 0^р<1,
М ^(/)Вр<—֊ . 2И>0, £=1, 2, 

п\-р
(18)
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Тогда существует последовательность 
рой существуют конечные пределы

*Հ>0, J 4-ос, для кото-

ձ

[/(•К) \>kdx (19)
для всех интервалов Хаара △, и коэффициенты ап ряда (4) опре
деляются равенствами

3 
ւ

= /(х)1«л^х-

о
(20)

Теорема 4. Для любого р, Cte£/»<1, и для любой -последова
тельности ip[0, 11 к

существует сходящийся в метрике 
нулю ряд (4), не все коэффициенты ап которого равны

Vn

нулю, ‘|йл| — օ(Հո) и частичные сумчы Sn(x) которого удовлетворяют
неравенствам М>0, л=1, 2...........

П{~Р 
i

(21)
Институт математики Академии наук Армянской ССР

Հայկական ՍՍՀ ԴԱ թղթակից-անզամ Ա. Ա. ԹԱԼԱԼՅԱՆ
Հարի զրո-շարքերի զրոյի զուզա միտելու արագության մասին

Ս տացված են ճշգրիտ գնահատականներ Լբ(0^ 1Լ 0<ՀյԾ<^1, և ըստ լափի 
մետրիկաներում Հարի շարքերի մասնակի գումարների զրոյի ձգտելու արա֊ 
գությունների վերաբերյալ։ Ստացված են նաև այդ շարքերի գործակիցները 
լարքի գումարի միջոցով վերականգնելու բան աձևե ր, երբ զուգամիտության 
արագությունն ապահովում է շարքի միակությունը։

Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
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Л. Д. Григорян
I

К одной теореме Э. Ландау

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н. Мергсляном 28/Х1 1982)

1. Пусть и={г: |г|<1}—единичный круг в комплексной плос
кости, Г —его граница, К—непустое подмножество Ս. Для любых 
натуральных п и т(п^т) обозначим через /С) совокупность
всех мероморфных функций ք в круге Ս и таких, что

а) число полюсов ք в Ս с учетом кратностей не превосходит п • • * • է >
и все они принадлежат множеству К\ число геометрически различ
ных полюсов не превосходит т\

6) ||/Цг=зирПт |/(ч)|<1. 
гег с—леей

Пусть /?/—сумма главных частей функции /<) по
всем ее полюсам в Ս. Положим

^) = 5ир{||/?/||г:/^'и)(^.Л)}, К)=>֊<Ж *)•
Если К=и и т = 7г, т. е. нет никаких ограничений на располо

жение и число геометрически различных полюсов ք ъ Ս, в работе 
ք1) показано, что >л(Ճ7, и)хп. Для любого множества К такого, что 

имеет место следующая асимптотическая формула:

Ит
Л—*оо

Замечание. Легко видеть, что в асимптотической формуле для 
завышается вдвое по сравнению с тео

ремой Э. Ландау.

* • ’ ՛ ' • у • • • , к. .Н

К)~ — 1о£/7. (1)

В работе (* 3), где установлено соотношение (I), показано, что если 
множество К состоит из единственной точки д=0, то (1) сводится к 
хорошо известному результату Э. Ландау об оценке сумм Тейлора 
ограниченных аналитических функций в круге и (3). Из формулы 
(1) вытекает; что для любой фиксированной точки а^и также

* 1՛ 1 * * - - I

ля(С7. {а})-~ — 10£/г. Очевидно, что = Ч1)(^Г, ^) = зирХя(С/, {а}). В 
ТС а^и

настоящей заметке будет доказана следующая
Теорема. Справедливо соотношение

10^77 (2)

коэффициент при 1օքք/7
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2. Перейдем к доказательству теоремы; мы опускаем вычисле
ния» связанные с обоснованием ряда дальнейших оценок.

Рассмотрим произвольную функцию /СЛ1<։1)((/) = /И<։1)(^։ иу

Нетрудно проверить, что реравенство (5) справедливо и при |я|

Пусть / имеет в круге и единственный полюс в точке а, кратность 
которого не выше чем п. Повторяя те же рассуждения, что и в (г), 
получим

' (3)
рде

рп:=е-Чп՝°еп-,

здесь и далее будем считать п>\. Фиксируем произвольную точку 
г0 и будем оценивать |/?/(г0)|, г^СГ. Без ограничения общности мож
но считать, что г0=1. »

Для любой точки а^и положим

гл(а) = 1п{ |г-1|, г'(а) = зир

очевидно, 0<^гл(л)<^гДа). Получим оценку для отношения г п(а)/՛ г п(а),

О г / \ Ш +а 1 ।Заметим, что если г^£п(ау то можно взять г =----- =— , где И<?^-
Я ' ’Й,*՜՝'՝ г*:՛ ■

Поэтому для произвольных точек е/в£Г и г^п(а) имеем

Следовательно

(4)

Для произвольных точек г г2Сд£л(я) можно считать, что

7-
ш2 =рп

Поэтому при |а£> —
/-

I

21 —
1 8-^1 

1—?п

Из последнего соотношения следует, что для |а|> —

О

отсюда, учитывая (4), получаем
<(«) С >6

(5)

1
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Положим Ял(а) = 1|<г'(а)}. Граница области о„(а) сос
тоит из дуг Ь„(а) и А’(а) окружностей |г—1|=г^(а) и |г—1| = гп(а) 
соответственно и множества /п(а) = ГП{гп(аХ|г—1|</'(а)}, которое 
является объединением двух симметричных относительно веществен
ной оси дуг единичной окружности Г.

Так как а&п(а), а точка г0=1 лежит вне сп(а), то

/(2) йг

дап(а)

Отсюда, воспользовавшись (3), получаем
е'/'ок'1 Г |^г| 

2" .) |г—1| 
дал(а)

Далее, учитывая (5), определение чисел рп и конструкцию множеств 
легко показать (см. (2)), что

|Я/(1)|< (— +£л\оел, Птел = о.
\ К / п-*зс

Аналогичное соотношение верно для ||/?/|г; следовательно, для всех п

Теперь для доказательства теоремы достаточно

11т ֊֊^-----> —.
л-оо 1О£« *

Считая О«са<4, положим

показать, что

(6)

К'п,аИ^Кп(-֊}, Тп,а(г)=Кп^) ■ К'па(г)
—аг/

а

где Кл(г), Кп.а(^) имеют тот же смысл, что и в (2).
Из оценки (7) работы (2) имеем

1 — аг

аг£( 1 -аг)֊|-а^
2С

(7)
п аг£-----------

\ 1 —аг

Чтобы оценить |аг£[ — (г — аг)]|,
г=е1^Г

сначала заметим, что при

2( 1+а)*31п2 —
СОБ 1— аг

81П а^
1—аг

(аа—1)з1п0

(1— Я)24-4<25|Г12—
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в дальнейшем будем считать 0<1-а„<1/и. Если г=ел и |6|<(1- 
—ап)п/1о£П, то при всех п выполняется хотя бы одно из следующих 
неравенств:

соэ ЭГ£

з!п

(буквой С с различными индексами мы обозначаем абсолютные по
ложительные константы).

Отсюда следует, что при тех же значениях г • справедлива 
оценка

аг£ ап 1О£Я
3 п

С учетом последнего соотношения из (7) получаем

1 С
а^( 1 ֊^г) +агё —- (г) < -г= (8)

Из оценки (8) работы (2) имеем

Суммирование оценок (8) и (9) дает, что

2агв(1— алг) + аг§

"(1—агг)п/\^п}

(9)

(10)

(константы С' и С" выбираются так, что 
считая |аг§[ 1/(1 4֊г)]|<Т8//1оё/г, получим

п1

7Հօո(Հ) 
аг£ —।—— Հ 1Օ£ Ո

+аг§/(л,я„ (г) 5

в

Заметим, что |7\>ал(г)|= 1 при г£Г и Гл,ап(г)СЛЩ+1(С;). Повторяя те 
же рассуждения, что и в (2), из (11), с учетом конструкции мно
жеств Уп,ап, нетрудно получить соотношение (6). Теорема доказана.

Ереванским политехнический институт им. К. Маркса

Լ. Դ. ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ
է. Լանղաոփ մի թեորեմի վերաբերյալ 

հեղինակի (!) ա շիւ ատ ան քում ցանկացած А(К\_ (У) բաղԱութլան հ

սսւացված է
23



W

Կ(1Հ K)—J-iog/z

ասիմպտոտական րանաձևր, Ս~ (Z * |շ|<Հ 1 }---միավոր շրջանն է
կոմպլեքս հարթ ու թ լան վրա։ Նալն աշխատանքում ցուլց է տրված, որ եթե 
}Հ= {0}, ապա վերը նշված րանաձևր համրնէլնում է միավոր շրջանում սահ֊ 
մ անափ ակ անալիտիկ ֆունկցիաների թելլորլան մասնակի գումարների գնա»
հա տ ական ի' է» ԼI 

նաև, որ Ս'•֊ ին պ
աու նի արդ լան քի հետ։

ատկանող ցանկացած սևեռված Ա կետի համ ար՝

log ո:

ներկա հոդվածում ապացո։ ցված է 

ասի մպտոս, ական րանաձևր, որտեղ ակնհալտորեն

{օ}):
ՕՀՍ

Ալսպիսով ե^(Լ/)~ի ա ս խք պտ ո տ ական բանաձևում \Օ^Ո,~Է ղործակիւյր երկու
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В. Р. Фаталов

Точ ная асимптотика кункции распределения максимума
гауссовского неоднородного случайного поля

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. В. Амбарцумяном 12/1 1983)

Исследование вероятностей больших уклонений гауссовских ста
ционарных процессов и полей со степенным поведением корреляцион
ной функции в нуле проведено достаточно полно (см. обзор (')). Раз
витые в работе (2) методы позволили получить асимптотику распреде
ления максимума для гауссовского нестационарного процесса, диспер
сия которого достигает максимума в конечном числе точек, а корре
ляционная функция обладает так называемым свойством локальной 
стационарности.

В настоящей работе сообщается результат об асимптотике 
Р{зпр %(!)>«} при для гауссовского неоднородного поля Х(1)

Т
при некоторых весьма общих ограничениях, наложенных на диспер
сию и корреляционную функцию. Указан также набросок доказа
тельства.

Следует отметить, что подобные гауссовские поля часто возника
ют при использовании многомерных статистик типа Колмогорова— 
Смирнова (см. по этому поводу (3)). Асимптотики распределения мак
симума для двух таких гауссовских полей—п-мерных аналогов броу
новского моста также приведены в статье.

Введем необходимые обозначения. Для натуральных чисел 
а

...» вк таких, что = для вектора вида 
/ е= 1

а = («1, ..а*. ..ак), 2^а£>0, / = £

И для ...» определим величину

Аналогично для вектора Э = ՝ Ри •••> - - *> ?*)€#*> Р£>0> *' =
/։ } т

= 1,..., т будем писать
। X31 /п \ Зт

1‘Ь =(2<’)г+ •••+( 2 (‘р-
\/-1 / М-/1+- + //И-1 + 1 ■

Для определенных выше векторов а. р будем употреблять также
следующую запись: а=(аГ1), ...» аро), ₽ = (?(!).•••» ₽(«))•
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- •
Для невырожденной матрицы А определим функцию от I, 
рД։Р(1, $)=рл(1, $) = |Д(1-б)|з, определим также рд(1, <7) = Ш1рд(1, 5), 

6аКп. Через о(1, $)=|(—5| обозначим евклидово расстояние между 
точками 1 и 8.

Пусть гауссовское сепарабельное случайное поле с нуле
вым средним, заданное на замкнутом ограниченном множестве 

Обозначим через г(1, 8) корреляционную функцию поля Х(1), 
через а^ —его дисперсию. Для множества 8^Т определим его 
,е-окрестность“: 5Е = {1£Г:р(1, 5)^е}.

В дальнейшем предполагаем, что поле А'Н) удовлетворяет сле
дующим четырем условиям.

(I) Дисперсия непрерывна на Т и имеет место соотношение 
рл(1, Д))-ро(рд (1, Го)), Д))֊*0, гДе То—множество дости

жения максимума, равного ?2>0, дисперсией причем существует
такое открытое в Rn множество 67, что Для некоторого
е>0 и для любого V>0 sup EX(t)X(sXa2. 

t,S£ Р ,|t—s|> t
(II) Для некоторого C>0 и всех t, s£T60 выполнено соотноше

ние (условие локальной стационарности) r(t, s)=l֊֊|7)(t, s)(t—s)|a-H 
-|֊o(|t—s|e), |t-s|-*O, где D(t, s)=(d/,(t, „ — матричная функция,
заданная на ТхТ, причем элементы матрицы s) непрерывны на 
Т^Х^, |detO(t, t)|>0 п. в. на Те0.

(III) Для некоторых С>0, ч>0, ^>0 и всех t, s£T таких, что
п

|t—s|<j4> выполнено неравенство |1 —r(t, s)|^C V |Л—$ф.

(IV) Векторы 3» участвующие в условиях (I), (II), связаны 
соотношением ₽(/)^>«(/)» Л/ =1,..., п.

Результат статьи останется справедливым, если наряду с усло
виями (I), (II), (IV) вместо (III) требовать выполнения следующего 
условия (III'): существуют константы С>0, ь>0, е^О такие, что для 

л
, |1—8|<^е1 справедливо неравенство Е(Х(1)— Л’(5))2<С^ |6< —

Определим для величину (см. (4))
ос

//a(S) = l+ f ехР\ sup x(t»xUx, 
J lt€io,5]n J 
о

где /(() — гауссовское поле с п. н. непрерывными траекториями, 
Ех(4) = ֊П|в,Соу(х(0, х(5))-|^ + |5|в-|1-8|«.

В работе (4) доказано, что существует предел А/в^цт—т;—, 0<С
8п

<^На<^оо. Обозначим ф(х) =
/ 2пх

Сформулируем основную теорему данной заметки.
Теорема 1. При выполнении условий (I) —(IV), или условий 

(I), (II), (ПГ), (IV) для любой функции И(и) такой, что при и^оо 
и2й(и) —--------->оо,

1п^
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верно асимптотическое соотношение

Р supX(t)>uU/7. П

( / й \х I ехр(---- -рл(։, Т’о)) |беЮ(։, 1)|Л( 1+о(1)), М->ОО (1)
) \ О'* /

{^Т:рА(1, Т0)^Л(м)}.
Схема доказательства. С помощью линейного преобразо

вания множества Т и изменения масштаба убеждаемся, что доста
точно ограничиться случаем, когда матрица А в условии (I) есть 
единичная матрица /, а а=1. Обозначим для краткости записи пра
вую часть соотношения (1) через фЛ(ц).

Доказательство состоит из нескольких этапов. Существует не
прерывная функция о(н)^Л(м), удовлетворяющая при соотно
шениям

Ч«) | О, U'j(ll) ->0. (2)

Легко убедиться,

Для функции o(w) 
называется, что

что lim = 1, 
«-*« Qo(tt)

выделяется множество re = {t£T: p/(t, и до-

P{sup-¥(t)>n} 
lim Т_______
P{sup X(t)^>/z} 

ten
(3)

Далее доказывается, что с точки зрения асимптотического поведения 
вместо поля можно рассматривать поле

^(t) = X(t)/(Ml + cP/(t, То))),
корреляционная функция которого равна r(t, s), а дисперсия поля 
^(t) в силу условия (I) близка на при с^\ к дисперсии поля 
A'(t). Затем множество Л разбивается измельчающейся с ростом и 
решеткой, образованной множествами

= 4 = 1,..., п},

где 1 = (/1։..., In) — вектор с целочисленными координатами, 9 = 6(ц) = 
= (0i(w), ..^п(и))— непрерывная вектор-функция от и, причем для 

п при и—*оо выполнены соотношения
2 

fy(ZZ) | О, &/9fy)֊>0©, 0/Ua(/)֊>OO. (4)

Дальнейшие рассуждения основаны на неравенстве Бонферрони:

у plsup A'<r(t)>zz]>p{sup Xc(t)>u

>2 pjsup ^r(t)>zzl —2 p|sup ^c(t)>«, supA'c(t)>«L (5)
) l.l'e^+.l*!' l։G^l,e t€-4|',9 <
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где Й+(£՜) —множество кубов Д|д, имеющих с Тъ непустое пересе
чение (содержащихся в Л).

На каждом кубе Л1։0, l^#* в силу условия (II) и теоремы срав
нения Слепяна (5) можно осуществить переход от поля A^(t) к не
которому однородному гауссовскому полю. Используя теорему 1 из 
статьи (4) и понятие интеграла Лебега, находим, что асимптотики 
обеих сумм в (5) совпадают и равны Qs(«), оценка двойной суммы в 
(5) показывает, что при и—>оо она есть величина бесконечно малого * I 
порядка относительно

Теорема 2. Пусть гауссовское сепарабельное поле A\t), t£T, 
EA(t) = 0 удовлетворяет условиям (I) —(III) с множеством TQ, со՝ 
стоящим из одной тонки tc, которая является внутренней тон
кой множества Т. Тогда если Р(/£>Я(/)» Л/=1, ..п, то

Р sup A(t)>/Z =A/a2"JK 2" ]detZ9 t0, t0)|
|det /. |

т

k
(1до(1)),

m о

P.fsupA,(t)>zz[ = ՝\(—(14-o(l)), zz->o©. 
ltGr I \°/

В качестве применения теоремы 1 приведем результаты об асимптоти
ках функций распределения максимума двух гауссовских полей, яв
ляющихся предельными для некоторых многомерных статистик Кол
могорова. Эти асимптотики были найдены в работе (3) непосредствен
ным вычислением.

Теорема 3. Пусть 1^(0, 1£[0, 1 ]л —гауссовское поле с нуле
вым средним и ковариационной функцией

гх(1, $)= П (т!п(Г|, $/) —6$,).
I

Тогда
ркир №\(1К>я| = 2л’”л(/2га)л~1ехр( — 22л-1«2)( 1 4֊о(1)), и—>оо.

lteio.il՞ 1
Теорема 4. Для гауссовского поля 1Г2(1), (£[0, 1]л с нулевым 

средним и ковариационной функцией
п п

G(t, $)” п min(//, S/)— П h Si 
/«1 /e1

справедливо ч
P sup =(41п2)л~1м2л-2ехр(—2u2)(l+o(l)), u^-oo.

.teio.i]՞ I 
9

В заключение автор выражает благодарность В. И. Питербаргу 
. за постоянное внимание и руководство работой. I
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Վ. Ռ. ՖԱՏԱԼՈՎ

Ոչ համասեռ դաուսյան պատահական դաշտի մաքսիմումի рш շխման
ֆունկցիայի հշդրի տ ասիմպտոտիկա

Հո դվա ծ ում բերված / ոչ համ ւսոեռ դա ուս յան պատահական ?ք(է) դաշտի 
մաքսիմումի բաշխման ֆունկցիայի ճշդրիտ ասիմպտոտիկան, երբ դաշտր 
բավա բա բում է հետևյալ պա յմ անն ե ր ին'

սւ յ -\,(է) դաշտի դիսպերսիան տարածութ յան փակ և սահմ անա֊
փակ բազմ ութ յան վրա հասնում է իր մ աքսիմ ում ին,

բ) X(t) կոոելյացիոն ֆունկցիան 
հատկութ ւամբ։

ցիոնարության

Հոդվածի արդյունքներր կարելի Լ կիրաոել մեծ շեղումների հավանտկա֊ 
նութ յոլնների ասիմպտոտիկան դտնելոլ խնդրի այնպիսի դաոլմյան դաշտերի 
ղեպքում, որոնք թ ո ւ յ լ սահմ անն եր են Կոլմոգորովի րաղմաչափ ստատիստի-֊ 

կան երբ։
Աշխ ատա նքում բերված են այղ տիպի կ ի ր ա ռո ւթ յ ո ւնն ե ր ր բրոոլնյան 

կամ ոլրգի Ո֊չափ անի համանմանի համար։

Л ИТЕРАТУРА— ԴՐԱԿ ԱՆՈՒԹ 3 Ո Ւ Ն

1 В. И. Питербарг, в кн. Случайные процессы, сер. Математика. Новое в зару
бежной науке, вып. 10, Мир, М., 1978. 2 В. И. Питербарг, В. П. П рисяжнюк, Теория 
вероятностей и мат. статистика, т. 18 (1978). 3 В. И. Питербарг, В. Р. Фаталов. 
в сб.: Вероятностно-статистические методы исследований. Изд-во МГУ. 1983 4 Ю. К. 
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МЕХАНИКА

С. С. Заргарян

Об асимптотике решений системы сингулярных интегральных 
V V пуравнении, порожденной уравнениями Ламе, в окрестности угловых

точек контура 
* 

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР О. М. Сапонджяном 2/ХП 1982)

Определение асимптотики решений интегральных уравнений 
вблизи угловых точек контура представляет значительный теорети
ческий интерес и оказывается полезным и эффективным при числен
ной реализации их решений (см. (’)).

В настоящей работе получена асимптотика решений системы 
сингулярных интегральных уравнений плоской задачи теории упру
гости вблизи угловых точек контура. Рассматривается система интег
ральных уравнений теории потенциала, которая получается при ре
шении первой краевой задачи для системы уравнений Ламе. Для оп- 
ределения асимптотики решений интегральных уравнений применяет
ся метод, использованный ранее в (2) для исследования асимптотики 
решений интегральных уравнений . теории логарифмического потен
циала со смешанными краевыми условиями. Здесь мы рассматриваем 
первую внутреннюю задачу плоской теории упругости, когда на кон
туре заданы смещения.

Пусть дй простая замкнутая кусочно-гладкая кривая с конеч
ным числом угловых точек р2, ... рт. Обозначим через &<'> огра
ниченную область, расположенную внутри, а через область, 
внешнюю по отношению к дй. Раствор угла между полукасательны
ми в точке р; со стороны области обозначим 2яу. Допустим, что 

при /=1, 2,... т.
Как известно, решение плоской задачи теории упругости при 

заданных на границе смещениях сводится к решению следующей 
краевой задачи для системы Ламе:

0 в Զ(/Լ
где X и у— коэффициенты Ламе.

Решение задачи (1.1) будем искать в виде обобщенного упру
гого потенциала двойного слоя (3)

(1Г<р)(х) = |7'(ժր, л)Г(у—х)]*?(уМУ$, (2)

где <р—искомая вектор-функция, Г(у—х) — (2X2) матрица Кедьдина — 
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Сомильяна с элементами Г,7 = а^1оег-1+6[(у(-х/)(у,-ху)]/г5, Т(ду, 
матричный дифференциальный оператор с элементами Т\7 = 

^1Л^у)д/ду1+\1П1(у)д!д^+^1д!дп, 1,у = 1, 2; а = (/.+3;1)/2-у(>.+2у),
^ = (Х-1-|»)/2"1‘(^+211)> /։ = {л։. л2} —единичная нормаль в точке контура, 
знак ♦ означает переход к сопряженной матрице.

Учитывая граничные свойства потенциала (2), получаем систему 
сингулярных интегральных уравнений (4) 

а

— <р(х)+ I |Т(<?У, л)Г(у-х)]*?(у)£/у5 = ^(х), х^дС1\ир/, (3) 
1 

02

разрешимость которой в весовых классах Гельдера исследована в 
(5). Ниже при нахождении асимптотики мы не будем уточнять прос
транства, которым принадлежат рассматриваемые функции, и для

—►
простоты будем считать вектор g гладким.

Выразим решение системы (3) через решение некоторой 
вспомогательной задачи. Обозначим через решение задачи

в Г(дх, п)^1д2 = (Т(дх, п)и^—Т(дх, п)и^/д2, (4)

стремящееся к 
Пусть

нулю на бесконечности, 
решение задачи

Аи1е) = 0 в и(е)/д2^ё. (5)

На основании формулы Бетти будем иметь при х£да\С'Р)

и(0(Х)=- ( и«>(у)[Т(<?У։ л)Г(у—х)]*£/уд+ | Г(у-х)Г(<?у, л)и<'>(у)</у5;

аз ас
(6)

«(г)(х) = и('>(у)1 Т(ду, л)Г(у—х)]*</у$— Г(у-х)Т(ду, п)и<еЦу№у$+2и^оо).
02 02

(?)

Складывая (6) и (7), находим

21= [г(у-х)[Г(^у, П)а<'>(у)-7(ду, л)а<'>(у)1^у5+2и‘'>(оо), (8)
и 02 

—»
где «<е>(оо) — предельное значение вектора и(е^ на бесконечности.

Учитывая, что решение'задачи (4) при х^д&\С'Р) имеет пред

ставление
1г)(х) = ^1')(у)[Г(<?у, л)Г(у-х)]^у$֊уГ(у-х)Т(<?у, лМ‘>(у)</у5, (9) 

00 02
принимая во внимание (8) и равенство

У [Т(ду, л)Г(у—х)]*</^=£, 

дя
гДе единичная матрица, получаем

31



. (10)

Для простоты предположим, что вблизи точки р) область сов- 
падает с сектором = р£/0; 0</><Т>, —а<Т)<Лх}.

Рассмотрим случай —. При и р—>0

—> —*

«(■> = £(0)4- — (0)х։+ (0)х2Н-О(Р1 + '). €>0. (11)
дхг дх2

Аналогично при

//(б) = ^(0)+ МРх481П()п—~^՜—~81п(Хм+1 )9 —81п(Х«— 1 )9 | + 
|51п(лц֊р 1)(тс —а) )

. . [ С05(Хи—1)(тс —а) м . 1Ч0 , . ..с1 ,
+ев>2б/рМ--------1--------- -------- со5(ли + 1)0+со8(л«—1)91+

I со8()и + 1)(тс—а) I
—»■ —*

4- (0)^4- (0)х2+б(р'+').
дх1 дх2

(12)

где /֊—упругая постоянная, равная 3 — 4 V 
'/ — коэффициент Пуассона; /и— корень

при плоской деформации;
уравнения х81п2Цтс—а) +

+ л51п2(”—а) = 0 с наименьшей положительной действительной час
тью. Случай кратных корней ли не рассматривается.

Так как вектор-функции (11) и (12) можно дифференцировать, 
то, вычисляя оператор напряжений Т(ди> п) при р—>0 и
решая задачу (4), получаем

^)_г/(г)(0)4-еЛок/! —- с0!5('՜' 1)(՜ а)со5()-<4-1)б4- 
I х—X/ СОв(Х/4֊1)(тс—а)

4-со8(Х(-1)9|4-Мх-М֊1Врх' (-(>•»֊1)5||1(;'~1)<~~:,) 3|пр(+1)0 
) I 8|п(Х/+1)(тс —а)

+ (х+М)81п(Х/—1 )$|, — (тс—а)^9^тс —а, (13)

где >/ корень уравнения 51п2>.(тс—а)+Х81п2(тс—а) = 0 с наименьшей 

действительной частью. Доказывается, что если 0<^а<^-|-. По

этому в главном члене асимптотики (13) участвует число )/. 
Итак, при г֊>0 на основании (10) имеем

? —?(0) ~ е9—

(14)

Здесь во второй скобке верхние знаки соответствуют лучу 9 = 
= тс—а, а нижние — лучу 0= — (тс — а).

Постоянную В будем определять методом, предложенным в (®). 
Применяя формулу Бетти к вектор-функциям и по области 
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рн=:2(^Г||у х|>г при х -Р] и £—>0, где определяется по (13), а 

;(<’) — решение задачи

4^=0 в Т(дХ1 /г)^)=0 на дП\р,, (15)
имеющее асимптотику

С05(Х/ 1)(~—а)

СОЗ(ХГ — 1 )(тс — а)
С05('/./— 1)9-|-С05(Х/+ 1)9

81п(а/+ 1 )(՜—а)

81п(Х/— 1)(-—а)

получаем

81п(Х/—1)9 — (х—л/)$1п(а/4- 1)6

В = кх ։(а) ^Т(ду, п)и^с1у8.

Продолжая вектор-функцию С(е) в область 

Лг(/) = 0 в Я<'\ на д&\\^Р) получаем

В = к~}(*) | (^-^(0))Л^у. п)г^у5.
д'2

решением задачи

(16)

Формулы (14) и (16) определяют главный член асимптотики
к

вектор-функции <р—с?(0) в случае 0<а<^—.

Пусть теперь

При х£Я<9 и р—>0 решения задач (1) и (5) имеют асимптотику

, 151п(Хд—1)а/г<0 —^(О)н֊^0рх

4 еьС^и

Ь 7ЧОМ
дхл дх„

(17)

«и-^(0)+ — (0)л'1 
их,

(18)
дх2

Решая задачу (4), учитывая дифференцируемость вектор-функ-
ний (17) и (18), при х£д£\р] и р->0 получаем 

г>(г)^'у(^(о)4֊^ррх^{7)151п(Ац-Ь 1)9—П351п(/

4֊ ^ор>и{^1СО8(^«+ 1 )9 + ^2/?3СО8(Аи— 1 )9},

'и

(19)

где

—б[ 81п2Хц(к—а)—Хи81п2(^—а)] ф<а———-|-81п[гс(ли 1)+2а]4՛
I 81п(Л0+1)а
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Տ*Ո( ----— Տ1Ո [т:(ла— 1) —2аХц]— —--- - (1 —'՜շ) տ 1 птг ( ճս — 1)
51л(Хи+1)а 2/и

О3 = 2С/.„[ տտ2/>„(~ — а) — Հ,տ1ո2(~—я)]՜1 2'ես 81п(Хй—1)(~—а) 
տ1ո(/ 0 4-1 )(՜ — а)

81п(Х«Н՜1)~

—Хо( 1 —՝;շ)տ1ո խ(/«ս-]-1)—2а]4-(1 — ^2)տ1ո[1ր()<սփ 1) — 2Хиа]

В силу (10) имеем

и (20)

Здесь верхний знак соответствует лучу 9— т—а, а нижний — лучу 
9 — — (-—а). # •

Постоянную С будем определять аналогично предыдущему 
случаю:

О=—£?՛(«) I (Հ-Քր(0))7՜(ժր,
ԺՋ

(21)

Տ1 п (Х« -1)9+?1п(Ха+1)9 +

—> 
где С(/) решение задачи

= о в 2(0, ^(0=0 на д2\р]у

• имеющее асимптотику *

| 51п(л«— 1)а

4֊еер~хЛ51П^и^~ соз(Ха — 1 )9-р2со8(Х« 4՜ 1 )0!, —а<9^а. 
(81п(Х«—1)а |

В (16) и (21) и £2 —константы, зависящие от упругих пос
тоянных и величины угла области.

Формулы (20) и (21) определяют главный член асимптотики
Л —> —> 

вектор-функции ф — ^(0) в случае

Ереванский политехнический институт им. К. Маркса • • I '

и. и. ԶԱՐԴԱՐՅԱՆ

Լամեի հավասարումներից ստացւ|ած սինգույյար 
հավասարումների համակարգի յուծումների վար

ինտեգրալ 
քագիծր,

եզրագծի անկյունային կետերի շրջակայքում

Ա ռա ձդա կ սւն ո ւք<1 յան տեսության հարթ թւ^հրյրթ լուծման համար էլի տ արկ֊ 
վում / Լամեի հավասարումներից ստացված սինզուլյար ինտեգրալ հավա֊ 
սարումների համակարգը անկյուններ ունեցող տիրույթների գեպքում։

Հայտնի է, որ եզրային ինտեգրա լ հավասարումները բավականաչափ
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£շտութ1ամր լուծելու համար անհրաժեշտ է ուսումնասերն, նոաք . .
Աք/, 44„M \ Հէ ;հ;հ ■

Հ ,7’ւ ,'ւԼ.յ,երբ տիրուլթի եզրում տրված են տեղափ„խ„,թյոլններէ;։ 1 7 ’
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ФИЗИКА

Н. С. Ананикян, Г. Л. Балаян

Суммирование диаграмм с помощью преобразования Лежандра по 
скалярному параметру. Высшие порядки

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР С. Г. Матнняном 20/УП 1982)

Стандартная теория возмущений по малой константе связи (X) в 
применении к задаче ангармонического осциллятора дает хорошие 
результаты только при Х^0,01. С увеличением константы связи при 
переходе от низкого порядка к более высокому точность ухудшает
ся, что связано с асимптотичностью ряда теории возмущений. Более 
того, кривые энергии е (X) как функции константы связи уже при 
X—0,1 начинают осциллировать, т. е. они находятся то выше, то ни
же точной кривой, так как ряд теории возмущений является знако
переменным.

В настоящей работе рассматривается метод пересуммирования 
ряда (4), позволяющий избавиться от осцилляций и получить хоро
шее согласие с точными данными (2) в широкой области значений X.

Метод основан на преобразовании Лежандра по скалярному 
параметру.

1. Преобразование Лежандра по скалярному параметру рассмот
рено в работе (3), где была выведена полная система уравнений для 
эффективного потенциала Г (<р, (7, /7, 5), зависящего от одно <р-, 
двухО-, трех/7-точечных функций Грина и от скалярной вели
чины 5-=<^5Кл(<р)^> (вакуумного среднего классического действия).

Потенциал Г(<р,- (7, /7, 5) можно представить в виде Г = $фА($, 
6, /7) (3), где

տ = տ-տ(<ք)֊— Օ֊Այ— ^1։Օ'ք2-֊Օ2֊
2 4'8 31

В (1.1) $(?)—функционал действия теории (для £<р4-теории он име

ет вид $(?)= — —£<р4, а = —(□х4֊/п2)о(х—у)—,голый“

пропагатор).
Функционал Л можно строить итерациями по О՜1. Для этого 

необходимо вывести уравнение типа Ао = ... (4), где в правой части 
стоят функциональные производные по О более высокого порядка. 
Такое уравнение для А(я, (7, Н) было выведено в (3). Поэтому Р 
можно построить в произвольном порядке по О՜1. В настоящей ра
боте функционал А построен до девятого порядка по О՝՜1 включи- 
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только. Ввиду громоздкости явный вид не выписан. Приведем, одна
ко, выражение для величины, которая понадобится в дальнейшем.

каждой линии в диаграммах соответствует б. Отметим также, что в 
(1.2) ч = Н = 0.

Введение дополнительного скалярного параметра 5 позволяет 
вывести уравнение вида (3)

1 /4! \2 5
И \£-Ь2/ 41г{(^֊1} ’ (1.3)

В терминах переменной х оно имеет вид

х(1х
НМ’}

(1.4.)

Интеграл (1.4) позволяет провести дополнительное пересуммирова - 
ние, для чего необходимо вычислить 1г{0<2-1} (1.2). В (2) 1г{(7у-1} 
был вычислен в низших порядках.

Такое суммирование может быть полезным в теории поля и за
дачах статистической физики. Преимущества такого метода суммиро
вания хорошо видны на примере ангармонического осциллятора. • •

т х2 т&>2х2
1 2~+

х^ \
+#— к являющемся одномерным аналогом ^-теории, можно вы

числить все диаграммы, входящие в (1.4) в приближении 0 = 0. Раз
ность энергий основного состояния полной (£^0) и свободной (^=0) 
теорий определяются формулой (4)

2. В случае ангармонического осциллятора

-е(^) \сИ = ГЛ-4ас- 1-^1г1пО, 
ж I ** (2.1)

где 8иас решение уравнения стационарности Г; = 0.
Подставляя в (2.1) выражение для Л (1.4), получим энергию 

основного состояния е<5>(к) ангармонического осциллятора как функ

цию безразмерной константы взаимодействия Х= —
4!/п2<о2

(индекс (5)

означает, что суммируются диаграммы не выше пятого порядка по 
ч.
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Вид функции е<5>(Х) показан на рисунке (кривая 6). Кривая 5 
соответствует случаю, когда суммируются диаграммы не выше 
третьего порядка по X (2), что означает А = В = 0. Кривые 2, 3, 4 со
ответствуют е(3)(Х), е(4>(л), е<5)(Х) в стандартной теории возмущений по

малой константе. Кривая 1 является точной (2). Функция б<4)(Х) 
(А=^=0; 3 = 0) была изучена в (’), отметим, что она лежит между 
кривыми 5 и 6.

Численные значения энергий основного состояния, вычисленные 
в различных приближениях, приведены в таблице.

е(Х) 0,3 0,6

Еточное 0,5591 0,6024 0,6380 0,6688 0,7210 0,8038

е(3) Т. в. 0,5696 0,7115 1,0507 1,712 4,5005 19,4375

£(3) 0,5724 0,6418 0,7099 0,7771 0,9100 1,1726

е(5) т. в. 0,5812 1,4504 7,7980 32,2042 251,6865 3359,1289

е(5) 0,5692 0,6363 0,7019 0,7672 0,8972 1,1569

Анализ метода суммирования диаграмм, описанный в данной ра
боте, позволяет сделать следующие выводы (см. рисунок и таблицу):
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— в отличие от стандартной теории возмущений исчезла осцил
ляции кривых при переходе от низших к высшим порядкам;

— значительно расширилась по X область применения, по край
ней мере, для энергий основного состояния;

— наблюдается монотонное увеличение точности с ростом поряд
ка приближения.

В заключение авторы благодарят С. Г. Матиняна, Г„ К. Саввиди 
и О. Н. Худавердяна за полезные и стимулирующие обсуждения.

Ереванский физический институт
Государственного комитета по использованию
атомной энергии СССР

Ն. Ս. ԱՆԱՆԻԿՅԱՆ, Դ. Լ. ՈԱԼԱՅԱՆ

Դիագրամների գումարումը Լեժանգրի 
ըստ սկալյար պարամետրի:

ձևափոխության 
Ршг5г կարգեր

մխոցռվ'

Արված է Լեժանդրի ձևափոխություն ըստ Տ = <Հ^Օ|Տ^|Օ^> ս4աԱաՐ պարա
մետրի, որը հանդիսանում է դասական գործողութ յան վակուումային միջինը։ 
Օգտագործելով ա]դ պարամետրից կախված էֆեկտիվ պոտենցիալի հավա
սարումը կատարված է վակուում ա յին դիագրամների դում արում ։ Աշխա
տանքում առաջարկված դիագրամների գումարման մեթոդը կարելի է օգտա
գործել վիճակագրական ֆիզիկա յում և դաշտի քվանտային տեսությունում ։
Կիրառելով այն միաչափ ոչհարմոնիկ օսցիլյատորի խնդրին, ի տարբերություն 
ստանդարտ խոտորումների տ ե ս ութ յան, ր ս տ կա պ ի փ ո քր հ ա ս տ ա տ ո ւն ի ավելի 
բարձր կարգերի անցնելիս 
ա) վերանում են էներգիայի որպես ֆունկցիա կապի հաստատունից կորերի

օս9ՒԼ!ա9Ւա^երԸ
բ) դիտվում է ճշտության մոնոտոն լավացում
գ) զգալի մեծանում է ըստ X ֊ի կիրաոման ոլորտը հիմնական վիճակի 

էներգիան հաշվելու համար։

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 Н. С. Ананикян, Г. Л. Балаян, Г. К. Саввиди. Препринт ЕФИ-574 (61)—82. 
2 F. Hioe, D. Macmillen, Е. Mottrell, Phys. Rep., v. ЗС (7). 305-335 (1978). 3 H. 
С. Ананикян, Г. К. Саввчди, ТМФ, т. 49, № 1, (1981) 4 А. Н Васильев, Функ
циональные методы в квантовой теории поля и статистике, Изд-во ЛГУ, 1976.
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УДК 536.21

ФИЗИКА

В. Н. Айрапетян, 10. Н. Айрапетян

Оценка решения нелинейного уравнения теплопроводности с 
коэффициентом, линейно зависящим от температуры

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Д. М. Седракяном 29/Х1 1982)

Цель данной работы в получении приближенных решений прос
тейшего нелинейного параболического уравнения

дс д Г . ,дс ...
т- = — £(с)-г ’ (1)
д1 о'-х[ ох

где

£(с) = 1-4-ас; а^=сопз1=0,5 (2)

с начальным

с(х, 0) = при х = 0 
при х^>0

(3)
О

и граничными условиями

1 при х = 0
(4)

Так как данный параболический оператор удовлетворяет услови
ям, налагаемым общей теоремой о монотонности (1'2), то удается по
лучить «коридор», в котором оказывается заключенным точное реше-
ние.

Первое приближенное решение ищем в виде

С_(х, О = Ц֊.41О(у)+Д2|0(у)]г, (5)
где

У 2// ’ (6)

и А2 —это const, которые определим ниже.
Заметим, что с_(х, t), задаваемое (5), удовлетворяет начальному 

(3) и граничному (4) условиям, если параметры и А2 удовлетво
ряют условию

1 =
Второе условие для определения А1 и А2 получим, потребовав, что
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бы c_(x,t) удовлетворяло уравнению (1) в окрестности х=0; это 
дает

2Лг йИпя(с)___ 8 = — —
Д’ с1с ; 3 ’1 — 

так как а = 0,5 (см. (2)).
Решением системы (7), (8), как легко убедиться, являются

(8)

имеем

= ֊0,875; (9)

Л։=֊1֊Л = ֊0,125; (10)

<(у) = (Л1 + 2Д2е)6'; (11)

<(У) = (^1+2^2°)&"+2Л2(б')։=-2у9'(Д1-1-2Л։6)+2Д2(6')2. (12)

так как

0"(у) = ֊2уО'(у). (13)

Подставив (11), (12) в (1), получим
дС- 1 "

Lc_(x, t) = - —- + — 
dt дх

с*с_ 
дх

= £М{_2ауС_(у)(Д1 + 2Д20)4-9'[а(Д1-Н2Дге)г+2Дг^(с)1}.
4/

(14)

Первый член в (14) положительный, имеющий шах, так как /AjH- 
+2Д2<0. Выражение в [...] монотонно растущее, ибо его производ
ная больше нуля. Действительно, она равна

бЛ2а9'(Д1+2Д2б)>0. (15)

Следовательно, если выражение в [...] при у — 0 больше или равно ну
лю, т. е.

аД;-|֊2Д2( 1 +<х), (16)

то

Lc_(x, (17)
Легко убедиться, что Л| и А2, задаваемые (9) и (10), удовлетво

ряют (16). Таким образом

С=1֊О,8756(у)-О,125(6(у)]2 (18)

обеспечит выполнение (17).
Подберем теперь такую функцию с+(х, /), которая обеспечивала 

бы выполнение

£с+(х, /)>ю (19)

во всей области изменения аргументов 
граничным условиям (3) и (4). Выберем

(х, t) и удовлетворяла бы

с+(х, /) = с+(у) = Мт/ф(у+у0)|, (20)
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где Л^, о, у2—параметры, определяемые ниже.

имеем

V

ег/су = 1 — ег/у = 1 — е~ц:с1и

с'=֊^° /=-е—’(у+у0)2; 
’ ~ 1/

г

<уу=-2а2(У+Уо)<У-

(21)

(22)

(23)
* - •
Подставляя (22), (23) в выражение для Ас+(у) - Лс+(х, /), получим

Лс+(Х, /) = ^֊{2уС+у+а(^),)2-2ог(у + Уо)с’ку^(<’+)} =

(9 \ ✓ ” \
_ 5^){ | -2у 4-2з2^(с+)(у Н-у0) ] — ։с' у| = ( — С-/\Т (у), (24)

£ I* / \ С у

где
7՝(у) = -2у4-2з2(у4-у0)^(с+)-ас'у. (25)

Так как — ^у>0 (при а>0, ЛГ>0, только такие мы и рассматриваем), 
то (19) будет выполняться, если выполняется

Г(0)=0; . (26)
/У г
—-=Л4(у)^О, при 0<^у<^ос։ (27)
йу

где

Л1(у) = —2 4֊2з2£(с+) Т47-2(у+у0)с'у.

Исследуем М(у) на экстремум

^2«=2<иЗ-4з2(у+у0)2|. 
а у +?

Отсюда М(у) достигает экстремума при

°(У+Уо)= ±^3/4 = ±0,866;

агм 
йу2

= 2а°г^уу13-4з2(у+у0) I - 16ао4(у+у0)с^.

(28)

(29)

(30)

(31)

В точках экстремума первый член равен нулю и, следовательно, знак 
(12М՝с1у2 определяется знаком с(у4 у0). Ниже мы убедимся, что у0<0. 
поэтому очевидно, что на интервале |0, оо) может быть лишь одна 
точка

0,866
У1-------------- Уо> (32)

а

обеспечивающая М(у) экстремум, причем в этой точке М(у) достига
ет минимума. Максимальных же значений М(у) будет достигать 
на концах интервала |0, ос). Таким образом, для выполнения (27) 
необходимо и достаточно выполнения 
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.Л1(О)=-2+2а‘(1+а)+4ас2уос;^0; (33)

М(ос^-2-|-2аг<0. (34)

Для выполнения же (19) кроме того должно выполняться (26), т. е.

Г(0)-2о’у0(Ц-а)+а№> Хе֊”^0. (35)

Из (35) легко получить

(*Уо)е”у?+Л’ * 0,18806=^0, (36)
так как

)у՜՜ = О, 18806, а М определится из условия удовлетворения 

решения, задаваемого (20) краевому условию при х = 0 (3), т. е.

1
—

ег/с(ау0)
Легко убедиться, что

г = оу0=—0,16

(37)

(38)
удовлетворяет (36).

Подставив (38) в (33), получим

С(0,77867)2. (39)

Таким образом, значения параметров

о = 0,778; у0=—0,206; ^ = 0,84817 (40)

в функции, задаваемой (20), обеспечат выполнение (19).

Таким образом получено приближенное решение указанного вы
ше параболического уравнения. На основе теоремы о монотонности 
параболического оператора определен «коридор», в котором лежит 
точное решение (рисунок).

Ереванский филиал
ВНИИОФИ
Ереванский
государственный университет
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Հ Ն. 2ԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ, ՅՈԻ. Ն. ^ԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ

Ջերմաստիհանիգ գծալնորեն կախված գործակցով ջերմահաղորգականությա՚ն
ոչ գծային հավասարման լուծման գնահատումը

Ոչ գծային պարաբոլական օպերատորների մ ոն ո տ ոն ո լթ յան վերաբերյալ 
թեորեմի հիման վրա առաջարկված է անհայտ լուծման վերևից և ներքևից 
գնահատման նոր եղանակ։ Այն բերում է ջերմ ութ յան տարածմ ան համա
պատասխան ոչ գծային պրոցեսի որակական և քանակական նկարագրմանը։

Ստացված արդյունքը Լավ համաձայնեցվում է թվային լո ւծո ւմն ե ր ին'

ստացված հաջորդական մ ո տ ա վո ր ո ւթ յո ւնն ե ր ի մեթոդով։
Առաջա րկված մեթոդը համատեղ մոտավոր ալգորիթմների հետ, ըստ 

ե րևո լյթ ին ավելի արգյունավետ է։

Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 Л. Коллатц, Функциональный анализ и вычислительная математика, Мир, М., 
1969. 3 R. М, Redheffer, Arch. Rat. Meeh. Anal., v. 14 (1963). 3 К. T. Yang,
Trans ASME, Y. Appl. Meeh, v. 25, № 1 (1958).
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Кинетика высЙ^^1емпсРатУР110^ поликонденсации дифенилолпропана и а |цего| х л ор а и гидр ида(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Г. Мацояном 25/Х 1982) ^^^^^^ЖЙнбс|и^^^щгика<пол и коп денса ции хл ораигидридов кл ас- сиче^кф дика|йЙ||||вых кислот с Диолами изучены достаточно подробно (,1). Вмес1ё|е|г^ эти свойства для полптрназнновых систем практически не песлед<^№1. (Особенности кинетики и механизма поликонденсации дихлортриазинов с диолами описаны лишь в единичных сообщениях (2֊|)» в то|время как эти же вопросы для симм-триазинсодер- жащих дикарбоновых кислот вообще не изучены.Настоящая работа лосвящена изучению кинетики высокотемпературной поликонденсации хлорангидрида 2-диэтиламино-4,6֊бис (п-кар- бокспфенокси) -симм-трпазина (ДКФТ) с дифенилолпропаном (Д) в среде дитолил мета на в отсутствие акцептора хлористого водорода. Контроль полиреакции осуществляли по выделяющемуся хлористому водороду. ;• , .При эквимолыюм соотношении Д^ФТ:Д кинетику поликонденсации изучали в интервале 200—250°. При этом верхний температурный предел ограничен термодеструкцией исходных мономеров, нижний—ма- лой скоростью процесса. Общий ход процесса показан на рис. 1 в координатах концентрация выделяющегося хлористого водорода (С, %) —время мин1.
| Л-Т֊՝Кроме того, поликонденсация изучена при мольном соотношении ДКФТ:Д, равном 10:1; 2,5:1; 1:1; 1:2,5; 1-10, и температуре 210°. Дифференциальным методом (5) в координатах 1пУ—1пС определены концентрационный и временной порядки реакции по каждому компоненту (рис. 2). Равенство концентрационного и временного порядков свиде- тельствует об отсутствии автокатализа (5). На основе полученных экспериментальных данных показано (рис. 1), что кинетические кривые хорошо спрямляются в координатах----------------- 1 по уравнению вто-

а(а—х)рого порядка.Таким образом, можно констатировать, что изученная полиреакция имеет первый порядок по каждому из компонентов и общий второй порядок.Следует отметить, что! при глубине конверсии до 5у—60% (но вы-
45



Л'ЛЯКЯШ'МуСЯ хл< 
ми и подчиняется по-иилимому, обр

< корост»» иолиреакнии значится։,, второго порядки. На этой сга,>ив,»а к о и о м с р и <К$^ИН|ННННИВ|||В| зуются преимущественно димеры

тик как скорость их образования из несколько ^потядков выше ско роет и последующего роста пени. Далее, суме ло тому, чт |пОЙр||т|л| степени концентрации в выражении скорости, найденный |а|ч®а кривой С -I, возрастает до 10 и более, реакция замедляется. При з|ом через 12 ч нагрева ъквимольных количеств исходных компонентов при 21 О' полимер имеет характеристическую вязкость в диоксане, равную 0,18 лл/г. 20* и мол. массу около 15^0.

Рис. 1. минКи/гетичесиие кривые взаимодействия ДКФТ с Д при 200 —250''
Рис. ®. Соотношение порядков реакции: 3 и X—-концентра ционные порядки по Д и ДКФТ соответственно, △—временной порядок (в темном треугольнике концентрационный и временной порядки (овпадают)

На основании пашенных из рис. 3 констант скорости, используя 
уравнение Аррениуса, аналитическим и графическим (рис. 4) методами найдены хороню совпадающие значения предакепоненциального множителя (л) и энергии активации (Е). которые сведены в таблицу. Ис- Л1в]ИЗ ?ра-։"е,1ИИ г’ири|"а и АРРениуса в рамках теории абсолютных ( > ->ь'''И'-.г ии;,я разнос ,ь энтропий переходного состоянияМ уия И5У'|(-|||10И полиреакции составляет —28,5 ккал/моль -₽К> что согласуйся с известными значениями для реакций типа $№

4 a



к раствору ф,9226 г (2 ммоаь) ДКФТ в 50 мл дитолнлмстана при заданной температуре быстро прибавляли предварительно нагретый |о такой же^-температуры раствор 0,456 г (2 ммоль) Д в 50 мл дптф- лнлмстапа. Через реакционную емесь (со скоростью 0,3 л/мпп) бар- ботн^овал и сухой п очищенный 01 следов кислорода и двуокиси уг-

0 Ю0 200 Рис. 4. Энергия ак ивации (£=/?1£а) в координатах Аррениуса
Время, мин

аРис. 3. Зависимость ------------- от про-
—^ЛВИНИ|должительиости поликонденсации ДКФТ и Д при 200-250°

Кинетические и термодинамические параметры поликонденсации ДКФТ и Д
Температура реакции, °СКонстанта начальной скорости полиреакции 200 210 220 230 250 моль.°/(ккал

К • 103 моль—1 • л • сек~1 2,09 3,24 4,56 7,22 16,37 20±2 5’9±0,2•106 —28,5
лерода азот. Барботаж азота обеспечивал хорошее перемешивание и постоянный унос хлористого водорода в поглотительную склянку с 0,05 Н спиртовым раствором едкого кали. Отобранные в ходе поликонденсации пробы раствора щелочи объемом в 1 мл оттитровывали раствором 0,01 П соляной кислоты (индикатор—фенолфталеин). Все опыты шроводились в одинаковом объеме дитолилметана. ДКФТ синтезировали по (6), Д и дитолилметан очищали по (**8). Поликонденсацию проводили в приборе, аналогичном (9).
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ч. ՊԻԺՈՎ. Վ. Ն. ԶՍ.Պ1ԻՇՆԻ, Դ. 1Г. ՊՈՂՈՍՅԱՆ
Ս|) ժ-шг|1шсф ն щшгп ւնա կո րլ 

ршгагуЬгй ւսսւո |ւ 11 ”

լորսւնհիդրիդի և դիֆենիէոլպրոպս,^ 
աո[ի կոնդենսացման կինետիկան

Ուսումնասիրված է 2 ֊ դի է թ ի լա մ ին ա-4,6 ֊ բ ի “ ( պ ֊ Կ " Ր Բ " իֆ են Օք I 
սիմ ֊տրի ազին ի քլո ր ան հ ի դ ր ի գի և դի Ւ ԼՈՈԱցմվլ.
կինետիկան դի տ ո լի լմ ե թ ան ի լուծույթում 300 2օ0 €2 ում Ցր 1յց է ^Բված, ք
ուսումնասիրված ռեակցիան առաջին կաբգի ըստ յուրաքանչյուր կոմպ 
նենտի և ընդհանուր' ըստ երկրորդի։ Ելնելով ստացված կին ե ւոի կ ակ լ^ն էլ թլ 
ն ո դին ամ ի կա կան տվյալներից եզրակացվել էէ ո [յ ռեակցիան րնթւսնոլմ ք֊ լ

_ ա. .

ս ո լե կուլյար նուկլեոֆիլ տեղակայման մեխանիզմով:

Л ИТЕРА ТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈԻԹՅՈ Խ Ն
М.» 1972.<Օ, ՑձձՇ

К°Р1иак, С. В. Виноградова Неравновесная поликонденсация, М 2 А. /Հ. Микитаев, Д. Ф. Кутепов, В. В. Коршак полимеров, вып. И ДР-,т. 15Б. № 3 (1973) ВМС. т. 15А, А? 4 (1973). Нальчик, •> Наука*’ в с?-: вопросы
. 4 Л. /1. Королева, Л. А. Родивилова М с а.., А. Леидер, Кинетика органических реакций, Мио МԼ®. М. Погосян И А Агптипа^ ռ г-г 11 1 * г ’ ‘ 19/67 х/ лсатурян, В. Н. Заплишный, Ар.м. и..1976). У. Серенсон, Т. Кемпбел ~1963. 8 Р, С. Величкова, -ССР. Сер.хим Ն Препаративные методыXIIԱ. >յ<7թ1{.химии1ия, М., 1977. . ог, Коршак, С. В. Виноградова

; № 4, 8о8 (1969). э Практикум по физике полимеров, [ Др., Изв.и химии полимеров, Ил, АН Хи-
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