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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ НАПРЯЖЕНИЙ 
ОКОЛО ЖЕСТКО ЗАЩЕМЛЕ11Н0Й ВЕРШИ! 1Ы 

СОСТАВНОГО УПРУГОГО КЛИНА

Исследование напряженного состояния вблизи края поверхности кон
такта составного упругого тела проведено в работах [1 11].

В настоящей работе при помощи местного решения плоской задачи 
теории упругости [4] исследуется напряженное состояние около края по
верхности соединения в композиции, представляющей из себя спай трех 
плоских клиньев, соединенных по боковым сторонам. Края составного кли
на заделаны. Материалы боковых клиньев одинаковы и углы раствора рав
ны. На замыкающей части контура составного клина задана внешняя на
грузка, обуславливающая плоскую деформацию или плоское напряженное 
состояние.

Решение рассматриваемой задачи приводится к отысканию корня 
трансцендентного уравнения.

Анализ результатов вычислений, проведенных для трех серий значе
ний пяти параметров задачи для плоского напряженного состояния состав
ного клина, показывает, что характер напряженного состояния около рас
сматриваемого края поверхности соединения существенным образом зави
сит от упругих деформативных характеристик соединенных материалов и
от геометрии соединения.

1. Пусть тело изготовлено из 
трех спаянных между собой по 
боковым поверхностям цилинд
рических тел. Поперечным сече
нием тела является составной 
клин с заделанными краями и 
углом раствора 2(а-Гр). Мате 
риалы боковых клиньев одина
ковы с одинаковым углом раст 
вора а. а между боковыми кли
ньями расположен клин из дру
гого материала с углом раство
ра 2р (фиг. 1).

Вследствие симметричности задачи на линии симметрии выполняются
условия симметрии или идентичные им условия гладкого контакта и можно 
считать, что одновременно рассматривается аналогичная задача для клина, 
составленного из двух материалов с углом раствора а 4֊ £, сторона ф — а 



(н полярной системе координат г, ф) которого заделана, а на стороне 
ф - ■ ■ Р выполняются условия гладкого контакта. Линия контакта ма
териалов принимается за полярную ось (ср 0), на замкнутой части кон
тура действует внешняя нагрузка (фиг. 1).

При отсутствии массовых сил компоненты напряжений через функцию 
напряжении Эри Ф п полярных координатах выражаются формулами

1 с/Ф , 1 дйФ дгФ д / 1 "Ф\
<1Л)

Функция <1’ (/, с| ) в областях I и И (фиг. 1) удовлетворяет бигармо- 
ническому уравнению

дзф,^/-֊ 4 —— 4 Д-—Y Ф.=0 /==1,2 (1.2)
Ur֊’ Г (ir г*

Решение уравнения (1.2) в областях I и II имеет вид |4|

ф, = гХ,,0Д)., О (1.3)

где
^i — Ац sin (/ 41)? • At2 cos (л 41) ? 4 Assin (л — 1) ? А» cos (/ - 1) ?

(1.4)

А.-(г’=1, 2; / = 1» *2, 3, 4) — постоянные интегрирования; 
л—некоторый параметр.

Краевые условия и условия на линии контакта в случае плоского на
пряженного состояния через функцию Ф имеют следующий вид [12]:

I г)фг . 1 (РФ՝ /?ф։ ..
----------i 4---------------- >. — — — о
г dr г2 dr dr2

(2 •
/ 1 д3Ф։ 2 ОгФ։ 2 <?Ф։\ . 3 ^2Ф1

Vj) (--------- -— —---------- — —----- ) ՛ —- ------- —
\ г ard? г- drd<f г3 с)? / г2 дгд?

2 ЭФг . 1 (РФ, л -ч
---------------- -|-------------- - = 0 при ?=х (1.э)

г3 Оф г3 д'А

(2 1-
. / 1 <хаФ3 2 <93Фг , 2 &ФД 3 (АК
\ г dr‘d^ г- drdy г3 Оф 1 r'~ дгдъ

2 <?Ф2 1 (?Ф, _ Q

г'л оф г3 d^3

1 <ЯФ. , 1 д<1>„ л
---------------- ? -|    : = 0 При ? = -

г Ord^ г՛՝ d^

. , г/Ф. ()Ф2
1 “ dz> ()ф

1 х 1 d-Фу _ у ^Ф/\ =
Ел \ г or г2 1 dr /

1 / 1 </Ф2 1 д'Чк О'£фл\ .л
т(—Г2՜1* “Г-“?2 тт) (1-6)
Е2\ г dr г~ dr дг2 /
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1 1(2 -.of 1 2 ^ф' I 2 i-
Z?։ [ 1 \ г dr2d<o гг дгд-л г3 д? /

1

3
г" деду

2 </Ф,

г3 <7<?

<1 <73Ф8

< г drd's

, 1 о3Ф,՜!

г3 d?3 J

2 о2Ф2 . 2 <?Ф,

г" дгО<0 г <)

3_<72Фг 2_^Фг . 1 ^Ф2 

г- дгду г3 глр г3 d^3
при 7 = 0

где Е; и \'г (г 1. 2) — модули упругости и коэффициенты Пуассона ма
териалов. Для плоской деформации вместо г, подставляется \>/(1 — V,).

Удовлетворяя (1.5) и (1.6). получаем систему линейных алгебраиче
ских уравнений относительно постоянных интегрирования А.; (г — 1.2; 
/= 1.2.3. 4)

X[vj /.’ si* Лп4 VI՜ Z С| Л124֊(< А+—4)si Лп֊г (v։ >? —4)ci Лн] = 0

k ). [vj Z су А п— vfz $i А12~ hi '֊ 4) ci Л10—(>i к ֊4)s։ .41։] =0

/•[՝<>' л' ci А2ХЛ- v2՜ /. sj .422 -- (v> л 4- 4) со .4.23 4֊ ('Г к՜ - 4) s2 42.։] — 0

Д՝ (ль с? 4- / s? .422 -f- Z a A nJ | / ,42.։) =■=()

4 к-К >■* а„ + «,Г ֊4) А։] - 4 [»? >.+ Д„4- (А' - 4} A.,11 = 0
|с։ Я. I

/. J-Ltf Х'-ЛцЧ-(V, -f-4) AJ- ՛ Ая 1- (v24 . +4) .4 J =0

I Zij ^2 I

^12 4֊ Ar, - Аг2- A.։= 0 (1.7)

Z՜ .4П — > xl2;i — Z‘ Д21 Z у4йз=О

В системе (1.7) для краткости приняты обозначения

Sj+= sin (Z 4 1) я, s?‘ = sin {'■՝ — 1) 3, Sj =sin(Z—1) c, s^=s։n(Z- l)p

C£ = cos(Z : l)a, c.2 = cos (>֊-r 1) P, e~= cos (Z—1) a, c2 cos(՝>—l)p

к+֊л.+ 1, л =}.-), ^=^4-1 /=1,2

Для существования нетривиального решения однородно]՝։ системы 
( 1.7) необходимо, чтобы ее определитель равнялся нулю

(к> !*-> '«'р у2, л, й) — 0

который после ряда громоздких преобразований приводится к фансцеи- 
дентному уравнению относительно 7.

Д =
64/Ъ. 3

т ; у /■ sin 2 (л |- ft)
£1

т; — гп] р —

; ֊Л™? и 2 ^֊25«1*у(т; _ 4 т1+ 8) (/• sin 2 ft — sin 2 л^)
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m՛! : 4 8) sin 2 j-л. л7ц (fn։ _ 4) —J——-:---- • A —

- ml -25*2 (X sjn 2 3 cos 2 Xx sin 2 X^ cos 2 ' x) —

— I1 mi (mi 4) —q --- ” s*n '՝? cos ~ ,г

4֊ 2 m i 'д'‘~~2'У (cos $ 3 C'3 sin 2 ? — X: sin 2 >/) 4-

j-pm’ _?.LZ_lv.^(cos2a- l)X5sin2>3 4- 
2

| —4)sin2X(a : 3)j-=0 (1.8)

где
£

u= —1 - /и,— \т1, / ~ 1» 2 
' £2

Трехкратный корень л ~ 1 уравнения A = О исключен, так как ему 
соответствует тривиальное решение рассматриваемой краевой задача 
для 6.

В следующих частных случаях уравнение (1.8) примет вид

при 3 в 0 /■ sin 2 а*- -^։ —— sin 2 /л = О G-9)
zn։

при x = 0 Xsin23-|-—-—- sin2>3—О (ЫО)
/Пп

при «— 1, Vj — ՝л. — у, т — у ֊1

X։in2(« J-?)+ !^s։n2»(<i + ?) = 0 (l.U)

т

а при у — О

Xsin2? + sin2>.p = 0 (1.12)

>.ssin2a——-) sln2Za=0 (1.13)
\ mt /

Уравнения (1.9) (1.11) соответствуют известным случаям одно
родного клина с различными граничными условиями [ I

Для каждой комбинации конкретных значений параметров а, 0, р. 
v։ и V. уравнение (1.8) имеет бесконечное множество корней, расположен
ных в комплексной плоскости ?. симметрично относительно осей координат. 
Корням (1.8), имеющим отрицательные действительные части, соответ
ствуют решения, которые для вершины клина не имеют смысла. Осталь
ные корни (1.8), которым соответствуют нетривиальные решения, прону
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меруем по порядку возрастания действительных частей. При равных дей
ствительных частях нумерация ведется по возрастанию мнимой части. 11ри- 
ннмаем, что все эти корни простые.

Решение плоской задачи теории упругости в рассматриваемой обла
сти может быть представлено в виде ряда [13]

Ф = 2Л'Н(,, >.*) (1.14)

а- ։
где

Й(<Р, )՝‘> при 0 ’ • ։ (1.15)

I w2(b f-k) При —₽<«<()

Система функций 0 ((р, в интервале (— р. а.) является четырех
кратно полной н классе действительных функций, непрерывных со своими 
производными до четвертого порядка в интервалах (— fi. 0). (0. а) и 
удовлетворяющих условиям ( 1.14) и (1.15) [4, 6].

Из (1.1) и (I.I4) видно, что если 0 Re (Ât) <Z 1, то напряжения 
при приближении к угловой точке линии раздела областей неограниченно 
возрастают, причем порядок особенности напряжений при этом равен 
|Re(X։)— 1|. А если Re X. > 1. то напряжения затухают при г -> 0.

Таким образом, исследование характера напряженного состояния в 
окрестности края поверхности соединения нагруженного составного тела 
при заданных граничных условиях приводится к отысканию корней с наи
меньшей положительной действительной частью трансцендентного уравне
ния ( 1.8).

Искомый корень уравнения ( 1.8) вычислен на ЭВМ для следующих 
значений параметров задачи:

V ՝л. = 0.2, 0.3, 0.4

Р = 2 Л; Л = 0, 1, 2, 4, 5, 6; р- 2'"; лп = ],2, 4, 6; р-1±2 *, 

к = 1, 2, 4, 6;

« + ₽=֊֊ * = “-<?« <? Ь 2» И-г2«.> «1 - — 1, О, 1.

В табл. 1, 2, 3 приведены значения наименьших положительных дей
ствительных частей корней трансцендентного уравнения ( 1.8) для некото
рых комбинаций указанных значений параметров, характерных для рас
сматриваемой задачи.

2. Анализ результатов вычислений, проведенных для трех серий зна
чений пяти параметров задачи (a, fi, ц, V, и v։), позволяет выявить сле
дующие общие закономерности характера напряжений вблизи вершины 
составного клина:

При одинаковых значениях коэффициентов Пуассона (х՛, - г:. табл. I) 
вблизи вершины клина (г •—О) напряжения затухают, если 0.5 < ц < 64,
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Таб шин I

7-1-8 — - —
2 12

;л ’ 2?"

9 1 3 5 6 7 1 8 9

о' 0.25
0.50
0.75
1.0

128

0.9432
1.0-157
1.0866
1.1081
1.1778

0.7567
0.9424
1.0138
1.1081
1.3795

0.6751
0.8854
1.0164
1.1084
1.6281

0.6630 
0,8779
1.0105 
1.1084
1.3866

0.6736
0.8886
1.0202
1.1084
1.21474

0.7180
0.9210
1.038?
1.11)8-1
1.0911

0.8294
0.9947 
1.068!
1.108-1 
1.0018

сч 
о

с.

О
II
7

0.25
0.5
0.75
1.0

64.0
128

0.9577 
1.0537 
1.0920 
1 1125 
1.1771 
1.177

0.7738
0.9570
1.0516
1.1113
1.3762

0.6921
0.8983
1.0207
1.1027
1.4629

0.6761 
6.8875
1.0144
1.0981
1.2519

0.6817
0.8935
1.0168
1.09-11
1.1018

0.720-8
0.9232
1.0300
1.0911
0.9959

0.8262
0.9865
1.0515
1.0887
0.4200

1

0.
2 Х

3 0.4 0.25
0.5 
0.9375 
1.0

64.0
128.0

0.9355
1.0283
1.0791
1.0829
1.1114

0.7555
0.9348
1.0746
1.0868
1.3030

0.6755 
0.8347 
1 0831 
1.1031 
1.6061

0.6643
0.8799
1.0Ю2
1.1113
1.3959

0.6755
0.8929
1.0968
1.1163
1.2269

0.7209
0.9295
1.1021
1.1170
1.1077

0.8324
0.99у1 
1.1058 
1.1139 
1.0305

£
при любых значениях угла где и — » а £։, V, и а соответствуют (ма-

А'п
териалу) клику с заделанным краем. В атом случае характер напряжений 
соответствует характеру напряжений около вершины однородного клина 
при а < я.

Если и <С 0.5. то вблизи вершины составного клина затухание напря
жений невозможно и напряжения имеют особенности. С увеличением а в 
интервале 0 а ■< а, порядок особенности напряжений увеличивается, а

В интервале ях < з с.՜ — — — уменьшается. 11редельный угол на

ходится в 6 — <՜ 7, < 7 — 
24 24

Изменения значений коэффициентов Пуас

сона почти не влияют на интервал малонапряженности. но несколько изме
няют порядок особенности напряжении.

При |» = 0 задача приводится к однородому клину с заделанными 
краями с углом раствора 2<х < я, и около вершины этого клина напряже
ния затухают [6].

Если р 2> 64 и а > 7 —вблизи вершины клина затухание напряже- 
24

ний невозможно. Интервал изменения значений параметров задачи, при 
котором появляется особенность напряжений, увеличивается при увеличе
нии р.

6)
я

2
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При одинаковых значениях коэффициентов Пуассона материалов (т։ — 
= V. 0.2, 0.3, 0.4, табл. 2) около вершины клина независимо от углов 
а и р напряжения затухают, если ц> 1, имеют конечные значения, если 
и = 1. и бесконечно возрастают (имеют особенность), если р < 1.

С увеличением значения коэффициентов Пуассона порядок особенно
сти напряжений уменьшается.

При различных значениях коэффициентов Пуассона О', =/: \\) ука
занные интервалы существенно изменяются.

Если увеличивается V. (соответствующий материалу с заделанным 
краем), то при малых значениях угла а интервал изменения значений р. 
соответствующий зоне малонапряженности, уменьшается (р 0.75. V, = 
= 0.4, V. = 0.2).

Если увеличивается \’г, интервал изменения значений параметров за
дачи, при котором напряжения около края поверхности контакта имеют 
особенности, увеличивается при .малых значениях а и уменьшается при 
больших значениях а (табл. 2).

7'абяиуа 2

:х
■ й*

» = ’ | 3 5 6 7 8 1 9 10 1 11

сч 0.98437 0.999 0.998 0.996 0.9954 0.9951
1

0.9953 0,9959 0.9970 0.498с 1.0 1.0
1.0156 1.0007 1.0023 1.0039 1.0045 1.0048 1.0045 1.0040 1.0030 1.0016

16.0 1.0470 1.1662 1.3565 1.4213 1.2560 1.1422 1.0626 1.0109 0.9370
г- 64.0 1.0495 1.1753 1.3763 1.3931 1.2199 1.0961 1.0055 0.9410 0.9047

128.0 1.0500 1.1768 1.3792 1.3872 1.2130 1.0872 0.9939 0.9252 0.8806

г։—Г 0.75 0.9918 0.9702 0.9445 0.9336 0.9264,0.9240 0.43030.9452 и.9695О 0.9375 1.0030 1.0044 0.9985 0.9944 0.9906 0.9882 0.9879 0.9901 0.9944
*1 0.98437 1.0051 1.0114 1.0099 1.0072 1.0041 1.0013 0.9944 0.9987 0.9990

1.0 1.0058 1.013ь 1.0135 1.0113 1.0084 1 0055 1.003111.0014 1.0005
4 1.0389 1.1326 1.2445 1.2522 1.1979 1.1370 1.0888 1.0532 1.0260

о 16 1.0475 1.1668 1.3355 1.2665 1.1337 1.0365 0.9696.0.9304 0.9256
_ 64 1.0496 1.1755 1.3675 1.2488 1.0974 0.9873 0.9070 0.8508 9.82401

о 0.9375 0.9919 0.9803 0.9787 0.9814 0.9856 0.9900
| ।

0.9940'0.9969!0.9488
0.98437 0.9941 0.9871 0.9906 0.9955 1.0009 1.0053 1.0074,1,0068'1.0040<* 1.0 0.9948 0.9893 0.9944 1.0 1.0089 1.0102 1.0016'1.0099 1.0057

сч 1.0156 0.9954 0.9914 0.9981 1.0014 1.0107 1.015 1.0158,1.0130 1.СО73
6 1.0625 0.9973 0.9973 1.0088 1.0173 1 .0248 1.0288 1.0277:1 .0216 1.0118

■֊ 1.25 1.0036 1.0173 1 0459 1.0627 1.0749 1.0773 1.О682|1.050С 1.0263

I аким образом, для получения более широкого интервала малонапря- 
жениости около вершины составного клина необходимо, чтобы материал, 
имеющий заделанный край, имел меньший коэффициент Пуассона 
(\'։<Су..) и больший угол раствора (сс>Р), иди же больший коэффициент 
Пуассона и меньший угол раствора.

В этом случае также имеется особенность напряжении вблизи верши
ны составного клина при достаточно больших значениях а и ц (табл. 2).
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в) а 4- ?
2 12

Как показывает анализ результатов 
горные для задачи вычисления приведены

вычислении (некоторые харак- 
в табл. 3). имеется узкий интер-

Таблиаа 3

2 ’ 12

9 2 4 1 * 8 9 10 11 12

о 1.25 0.9270 0.9439 0.9533 0.9774 0.9882 0.9730 0.9623 0.9473
е* 1.5 0.9383 0.9679 0.9851 1.0315 1.0315 1.0195 0.99850.9718

2 0.9529 1.0000 1.0289 1.1149 1.106$ 1.0781 I 041Г 1.0000
4 0.9759 1.0525 1.1028 1.1238 1.1648 1.1061 1.0600’1.0167

64 0.9985 1.1049 1.1740 1.0929 0.“99б и. '304 0.8800 0.8470
128 0 9992 1.1055 1.1762 1.0354 0 9908 0.9194 0.8659 0.8283

II 1.25 0.9322 0.9408 0.9493 0.9885 0.9951) 0.9916 0.9788 0.9593
II 1.5 0.9427 0.9628 0.9785 1.0465 1.0541 1.0425 1.0173 0.9847

2 0.9564 0.9918 1.0179 1.1473 1.1472 1.10’98 1.0634 1.0142
04 4 0.9777 1.0382 1.0814 1.1495 1.1061 1.1470 1.0874 1.0343
О 16 0.9943 1.0745 1.1283 1.1596 1.0640 1.0031 0,9642 0.9427
,* 64 0.9985 1.0836 1.1390 1.0972 1.0034 0.9345 0.8850 0.8535

о:

О 1.25 0.9352 0.9605 0.972! 0 9917 0.9896 0.9827 0.9718 0.9578
II 1.5 0.9452 0.9819 1.0007 1.0365 1.0323 1.019ь 1.0008 0.9780
> 2 0.9582 1.0105 1.0398 1.0937 1.0791 1.0551 1.0271 0.9965
'Г 4 0.9785 1.0575 1.1059 1.1216 1.0711 1.0337 1.0063 и.9841
О 16 0.9946 1.0954 1.1602 1.0226 0.9493 0.8)05 0.8671 0.8555

64 0.9986 1.1051 1.1739 0.9827 0.8968 0.8379 0.7930 0.7644

вал изменения шачений параметров задачи, при котором напряжения за
тухают (в отличие от однородного тела, когда имеется концентрация на
пряжений при всех значениях параметров задачи). Затухание напряжений

возможно при > 1.25 и а ’ го есть когда клип с углом раствора 2$ 
1

н с заделанными краями около вершины нс имеет особенности напряжений 
Порядок особенности напряжений увеличивается с увеличением угла

а до некоторого предела ։<^х։ и уменьшается при а^>я։. Предель-
я 9 ,10

ныи угол Находится в интервале Изменение коэф

фициентов Пуассона почти не влияет на интервал малой апряженности и 
на значение предельного угла а (табл. 3).

ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса Поступила Ч VII 1980
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г Ա. Դ. ԱՎԵՏԻIIՅԱՆ

ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՎԱՐՔԻ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒՄԸ ՐԱՎԱԴՐՅԱԼ ԱՈԱԶԴԱԿԱՆ 
ՍԵՊԻ ԿՈՇՏ ԱՄՐԱԿՑՎԱԾ ԳԱԳԱԹԻ ՇՐՋԱԿԱՅՔՈՒՄ

Ամփոփում

11.էէաձգսւկանութ յան տեսության Հարթ խնդրի տեղական լսւծամնհրքւ <>։/֊ 
նությամր Հետազոտվում է լարվածաչին վիճակը րաղազրյալ հարթ սեպի 
ամրակցված գագաթի շրջակա յրում: Խաղաղը յալ սեպը իրենից ներկայաց
նում Ւ, եզրերով իրար միացված երեր սեպերի մ ի ացո ւ թ յւււն t Եզրային սեպե
րի նյութերը միենույնն են ե բացված ըի անկյունները հավասարւ

Սիպի եզրագծի փակող մասի վրս> տրված I; արտաքին րեռնվածք։
Դիտարկվող խնդրի լուծումը բերվում է ւոըանսցենզենւո հավասարմ տն 

արմ ատն երի որոշման ր>
Հաշվումների արդյունքների վերլուծությունր ցույց Լ տալիս, որ լարվtu

ft ային վիճակի բնույթը միացման մ ակերեույթի դիտարկվող եզրերի շրջա
կայքում էապես կախված է միացվող նյութերի աււաձգա-դեֆորւքատիկ բնու
թագրիչներից ե միացման երկրաչափաթյունից։

AN INVESTIGATION OF STRESS BEHAVIOUR NEAR 
THE RIGIDLY FIXED TOP OF A COMPOSITE ELASTIC WEDGE

A. G. AVETIS I AN

S u in in ary

By means of a local solution of the plane problem in the theory 
of elasticity, the stressed state near the rigidly fixed lop of an elas
tic wedge, representing a combination of three wedges, joined by their 
lateral sides, is investigated. The materials of the lateral wedges are 
similar and the angles of opening are equal. On the closed part of the 
wedge contour an external load is given. The solution of the problem 
is reduced to the finding of a root of transcendental equations. The 
analysis of the calculation results shows that the pattern of the stres
sed state near the edge of the junction surface essentially depends on 
elastic deformative characteristics of the joined materials and on the 
geometry of joint.

ЛИТЕРАТУРА

1. Wllllatnn Л/. L. Str«՝-՛- •.insularities resulting from various boundary conditions in 
angular corners <։f plates in extention. J. of Appt. Meeh., 195?, vol. 19.

2. /!<гп,ги>| О. К. Особенности напряжсино-дёфОрмнрояанного состояния плиты о 
Окрестности ребра. ПММ. 1967, т. 31. выи. 1. г. 173—186.

3. fio.ixu Действие касательных и нормальных нагрузок на прямоугольные упругие 
клинья. ш>1 полненные и.ч разных .материалов и соединенные по граням. ПМ, 1968, 
ւ. 35. серия № 3.

И



4. Чобанян К С. Способ повышения вкбропрочности соединения. Ант. свил. 307869. 
»Бюллетень открытия, изобретения...«-, № 21. 1971,

5. Чобанян К. С . Геворкян С. X. Поведение поля напряжений около угловой точки 
липин ра дела в ։.»даче плоской деформации составного упругого тела. Изв. АН 
Арм.ССР, Механика. 1971. т. 24. № 5.

6. Аветисян А Г., Чобанян К. С. Характер напряжений в заделанной окрестности 
края поверхности соединения составного тела, нагруженного в условиях плоской 
задачи теории упругости. Изв. АН Арм.ССР, Механика, 1972, т. 25. № 6.

7. Аветисян А Г. Особенности напряжений в составном теле при контурных условиях 
гладкого контакта. »Исследования по теории пластин и оболочек« Вып. 12, Ка
зань, нзд-то КГУ. 1976.

8. Knetn М. /.иг Théorie dor Druckversuchs. Abhand dur Aorodyuamischo Inst. u. d. 
Tochn. Hochschiile, Aachen, Germany, 1927, v. 7, pp. 43 -62.

9. Rao Я. K Stress concentrations and singularises at interface corners, ZAMM. 
1971, 51, s. .395 406.

10. Hein И. !.. and Erdogan F. Stress singularities in a two-material wftdge. Int. 
Journ. of Fracture Mcch., 1971, 7. № 3, pp. 317—330.

11. Theocaris P. S., Gdtndos E. E. and Thireos C. G. Stress Singularities in a Bi- 
wedge Uudcr Varions Boundary Conditions. Acta mechaniea, 1978, vol. 29. 
№ 1-1. pp 55-73.

12. Чобанян К С О функции напряжений для плоской задачи корим упругости со
ставных тел. Докл. АН Арм.ССР, 1961, т. 32, № 2.

13. Вороиич И. И. О поведении основных краевых задач плоской теории упругости В 
окрестности особых точек границы. Тезисы докладов на III Всесоюзном съезд*: 
по теоретической и прикладной механике. М.. 1968.

12



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
ՄԼ|սան]ւկա XXXIV, № 3, 19Ց1 Механика

М И. ТЕПЛЫП

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ВНУТРЕННЕМ КОНТАКТЕ УПРУГОГО 
ЦИЛИНДРА И ДВУХ КОНЦЕН ТРИЧЕСКИХ КОЛЕЦ.

СОЕДИНЕННЫХ ПОСРЕДСТВОМ НАТЯГА

§ 1. Постановка задачи. Вывод уравнений Рассмотрим упругое изо
тропное концентрическое кольцо 5, единичной толщины с внутренним /?0 
и внешним /?|. радиусами (фиг. I). На части внешнего контура кольца 5„ 
определяемой углом 23„ приложены заданные напряжения нормальные 
(радиальные) д։(а) и касательные 
</. (а). В отверстие кольцевой об
ласти 5։ »ставлено с натягом А
кольцо (втулка) 50, причем Д=А\ — 
—Ао, где — радиус внешней по
верхности кольца $0. Предпола
гаем, что контакт между кольцами 
50 и 5։ осуществляется по всей их 
поверхности соприкосновения, то 
есть по дуге (0, 2 я). С внутрен
ней поверхностью кольцевой об
ласти 50, радиус которой А«, кон
тактирует упругий цилиндр (диск) 
5- радиуса в центре которого 
приложена сосредоточенная сила, 
причем радиус цилиндра несколь
ко меньше радиуса внутренней по
верхности кольца 50(А\</?Д. Трением 
ком пренебрегаем.

между кольцами 50, 5։ и дне

Введем систему прямоугольных декартовых координат хОу. к кото
рой отнесены области 5.5, (или 5 ). прячем так, что начало этой снстс- 
мы совпадает с центрами круговых отверстий в кольцевых областях 3<> и 
5. (с центром цилиндра •$.). а ось Ол - с линией действия силы Л>, при
ложенной в центре диска. Обозначим через а полярный угол точек границ 
областей 5,. 5։, отсчитываемый от оси От против хода часовой стрелки.

В соответствии с постановкой задачи на контурах Го, £„ Ь3, 
Г, рассматриваемых областей 5. 5,, А имеем следующие граничные уело- 
ния:

J0 на Լշ, Lz, /. յ. /.»
I Vs(a) «a / j при r. — 3a • s ■

(1.1)
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I -р(а) на А2 и /„4 при
— д (а) на Ао и £а при 0 < а < 2 ~

<71 (а) на Л։ при и 
при

_ а <-■ - , -■ о• 0 ’ х Г՝ 10
— и на /и при

“ я т

(1.2>
0 на А2 и

£2(я) = АДл) на А2 и А։ при — < 2 < л0 (1.3)

С՝7 ) = ^3 (7) на Ао и А, при 0 •< а % 2 х (1.4)

Здесь — и %, — полярные углы конечных точек области контакта между 
телами и (а) и (а) ֊ - кривизны границ тел и 5։, деформи
рованных при их посадке с натягом; /<?• («) и А, (а)—кривизны границ 
тел и 5.. деформированных при их посадке с зазором и действии внеш
ней нагрузки; р (а) -контактное давление и области контакта между те
лами и 5'.; </ (а) — контактное давление, возникающее на посадочной 
поверхности между кольцами 5„ и 6՜..

Задача состоит в определении контактных давлений р (а) и (/ (а), ве
личины угла контакта 2-т,., а также в установлении условия, при котором не 
нарушается контакт между контактирующими кольцами и 5՛,.

Принятая схема нагружения контактирующих тел позволит использо
вать результаты решения рассматриваемой задачи для расчета напряже
ний в проушинах и головках шатунов.

В известных работах [I. 2] рассматриваются задачи о вдавливании 
кругового диска в тонкое упругое кольцевое покрытие, подкрепляющее кон
тур отверстия в неограниченной плоскости или внутренний контур кольце
вой области. В этих работах принимается геометрическая гипотеза Кирхго
фа—Лява теории тонких оболочек.

Для вывода уравнений поставленной задачи воспользуемся условиями 
(1.3) и (1.4), выражающими равенство кривизн деформированных границ 
тел 50, 3. в области контакта.

Кривизна деформированного контура круговой области радиуса R 
он ре де л я етс я форму л он

(1-5>
где V, (а) — радиальное смещение точек рассматриваемого контура;

V = ------ -

Сумму радиального смещения V, и его второй производной и 
можно выразить на основании [3] следующим образом: для точек контура 
кругового отверстия в двусвязной области, (круговое концентрическое 
кольцо) или односвязно։։ области (бесконечная плоскость с круговым от
верстием)

V, 4- V՛ ֊ Ее .. -
' ' 2 в,-

(/»нЛ (/«)] ф; д-6)
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для точек контуров конечной односвязной области (круговой диск) 
или двусвязной области (внешний контур)

R
vr 4- vr = Re —- | /.j [Ф/ (/„) — f0 Ф, ’ (70)] Ф/ (f0) — Ф,՜ (4) | (1.7) 

Z 'j j

Здесь Ф, (/0) и Фу (/0) — граничные значения функции Колосова Мус- 
хелишвили Ф,- (г) при г — (а, причем г гс" (г = Г — 1), — точ
ка на контуре радиуса R, / — О, ], 2 соответственно для областей 50, 
Л С гК՛ /л \ б/Ф (Уо) О Л ми 52; Ф (/0) =-----------; 3—4Н для плоском деформации и

■/■/ = (3- -л)/1 - для случая плоского напряженного состояния; 
С^ = Е)1{2{\ V/), а Е. и ։/у—соответственно модули Юнга и коэффи
циенты Пуассона для материалов колец 5<> (у — 0), (/=!)} и цилинд
ра .$'2(у --2). В формулах (1.6) и (1.7) под R следует подразумеват 
радиус того контура, для которого определяется сумма г;г 4 о’.

Таким образом, для отыскания суммы радиального смещения и его 
второй производной необходимо иметь функции Колосова—Мусхелишвилк 

Фу (г) для областей .$'с, и 53.
На основании известного комплексного представления плоской задачи 

теории упругости [3] найдены следующие выражения для функции 
Ф/х):

для области

Фо(2)=J_ fzKU'. 4- —гЛ— 
2«/,1 t -z 2.-r(l-/ftl

1 , ).’
—։՜ т՜ с° ~ z 4 ~

7-0Р0(1 ~ /■")
17(1 4-х0) Rj 2“ К.

- — + I 0, + «,.- У («z* I O U.8)
2֊z.) t,-z 4-

Li
где z = re(' (R.։< r < R3); f= R^’Ry, f — Ri^1՝, fx— (0—полярный
угол, отсчитываемый от оси Ох протии хода часовой стрелки); 

2г. в,
<4= || <7 (’) <^а. = j /;(։)</» (1.9)

О
а.

сл । р (a) cos А-з r/а (1.Ю)
~п*

>2 , , -м ч аМ 1
°““ “ STu՜՜»{iJ°~°'= “

[(!->• (/:=±2, -з,-.-)
RsDi-
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X(^-2)e|l-rf, + 2֊^(1
4 *o) >

Z 7C

Dk = X֊2*֊2(l Z:։(l —/?)’
«о 2’

cx = (?) cos 3 с/х, d{ — j q (7.) COS a da

—a« G
2x

dk ~ q (a) cos k'J- da
о

для области 5,

(1.11)

(1.12)

ф.и.ХГл«֊
2 *1 J I z

4.

7֊՜? + M-v+jj^+y; b (1.13)
2^(1+«1)г ։ti ri.

где z = re'4 {R^-. r < A’։): t RQei!>

bi = 77֊11(1 +*)(։- P2)-4;֊(1֊<’J ’)Л\] (i=+2, ֊3,- -) 
/Л Ai

z?;=p2i ’(i-p2v֊i4i֊p2)։. p=֊°
R\

Ai = ~-S dk 4- Bk, A k — — p*-(fk - k — 1) dk-4֊ В k

b° (s‘ ՛ Й) ’ л’։=rj ’■w rf։
= ֊IL

Bk ~ ~ (<7j(a) cos/jtt — g. (a) sin Zri) c/a
s - ?l

1 ' c °
в k = — (<h (x) cos ks. I g. (a) sin ks) ds

П’֊?.

(1.14)

(1.15)

.4 Li • 1
b՝~ /?,(!-f') ’ Л-։ = -5й ?(?г_2)d'

*1 (1 — P*)
^(1 4-x։) h^.։

e+0*
B-I — — I (<?! (a) cos X 4-qa(a) sin я)</а

2- J
r-?.

(1.16)
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для области 5.

<М*) = р(Р(Н .
« я7 (1 4՜ *•_՝)

о
2п(1 |-х„)

1֊
(

(1.17}

где

На

г = ге'՜’ (0 •••> г < /?2); ( — Rгe^'' 

основании граничных условий (1.1) (1.4) и
(1.6)—(1.17) приходим к следующей системе интегральных 
для определения контактных давлении р (а) и Ц (а):

2к

выражений 
уравнений

: 7՜ (։>1 </։> = 719 (я) 4՜ ^0—7.« ֊ СОЗ а 4

2 “Тчу

+ 2УЛ/ьсО5Ла + 4т,ас° ■ 0-.:«<2- 
а я.

(1.18)

р (»>) «/Я — 2т6р(а) { (<4 — Са)

4;Л
'R.

, п т . 8я7в<;0сол а 4- 2 у и сол ка ---- - -----
^2 ^4

(1.19)

Здесь R^ - R* радиальный зазор;

Ъ =“т-[(х1 — 1) Со-(хо—1) ^]> 1։ ” — (хо~г1)^1 
Л. Л,

1г — — (֊/1 + 1) Сг0> 1. — (*։ 6'0 т 60,
л. л. Vе'1

А1 — (1 • *1) (1֊Г уо) 7(5 — ^[(»о-пс։ (ь 1)<Л]

I: — ~ (*о“Г 1) (-’։» 7в ", ^2 • ^о)» 7в ■
п» «2

кг = (1 + *о) Н 4֊ *2)

1 С

Ро = /?։ р (а) СОЛ а с/а (1.20)

М<> 2к(1-л2) С° 2 г (1

2 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 3

Р - 1—>.֊/
ТА
1-к
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+ Т։ 1.у-*>•* !>֊=(* ֊1) ^-1)֊֊֊•**֊։ ֊у^гй«+1։5*
№=-4- [(*“- 1) (I - ?=) Р։‘ + (?“- Р։) (к - 1) (-.=к- к -1)- 

1>к

֊ (*’-1) (1 - р’)(рЧ - А- ֊1) -Г (А- +1) (1 ֊ р“*’)]

Л=֊. 11(*2-1)?‘(1 ?г) + (к : 1)р֊‘(1_р»-։)]в*֊ 
£'к

֊ «л ֊1) р‘(1-Р՜2*7) + ?-*(!֊ *2)(1-?г)] Я-*1

= •! — [(4 —1) /Л Хк- (4 4-1) >֊* Ь] - -1 (4 - 1) /•“(>’4- 
| к ~

֊ к -1)|.с* + | -֊[(«- 1)1.‘Л-(к -г 1 > 1.֊‘ £*] -

-—(А 1)>.‘Ь4
- I

•.к < 11
^ = — (>-*4— 4-1)р.2^2-л» - (48-1)(1- 

Д/Дг I

Г4= Ь(А..+!)(! >.«)( А-0.-։ _ 1)]
1Ук

г‘ = тгК*-։»а ՛■■} а2к-к֊1) + ^■‘-1] 
1Ук

Ек - -^р.а+Д-Д*֊>֊1]
1-К

Из (1.19) вытекает уравнение, полученное в [4| для случая внутреннег 
контакта диска и кольца при заданных напряжениях <?. (а) и (а).

§ 2. Решение уравнения (1.18). Применяя к этому уравнению форму
лы обращения Гильберта [5| и вычисляя при этом необходимые интегра
лы, получим

9 Р
(!՛ («) ֊Г Т5 </ (■•) = —Т1Л?0— ;4 (1 - *10 — со?г —

72 X о

7,) ЛГ^СОВ А-а (2.1)
^0 к -2

Следовательно, задача об определении контактного давления (] (а) на по
садочной поверхности колеи 5 и 5, свелась к дифференциальному уравне
нию, имеющему точное решение
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Решая известными методами уравнение (2.1). находим

оЫ_ 415ДС0 2-*4^0 Мл . .оо.
д(а)__  ------------ 4- ■ , . х /. CQS 7 ~ 2 >■—֊ cosZ:« (2.2)

4 7»а^о 
(1֊Но)

7։ Ti^o " (1 ~г 7j) л-2 71т

Предположим, что при а = л контактное давление q (а) обращается 
в нуль, то есть <?(я) 0. Для этого случая найдем натяг A=AmJn. Из фор
мулы (2.2) при а = л получим

Ды. “ ֊ ^4" ^֊° у cos кт. . (2.3)
4-j;,G0 4x^5 Go 2ъ6'0 Г7271Н-><

С учетом (2.3) формула (2.2) получает вид

<7«jn («) = ~~~ (1 +■ cos я) — 2 У ■■'-'՝ (cos ка cos А-՜) (2.4)

где ?в|П (а) — контактное давление при \ Дга1о.
На основании выражении (1.9), (1.11), (1.12) и (2.2) находим

d =__ I-/(lzP)co J ^Тз(1

__________8^,(1 ?•')(! --'֊') j = ; (2 5) 
яна֊»։Лт։а л ij-v’o-p‘)i՜ ' я*

л= 2-7,&+тг(Л>.*р'г(Х—1) -л-11-(Л-1)Х(-Г (А+1) Г,| с>
Ъ + ЖЛ֊1.К*-1)П-(‘т1)й1

§ 3. Приближенное решение уравнения (1.19). В уравнении (1.19)

произведем замену переменных, полагая ot— —ocos 
2

б, lg
_Ь 
2

=асо s i>

запишется так:

В таком случае это уравнение с учетом (2.5) и (2.6)

И-)-О»COS*6 Г р'(М<№, _ 2 „______ _____

"О J cos 0։ — cos 0 “ (1 — л2}
о

-г- I 4 74՜:7Z 4 дь 1 д- cos2 9 ;
^4 I к(1+7i) (1- l֊ba2cos29

•С f ■ • 1
+ 11 S ] л cos (2 к arc tg (a cos 9)) + ■ — г-: i Ск +

(• '■ / (71 : *) J

Lzcos (2 к arc tg(a cosO))
2 Л/» cos кг.

(1

О < & < - (3.1)
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Здесь

,w; = 21 ;
2- ъ+ к +тЛ֊ь[(^ ֊1) Г*֊(Н1)£*]

м’ = -_______________1?֊_* 1՜ _____________
71+ * + 7э^ ֊ 7а[(* -1) - (к 4-п ед

/Л »1 ((4- 1) + Л*- (44 !)'• к1\-(к Ч)/.2*(Х։4-4-1)-

k'^,?{k D-^-П- (fe 1)ЛЬ+(*4-1)1\ ,
“ 7,+ <' + 7г^-֊ 1г|(4֊1)П (Zr+пед 1

(к + 1) >.-*£*֊ (4-1) >*]}

. 2ъ5;[(^-1)а4У4-(4-М)л-а£а-(4-1)/Л|
2 71 + ^ + 7а^-7г[(4-1) П -(ППГед

S'* - V ֊Ofc Ofc „ • 
'о

Искомое контактное давление р (0) представим в виде

, р 2֊v"‘
р (&) = —у՜ V б.-,, sin т 0, т — 1, 3,■■ •, 2 N — 1 (3.2)

'՛։

Удовлетворяя уравнению (3.1) в конечном числе Л1' равноотстоящие 
точек приходим к следующей системе уравнений для определения коэф
фициентов Ь/л:

2AF-։
4 Ьт .4П1 ՛ ~՜

4-Ь0 (р = 1, 2,.--,/V)
+ *о

(3.3)

где
. rn (1 + <г cos" 0р) sin mr>.x п _ лЛ,пх ----------------------Ч- — 2 Ye sin /пУ։

о sir. V;l

sin m— tg'ri — -|- 8 /и cos —sin —•*
1->* 2 4 2 2

' Ч: 
2(1֊/.=)

-------°> COS, / ) + 4 т, >՝ | 2 a _/fc,J Z-iCOS (2 к arc t? (« cos\}} + 
1 ՛ a-cos֊V|t/ I

, 2 М\ cos к~
(1֊Аг) (71֊^)

а0 . m ’О4֊ г. cos т sin -ту- Ig*” 2 М?, cos к'
(I -)(7: + <-)

L-> cos (2 к arc tg (a cos '4)) '֊12
2.N

Связь между постоянными с„. f\. и с.-_
ми Ьт имеет вид

и неизвестными коэффипиента-

֊

с0=2-’֊^-Л/2, Н2 \ 6rasin— tg”
„7՜։ 2 '1

(3.5)
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где

Ро - 2 t:s£0cos -""֊ УД, 
2

г/' 2Л’՜’Ci = 4a‘A S

2JV-1
H= V b„. msin — tg" 

лп-J
(3.6)

(3.7)

sin (rn arc cos x) cos (2 к arc tv ax) . ----------------------------------------- 2-----  <jx

о

Дан получения выражении (3.4)—(3.7) необходимо ряд (3.3) подста
вить н уравнение (3.1) и равенства ( 1.9), ( 1.10), (1.20) и вычислить необ
ходимые интегралы.

Решив систему уравнений (3.3) для заданных угла контакта а0 и упру
гих постоянных контактирующих тел, найдем коэффициенты Ьт, подстайив 
которые в (3.2), получим функцию распределения контактного давления 
Р (а). Затем с помощью формул (2.3) и (2.4) можно определить контакт
ное давление Ц (а), действующее на посадочной поверхности между коль
цами •$,. и $։, и величину минимального натяга Лт։п, при котором о (я) =0. 
Эти формулы с учетом (2.5), (2.6) и (3.5) (3.7) принимают вид

(li ֊ 4? j2'(1 '՜со։ з) cos 4
- 4 У [2 о Л/fy ’б„ J-.„ 4- К М\ cos cos*՞ cosk* } (3.8)

1-, £1 2 7i I к I

AmIn = г (1 4-0) ] - 2^1^ b(1 —■ C°S 2 ■

(1 — <a) III (1 —p2) — ъ| —7г^(1 —?s) и 34 , 
Ъ(1֊?г)(1֊>г1 2

4-—5\(2аМ^УЬт Jkm-] I (3.9)
2/b4-^JI

Че

■ £ = 
' 0

$ 4. Числиоой пример. Предположим, что напряжения д, (а) и г?2 (а) 
представлены выражениями

(х) /1(14֊ cos ла)
(4.1)

(а) - — ■A sin ла, п = 2, 3, • • ■

где " — /о С а г- 4՜ ?oi 2.\։՜ угол» определяющий протяженность уча
стка внешней поверхности кольца S1F к которой приложены напряже-
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ния <?! и <?։; (Зо) =<72(.%)=0 (последнее условие удовлетворяем

когда л=2 соответствует п =3, ?0 = и т. д.).

Постоянную А найдем из условия равновесия внешних сил. действ; 
щих на контактирующие тела. Это условие имеет вид

— /?։ [91b) cos a д4(а) sin а| di (4.2)

Подставив в равенство (4.2) формулы (4.1). найдем

д _________ ('* — П4 Л>_________
2 | (л— 1) sin 30 —sin (л — 1) Ро|^4

Кроме того, на основании выражений (1.14), (1.35) находим

« _ di
= -d I 1 dl_ sjn £|J0 4-----1— cos (r։ А') г sin (/? k) p0 I

- | к n — k J

Й t — — I (—IL- sin k.% 4------— cos(n — k) ~ siu (л ֊4 к) ?0
“ I k n 4* к

Таблица I

Угол контакта 30

R< 2 - 1— __ — ••
f R3 3 9

0.5 А 0.1725 0.2712 0.5455
6. 0 0062 0.0387 0.1058
bi 0 I.W17 -0.0091 -0.0307
bl U.0005 0.0008 0.01)23
6, 0.0001 0.0005 0.0013
Ь-Л 0 0.0001 0.0002

P„ "E., 11.1798 0.3983 0.9772
0.0347 0.1386 0.5166

/И0) A’4 -Ao 0.1744 0.2808 0.5775
q (0) A, -A„ 0.1П7 0.2099 0.4254

0.6 ьЛ 0.1007 0.15.48 0.3171
b3 0.0138 0.0493 0.1135
b* 0.0017 0.0068 -0.0166
A 0.0003 о -0.0021
b. 0 0.0005 0.0018
bxi Олимп ОЛИМП 0.0002

P<, 0 105(1 0 2279 0.5673
֊ in in/ Г 0.0-108 0 1293 0.4209
P«i)A. A, 0.1025 0 1621 0.335+
?(0) A, tA0 0.07оо 0.1001 0,2212

Числовые расчеты проведены для случая, когда контактирующие теля- 
находятся в условиях обобщенного плоского напряженного состояния;, те
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есть когда -/7= (3 — •>,)/! 4-Кроме того, принято £а = Е.2 —-2 Ео՝ 

к = ՝>, = - 0.3; ; п = 4; л — 0.9. Параметр о кольца 5։ прини

мал значения 0.5; 0.6; 0.8.
При указанных значениях параметров вычисления проводились на 

ЭВМ «ЕС—1020» при Л՛' — 6.
Значения коэффициентов Ьт {т 1, 3,••՛, 11)> величин Р0/ъЕ0, 

Д1Г.1'4 и контактных давлений р (т) и д (?) при а - 0 приведены в табл. 1, 
। а на фиг. 2 показана зависимость между углом контакта и величи

ной Р<^Е^ причем кривая 1 соответствует р ֊ 0.5, кривая 2— ? =0.6, 
кривая 3 — ?’= 0.8. Штриховая кривая на этой фигуре построена для 
случая, когда со и *-• ос {задача о давлении диска 5.. на гра
ницу кругового отверстия в бесконечной плоскости).

На фиг. 3 показано распределение контактных давлений р (а) и 
4 . “7(1) для случая, когда = — ", ? — 0.5, /.= 0.9 и 30= — » причем 

кривая 1 выражает изменение контактного давления р(*) на внутрен
ней поверхности кольца Ео> а кривая 2 контактного давления д (*) 
па внешней его поверхности.
Дрёгобычекяй педагогнчгскип 

институт нм. Из. Франко Поступила 15 IV 1980

Մ. I’. ՏՅՈՊՌ

ԱՈ՚ԱՑԳԱԿԱՆ ԳԼԱՆԻ ԵՎ ՋԴՎԱԾՔԻ ՄԻՋՈՑՈՎ ՄԻԱՑՎԱԾ ԵՐԿՈԻ 
:Ս.ՄԱ«ւԵՆՏՐՈՆ ՕՎԱԿՆԵՐԻ ՆԵՐՔԻՆ ԿՈՆՏԱԿՏԻ ՄԱՍԻՆ ԽՆԴՐԻ ԷՈԻԾՈՒՄՐ.

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Լուծվել Լ առաձգական գլանի և երկու համ տկենարոն օղակների կոն֊ 
ւոակտի <1 ամ ան ակ աուպարած լարումների բաշխման վերաբերյալ իւնդիրր։
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0 ղակներր իրար հեա միացված են ձզվածրի միջոցով, իսկ զլանք դրվսէծ 
I, ներրին օզակի անց րի մեջ րացված րոէ) ։

հյնզիրր բերվել Լ երկու ինտեզրաք հավասարումներից կազմված ւվս- 
տեմի լուծմ անր։ Տրված Լ իւն զրի թվային րււծում ր ։

SOLUTION FOR THE PROBLEM IN INTERNAL CONTRACT 
OF AN ELASTIC CYLINDER WITH TWO CONCENTRIC

RINGS CONNECTED BY TENSION

M . i. 7EFLY

S u m in a г у

The problem in distribution of stresses resulting at the contact of 
an elastic circular cylinder with two concentric rings has been solved. 
The rings are connected by tighness and the cyl inder is inserted into a 
circular hole in the internal ring with a gap. The problem is reduced 
to the .solution of a system of two integral equations. The numeral 
olution for the problem is given.
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ииг з-ьзпь^зпьи.ьрь п.’»иль1гьа-зь зьчьчильр 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСК О П ССР 

1ГЬ|ишГ,||Цш XXXIV, № 3. 1981 Механика

А. Г. БАГДОЕВ. А. А. ВА11ЦЯ11

ПРОНИКАНИЕ ТОНКОГО ТЕЛА В МЕТАЛЛЫ И ГРУНТЫ

Проникание тел в пластические и сыпучие среды рассматривалось н 
[1—5]. Проникание тонких тел в сжимаемую жидкость исследовалось в 
[6—8|. Проникание тонких гел в первоначально упругие среды с образо
ванием фронта пластических разрушений или фронта меридиональных тре- 
щи.ч [9] рассмотрено в | К)—121. В настоящей статье рассматривается про- 
ню анис тонких тел в металлы и грунты. 11оказано, что решение в основном 
порядке, использованное в работах [10—12]. для идеально пластической 
среды позади фронта разрушения верно лишь при пренебрежении дисси- 
нации энергии на фронте. Получено более точное решение с помощью урав
нении ударной адиабаты [9]. Найдены значения максимальной глубины 
проникания для тела, состоящего из цилиндра, переходящего в конус (кри
волинейный).

Проведены эксперименты по прониканию в различные металлы и ком
позиты. Показано хорошее соответствие с результатами расчетов по полу
ченным формулам. Дается обобщение результатов на вязкопластические 
среды, уравнения состояния которых описаны в [13—16]. С помощью по
лученных решений основного порядка, используя соотношения работ [ К). 
П|, можно получить решения н порядке где р полуугол раствора тела. 
Подученные решения верны всюду, кроме малой окрестности свободной 
поверхности среды и вершины тела.

£ I. Решение задачи для идеально-пластического течения вблизи тела

В настоящей статье дается реше
ние задачи проникания тонкого твер
дого тела вращения в первоначально 
упругую среду.

Решение чисто упругой задачи 
[10. 11] показывает, что вблизи те
ла следует учитывать неупругое по
ведение материала, тогда для тонких 
тел можно «нести поверхность 5, от
деляющую область разрушения ог 
областн упругого поведения материа
ла (фнг. 1) вблизи тела.

Метод, развитый в настоящей ста 
тье, состоит в изучении фронта раз
рушения. который исходит из верши
ны тела, упругой области вне 5 и об
ласти разрушения позади 5.
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Можно ввести ось X по нормали к свободной поверхности среды, за
нимающем полупространство, а через г обозначить радиальную координа
ту. Уравнение поверхности тела можно взять в виде г = гк (х, /), где ма
ло, t есть время с начала проникания, причем при t = 0 = 0. Уравнение
поверхности разрушения берется в виде г — г>л«. причем предположено 
$■<, » I. ио с,мало, тогда можно для упругого решения вблизи S взять 
асимптотик} для малых г, а для решения позади S пользоваться формула
ми. соответствующими переходу к большим значениям г/г», что соответству
ет линейной асимптотике.

Можно сделать различные предположения о характере разрушения 
среды позади S. Если разрушение происходит вдоль площадок скольже
ния, то следует пл.м -.оваться уравнением пластического течения. При раз
рушении среды растягивающими кольцевыми напряжениями можно счи
тать. чю сред.։ разрушалась вдоль меридиональных трещин и использо
вать уравнение [ 12]. причем решение задачи о проникании в такую среду 
дано в [ 10]. В настоящей статье решается задача для пластической среды. 
В облает»! между поверхностям»։ 5 и Т предполагаем что имеется течение 
среды, оннсыязсмос уравнениями Мизеса [4. 14]

где уг, V, компоненты скорост»։ частиц, причем для тонких тол 
Ехд|<^]-гг1, •» постоянны»։ предел текучести. 6'՜; есть правая часть 
условия текучести

(=„ - *«)’ -ь ՛ * з-;=6 (1.2

Уравнение несжимаемости, записанное в основном порядке

Ovr 
~о7

V, 
4- — = 0

после интегрирования и удовлетворения кинематического условия на теле

г՛ = —- дает
' dt

Vr — (,rk 
dt

(1.3)

Д, Ч. ля »гнтенснвности скоростей деформации получится Е(дь2_L.
г

Вводя радиальную компоненту лектора перемещений U

dU, dU, dlJ, , aUf

dt dt dt Or

можно после интегрирования найти

U, = r + F(r'-~rl) (1.4)
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Да ։ определения функции /• и решения позади фронта г г 1 в [ 11! бы
ло дано решение

с; = г-К^=7;. (1.5)

удовлетворяющее граничному условию на теле и условию асимптотическо
го сращивания с (1.9). Однако можно показать, что указанное сращивание 
нс единственно. Поэтому следует, вообще говоря, для выбора единственно
го решения взять уравнение энергии на фронте г — г. с, или уравнение удар
ной лдиабаты [9]

= г '
,, - ег = - (% ֊ V,,) ֊'֊-^ (1 -6)

где г—энергия на единицу массы, индекс I дает величины впереди, а ин
декс 2— позади поверхности г - значения имеют вид [9]

/2
е1 -- <?о(Л) + И ~Г'А

1 к ч
(1.7) 

т2
«*2= е0( Т.,} -|- г, 4֊ —■

где 7՜,.; — температура. 8в — энергия разрушения, е0(7՜) — СТ, послед
ние слагаемые соответствуют внутренней энергии [ 13] упругой области и 
внутренней энергии пластической области в начале ее образования или ее 
значению на поверхности разрушения 5.

В упругой области вне поверхности 5 решение можно искать методом 
источников в виде [10]

* (1.8)
Г

где /(х. О — функция, определяемая из граничных условии на поверхно
сти 5. Для напряжений в упругой среде имеет место

и
■'гг = ХД =&о~ ~Г

дц / ди ди \
Г + <ь9)

ди, пг ди: 
~д7~ ~ ?лс

Горда из (1.8) и (1.9) следует впереди 5

1 Л^о. , з„=о (1.10)
г՜ г՛

_ /(х, о , 
Г Г д{
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Подставляя упругое решение ( 1,11) в ( 1.2), .можно получить

Используя соотношения (1.6), (1.7), (1.11) и ?гг — Зг,։» можем пайти

(1.13)

Предполагая постоянство выражения г, 4֊ ('Те. — С 7\ = е2 • е։. можно 
из (1.12) и (1.13) получить

, _ 1 з ֊5 _ ։։°_________________ !______________
2 ‘ " '• ° 1 + -4м*. + сг. сгх) (114)

В предположении, что ~ (а,:-г С"I\ СТ՜։)«'!, получаем а 1 в

формуле (1.11) и решение дается (1.5). Решение впереди 5

иг = а^ (1.15)

2 г

Для определения огг в области течения можно использовать упро
шенные уравнения движения

л—= °- гг֊’и- ֊2\ (Мб)

откуда
Злл = 2\|пг+ Т (■** ') (1-17)

где ф(х, /) — произвольная функция.
Используя условие непрерывности Пгг при г г>; с,0, с учетом (1.10). 
(1.17) и (1.14) получим

о =-(21п~—1) (1.18)
гг ։\ гк,'0 /

причем на теле при г — г«

= ֊-,(10^4-1) (1-19)

Решение позади 5 найдется путем приравнивания (1.4) к (1.15) при 
г = Г,Т~а и получится
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Используя формулу для плотности

[■ ’-Н)Н
получим

при г>гл--о р=Ц‘—_47»/

а - V 1 /1 ° I 1 \
при гож н.% ֊ -'-о)֊—. 'М1 ~+~) 

\“’О / ’1» 1 '• '0 ՝п /

го есть плотность постоянна к имеется волна сжатия.

§ 2. Определение глубины проникания

Рассмотрим задачу о проникании конуса с углом полураствора 3. тогда
= (/ — х)^. Предполагая, что на теле имеет место граничное условие 

с,.а,,, где — коэффициент трения, можно для силы сопротив 
лепия прониканию получить

/<О
Р=-2т.\ (/- х)^^ + к1)-.г,<1х

(I
ИЛИ

Р = ֊т^^ =„/-(') (2-1)

Записывая закон движения тела .массы лч М/'' Р. получим после ин
тегрирования и с учетом (1.22)

Р-1Г. 2-^ -1 Д,)лЛ 4-

От ' \/

где V — начальная скорость тела. Условие / (•) =0 дает для макси
ма \ЪЯОЙ глубины проникания следующее выражение:

(2.2)

§ 3. Определение максимальной глубины проникания для цилиндри
ческого тела, переходящею в конус

Рассмотрим цилиндрическую часть тела, которая переходит в кряво-
лянеяныи конус с уравнением образующей (фиг. 1)

г4=го—?(^- Г.)“« X (3.1)

Вначале предположено, что вдоль цилиндра среда примыкает к телу 
и 0. Для силы сопротивления в момент времени /. соответствующий 
полному погружению конической части тела, или пр։։ / > можно полу
чить

Р = 2^>('1 + 1п^'1 -4+ ֊₽■-:»• : ^»(/֊С)! (3.2)
\ ч / ՝н- 1 2 ]
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Уравнение движения в этом случае исследовано ниже. Для задачи с от
сутствием трения на цилиндрической части (&։ — 0) уравнение движения 
будет при [ > ц

т/" = 2«т/ Ц- 1п £2) -2֊ X-,՜.' ՛ + ֊- 84’֊ (3.3)

После интегрирования получим

!'2 И ”. / \ / 7 1 1 \Т Т = ~ ֊0 -|п֊)(7^^- 1 -Н3.4)
где I , — скорость тела в момент, когда ! ~ ֊ или при полном погружении 
конуса. При / <՜ ֊ уравнение движения тела имеет вид:

֊ Г-’ С - /)’ + 5Г <- Л” + '?к՝, <՜' - /’■ ’ 
2 •/ -Ь 1

После интегрирования и складывания с (3.4) с учетом того, что при 
/ в £ Г = получим

/'* |/2 2 г- / но \ / у 1 \

+ ՝ ’------ -------- -  зг 2 *։ —2֊
О • 1) (2 > 11 ’ 20 - 2)

где V — начальная скорость.
При /' 0 / = /тач и для /тпх получится

(2> I 1)('+1) 2(7+2)

При V — I, то есть для тела с прямолинейном конусной частью.

(3.6)

Отмстим, что определение / а для погружения криволинейного кону
са. то есть формулы, подобной (2.2), при V ¥= I является довольно слож
ной задачей и в настоящей работе не рассмотрено.

Вычислим I т(1։ с учетом того, что на цилиндрической части А՛, 0.
Для силы сопротивления имеем формулу (3.2). Проподя те же рас

суждения для /1Пв1, будем иметь формулу при /ш х > Ц или С »э
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£ 37+1
(2v+l)(v 1)

2

тУ~
I !*й

'2

(3.8)

При *=1 формула (3.8) переходит и формулу

где К= ՝֊

/
2 14

&>):д в* м
m*i — ՝о дается (2.2).

т к"֊

(3.9)

_1

На фиг. 2 приведены зависимости /тП1 от ' для конического тела ։ 
ходящего в цилиндр для 3^0.22 радс.и1 - 0.15, «• 1. Кри-

вые. I. II соответствуют '"прямому 
конусу, кривые III, IV конусу с 
криволинейной образующей:

I — 7=1, цилиндре),
II —v = l, ^ = 0 (на цилиндре), 
III — 7=1.3, кл=р0 (на цилиндре), 
IV —ч =1.3, = 0 (на цилиндре)
и принято, что

10

Л=1

mV'

.-IV

ш \\

finax

Как видно из кривых, наимень
шее значение /1В։։ (при * I) соот
ветствует то есть погруже
нию конуса.

Выражения (3.8), (3.9) выпол
няются при < /0, где /о — вы
сота тела. При /1>/о и £։ О сле
дует интегрировать по поверхности 
получим при / > /о

тела при

Фиг. 2.

Z 2;

вычислении Р. Тогда

м? ri,)(-=„)л+2- j

/֊/i

= )</.* =
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=2 кх։ Л 4֊ ։п ± ГЛ + (А—')!
\ '» / Ь + 1 2 )

Записывая тп/" — —Р, интегрируя от / - /0, /' Уп до данных 
значений /, /', полагая я (3.4) /—/0, (' — 1А и складывая полученные 
уравнения» можно получить для глубины проникания при полном пог 
ружении тела

тУ’ а-(Зу-4֊ 1)г.2-х|______?4Х? 2
4^,(1 1п^) : 2(2’+П(н-1)՜ ь+1)(» + 2)

/lt.ni ~ /о-Г — 7 —

,֊ 1 '>

*<*(£֊ А>1
֊ ЗЛ,՛ -I -у ₽։-2՛ + *,г. (/« - С)

При /с։ 0 на цилиндре для всех /3>\ъ в том числе и для />Д
и мест место формула (3.6).

§ 4. Эксперимсн гадимое н< сяедонпние проникания

Для экспериментального исследования проникания в разные металлы 
были использованы в качестве материалов для образцов алюминий, дю
раль, латунь, медь. В качестве проникающего тела использовалось тонкое 
твердое тело.

Для определения параметра а в формулах (3.6)—(3.10) было прове
дено исследование материалов на мнкротвердость. Из испытываемых об
разцов вырезались пластинки, перпендикулярные оси проникания. После 
специальной обработки на полированной поверхности образцов микротвер
домером ПМТ-3 ни нескольким направлениям от кратера было рассмотре
но поведение материала после вдавливания силой Ю г четырехгранной ал
мазной пирамиды. После снятия нагрузки выяснилось, что отпечатки име
ли форму квадратов (фиг. За), в окрестности кратера отпечатки имели 
форму криволинейных четырехугольников (фиг. 36). Причем граница меж
ду областями регулярных и искаженных отпечатков принимается к каче
стве границы пластической области. Таким образом, там, где отпечатки 
становились квадратными, предполагалось наличие границы области раз
рушения, то есть определялась величина с,„ которая оказалась постоянной 
Подставляя значение и в формулу (1.14) можно подсчитать диссипации 
энергии ед. (- С! —С1 , ла фроил г - гА;., в разных материалах. В габ
лице приведены теоретически!.֊ и эксперименталъныс данные характерных
величин.

Результаты исследования, приведенные в таблице, показывают, чтс 
разные материалы ведут себя качественно по-разному. В тех материалах
в которых при проникании тела имеется касание со средой цилиндрической
части, для определения максимальной глубины проникания хорошее соот 
ветствие с экспериментом дают формулы (3.8). (3.10). Сказанное относит
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с։ х образцам из алюминия, латуни. Причем для латуни имеется неполное 
проникание и используется (3.8). а для алюминия /т111 > [„ и использует
ся (ЗЛО). В тех материалах, ширина кратера которых больше, чем диаметр

Фиг. 3.

тела, при проникании имеет место неполное касание вдоль цилиндрической 
члегн тела, и хорошее соответствие с результатами эксперимента даст 
расчет по формуле (3.6), где принято А’, 0 на цилиндрической части
тела. Сказанное относится к дюралюминию, меди. Таким образом, имеет
ся соответствие между теоретическими и опытными данными значений с„ и

У'йОлг/^а
\ Величина

Материалу.

Г.| 
ж X 10՜* 

гМоте.՛ к։

с№

‘ 5

а

п 
?

к 11 1 ! (и а к
(Л, ֊0)

с.м
1

! шт
ЭХСП. — (с,-к САГ) 

'։
V а а

Ко
эф

. Тр
оп

ил
 !

Дюрхль 0.26 3000 0 65 4.45 4.28 4.5 0.54 7 0.15
Л*пш. 0.44 2911.8 0.54 3.82 2.19 2.2 0.85 9 0.25
Медь 0,44 2205.9 0.48 3.1 1 2.72 3 1.08 Ч 0.23
Алюшипий 0.26 441.2 0.2( 14.1 10 53 10 4 10 0.15

/■•I длл всех материалов. Разумеется, рассматриваемая теория не подходит 
для случая полного плавления проникающего тела, что наблюдалось в опы
тах по прониканию в образцы из легированной стали и бронзы. Кроме то
го, представляет интерес проникание в хрупкие вещества, для которых зна
чения и о „ получены в работе [10]. Следует заметить, «гго получен» 
ЯЫе а [ 10] значения с., велики, тс՛ есть для хрупких тел получается боль» 
Шая область разрушения, поэтому соотношения [10] могут быть исполь
зованы лишь для определения порядков величин. То же [10| относится 
к наличию фронта трещин, за которым следует фронт течения.

3 Ий.!. .ТНЯ АН Армянской ССР, Механика. № 3
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В силу того, что а < I. получается « ։ *г С&Т 0, и имеет место уве
личение } таХ ч сравнении со значениями, полученными при а — 1, то есть 
чем больше податливость материала, определяемая ио /гоп։>тсм больше сила 
ударной волны, через которую можно выразить диссипацию энергии 
[18. 9]. Значения р и т։ взяты из [19], причем согласно | 15] для динами
ческих задач тл увеличено в 1.5 раза. Значение А'։ взято по [20].

Для экспериментального исследования проникания в | 12] применялся 
композиционный материал, полученный армированием железного порош
ка марки ПЖ2М произвольно ориентированными дискретными стальными 
волокнами. В качестве проникающего тела использовалось тонкое твердое 
тело. На фиг. 4 кривая I дает результаты экспериментальных данных для 
различных объемных долей волокон, кривые 2. 3. 4 рассчитаны соответ
ственно по формулам (2.2), (3.6), (3.8).

Фиг. 4. I кривая, полученная экспериментально. 2— кривая, рассчитан
ная по формуле (2.2), 3 — кривая, рассчитанная по формуле (3.6). 4 - кри

вая. рассчитанная по формуле (3.8).

Результаты исследований, приведенные на фиг. 5, показывают, что 
наибольшая глубина достигается для образцов, полученных из неармиро- 
ваиного материала, а с увеличением объемной доли армирующих волокон 
глубина проникания тела уменьшается.

После проникания размер кратера превышал в 1.3—1.4 раза диаметр 
тела. Из фиг. 4 видно, что с экспериментальными данными больше всего 
сходится кривая 3. полученная по формуле (3.6), то есть при отсутствии 
силы трения на цилиндрической части, что объясняется появлением крате
ра с размером, большим диаметра проникающего тела.

$ 5. Проникание в вязко-пдастическую и в сыпучую среды

Можно также рассмотреть случай вязкотекучего материала позади 5. 
Определяющие уравнения вместе. (!.!) можно взять в форме уравнений 
Купера—Симонса [14, 15,23]

(5.1)
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-V,
где г~ 2 - • |՛ есть постоянная плотность материала среды. V — динами- 

г
ясский коэффициент вязкости. т։, к. п — постоянные. Вычисления § 1 мо
гут быть приведены для рассматриваемой общей задачи и дагот для рас
пределения напряжения в разрушенной области

3,
дг. 

01

(5.2)

1
•2л ?>.

п \ О! / \ г г* /

где 1 определяется из условия (12). .»писанного для упругого решения

Р
V.

1
*■ г.01 й

о г I
■ф 

пО/
(5.3)I

о

Если условие на поверхности г ?г*с. зависит только от компонент тензо
ра'Напряжений [9]. можно полагать % Он (5.3). Можно видеть, что
а общем случае поверхность фронта разрушения не подобна поверхности

тела. Можно показать, что для < й < I имеется расходимость инте

грала

7х՜*՛ )з"1/л՝

представляющего силу сопротивления вычисленную согласно (5.2) для 
конуса. Для к = 0 распределение напряжений на теле может быть записа
но в виде

(5.4)

^фехты вязкости существенны только для начального момента и для 
крсстности вершины тела. Уравнение движения конического тела дает

-(■: )п -т-". )3(? ■ к,) Г 
т \

Г *,)//' (5-5)
т

Последнее урапнсннс имеет форму уравнений дилера—Понселс—Реэаля 
[)], ИО с переменным коэффициентом ’ при втором члене.

Для простоты рассмотрим среду, в которой ՝ т։ = 0 [211. I огда 
по (5.1). (5.2), (5.3) подучится (Качение о.,. причем максимальное растя
гивающее значение п области г ^г, будет при г = г» 5=
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Вводя трещиноватость среды у, используем уравнения [21]

A(W֊t֊l) р£„Л, = 1 (5.6)

где Л, Л —константы, =газ։ = а в качестве /, удобно взять макси
мальное- время с момента прохождения тела через данное сечение х - const.

Для конуса, проникающего с постоянной скоростью V, получится для 
времени разрушения образца

• 1 I — Лл - <1
л^|1)л " (5.7)

| I — Ал — л

Полученное соотношение верно при выполнении условия — 2> Л՛' • 1, что 
п

выполняется для ряда металлов [21. 22]. например, для стали — = 10. 
л

Соотношения для вязко-пластической среды гак же. как и формулы § 1 и 
§ 2. можно применять и для грунта. Для последнего можно также учесть 
кулоновское трение и .записать [ 17. 21]

"о 1 — к _ — - ■ — —— ' “
1 ֊ к 1 | к "

ч. = 2\ (5.8)

Тогда можно внести изменения во все соотношения $: 1. Уравнение движе
ния дает вместо (1.18)

(5.9)

где сгг есть значение з,г на теле (г = г*). Решение для скоростей и 
перемещений можно снова взять в виде (1.15), а -=гг в упругой области 
дается (1.10t. Условие непрерывности =..г на юверхности разрушения 
дает

(5.10)

'о определяется из условия (5.8), ноет явленного на поверхности 
г = гЛо для упругого решения (1.10), причем с учетом ',г — —=6« оно 
дает снова (1.14). Таким образом, в задаче ирон икания для сыпучей 
среды :0 снова дается (1.М), но =гг из (5.10) обобщает значение 
(1.19), переходя в него для 4=0. Поскольку напряжение на теле 

постоянно, можно после соответствующей замены згг на з,г пользо
ваться соотношениями § 2 и для данной задачи.

Институт механики 
AI 1 Армянской ССР Поступили 16 IV I98Ü
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Ա. Դ. հԱԳԴՈԽԼ Ա. Ա. ՎԱնՅՏԱՆԲԱՐԱԿ ՄԱՐՄՆԻ ՆԵՐԹԱՓԱՆՑՈԻՄՐ. ՄԵՏԱՂՆԵՐԻ ԵՎ ՐՆԱ2Ո'ԼԵՐԻ ՄԵՋԱ մ փ ո փ n 1 մ
Դիտարկվում Լ բարակ մարմինների ներթափանցումր մ ետտղնհրի և ղետ- 

հի մեջ։
Բարակ մարմնի աոաձգամածւէւցիկոււյյսւււտիկ միջավայրերի մեջ ներթա

փանցման ժամանակ վւորր շփման գործակցի համար միջավայրի շարժման 
հավասարումներում պահվում են միայն ըստ ոագիալ կոսրգին ատի ածանց֊ 
յալներր։ ենթադրվում Լ նաև, որ միջավայրի քայքայման ճակատի առջևում 
միջավայրը առաձգական է, իսկ ճակատի ետևում միջավայրի համար տեղփ 
ունի պյաստիկական հոսունությունւ Հաշվփ առնելով այդ և ոդտւէելսվ համա
պատասխան հավասարումներից, րայրայման ճակատի վրա տրված և հատ
վածի ադիաբատի պայմաններից որոշվում են միջավայրի մ տոնիկների արա֊ 
րքուիյաններր և առաջացած յարումն երր ներթափանցվող մարմնի շրջակայ
քում ։

Որոշվում Լ նաև կոնաձև ծայր ունեցող գլանային մարմնի ներթափանց
ման առավելագույն խորությունը է

կատարված են փորձեր տարրեր մ ետագների և կոմպո ղիտների մեջ 
ըարւսկ մարմինների ներթաւիանցման վերաբերյալ և ցույց Լ տրվում տեսա
կան ճանապարհով ստացված արւյյունրների հետ նրանց լավ համտպատաս- 
քսանութ յունր:

Տրվում Լ մ ածուցիկոպլասաիկ և սորուն մ իջավայրերի 'ամար արդյունք
ների ընդհանրացումր։

THE PENETRATION OF A THIN BODY IN METALS 
AND SOIL

A. G. BAGDOEV. A. A. VANTSIAN 

Summary

The problem in penetration of thin bodies into metals and soil is 
considered. On penetration of thin bodies for a small value of friction 
coefficient between the medium and body, on determination of the main 
part of the solution in equations of medium, only the derivatives ovei 
the radial coordinate are retained and the front of fracture is also 
introduced ahead of which the medium is elastic. Assuming that behind 
the front there is a plastic flow of medium, from the equation of incom
pressibility, from the conditions on the fracture front, including the 
shock adiabatic curve and from the equation of medium motion the 
particles velocities and stresses near the body are determined. 1 he va
lues of maximal depth of penetration for the body consisting of a tape
ring cylinder (curvelinear) are found. The experiments on penetration 
into various metals and composites are made.
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The good agreement with the results of calculations on determi
nation of the penetration depth and the radius of the fracture surface by 
the obtained formula is shown. The generalization of results for viscop
lastic media and soil is presented.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ2 ԳԻՏՈԻ^ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЛРМЯНСКО Я ССР 

՜ XXXIV?№ 3, 1981 Механика

Ж. Г. АПИКЯН, М. А ЗАДОЯН

ПРОСТРАНСТВЕ! И ЮЕ ТЕЧЕНИЕ ПЛАСТИЧЕСКИ 
АНИЗОТРОПНОГО КЛИНА МЕЖДУ ЖЕСТКИМИ 

ШЕРОХОВАТЫМИ ПЛИТАМИ

Ь
катне прямоугольном массы жестко-пластического материала между 

|.ми параллельными шероховатыми плитами рассмотрено н | 1]. Пло- 
осеси.м.метричнос пластические течения через клинообразный и ко- 

раэный каналы рассмотрены в работах [1—3]. В настоящей работе 
рассматривается пространственная задача прочности клина из несжимае
мого пластически неоднородного анизотропного материала. Принимается, 

•по материал подчиняется соотношениям жестко-пластического тела Мн- 
Ьесд—Хнлла [!].

1 .Шусть пространственный клин (фиг. 1) сжимается шероховатыми
жесткими наклонными плитами 0 = ± а, вращающимися вокруг продоль
ной оси г с угловой скоростью Од
новременно клин вдавливается в торце
вых сечениях г = ± / жесткими шерохо
ватыми плитами при заданных скоро
стях перемещений ш0, Далее, как обыч
но, принимается, что касательное накря- 

Нжснне ՛,՛,, возникающее между плитами 
и клином, равняется предельному значе
нию т!с, где к — пластическая постоян
ная, а т (0 т <■ I) — показатель сте
пени шероховатости плит. Принимаем, 
что плиты обладают свойством шерохо
ватости только вдоль радиального нап
равления, а в направлении оси г они 
идеально гладки. Учитывая эти условия, 
полуобратным способом принимаем, что Фмг. I .

’Ь ='п ~0 по всему объему клина. На свободной поверхности усло
вие отсутствия нормального и касательного напряжении заменяется усло-
ь ! .՝.! равенства нулю главного вектора напряжении.

Исходя из характера напряженно-деформированного состояния, полу- 
сбратным способом [4] принимаем, что для рассматриваемой задачи тен
зор скоростей деформации не зависит от г и 2.

Ввиду симметрии поставленной задачи рассматривается напряженное 
состояние клина (0 < б < а, 0 < г < /, 0 < г АЧ.
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Очевидно, будем иметь следующие граничные условия:

хгб|б "го!*-* = - v'e о=0. v|5 ։------ «or (1.1)

ч
—0. w : «’о> j (;, cosû —- , sjn 0)r/9’r_ (1.2)

о

Принимается, что в каждой точке тела анизотропные свойства «по
добны», то есть принимается, что параметры анизотропии пропорциональ
ны пластически неоднородной функции. Таким образом, условие пластич
ности Мизес.՝. Хи.-.ла берется н виде

«и(3б “ 'У «аз(% - ' «а3(5,— 3*)5 + ' (1-3)

Соотношения между скоростями перемещений, скоростями деформа
ций и компонентами напряжении имеют вид

£г -- = 3е 2 ° («зз (3,—’е) I- «22 <3,— «.)]
<7г

ее՜—Т —֊■=-■?։« 'л’(«и(ае З3 ам(35-’г)] 
г г ОУ

(1-4)

% = ~ («22 (% - 5Г) - «п (=. ֊ *«)]
од

г> . 6'^ V 1 дн г>о -2лв
2^ = Т----------- +"“"Т = 2?е °«М

О г г г 04

Дифференциальные уравнения равновесия имеют вид

% '2-^° ™

Учитывая граничные условия и используя соотношения (1.4), нахо
дим [4]

*
и = г'-,, V — — гб — 2 г г, </&, го — — -՝֊ г (1.6)

о

5,:=Л0 + 2[7лА 7. ։։ = ^.о_а (1.7)

0՛

Из соотношений (1.4) также имеем

5Г — -г, ~ ((«и + «22) 2Г а22г,] ~՜
*• «гО

3- — °б — “3 («22 ег + («22 + «за) ֊-1“
х •/$

(1.8)

40



аг “ “ ( «11 С, - «33 ег) ~-
1г*

где
х а-^а-у Ь «з,-.Оп •

И - ( 1.5) и (1.8) следует

м
и

^[(«п
X

I «22^77*4^=0 (1.9)

=0 = Л/։п г т А1' (1.10)

где Л1. Л' — произвольные постоянные.
Из (1.3), (1.8)—(1.10) имеем

о

~А __
«12

а и 4՜ а22 2
«12-■ к (1.11)

где

о -2л- «12 ■•■Г| .6 4- М?

2 «|2 -г*
(«11 + «2») 4՜ '՜՜ а~- 2г 4՜ («22 4- «зз) 6;

После некоторых преобразований из (1.7), (1.9)—(1.11) найдем

& г 2 а
«и ! йог -,6 о (1.12)2

Разрешая уравнение (1.12) относительно старшей производной, по
лучим

где

аи4՜ «*г 1
(<։ + М) ֊■

2л*
(1.13)

2<0

Полагая "го: М —

о -г 
«12

А('=А'Л’О, из

«и 4 «а

(1.13) имеем

(1.14)

, о \М•1 ' ’ 2 «13'֊* | у

2^5
^2мо

X
^(?4-^о)

2. Можно показать, что при малом угле а решение задачи приводится 
։ квадратуре. Оставив первые члены в соответствующих разложениях при
чалов а. найдем

Л т ( Л ‘Ч »/ тгг^А0, ------- 5, .40^֊֊՛ Мо^- -
а л<з. а

Сделаем замену независимой переменной 0 в уравнении (1.14) 

(2.1)

х - .*•/.։>. В результате получим уравнение
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<Г-
дх

Где

2 а։.т

/։=е№ -2п1։^

Пренебрегая малыми членами в уравнении

ЗЦ. =2а։глг

2Х 
АЛ /. е 

-чТ

(2.2), найдем

-2а12 С (2.3)

он■!' (122

Уравнение (2.3) явно не содержит независимой переменной 
замену т՜ ф(т). из уравнения (2.3) получаем

2 а 12
1 -2а12^2 ф-М

интеграл которого будет

х. Сделав

(2.4)

1__1/! !՜11- с
/2а։2Л (<?о 1)֊‘։

(2.5)

здесь фф—произвольная постоянная. С другой стороны, имеем

(?4֊1)ге7(^?>
с  --------=—

I 2 оГ2 А'Л/о (?о+1)2
(? -Ь I)8 
(?. + !)=

(2-6)

Соотношения (2.3), (2.6) дают связь т ֊ т(0) в параметрической фор
ме. Произвольные постоянные фс, А/,, определяются из условий
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(2.7)

3. Проведено численное исслсдонаиие- 
мдачи при следующих значениях пара 
метров:

I . а,, = ^ ■

а։։ - —. X = 0, I -- 30 см, ” 4 А’

Л’ ֊ 20 едг, ш<>== 0.3 см сек,

и՝ 0.01 сек-1. а=г. 2 . . 20’.

Приведены графики зависимостей. 
<Ч„ А/А, Р։!к от а, где

Фи/. 4
к я .

Л = 2/у (г, 2}<1г, Р_ = *2 э. (г, г drift

V о о
9хмарные давления соответственно на гранях В = дг а я Z = de / 
(фиг. 2—4).

Вычислены также соответствующие значения PJk, PJk для 
изотропного материала. Сравнение величин для изотропного и анизотроп
ного случаев показывает, что анизотропия несущественна при малых углах 
ргстнора клина и эффект от анизотропии возрастает с увеличением угла а. 
1 ах, при 7. — Г величины Л/4, PJk, Р_ к в анизотропном случае отлича
ются от соответствующих величин в изотропном случае на 0.2%, 0.6%. 
0.7% соответственно, а при а = 20 —уже на 12.4 , 13.4%. 9%.

Институт механики
АЙ Армянской ССР Поступила 25 IX 1980

ժ. Դ. ԱՊԻհձԱՆ. Մ Ա. ԶԱԴՈԱԼՆ

ՊԼԱՍՏԻԿՈՐԵՆ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՍԵՊԻ ՏԱՐԱՍԱԿԱՆ ՀՈՍՔՀ
ԿՈՇՏ ԱՆՃԱՐԴ ՍԱԼԵՐԻ Ս՜ԻՋԵՎ

Ա մ փ n t|i n i մ

Այ1սաԱէ1սնրոէմ դիտարկվում / աեսեղմ ելի ս/ լաստ ի կո րեն անհամ ասեո 
էսնի ւրւ է/ւր Ո Աք նյոէ^իւ) սեպի ամ րությաե ա արածս։ կան խ}պ[էրրւ

նէնե^ԱքԷ րււրւ/սւծային-էյեֆսրմաԱիոն վիճակի P^‘,njPbD կի u ա հս։կ ա//արձ 
եէյանս/կււվ քէնէքՈէնված / . որ էյևֆորմացիաների արագության սւենղորր կախ֊ 
<խւ<\ ւ' միայն րեեէէային անկյանից, և յարման մի րաղա՚յրի-ի համար ստաց֊ 
//h/J Լ նրկրորգ կարգի սովււրակաՆ ոյ֊գծայիե դիֆերենցիալ հավասարումւ 

\թեպի րաց վածրի էիորր անկյան գե,։/ք։Ոէմ իւնգրի լուծումր րերվքքւմ Լ կվագրա֊ 

ււաւրայիէ ներված Լ թվային օրինակ։
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SPACE FLOW OF A PLASTICALLY ANISOTROPIC 
WEDGE BETWEEN RIGID ROUGH PLATES

J. G. APiKIAN, M. A. ZADOIAN

Summary

The space problem in strength of a wedge of incompressible 
plastic non-bomogeneôus anisotropic material is considered. Proceeding 
from the pattern of the stress-strain state, using a half-inverse method, 
it is assumed that the deformation velocity tensor depends on the polar 
angle only, and the ordinary non-linear differential equation of second 
order is obtained for the stress component. For a small angle of the 
wedge opening the solution of the problem is reduced to quadratures 
A numerical example is presented.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ IIЩ ԴԻՏՈԻՐ*ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXXIV, № 3. 1981՜ Механика

ф. м. ։ЮЛАДЯ11

КРУЧЕНИЕ КРИВОГО ПОЛОГО СТЕРЖНЯ
С КРИВОЛИНЕЙНЫМИ ЩЕЛЯМИ ПРИ НЕЛИНЕЙНОЙ 

ПОЛЗУЧЕСТИ

Рассматрипается задача о кручении кривого полого стержня с криво
линейными щелями, материал которого обладает свойством нелинейной 

>в1слсдстленной ползучести [ 11.
Пусть кривей полый стержень со щелью постоянного поперечного се

ления находится под воздействием перерезывающих сил /' и крутящих .мо
ментов /'/?, (/?| радиус оси стержня), приложенных на ториевых сече
ниях (фиг. 1).

Фиг. 1. Фиг. 2.

Решение такой задачи для упрочняющегося материала приведено в ра
ботах [2, 3].

§ 1. Основные уравнения задачи. Принимаем, что для материала стерж- 
ня справедливы соотношения нелинейно-наследственной теории ползучести 
Н, X Арутюняна [ I]

2 6\^տ4/- \ տԿք{-շ) К‘1, ')մ- (Е1)

где (7 = 2ГЗ, Е предполагается постоянным, а — о. з, б., сим
вол Кронекера, з среднее давление, /(т0) — некоторая функция, ха- 

еризующая нелинейную зависимость между напряжениями и ле
гациями ползучести для данного материала, интенсивность
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касательных напряжений. Л'(/, =3 6’ — ֊^-—2• С(/, -) мера пол*

зучести при одноосном напряженном состоянии.
Воспользуемся тороидальными координатами л, 3,

х = ^со.$7, №?51п7, 2=/Уз1п/, где р •= а (,$Ь а (сЬ л — соб?)”1

/7 — о (сЬ а ֊ со$°)-։, здесь 0<а<а>, ֊~֊<^֊֊С՜, ^2 " (фиг. 2);

Для компонентов деформации будем иметь [4]

/ Иа А \ Н д / ия \ р д / и. \|
^=^\77/ <\'Йг/> 2г*»=Т57кя/+I

д / и \ 1 /дН дН \1
=7ь \~н) + 7? \ о>з “•+ 77՜ “» Л., я

1 <?«.. 1 /0р ф \
" Т 5? + ’ 5? )

(1.2)

1 Толожим, что все компоненты напряжения, кроме и а любой 
момент времени ! равны нулю. Тогда из уравнении равновесия остается [4;

г> , о
(1.3)

а из остальных уравнений следует, что напряженное состояние стержня 
не зависит от у. следовательно, тензор деформации также не зависит от у. 
Из (1.2) перемещения представим в виде

Ма в ** ]л л;==2^1 н (т֊1?)
(1.4)

Г / 1 1 \ ,
“, = %.+ ] (^„֊77֊и.-֊н֊^)и՝

где ц_0, и-0> н.о произвольные 
Подставляя (1.4) я (1.2) и

лучим

функции а, В и I.
учитывая указанное обстоятельство, по-

2_^о 9 ^(и^\
н ’ н- 2 8°* о« \ н) \н) (1.5)

а относительно Р((, ! . приходим к системе трех дифференциальных уравне
ний, решение которой будет

/■; = (/л - о,г) ± | (/> - £>,?) ^-֊1՛
Н Н |(4. з)

где Д?, 1\. — произвольные функции от /.
Исключая из (1.4) и используя (1.6), получим уравнение совмест

ности деформаций

(1.7)
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Полагая в (1.5) равными нулю все компоненты деформации, кроме
։,. и получим систему относительно и.о, решение 
будет

"։'1՜ 7/л н<^\(,_п

которой

(1.8)

цс ::
1՛ Л,։= 4 (Р» - + й- ₽г + ^ ? - Е.г

А'։ = 4 +
'1 ~

-4.Ь\. С,. Е — произвольные функции от /.
После подстановки (1.6) и (1.8) в (1.4) получим выражения для пе

ремещений и .
Вподя функцию напряжений

1 1 /1 си
•’ Нг дЪ Зт Н/ дл

от (1.1) и (1.7) приходим к основному уравнению задачи

;։=2_|/ /£±\- + /^у (1.11)
’ Н[.Л \дг) \д?)

Таким образом, задача приводится к определению функции Ф из не
линейного интегро-дифференциального уравнения (1.10) при условии 
Ф(&, р, /) = СОП$1 на контуре.

Рассмотрим случай, когда поперечное сечение представляет криволи
нейный прямоугольник (фиг. 2). Тогда граничные условия примут следую
щий вид:

Ф(«о. р. О = <»(*■ Р6. О 0-0 (1-12)

Крутящий момент выражается формулой

| Л/= -7?,)^,-^.]^ (1.13)

где
г/С’ = у/-' г/3 = с/;. сН.

Переходя от за_, т. к и подставляя в (1.13), после приме
нения формулы Грина-Остроградского получим:

47



§ 2. Решение интсгро-диффсренииа.гьного уравнения (1.10). Положим, 
что

/(=о) = 1+Нг. (2.1)

где л— физический параметр, характеризующий нелинейный закон пол
зучести. Решение уравнения ( 1.10) ищем в виде ряда

Ф(я, 3, t) 2 /.*фл(а, fi, /) (2.2)
Л--0 

где Фй соответствует случаю линейно-упругого материала.
Подставляя (2.2) в (1.10) и (1.11), приходим к системе рекуррентных 

дифференциальных уравнений

çf’is ^Фя. _ J 4 .<23у
(h? ()yz (1 дл (7з р ori ՛л

(л=0, 1, 2,...)
где

.1
Îo(/)=ÜD(O 4-G f -.)d- ('2А)

•J

а ?п(а, и О при п ■■=՛- 1 определяются соотношениями

п- 1 .։
?. 0=Х ^)(‘‘>*?я_1_ё4֊хгааф4гга<1<ол_1_л) </’- (2.5)

к -и» у
Здесь

i
N(i, t) = K(t, -.) +J^(/, ;)K(Ï. ֊)rfS (2-0

Л
<% = p“‘ 2 grad Ф* grad Фя_* (2.7)

R (t, т) — резольвента ядра Л (Z, т). Если

С(6 O = ?N|1 
то 

I 
«('. ՝) = •:<, '/(-) + «e) + <5(-)--:o>; (-)le'-c։ je ’“'֊/х I *

I
'}(0 = Ъ f[14֊3 6>(;)]rfT
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Причем, согласно [1], (-■) = С0-р/1г՜ ‘ , где Со, п некоторые
постоянные, характеризующие свойство ползучести материала.

Вводя новую функцию 4'„ (а, 3, /) при помощи соотношения 
р. /) = {ch х — cos Ь)՜312sir i 'Г„ (j.. 3, /), из (2.3) получим уравне

ние с разделяющимися переменными

/1 4 \.r. №(cha-cos₽)^—--- -г- _ - cth a ----- ֊г (------- -------  1 1 л = ---------- —------------
tf։։ '''б-' дх \ 4 sh2a/ sh3a

(2.8) 
а ira ( 1 12) получим

т, («о. ?. О = («»» ?» О = ՝г.. («» ?*. О =*(», Зр 0-0 (2.9)

Решая уравнение (2.8) при граничных условиях (2.9) и переходя к 
'Л (<л, р, |) = ФЛ, получим

Ю. = —1՛ (՝ Ъ (5. О(еЬ; - со։ ..)"’Г (х. 5. ч)</Й (2.10) 
(сЬ «—соб р)Л - ,)

Здесь (х, т()—функция Грина для данной задачи, причем
Г(։. «. '») — В(я« к; 70 ”ри «<я. где

о . . „V -Й.-■»(։. ։«(»,.»)
Ь (а, р; /,) = 2 —п-------------- о---------—й-----------------  X

-։(р;-9/4)(1ч; ֊ 1/4)2.;, Ь2(а0> 3։)
(2.Ц)

X $1п Рп (3 — &>) &ш Ир ('; м

я ! (’. с, ?}) = В(:, а, ?) при а рЛ = —
Р1 ?0

(а, 3) = Лт(сЬа) ат (сЬ » ֊ Л? (сЬ ?) С?: (сЬ а)

где РТ(х) и <2,? (х) — присоединенные сферические »функции соответ
ственно первого и второго рода т-го порядка ч-го индекса.

Рассмотрим ряд частных случаев этого решения.
1. Переходя в (2.10) и (2-11) к пределу при а։— со, 

г՜՛ и т^О, получим решение задачи для соответствующей об
ласти (фиг. 3). Тогда



фл =
_____ sh*a
2 Meh a-cos??7

( \ ?.(’• тй O(ch; - cos 7})17 r0 (a, ?; Լ Հ) ԺԶ

где
Աք’. 3; ',) Z?0U ?; ij) при ; < a. причем

2 Հ, ձԼ~էո(*» 0<Д- If! (ch а) 
Д(3 11 է (" 1/4) Չ,Լ зо(сЬ^о)

sin j*w(? ?։) sin :»«(»։ + М

и го(а, ?: Т4) во(:, а. ?) при а •; злее։. »»„ = Հ •
2?ւ

2. Переходя в (2.10) и (2.11) к пределу при ?0- • - ?։ — г, по
лучим решение задачи для соответствующей области (фиг. 1). Тогда

ф- —~г ——о76 I ' ր>' <cA-~cos l)’7 IT*U ?;հ) Ь
2 “(ch a cos t՛1 7 J J

(2.J2)
4-— H(*. Հ1|Ժ2

sn t
где

Г’(з,М. *,) = т։), Г։'(а, 3; Հ г.) В1( а. ?; Լ •})
при ; ^.а, причем

В* ԱՏ:
*о) /‘п I .շ(31է а)

(o’—9)(ns—I)Z‘„-| я Ա, ix)
X

Հ sin -֊- (? — ') sin -^֊ (հ ֊ հ) 
£• Հ

1Հ (ն Լ т )
Пд а0) П, (а, а,I 

ԳԱ, Օյ)

? У4cos — cos —
2 2

Г1ДС, qjnjtf, 3,)
Ոյ Ро, 2յ)

3 e 3
COS — PCG5 ’—

2 2

И Г* (a, ?; тЛ 3, •!), rj(a, ?; »J = |Հ (j, ,4; в, ?) при a< ;

Здесь

... сЬа сЬ:?-Ъ1 сЬ? сЬ“а-*-1

П,(а, ?)=—------ — (СМ|? ֊ с11 3 ) ■ ' —-сиЛ
3 / ьЬ 3 /

3. Переходя и (2 12) и (2.13) к пределу при а, • зс. подучим реше
ние задачи дли сплошного круга с криволинейной щелью (■риг. 5). Тогда
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Ф. shg i______
2-(ch a— cos

<•» Z)(ch: cos t,)3 -[Г(. («, fa E, r,) -r

+-֊Tr«<’՛ * E՛ 
sh;

где

Г!(а, fa >;)=Bo (<։. fa «, ',)• riofa, fa E, ц) = »„,(«, fa, E, Yj) при EO

причем

Bo (a, fa E, z ) - 32 У
Zf,,֊ i>/2 (gp, -} Qm n ? icb i) 

in2 9)(n֊ - l)A֊M(cb«) 
п-г 4,5,6. ?.■••

< sin у (։3 Г fa sin -֊- (^ 4 к)

n- , 0 ֊ x П. (i, g0) ch « sh'-’ao 3 4 .
Bio (a, fa E, fa - -’- ’■ ------- - ----- cos -cos֊- r

Sh*c։ch»0 2 2

П3(Е, a0)sh=4 3 34----- --------E--------- cos — pc os — r
sh*« 2 2

H
Го (a, fa E, T,) = Bj(E, rr; a, 3), Г io (a, fa E, Л) = Bw(:, a, fa при a <E.

§ 3. Исследование сходимости ряда (2.2). Для доказательства суще- 
пноваиия решения надо показать, что ряд (2.2), где коэффициенты опре
деляются нз рекуррентных формул (2.10), сходится абсолютно н равномер- 

по, С этой целью оценим Фп (a, fa t). Возьмем фиксированный промежу
ток т։ i Т и положим

max |/С(/, 7)| = Кт, max (/? (7, fa| - 7։ t Т (3.1)

Тогда из (2.6) и (3.1) следует, что

pV(/, 7)|</Сг(14- RtT) = Nt (3.2)
Вводя норму

IF’ m 1 |Х(Д)-Х(2?)|Л. = max |Xj 4 sup 2------ i-_L 



где А, В— произвольные точки внутри поперечного сечения стержня, 
О < д < 1, при помощи априорных оценок Шаудера [5], которые в дан
ном случае пишутся в виде

(3.3)

где с* — некоторая постоянная, зависящая от формы области, и пользуясь 
(2.4). (2.5). (2.7). (3.2) и (3.3), получим рекуррентную систему неравенств

7Я 4
Л=0 

где
v = 2 /Vr Т «сг (1 -г 6 |* с )

*= max \ \НЛ !jL(H֊’?-4)i|,
co>e-'l i da J II д? 1՛ I

<7.1=՜ SNJ?™ л
л-о

Рассмотрим ряд с общим членом ՛' п 2 •••."• Методом индукции

можно показать, что ■ рЛ ՝£ ,?о!1 " '?"■ Следовательно, ряд У
г.-0

а поэтому и ряд (2.21 сходятся абсолютно и равномерно с радиусом 
сходимости / — '■*= (364

§ 4. Тонкостенный стержень открытою профиля. Пусть поперечное 
сечение тонкостенного стержня представляет криволинейный открытый про
филь, симметрично расположенный относительно средней линии a — av 
(фиг. 6). Для тонкостенных призматических стержней эта задача исследо
вана в 16]. В этом случае в уравнения (1.10) можно пренебречь производ
ной по I՜» и заменить его уравнением вида

4!А\_ (4.1)
да \ р3 (Ji ) J da I р5 да I у*

где
1 дф 

=о ~ — 777.Гр.- 0т.

Интегрируя (4.1) и принимая во внимание, что о. - 0 при а «.>, по
лучим

I
»0«) ( №)’»*(/, --)d- = DGg (4.2)

V
где

g = g (а, р) (ch а0 cos ?) 1 а — <х0) (а sir ай)"։

Если к этому уравнению применить вышеизложенный метод и удовле
твориться только первыми двумя приближениями, го для о՜,, (»') получим
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М0=сг|//о(О+>Сг[Я։(<)+ о<М1+0(;'» (4.3)

"I 
тле

яо(0 0(1)+ \0(-) R (I, ■■)</-: \ К (I, (4.4)

ЭД-.СЬ Принято / (я0) - - 1 - <®(|.
Пользуясь (1.13) и (4.3), получим 

/
/4(0+'А рй?СО+ \Н;(х) К(-: х)<1х)К(1, -)<+. = к. (4.5) 

где
^=0,7,к.=м(С^)-' 

н 'И Н <$)

I л—^р^^*^***
Если к уравнению (4.5) применить вышеизложенный .метод и удовле

твориться только первыми двумя приближениями, то для неизвестном 
функции Н< (/) получим

I
Н0(1) = к;.\1+'>-к>кг\ЗСС)1, ч)-1 I К(1,х)К(1, -.) с/х+Д) + 0 (+֊)

Решая (4.4) относительно /7 (0, будем иметь

I . х>(.о = ад) । \нос-՝1 к

Рассмотрим задачу релаксации напряжения. В начальный момент 
стержню сообщим крутку I) (т։), оставляя ее во времени неизменной. ! о- 
гда интегральное уравнение (4.2) примет вид

МО֊ = (4.6)
*1

Если к уравнению (4.6) применить вышеизложенным метод и удовле
твориться только первыми двумя прибг\нжениями. пользуясь ( 1.13). по- 
лршм

г
ЛГ(П/Л/ = н; (/) + [М (/) 1՛ н\ ('.) R (/. -.) <Л] -V о (Л2) (4.7)
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где
У7о(/) = 1 - 3 6\0 (Со 4- Аг~А ’) е ’"Г/ -1[Фф (г/, р) — Ф* (г-р р)] 

е
Р=3а-,„АУ, г=7.(1 + ЗСС»), н{[1)~ [Г^ (-.)]■ К (I, ;)</- 

* •

А-3 = /?(:։)С«у;/։ \ Ф»(՝> рА~ е ~ ' <1՜— неполная гамма-функция, 

о
Аналогичным образом, ограничиваясь в общем решении интегрально

го уравнения (4.6) первыми тремя приближениями, для определения ре
лаксации крутящего момента получим следующую формулу: 

г
М(։):М^)==Н'0(1) 4 //!(:) Л’(/. ֊)<Л] 4-

(4.8) 
I

'2М#։(0 • [н;(т)Л(/, \ ОР)
V 

где 
г т

«Ио= [Ян■•)«!՛(•) \Н',(х1К(1, х)</х]К(1, х},1,

й,= 2[СО(.1)|71/Г’. - Х±)[?(։,?)|3^

Рассмотрим частный случай. Для старого материала можно положить 
Ч (т) ~ С.>. Тогда из (4.6) получим замкнутое решение

3 _ С- -Х^-Х^ АД/’*'

где “> А՜ — - 3 С/С,-,՛՛; . а х։ и х-. корни уравнения

.г՛ 7о (1 4֊ 3 б’С0) л- <т;0 = О

Аналогичным образом, если принять/։;,,) 1 то решение 
получается в квадратурах

|п -(<—֊/ —+ 
I1 =И0 Г ^^(0-: 4-\

Зч ։ 2/ 4/лГ+ЗО=0(0 -՝••>]
—— —==^аг1са------------ ------------------------------------ ----
| 4р 4-3:. 4 р*-\- 3 Г 4- [2 з0 (() -г ;»] (2 «Д-ч)

= ^*(3$; + р,)(/ ТД
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Л» = —3GCqV-, Pw==(H3GCe)(3GCoA)-։

L-|/ ֊?ք+1Ն н |' -Ц I Գ, q* — Жч^СЗСоМ-1

На ЭВМ „£С-1022“ при значениях параметров ch ?.о — 3,

0=6/8 см, а0 -а, = (2/8)՜’. /1։ = 4.82 ■ 10՜ 5с.м3 день/кг,

Са=0.9-10՜5 слг!кг, 3 G = 2-105 кг!см*, ь= 0.026 —— » 
день

М (-г) = 500 к гем

даю решение задачи о релаксации крутящего момента тонкостенного 
стержня Вычисления показывают, что значения М (t)/M (т<), получен
ные при помощи формул (4.7) и (4.8). отличаются на 10 ~5, следоватсль- 
ио, и общем решении (2.2) уравнения (4.6) можно ограничиться первыми 
двумя приближениями.

На фиг. 7 и 8 показано изменение крутящего момента во времени при 
различных значениях т։ и л.

Фиг. 7. Фиг. 8.

За постановку задачи и постоянное внимание выражаю благодарность 
моему научному руководителю проф. М. А. Задояну.

EptwucKHH политехнический
HUCTinyr нм. К. Маркса Поступила 2 X 1980

Ֆ. 1Г. ՓՈԼԱԴՅԱ.Ն

1ԿՈՐԱԳԻՆ ՃԵՂՔՈՎ ԿՈՐ ՍՆԱՄԵՋ ՍՈՂԻ ՈԼՈՐՈՒՄՍ 
ՈՋ-ԳնԱՅՒՆ ՍՈՂՔԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա մ ։|ւ ո փ ո I մ

Ուսումնասիրվում Լ կորագիծ Հեւ(րւ>ւ( կոր սնամեջ ձոր/քւ ոլորում ր ոչ զծւււ֊ 
յր}( աո ան դա կան սոդրի դէւսւրոլյք։ Օւլսւադէէրծելով հորական կոււր։ւյ։ն։ո։ո- 

կիսահակաղարձային մոդով խնդիրը լարումների էիունկցիայի նկատ- 
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մ աւեր րերվում Լ ո չ֊ ա յին ինտեէյրէէ-դիէիևրենէյիալ հավասարման, որի լա- 
ծէէւմր փնտրվում / աи տիճ անայհհ քէորրի Օէքնուք) յամ ր և ապացուցվում Լ այ.ք 
ջարրի 4"՛ իաաք։ յոէնր։ Դիտարկվում են մ ft րանի մ տոնավոր րյեպքեր: 
Բարակապատ րաց պրոֆիլով ձողի համար լուծված են սողրի ե ոևլաքսա- 
.4Ւ՝"ՏՒ խնդիրներր։ Վերջինիս '.ամար բհրված. թվային օրինակների հիման վրա 
կաւ։աէքված են ւքրաֆիկներ:

THE TORSION OE A CURVED HOLLOW CORE 
WITH CURVILINEAR SLOTS UNDER NON-LINEAR CREEP

1Հ M. P^LADIAN

S u in tn ary

1'he torsion of a curved hollow core with curvilinear slots is con 
sidered under non-linear hereditary creep. By using toroidal coordinates 
and the semi-reverse method the problem is reduced to the non-linear 
integro-differeniial equation with respect to the stress function. The 
solution of this equation is obtained in the form of a power scries and 
the series convergence is proved.

Some particular cases are treated.
For a thin-walled core of an open section the problem of creep 

and relaxation is solved. Graphs for relaxation are plotted on the basis 
of numerical examples.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ШЦ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ AKA Д Е М И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXXIV, № 3, 1981 Механика

А. П. СЕЙРАНЯН

ВЛИЯНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ МАСС И ЖЕСТКОСТЕЙ 
НА КРИТИЧЕСКУЮ СКОРОСТЬ ФЛАТТЕРА

чсследустся влияние распределений масс и жесткостей крыла боль
шого удлинения на критическую скорость нагибно-крутильного флаттера 
• нсскнмлемо.м потоке газа. Выведены соотношения, описывающие изме- 

|.՝8еш։с флаттериых характеристик в зависимости от вариаций масс и жестко- 
стен по размаху крыла. Описан алгоритм перераспределения этих величин 
с Целью повышения критической скорости флаттера. Приведены и проана
лизированы результаты численных расчетов.

Задачи оптимизации флаттериых характеристик в дискретной поста
новке рассматривались в работах | I—4].

1. Рассмотрим колебания тонкою крыла в несжимаемом потоке газа. 
Предполагается, что крыло представляет собой упругую балку тонкостен
ного сечения с прямой упругой осью Оу, перпендикулярной фюзеляжу 
(фиг. I). Ось Ог направлена перпендикулярно вверх к плоскости чертежа. 
Ось инерции показана на фиг. 1 сплошной линией.

Деформация крыла характеризуется перемещением х՛ (л, X) и углом 
»ворота Н (х, /) относительно упругой оси. Уравнения движения крыла в 
1токе имеют вид [5, 6]

Ժ2
ду2

— mz
ժ՚-н 
дРдР

!П

(1.1)

57



В этих уравнениях £/ и 07 — жесткости на изгиб и кручение И п 
/,.г. - масса и массовый момент инерции, приходящиеся на единицу разма
ха. о — расстояние между упругой осью и осью инерции. Ls и И —соот
ветственно аэродинамические сила и момен i относительно упругой ген hi 
единицу размаха.

Для описания аэродинамических сил примем гипотезу стационарно
сти [5, 6]. согласно которой аэродинамические характеристики крыла л не- 
установившемся движении заменяются в каждым момент времени харак
теристиками того же крыла, движущегося с постоянной линейной и угло
вой скоростями, равными скоростям действительного движения. Выражс- 
пня для и Ми записываются в виде

V \ 4 b / dt V dt |
(1-2)

лд = с,:. в J. —/ _з _ ,-£о _ ~ 1
И 4 6 16 0 dt V dt

где Ь — хорда крыла, х. — расстояние пт передней кромки до упругой оси. 
р — плотность газа. V - скорость потока. Теоретические значения аэроди
намических коэффициентов С’ и для тонкого крыла бесконечного раз
маха составляют соответственно С* ". Ст — ~ (х^Ь - 0 25). Граним* 
ные условия для ю и б имеют вид

—— =6 = 0 при ։/-==0 (1.3)

Система уравнений (1.1)—(1.3) представляет собой линейную одно
родную краевую задачу. Решение уравнений (1.1)֊ (1.3) будем искать а 
виде

ш (у. /) — и (у) е", Н (у, /) = V (у) е" (1.4)

где л — собственное значение, и (г/), у (у) — собственные функции. R 
силу некоисервативяости задачи г, и (у), V (у) - вообще говоря, комп
лексные величины, >—д • А'>, (у) —нх (^) 1՜ (у), V (у) - т-Ч (#)■ йл ՛։/!,
7—мнимая единица. В зависимости от скорости потока V амплиту
да колебаний может убывать с течением времени (Ке/ < 0, устойчи • 
кость), либо возрастать (Не'/ 0, неустойчивость). Различают два та
па потери устойчивости: колебательный тип (флаттер) и апериоднче-; 
ский (дивергенция) '7|. Критическая скорость флаттера И/ харак
теризуется соотношениями Ке / --0, Ьп/=ш- 0. где частот 
флаттера, а критическая скорость дивергенции 1Л.՛—равенством 7=0.

Запишем уравнения движения крыла при флаттере. Для этого ь (14) 
положим л - !։и. Подставим затем выражения (1.4) в (1.1)—(1.3) и ис
пользуем в них V' — Г'у. В результате придем к системе уравнений для соб-
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ных функций // (у). V (у). Искомыми величинами также являются 
ясская скорость флаттера V, и частота флаттера о>

(1.5)

где £.։ линейные дифференциальные операторы вида

Е„ = (&— ) т֊«՞ -Г Л" С՞ р V/ Ь
<*9՜ \ </у*/

= С,> Уг,Ь-1«С',1/У1(— ֊֊-']!>՛ О-6)
\ 4 Ь /

= т? 4֊ /■՛* С‘„ [- V/ Ь '

(!у \ (1у /

Граничные условия для функций и и V следуют из условий (13)

и =— — и = 0 при и = О

Е/^ при.у = /
<У <*!/ \ <7 / • 4?

(1.7)

Рассмотрим теперь задачу о дивергенции крыла в потоке газа. Для 
этого я выражениях (1.4)—(1.6) положим ?. = 0. В результате придем к 
самосопряженной и положительно определенном задаче на собственные зна
чения [9]

Ср1/; 6=^ = 0 (1.8)

«м(0)=0, (б/—) =0

Здесь через г/Ду) обозначена собственная функция дивергенции 
Критическая скорость дивергенции , определяется наименьшим собствен
ным значением задачи ( 1.8).

Введем управляющую функцию й (у). 11редположнм, что сечение кры
ла плоскостью у = СОП51 представляет собой тонкостенный замкнутый 
профиль произвольного вида. Если изменить толщины всех силовых эле
ментов профиля в II раз. то жесткостные в массовые характеристики этого 
сечения Е/, 67. 1>п, т также изменятся в /? (»аз. а величины о, х„ останутся 
неизменными. Поэтому можно положить

Е’/(у) = Е/0(у/)Л(<у), в] (у) 67(|(?/)А(;/)
(1.9)

Л<(у) Ап<(у)А(у), т(у) = т0(у) Ь(у) 
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где. <7/0, I —некоторые фиксированные начальные распреде
ления массовых и жесткостных характеристик.

Функция А (у) будет служить безразмерной управляющей функцией. 
Но смыслу А’ (у) 0. Варьирование ею приводит к перераспределению
масс и жесткостей и, следовательно, к изменению критических скоростей 
флаттера и дивергенции,

I 1аша цель состоит в исследовании влияния различных распределений 
А (у) на критическую скорость флаттера, а также в том. чтобы целенаправ
ленным изменением А (у) добиться увеличения критической скорости по
тери устойчивости, сохраняя полную массу крыла неизменной.

2. Вычислим приращение критической скорости флаттера в зависимо
сти от вариации 6А.

Введем в рассмотрение сопряженную [8] к (1.5). (1.7) задачу о флат
тере. которая потребуется в дальнейшем

Операторы £•; определяются выражениями (1.6). Функции 
и ? (у) комплексные величины ф=?։ Нь Граничные
условия для них имеют вид

</? . л л? =— =у==0 при у -=0

(2.2)

В силу сопряженности краевых задач можно показать, что критиче
ская скорость и частота в задачах (1.5). (1.7) и (2.1), (2.2) совпадают, 
Эти задачи линейны и однородны относительно вектор-функций / и р, по
этому [ и р определены с точностью до произвольного комплексного мно
жителя.

Перейдем к вычислению вариаций, Для этого вернемся к задаче О 
флаттере (1.5), (1.7) с учетом (1.9). Вариация 6А (у) приводит к прира
щениям величии V.. <՛■ и комплексной векТор-функции /(у). Прираще
ния с/Ду), г՝,п> действительные величины, вариация комплексной 
функции о/ (у) имеет вид

Ч (у) +։‘*>Луу
Запишем для задачи (1.5), (1.7) уравнения в вариациях

7(7) = (

К(оЛ)/ + Ц/гИ,+ £и./^ -֊ £7=0

(2.3)

С//= — Йц==Йу=0 при у = 0 
4у
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гт (Ей гfd'^u d / c. ,,d2u . r.d2bu\El^h------ 1- А/ —- — — ( £7<( oA —■ — El—- ) =
dy' dy dy \ dy~ dy՝ /

= (7/oo/։ — |- G / — ou — 0 при ?/ - / 
dy ' dy

где матрицы Li-{ и А.. получаются из матрицы А, см. (1.5), (1.6), фор
мальным дифференцированием по параметрам V} и <•> соответственно» 
а матричный оператор K('->h) имеет вид

(ЕЦ-, об ) —/njw։oA. nypurZh \
dir \ dir / |

(2.4)
mnJu>2'>h,----- -  ( GJ&h — ) — /

dy \ dy/

Умножим уравнение (2.3) слева на вектор-функцию строку р (у) ~ 
~{г(у)> ?(/;))> где р является решением сопряженной задачи (2.1), 
(2.2) и результат проинтегрируем от 0 до !

I ,.t.
| А' (ЗА) / 4֊ (/, ՛' Аг/) <• 16 4 (р т Е-f) ом -l р' Ltf] dyr=0 (2.5)

F 9
Интегрируя далее по частям и учитывая граничные условия (2.2). (2.4), 
можно убедиться в том, что

I I
I ((р Ao/) dy = ('./А' р) dy = О

б О
(последнее равенство справедливо в силу (2.1)), а первый член в (2.3) 
приводится к виду

/ I• /• л
р' К dy = ) Н 5Л dy

о о
(2.6)

I:r d-u dy r . dvdj ., ri — mn, \ ,
M֊— —-I- ö/o — — v^p J

dy՝ tiy~ dy dy \ zn05, — /

Введем также обозначения
i t

I А = L^Ddy. «=((/>'■ l„.f)dy (2.7)

ir о

В результате (2.5) примет вид
։ Л
Нbh dy ф /Io /( г A4w = 0 (2-8)

о
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Отметим, что функция Н представляет собой комплексную функцию 
действительного переменного и, а константы Л и В • - комплексные числа. 
Умножим (2.8) на комплексно сопряженную к R величину В и от резуль
тата возьмем мнимую часть. В силу того, что Ini (ВЛ) -Он '>V,, 6(0 — 
действительные величины, приходим к выражению для вариации

>. v, = i's «A <v. g= - ֊^֊^7- (2.9)
J im (4 B)
о

i аким образом, функция g является градиентом функционала крити
ческой скорости флаттера по управляющей функции /г.

Аналогично из (2.8) можно найти также вариации։ частоты флаттера 
i _

՝ (’ ՝/ ^ Ьп (///!) .O1ft.о«» — \e<J)dy, е=------------ —— (2.10)
J l։n(Zi.4)

(I
Гаким образом, для определения градиентов g и следует решить пря

мую и сопряженную задачи о флаттере (1.5), (1.7); (2.1), (2.2) и опре
делить комплексные вектор-функции /(у). р (у) и значения У, и ы. По 
ним согласно (2.6). (2.7) следует вычислить комплексные константы А и 
В и функцию /7, а затем из (2.9), (2.10) найти градиенты g и е.

Описанный в ?том параграфе способ вычисления градиентов от флат- 
.ерных характеристик по управляющей функции /։ (у) .можно использо
вать при вычислении градиентов по любым другим независимым функциям 
или параметрам задачи. Знание градиента от критической скорости флат
тера по различным распределениям и параметрам позволяет рациональным 
образом улучшить флаттерные характеристики конструкции.

3. Выведем необходимые условия максимума критической скорости 
флаттера при заданной полной массе материала, из которого изготовлено 
крыло.

Ограничение на полную массу характеризуется постоянством инте
грала 

/ i
М - | h (#) m0(у} dy - 1 mQ (у) dy (3.1)

о и
Градиент функционала М по h равен w,.. Рассмотрим дополнительное 

ограничение па управляющую функцию h (у)

Ли1и < Л (jy) 4 лСПД1 (3.2)

С учетом выражения для градиента критической скорости флаттера 
(2.9) и условия (3.1) запишем первую вариацию

։

r' V} ) (g (у I ֊ ll (.У)) (у) dy (3.3)

о
Здесь ։։ - неизвестный множитель Лагранжа.
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Если функция Лл(у) такова, что функционал V, достигает своего мак
симума, то 6? ( 0 на произвольных вариациях 6/т, удовлетворяющих
ограничению (3.2). Отсюда с использованием выражения (3.3) получим 
необходимые условия локального максимума функционала V у при ограни
чениях (3.1), (3.2) 

Я (//) I !1'По<1/)>0 

Я(у) Н- !1/по(։/)=О 
։?(//) г :1л»о (!/)<0

Ад 1 У ' Ащл»
А,||п Ло (у) Ар.л»

Ау (У ) = Л<Г.ш

(3.4)

где множитель р определяется изопериметрическим условием (3.1).
Основываясь на необходимых условиях экстремума, запишем итера

ционную формулу

л("41’=А",Чгл՞’. !‘"”/ПоО/)] (3.5)

где верхний индекс в скобках (г?) означает номер итерации; т:л' — шаг 
по градиенту, выбираемый вычислителем,

аН> о- :1оо= _ | т^‘ ՛ Уу/\ т!, (/у, 
$•00 у(/|,

и՝") — область, в которой Лыл՝С А1’1' ' А,пв^ -|’|1{= !0, /|. Начальную 
функцию /р°Цс/) следует выбирать удовлетворяющей ограниче
ниям (3.1), (3.2). После выполнения очередной итерации ио формуле (3.5) 
проверяется ограничение (3.2) и в случае его нарушения функция М(п| 
исправляется на допустимую следующим образом;

чА<п> = Л111в։ — А<л>
, то (3.6)

если
гл ՛՛ < л.,ь ֊ л1“’ йл’- = л.1п л՛"1

Из соотношений (3.3), (3.5) следует, что при отсутствии ограниче
нии (3.2) на каждом шаге итерационной процедуры выполняется условие 
(3.1). и критическая скорость флаттера подрастает 6 1 , 0. Можно пока
зать, что это утверждение остается справедливым и при наличии ограни
чения (3.2).

На каждом шаге градиентной процедуры по А для вычисления сле
дующего приближения следует решать прямую и сопряженную задачу о 
флаттере. Решение задачи о флаттере ( 1.5). ( 1.7) в данной работе осу
ществлялось методом последовательных приближений, изложенным в [5]. 
Решение сопряженной задачи о флаттере (2.1), (2.2) также осуществля
лось методом последовательных приближений по аналогичной программе. 
Получающиеся в прямой и сопряженной задаче значения ' , и со сравни
вались. что являлось одним из признаков верной работы алгоритма реше
ния флаттерной задачи.

Кроме задачи о флаттере, на каждом шаге градиентном процедуры ре
шалась задача о дивергенции (1.8). Решение этой задачи осуществлялось 
методом последовательных приближений, изложенным в |9]. В результа
те определялась критическая скорость дивергенции V ,.
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Опишем весь ход вычислительного процесса: 1) задается приближе
ние Л(п) (у). удпв-• -творяюшсе ограничениям (3.1). (3 2); 2) решаются 
прямая и сопряженная задачи о флаттере (1 5), (1.7). (2.1). (2.2) и нахо

дятся функции ч‘՜ ', V* . -1'1, их производные и значения И/ и
3) вычисляются величины Н (//I. .-Г ՝. Ь " согласно (2.7) к 

находится градиент (</); 4) определяется область 2('”, находится 
константа !•'" н нычис хяется вариация ЭД*;(у) согласно (3.5), (3.6), 
определяется Л" (у) и т. д.

•1. В качеств мера рассматривалось прямоугольное* крыло 
с постоянными по размаху характеристикам«. Исходные данные 
/7.) й'/о. /чь. ГПд, Ь. ’• 5. До, С,՝. С„ ։'|<1лис։. из 15]. крыло

Фиг. 2

№ 3. Значение плотности газа 
при расчетах полагалось рапным

—0.125 к։ .«Л Для удобства расче
тов «полилась безразмерная пере
менная — у;;1. О г резок [0, ^раз
бивался на Л’ 20, 40 ранных про
межутков, численное интегрирова
ние осуществлялось методов тра
пеций. В ограничении (3.2> полага
лось Л.,,։., =0, Л0111։ = 4.5. Изопери
метрическое условие (3.1) ввиду 
постоянства гп.л принимает вид

(7<) </т,= 1.

В качестве начального приближения возьмем функцию Й|С'(л) ~ ’• 
На фиг. 2 цифрами 1 2. 3 показано поведение распределений й (ц) в зави
симости от возрастающего числа итераций. Остановка итерационного про
цесса (3.5), (3.6) производилась при выполнении необходимых условий 
локального максимума (3.4) с точностью до £ - 10 .

Функция (1,). реализующая максимум критической скорости флат
тера, отмечен.։ на фиг 2 цифрой 3- Функция ' (ц) независимо от парамет
ра Лшв։ выходит на верхнее ограничение при ц 1 Физически это озна
чает, что для повышения < коростн флаттера на свободном конце крыла 
следует сосредоточить масс)

Критическая скорость флаттера си значении И/ =29.4 лгеел*. со
ответствующего начальному приближению // ' (’,)—!, повышается до 
величины Р/— 30.9 м'сек для распределения Л (՛.!. При этом часто
та флаттера >՛՛ изменяется от начального значении 107.1 сек ’ до 
112.4 сек *. Таким образом, выигрыш н критической скорости флатте
ра невелик, он (оставляет ~ 5% Отмстим, что критическая скорость ди
вергенции для распределений ч(>|). представленных на фиг. 2. пычитсль- 
•ю превышает соответствующую скорость флаттера.
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| .Собственные функции и (rj = их (rt) 4֊ iu2 (tJ, v (/,) = t»։ (7;) — Лм (rj, 
соответствующие распределению (т|). представлены на фиг. 3. Эти функ
ции определены с точностью до произвольного комплексного множителя. 
В работо была использована следующая нормировка собственных функции 
hwt’:-«(1) = 2. Отметим, что п ходе итерации характер этих кривых нс 
“М снялся.

К распределению /». (ц). описанному выше, можно придти, начиная 
| итерационный процесс не только с функции 11"-' (т|) — 1, но и с других 

начальных приближений, например. сА<о։(т|) = 1.95—1.9 т) н пр.
Однако оказывается, что функция А. (ц) реализует лишь локальный 

| максимум функционала критической скорости флаттера при заданной пол- 
| Ной массе. 'Гак начальное приближение Н, (ц) = 2.7 (1 —т])2 -|- 0.1, по

меченное на фиг. 4 цифрой 1. хотя и приводит к небольшому значению 
критической скорости Г, = 29.1 .м/сек (Р'в- 57.5 -ч сек), однако гра

диент функционала £,())) при этом распределении оказывается большим 
по абсолютно!։ величине (фиг. 5).

Отметим, что функция £101) R отличие от градиентов в случае рас- 
| пределеннй. представленных на фиг. 2, на отрезке [0, 1; меняет знак. Из 
| рассмотрения фиг. 5 следует, что особенно чувствительным к вариациям 

распределений А (ц) оказывается свободный конец крыла 0] ~*՜ 1). Незна
чительное уменьшение материала в этой области может привести к замет
ному повышению значений Г

Из того, что градиент £,01) принимает на отрезке [0. 1] отрицатель
ные значения. следует вывод о том. что функционал I , можно повышать, 
уменьшая при этом полную массу крыла. Таким образом, существуют рас
пределения Л(ц). для Которых уменьшение веса нс противоречит повыше
нию критической скорости флаттера

Несколько итераций с малым шагом от распределения Мц) приводят 
к значительному повышению критической скорости флаттера. Распреде
ление А» 01). отмеченное цифрой 2 ил фиг. 4. обладает значением \\ 

| = 48.3 .м/сек., однако при этом оказывается I , = 48.0 .м/сек < Г/։ По
этому конструкция 1-рыл.։ г т.н.нм распределением материала теряет устон- 
чнпог.ть по днперггнцни. Выигрыш п критической скорости потери устои- 
чнпости по сравнению с исходным паризитом составляет ~ 63%.

Интересно отмстить, что и ходе итерационного процесса от распреде- 
ленпя А, (ц) и А.. ОО характер колебаний при фхдттерс существенно измс-

5 Известим АН Армянской ('СР. Механика. .V. J
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няется. На формах колебаний и (1)). I» (1|) появляются узлы. Частота флат
тера при этом возрастает от значения (0, - 224.5 сек _| до величины 
юг = 262.0 сек՜1.

Институт проблем 
механики АН СССР

II. Պ. ԱԵՅՐԱՆ5ԱՆԶԱՆԳՎԱԾՆԵՐԻ ԵՎ ԿՈՇՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՐԱՇԽՈՒԱՆԵՐԻԱԶԴԵՑՈՒԹՅՈՒՆԸ ՖԼԱՏԵՐԻ ԿՐԻՏԻԿԱԿԱՆ ԱՐԱԳՈՒԹՅԱՆ ՎՐԱԱմփոփում
Ոլոումնաււիրվում Լ ղան։/վածնե[էի և կոշտ ոլթ յո ւնե րի բաշխումների աղ- 

գեցոէ թ յունր չսեղմվող '1ա,Լք1 հոոքում թևի ծոմ ան-֊ ոլորման ֆլատերի կրի
տիկական արագութ յան վրա։ Սա արվել են արտահայտություններ ֆլատերի 
կրիտիկական արագության գրաղիենտների և րոտ թևի բացվածքի զանգված
ների և կոշտությունների բաշխումների ֆլատերի ժաման ակ տատանումների 
հաճախականութ յան համար։ Նկարագրված Լ այգ մ եզությունների վերա
բաշխման ալգորիթմ ր ֆլատերի կրիտիկական արագության մեծտգման նպա
տակով, երր ւաւհմանավւակվում է թհի լրիվ գանգվածր։ թերվում են և վեր
լուծվում թվային հաշվումների արգյունրներր:

INFLUENCE OF MASS AND STIFFNESS DISTRIBUTIONS 
ON FLUTTER VELOCITY

A. P. SEYRANIAN

Summary

Influence of spanwise mass and stiffness distributions of a wing in 
incompressible gas flow on the bending torsional flutter velocity is 
investigated. The gradients of flutter velocity and flutter frequency are
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I obiained. The algorithm for redistribution of these values is proposed to 
I increase the critical velocity of flutter with the constraints on the total 
I weight of a wing. Numerical results are presented and discussed.

ЛИТЕРАТУРА

1 Банков В. Г. Расчет оптимальных флаттсрных характеристик метолом градиента. 
Тр- ЦАГИ. 1969. № 1166.

1 Бирюк В. И. О задаче оптимальною проектирования конструкции крыла из условий 
прочности и аэроупругостн. Ученые записки ЦАГИ. 1972, № 4.

1 Haftka В. Т., Starnes J. Н. Jr., Barton Р. IF՜., Dixon S. C. Comparison of two 
types of structural optimization procedures for flutter re^uiromonts. Al A A J. • 
1975, vol. 13. № 10.

1 McIntosh S. C. Jr., Ash!,-։; H. On the optimization of discrete structures with 
neroclostic constraints. Computers and Structures. 1978. vol. 8. № 3/4.

5. Гроссман E. II. Флаттер. Tp. ЦАГИ. 1937. № 284.
0. Фмк Я. Ц. Введение в теорию аэроунругостн. М., Фнз.матгнз. 1959.
7. Болотин В. В. 1 ккоисервативные задачи теории упругой устойчивости. М., Фнзмат- 

гнз. 1961.
6. Лемке Э. Справочник по обыкновенным дифференциальным уравнениям. М.. «Наука*. 

1976.
9 Код -ати Л. Задачи на собственные значения. М.. «Мир». 1969.

67



лизчичаъ ин; <м՝8пттъьрь амт1гьизь зьшилър
_И ЗВЕСТИЯ \К \ л ЕМКИ Н А > К АРМЯНСКОЙ ССР 

1ГЬ|»ШБЦШ XXXIV. № 3. 1981 Механика

В М. СМОЛЬСКИИ

ОЦЕНКА ХАРАКТЕРИСТИК ВРЕМЕНИ ДО РАЗРУШЕНИЯ 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ СЛУЧАЙНЫХ НАГРУЗОК ДЛЯ 

УПРОЩЕННОЙ МОДЕЛИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ТРЕЩИНЫ

Задача оценки надежности. долговечности и ресурс.» летательного ап
парата. подверженного и процессе эксплуатации случайному нагружению, 
обычно ра «бннаетси на следующие важные задачи: определение спектра 
случайных нагрузок, действующих на летательный аппарат; определе
ние переходной функции наиболее «опасного* элемента конструкции лета- 
ггльного аппарата как линейной колебательной системы; определение 
характеристик времени до разрушения этого элемента конструкции от дей
ствия случайного нагружения.

Концепция наиболее «опасного* элемента естественна при оценке ре
сурса н долговечности конструкции п целом, так как расчет на прочность 
и проектирование конструкции осуществляется по предельным статиче
ским. а нс динамическим нагрузкам, поэтому конструкция летательного 
аппарата является относительно равнопрочной, в то время как по крите
риям долговечности и ресурса содержит «узкие места».

1 !ервая из перечисленных задач является задачей измерения и успеш
но решается экспериментально [1]: для решения второй задачи, которая 
является задачей теории колебаний, имеются испытанные расчетные мето
ды 12, 3]; третья задача непосредственно связана с процессом разруше
ния, ей и посвящена настоящая работа.

Задачей оценки характеристик времени до разрушения под действием 
случайной нагрузки интенсивно занимаются с 60-х годов нашего века. Пер 
пые работы в этом направлении связаны с эвристическими подходами: под
мечались закономерности при разрушении от циклических нагрузок раз
личной амплитуды и осуществлялся прямой перенос их на разрушение при 
случайном нагружении, при этом подмеченные эмпирические закономерно
сти пысказЫпались н виде гипотез. Наиболее часто употребляемой из них 
является гипотез.: линейного суммирования повреждений Зная кривую 
усталости материал;! и пользуясь гипотезой линейного суммирования по
вреждении. можно связать среднее время до разрушения конструкции с 
параметрами случайн'։н натр) ки и экспериментально определяемыми по
стоянными. Хотя этот подход применяется на практике и и настоящее вре
мя, результаты его прим, пеним нельзя считать надежными для оценки 
долговечности элемента конструкции.

Другой эвристический подход связан с идентификацией процесса на
копления повреждений дискретным марковским процессом с конечным
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числом состояний |4]. С течением времени повреждения необратимо пере՛'
ходят из одного состояния в другое, и изменяется вероятность перехода из 
текущего состояния в конечное. При таком подходе требуется осуществлять 
вычисление Степеней матриц, порядок которых равен числу состояний, в 
го время как накопление повреждения в нервом порядке происходит вдоль 
траектории некоторого дифференциального уравнения. В связи с этим в

I последнее время успешно развиваются подходы, связанные с идеН’.ифика 
ввей процесса накопления повреждений непрерывной марковской перемен
ной. Для случая процесса, однородного по временной и пространственной 

| координатам, в [5] определена плотность вероятности времени до разру
шения. Однако, процесс накопления повреждений является ограниченным 
и. следовательно, не является однородным по пространственной коррди- 

■ ՛• Нате.
В 70-х годах с помощью механики разрушения удалось вскрыть меха

низм усталостного разрушения и важность «усталостной» части кинетиче
ской диаграммы при действии случайных нагрузок. Установлено [6], что 
при размерах дефектов, характерных для усталостного разрушения, влия
ние случайных выбросов значительно весомее, чем на ранней стадии за
рождения трещины. Поэтом) в настоящей работе уравнение скорости роста 
усталостной трещины, полученное в |7|. приближенно заменено стохасти
ческим дифференциальным уравнением с белым шумом, для которого ана
литически выписаны моменты и плотность вероятности времени достиже
ния трещиной критической длины. Для выяснения границ применимости 

(предлагаемого упрощения распределение времени до разрушения сравни
вается с логарифмически нормальным распределением.

В [7] для усталостного распространения трещины в пластине при слу
чайных нагрузках получена формула

(Ы)

Здесь 21 — длина растущей трещины, много меньшая длины и ширины 
пластины. |(/) • нормально действующая к трещине случайная нагрузка, 
Кс и 1'։ — постоянные материала пластины. Нам требуется определить ха
рактеристики времени первого достижения процессом £ (О другого слу
чайного процесса К с, | С целью упрощения уравнения (1.1) введем 
обозначения

4 /9?
А, £г= ■ о, — о, /, л

(1.2)

71 = & | | /1 (л, у, г}р (х, у, г) дгду (1х, /г = 1, 2, 3, 4,
•) 6 - »

Я- ^֊г’ /։=<У. /з= Зху + х’А /2я = ^Д _ь п = 1, 2, 
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еде р (х, у, г) — совместная плотность вероятности процесса £ (О и его 
двух первых производных.

Приближенно заменим уравнение с кусочной правой частью (1.1) сле
дующим стохастическим уравнением:

— = — /-(м=- —) (1.3)

где I \\ D определяются соотношениями (1.2), а белый шум 
(£« ('•) ~ ОЬ(?}. Мхи 0). Тогда плотность вероятности достижения 
процессом и (I) постоянной границы в момент г, если при 
/ = 0 и г/0, удовлетворяет возвратному уравнению Колмогорова

^_/^_££/=о (1.4)
д( ди 2 ди-

в области ?^>0, и >0 и граничным условиям
/ (0, и) -- о (и - «Д «2>0; /(/, н,) = 0. / > 0 (1.5)

Моменты распределения времени достижения постоянной границы 
можно определить [8], не решая задачу (1.4)—(1.5). из решения итера
ционных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений

1 ,уд-Тп га’Т„ т 7.
2 б/н՜՛ ди

(1-6)
Тл(их) ~ Тп (О=) = 0, Л = 1. 2,---

Моменты распределения времени до разрушения, следуя В. В. Болотину 
[9], можно получить в виде

кс 

о
где р : (х)—плотность вероятности 4 (О. В дальнейшем будут использо* 
ваны первые два момента

В [10] решена задача (1.4), (1.5) с помощью преобразования Лапла
са. Плотность вероятности / (/) времени достижения постоянной границы 
и, можно записать я виде

//(0 = —~֊^ехр[-(т- с)2] — г[1 ֊ Ф М] X

(1.9)
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;)] exp [2:. (■>? 7, (1.9)

где

$= JL. г • Ф(х)֊=
Г 2^ V2ot /-.)

о
Сравним плотность распределения ( 1.9) • логарифмически нормальной 
плотностью распределения. Плотность распределения случайной величины 
и = 1п/ будет / ( (х) = ехр (л) [ (ехр (л)) и потому // (/) надо сравнить 
с функцией

g (0 ₽ ехр
(In / — а>”

2 c“

Сравнение проведено на равномерном шаге по переменной х (а —
= In ! a f За), параметры а и о определялись методом наименьших
квадратов, а начальные их значения после введения обозначений 

gx ֊ /‘] D, аг (w0 —«i)/l 0и использования (1.8) приближенно по
лучены в виде

а — Intua/aJ, з = In (l-f՜ 1/1 «j^).
Для расчета взяты значения с = 104, а, менялось от 2 до 10 с шагом 2. 
При этих исходных значениях и абсолютной точности поиска 10 1 метод 
наименьших квадратов срабатывал вхолостую исходные значения сразу 
оказывались оптимальными. Результаты сравнения сведены в табл. 1, из 
которой видно, что уклонение распределения (1.9) от логарифмически нор
мального незначительно.

при различны։ шачгяинх а. и л՜; внизу даны значении it и "

Таблица 1 
Значения функций /с (х) (скврху) и »(л) (снизу, нормальное распределили^)

2 4 6 8 10

0.647 0.508 1.11 1.28 1.42
а —3 '

0.629 0.889 1.09 1.25 1.4

7.74 10.9 13.3 15.4 17.2«—2 1
7.66 10.8 13.2 15.3 17.1

34 3 48.5 59,4 68.6 76.6
а -з

31.3 48.5 59.4 68.6 76.7

56.4 79.8 97.7 112.8 126.1а
56.6 «0 97.9 113.1 126.4

а 8.517 7.824 7.418 7.13 6 91

3X10J 0.705 0.499 0.407 0.353 0.316



Таким образом, результаты расчета обосновывают допустимость упро
щения ( 1.3) для оценки надежности элемента конструкции и теоретически 
доказывают логарифмически нормальное распределение долговечности.

М ос к ов с к им а виа цнонн :՛: й
институт Поступила .3 V 1979
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Уинпшsuitju>b pLnbiput'ip'uLph uiuilj tu&duAi uipiutjtiL-
P jut'll ‘.tiiipuuutpntdg ф n fu tn jib'll t/ tit J г, ч ui и /и ш tint ft lj tjjity li plAi gji ui j ^tuilutuiu- 
pltidnif, ttp[t (',tuduip urnttigifhi L'h ИЬщф I/p ft tn filjiulj tit'll bpIfUipinf) jnil/p 4ши֊ 
itlt[ttt. <ftudtubuilpt npnjIiAiltpp:

EVALUATION OF TIME CHARACTERISTICS BEFORE 
FRACTURE UNDER A STOCHASTICAL LOAD FOR 

A SIMPLIFIED MODEL OF A CRACK GROWTH

V. M. SMOLSKY

S n rn m а г у

The equation for the rate of crack growth under a stochastical- 
load is substituted for a stochastical differential equation for which the 
time characteristics of the crack’s reaching a critical length are obtai
ned.
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