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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ И А У К А Р М ЯНСКОЙ С СР1ГЬ]ишй[11|ш XXXIV. №2. 1981 Механика

Л. А. БАБЛОЯН II. О. ГУЛКАНЯНПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СОЕДИНЕНИЯ ИЗ ТРЕХ ПОЛУПОЛОС ИЗ РАЗЛИЧНЫХ МАТЕРИАЛОВ*1. Рассмотрим плоскую контактную задачу для >-образной области, составленной и: двух материалов (I и II) при наличии одной оси симметрии .ЯЛ (фиг. I). Предполагается, что между составляющими материалами имеет место полное сцепление, а на гранях заданы внешние нагрузки.В силу наличия симметрии достаточно рассмотреть только заштрихованную часть области. Обозначим упругие постоянные н области I через '*1, а в области II — через >3,Е։.Введем в рассмотрение две полярные системы координат (п = - I. 2) с полюсами соответствен и о в точках О, и О; , 1. 2).Как известно, плоская задача сводится к определению бягармониче- ской функции Эйри, которая для расс.матри пасмой задачи ищется в виде суммы двух „местных“ решения, то есть
При этом напряжения и перемещения в соответствующих координатах выразятся через функцию напряжений Эйри по следующим формулам:
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- о) (1.4)

ОУ1՞1 у':' 1 ст«1,՞1 2П-!-ъ)>|,4 Эл. г. ' г. ст?„ & {г"
Здесь а՜ = | ’■ "Р“ Л = 11у3—' при п = 2а «А?, принимает значение I- для верхнего материала (область I) и значение ч2» для нижнего материала (область II).На осн симметрии должны быть выполнены условия м = о / о( или ---- —“—иг(г2, &2։) = 0 4I 1а границ! рассматриваемой области заданы условия:(гп, 6Л1) /п1(гл). -'/1 (гР ) = ^П|(г,)Гл 'лтл•։։) ~ Ае(гт)» Чп։(гт» дг* ~ ЯнА'Ч) (1.5)Потребуем, чтобы каждая из функций / (гя. на линии О։О2 удовлетворяла условиям полного сцепления двух материалов, то есть□П)(г.1։ 0) - (гя, 0). (Гя, 0) = (Гп, 0)•П ГмП| Г/|^ГТ«-’>(г„,0), ։г?>(г„,0) «֊?>(г.,0) (ст՛1՛2) <’-6)

гп гь т»; ”чФункции /'л(гп, ?<■> (п ~ 1, 2) ищем н виде интеграла Меллина
сп +л’(г”^-՝ У •։>.(։. ».)4՜ (П = ։.2) (!.7)ТООгде - 1 - 1<сл<0, 0<е<1При .чтим ое_ /• _и ?„) - (гп, Ф„ ) Г.’ ‘с/Гг.иФункции (я, ря) представим в виде'»'«1 ($. '■?„) |* области I*։*«■.! ($։ $п) в области II

(1.8)
(1.9)

Из (1.8) и (1.9) следу՜, что ■ункции •:’л^ (л, ??1) должны удовлетворять уравнению4



ФЙ'> - 2 (s> 1 ) ф;а - <г ֊ I)2Ф.с -= о (1.10)решение которого имеет »идФлЛ ($, -п) -- ЛП4 COS ($ — 1) 1?л 5n4Sin(S +} Cnjtcos(s 1 1)?„ ZXusinfs 1)ся (1.11)Если принять, что между коэффициентами Ля*. В^,.. С и /)пл существуют связи А1 + С.1=Л;ТС.։ (»-1)-։(ÎA лад (1.12) (։- 1)3„| (s + l)O„, =(s-1)Да r(։-| 1)£>„՛.֊ ?,£>„, - где • . ,
г4=֊г> «• = ։. 2) (1.13)

то условия контакта ( 1.6) будут удовлетворены тождественно.Удовлетворяя граничным условиям (1.5). условиям симметрии (1.4) и введя новые неизвестные функции Х-. (x), У,։. ($)s(s— 1 ) Ф|Д. (s, 5u) = «*Au. S'I'oC- (s, &.,*)i- U՝ yni- (s) 5 (s 1) Ф21 (s, Û2X) - u’Xj
----- ------Pa: U r4) « (s֊ 1)*<Pm(s, M=û‘A(s) (л, k 1,2) (1.14) 4($т 1)после ряда преобразований для их определения получим следующую систему интегральных уравненийХ.Х- (s) 4- (■) 1 (:. з) (•) Х.Г I-, S) Ч-

f
Хт (5) XJ» (!, s) + Г,,„ (=) (:, ։)| rfl = À. (s) (1.15)К* <s> f IA7* (։) A',;?!:, s) - rst (։) X'JÎ' (î. s) +

K

+ x,lm (=) (:, s) + Г,,, (;) (=, s)] rf. = gn„ (s)(n, k = 1, 2) (n 4 p = k m = 3) Здесь ядра интегральных уравнении имеют видÆ^U,»)-՜4'4՜ : S> ^(l.s) (9 1.2....... 8) (1.16)2“?ДР(;)
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где В (х, у) —эйлеров интеграл первого рода, а функции я) определяются формуламиs) *«* МД 4-(—1)' *?п*Л^рл —( 1ГаД cos (s — I»4*1 (—1)՞ 6p*sin(s—1)3„А
k{pk (;, s) 'iniNpk — (— 1)" ' KkMlk— (— 1Г 6,7* cos (s 1) ₽ „— (— 1 )na^k sin (s — I) 3„**'#(?, $) = ֊ <x^Q₽; I- ( ֊ 4 ( 1 )n’a.„,, cos (s -!)?„*-(— l)"6,,msin (s — 1) 3л*АЙ (5, S) = <kp;m 4- (- 1 )՞՜* 37*Q;,+ ( - 1Г 6Д,COS (s 1) 3«* 44-(֊l)na;m sin (s-])?„* (1.17)A'pZ («, s) = (— 1 )n x 8ДМД — y-~kNpk 4՜ (— l/'аД sin (s — 1) 3«* 4-4 (—1)тбД cos(s — 1)3„*МЙС, s)=( ֊ l)n^3;xW^4֊<*AG4-(֊l)n6Msin(s 1)ВЯ*— (— 1 )maPA cos(s - 1) 3„**?<!(։. s) ( 1)"՜*?;4QZ,֊<»/=?»-(—DVmsin(։֊ 1)3.1—-<-l)m*A cos («-!)?„»*52(1, s) = (— 1i^p-m - ч~^„ - {- 1 )"*՜ sin (s -1) ₽„.+4- (—1 Puleos(s —l)3rt*В этих формулах «р» и «/г» принимают значения I и 2, кроме сочетания 

р — 1, k 2, (( 1-Т-4, для этих значений параметров имеемх'1?' (;, я) : = Л/i? (:) sin (s 4 1) ։%•; _ ^'12 (;) cos (s 4՜ 1) Зге^J2 (։» s) = — Nv: («) sin (s 4֊ 1) 32S — ^v՝ (:) cos (s 4- 1)A֊n (i. s) = QH (:) sin (s 4 1 ) ?a2 Pii (5) cos (5 b 1)3... (1.17')s) = — РГ: (;) sin (s 4 1) 3stj ” Qn (•) cos (s 4՜ 1) З22Здесь (:) = V2I?* 4- 4- (— 1)“ 5* («/1Л. 'i) cos (; — 1) fy*M21 (s) = - «21 [S' (֊, O02) ■ 62sin — 6։5rX cos (: l)0n(5) d.ix sin (c *; l) 6г26



Mn G) = Vî 1— (■; -г 1) cos(ç— 1)^22 4- cos p (0эт — 202։) — 622] F <COS[«0M &23 -î 2&21]! -F а^</я т 4ձ5ք.շօօտ G — 1) G2SAÇ*G) — ՇյՕյձյ* — ( 1/ В*. (dim —o’)sin(: — 1)0։*■/V2J (;) ՕյՀւ^յ — -ßft [5 ՛ 6M) ֊Ւ o2 sin 2; &22] т B։5 (Լ b22) sin (; ֊ 1) fJn

Nn (?) = 15՜ (:, Օշյ) cos — 1) Oæ — Си sin G — 1) 622) —~ 4*ւ£շշ — 4Տսձտ1 sin (s — 1) 0гг (1.18)Л^22 (: ) = Ժ21 cos ( ; փ 1 ) 02г
Plk(ï) =-( --- Bi.aCjm է ßJ*-S (*» ®Jm)l

Ръ G ) = Sj {fo — 1 ) tel + ( 1 ± 0*2! - ^2ï > 
pÿl G) = '՜-շ1 : COS G 1) &ss — (1 — M cos (: + 1 ) 022 - cos [: (022 -F շՕյյ) -f- C22| — ; cos [;0K H- (û22 — 2û2.)]}

Pri G J — b2 {S՝՛ (c, րյշ։)սշշ—C;։ ^-22}(?j* G) (՜՜1)Հ ?'*[(՜ 1)*" W։* — ®։*C։m — 5 ( l, &im) ßik]Չ/i (՝) ֊ S ! (1 — Կ) pii F ։շ։ G 1 ) — :^i 1Qm(:) = — ô2{(s — 1) sin G F 1)&û2 4-տւոի(Սշշ -г2&я) ֊F 0и] — ; sin [G'22-f C'2? - 2&îX] obsint։ -)®շշ՛
Չ,ձ(՜:)— 4[s«22 222C2Î — 5 (:, %i)^2?]Ûp* (»i - OfciV/pfc ՜է՛ 

bpL (?) Ojfcj'Vjjfc /'pfc При ЭТОМ
n?*G) 4Bfcijma։i I ( ւյ՞ՕյՕշք-Տ («, G|„,)ßjfc ֊-C],r,au]

b\i G)— — 4ô*Atm ։-jÄ (— 1[5 Gj/n)^jfc ; C’imß։*]
aj'i G) = Oj J54՜ G, 6«)3Հ։ — o«[G$՜ G. &a 92l) — — (Հ &։s)) cos (: — 1) Օշ, -F .$■- G. MF2H Cil P2îj’ 

bii G) = պ -ԼՏ' (:, Сг։) ֊ օշ[(5' (:, 0« - G23) -5' G, &շտ)) տ։ո G 1) &2i F 5 G, OjJ p.q — Ci\ Нг։]} 
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ам (;) = М - Мбн «’n (։ 4֊ D 4֊ 5՜ Osl) cos (• •(• 1)0^1 + 4֊ 4 (— ^мп2;9։1 -J- Д2։).чп (; |- l)Q2Jаз.' (•) — '>2 Is [*73621 — /22.$' (:, 05l)] -I 4ДЭТ<։„2}
(՝) -- ~* ՝>21'Ч [֊- (:> ^si) 722 I ß«Cjn] 4- 4-1г։ ß?j|

bn(z> ֊-MMC«cos(:4- П0й-5“1:. 02։)sin/5 1) 055] -f-4֊ 4 (ox sin2 ;021 — A;i) cos (; 4֊ 1) f/2SJ (1.18')S” (5,0) sin 259 ± В sin 20
C/.i. O/.jt) = — 2 (sin՜ ± ;sincÖrt)«6л (՛'> ^pk) = 4 4՜ 4 (— 1/ ч sin2 4֊ 4Д>։.кM('. M) sin՜' ՝rjri< — 5s sin2 0p4M - ßfk (:, 9M) — (— 1 )4A cos (’: 1) M- == 2(1 ~ :) sin сйд. sin M₽м < ։. W - ?»* G. ®м) - (— D‘ ։» sin G -1)։,*- (1 ± :) sin (: — 1) 0rA. 4 (1 i- =) sin (: — 1)x2t «= 0.5 {cos (2:622 (; 4՜ 1) &*] ՝i cos [(= 4֊ 1) 0s։ — 2^]}z;, = 0.5 {cos [2;U | 1: 1) 5..J = Cos [(--I) 0a - 2G J]e3l-0.5 sin[(; : 1) %, - 2&M] 4= Sin [2=C„ (5 4-1)^])4 = 0.5|sin [(;- l)02l-2M+ sin[(: 1) 9* - 2^]} = 2 sin [• (9lm 4- 9U.) — 6U] sin $0։<я J.zt 25 sin (;0ц. - 0le, — 9U) sin 9U։3։% = 2 cos [: 4- 6И) — sin ;0jm 2; cos [50ц- 4֊ 9։„ — rJJk] sin 0։m2p2J —sin[(: 1) 92։ — 2;922J + sin [(; l)^ — 2$«)2i«?J = cos[2;9j- ֊- (: I)62I] T cos(29„ J- (; — 1) OJ△։(?)- 40jl12 4 1б(Ди — a։sin%)(A։J4- ?^sin2:GK)— 8?>.%[s։n sin ;912cos ; (^j J- 91S) - sin Gn sin G12 cos(Qn — 9j2)]Д2(с) ЛМ^См^֊М֊5 M 4M3lsin2:0254֊ 5 (:» Свободные члены системы (1.15) выражаются через пнешиие нагрузки
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Дх(я)-а ’ J f^(rn)r\drK 
$

«лк ° J *** <Гч) Г^Гп (1*19)ы
I 1рН ЭТОМ

/»(*) * gjt(s) *= ОВ формулах (1.17) функции а** и Я.х зависят от цнумонтон ($. Э„л). где ß«* « " |0аА |, а функции Л/. 4, Nfi, Р ., () ... <»,*. зависят от аргументаПосле решения интегральных уравнений старые ней.tuet гные выразятся через Х,/л. )'П|, по формуламЕДя(։)С4Г0= a [XUM-t- ГиЛ^ - Ak,Qnw ь У,ЖР՜] йдпано а г.։л/в1 г .<_/<., /,1Ио„.:.1 (1.20)։(։ - 1)M։)PU(:) - £,.(••) = о V(- 1)*[Ä'.iO7. - 4-1U.(։)[(։-!)/<„. - (: 1)Л>] = о'УГ-1)‘'1[ЛХ*- У^аЛ]

которые получаются из решения систем (1.12) и (1.14).Контактные напряжения па отрезке OlO2 (-։ = ;5 — Q, г։ г2 = а) в силу (1.12) и (1.11) будут определяться по формулам:
Г ’'=^^их‘,:)аЛ1^ >-<;>^(֊) д^г*1-21)

- ֊ 1 у ' i'ty „• у А>1Р У ”֊2֊<,Т. г. Л’*Ь֊'‘Ц г,) Д.Ц)**л
Из (1.22) и (1.20) можно иычиелнть скачок нормального напряжение «г НО липни контакта ь<։,-^ = ։4 -г,4֊^=.Интегралы, входящие и пыражения напряжений, можно вычислить с по-' мощью теоремы о пычоах Из интегральных уравнении (1.15) видно, что 9>



неизвестные функции Хп։ ($) и У. (5) имеют полюсы в точках $ =—п (п = 1, 2....). Кроме этого, подынтегральные функции имеют полюсы в точках 5 - где Дд(;^) = 0.Если окрестности точек О, и О. свободны от внешней нагрузки, то напряжения выразятся через степенные рядыа». ֊ £ £ Д—Ц.[ЛЛ(;„)□..(=,) 4- (■;,,)]

<>-,. = £ £ Х-— [Га(!.„; оЛ։;„) - х

<•«“,'>֊-а=. .։уу-Л-[Л„(-„Ж|(;«1 : V 1
-*■ У р! («к) " Л>И ч՝7.1 А>? ('•"?)!

аз‘г' = — аз9 — 4 У У ————— [ — Хр՝, (;^) <^Р՛ (:м) — У (?р.<) Р/Л (:Л7)V р-1 /а\^И „
- МР2 (;„) ХР1 (-.^) - У(?^) Л .-2 (( — ) -‘ Р»

' гр/где суммирование по у производится по всем ;Р, корням целых функций Ад (О, для которых Ие — 0. Регулярные функции Кь 
= Рк^ГуГ«) (г։ -I- г- а, к = 1 -4) появляются из-за конечности линии контакта.При получении (1.23) были использованы значенияа։’*(-1)=0, Аи(-1)=0, Дх(~1) = 0Исключением неизвестных Хгп, Уг., У^ система сингулярных интегральных уравнений (1 15) сводится к двум независимым системам интегральных уравнений второго рода относительно ней .местных функций Хл». Хпт. У«и, У«- с непрерывными ядрамиХяд(5)[1 Е ПИ1)/Й(«)4֊Х..(4/Д($) , Г^(5)/Ди) г-

4- ^(Х.. (г) (X. X) 4֊ Г-» (г)Й? (г. 5) X..-. (И к;?(х. 5) I

4
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+ У..(.•)«{’(г, ։))*=/.» О)։) Г£д. ՛.<•••./. к. 5) 4 л;;։(х, 5) - £.(*)**<*» »цл (1.24)
х*($)/.й^+ Ъ*ь)(1 4-/Д(*)) ,?>($) - К,(<)/'ДЧО +4- [|^(г)Л1’'г. 4) Гм (г)К^(х. 5) + Х_(г) кЯ'и, ч) ( 

1„+ Л.(х) А.12(-. ։)!</- V., (։) ֊ | [/„ (-•)Л'Л՝’(г. ։) +
* \

+ ») /„ (-•> К? (֊*.։) т г„(--1 А.' (--. <»]
\п, к = !, 2; п -г р — Л + т — 3)

где А-'?’и, ։) Г(» - и .* г (.--:> г с4п’Г(--1).' А.(г)4,(;)
£ли

к:։ (г. 5;

4Л։(8)2.(5)/^;5» - 5, 5 ’.2.......  8) (1.25)51 -^(г, $) *Л՜4’ ;)^(;. 5) R֊ А՛/; (л -НЯ';, 5) 4-^ (г, ;)*£(:, *)?, ։) = Ай’(Г. ОВ. ։) - АЙ՜41 (։, :) *)3(=, ։) ++ АЙ(։. ДА-ЯВ. ։) г А«-4’(--. ։) ։)/=/(<?), /(1) = 3, /(2) = 4, /(3) = 1, /(4) = 2.При этом пыла использована формула Пуанкаре-Бертрана перестановив сингулярных интегралов «/• (/. П I >* ЯФ. ч)</-
](• П(ч '.)Свободные члены в ( 1.24) ограничены по модулю При соблюдении условий &։։ 0։. > г, 0.... С?։ - из (1.25) и (1.17), а также из сноНстж»рункций В (..V, у) следует, что

/•л.
(р I) (1.26»

то есть урлинснил ( 1.24) диляютсм фредгольмовыми.



Система интегральных уравнений (1.15) может быть сведена также К решению бесконечной системы чиненных уравнении.Для этого представим неизвестные функции Х-й,- (я) и Уп* (s) в виде«R» рядов ПО функциям H.J ($)

АЛ (s) = V xÜH^(s) (п,А-֊1, 2)V—<•« . 0-27)У„; ( S) = V t/Й'Д (S) (S€ Ln)■? -ùгде //■_. (s) функции, связанные с многочленами Чебышева Эрмита |4| следующим образом ;
H,iç֊y s -e + ig (1.28)

Подставляя (1.26) з (1.15), после некоторых преобразований для определения неизвестных коэффициентов разложений (I 27), получим следующую бесконечную систему линейных алгебраических уравнении:
■Ч* + XI՛■: *«’’+ ՛■< t 4Ï. I, + 4*. -,ÿM - r„L.,

4-֊i>$ г X f4Ü. -, 4*4- 45. -, ÿix’-r л;2. /, *й - 4$ -, ,<Æl A*. -v<=V
п, к — 1, 2; n — p = 3: к -* m = 3: l = 0, 1, 2, ...где коэффициенты при неизвестных и свободные члены определяются соответственно по формуламД<2. = (՜^ _' j' f В<< ~ (5, slW, (:) Н։ (■) a;‘-'4rfS

F՝՝k-։ ci</s
C„t., 4^2) ' f ; (S)H, (S) a ’e11 ■ '■•ds

i V “ /։
knЗаметим, что как коэффициенты, так и свободные члены бесконечной системы — действительные числа.Использованием оценки (1.26) нетрудно доказать, что бесконечные системы япляютси кн-՛ кшполне регулярными.При некоторых значениях углов и.ч общего решения задачи могут быть получены решения для бесконечной плоскости с двумя горизонталь- 12



нымн трещинами и одной вертикальной (или, наоборот), для полуплоскости с двумя симметрично расположенными полубеск։ нечнымк трещинами, для полосы с полубесконсчнон трещинок, для 'Г-образного тела и др.Отметим, что аналогичной: задачи другим методом рассмотрены Муллером Б. М. [5]. Ворович 11 И. [6] кргдл жил приближенный метод дли решения таких задач. Некоторые частные случаи рассмотрены Боджи Д. Б. [7]. Чобаняном К. С. [8; экспериментальным методом исследована задача для составной полосы без трещины.2. Рассмотрим некоторые частные случаи1) Если принять, что Л сю, то есть принять, что нижний материал абсолютно жесткий. го получим решение плоской задачи. для бесконечного треугольника (фиг. 2). когда на линии О/Л заданы нулевые перемещения. а на боковых ребрах верхнего материала заданы напряжения. При этом г. = о, г, = 4(1 • -л) 'а>2 = = 1'4.2= Р/,2 ֊ ОГ-’Р)_  к՜»'*՝ — __ к' ... пЛр] /X;,] --  "Решение этой задачи сводится к решению системы из четырех сингулярных уравнений относительно неизвестных Л.а и У.: (р 1, 2) х,1Ы + (‘1<<а7.У * (•, зН-КаИЖЖ .)] </= -/„,(»)Л 2-1(1,.’^) (2.1) &Й+ (' 1{(\+.1; ** [х,к)л:;! (=.,) мпл-„т։*)]■* 2, ю
Здесь ^’(5, ։) - (։) I-(֊ 1>"К'|(Зв;„ 5)КД” («. В ֊֊ I՛. ֊ 1)"к И Й,.. (9+ (5) ’.а (։)]. ֊ (2-2)Км'е.в- + ( е)?;>(=., 5) - I - 1»" к. (В ?»: («) I «Д (■:)>,71 (։)Суммирование в этом случае но индексу <<«/>• при вычислении напряжений (1.23) производится по корням ;,՛•» трансцендентного уравнения0,:) - о (Ес;<0);2) Пусть £| ~ оо, тогдаох ֊ 0, Он — — 4(1 — >а)՜19,1 (;) - Л.1 (;) -•= а 1 (:) = 6,4 (=) - 0 (2.3)֊- Л',1. ? -- = й? = о 13



В этом случае получим решение для бесконечного симметричного четырехугольника (фиг. 3), на боковых гранях которого заданы напряжения, а на ломаной части границы — нулевые перемещения,
А

1 \ I
I \

Фиг. '2. Фиг. 3,Решение этой задачи сводится к решению системы уравнений:*„(.•=) + Г В 0 +1- ;-»)[Хю(ё) Ki” (Е, s) -•Д 2«/5+ (Е. Оя)
+ ГИ(Е) ։)]<Г; =/,,(։) (2.4)Г„(։) + ГВ<*[Ли (=) к#1 (Е, 3) + IД '2r.i.V (Е, «й)• У~ (?) *Й'(=., s)]rfE = 7,. Is)

*։։(s) {’"(St1’.5՜՜- S) + r,։(E) K!i՝a. S)]rfc =0J 2*ian 
Lxr։,(s)+ С!Н1±2е±1А[Л,։(Е)К.(?(Е, s) r12(-։)№(;, ։)]л=оJ /<•1(1^2 
Lx где ядра имеют вид

(;, х) =aj’2(s) «22 (;) H 3f?(s) fi« (;)s)--«n(s)cosG + l)Oe։.| pf2(s)sin(;4֊l)9t.s)=֊ ֊^(s^lE)^^։։)?։^:-) (2,5)
K-22՝ (c, s) = pi? (s) cos ( ; 4- n &22 4՜ «й (s) sin (5 4֊ 1)
A՜!?1 (<, s) = PnC) cos (s 4- 1) «12 (?) sin (s 4֊ 1) 3;2
K\i՛ s) = p|2 (<) sin (s 4- 1) зЙ(с) cos (s l)Pa։

14



Kj25’ (:, s) - p2j(s)a.^(;) 4֊ G (s) (;)
s)

5՜ 0։!j) = 5՜* (z. O22) -r ?<2&։n 2:A:Отметим, что. как и в общем случае, системы сингулярных интегральных уравнении (3.1) и (2.4) исключением неизвестных могут быть сведены к двум неизвестным регулярным интегральным уравнениям Фредгольма, каждое из которых содержит ио два уравнения, а также могут быть сведены к бесконечным системам.3) При £, — £_ и V, = \ имеем случаи одинаковых материалов, при этом Ô. — Ь. оо. В этом случае выражения ядер сингулярных интегральных уравнений (1.15) сильно упрощаются. Все величины в выражениях ядер, зависящие от £. заменяются следующими величинами:M«) = 4[sin-:, (0„ - 0„) - г«пг(Оп - 0и)|
М0=^(:, б«֊0а)

Mik G) — — Qu (?) = — 2 sin [Qii sin : ('•՝.., - 6U) ;+ 25 sin 4 Olm)sin (0Jt — Ctm)<։(5) = ֊Q2i(:)-?a.(5)
Мгч (•;) = — Oh (:) = -sin (; — 1 ) 052AG(5) - - 074 = ) = 2sin (0M H0Jsin:(0s4-9B1)4-4֊ 2; sin (;0j2 4- O2J) sin (Q2.> — OCI)Azj^(zl - P\k('O ֊ 2 sin : (r'Jr„ - COS 4֊ 01J։) ‘± 2: sin ((jm — Glft) cos (Gj„։ 4- 5$ia)

№(;)=£* (5)==!^)
Nh (;) — Ph (z) - 2 sin ; (52l — 023) cos r)r,) -f-4- 2: sin — 'U1 cos (zO.jj 1֊ О.Л)A?? (5) = Pr.(՜) ~= — cos ( : — I ) OjvïайС) 4A1U-l/cosC-l)^ ( Ci« 4]= (—1 )m[-S|m 5 u 4“C bi io;] 4(—1 |.„ sin ( ; 1)®L4аз։ (:) ֊ 5 ' (r=2 — ) cos (z • 1 ) — 52։h2i — C?։p2JАг։ (:) = 5* (%. ֊֊921) sin (• — I ) 0г։ - \д’?։ —
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a.’H:) = — (Си sin (: 1- - ֊SjfCOS I: г 1) -— 4 sin: iGjj sin (: -֊ 1)<։£•(:) — »пСй — feSa ; 46^ cos(; — I)WHO — (5/i3?2 • W-*2i -r 4Aj։s։n(:— 1)&и1
Ьц (:) — C>\ cos (; -r 1 1 $55 — «S.a *in (c 1) t 4 shr cos (: -J- 1) Ptt3. В качесснс числопог.՛ прям-pa рассмотрим би конечную состанну полосу с полубссконечном треш иной, когда материалы соединены иод углом (фиг. 4), а гакже состлияыг области представленные на «риг. 8-11.

Фц.-. -1.

Расчеты кыполнены на ЭВМ *Е( 1022» Для всех областей принято2, т( = 0.33, V. 0,25, а также принято, что внешние нагруаки приложены в пидс сосредоточенных сил. действующих на расстоянии «С» от ближайшего угла, то есть
/яА (Си) ֊ /\*'5 (г, с), Ч’-4 (Гд) = Qn^ (Г„ - с)16



0.2 0.1!) ձ՜Օ5 4=ßj5

А0° 80’ 120'

К,ялр« «,"»

Фиг. 7.

Фиг. 9.

2 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 2
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аь

°։i 'U 5» Կ
10’ 0.9125 0.4823 60'
20® 0.8777 0.4655 70
30- 0.8793 0.4407 80-
•եւ 0.9043 0.4356 90՜
SU'՜ 0.9430 0.42-13 l(10‘

Փ и г. «H ֊Ն, ֊ÛS1 :։i »21

ձ 90 135 on- ‘Ю 1.658 0.434
Ч i Й 135 135- 15 0,557 0.429

10 I2u Ittr <ЛГ 90՛ 0,50 >.429
IU loi)” 200“ 60* 70 0.-1У1 0.422
10 80 220= ion 50- 0 469 0.430
11 150 120 30: 60“ il 571 '• 411



Таблица /

»и «ո °и •։i г31 «II

0 9821 0.4170 110е U.4451 160е
— 0.4144 120 — 0.4582 170
— 0.4166 130 — 0.4709
— 0.4231 140 — 0.4822
— 0.4330 150« — 0.4912

0.-1971
0.4996

Кт при
% -• 1 Հ" 1 Հ2* 1

0.288 —0,155 0.175 -0.109 -0.100
11.165 0.022 0.145 0.085 0.206
U.227 — 0.078 0.420 -0.227 U. 025
0.182 0.095 -0.493 -0.260 0.020

-0.144 -0 087 - 0.544 -0.283 (1.006
—0.148 0.001 U. 126 —0.074 3.899

Таблица

при

Հ”
0.127 -0.193 0.104
0.137 0.421 0.226
0.162 0.132 0 068
0.181 0.071 0.037
0.201 0.0'15 0.003
0.267 -6.03 3.308



В табл. 1. приведены значения наименьших по модулю корней в .«•л (для которых | R«? | < 1) ссотвстственпо функций ֊\(;) идля полосы с полубесконечной трешиной (фиг. 4). а в табл. 2 для областей, изображенных на фиг. 8— II.

Длк различных точек приложения внешних нагрузок (то сеть различных А *= с/Л, см. фиг. 4—11) в зависимости от угла наклона линии гоеди- яап1я материалов первые коэффициенты в разложениях (1.23). то естькоэффициенты интенсивности концентрации напряжении А(/>— 1, 2) у полюсов 0, и О5.Результаты вычислений для бесконечной полосы приведены на фиг. 5—7. при этом фиг. 5 соответствует случаю при\ожснвя нагрузок, когда Р.։ = — I, а остальные нагрузки равны нулю, фиг. 6 и 7 — случаю, когда 9,, = 1, 9,. = - I, а остальные силы равны нулю.Из фиг. 5 видно, что коэффициент концентрации А՜ у полюса (Л при 5<’> и з^2։ в пределах изменения угла г,22 от 60 до 140° практически остается постоянным. Из (риг. 6 имеем, что коэффициент концентрации К' '' у полюса (\ при зс при изменении угла С-п от 10° до 60' минимальное значение принимает при %, 10՜, а А՜՜1'при — при 0։։ 60°.Заметим, что в обоих случаях значения коэффициентов А՜ ^ (/> “ = 1,2) при удалении точки приложения внешних нагрузок, то есть при увеличении отношения А = с/Л, до значения Д — I, ио абсолютному значению уменьшаются. Из фиг. 7 следует, что коэффициенты концентрации К՝՝ ՝ при в9 и получаются минимальными, когда 0г2 принимает значения, большие 60 , а коэффициенты концентрации К'''} при з(։> и зр? получают минимальные значения при изменении угла &32 г. пределах от 50° до 70' и свыше 130 .В табл. 2 приведены значения этих же коэффициентов для областей, изображенных на фиг. 8—11. для А — I.Отмстим, что аналогичным, как п дайной статье, образом можно рас- смотреть несимметричные задачи.
Институт механики

АН Армянской ССР Поступила 19 1 198119
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A PLANE PROBLEM FOL A CCU11 ING 01 1HRFE SEMISTRIP’ OF DIFFERENT MATERIALS
A A B ABLOY AN. N. O. GÜLKANlANS u m m a r yA plane contact problem for Y shape region. con։posed of Iwamaterials, wilh one axis of symmetry, is considered. A complete cou] lino is assumed between the composing n..J.uriar> at d boundary coi ditions are given in stresses. Formulas for contact st resses with single out particular »ties are obtained. Numerical examples are presented;
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯН CKO П ССР

XXXIV, Л? 2, 1981 Механика

Б. Я. КАНТОР. Е А. С ТРЕЛЬНИКОВА Л. А ФНЛЬШТНН КИП

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
для анизотропной полуплоскости, ослабленной 

КРИВОЛИ11ЕЙНЫМ РАЗРЕЗОМ

1. Постановка задачи. Пусть свободная (защемленная) писал ройная 
полуплоскость, ослабленная криволинейным разрезом £. ж.ходится под 
действием усилий, распределенных вдоль двух параллельных отрезков 
А, и (фиг. 1).

I Будем предполагать, что Д — простая разомкну шя дуг.՝. Ляпунова 
[9] с концами а и Ь, не имеющая общих точек с границей полуплоскости 
Внешние УСИЛИЯ, действующие п полуплоскости, будим учитывать потеи- 
цналами ФюС2’.) и Ф«(21): берега разреза I- считаем свободными ст на
грузок.

Допустим, что на части /, разреза А происходит раскрытие, а на участ
ке 1, — смыкание берегов. 1 !рн этом I, и /. заранее не заданы.

Требуется описать иоле напряжений в окрестности трещины и опре
делить участок контакта

। Рассмотрим сначала краевую задачу в предположении, что участки 
к /. известны. Участок /, является зоной раскрытии, поэтих-.у граничные 

условия на нем можно записать в виде

/V1 =ДГ = 0. 7” ---- Г -0 (1-1)

Здесь Л7 и Г՜ соответственно нормальное и касательное усилия 
։1л£. верхний знак относится к левому, нижний — к правому берегам раз- 
ре..: при движении от начала разреза (точка о) к концу (точка •>).
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Краевые условия на < при отсутствии сил трения определяются из 
условий контакта

;V — N~, 7'՜ ֊ 7* 0. а. = ■= 0, п, — и cos if v sin J (1.2}

Здесь и , и соответствующие компоненты вектора смещении. 
V — угол между положительным направлением нормали к левому берегу 
п точке i и осью Ох.

( <>гла։н<| [ 10], напряжения и смещения 8 анизотропной пластинке вы
ражаются чгргл .ищлитнчсскнс функции Ф,(*,) и Ф (*.) п виде

3. = 2Re |и?Ф|:г։) f Г‘’Ф3(г։)

^-2Ке{Ф։(х։) г Ф3(.’а)}

2Rc }чФ։(г։) •

t/ = 2Rcls։b(.-|) I ЧгИМ (1.3)
o = 2Rr \qx--։ (x։) </։-s(-j)

*■ - u։; a^p.. q, - Оц? 1----- — a3„
ii,

Ф.(х )-֊r.»x.), -x ^.y, •- 1. 2

Здесь p„ it, — характеристические числа.
Можно показать, что комплексные потенциалы *!*, Ф; ■(*:.) для

анизотропной полуплоскости, находящейся под действием сосредоточенной 

силы P (Pcos u-, Psîn к՛), приложенной а точке հ0, представляются сле
дующим образом:

— ■ — '0 Z,

-•֊«—Rez0 -I». 1;пх0. »=1.2 (1.4)

Здесь константы . з случае жесткого защемления имеют вил

, _ Л1<7? ~ <У1Г? Ր-՛i- - р-Од
՛“ Р:Ъ РЛ:’ 'К PtQ»— Pj <7։

-, Pi<h—РхЧх , P» 7: Р2У1
131 P։<h~ Р1Ч: ' PaVi Pi 9a

a h случае свободного края определяются формулами

Ն։ ֊քճււճ. Ն; - Ճւ_ճ, Тл - b_JÏ, 
lh-ь 14 b Fl 54 ,։»— 14

1!о(тоянные A (v 1. 2) выражаются через /' и ы при помощи системы 
четырех линейных алгебраических уравнении (дна условия однозначно։ ni 
смещении и два статических условия)
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Функции Ф|(<|) и <1*2(22), определяющие напряжения в полуплоскости 
г разрезом, представим, используя (1. 4), в виде

ф.м - -
. I.

_ .In f Р(0<#1 _ jb Г<7_(0
2к/ J /j — z։ '2-j J /2 — z.L» Lt

Ф2(хг) Фао(*г) —- I ~~~ di..
2՜/,] f..-z-

i.

lai Г P(O^i Г <7(0</-z2
*2~i ,) T z” '՜՜7 v Г. ~ z՝ 

L M L -

Jm^v*>0, L = Re Z 4-j£.Im/, t £- y—1,2 (1.5)

Функции Ф1О1)- Ф10 (z։), Ф2(*«) — Фэд (*-»), определяемые равен
ствами (1.5), автоматически обеспечивают выполнение условий « 
= и = 0на границе полуплоскости в случае жесткого защемления и 
'r = --«t, — 0 в случае свободного края.

2. Основная система уравнении. Краевым условиям на берегах разре
за (1 I). (1.2), учитывая соотношения (1.3), можно придать вид

а ('?) Фг (G) +֊ 6(?) Ф։ (4) ФИМ -0, / е /։

Re {Ф1Ч’(^)((1 ~ Н) sin 2— 2р1со$2<| 4֊

-г Ф/ (4) [(1 ~Р?) sin 2'1* — 2’Л cos 2 -] = О

Re {(sxcos: -р gx sin :) [*/ (/x) — ?p(/։)] - 

+ («2cos? 4- <7?sin :)[?2 (/a) ?;(/*)]} = 0

а(?)[ФГ(4)֊ ФГ(/х)]+^('?)[Фг(4) -ФГ(/,’.|- 

4-[Ф;Л4) Ф2"('е)]- 0,/ е /2

a (i) - а,.5111), 
а2 (՛:) “s<?)

°i( r) !h c°s ՛•> — sin л ( г) jucos : sin -

Верхний знак относится к левому, нижний — к правому берегам раз
реза. Заметив, что разность первого и второго предельных равенств (2.1) 
представляет собой пятое равенство, получим, после подстановки прсдель- 

23



пых значений функций ( 1.5). снизь между искомыми функциями /.’(/) и 
</(/), именно

?'./) «(М0֊6(*Ш Г £ /։ и /3 = Д (2.2)

Получим теперь представления комплексных потенциалов Ф,.|(г ) 
(т — I, 2). определяющих напряжения в анизотропной полуплоскости, на
ходящемся под действием усилии, распределенных вдоль отрезков в /...

Обозначив концы отрезков 4. и 4 через Л. и гл. < соответственно, 
положим

zt, Res,- f-jAtlmz,, Тс — 1,2 7 1,4

1 огда уравнения отрезков 4, можно записать в виде
4t, (и) — 0.5 | (zt, 2/ -л. ?/֊|)г 2г — гд, з,- ।']

k 1,2, i ֊- 1,2, —1 ; ? < 1

Пусть вдоль 4, действует распределенная нагрузка /Л(П). определяе
мая формулой

Q _ о
Р\ (?) ֊ '.° , fo -= const, 1</0<1

1 ■ гт>
Предположим, что Вдоль действ}ег распределенная нагрузка

Яа(н) — /М/)- Для нахождения Ф. (<П, ■* -1,2 проннтёгрйрусм вы
ражения

st-if л;...
1-1 1st — tk, (р)

k 1.2 (2.3)

по fJ в пределах от — 1 до -г I. Получим

4>w(z.J — fki (?0) ] 1п St-МП
-•»-/нН)

Ь,.4, 
Я7

Здесь .4, (7: - 1, 2) 
гсбраических уравнений 
формулами

4-'</о)| In k 1,2
-с- ( —1 ч

определяются из системы четырех линейных .։л- 
|Ю]. л՜, —длина отрезка L,. МА определяются

Mi,. = 0.5 (zi-2 — Zki ) — 0.5 (^:j — 2Л4 )f 4 — 1, 2

I аким образом, предельные значения функций ( 1.5) имеют вид

(Go) Фш (G.) ± --p(G) + -֊г 1’^2^- - 
2 2-г J /։ - /г,

_ bi Г Mdtj _ 21? /
2.~i J /j /Jt, 2՜/ J ,՛„ !л,}

L L
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2, 2 •՝! 7 I • 1 •>
/.

_ 1«_ I Р^д{\ ‘‘п С чС^֊:

՝~՜' ՝1 ^10 */ Л
(2.5)

где Ф»о;(Ль) (у = 1,2) определяются формулами (2.1).

Используя равенства (2.2) и (2.5), приведем краевые условия (2 I) к 
системе сингулярных интегральных уравнений

| кЖа-Ф1 С 0-, «,/,.)
И в з л—.՛X £

Г

йе.1-6”1՛0՛ М-;,) (■_<?<£> - лг-(А0
ГТ *' Л '■-•-'։» ՛ с

I.

К Ь Л
Ке| «(4>)р(Л) + [ [ = 0. /„ Л

£

Здесь

Аь (Фо) = — 2 ((*• СОЗ % — 9*111 >0) (|Г кт >0 !- СО:> %)

Ьъ (%) — (р. соз % - .<т ]>0):; V = 1, 2

а (Фо) = (1*1 — !12) (14 ~ !4) (сов-0 : «х !Йп :0) (!ЧСов-0 — ь;г. у0)

( 2к<сн','о) =֊ - •ь—£■ -֊-
Л Ло 115 ~ *1э Л ^Й)

----------- ---- ------- _
, !‘1 — Р" ОА-2 (?0՝ —---------- Ь{'\ - Ь( го) »ЦС-Ол -> — я5п '-
’ .7 7 Г "ю ( 2а) -И-2 —1*2 Л “ Ло Л — /-Д) !4 СОЗ •■> - 5)П /

(2.6)

!$&.(%)£ (-1?-֊^ 4 2Ке 6..СУ-, < А=Й—1 

я-1 /п ^.0 ц,, — [ 0

С3(1, £.) = ( (14 - 1Ч) (:ч ֊ -?2)(соь 
■ :' I о

р,»™ 10)
к..,՛ Г6(Л.6]|

I - IАШ-֊Йе [у 6,.. (%(.и. (.-..,)! * - 5.2

Теорема. Если /- — простая разомкнутая дуга Ляпукопд, кривизна 
форой удовлетворяет условию Гельдера, а функции 6(1] ) 6,.(.| ), Ь, 
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а(4>) дважды непрерывно дифференцируемы на А. го система сингуляр
ных интегральных уравнений (2.6) разрешима при любой правой части, 
удовлетворяющей на /- условию Гельдера всюду, кроме конечного числа 
точек: причем решение определяется с точностью до одной вещественной 
постоянной.

Доказательство. Воспользуемся методами. изложенными в 
[11]. Приведем систему (2.6) к виду

А </„) ?('.) + Й +-L Cs (/, /„) (/) dl ֊ Л' (,„)
'1 C.t — fo 'tL L

Здесь

»*-< ф и* (»I)՛ 

^(/0)֊^(/#), /0б/։; М(/д fQc/s]

Г' — 6։i (Op) b (?o)i bri (%) b(-0), <х=я(уй)

Обозначив .S' A — B, D A —В и проверив, что det.S*֊f=O, 
del D / 0 всюду на А, устанавливаем, что рассматриваемая система 
относится к нормальному типу. Поэтому (2.6) можно свести к неодно
родной задаче сопряжения Гильберта 

<П^ = л'(^Ф’К) 6(A) (2.7)
где

Я(У-5-'(/0)/>('о). b(Q- S ՝V,}NV,}

Обозначим с։ — а, сс — с, са — Ь (а и b концы разреза L, с—'точка 
перехода участка раскрытия Zt в участок контакта Будем искать 
решения (2.7) в классе Л (с?), то есть органиченные в с2 и неограни
ченные в точках с՝։ и с֊. Для выяснения вопроса о разрешимости (2.7) 
в классе А (<?2) найдем частные и суммарный индексы этой задачи. 
Суммарный индекс вычислим по формуле [11]

J л л
det х0 det .r(?det хс.

где det х, = (z— тс) ” (z — 20) ‘*:р^—характеристические числа матриц 
" (с, 0) Дс.՜ — 0); / —1,3, k =1.2. Получим z = 1. С другой сто
роны, у- — у. ха. Определим — наинизший порядок исчезающих 
на бесконечности решений однородном задачи сопряжения, соответст
вующей (2.7). Произведем конформное отображение плоскости с раз- 
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рсзой L на плоскость с разрезом / вдоль некоторого отрезка веществен
ной оси. При этом /j и /» перейдут в отрезки /՛, /.՛ соответственно 
Ui U/:-/). Введем в рассмотрение функпию ՝» (.•). положив 'Цз)

Каг показано в [9], на I будут справедливы равенста ’•* (f1) = Ф*(/), 

‘>”(0= Ф (/), использовав которые придем к следующей гранично.՜» 
задаче:

7ф+4֊Ч ' =- ■ (;Ф 4-՝Г )

ЗФ* 4- Ч-* = ֊(<.Ф- ’Г ), / £ /’

7ф' 4 -<ф- -г Ч-

Йф+ 4- 4’г = ֊ (гф - 4- Ч" ), I /. (2.8)

Здесь 5—непрерывные на / и ограничен .чью на бесконечности 
функции. Положим теперь 2 ' =-рн 4-4՜ , 3 = оф- । 4՜ . Тогда усло
вии (2.8) запишутся в виде:

2 = —2՜. /^6; 2 =2՜. * с- . / (2.9)

Однако (2.9) нельзя решать как задачу сопряжения, ибо ’.?(-՝). ֊(<) 
могут иметь особенности в конечной части плоскости, Выразив ՝1 через 
2 >- и подставив в (2.8). придем к двум неоднородным краевым зада
чам для функции Ф(2) с неизвестными разрывными правыми частями:

0'== —Ф՜, ((-![• ф--?1—• Г € Л- (2-10)

ф+=_ф-; / ф+.= ф֊_2±_ • / (г /2 (2.П)
ь ֊ у

Решения (2.10) ц (2.11) отыскиваются в классе А(с.). Для задачи 
(2.10) точка с является особенной, поэтому решение в ней необходимо 
ограничено. Индексы задач (2.10) и (2.11) равны 1 и 0 соответственно.

Исчезающее на бесконечноегя решение (2.10) я рассматриваемом 
классе дастся формулой 19]

•2^՛ Jxo (о (i 
/•>

22"</Z
-֊+ СХДд) 
г) (2.12)

а для задачи (2.11) таким решением будет

Ф (г) -֊= .) Г 2Z՜^
JX‘(0(7 '>)( 
4

(2.13)

Здесь Х.,(з), (<) ֊ канонические решения однородных задач,
тпующях (2.10) и (2.11). имеющие на бесконечности порядки—I 

я 0 соответственно. Вычисляя интегралы типа Коши, фигурирующие в 
(2.12). (2.13) и приравнивая полученные правые части, придем к равенству
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О 2f<JU>-ZU)l ( СХо(г) (г)£ X(2) g Г(г)
•j(z) —o(z) .֊1

где C.(-). /\(2) главные части подынтегральных функций n (2.12),
(2.13) в их полюсах. Отсюда

СЛи) - X. (2) у F,(;} I 
1-1

Из полученного представления следует, что порядок на бесконечности 
решения Ф(2) равен — 1, т. е. х, 1. Поскольку х х, Е х.. а я = I, то 
х О В И доказано, что если нее частные индексы класса /։ неотрица
тельны, то ;.слонис разрешимости соблюдено при произвольной правой 
части, почти всюду удовлетворяющей условию Гельдера, и решение соот
ветствующей системы сингулярных уравнении содержит х произвольных 
постоянных. В рассматриваемом случае и = I, поэтому решение системы 
(2.6) опр՛ к хяется с точностью до одной (вещественной) постоянной. Для 
нахождении этой постоянной воспользуемся условием однозначности ка
сательных смещении

л
Re [i?i ֊ i'.1)(!4COs4^)-s։ny(A))^ О (2Д4)

<г
Так;։֊: обра.ом, система уравнений (2.6) допускает единственное ре

шение в классе ррН дополнительном условии (2.14). при этом нор
мальные и касательные напряжения будут ограничены в точке с и нсогра- 
ннчеиы И TU4K * И и Ь.

3 Решенье к'Ьнгиктной зьдачп. Предлагается следующий путь реше
ния постазлениой задачи. Вначале решается задача о равновесии свобод* 
ной (защемленной) анизотропной полуплоскости, ослабленной криволи
нейным разрезом, берега которого не контактируют ! 12]. Если на L най
дется зона /՛". в которой происходит «налегание» одного берега ра:1реза 
на другой, что соответствует выполнению условия и* I то Д։| при
нимается и . ичсст,!՛.- первого приближения для участка кг.нтакта Затем

|(1) решается конг ктна> задача при заданном и . что соответствует решению 
системы уравнении (2.6). (2.14). При этом вычисляется контактное дав
ление ' i-- которой \ .-тся в и?
точка может не совпасть с концом участка, выбранного в качестве преды
дущего приближения для зоны контакта. Используем ее для построения 
следующего приближения. Таким образом, приходим к итерационному 
процессу, который .аканчинается при достижении нужной точности. Вы- 
числения показали, что для достижения точности г 10 обычно тре
буется 3—4 итерации.

Для решения системы (2,6). (2.14) использовав метод Мультоппа 
j 13]. позволяющий свести ее к системе линейных алгебраических уравне
ний. Метод реализован в программе на языке ФОР! РАН для ЭВМ 
< БЭСМ-6».
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В качестве примера рассмотрена пластина н.< стеклопластика 
ЖЙС №=2.1 • Н)՜'ллелг', Е., 1.6- 1C՛ лч .л:-. G - 0.42 • 10* ki.c.v֊, 

՛. 0.09, - 2. J28/, 0.539/), ослабленная разрезом в виде дуги
оллппса £:

.V - Л*. Sin —— <5, у — /?.. COS— т • ~ 1 / 1

2 2

в условиях свооодксго края.
Контур разреза делится на 20 частей. Дальнейшее увеличение числа 

узлов нс привело к существенному изменению результатов.
Результаты расчетов приведены на фиг. 2—О. На фиг. 2 представлен՛» 

'нме.чешк- ширины зоны контакта берегов трещины. На «риг. 3. 4 изобра
жены графики коэффициентов интенсивности нормальных ;л. и касатель
ных T.V напряжений, вычисленных в вершине а. Графики тех же величин, 
кнь-осжщнхея к вершине Ь, даны на фиг. 5, 6. Здесь величины, вычисленные 

учет.« контакт.՝, берегов, изображены пунктирными линиями. С плошиы« 
ми М1НКЯМИ даны те же величины, найденные с учетом частичного смыка
ния берегов. Кривые (1) на всех графиках отвечают отношению 1,
лршшт (2) ֊- о ношению R, R. = 0.5.

Фиг. 4. Фи« 5.
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Кзк еидям. прп малых углах охвата <(՛, берега трещины контлктир} 
ко 1л и длине. При этом коэффициенты интенсивности касательных нап 
жений отличны 01 нуля. Учет контакта берегов приводит к значвтслъм 
у.м֊Н1>։:;енп1П коэффкпнентос ни г"исипнпстя в зоне сжатия. С ростом

Фиг. 6.

личивастся во ։а раскрытия и соотиег* 
ствемно уменьшается зона кокгдр3 
(фиг. 2). Оказывается, что учет I 
такта берегов приводит к увеличе 
1в некоторых случаях почти 
коэффициентов шт• неявности как-] 
малькых, так я касательных напр(| 
пий. При подходе к границе полу։] 
скости ( . —-/2) наблюдается стре« 
ние коэффициентов интенсипиости; 
пряжений к нулю (фиг. 5/ 6), ՛• 
объясняется выходом трещины яд- 
б о д я у ю п и в е} з х кость.

Таким .образом, учет контакта берегов пажен при прогковнрйЯ 
развития трещины, так как при определенных нагрузках приводит к за| 
ном; изменению коэффициентов интенсивности напряжений.

Институт проблем 
игс.П1:о. тросннд АН УССР Поступила 211 I’

Вш. «1ԱՆՏ1111. Ь. Ա. ։1Տ01;ԼՆ1Պ11ՎԱ. Լ. II, 1|ՎՇՏ1'ՆՍ’ւԻ

ԿՈՐԱԴԻՆ ԿՏՐՎՍ.ՆՐՈՎ Ւ111ՎԱ5ՎԱԵ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ 
1|ԻՍՍ.յ1.ք։ԹՈԻք>5ԱՆ Ли.1П1Л* ԱԴԱԱԴԱԿԱՆՈԻՒՅԱՆ 

ՏԻՈՈԻԱՅԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ

Ս. մ փ и փ и է մ

Դ[ 'էոտրկվում Լ կէւրա՚լիրք կարվածրոմ թոէյս/ցված անիդււէորոպ կիսան.ւր- 
ք/սէթւան համար ւԱՈա\դէսկանոքթյՈէն տեււության հարթ խնդիրը աղատ եւ;րի 
կամ կոշտ ամրացման պայմաններում։ հորէէ>ով֊1[ աոխհլիշվիլոէ.
սէ ո 11: ե նցիաթւերի ի ն ւո եզր ալ ներ կ ա յ ա ը։ււ մ ն ձ րի <> դ տ ադործո։ մ /»վ դի ս՛ աո կ ւ£ա4| 
խ՚՚ււլիրր րերվել է սին սՈէլյ ար ինտեդրաք Հավ ասարումների սիստեմի, որի |:ս- 
ծւոմււվ որոշվում է դսպաթի շրջակա յրււււ! / արվա ժ - դեէիորմ ացվսւձ վի^
հակր։ Տրվում / լարումների ինտենսիվության ։}<ւ րծ ակի ցների վրա կտրՀ^քի\ 
ափերի էք ա ււհ ակ ի որ են միացման >տշվււում ան աւլդհցության թվային, վեր^ւ- 
ծ ։էւի շունը ։
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A CONTACT PROBLEM IN THE ELASTICITY THEORY FOR 
ANISOTROPIC SEMI-PLATE WEAKENED BY A 

CURVILINEAR CRACK

В Ya, KANTOR, E. A. STRELNICOVA. I.. A. FILSHTINSKY

S u in in ary

The plane problem of elasticity is studied for a semi-infinite free 
or clamped plate weakened by a curvilinear crack. Using an integral 
representation for complex potential of stress the above mentioned prob
lem is reduced to a system of singular integral equations. The stressed- 
strained state is determined near the vertices of the crack by solving 
this system. The numerical analysis of an influence of the "overlapping“ 
on the stress intensity factors is presented.
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A. Г БАГДОЕВ. Г. С. БЕЗИРГЕНЯ11

ИССЛЕДОВАНИЕ АЭРИРОВАННОГО ПОТОКА НА ОТКРЫ 
ВОДОВОДЕ С ПССТОЯННЫМ ПРОДОЛЬНЫМ УКЛОНОМ.

В работ«, в предположении, что в любом поперечном сечений рмЯ 
сматрк веемого участка открытого водовода с плоским наклонным' дийЯ 
где- кониситрлния по глубине распределена равномерно, а смесь яи.мие^И 
гомогенной, выведены уравнения движения и неразрывности, ураавеИмД 
характеристик. Предложен численный алгоритм решения получснных:-Ш**Д 
новых уравнений. ин основании которого можно подсчитать глубины՛И 
ростр, аэрированного потока при заданном очертании боковых сгешйЯ 
то есть решать прямую задачу, нс прибегая к существующим полуггмпнрл-Я 
веским гидравлическим методам. Получено уравнение коротких вола, ем-| 
сыплющее нелинейный процесс распространения слабых возмущение 
окрестности линейной характеристики. Приведенное решение этого ура>'| 
нения позволяет качестпенно и количественно исследовать волновую :•> 1 
ну. что для однофазного потока проделано в | 17 j. Из полученного ураошу I 
ним коротких волн следует, чго ГТ А для плановых аэрированных пом».« I 
не имеет места Показано, что г. аэрированном потоке стационарное вэл'нЪ»՝Я 
ное движение всегда устойчиво. Для монохроматических :-юлн. к<|~|'՝рь-:едД 
разуются на свободной поверхности из-за наличия дисперсии и дисснга-Я 
ним. выведено уравнение модуляций. I

С возрастанием кинсткчности потока (числа Фру да Fr,) он зкачй*I 
тельно аэрируется, так к быстро текущий пот. : лГ>л..д.-=<т с зон стой эд9 
сасывания .воздуха н учет аэрацнн становится необходимым. Математн^М 
скос условие возни .новекия аэрации описывается как потеря устОЙчикЯ 
стн нестационарного волнового движения [11, 12, 14]. К настоящему spe-1 
мсни имеющиеся «' рмулы для расчета характеристик аэрирований® П9-1 
ток<;. или получены ид уравнении одномерного движения [10—14], ш] 
носят эмпирический характер | 12].

По гидродинамической теории изучение многофазных потокоа в люН 
р.ггурс имеются две группы работ. Первая группа работ относится К «МОЯ 
генным смесям [ 1. 2. 3, 8]. В таких многофазных потоках относительнее! 
перемещение (диффузионное движение) разной'отностных сред неэ1ич1ь| 
тельное и нм можно пренебречь, так как к таких смесях разные фазы игре-! 
мешаны па молекулярном уровне [6]. например, случай смеси воды с гД 
зопымн пузырьхгми 1 1у .ырыд: насталько .малы, что сила тя.жестп не֊вы» 1 
зьшает существенного относительного движения пуэшрькои воздух^ В10-: 
рая группа работ относится к гетерогенным многофазным потокам [4—1Я 
>']. то есть к таким смесям, когда диффузионное дшьженке разяоплотиоет 

32



иых крс-д значительно и нм пренебречь нельзя, например, случай взвешан- 
ямх частиц в разных средах. Гетерогенные смеси, я отличие от гомоген
ных; характеризуются наличием в них макроскопических неоднородно
стей [6].

I. Рассмотрим аэрированное движение потока несжимаемо!։ жидкости 
пи переходном участке открытого водовода с произвольно постоянным про
дольным уклоном дна (фиг, 1). Для математического описания такого по-

Фи։՛. 1.

тока (смесь воды и пунырков воз
духа) обычно борется двухслойная 
модель, которая имеет наибольшее 
распространение (11—14]. Соглас
но такой модели аэрированный по
ток разделяется на два слоя: верх
ний —воз д у х о к ап ел ь н ы й (в о з л ушная 
нелепа) и нижний нодовоздушный 
(Ц։иг. 1). За свободную поверх
ность принимается поверхность раз
дела двух слоев, на которой кон
центрация ? в отличие от работ 
(10 -12, 14] предполагается пере
менной. Отметим, что все ниже-
проведенные исследования отно

сятся к воздушному слою, толщина которого в несколько раз больше тол
щины воздухокапсльного слоя, и в практических расчетах последним мож
но пренебречь.

В рассматриваемом случае вполне можно допускать, что пузырьки га
за настолько малы, что они движутся вместе с жидкостью, и смесь можно 
счигать единой сплошной средой.

Уравнения движения и неразрывное!и суспензии для нодовоздушно- 
ГО слоя с учетом турбулентного трения запишутся а обычной форме.

. , ди дц , 1 ор ,
и — - V —-----г — = х я։н >------ — - / л

дх Оу д± ь ох
(1.1)

. ди ду 1 др
■ и------ ~ V———-у н>—------------------ 7 ч (1.2)

дх Оу О г р Оу

дш , дхи дю 1 др п
и— + и «— ю — =- — £ соя V----------- ------- ), (1.3)

дх Оу Ог ? дг

д(?ди) () (р/кр , д (рАю) = 1 4
дх Оу Ог

где И, с՛. и.՛ — осредненные по элементу объема смеси водовоздушного слоя 
■омпоненты скорости соответственно по координатным осям Ох, Оу. Ол 
(фиг. I), р, р — соответственно осредненные значения давления и плотно
сти смеси. 7 ֊, 7 Тг — Осредненные значения компонентов турбулентпо-

3 Навестил АН Армянской ССР, Механика. № 2 
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го трения по координатным осям. м уклон дна относительно горизон
тальной плоскости, — ускорение силы тяжести.

Величины, относящиеся к газовой фазе, обозначим индексом г, а к жид
кой — индексом ж. Тогда

Р-Р,? + (1 3)ря-(1 ֊3);.. (pr«f»J (1.5)

причем в дальнейшем для общности удержано слагаемое р,В.
Предполагая. что в смеси дпнженис газа происходит изотермично | I]. 

а пузырьки имеют сферическую форму, можем написать

Р,Я>!= const (1,6)

Соотношение между Р и Р аналогично соотношению между давлением в 
изолирован»« м пузырьке, пульсирующем в безграничной жидкости, и дав
лен нем вдали пт него | I. 2| 

r)d5R 3
Р — Р К к — + —֊ Р. 

dC 2
/dA\ 

dt '

4|»а dR

R dt
(1-7)

где и, дннамнческни .коэффициент вязкости жидкости.
Отметим, что я правой части уравнения (I 7) оставлены члены, харак

теризующие малую дисперсию н диссипацию. связанные с размерами пу
зырьков Учет этих слагаемых в (1.7) существенен в окрестности стацио
нарной волны, отделяющей в плане область одномерного течения от двух
мерного. где они описывают структуру решения (см и 4)

Условие прилипания газовых пузырьков к жидкости записывается в 
форме

а-Я7. = const (L8)

Система исходных дифференциальных и алгебраических уравнений замкну
та (восемь уравнений с восемью неизвестными: и. V. /1. о, р. |i. А1).

Проведем осреднение уравнений (1.1) (1.4) на основе допущений 
мелкой воды (*£’— мало, и, г, н р по Z меняются незначительно). Отмс
тим. что н случае, когда f) по глубине потока меняется значительно, как 
например, в работе [ 10] (применяется степенная форма изменения Г' от 2), 
то осрсднить исходные уравнения нс удается. В атом случае течение стро
го пространственное и такое течение не может быть «»писано обыкновен
ным дифференциальным уравнением ' 10. 131

Согласно сделанным допущениям, из уравнен»։։; ( I 3) подучаем

Р * Ро -Ь g? (А — *) cos * (1.9)

где р — осредненное лнлчемие р по глубине. .1 величина давления на 
поверхности раздела. Он՛» не равно атмосферному, так как над аэрирован
ным потоком находится область воздухохапельного потока, в котором дав
ление больше атмосферного (В дальнейшем г. целью упрощения записи 
черточку Опускаем)
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Подставляя полученное выражение (1.9) для давления в уравнение 
(1.1). (1.2) и проведя осреднение по глубине, получаем

ди , ди
и------- г v

дх ду
g COS •' 

рЛ
д /ь/г\ . т

-(v) + gsln’-r' (1.10)

= 7- (1.11)
#Х Оу р/| Оу \ 2 /

После осреднения уравнения неразрывности его можно переписать в 
тдующей форме:

«W1 = Q (112)
дх Оу

Подставляя выражение р из (1.9) п (1.8) и проведя осреднение по z, 
находим

Р' ~ Ро + 1/2 cos * + т (1,13)

r d:R / dR= ♦ 3/2 Ц-)- 4рж dR 
~R~dT՛

Таким образом, в предположении, что концентрация по глубине 
потока распределена равномерно и имеют место допущения мелкой воды, 
система исходных уравнений после осреднения свелась к системе (I 10)-- 
I I 121 описывающей плановое движение аэрированного потока на откры
тых подоводах с плоским наклонным дном.

2. В случае конечных возмущений для расчета параметров аэрирован
ного потока можно применить известный из газовой динамики метод ха
рактеристик. С этой целью исключим из уравнении движения и неразрыв
ности производные по р. Логарифмируя и дифференцируя соотношения 
(1-5) и (1.8). получаем

?[(1֊3)рж 4-0.3] 
— — — -- -------------------------------

^Р, Р, р । т

Так как слагаемые, входящие в правую часть уравнения (1.7). малы, 

то др. - Ир = дт •=>• 0.
Следовательно.

1 д^;|(1֊3)5дз.Рг?1

с~ др Ро 4՜ 1,;2?# А сох >

Где £ —скорость распространения звука в смеси.
111 формулы (2.1) следует, что скорость звука в жидкости с пузырь- 

ками газа значительно .меньше, чем скорость звука в чистом газе.
После проведения некоторых преобразований систему уравнений 

(1.10)—(1.12) можно переписать в следующей форме:
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и------- г V -----  = 51П V — 1/2 £ СО5 * (1 4՜ И) —:—
дх оу Ох

_яН^Адт_т (22)
2$с’ <>х

<7и оу дк ^Лсоз* . От — /п
и— V— — 12^со5*(1 Я)--------- ------------- А — Т., (2.3)

Ох оу Оу 2р<г Оу

л / рл I ок \ 1 / <’« <>*' \ А 1 / <?/п От \ . ..
Я(м— |-г----- ) Л1----- • ----- ) • — .-1 ( и------ ! V—) о (2.4)

X Ох оу / \ Ох Оу / рс’ \ дх Оу /

где

Я = (1 #ЛсО5*/2<Г) '

Полученные .равнения (2.2)—(2.4) существенно отличаются от из
вестных плановых >равнений движения однофазного потока, приведенных 
н | 151, нс только слагаемыми, содержащими релаксапнонныс и диссипа
тивные члены, но и выражением Я. характеризующим двухкомпонентпоегь 
среды

Отметим, что при выводе уравнений характеристик и вообще всюду, 
кроме малой окрестности вышеогмеченной волны, слагаемым т. входящим 
в выражение р , вследствие малости радиуса пузырьков (в равновесном 
состоянии R 25г 10 ‘ ем) можно’’пренебречь но сравнению с 1/2?#ЛсО5* 
и положить р г՝-. р. Умножая уравнение (2.2) на и, а уравнение (2.3՝ на 
о и складывая, с использованием уравнения неразрывности (2.4) полу
чаем

ц; §Л со& « \ ди иу / ди ду

ук сок * 4с՜ ՛ Ох "Ь сов > \ оу Ох

/. V5 ?ЛСО5>\ Оо и ՝ г 7- ГО
1--------------------------- —֊ )----- = -—*?•' (2.5)

\ &п СО§ V 4с / Оу и

Обозначим

ГГ _ о А СО5 т 
у 11 СО5 * 4с’

. I* д/| СОК *
°= - 1------ 1----------------- Т~г '

%/1 сок > 4с

ЧУ__
Я к СО5 *

о. = -“։К- ^-Т 
/|

Тогда, вводя величину вихря 

обозначений уравнение (2.5) можем

Оу Он
V՝ —- —-------- ։ с учетом сделанных

Ох Оу '
переписать в следующей форме:

ои аи оу
а^— г 2и։ — а,-----  - «»<•• + <тд

Ох Оу Оу
(2.6)
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Считал на каждом шагу и известным [ 15] и записывая соотношения 

ди 

дх

Вдоль кривой у — у(д). можно получить уравнение характеристик

. . ди+у Г“ 7”Оу dx

du ди , , dv dv— ։ у ----- ------------- <о
ду ду dx

t
У =

tiv
± V Fre - 1 (2.7)

глс Еги Р/сГ, эффективное число для смеси, с,, I #Лсо8՝> - 
X П ?/2(1 — Ро/р) - скорость распространения слабых возмуще- 
ннй в смеси, а рга| чг.'г,- Отметим, что скорость распространения 
слабых возмущений в смеси меньше, чем в однофазном бурном тече
нии несжимаемой жидкости по наклонной плоскости.

Как видно из уравнения характеристик (2.7), для того, чтобы харак
теристики первого и второго семейства были действительными, необходи
мо и достаточно выполнение условия

И> |4а cos v (2.8)

Отметим, что критическая скорость аэрированного потока приблизи- 
!л։,но в 6.6 раз меньше скорости возникновения аэрации [ 11. 12].

Следовательно, в аэрированном потоке семейства характеристик всегда 
сйствнтельны.

Уравнение совместности вдоль характеристик записывается в форме

dx
dv - 1 Fr„ —1 u3

, — I/ r---------- г 1,1 H------dx I rru, — 1 a0
(2.9)

Для вычисления параметров течения по характеристикам выведем 
уравнение для изменения полного гидростатического напора аэрированно
го потока. С этой целью перепишем уравнение движения в следующей 
форме:

-— (-------- gx Sin V -4- 1/2 й COS 7 ( * ■ А' ------ W1U — Л
дх \ 2 / дх

д /V*
— — - ах sin '1 
ду\ 2

\ 4֊ 1 /2 g cos v (1 А) -^֊ = — ыю — Ту

/ Оу

Умножая первое уравнение на с1х, а второе — на ду и складывая, получаем

д(~~-----gxsin v ) 4֊ 1/2 g cos v(l 4֊ A) dh —--------</'Г T-ds
ИВ/2; / рА

Ln? / 0^' \
где 'Г — функция тока ( и = » v = — 1/рЛ — )• Т — вектор сил

\ ду Ох /



трения
о-(/\ 

2Л / п квадратичной области сопротивления, > — коэф( Т= к

фициент Шези, с!а вектор вдоль касательной к линии тока («/х — 
= |с/х,

Как следует из выражения (2.1) и (2.4), А — А (н, р). Но легко по
казать, что р — Р (/։). Следовательно, А ֊ .1 (/։)• то есть смесь несжимае
мой жидкости с газовыми пузырьками является баротропной. I аким об
разом, левая часть уравнения изменения гидродинамического напора яв
ляется полным дифференциалом, то есть

где

V2 
%

<1Н--------- с1хУ — Т ■ </$

х 51п V 4-1/2Л соз > 1 • 1//։ I А (Л) г/Л

(2.Ю)

(2.11)

— полный гидродинамический напор для аэрированного потока. 
Вдоль линии тока уравнение (2.10) запишется в форме

<1Н=~ ТНз (2.12)

Таким образом, задача расчета параметров аэрированного потока 
при конечных возмущениях сводится к интегрированию системы обыкно
венных дифференциальных уравнений (2.7). (2.9). (2.10), (2.11), (2.12), 
которое можно реализовать только численно, определяя на каждом шагу 
сначала напор // из (2. 12). а затем х. у. ы. и, г՛, Ь соответственно из (2. 12), 
(2.10), (2.9) и (2.11).

Изложенный метод характеристик отличается от стандартного метода, 
известного в газовой динамике, тем, что задача интегрирования с тремя 
семействами характеристик сведена к задаче интегрирования с двумя се
мействами характеристик. Следует еще отмстить, что полученные уравне
ния характеристик отличаются от известных в газовой динамике уравне
ний характеристик не только из-за двухфазности среды, но и из-за не
состоятельности ГТ А (см. и. 3).

3. Выведем из плановых уравнении движения и неразрывности (2.2) 
(2.4) нелинейное дифференциальное уравнение в частных производных, 
описывающее нелинейный процесс распространения стационарных возму
щений в узкой области, охватывающей окрестность стационарной волны 
У = УЛх)

(!70(х) ^га(0| П Ь%) яЛ^со$>» 1-|-Ди, число Фруда

в одномерном аэрированном потоке).
Вводя лучевую переменную ; — у—у (х) и переходя в уравнениях 

(2.2)—(2.4) от декартовых координат х. у к координатам х. получаем
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/й . ды\ ди . . . , лч/ с*Л . дЬ \
м - ------+ о-ЗГ = "мп> - 1/Лгсо$у(1 -Л) — .Уо-Г
\ <->Х (К / 0С \ <ух (К /

. . пА СО5 V От
4'։

/ ди ди \ ди , . Оки(~------У^) V֊-= ֊ 1/2^соя-Л 1 ~л)—г
\дх <Я / <к ск

__%к со.$ •* 4 дт
%.с2 д*՜

Тах как в окрестности линейной характеристики у - у.(х) течение мало 
Отличается от одномерного, то рени.лис этих уравнении можем искать в 
форме

и = Н,())4֊и, р •' (3.1)

Где-’-. П, Й— возмущенные значения и, С, А (малые добавки и необязатель
но. чтобь; вес имели одинаковый порядок малости), а индексом (0) (как и 
Шике) обозначены значения рассматриваемых параметров в одномерном 
движении.

Подставляя .выражения .’Л А ил (3.1) в преобразованные уравнения 
дшгигрипя и неразрывности, отбрасывая в первых двух из полученных урап 

нении члены иди/с-х, цди/дх, а в третьем — члены

л — дА у- <7А с/А<и1
Л։о)и-т—» Л—. Аи-——. Аи—т2-’

Ох Ох О х дх

. — дЦ — — дк — <1к
Аоии А пи ֊-т-

и приравнивая в них члены первого порядка малости о( 'О. с учетом урав
нений одномерного движения получаем уравнение первого приближения 
(։клсдст8ие их громоздкости эти уравнения не приводятся).

Уравнения движения одномерного движения в рассматриваемом слу
чае имеют вид

и'"~дГ՜ '■ <։п ՝' 1 2 ссо$ 711 Тхм (3‘2)

</А(. । О и,. А
0 (3-3) 
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которые при отсутствии пузырьков (р = 0. 4«й — 1) сводятся к известно
му уравнению гидравлики одномерного движения.

Приравнивая в уравнениях первого приближения члены, содержащие 
ди ди дЬ

производные ---» ——• ----- линейно, и интегрируя выписанные ураяне-
д\ д\ Ос

ния, получим алгебраические соотношения, из которых находим условия 
совместности

» _ о “<»»>
Л = — 2------------ Ч—:—л~цсо*՝* 1 4 Д(0)

и
(3.4)

( 1 рстье соотношение тождественно выполняется, так как оно даст уравне
ние линейной характеристики).

Заменяя в членах уравнений первого приближения, содержащих про
изводные по х от Л, а также в нелинейных членах Л, и выражением 
(3.4), с использованием уравнений нулевого приближения находим

ди Кг’
"и» (2 4-1/Л) 1 +

1 — 2Рг/Рг(о/(0)

3 ^(0) “«))_______________ 1
4 с’0>(1 + 1/Ао>)РГ(О) (Рга . ֊ I)1'2

х -I 2Уи^<0) у ря 4рж//г0ПР

ЕСЛИ в уравнении (3.5) отбросить правую часть, то его решение запишет
ся в виде

г(0)(2 4՜ 1/4(0))(1 4 1М|0|)"

, /■Ч, -1 
101 ч..

и ди

"(0) д'

______1_
2 (Ег_«(0)

(4 4 3.-^)^ | 2

-1) (1+1/4(0>)(Ргм-1) А<в)
(3.5)

^Г«(0)Лп(1 : г4[0))

24(0) </х
?А(0) со5 у р. /__________ 1_____________

2сЗ ’М(1 ь 40)|,/Ега{0> ֊ 1

X (1 — 2рг/рг<0)4(о))
</1п и,.} 

дх

4

X

и )ехр ^ А3 4 (/)<// 

о

(3.6)
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(3.7)

X Vи

где чсрс.ч А՛ и С соответственно обозначены коэффициенты при и и нди/ос 
• уравнении (3.5).

Полученное решение уравнения коротких волн (3.5) позволяет иссле- 
доидтъ возникновение, развитие и затухание косых прыжков в зависимости 

форм боковых очертаний рассматриваемого участка [17], то есть струк
туру аэрированного потока в окрестности линейной характеристики

dt
”1' 

"(О)

4. Перепишем уравнение (3.5) в следующей форме:

ди । о՜ /-•" г(^и . М11^■1 лГ + *"-5f + Cu = + Л Л5՜ ( ’
Где через £ и /՛ — соответственно обозначены коэффициенты при

и
После замены в (4.1) и через U по «формуле и֊ е ՛" U уравне

ние (4.1) примет вид

ddL + Ле֊*й OJL^e^ + F^ (4.2).
дх д\ <?? д¥

Решение (4.2) ищем в форме разложения монохроматических волн

и = и; е՜1 ‘ Ф'4 и.:г՜՜12”+ е ъ՜ 4֊ Ц. (4.3)

где иг (Л, 6’2 - комплексно-сопряженные амплитуды, т -основной 
»йхенал, .: о — характеристика затухания, которая подлежит определению. 
В разложении (4.3) все функции, кроме эйконала, предполагаются медлен
но меняющимися функциями.

Обозначим а д\!дх, В = Оу.
Вычисляя производные 6՛ по & и х. подставляя их выражения в (4.2} 

я приравнивая в полученном уравнении члены при е" е и свободные 
члены, соответственно получаем

—Ч ((»+* + <£₽։ ; л>։»и, ие-сЧ(и;и^’‘ + иоц)р 1 
РХ

-Г (3£р 2/Г) ֊ (3/£-3 + Г) = О (4.4р

(2/Й • 2с 4- 8£/3’ 4- 4Г₽։) и2 4- //?е Схи^ = 0 <4.5>
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—"+Ее Г7(УО——|Ц|։ег=Л=Е^-֊Е^ (4.6) 
дх \ <#; <7с / С*;’ <4;2

В уравнении (4.4) приравнивая нулю коэффициент при I :. получаем 
дисперсионное соотношение

7*4 з -|-/£’^4-Г  ̂= 0

отсюда -г ~ — Е?3, -з — У7?-.
Подставляя выражения а и а в (4.5). получаем уравнение для выражения 

через С,

213/Е8 ֊ к.е'^и^ (4.7)

Предполагая, что в (4.6) дисперсионные и диссипативные члены ма
лы. получаем

—0 , _ ֊“ ֊11 £/,(« (4.8)

<?х д։

Следуя Уизе.му | 18] приравниваем в (4.4) первые производные, гак 
как но порядку каждый из них больше производной второго порядка, но 
их сумма того же порядка

^-֊(3£?-27Г)3'^֊О, отсюда -£-^(-ЗЕ? 2/Е)₽ — (4.9) 
дх <75 Ох д\

Считая [18]. что С,, связано с основным волновым движением таким же 
соотношением. с использованием (4.8) получаем

/<е’Сг'2,։|£/11։ 
(ЗЕ'? - 2/Л)"

(4.10)

Подставляя выражения 7Л к С՛'«, соответственно из (4.7) и (4.10) в (4.4). 
окончательно получаем уравнение модуляций для комплексной амплиту
ды 7/,

(֊ (ЗЕ? ЪЕ) ? —1 (3.;Е? + Г)
дх дг д?
ы (4.11)

~ 7Г^2(Г”■’ К4 - ')3(1 ֊ 27) £3| | Ц |2 = О
1 ОС ' *

Отметим, что на быстротоках подобные волны образуются из-за на
личия дисперсии или на некотором расстоянии от входного сечения, или 
всюду при наличии волнистой стенки.

Институт механики
АН Армянской ССР

НИН водных проблем н
гидротехники Армянской

ССР Поступила 16 VII 1979
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THE INVESTIGATION OF AERATION FLOW 
IN THE OPEN CANAL

A. G. BAGDOEV. G. S. BESIRGENIAN

S u in in ary

The problem of propagation of nonlinear waves on the surface of 
I jteady aeration flow with small depth is considered. In the assumption 

<if uniform distribution of concentration in flow depth for homogenous 
gas-fluid mixture the plane equations of motions arc derived.

The equations of characteristics are obtained and a numerical me
thod for solution of the equations is suggested. The equations of short 

SWlves, describing the nonlinear process of propagation of weak disiur- 
\bance5 in the neighbourhood of a linear wave is derived.

It is shown that in steady aeration flow the wave motion is al
ways stable.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXXIV. №2, 1981 Механика

Ф. М. ПОЛАДЯН

КРУЧЕНИЕ КРИВОЙ РАЗНОСТЕННОЙ ТРУБЫ 
ПРИ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ

I Рассматривается задача о кручении круговой разностеннои грубы, ма
териал которой обладает свойством нелинейной наследственной ползучс- 
ст |1|.

Пусть полый стержень с круговой осью и постоянным поперечным се
чением находится под воздействием перерезывающих сил Р и крутящих 
моментов /V? (R — радиус оси стержня), приложенных на ториевых сече- 
ш։лх (фиг. 1)

Решение такой задачи для упрочняющегося материала приведено в ра
ботах [2, 3]. Задача о кручении тонкостенных призмагичсских стержней 
С учетом нелинейной ползучести исследована в [4].

§ I. Основные уравнения задачи. 1 1ринимаем, что для материала 
мзджня справедливы соотношения нелинейно-наследственной теории пол
зучести 11. X Арутюняна | I ]

2б\Ля,-( $.,№> /<(/.:)</: (1.1)

*1
где С - Е.З, а Е принимается постоянным, $.. \ '6. с, -символ
Кронекера, з—среднее давление, /1^) некоторая функция, характе
ризующая нелинейную зависимость между напряжениями и деформаци
ями ползучести для данного материала, -0 — интенсивность касатель

ных напряжений, &'(/,֊) ֊ Зи С (Л՜) — мера ползучести п| и
<7Х

одноосном напряженном состоянии.
Воспользуемся тороидальными кс ординатами л 3, х — у со.$ ՛;, 

у = 1, г = Н мп н, где у = а §Ь а 1’сЬ я — соя 3)՜ , Н — и X
Х(сЬа —созр)՜ *• здесь 0 ■> з и < 3 <0; <С 2՜ (фиг. 2).

Для компонентов деформации будем иметь 15]
1'2»..^ —/—V-—/֊՛-'). 21 = — /1/

($ \ Н) дл \ Н ) ' у \ Н / Л/ \ [. / I,

1 ժս, 1 / ду ау=,֊ -- --------- ։--------- ( - ---- и, 4- -----
Р д ; Ну \ о)

(Е2)
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Положим, что все компоненты напряжения, за исключением ;.>т и 
в любой .момент времени / равны нулю, тогда из уравнений равновесия 
остается [5]

— (Нр%) + — (Нр’^) .= О
С/а др

(1.3)

а из Остальных следует, что напряженное состояние стержня не зависит от 
у, следовательно, тензор деформации также не зависит от у Перемещения 
из (1.2) представим в виде

учитывая указанное обстоятельство, по-Подставляя (1.4) в (1.2) и 
лучим

*“ н от -Г н- д& "8в|<..э/
а относительно Гл> А'р приходим к системе трех дифференциальных 
уравнений, решением которой будет

/■;=(о։-• ад ֊^ + (й֊ ад Х зг < 1 -6)
Н дь Н 01 (в, а»

где 2?0, £)1։ 2) — произвольные функции от /.
Исключая из (1-4) ит и используя (1.6), получаем уравнение 

совместности деформаций
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। Полагая в (1.5) равными нулю вес компоненты деформации, кроме 
и получаем систему относительно н,и, и решением которой 

будет

/V. ф Л'« (/г
МаО --- ------------------------------------—---------

Н с/л Н
(1.8)

ДГ /1 . П £7

М= — (г
4 2 2

., ՛՛ ... . С. / •М- ~ ֊ — ■ [•- - *՜) + ֊ • ֊

|адесь А. В,. С„ £| — произвольные функции от I
'.После подстановки (1.6) и (1.8) в (1.4) получаем выражения для пе

ремещений На, и;<, и7.
Вводя функцию напряжений

1 _ 1 аФ
®’’ Н? ей ’ ~ Л/ л

от (1.1) н (1.7) приходим к основному уравнению задачи

Таким образом, задача приводится к определению функций Ф (а, |>,/) 
из нелинейного интегро-дифференциального уравнения (1.10) при гранич
ных условиях

ф(%. М) о, Ф(*։, () = ьи} (1.12)

где £ (/)՛—неизвестная функции /, а а 70. 7 а։ соответствуют линиям 
внешнего и внутреннего контура (фиг. 2).

Крутящий момент выражается формулой

М = 1 )[ь-
"и

(1.13)

47



где
- </; </г

Переходя от а.։, -«т к зРТ, и подставляя в (1.131. после применения 
формулы I рина-Остроградского получим

м- ֊ ффг/ (— ) - лф-? л + 2/?

Принимая Ч> ֊ 0 на внешнем контуре, для двухсвязной области по
лучим

Л/ = ЛФ, (() ф | 2Л ( | (1.14)

Г1

где ‘1’1 (/) значение Ф на контуре Г,.

§ 2. Обобщение теоремы Бредта. Пусть Г>, замкнутая кривая, 
целиком лежащая в поперечном сечении скручиваемого стержня. Об
ласть, ограниченную контуром Г4։, обозначим через (фиг. 2). Инте
грируя обе части уравнения (1.10) в области и переходя к кон
турному интегралу, получим

[4 Гт՜ “ К{>։Н * = V [4 <2Л)и г I бп 3 дп I 2 3 
г. -։ г.

где п направление внешней нормали к контуру Г*, а $ - дуга 
этого контура. Формула (2.1) представляет собой обобщение теоремы 
Бредта о циркуляции деформации сдвигов при кручении стержня с 
кривой осью при произвольном законе нелинейной связи между де
формациями ползучести и напряжениями.

$ 3. Решение илтегро-дифферен^иалъного уравнения (1.10). Положим, 
что

№) = ] ч-м-5 (3.1)

где л—физический параметр, характеризующий нелинейный закон пол
зучести. Решение уравнения (1.10) ищем в виде ряда

ф(2, Р, /) = ?АЯФВ(«, 3, о (3.2)
Л=О

где Фо соответствует случаю линейно-упругого материала. Подставляя 
(3.2) в (1.10) и (1.11), приходим к системе рекуррентных дифференциаль
ных уравнений

<РФ- #ФЛ 3 Ор дФ„ 3 др оФ„ _———• ֊ ֊ — / “/ X \ к /. у
с/«2 <?3։ р (Уа да. р <)8

(п = 0, 1, 2,...)
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(3.4)

1 ?,{?» ?, t) при n 1 определяются соотношениями

F. (°. ?» 0= У ^/V(r, '.) (...։ ։ 4 qrad Ф; «|Г.»<1 "՛„ , .)</'. (3.5)

f W

N{1. -)=Л'(/. •) • А’(/, -}d\ (3.6)

||||i||||||^ A
՛% - rf \’ cjr.td‘l>4 rjrad ։l\ . (3.7)

I "(J

L i АЗ/, *) резольвента ядра А'(/. •). Если

С(С -.) = ?(Н| 1 | (3.8)

го

pl'.-) Ч, ֊С (•)- | ',"(•) <՝(-) -Се '։>’</х (3.9)

JS& -
где 
|||||||?՛ г

<.(') = 7о [(l-3G?(t)]rf:

причем, согласно [1] ® (•) =« Св +-4։-՜ \ где Со, .4Х и 70 — некоторые 
йостишные, характеризующие свойство ползучести материала.

Вводя новую функцию Ч’„ (я, В, /) при помощи подстановки

Фл (<։. р, /) — (ch а — cos ?) '2 sir 2՝Г„ (а, р, Г)

не (3.3) получим уравнение с разделяющимися переменными

-3?-+-3r+eth
/7:(ch a — cos/)1' . 

sh’a

4 
sh11

(3.10)

Иэ (1.12) получим Чгя(аф, /, /) = 0 на внешней окружности, а на вну
тренней ’1 „(“։•?,/) 6n(cha։ cos £)33 sh ' з։, где 6с ֊= b ((•), /)}=6;՛ 
=... = 0.

4 И*псс7ии АП Армянской ССР. Механмхд. № 2
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Введем функцию

zr («, 3) р: (ch а) <?:՛ (ch з) - р: (ch з? q:՝ <сь я)
где Л”‘(х) и <2^՞ (х) — присоединенные сферические функции соответ
ственно первого и второго рода лп-го порядка п-го индекса.

Решая уравнения (3.10), удовлетворяющие указанным выше усло
виям и переходя к Фп (а, г. /), получим

«М«. М) = — ---------------, sh4 ,)W 1՝ (eh ». - cos L (a. ?: >) d, ■
2”slra, (ch a cos?) J

- . . *** f ч- 0 (eh; ֊ cos r.>* Г <«. ,) rf!2 (3.11)
2n (chec — cos ?> 

где

/.(=■>: <.t - + 2y 7՝ C1>S,,H 0
Z-lft (Ъ), ’1) n—Ip (Tq> 3|)

а Г (a, 8; ?,) — (функция I рина для дайной задачи. причем
Г(«э г: J г) при с < а, где

Г? г '1 • \ 1 о 72 х X- , ?(®J. ■*)?; ч .) = -/-« О.’о) zJw(։;i,i) +

+ 2 V ----- 2"-»f((- 'фр *>----- cosn (8- .)
A(n։- 9/4)(лг - 1/4) Z;. v?(®0, «,)

” Г (?, 3; 7,) _ Вvj а., 3) при г ф. :

§ 4. Ofipc.vc.JCHHc функции Ь(1). Для определения функции 0(0 вос
пользуемся обобщенной теоремой Брсдта (2.1). которая в данном случае 
принимает следующий вид:

(и)) '? I J Ui I ash-а,
г*

Если в общем решении (3.2) ограничиться первыми двумя приближе
ниями, то из (3.11) получим

Ф (*, ?. /) tn.f> ' I • пт?о(О ՛ I'Ч/, -:| |rj։/p (■:) —

-Г пг1>-{-} ?о - п,4(-) 1-1 -Г О'. ?) (4.2)

где
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тх=т1 (в, р) о՜՜)7 '7?~------ ' (сЬ а’ “ СО571) Л (3’ -3; Г/)
2к51га։(сЬ5. — созр)

т։ = т։ («, р) = - 5** *——55 | (сЬ ։ — соя с)՛ ' Г (а, р;
2՜ (сЬ о. с<>.$р) ’

7])

а ?/։ - «Да, р) определяются через т։, тг.
Пользуясь методом решения, изложенным выше и ограничиваясь 

только первыми двумя приближениями />(/) и <| ,(/), получим

6(0 = МО + 'МО ^О(М), Фв(/) ?00(/) г-'.?о։(О -Ор2)

Подставляя (4.2) в (1.14). (4.1) и пользуясь (4.3), получим

ДО = ДО + -)</-. 2(0+ ГI 7. >. х) А'('. л-) йх

. л(/, о^ + А-,'- «,(/) 1 я.южо -■)<>- О('=)

где

/(/) - ЫМЛО 4-'А(/)]

А (0 ֊ ^(/։?)(Мв I- МЙч»О *Д«00 ! к^>) д'.

«. (0 = (Л(/, О К(ОЛ -I о^ ( Л’О. х) Г(х)</х »

+ (^Ао • А-в6о«(п +֊ А'10/?0--?оо 4- ^птм) (Л ')

1 (/) = кугЬч | /:։з6о©оо НА’14бофоо + Аги'Тоо 

^(0։ ?оо(0 определяются из системы
г <

(0 (') А (/, :)</■: = А'։в Фоо • Юи (*) Л (.', ■) с/'

‘?оо(О = ^(О4-Мо(/)

а коэффициенты — постоянные и определяются через

51



§ 5. Я«,։,давание сходимости ряда (3.2). Для доказательства суще
ствования решения надо показать, что ряд (3.2). ; де коэффициенты 
Ф (и. |3. г) определяются из рекуррентных формул (3.11), сходится абсо
лютно и равномерно. Для этой цели оценим Фо (a, ft, /) з зависимости 
от '2. Зададимся фиксированным промежутком изменения времени 
Т, / и положим

max | К (/, *) | — A՜-, max , R (t, 7՜) | Ry, 't ', ( ■. Г

Тогда и՜։ (3.6) следует, что

|/V(/. -)|<^т(1 4-/е7Т)-Л'г (5.1)

Вводя норму

„V. . V. , |%(Л)-Л(Я)|HI max ' Х| -f- sup----------- —---------
\АН I

где /1. В — произвольные точки внутри поперечного сечения стержня. 
О ■ б -< 1. при помощи априорных оценок Ша у дера [6։, которые в дан
ном случае пишутся в виде

ll/^M^irJ (5.2)

где с* некоторая постоянная, зависящая от формы области, получаем 
рекуррентную систему неравенств. Из (3.4), (3.5). (3.7). в силу (5.1) и 
(5.2) получим

;ф-к*£ hxi7n.j> 
A-о

где
v = 2Д'Г 7’;лс:(1 | 6j«c>)

I1 — max |j«-’i. j — ^(Н՜՝-,-4) ■ |Н V', |
с*. | <h I ал I

г. = У •

Рассмотрим ряд с общим членом ' ՝ 'п . Методом индук
ции можно показать, что ' ?„ |]-^ j?0 | п ". Следовательно, ряд 
00
У ''1 Л-, ” ряд (3.2) сходятся абсолютно и равномерно с радиусом 

n-U
сходимости X — = (364 ՝> J ?0||:) *.

$ 6. Случай тонкостенной грубы. Рассмотрим тонкое генный разностен
ный стержень, сечение которого ограничено двумя неконцентрическими 
окружностями а а., и а = а. (фиг. 3). Ввиду топкостенности стержня 
положим, что касательные напряжения по всей толщине стенки профиля 
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постоянны и направлены параллельно его средней линии. Отнесем сечение 
стержня к координатной системе ($, п). где л'-коорлината. отсчитывае
мая вдоль средней линии профиля Гй от некоторой ее точки, а «-координа
та, отсчитываемая по нормали к ней. 
Гй определяется через а а0> а систему 
(», п) можно заменить системой (3, а).

Ввиду тонкостснности стержня, как 
обычно. Ф принимаем линейной функ- 
цией от координаты. Полагая на внеш- 
вем контуре Ф - 0, а на внутреннем 
Ф։(0, найдем (2Л($) толщина стенки 
стержня)

ф . Ш 
2 A (s)

(6.1)

Пренебрегая двойным интегралом в (1.14), получим

Л/ \/) -- 2я ch з0 sh J 3|>Ф։ (О (6.2)

Пользуясь обобщенной формулой Бредта (2.1) и соотношениями (6.1) и 
(6.2), определяем

0(0 (6.3)
2--G ch or0.) рэл I J J

Здесь

=։(Z) - =. (0 = sh> vWGXanch^.v.)-1

л Л(3) -= H{\> 3) (з2 a.)

Принимая M(0 — M const и пользуясь (3.1) и (3.8), получим

J(2ch4 3) Зв(с,- A\[։_c֊t.(-.>]x
2~a2G (x> — -j) I \ /

Х|(2с1>4 I 3) : >.( --------)%* I (6.4)
\ 2п(/сЬ 20 (а- 3А) / |

где

* а 14 . ох ։л , 189 . . . 105 ,. , 315с* - 2с1? з0 4 36 сЬ” а0 4- —— сЬ‘ я0 4---— сЬ‘ % * ——
2 2 64

Рассмотрим задачу релаксации напряжений. В начальный момент 
стержню сообщим крутку которая определяется формулой

Г)^) _5Ь"3о(2сЬ2«о4 3)М(т։)|2тО-26'(»с- ах)]՜1 (6.5)
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Пользуясь обобщенном формулой Бредта (2.1). а также соотношениями 
(6.1). (6.2), (6.5) и принимая /(Ол) = 1 | Ха„ получим

‘МО- С ф։(֊»Ш -)</-- Сф?(-л/С(/, (6.6)

где

Н1бсЬ4 *- 120сЬЧ-֊90сЬЧ-1- Э) 
8-а° зЬг я0 сЬ 20 (2 сЬ2 а0 — 3) (а2 - з,)

6'£>(т1)(о.а а^аМюр 
сЬ«0(2сЬгй0 I 3)

Ограничиваясь первыми двумя приближениями, получим выражения
крутящего момента

МЩ но{(, н) ->֊1 ъ) - (М(-։ ч)*(Л ')^ | 4֊ 0(>;) (Ь.7)

где

Но(1, ч) = 1 Зб\0? (',)

г

Н,(/. •,)
ч

г = 7о(1 ~ ЗСС’О), р = ЗС/1։-,|}, /։ - л»Л/(т։) $Ь3 л0 (2^сЬ %) ■

Аналогичным образом, ограничиваясь в общем решении (3.2) н< рнг- 
ми гремя приближениями, получим

I՛//,Л (*,֊.) Л
Мч) I

-! 2^ | н2 Т0+ |н2(х, X,) /?(/,֊.) «Л | 4- О № (6.8)

где

х> '։) X' (-, *) с/х К (!, -) <7՞

а R (/, ч) определяется из (3.9).
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Для старого материала можно положить /1, = 0. Тогда из уравнения 
(6.6) получим замкнутое решение

ЛЛО (# —~Х1)хге г,,/՜ ' 9
М(ч) “О?

где = ЗССО7О>.Ш, а х։ и хй корни уравнения

>֊2хг -7о(1 4 36С0)х ^0=О

Аналогичным образом, если принять (3.1), то решение получается в 
квадратурах

|п Ф1 <0 — -г :*? -г Р1 ! с2
Г фПо+ЛМОН Д1 + <։

___ . г 2Г~4ГТзР"[Ф1(0-^] Т
|/4р։тЗ'։ а14 и 4р։ + 3г ^(О-гШ'^ + Ч

-^.и.Зг'Г^е֊ ч) (6.10)

где

р. = а" (1 г 36С0) зЬ4 Ма2 ’։)* (2 сЬга<> 4֊ 3) (ЗСС^с*)՜1 

4 = а*О{\) (у2 — «1)а5Рв0 (ЗсЬ%€’<>><•*)

А* = — 3(7С’0'1г^* К3»— л։)՜ ?о(2с1га0 3)]՜’

На ЭВМ „ЕС—102'2“ при значении параметров сЬ&0 = 3, а — 
Е=б| 8 см, «г —«1 ГУ 8, 7о - 0.026 1/деяъ, 30 = 2*10’ кг/елг, 

Со = О.9-1О՜՜ см*{к1, А, ~ 4.82-10 с.н'.кг день дано решение задачи 
ползучест։։ и о релаксации, крутящего момента тонкостенного стержня. 
Вычисления показывают, что значения крутящих моментов, получен
ные при помощи формул (6.7) и (6.8), отличаются на 10 , следова
тельно, в общем решении (3.2) уравнения (6.6) можно ограничиться 
первыми двумя приближениями. Кроме того, вычисления показывают, 
что значения крутящих моментов, полученные при помощи формул 
(6.9) н (6.10), почти совпадают со значениями, полученным»։ при по
мощи формулы (6.7) при больших значениях ц.

На фиг. 4 показано изменение крутящего момента во времени е за- 
ьнсн.мости от возраста материала т, и продолжительности действия нагруз
ки /—т,. На фиг. 5 и 6 показано изменение деформации ползучести при 
различных значениях т, и л.
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За постановку задачи и постоянное внимание выражаю благодарность 
моему научному руководителю проф. М. А. Задояну.

Ереване ки й полите хн н чес к и й 
институт им. К. Маркса ! 1«է тупила 2 VI '980

Ֆ Մ. Փ111.ԱԴՏ11Ն
ԿՈՐ ՏԱՐԱՊԱՏ ԽՈ’1.(1ՎԱ>։1՛ (11.(1Ր(1ԻՄ(!ՈՉ-ԴԾԱ31«Ն ՍՈ։Լ4?Խ ԴԵՊՔՈՎՍ*

II. ։ք փ ո փ ււ ւ մ
Ուսում նասիրվում /; ւոարապատ կոր խողովակի ոլորումը ոչ-գծային 

մ աոանէլական սողքի հաշվառում ով։ Օգտագործելով սարական կոորդինատ
ները, կի սա դարձա յին մեթոդով խնդիրը բերվում Հ ոշ-դծային ինաեդրո-դի- 
ֆերենցիալ հավասարման' լարումների ֆունկցիայի նկատմամրւ Ալդ հավա
սարման լուծումը փնտրվում Լ աէւտիճանս>լին շարքի տեսքով, 1ւ ասլարուց- 
վ"ւմ կ այդ շարքի զուդամիտու[}յունրէ

Լուծված են սողքի և ռերսրսացիայի իւնդիրնևրը բարակապատ կոր խո
ղովակի համար, և այդ դեպքերի համար կառուցված են ւ/րաֆիկներ թվային 
օրինակների հիման վրա։
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THE TORSION OF A CURVILINEAR PIPE WITH DIFFERENT 
WALL THICKNESS UNDER NON-LINEAR CREEP

F. M. POLADIAN .

S u ni m a r у

The torsion of a curvilinear pipe of different wall thickness with 
non-linear hereditary creep is investigated. By using the toroidal coor
dinates and the semi-reverse method the problem is reduced to the non
linear integro-differential equation with respect to the stress function.

The solution of this problem is sought in the form of a power se
ries and the series convergence is shown. For a thin-walled curvilinear 
pipe the problem of creep and relaxation is solved and for these cases 
graphs are plotted on the basis of numerical examples.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏ11Ի ИЗ ՕԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ 
ՈՒ-ЬН- XXXIX..V Механик.

С И БОЯРЧЕНКО

ВЫПУЧИВАНИЕ неоднородной по толщине 
упругой плиты

В трехмерной постановке исследуется устойчивость упругой плиты с 
переменным по толцакне моду мм упругости при комбинированном нагру
жении.

I Рассмотрим плиту ил несжимаемого нсогухооского материала с мо
ду \с.м сдвига I». уь։шющим ит торной плиты к срединной поверхности 
л О по закону

р - }«ք exp ի I I x. ՚ — Л)] (» > 0. ’»о con si)

где — толщина плиты.
Докрнгнческог состояние представляет собой конечную аффинную де

формацию. одна главная ось которой совпадает с осыо хТорцы плиты л 
этом состоянии незагружены. При указанных условиях уравнения ней
трального равновесия в перемещениях в мст{ ике нсдеформированного тела 
имеют вид [ 1 ]:

~р - Լ՛ ՜ sgnXj ;յ ■ (Г W - pU 1 г

-r /յ2/;՜ձ՛ Հ| - 0, Հ-Ս '-w — о (1.1)

Злее», г - Л. — набла-оператор отсчетной конфигураций,

/\. (,1с — 1, 2, 3) — удпичныс векторы, направленные по । данным осям 

тензора 4/*; вектор иг /м связан с вектором добавочного нсреме-
—♦ —• -•

ЩСНня V соотношением я» о՛Д’, где А тензор поворота в до- 

критнчсском состоянии; р. как и вектор ш неизвестная функция 
координат, пояплсяис которой обусловлено несжимаемостью материала; 
и* положительно определенный квадратный корень из меры дефор
мации Коши докрнтнческого СОСТОЯНИЯ,

. . — 1 ֊ ։. Г
6'* -*,/։/։ : 6 '3 /?’։

Граничные условия при ։. : /•'. иыра.каинпиг отсутствие добавоч-
юй нагрузки, имеют вид:
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i3-^wrpU ՝4 ■’•։ ') = 0 (1.2)

Требуется отыскать соотношение между параметрами нагружения л, и 
л,, при котором краевая задача (1.1), (1.2) имеет нетрнриальные решения.

Пусть х* (А 1, 2, 3)— декартовы координаты в недеформнрован- 

ком состоянии тела, оси которых направлены по ортам Введем без
размерные координаты £* — xjh, В координатах система уравнений (1.1) 
относительно неизвестных ltr. и р при.меч вид:

V'Ui '1 dlP I ^sgn',3(O3w։ • >.J л2 dj«3) = 0

V2u2 4- )՝2՜ '^2p -1- i sgn "л ( d3u2 }- /.f ՛ / 2 — 0

v2«a 4- 'Mp 4- / sgn :3 (2</3wj — ip^p) = о

Aj 4՜ ^2-J<)2W2 4- — 0 (1-3)

где
, d -

dk - —; v =՛ dktk
dZk

^хЛ = 1п[и(Л)/и(0)] (1.4)

Вместо (1.2) будем иметь при £, = dz 1

t/jUj -г If ' г l^iw3 = В

д3иг + а?1 '-г ‘d..u3 = 0 (1.5)

2олпл 4 л։л2р ֊- О

Решение краевой задачи (1.3), (1.5) будем искать в виде 

ик /: (’j) exp (/(*'։ £s)| (k 1,2,3)

P = /»('՝з)ехр[7«։ 4֊ ^2)| (1.6)

Тогда относительно <|>уикций /ч (?■) (^ = i, 2. 3, 4) получим систему обык
новенных диф<реренциальпых уравнении

/1 4 i sgn C3/i — s/։ 4֊ M sgn :aAt՜ ՛ a2՜ ‘Д ! лхлГ’Д = 0

/2 4՜ f sgn Z3fz — s/; 4֊ /3/ sgn :3/ Г* a; 7, 4- ‘A == 0 (1.7)

/з 4- 2/ Sgn сз/з - s/3 4- -г ՛!։>2/ Sgn :3/.։ 0

za/։ l/j 4՜ J; 4՝ ‘ P zh ~

где .<։ = a։ 4- 0:.
Характеристическое уравнение системы ( 1.7) имеет следующие корни:
а) при С3>0

п\, 2 = — //2 ±) ^/4 5» 6'2 ± 1 ГА

nsZ,= -if'2±\ Г-Х
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б) при С3 <С О

т. з = //2 ±1 Р 4 — 5 . < — 1,2 4 I Т4- X

пТ.ь^/12±\ т-х

ГАС

Т =» /=/4 5 (1 -г *)/2, х = р'ТП х)*Ч - Р։։

д - (»’ : ?)֊* (1.8)

Обозначим рг.'шснвя и полуплоскости 4 0 через и£.Р', в по-
хуплоскостн ^<0 через м4 , р . Заметим, что п., ПЙ-1՛ ,։.7-։՜՜ 

п?’, (/= 1, 2). Положим п4 л, (к 1...........о). Будем предпола
гать, что средн пл ист одинаковых корней. Случай кратных корней 
будет рассмотрен ниже.

Решении системы (1.3) будут иметь вид:

. - ** ± в • .► «•
= |'։* ’ (Л1 е 4* А: е ’* ) ♦ «Ч У А- <• ]«•.”>* ”

/-՝>

ц.; .Г’ <31 «'"'■•+ Л։е "'•) + 8Ч У А, <■ ՛ ' 1 №’;'
г-з

— .72 Ад X П7 ‘X« и} п е е и
Г’з

р ~ ։^1Ч5г V .Д [л Де е‘"е‘ "' (1.9)

где

[л ] == (л;֊1֊ 2/п, — $) (л - /)-*л> ‘

: = :3$оп:3 (1.Ю)

Константы /4; (к 1..... 6) сиязаны ус сепиями неразрывности до
бавочных псремешений ։•՛.. и напряжений, действующих в срединной пло
скости плиты. Таким образом, при X, ~ 0

Щ — Щ , 111 = и ?, из = и?

^аП1 4- •! * '1 >г,։«։ — V ։0։из

<’а<О 4՜ ՝ '-3 ։о.и^ — 4 ’1 ։

2(^и^ 4֊/,/^7 2с/,и։ Ь*։'2р (1Л1)

Разобьем задачу на две независимых задачи, которые будем рассмат
ривать при £։ > О
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А) м։ ,, р — четные функции, —нечетная функция '3, то есть 

а1.2 1Н1.2 4՜ и], з( '’з)]/^

«з = К‘£з) — м3 (—'.ДО; р [р*Сз) р ( ՝з)]/2 (’42)

В) и1>2, р - нечетные функции, м3 — четная функция ~3, то есть

И] ? = |ц| 2(С3) И, ,( »э)]/2

“з = К (:з) т М3 ( ^з)1/2, Р 1/> С^-р (—С*)]/2 (1.13)

Задача (.А) описывает симметричные, а задача (В) — антисимметричные 
(тноснтсльно срединной плоскости, или изгибные. формы бифуркации 
ШВНОВеСИЯ плиты.

Используя (1.9). (1.11) — (1.13), получим решения задач (А) и (В), 
юторые здесь нс приводятся в силу их громоздкости.

Удовлетворяя граничным условиям (1.5) при и. ֊ 1. найдем для каж
дой из задач (А) и (В) уравнение для определения критического соотно
шения между л, и X..

В задаче (А)

У X С [А ;]схр (л( И п.) = 0 (1.14)
, -з /=« :

где

,֊•՛. (' п;։, п:.

Сцг, ~ П/, г,')> ^4и — ^5> ^'59 ~ ^4 ՛*•}

[Л /] (я; - М(я* -ь $) (я. + /) (п- аг) (я; ф- $) (я, - () :

В задаче (В) 
я 6

X X Япг ՝п/ехр(п, + п_.) =’° (•’•15)
г :։ ,՛ -г 1

где

А։ = М — (я^, 

^36 Ы—1«<]. 

^4» ֊ 1^з] - [П5|.

^35 = [Яц] [П6]

-[пе] —[я3]

М — Ы

[я,] определяются (1.10). 
Заметим, что, если

1 ^2<1-Н2/’$ ։-|-2/5'ш1 /24-я

то корни п. и ь.. п, и п будут комплексно-сопряженными, Нетрудно по- 
казлть, что уравнения (1.14). (1.15) при этом не изменятся и коэффи
циенты их останутся действительными.
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При i 0 уравнения (1.14) и (1.15) переходят, соответственно, в сле
дуют не уравнения:

(1 4֊ c)-‘cth Г sz = 4j3 2cth I s 

(1 1 г)'*1Ь к 8г -- 4л3՜ I 8

Положим у —4՜ п5 ^ /։» — Тогда левые части уравнении 
(1.14), (1.15) можно рассматривав как функции /,(/?>. /ц, у).

(,!:. у) от у. зависящие от п„ и, как от параметров. Непосредственно 
проверяется, что у = О двукратный корень уравнений (1.14), (1.15).

Пусть характеристическое уравнение системы ( 1.7) имеет кратные 
корни Л. п п. — :г (это единственно возможные кратные корни). Мож
но показать, что в этом случае уравнения для определения критического 
соотношения между л, и /,- в задачах (А) и (В) будут эквивалентны урав
нениям

֊ //)|7=з 0
tfy-

д2 
п.։, у) I - О 

°!Г
Представляст интерес исследование устойчивое՛։՛։։ сильно неоднород

но։։ плиты, то есть решение задачи при больших значениях параметра t. 
Рассматривая возможные случаи поведения функции z(!) при t — оо, по- 
лучим, что единственно возможным является представление в виде ряда 
по степеням s/ Для вычисления коэффициентов ряда была составлена 
алгольная программа, которая, в частности, дает для обеих задач (А) 
к (В)

2(0-1 4s/՜2 —12 s’/ ’֊ 88s:։/g 856?/՜" 4֊ ...

Значения переменной Z зависят и от отношения толщины плиты к 
длине волны, возникающей в горизонтальной плоскости при потере устой
чивое и, которое входит в уравнения (1.14), (1.15) посредством парамет
ра 8. Можно показать, что. если •? стремится к нулю при фиксированных 
параметрах I и h (что соответствует стремлению к бесконечности длины 
волны, возникающей в горизонтальной плоскости), то в задаче (А) 
2(s)~ s՜1, а п задаче (В)

2(5) l + 4Sr’(/s-2/4-2(։-e"))(l -е ') ' + o(s) (1.16) 

В случае однородной плиты (/ = 0) в задаче (В)

2 (s) = I֊!֊ 4s/3 4- о (s)

Если параметр л՜ стремится к бесконечности при фиксированных зна
чениях параметра •’ (то есть при стремлении к нулю длины волны), то ре
шения уравнении (1.14). ( 1.15) стремятся к решению уравнения (z 4- 1)- — 
— 4с՜'՞, отличному от единицы, откуда z 11.3565.
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Если неограниченно возрастает толщина плиты Л при фиксированных 
значениях параметра и и длине волны, возникающей в горизонтальной 
носкости. то решения уравнений (1.14). (1.15) приближаются к решению 
равнения

йп1—п3л5(г֊ 1)4 *(«’’ г2) ' ‘ А” (л3-{֊ п5) (г ■ 1) лз 4՜ Л5 г — О 

и которого определяется критическое соотношение между л, и и задаче 
стойчипости неоднородного полупространства.

Кория уравнений (1.14). (1.15) отыскивались численным методом. 
Результаты счета показали, что при конечных значениях параметра ? и

при малых или конечных значениях параметра к нзгибные формы бифур
кации ранновссия возникают раньше, чем симметричные. При стремлении 
X бесконечности параметров ! пли ч- решения уравнений (1.14), (1 15) 
(Симптотнчески совпадают

Линия, составленная из участков кривых, наиболее близко располо- 
кенных к началу координат в плоскости е.. (г. = I ЛА), отделяет
»власть устойчивости от области неустойчивости и называется погранич

ной. Оказывается. что пограничной является линия, составленная из кри
вой г (₽,) при р = 0 н 8; 8, и кривой е; (е.) при а — 0 и е. > 8„ По
граничные кривые расположены симметрично относительно прямой е, — 
==С2 = г. Точка пересечения пограничных кривых ։ прямой г;-г^ связана
с корнями уравнений ( I 14). (1.15) соотношением г 1 (с(х, 0) ' .

Зависимость г (л ) показана па фиг. 1 для значений параметра • ~ О 
к / = 1.

Фиг 1 1 рафик зависимости г (л). Цифрами 1, 2 обозначены решения задач (А) 
и (В) для однородной плиты, цифрами 3. 4 — для неоднородной плиты.

С ростом параметра ! точка » = = е как в задаче (А), гак и в эа-
отдаче (В), смещается к началу координат вдоль прямой 81-82, начиная

? ~ для однородной плиты (I ~ 0). Изменение положения пограничных
ривых в зависимости от значений параметра показано на фиг. 2 для нз- 
|»6ных форм бифуркации равновесия плиты. Как следует из полученных
гзультатов, неоднородность уменьшает жесткость плиты п целом по срав-
ению с однородной плитой.
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Сравним подученное строгое решение задачи устойчивости с резу>ь- 
гатамн прикладной теории выпучивания оболочек и пластин, основанной 
на гипотезах Кирхгофа [3]. В рамках этой теории анализ изгибных форм 
бифуркации равновесия сжатой плиты сводится к решению следующего 
уравнения для прогиба срединной

Фиг. 2. Зввкеимос.|. HOrpUHH'lllhIX ХрИ- 
пых пт ппрпметра / для изгпбных форм би
фуркации равновесия члнты. Кривая 1 со- 
отввтстпует значению f 0. 2 — ? = 1, 

3 - / 30.

-Г 'ч 1 '2 ') (\ f- Ч 1 >-2 ') X

X / } а~Т ~ / ֊ а~т / Н՜
*4 k Vx{ /

+ 0 (1.17)
О

Если уравнение (1.17) линеаризовать относительно начальных дефор
маций 8* = I — /•>.-. то в случае однородной плиты (и - const) придем к 
классическому уравнению Сеи-Венана |4].

4;3 — Д - 7՝-?«» - 0

где Т— тензор напряжений Коши.

Представляя ы в виде а՛ — woe" из (1.17) получим уравне
ние для определения критического соотношения между /։ и /а в при
нятых ранее обозначениях

(1 2)/'-՝(1 - е՜' ) 4֊ zs г — 2гЦл2 ֊ 1 -4֊

+ -2-(>ч'։= + V‘₽4) W-2/+ 2(1 -е~')) = 0 (1.18)
5 /

11рн Л( ~ /. подучим асимптотическую формулу

>.(s) = l---- ^ Sf"2(/2 2/-4-2(] ֊֊е-'))(1-е ') ‘4-0(5) (1.19)
•7

которая совпадает с формулой (1,16). если последнюю записать относи- 
\ -1/6тельно >• z .
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Пусть /։ #л2. Обозначим /2 —А>1։ где 7 произвольные
фиксированные величины. Тогда г--г0, где г0=(1 - к *г ) 
X ( 1 ֊1֊

Пусть /1 = >։о 4՜ п -I г ... . Приравнивая нулю члены порядка 
а” и а, из обоих уравнений (1.16) и (1.18) получим % к 2 го16, >1։-0.

Рассмотрим теперь члены порядка а:. Из уравнения (1.16) будем 
иметь

9
>»=-֊֊' ■’(։ е-')-'(/2-2/4-2(1 е-'))(1+т։)Чо (1-20)

о

Уравнение ( 1.18) даст значение

>« = —-1-Г'(I — е՜')֊'(Г-— 21 + 2(։ -7=)(<•'■»֊

+ >чо(1 1 : (г) ’) (1.21)

Из формул ( 1.20) и (1,21) следует, что как при (> = 0 (то есть у 0) 
и к 1. так и при а = 0 (то есть у - со) и Л < I. 'и^>'։2, следова- 
тельно,е* 2^> :к2, ю есть пограничная кривая, полученная ։ использова
нием гипотез Кирхгофа, лежит вынге истинной пограничной кривой, если 
Е| #= е.. Эти две кривые имеют единственную общую точку е. — ег. Таким 
образом, в случае равномерного сжатия тонкой плиты теория Кирхгофа 
дает результаты, близкие к истинным, при комбинированном нагружении 
эта теория дает завышенные результаты для низшей критической нагруз
ки даже в случае тонкой плиты. На фиг. 3 показаны истинная пограничная

Фиг 3. Цифрой 1 обозначена истинная 
погрннчп и кривс !, цифрой 2- хрип ;я, 

։1псчитаци.։н и» гипотезам Кирхгофа.

кривая и пограничная кривая, по
считанная по теории Кирхгофа для 
значении параметров ( 1, $ 0.01.

Если определять критические 
значения параметров нагружения 
численным методом непосредствен
но из формулы (1.18), то даже в 
случае равномерного сжатия тео
рия Кирхгофа дает завышенные 
результаты, погрешность которых 
увеличивается с ростом параметра 
з. Так, при £— 10 ՝ эта погреш
ность составляет около 0.001 %,_ 2 
при з—10 около 0.006%. при 
з ~ 10 1 около 0.8% по сравне
нию с точным решением задачи.

2. Приведем примеры конкретных задач, которые можно решить опи
санным выше методом.

Нетрудно показать, что, если

5 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 2
65



Uk * ■ Л (-з) схР (' (*Ч - У'ЧЛ. Р /< Q exр [/1ац + 3>2)]

- решения системы (1.3), то ик -֊tk (*я) exp[Z( ± ?ч21]

Р = /«(Сз) ехр|/(± ± ?'Р] (4* ~ 1,2,3)

I! любая нх мшенная комбинация тоже являет* к решением системы ՛ 5) 
В частности. решениями будут

н3 /։ l՝J sin а'։ cos &>а,

«д ֊ — / J -3) cos х!։ соя <2, 

а также

«I ~ /1 Ga) cos sin ;<2,

Mj -/a('a)sin <։sin3^,,

a- — Л Ga) cos «•» sin P-2

p ~ — /4 (՝3 > cos a'j cos 3C2 (2.1)

«в - A Ga) sin «'։cos

P = /1 (-3) sin <։ sin (2.2)

Рассмотрим прямоугольную плиту — Ь чс<. Ь.
Положим а т^и, Й = п*1Ь. Тогда решения (2.1) удовлетворяют на 
боковой поверхности плиты следующим граничным условиям:

1) в задаче (А)

:zt - О, Л\2 - 0 при 1, — и

и* - О, А*..։ 0 при '-3 ± b
Здесь

£р, =- RP ±
V-i

Л* — [»(?«• — pU 1 4֊ л| 'r'‘i‘U ՛) (2.3)

K՝r .4*. — Z7* (Л I St7)

Р радиус-вектор частицы и докритнческом состоянии, —тея.юр на
пряжений I (ноли, >| — малый параметр;
2) в задаче (В)

иг = 0, — 0 при '։ 4- а

щ --֊ О, А\3 — 0 при ;2 — Ь

Следовательно, решения (2.1) описывают выпучивание плиты со «сколь
зящей заделкой».

Решения (2.2) удовлетворяют на боковой поверхности плиты следую
щим граничным условиям в задаче (В):

п5 = 0, щ — О, ЛА, = О при ~ и

=0, н3 — 0. Л/։г = 0 при Ь

где

66



м.= 1 (7,-к^л, 

■ 1
Таким образом, решения (2.2) описывают нагибные формы бифуркации 
равновесия шарнирно опертой плиты.

Если = л. = л, то задача инвариантна относительно любого пово
рота координатных осев вокруг осн О£3. Кроме того, решение зависит от 
параметров а, р только посредством комбинации у r I а2Ч |'<2. Из ска- 

Вмшного следует, в частности, что критическому значению X спотвстс г1՝՛. ■. 
континуум решений

Р ~ /<(ч)в*Р<пЦ)

где j = м»соя* ч sin ?, а ю—любое действит-.-льное число. Обозна
чим Cr=rcos'|») '2 г sin ' и возьмем такую линейную комбинацию 
указанных решений:

I сP = —fd^\ exp [r.rsin О— *)]</'■? = у4(.я) /о(*г) (2-4)
•J. -3s

Здесь использовано известное [2] интегральное представление бесселевой 
функции. Линейная комбинация (2.4) дает осесимметричные решения.

Рассмотрим задачу об осесимметричной бифуркации равновесия круг
лом плиты радиуса и из неогуковского материала, сжатой по боковой по
верхности равномерным давлением.

Пусть г. О, С3 —цилиндрические координаты недеформиров'анной 

плиты; ar, e։j, ?3 — соответствующие им базисные векторы. 
— ••

Дли осесимметричных форм бифуркации = гл» • О Используя 
(2.4) и уравнения нейтрального равновесия в цилиндрических координа
тах [11. получим

11 \ ~ /1 (’з) .Л (’i'r)

«з = /з (Ч) Уо (".

Если выбрать 7 так, чтобы ~ (f, то на боковой поверхности
г— а их = 0. Пусть 7, а нули функции /, (та). Положим 7 — 7„. Тогда 
для каждого номера п будем иметь решение

,г\а = Апби) -А (Ь/

азп= Лл tao У°

рп =AJ;j)yo(iz)

Решения (2.5) удовлетворяют на боковой поверхности плиты следую
щим краевым условиям:

67



1) в задаче (А)

ц..г - 0, М-ч — О при г = а

2) я задаче (В)

и.п 0. = О при г а
где

/?г3г=Д./3, ЛЛз 7 М-Л

I ։
Rr — | е. -K*d'it М, = f е, -K^d’̂  ■

Л определяется (2.3). где

д - . 1 д - d - .
v = — е, 4-------— 4֊ — .'3, = Лс = л

dr г (ft с/,э

и՛ - и։?,+ ма,'а; U ' — t erer • r73/3

Решения (2.5) описывают осесимметричную бифуркацию равновесия 
круглой плиты со скользящей заделкой» по боковой поверхности. При .ма
лой голщяне пли гы такие краевые условия соответствуют жестко защем
ленной пластинке.

.Автор благодарит Л. М. Зубова за постановку задачи п внимание 
к работе.
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BUCKLING OF AN ELASTIC PLATE NON-HOMOGENEOUS 
IN THICKNESS

S. I. BOYAR(

Summary

The stability of an elastic plate with a modulus of elasticity vari
able in thickness under combined loading is investigated in three-di
mensional representation.
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