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ПРОНИКАНИЕ ГОНКИХ ГЕЛ В УПРУГИЕ СРЕДЫ

Рассматривается задача о проникании юнкнх ։вердых тел к пер- 
коначально упругие среды Ряд задач о проникании тел в грунты рас
смотрен ii |1| Задачи о проникании тел в пластичес.ч у к: среду л. 1я ма
лых скорое гей рассматривалась в [2|.

Проникание тонких юл и жидкость исследовано в [3 5J.
В настоящей статье дается решение <алачи проникания гонкого 

твердого юла нрашспия в первоначально упругую среду,

1 Об одном решении <л vi иммегричной Задачи

Решение чисто упругой задачи [6. 7] показывает. >п<> вблизи гола 
следует учигыва.ь неупругое поведение материала, тогда для юнкнх 
тел можно ввести поверхность 5. отделяющую область упругого пове
дения материала от облаем։ разру
шения 7 (фиг I) вблизи тела.

Метод, развитый в настоящей 
статье, состоит в изучении фронта 
разрушения, который исходит из 
вершины тела, упругой области ։։։։• 
.5' и области разрушения позади V

Можно ввести ось л՜ по нор 
мали к свободной нонерхн к’ти сре
ды, снимающий полупространство, 
а через г гбод.чачт•. радиальную 
координату.

Уравнение поверхности юла 
можно взять в виде г г (.г, и, 
где г мало. / ест։ время с начала 
проникания, причем при / —0 гк — (\

Уравнение поверхности разрушения берется в вп :е / г \, при
чем предположено :0 - 1. ио :огд. мало, тогда можно им упругого ре
шения вблизи 5 взять асимптотик) для малых /. а тля решения позади 
5 пользоваться формулами. соответствующими переходу к большим <на-

г
чениям — • чти соответствует линейной аепмпютн.ке.
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Можно сделать различные предположения о характере разрушения 
среды позади 5. Если разрушение происходит вдоль площадок сколь
жения, то следует пользоваться уравнением пластического течения. 
При разрушении среды растягивающими кольцевыми напряжениями 
можно считать, что среда разрешалась вдоль меридиональных трещин 
и использовать уравнение |12]. причем решение задачи о проникании 
в такую среду дано в [6].

В настоящей статье решается задача для пластической среды.
В области между поверхностями 5 и 7՜ предполагаем, что имеется 

течение среды. описываемое уравнениями Мизеса [8, 9]

*ГГ--  б £66 5Н 3 *хх =г.г — 3
2 м Ь 2^

(1.1)
з|Г дкг и г 4уг

’ ՛''т՜՜?՜’ 44 ' ~Г' ~дх՜

где V,, V, ֊ компоненты скорости частиц, причем для гонких тел 
<4. | ՛. - постоянны । пре -л*.I текучести, где 6֊* есть правая
часть условия текучести

игг-5и'г ' 3«Л'- + (Зи — з.гл)5 + бз-, - 6"; (1.2)

Уравнение несжимаемости, записанное н основном порядке

41', 

чг
+ —= 0

Г

после интегрирования н удовлетворения кинематической! условия на 
дг

теле г՝г ֊—- лает

г. <?г.
= (։3>

Для интенсивности скорости деформации получится ։1<2---- -  Вводя

радиальную компоненту вектора перемещений С,

ЛЬ, (Шг (И), , 61'г
 = тг,  -  - ------- -?՛/ 

(И---------------41--------- о( 4г

можно после интегрирования найти

==г -Л (г2-г;) (1.4)

Условие на теле г — ге Сг=.г^ дает /՝(()) = 0. Считая, чтс (1.4) 
имеет место по обе стороны от .У. можно из начального условия по
лучить
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Полученное решение вблизи .S’, го есть для г ? £, диет

(1.6)

В упругой области вне поверхности 5 решение можно искать методом 
источников, причем для малых г урапнение S .можно записать в ви
де [6]

г = гДл-, Г) :о (1.7)

и, как будет видно из дальнейшего, ;0= const. Предполагаем, что
I, но :ог* мало, то есть для малых г# значение г из (1.7) также 

мало, поэтому можно записать асимптотическую формулу для вектора 
упругих перемещений при малых г в виде [6]

/(•г. О 
г

(1.8)

где /(-V, t) функция, определяемая из граничных условий на поверх
ности S. Для напряжений в упругой среде имеет место

- 'А
ди, 
дх

'и

(1.9)

ди, и, дих•а = ------ ---- ----- -
дг г дх

Тогда из (1.8) л (1.9) следует

д.^о, 0 3֊ 2^22^21. O,r = o (i.io)
г- г~

Условия из поверхности 5 при г -֊ в силу малости V, приводятся 
к непрерывности нормальных перемещений и — и, и напряжений эг, 
по (1.1) и (1,10). причем из (1.1) можно получить б области течения 

—тЛ, згг з. Для определения в области тече
ния можно использовать упрощенные уравнения движения

00,, 
дг -= О, «г/-*3М = - 2*<

откуда

= 2м 1п г -f (X, /) (UI)

где у(х, Z) — произвольная функция.
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В силу того, что и поэтому Ur ~ . для г — из ус

ловия Ur iir согласно (1.8) имеем

rj = 2/(x, t) (1.12)

Условие непрерывности ~г. при г = г^п дает по (1.10) и (1.1!)

2-, In г,։, -|- <? (х. /) = —(M3)
Г1 ’<>

Подставляя /(х, Z) из (1.12) в (1.13), получим

®(х, /) ֊4(1‘ 2?-ЛпгЛ50)
■о

я тогда из (I.11) напряжение в области течения будет равно

I1 
'2 
ч0

Подставляя (1.10) н условие (1.2). где Ъг ~ 0. можно найти

(1.14)

причем на теле при г — л

-Следует отметить, что решение и, — г — рг г֊ приводит к не

прерывности У, ՝ при переходе через г - г^9. Однако асимпто

тическое сращивание решения иг = г 1'(г- — ф, имеющим место 
при г^>лк%. не единственно, поскольку можно выбрать 

где с~г- —постоянные.
Поэтому следует, вообще говоря, для выбора единственного реше 

ним взять уравнение энергия па фронте г — иля уравнение ударной 
адиабаты [10]

^1֊«’2=— (*е,- -о,,) ~ГГ, ^Г--Х <и5>

2=—— % 0 с/г 11

где е энергия на единицу массы, индекс 1 щет величины впереди, а 
индекс 2 — позади поверхности г — г4:0.
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Позади 5

г. ог.
г-' ~----- 77Г ’ *гт '2՜ 1,1 г + с <х-г ш

Впереди 5

„„ ±Л^Г (1.16)
г г 0։

»г,=г.2։>^- = -2^11^1 (1.17)
аг г1

Значения е?) 3 имеют вил 110)

^ = ^(Л) + 2^-зйг
' >< ■’«՝

(1.18)
ч^2 ~ е0 ( / л) - £л Т 2~

где Л.? температура, с5 энергия разрушения, ес{'Г) = сТ, а по
следние слагаемые соответствуют внутренней энергии |11] упругой об
ласти и внутренней энергии пластической области в начале ее образо
вания или ее значению на поверхности разрушения соответственно. 
Подставляя упругое решение (1.16) в (1.10), можно получить

2у/(л\ /) (1.19)

Используя соотношения (1.15), (1.16). (1.17), (1.18), можем найти

о/ Ог дг
֊5Г сТ^сТ^ <120>

Предполагая постоянство выражения £> сТ.2- г'1\ ~ сл и

полагая можно из (1.19), (1.20) получит։»

г сГг~~сТу^1

< * 7 л с* Т*
В предположении, что 1. получаем а — 1 и

1՜
решение дается (1.16), (1.17).

Решение впереди 5 ит

Используя (1.19) и условие при г= г,Е(1 = зГг։. из (1.16), (1.17)
можно получить для Г<^Г^



*(*. 0 = V, (1 4֊21пг/,0)

На поверхности тела получится

(1,22)

(1.23)

2. Определение движения конуса

Рассмотрим задачу о проникании конуса с углом полураствора 0. 
тогда гк х)3 и. предполагая, что на теле имеется граничное 
условие 

где Л՛,֊ коэффициент трения, можно для силы сопротивления прони 
калия получить

до •
Р = 2« (/ -V) р (® т *։) Ьг Лх

'о 
или

/^=- + (2.1)

Записывая <акои движения гола массы гп

т['{I) =—Р

получим после интегрирования с учетом (1.23)

/,։ = |Л . А. (? I Л,),, Л т 1п±5. V
Зт \ * тЛ /

где V есть начальная скорость тела.
Условие /'(/) = 0 дает для максимальной глубины проникания еле 

тующее выражение

Злгг՛'-
2^ 0 +1п^(р

(2.2)
*։)?

3. Определение максимальной глубины проникания 
для цилиндрического тели, переходящего в конус

Рассмотрим цилиндрическую часть тела, которая переходит в кри
волинейный конус с уравнением образующей (фиг. 2)

=''о — ? (г> — < —(ЗЯ)



Вначале предположено, что вдоль цилиндра среда примыкает к 
телу и А։^0.

Для силы сопротивления в момент времени I. соответствующий 
полному погружению конической части тела, или при можно по
лучить

(։ + 1п [-Г-рл.с"’ + ±0е + *։м/-։)] (3.2)

Фиг. 2.

Уравнение движения в угом случае исследовано ниже. Для задачи с от 
сутствием силы сопротивления на цилиндрической части (&, =- 0) ура в 
пенне движения будет

яри />С

После интегрирования получим

В/г.;՝ 1 4֊ —
2

(3.3)

Г - ¥ = ֊ 0 +111V֊) С<ТТ -4՜) </ ֊ г’>
где с։ скорость тела в момент, когда /=- или при полном погруже
нии конуса.

При / <4 уравнение движения тела имеет вил

± + *,/ ֊ Кг1 _^-(С _/)֊ +
2 *|1

й։
+ ֊ (С֊/)

2*։_ 
М-1

С ֊/Г1 (3.5)
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После интегрирования и складывания с (3.4) с учетом того, «по при 
/—ч /' = 1/Р получим

З.-Ц , ^,г՛5
Р 2(2.4- 1)(. - 1) 1 (. !)(*-+֊ 2)

где V' начальная скорость.
При /' = 0 / = /1П„ и для /та1 получится

1 то՝
V ։ 1 •> / иа \Зл.Г ՛։ 4֊ 4 Г?' 4^ (1 4- 1п^-) 

*т1 2 ՛ \ М /

। ։22- 
(2. 4-1) (. 4-1) 2(>4֊2)

При с - I. то есть для тела с прямолинейной конусной частью.

(3.6)

Отметим, что определение /(;1.х для погружения криволинейного кону 
са. то есть формулы, подобной (2.2), при . I является довольно слож
ной задачей и в настоящей работе не рассмотрено.

Вычислим /В1а1 с учетом, что на цилиндрической части =# 0. Для 
силы сопротивления имеем формулу (3.2). Проводя тс же рассуждения 
для /ш։։, будем иметь формулу при /1па։>'.

8 •՛>' 4-1 г+1 ______  2< _
ГХ (2.4 1)(* И)’՜ (*4-1)(* 2)

тъ-

2«- /|
(3.8)

Формулы (3.6), (3.8) верны при С</тах или при С<С,Э, где критиче
ская высота конуса, для которой ^>=/П1а1, дается (2.2) (фиг. 3). При 
С>С0 для /т։։ имеет место (2.2).
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При v = I формула (3.8) переходит в формулу

т -и-

। W+А)?

А1
На фиг. 3 приведены зависи

мости /П1л։ от для конического 
тела, переходящего в цилиндр для 
3 ^0.22 рад см' ՝. /г, 0.15, а=1. 
Кривые I. U соответствуют прямому 
конусу, кривые III, IV — конусу с 
криволинейной образующей:

i -V —1 /.’։֊/.() (на цилиндре).
II v — 1 /?х — 0 (на цилиндре), 

ПГ—v= 1.3 k} i 0 (на цилиндре), 
IV 7=1.3 k. — 0 (на цилиндре).

Как видно из кривых, наименьшее значение /1ПЯХ (при v= 1) соот 
ветствует то есть погружению конуса.

4. Экспериментальное исследование проникании
I

Для экспериментального исследования проникания в 112] приме
нялся композиционный материал, полученный армированием железно
го порошка марки ПЖ2М произвольно ориентированными дискретны 
мп стальными волокнами, изготовленными из мерной резной стальной 
проволоки диаметром 0.28 .из? марки сталь-55 с отношением длины во
локна к диаметру Ltd 100.

В качестве проникающего тела использовалось тонкое твердое 
тело.

Результаты исследований, приведенные на фиг. 4, показывают, что 
наибольшая глубина достигается для образцов, полученных из неармн- 
рованного материала (К, - 0). а с увеличением объемной доли эрми 
рующих волокон V, глубина проникания тела уменьшается. Это сия 
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за но с тем, что в композиционном материале армирующие волокна об
разуют прочный каркас, жесткость которого растет с увеличением кон
центрации волокон, препятствующих прониканию тела.

При этом волокна испытывают растягивающие напряжения. После 
проникания размер кратера не превышал 1.3 1.4 диаметра села. В 
процессе проникания в железный образец образовались незначитель
ные трещины, которые занимали небольшой участок.

Фиг. 4.

Но формулам (2.2). (3.5), (3.7) при и ֊ I и по формуле (3.5) при 
а — 0.8 (фиг 4) (соответственно кривые 2, 3, 4, о. Кривая I Зкспсри 
ментальная) были рассчитаны глубины проникания тела в неармиро- 
ванный железный образен и композиционный материал с различной до
лей волокон

Приближенный расчет прочноечпых характеристик и модуля едки 
га для композиционного материала с ра ыпчной долей армирующих во
локон проводился согласно [13].

Прочность композиции при армировании дискретными волокнами 
рассчитывалась по формуле [13. I I]

%
(I -

. I И.)

где 5Н предел прочности при растяжении волокна, / - напряжс 
нис течения материала матрицы (армируемого материала) в момент 
разрушения волокон (принимается равным предел՝, текучести матри
цы [И]); I длина дискретного волокна; — наименьшая длина, при 
которой дискретное волокно может разрушаться в композиции (рас
считывается по [5]); а 0.5, если напряжение, развиваемое и волок 
нах. возрастает линейно от концов к середине.

Считая -, определяли из г» — ~^=՜’ Модуль сдвига

вычисляли по формуле
&_________ ____________

'и 0\(1~И.)-Ьбм^ 
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i ll фиг. > видно, что с экспериментальными данными больше всего схо
дятся кривые -I. 5, полученные по формуле (3.6). го есть при отсутствии 
силы трения на цилиндрической части, что объясняется появлением 
кратера «; размером, большим диаметра проникающего тела. При этом 
наилучшее соответствие получено с учетом энергетических эффектов 
(кривая 5. фиг. 4).

Были проделаны также эксперименты по прониканию в образцы, 
сделанные из дюралюминия с - — 45 w из.'-, р 0.7 • 1</ лг.слг. Глу
бина проникания тела для всех образцов оказалась равной (4 1.5 1) мм.
Из опытов найдено, что :0 const, то есть поверх поить 5 подобна 
поверхности /’. Расчеты по формулам (3.6) и (3.8) дают соответственно 
Г|, = 4*45 см. /I1U։ — 3.28 см. Как и прежде, хорошее соответствие с 

экспериментом дает формула (3.6).

Циститу г механики
All Армянской ССР Поступила 18 I 1980
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Ս. մ ւ|ւ ո փ ււ ւ մ

Դիտարկված Լ սուր ծայրով, րարակ, պտտման պինդ մարմնի ներթտ - 
վէանրոէմր նախապես ա ո աձդակէոն միջավայրի մեջ: Են թ ա դրվու մ Լ, որ ներ 
թափանցմ ան պահիւ] առաջանում / մարմնի ծայրից սկսվող րայքայմէսն ճա
կատէ ճակատի հետևի մասում միջավայրի շտրմ ում ր նկարագրվում է իդեալա - 
կան պրոաոիկական վիճակի .՛ սրվ ա ս ա ր (ււմնե ր ո վ: ճակատի առգնի մասում մի- 
ջավայրր առաձգական Լ: Տրվում Լ խնդրի էֆֆևկաիվ քուծոէմր: Հ/ր"?վում է ներ- 
թս՚փւսնցման աոավևլադույն խորով)յունր կոնի ե գլանի վերածվող կորա
գիծ տեսյյով կոնի համարէ Վերջինի համար կատարված են հաշվարկներ ']Լ'» 
նային մասի և միջավայրի, ինշպե» շփման առկայության, այնպես էլ նրա 
բաէ) ա!, ա յէ.։ ի յան գե1է(րերու» '• ::էսյց ! տրված, որ էյրսնային մւսսոլք շրջման 
բացակայության դեպրի ներթափանցմ ան իւն դրի համար ստացվում Լ 1,։'վ հա
մապատասխանություն մետաղական բաղադրյալ նյութերում ներթափանցման 
խնդրի համար ասացված էի որձն ական արդյունրների հետ

THE PENETRATION՜ OF THIN BODIES INTO ELASTIC MEDIA

A. G BAGDOI V. A. A. VANTSlAK

S n hi in a r y

The problem g( penetration oi a thin pointed body oi revolution 
into an initially elastic medium is considered.
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Ii is supposed that ir< n՜ the penetration moment a fracture front 
propagating from the body's vertex is formed.

Behind the front the motion of the medium determined by the equations 
for an ideal plastic problem fakes place. Ahead of it the medium is clastic. 
An effective solution of the problem Is given. The maximal depth of 
penetration for a cone and a body shaped as a curvelinear cone conver
ting to a cylinder is determined. For the latter the calculations are made 
both for the cases of presence and absence of friction of the medium 
against the cylindrical part of the body.

It is shown that in the problem without friction along the cylindri
cal part a good agreement with the experimental curve, obtained for the 
problem of penetration into metal composites, Is obtained.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ UUZ ԳԻՏՈ1'ք>311ԻՆՆԵ1Դ էԱ|1ԼԴԵՄ|>Ս.Ցհ Տ1։'Ա;1|ԱԴ14։ 
ИЗВЕСТИ Я АКАДЕМ И И Н АУК АРМЯНСКОЙ (. ( Р 
lriH'l¥ “XXXÎV. № 1,1981 mShmm

Л С. РАБИНОВИЧ

О РЕШЕНИИ КОНТАКТНОМ ЗАДАЧИ ДЛЯ ШЕРОХОВАТЫХ ТЕЛ 
С БЛИЗКИМИ РАДИУСАМИ

Рассматривается задача о сжатии двух упругих шероховатых тел, 
одно из которых имеет круговой цилиндрический вырез, а другое пред 
ста вл нет собой круговой цилиндр, вставленный и ->toi вырез, причем 
радиусы цилиндра и выреза близки. Эта задача в случае идеально i.ia.i 
ких тел изучалась в [1| Исследуемая нами задача для шероховатых 
тел приводится к нелинейному интегральному уравнению относитель
но номинальною давления. Предлагается эффективный итерационный 
метод решения лиги уравнения

1. Представим поверхности контактирующих тел в ниде двух глад 
ких цилиндрических поверхностей F, и /'. с радиусами г, и г., покрытых 
микронеровиостями (волнистости считаем отсутствующими) Задачу 
будем считан» плоской в рассматривать ее в дальнейшем в плоскости 
II. перпендвкхлярной осн цилиндра и геляшен его ионолам. Окружно 
стн. по которым пересекаются поверхности /\ и /՝. г плоскостью II. 
обозначим через 1:\ и а центры окружностей через. О, и О. Сжи
мающие силы в плоскости П считаем приложенными сим метрцчно по от
ношению к прямой, госдиняющей центры (7, и (>.. (в дальнейшем ин
декс 1 будет соответствовать круговому цилиндру а индекс 2 голу 
с вырезом)

Обозначим, также как и в |l|, j — сближение юл; и г и uif 

нормальные упругие перемещения точек окружностей /•* и А՜.’: ? 
угол между прямой О,О2 и произвольным радиусом окружности / 

изменяющейся на участке контакта в пределах — <_ ?0. Зависи
мость между поминальным давлением р (при отсутствии волнистости 
оно совпадает с контурным давлением) и сближением - поверхностей 
тел вследствие деформации мпкронсровностей представим степенной

функцией £= Alp' (s) (I < т < .3) |2|.
Обозначим // — /7, • //г> где //։ и /7. максимальные высоты 

м и к ро н е ро в ж »с ге й к о нта к т и р у ю щи х i ■ ■. i.
Рассмотрим две точки А, и Л», лежании՛ соответственно и.i окруж

ностях Л' и / ‘ и находящиеся после сжатия тел на прямой, парал
лельной примой О/):. .' гол у между прямыми ЦО2 и OjAj выберем 
в пределах — После сжатия тел расстояния .между окруж- 
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костями /•'* и F'2, взятое вл прямой OtAv будет равно Н — Мр"' (■?), 

поэтому расстояние л между точками Д։ и А2 станет равным сле
дующему выражению:

1

Н-Мрт^} 
U г: - 

cos ?

Пусть н результате упругих перемещений точка -4։ переходит в 
Др и Аа н Д?. Проведя рассуждения, аналогичные [1] (стр 143, 
144), получим при |«|-<<р(|

и1г -г u-.r = (р — A/)cos® — (г$—g)(1 — cose.)

где р -расстояние между точками Д' и Д'.
Так как для выбранных точек р = « 4-д (ввиду параллельности 

прямых Д|Д‘ и OjO2), то на участке контакта имеем следующее ра
венство:

1

и\г + и2г = я cos ? ~ МР п‘ (?) — (г2 — Г։ — /У) (1 — cos «) (1.1)

Рассматривая задачу в постановке, предложенной в|1|. и исполь
зуя приведенные там же формулы для иь и и,г (стр. 145), получим 
следующее нелинейное интегральное уравнение относительно номи
нального давления:

Мр " (?) ֊ 2 (V» 4֊ 03г.) р (?')cos (? - ?') In tg -* У 2 * 1 ■ d?'

4- <Vj 4- Va) (/>(?') sin | ? - <?' | W - 26xr։ | p «•) d* =

-s* —

t. cosfs (r2 — rt — H) (1 — cos ©) (1.2)

где
(1 4-(1 — 2^) 

2E,
(f = 1, 2)

. |\ — модули упругости и коэффициенты Пуассона контактирую
щих тел.

Сделаем замену переменной

2arctg(a/), ?- 2arctg(nx)
где

tg ֊-

Положим

{х} = P(2arctg(ax))
(1 4-«։xs)։

(1.3)
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Уравнение (1.2) при с0 < ֊- примет следующий вид: 

с *
Му(л)(1 4-а’л’) “ 4а(01г,Ч-е1г։) I у"» (/) 1па ..

Л \ 1 4֊ д-7л- /
- I

1
X 1(1 — а9ж’)(1 — а5*՜’) +֊ 4«:гл|(/г |-4аг(^г։ - *:гз) (՝<?''’(О О 4-а:/л) X

—*(

Х|Г֊л|Л 40։<;г։(1 ?д’№) | у- (Т) (I •+- <гП (И

-I

= (//4-г1-г։)(1 г дЪс») 4-(х-Ь г, г։ -//)(! д’д;) (1.4)

(|л|<1)

Преобразуем, используя четность у(х). следующий интеграл: 

։ я
ГГ (/)(! + «г/л)|/֊хр/ = ( ^(ОО -г а'!х)(х - ь

•»>' -|

։ • *

4֊ (/)(! 4-дг.'д-) (/ х)(И 2 | дп (I) (1 а9Сх)(х 0^4

X 6

։ о

4- <7т(О (1 -г а‘1х){1 х)^4- у4 (/)(!-֊ <т2/л)(х г)^ =

о -I
я

= 2 р-(О0 + а1/.։) (л-«)</« + [у"(«)|(1 +и=гх) (< х) +

К: °
л

4- (1 4֊а։/.0(х 4֊ /)]<// = 2 | у” (0(1 4- а^х)(х - О 4֊

о
I

-4-2(1 -а։х^ ( /у’(0^ (’..5)

о

Из (1.4) н (1.5) имеем

1+— /»
А'(1 4֊ <2*х’) т у(х) 4- | у” (О ((1 - а’.г) (1 - ։г/-) 4.4а’/х| X

-I
л

Х|п(-у~-)Л + 1[?"('>(1 ֊/)</: 5, V (1.6)

О
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։ 1с

.VI '2а (х1г1 ֊֊ х2г2)

(0, г, + %г..)

| 47՞ (/)(! — «-72)^/ -/ •

о 0՜

(/) (1 1 а֊72)Л

•>
4« (0,г։ 1А^)

2а-1п а \Г(0(1 аЧ*

а-(2 (г«

Ч---------------------------------------------------------2------
4б?(6։г, • 02г։)

Неизвестные функции д,,: (х) и с/(х) будем искать в нид՛

<Г{х) -х2)2
.'—О

'о - 1

(1.7)

Я (х) - Д-2Г (I _ х2)’7՞

7

У

-г <г1-)с1(

Числа Ь. и при / I связаны соотношением

О]
т (т — 1)... \гп - /4-1)

(1-8)

[ 1о.чожим
.. I 

/

х(

У(л-) - Л’(Л | 1 - /-• 1п
Ь— 1
t-x

Вычисление интеграл;։ (1.9) и разложение его в ряд Маклорена 
дят к следующему равенству:

7(д-)֊7(

(1.9)

ириво-

(1.10)
I—и *г-<1

Л

1Ь



где

г. V (2‘֊֊3)Ч 
— (24-| /-2/+ 2) (2։)!!

(0)11 = ( —1)!! ֊ I; (-3)~ 1

Достаточными условиями для выполнения (1-10) являются сходимость 
ряда Маклорен.։ функции А'(х| и абсолютная сходимость двойного ря
да в (1.10) при | х | 1.

В случае четной функции ЛЧх) формула (1.10) получена в [2]. От 
метим, что в этом случае, как нетрудно убедиться, делая замену пере 
менной т = I, интеграл / (—1) - ().

Таблица I

\ к 
1 \ 0 1 2 3 5 7 10 15

0 0.5000 0.0000 -0.0208 -0.0208 -0.0161 -0.0125 -0.0091 •0.0060
1 0.3333 0.0333 0.0012 -0.0062 0.0083 -0.0075 -0.0061 —0.0044
2 0.2500 0.0417 0.0104 0.0010 0.0039 —0.0046 0.0043 -0.0034
3 0.2000 0.0429 0.0147 0.0050 -0.0011 -0.0027 0.00-30 -0.0026
5 0.1429 0.0397 0.0175 0.0086 0.0019 -0.0003 -0.0014 0.0016
7 0.1111 0.0353 0.0176 0.0099 0.0035 0.0010 -0.0004 -0.0010

10 0.0833 0.0298 0.0164 0.0102 0.0045 0.0021 0.0005 —0.0004
15 0.0588 0.0232 0.0140 0.0094 0.0050 0.0029 0.0013 о-оооз
25 0.0370 0,0160 0.0104 0.0076 0.0046 0.0030 0.0018 0.0008
50 0.0192 0.0089 0.0062 0.0048 0.0033 0.0024 0,0017 0.0010

Значения чисел и приведены в табл. 1. Из этой таблицы видно, 
что числа V, начиная с к = 1, становятся весьма малыми по срав

нению с единицей. Формула (1.10) и указанное свойство чисел -и.д 
являются центральными в дальнейших рассуждениях.

Используя условие

Р (?о) ֊ 0 (1.11)

из (1.6) имеем

I
•$2=5։ — ря(/)|(1-а2)(1 -а2/2) -1и֊/|1п 

-1

- ՛ ('г (0(1 +*Л)и 

о

(1.12)

Преобразуем (1.6). разлагая 1п(1 ֊1֊ а2/х) .։ ряд Маклорена и исполь
зуя (1.12). к виду
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А'(1 ■ гТхд г ‘<?(л՜) т (1 — а֊х2) I <7’”(/>(1 а2г')1п /-1
/ — х

(И -Ь

г \а-х С I «?"(/) 1п|-------
\ Л I Г - л.

Г/г(Ош
.) Н12

I

- ( 4-4а-7л|<// -
Л Го 1 Г 1

- ( <Г (*} — —— (аЧУ4 1 [(1 - а-) (I - а№) । \а*[\ (И +

ГТ I • 1

/ ^/'”(0 (I - аЧх)(х О 4! - 

о
| г (0(1 1-«-0(1 ֊ /)<// - 

о

(1.13)
где

>
<՝ = •$;•+֊ | <Г"(О(1 -1гГ-)1п(1 ПсИ- (’<Г(О1п(1 4֊а®0 X

х|(1 -<г’)(1 — а-/2)-4-4а2, 47т(О(։ 4-л’0(1 -0^

Отметим, что при получении (1.13) использовалось равенство

։ ։
( ^я’(0։п(1 -/)<//- У ( /<7'л(/)1п^|—֊ О

— ։ —1 

которое справедливо, так как и силу четности д(1) имеем, юлая в инте
грале замену переменной т = —1

I I
( 1ч" <01„ и -ОЛ =- ( -¥”(։) 1п(1 г ■)<1- 

- ։ -1
I

= — (/) 1п (1 -I 0с//

--1

Подставим в уравнение (1.13) вместо с/(л՛) и ^‘(.с) выражения 
(1.7) и разделим это уравнение на ~/>0(1— х2). Разлагая левую часть 
получающегося уравнения в ряд Маклорена, используя формулу (1.10) 
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и приравнивая выражения при одинаковых степенях г в левой й при 
вой частях этого уравнения, получим следующую бесконечную систе
му нелинейных алгебраических уравнений относительно чисели

I
V Ф V [(*. ֊» аЪ, , * 0 г'?1. , — (Г а2/_; ։ |
1=0 к~о

Д’, коэффициенты при х‘ ряда Маклорена функции

(1 X)՝՞' (14дгх) я։
I

— % = I, о ■ г> , и — т՛ * 0, <У ֊ с 4- 8аг |

и

е> -и ‘I

г = <2/~՜ 1>!!
“ (2/4-2)!!՛ & = <-֊•:- « 2). -I =0

-I

I =0

, _ х_ (2/- |)Н (2/)!! _ (2/4- ! I!!
■ ~ 2 (2/ 4- 2)!' (2< • 3) ” 2 (2/ Г 4) ’!

(-3)!! = ֊!, (-1Н! ֊ (0}<!= I, р0=1, ?,-=<) (/>])

Из бесконечной системы (1.14) при I I получаем следующую 
бесконечную систему нелинейных алгебраических уравнений относи
тельно чисел V :

«- (^' х -I — а: 4_.>) г/2, , в |

/»-о

/___ 1_
2(/+.1Д 2И- 21 4֊ 3

(Мб)

(^= 1» 2........ *-! =0, 1оч = 1)
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При О՛ I числа 'н выражаются через числа по фор
муле (1.8).

Для решения рассматриваемой контактной залами необходимо 
пайтн решение системы (1.16) при любых возможных значениях пара 
метров т, <?0, с, /. Если решение этой системы найдено, то числа />0 и 1 
легко определятся через числа с и из первого уравнения системы 
I 1.1-1) и соотношения <1 12), гак как их нахождение сведется к реше
нию двух линейных алгебраических уравнений. Для нахождения чисел 
։ и служат соотношение (1.15) и условие равновесия

I

4аг, 
О

(1.17)

где Р ֊ сжимающая сила.

2. В дальнейшем будем считать, что входящие в рассматриваемую 
задачу параметры ш и удовлетворяют следующим неравенствам: 

0<с0<70г. Этими неравенствами охватываются обычно 
встречающиеся случаи. Параметр X. как нетрудно убедиться, удовле
творяет неравенству

I - 2’Л 
•ха -т------

1 ~ Ит»

1 - 2%1п

I ^т1л
где

Иго։х р..), рт1п = П1։п(а1։ !Л2)

Для обычно встречающихся значений р \ металлических тел имеем

0.8</ <>.<2.3# (2.1)

Перейдем к решению системы (1.16). Для ее решения предлагает
ся эффективный итерационный метод, являющийся обобщением мето
да. предложенного R [2], Идея этого метода основана на следующих 
важных свойствах коэффициентов, входящих в (1.16):

I) числа V. ч, начиная с Л = 1. становятся весьма малыми но срав
нению с единицей, что было отмечено выше;

2) несложные расчеты показывают, что числа ; при / I и 
г>/ • I и числа / при 1^2 также весьма малы но сравнению с 
единицей.

Перепишем систему (1.16) в виде



где

5-1=0, 7„ = %т=1, то,. , = । ®«<+

+ а’Ч/-1 >,։)• и! * При £<0

Но предлагаемому методу последовательные приближения 7;.л) 
(л номер приближения, .ч I, 2....) находятся из следующей беско
нечной системы нелинейных алгебраических уравнений՜

; V т(«ч , ։&«,. _։ + £!. то,. - 5?> „ ь
։=О

— / -
V &("-’) -« V /И՝ ь V л(я~։։ ь- > г». , и.’. * > 9.. ՝ Ъ; , , «/.,< • т*

։ ։==(! 1-л

3 ' ՛ гГ’ /_|____ аЧ!-»,-,-,) \ ■
т- -1)\ 2<' •։• 1 ^’ + 3 / г—0"՜-

, -° (/=1,2,...) (2.3)
к֊1

где
^-1 = 0, = =0

При 1 и / > 1 под числом понимается число, равное правой 
части формулы (1.8) при ?<я> (г - I. 2........ /). Под числом ^<п) по
нимаем выражение

^--^4-1 -}

Система (2.3) легко разрешима относительно чисел ~'л>. Из (1.8) и 
(2.3) получаем .
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где

у։*» у т(т 1)... (т 0 у /я) „(Л) /9 -V
/! /։,Гн ..։ 1 ’ ......... '/

6 I. I, ։. „Л. ։
' (1>2)

При / —1 коэффициенты 7'?' - 0.

Соотношения (2,4) являются рекуррентными и по ним можно после
довательно определить значения чисел т)я> при любых / и п.

По формуле (2.4) на ЭЦВМ М-4030 были проведены подробные 
расчеты последовательных приближений при различных значениях 
параметров т, с0. С лежащих в пределах 1<лг<3, 0<^?0-С70 ,

(£ неотрицателен),

следует из (2.1)). Эти расчеты
бли жен и я быстро сходятся

0.8tg-~ /. <2.3tg~ (неравенство

показали, что последовательные при- 
к решению системы (1.16).

Для произвольного набора чисел т. ®0, :, Р введем последо
вательные приближения определяемые по формуле (1.3) и
верной формуле в (1.7) при <=о;'՜', в которой величину /^вычис
лим из условия равновесия (1.17). Величинам /<(л|. а’Л|, (г2 — г, — /7)"’՝ 
будут соответствовать числа, определяемые из соотношений (1.15), 
(1.12) и первого уравнения системы (1.14). Эти величины сходятся 
соответственно к величинам К, а. (б2 — г1 — Н).

Таблица 2

С • .V <1 20 .г- 0.40 х 0.60 х =0.80 х=0.90 х 0.95

II 2 О 97513 0.90524 0.80257 0.68238 0.61993 0.58853
0.00 л 5 0.97492 0.90455 0 80143 0.68100 0 61842 0.58684

п 6 0 97492 0-90454 0.80142 0.68101 0 61846 0.58691

л = 2 0,96780 0.87436 0.72245 0.46753 0.22217 0.07710
0.05 л = 5 0.96715 0.87178 0.71659 0.46224 0.22361 0.07075

л=6 0.96716 0.87183 0.71679 0.46’51 0.22351 0 07121

п 2 0.96147 0.84754 0.65399 0.33390 0.11485 0 02648
0.10 л֊5 0.96096 0.84590 0 65203 0.33482 0.11618 о 02909

л=6 0.Г6097 0.84592 0 65207 0.33482 0.11618 0 02924

л = 2 0.94491 0.78187 0.51522 0.17744 0 04363 0.00999
0.25 п 5 0.91489 0 78200 0.51569 0.17750 0 04347 0 00890

л = 6 0.94489 0.78199 0.51567 0.17749 0.04346 0 00887

п 2 0.91312 0.67388 0.353)6 0.08418 0.01689 0 00329
0.75 л 5 0.91277 0.67282 о 35189 0 08373 U 01681 0 00331

п 6 0.91277 0.67282 0 35189. 0,08373 0 0 681 0 00331

л=2 0 88767 0 60191 0,27571 О. Г.5635 и. 010.7.» и 00198
2.00 л 5 О 88732 0 60109 О 27509 0.05621 0 U Ш37 0 U0198

л - 6 0.88732 0 60 К И) 0 27509 0.05621 0.01057 0 00198

л 2 0.87416 0.56797 0.24717 0 04725 (1 <Ю868 0 00161
5.00 п 5 О S74O4 0.56773 0.24501 0 04722 0 W867 О 00161

л 6 0 87404 0.56773 0.24501 0 04722 0 «0867 0 00161
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Последовательные приближения р'п՝ (?) быстро сходятся к функ
ции р(?), причем уже начиная с п 2, выражение |7/л)(?) /?(г)| ПРИ
любых значениях ; на участке контакта составляет доли процента 
от />(()).

Для иллюстрации эффективности предложенного метола и таб.1 2 
приведены значения функции

р(2ягс I? (ил։1)
р (О) (1 -г сгх'-}- (1 — л՜՜) ’

получаемые по второму (л - 2). пятом} (Н - 5) и шестому (н = <>) 
приближениям при т 2.9, а — 0.5 1т0 -53 ). р, С».2Ь7 (> 1),

при различных

Московский паучш» .и дона тглвгкий 
и проектный ннсгнгу; систем сетевою 

планирования и управления
в промышленности Поступила 28 VI 1979

II. II. ՌԱՈ1>Ն11Վ1՚2

ՄՈՏԻԿ ՇԱՌԱՎԻՂՆԵՐՈՎ ԱՆՀԱՐՌ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ 
. ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ ԼՈԻԱՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Մոտիկ շառավիղներ ունեցող անհարթ մ ար՛մ ինն եր ի ’ամար դիտարկվող 
կոնտակտային իւնղիրր բերված I. նորմալ ճնշման նկատմամբ ոչ ղծային 
ինտ եդրալ հավասարման։ Տվ/ալ հավասարման լուծմ ան համար առաջարկված 
Լ արտդ ղուղամիտվող իտեոացիոն պրոցես։ Կատարված > աշ-վտրկներր ցույց 
են տվել, որ ,1,յդ պրոցեսում երկրորդ մոտավորոէթյոէնր պրակտիկորեն 
'ամրնկնում է հավասարման լուծման հետ։

ON SOLUTION OF A CONTACT PROBLEM FOR ROUGH 
SOLIDS WITH CLOSE RADII

A. S. RABINOVICH

S n in m a r }

The contact problem for rough solids with elost radii i՝ reduced to 
a non-linear integral equation with respect to nominal pressure. A rapi
dly approximated iteration process is suggested for the solution of (lie 
equation. The calculations show «that i:i this process the second approxi
mation practically coincides with the solution of the cquat ՝.

JI И T E P A T У P A

I Штаерман И Я Конгами;։« задача теории упрнхк-и. V, . [ oi irxn.uai 1919
2. Рабинович А С () решении контактных там дан шерохоаагыч . л Нлв \Н 

СССР. МТТ. 1979. № 1.
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2ИЗ»|1иНП, ЩЦ ЧФ811ЬН-ЗП1«ШЯ‘1« иИШМйГЬавЬ 8ЬЧ.1й|Ц<Ы»Р 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Йь^ишЬ^ш XXXIV. № 1. 1981 Механика

.'1 Д. ЛЗЛТЯН

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ 
ПРИ ДИФРАКЦИИ СИЛЬНОЙ МАГНИТОГАЗОДИНАМИЧЕСКОИ 

УДХРИОИ ВОЛНЫ ОКОЛО УГЛА, БЛИЗКОГО 
К РАЗВЕРНУТОМУ

В настоящей работе рассматривается нестационарная простран
ственная задача о движении электропроводящей сжимаемой жидкости 
в магнитном поле при дифракции сильной магнитогазодннампчсскоп 
ударной волны около угла, стороны которого образуют угол, близкий 
к " При отсутствии магнитного поля данная задача рассмотрена 
в [1]. Исследование слабых ударных воли дано в |2]. |3| Задачи и 
взаимодействии сильных ударных воли с тонкими телами изучались

Как указано в [6], в магнитной ։ азодинамике почти отсутствуют 
результаты по решению пространственных нестационарных задач, вме
сте с гем решение задач но отражению магни гогазодина.мических удар
ных воли от преград представляет как теоретический, так и практиче
ский »пиорее. В работах [II 13] дастся решение ряда задач о ди
фракции сильных магмитогазодннамических ударных волн п проника
нии клина в жидкость метолом Смирнова—Соболева [7].

В § : наеюя1Ц1.н работы р.кдма ։ ривиется гадача о дифракции 
сильной магнитогазодинамической ударной волны около углу, близко
го к -, причем плоскость ударной волны до начала дифракции перпен
дикулярна. а начальное магии։ное ноле параллельно одной из сторон 
угла. Здесь определены параметры ։ а ։а за скачком, и методами [7] и 
[1] приведено решение соответствующей граничной задач։:.

В § 2 проведено устранение особенностей линейного решения на 
магнитозвуковом волне методом [2].

§ I. Пусть плоская сильная магнитогазодинамнческая ударная во., 
на движется со скоростью (7П в покоящемся электропроводящем азе, 
ограниченном плоской стенкой, стороны которой образуют угол (тс- <), 
выпуклый по отношению к течению. -Ударная волна перпендикулярна

•.тон из сторон стенки, начальное магнитное поле Во предположен,'.» 
перпендикулярным плоскости скачка и постоянным. Начало координат 
О сиск-мы (Д', К) выбрано в вершине угла, направление осей ОХ, ОУ 
указано на фиг. I Поел։ достижения скачком вершины угла О имеет 
место .»»»фраки։ ониая картина (фиг. 1). Так как угол мал. то влияние 
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угла можно рассматривать как малое возмущение скачка причем 
искривленную часть скачка CD можно рассматривать как результа! 
паления ударной волны, сопровождаемо:о дифракцией Область нераи
номерного течения A BCD примыкает 
;а фронтом невозму щепного скачка 
■\ВС, последняя образует ipanmiy, до 

ния, порожденная малым утлом о.
В обычной газодинамике граница 
ЛВС будет представлять собой дугу 
окружности радиуса а. где с — 
местная скорость звука Пусть ин
дексом О обозначены параметры 
покоящегося газа впереди магнито- 
газо ди на ми ческой ударной волны, 
индекс 1 будем пригшсывагь давле
нию Р, плотности у, скорости частиц 

газа у, магиитому полю В, мест

< области равномерного течения 
по дуге мапштозвуковой волны 
которой дошла водна возмуше-

Ф: 1 . I.

ной скорости звука с за фронтом
нёвозмущенной ударной волны (прямолинейный участок скачка), а в об 
ласти неравномерного течения АВСА) всем величинам будем приписы 
вать индекс 2. Определим течение позади невозмущенной ударной вол

ны. Так как вектор В, перпендикулярен плоскости скачка (параллелен 
скоростям частиц газа), то параметры газа за прямолинейной частью 
скачка определяются и* соотношений на прямом скачке уплотнения га
зовой динамики [ I |

, _ 27ДР-(7-1) . (;+ W
’ Т(д 4 П/И= ''°'” /։ (т-1)#'4-2'°

Здесь АТ— —- — число Маха падающей ударной волн։... Для 
7 <0

; — значения -этих вел.■.чин дань: в |1]. Вк- гем обозначение 
■ ■’§■՛

Мх = ^ =----- ------------------------------- 2-^:И£՜.12---------------- (1.2)

(Др։/Р1) ’ 12ТЛГ - (: - 1) |21(7 - П ЛГ 4- 21 ■’

Здесь, как и в соответствующей щдачс газовой динамики [I]. во.
можны дозвуковое и сверхзвуковое течения газа

Для определенности рассмотрим случай Л1, < I. причем для
М, >֊ I рассмотрение изменится незначительно |1]. В области нерав

номерного течения ABCD параметры Р..у.:, </... В* будут отличаться от 
параметров с индексом 1 на величины порядка < и для п-.х-оАления вс- 
лич ни
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Р>-№։ ? = ; = (1.3
Мг| Р։ 7: у

Р։ 71

может быть применена теория возмущений Линеаризуя по о уранис 
ни» магнитно! мнки олучим в переменны ՛ \ </,/. //=)

<>Ь, пу <)у
<И 4- ду

*։

'7л. Вх <1г
<Н ч <’х

И

ду др* Н՝ / ЦЬ, дЬк \
<д 1 ду ՝ дх ду )

(1.4)
<•!>* ։ / ди_ \ ди дР^_
д! 1 ՝ дх ду) д։ ‘ дх

Здесь ц. г проекннн вектора </ на осп Ох. Ор Учитывая автомо 
дельноеы. О1Д.Р1И. можно внести координаты

•У~ <М V
г։/ ’ с/

и сократить число измерении задачи 
(I .-I) запишутся в виде

. аЬ, , оЬ։ И. ду
-—Г + - -------Г—-•д^ дт, -- д^

<՝>?;

, дЬу сЬ, Ву цу 
д’ ‘ (Ь, 4- </;

‘ М*|

. (ге ду оРлZ — ֊ ----- =-------------
г>: (Ь, <гг

с трех до двух Тогда уравнения

дР* др _ ди ду
7; 4 дг{ д’ дт1

. ии а и оР* ..
:------- т.------  --= ------- (1.0)

</; дт, <1\

Ву . оЬ >, оЬх у
у \ о\ дгу )

И.ч плоскости :. г, область неравномерного течения имеет вид (фиг 2). 
В .1иненной постановке кривая СР (фиг I) заменяется отрезком С,/), 
прямой линив с - А’., (фиг 2). причем на С,Р,

. Ьр 7.1 

<՜! 2:31» (; I)

а стенка АО1) аппроксимируется прямолинейным отрезком Л։О/)։ сни 
ц 0. Граничное условье на стенке выражается равенством у 0 для 
;< - .И։ и т -С для где ( Л!։. 0) координаты пер-
ШИНЫ угла । си теме (;. Т_). Ни граничной дуге Л։/У/\

Р* О (1.6>
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тах как дуга является поверхностью слабого разрыва, на кото 
рой все функции, в частности, давление непрерывны

Далее с использованием граничных условии на стенке и дуге 
показывается, что задача определения течения в области ди

фракции может быть решена независимо от задачи определения .маг
нитного юля внутри клина {В]. Действительно, из второю уравнения
системы (1.5) получаем, что при — О 
(на стенке) - const. В силу непрерыв
ности функций in дуге .4։Й,С։ (на

A։i5jC։ имеем Я։ zL, о и) прини
маем, что для ;<^ .41, (слева от вер
шины) ду = б, тогда, как следует из
(1.5). для •> - Л/։

Проекция вектора на нормаль к стенке будет

- Л’|Л ) (/l?\ 11

Отсюда видно, что силовые линии магнитного поля обтекают стенку, 
следовательно, данная задача решается вне зависимости от задачи 
определения магнитного поля в клине, который может быть как прово
дящим, так и диэлектриком |8|.

Найдем граничное условие для возмущенного давления Р* на стен 
ке и в окрестности вершины угла. Из системы (1 4) можно получить

I схВ\ д* ( в\ \ о- ] 0/^ J&._____о= \ 1-х
| 4-&։ дх՝ \ V <№ ] Оу \ <н2 4кр։ <ix" ) д! 1

При //= О правая часть (1.7) обращается н нуль, следовательно, на 
стенке можно полагать

дР* дР*
----------  ---------- ----- II

ду drt
U-8)

Условие в вершине угла получается из (1.7), где учтено, что на стенке

•п -□(.¥)( — 5), V - л* ?։/, что позволяет полагать — = <]՝ ֊ •
О/ д о,\

Здесь о (Л') — единичная функция. Тогда из (1.7) получается при 
у - ^=0

г‘”дР* .. W(4-?։<7;-Я?)

—.И ։—»

(1.9)
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Для тоги, чтобы найти граничное условие па • /г0, представим возму
щенный фронт ВОЛНЫ В Bll.lt

* — 4-/(

где /(■/<) функция, определяющая непзнес։ ную форму возмущенной 
ударной волны CD. Записывая соотношения магнитной газодинами
ки [8], выполняющиеся па скачке CD и линеаризуя их относительно 
потока за Прямолинейным скачком, получим систему уравнений, роте 
нис которой после исключения функции / имеет вид

« . (1.Ю)' 07, <f\ Ö >i
на : = А’о

где коэффициенты /1. Н. ( следующие:

I
А 27 ЛР -(7-1) 2 (.И2 4֊ 1)

(7- 1)57-' 4-2 2ЛР

21(7- D.W-4-2-(7 4 1)Л7а!
(1.11)

__ 1_
с =________ gt(7 ; 1)(М՜' 1)___________ 4* (7 4-II ж | -

2|J:'<7 - ИЛР 17-1)57“ -21 (7 -0-И*'4-2 I

Исключая из уравнений <1 10) и. <•. /?., с помощью уравнений движения 
(1.5), получим граничное условие па ; = А’о для одной только функ
ции Р'

<>Р*:(Р. (А, ’ — МУ. '' |9)
с>Р^;01, 1 —

I) дополнение к (1 12) берется также условие па ; — подучаемое из 
(1.10). а также из условий а - 0 в точке С, и 1՛ --- Ь в точке I),

öv . {' В ()РК .
<i ft I г, drt

(1.13)

где интегрированно ведется вдоль скачка C,D,.
Итак, решается система уравнений (1.4) или (1.5) в облает диф

ракции (фш 2) с граничными условиями (1.6). (1.8). (1.9),
(I 12) в (1.13). Для решения сформулированной граничной задачи при
меняется метод Смирнова-Соболева |7|. который справедлив для 
произвольной гиперболической системы уравнений с постоянными ко- 
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эффицйентами для грех независимых переменных л, у, ;. Метод Смир
нова—Соболева позволяет привести сформулированную отдачу к гра
ничной задаче аналитической функции и далее реша ть уравнение Лап
ласа с заданными граничными условиями. Согласно /тому методу, ре 
шение системы (1.4) ищется в виде действительной части аналитиче
ской функции комплексного переменного л

• . йу — Ке И... (а). Р • ~ Ке Р (а)

где «- комплексная переменная, зависящая «и л. у, : в виде

и = Не 1\(я), V Ре (*), Ьк . ре В (?)
(1.14)

зл* ‘ ?(«)№* (1.15)

Подставляя (1 1 1.1 в (II) и используя (1.15) можно получить соотно
шения

где

Г (а) ,аг։Р'(3). Г, (а) = Р'(х)
Во

•

у 1‘о — .‘о

(1.16)

и диспе рсионное уравнение для ?•(»). решение которое в переменных 
ах—су». р, — имеет вил

^.-1
’ 1 -г- ь՝р — а-,

где

(1.17)

.,2 _л_

Здесь и далее индекс I отброшен.
Полагая н (I 15) ? действительным и постоянным, получаем уран-

неиие плоских волн .Уравнение точечной магиитозвуковой волны
•■1,5,0,, произведенной в момент / = 0 вершиной угли, цччея как оги
бающая плоских воли в ви те

( — и«|ф (л, У )

М - ?<’(.) У ֊ ^ЛНФР

т и' (:71>) >՛ = 0

(1.13)

где параметры ?0, 5 (а0) — действительны. Вне точечной магнитозву
ковой нр.чны уравнение (1.15) имеет действительные тнамения а.а, Р (»0), 
а внутри —а имеет комплексные значения.
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Введем комплексную плоскость Л' - = Z +֊ йч В плоскости К
2

стенке ДОГ) ц чагннтозяуконой волне будет соответствовать
часть действительной оси О’, что же касается отрезка C,Dt. то при ис
пользовании функции 3(х> в виде |1 17| образом C,D, будет довольно 
сложная кривая. В дальнейшем для того, чтобы привести задачу к ре
шению уранист : Лапласа для возмущенною заиления P' в некоторой 
канонической области, предполагаем параметр а. малым и заменяем 
(Их) формулой

В(х)мл’) ֊^L < 6 i (i.i9>
<>< о

Титла вблизи ударной полны С,[), получим

Функция (1.20) отображает область плоскости >, на верхнюю полу
плоскость комплексной плоскости С, р с выброшенной частью, ограни- 
Ценной кривой и частью действительной оси

-2-Д;-1=0

(1.21)

I (ромежу тки

«»<:<—1. —<:<<» о.2Г)

соответствуют дуге А,К,. стенке и дуге в։С։. кривая (1.21) соот
ветствует скачку С,О. Таким образом. Р* как действительная часть 
аналитической функции Р(х) будет удовлетворять уравнению Лапласа 
и переменных '. и в области, определяемой соотношениями (1.21) и 
|1 2 Г) Далее совершается конформное отображение

2г
А՛- » К г- — Й*. %<••» (1.22)

переводящее обра < области дифракции в плоскости А' на область
и комплексной ПЛОСКОСТИ • — [«cosO. ■» = [.$։и ՛;. ограничен

ной отрезком - «>. дугой окружности е тинич-

It՛ I" ради՝.» .1 ■ lyruft 01

2pcosrJ A-w(I г/) (1.23)
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с пев’. ром в точке которая пересекает окружность у 1

точке (#0, А’о) пол прямим углом (фиг. 3), здесь /г0 ) I — к* Здесь
следует отметить, что в результате этого 
отображения мы получаем область та
кой же формы, что и в обычной газо
динамике [1]. Преобразуем (1.9) и (1.12) 
к переменным р, 0. Согласно (1.20) и 
(1.22) связь между плоскостями т, и 
Р, б можно взять в виде

(1.24)

Опуская громоздкие, но простые выкладки, получаем условие (1.9) в 
плоскости о, б в виде

„ г др* .. I <4-м1--я?)мЗ
(1.25)

где

Лф.
<(1 —Л1?) 

2Л4,

в

Условие (1.12) а плоскости у, 6 запишется в виде

дР*(дп 
дР*}дь

|(Л+ *„)(*»•’-■ - Ц(ка.}-Л'г'>
1

(А'о)2(1 ֊ ЙвесЧ)2

/г0. = ) 1 - , А'О. Ао Ф а' (
(1.26)

/։, $ отсчитываются по нормали и касательной к (1.23).
Интегральное условие на ударной волне С О., дается формулой 

(1.13), где

(1.27)

Соотношение (1.27) имеет место на ударной волне.
На дуто А,В.С. давление непрерывно, следовательно.

а на стенке
Р* = 0 на АВС (128)

ЛР»-^—-•=0 (1.29)
д՝)

3 Известия АН Армянской ССР. Механика» А? 1
33



Таким образом, сложную краевую задачу о дифракции магнитогазо- 
дннамической ударной волны путем аппроксимации функции 8 (а), 
примененной лишь в окрестности ударной волны С,О,. удалось привс 
стн и плоскости р, 0 к следующей краевой задаче для функции Р'. 
Ищется функция Р՜ (?. &). удовлетворяющая уравнении) Лапласа в об 
ласти, границы которой определяются соотношениями

и (123) (фш 3) при граничных условиях (125) (129)
.9та граничная <здача лишь значениями постоянных отличается от 

соответствующей газодинамической »адзчи, поэтому (алее применяет֊ 
см метод Л ай г.хил.1.1 ( I ]

Гак как в плоскости р. & граничные условия неудобны, то приме* 
няюгся дополнительные конформные преобразования

/ /*,.)(/------------ 2--„ )■ з ?.*՛• (W

I ±-
r, T(Z4Z;). = (1.31)

Преобразование (130) переводи՜ область плоскости '. ՝* в первый квад
рант с выброшенной четвертью единичной։ круга с центром в начале 
координат на плоскости 7. При этом дуге А.R.С., на которой р = 1, 
соответствует часть мнимой оси <л,։. отрезок Л.ОО переходят в дугу 
окружности единичного радиуса, а дуга С.О. окружности (1.23) перехо
дит в часть действительной осн О-։

Граничные условия (1.25)—(1.29) преобразуются к переменным 
£։. г ։. Здесь приводится только условие (1.26). записанное в плоско
сти 7.

|(Л д- I- I)
()P*ivn _______________ 7- + 1_____________________k\(77- 1)
dP*fts I 2(MJZ \

' 77 *- I /

Преобразование (131) переводит область mockocth 7. в верхнюю полу 
плоскость комплексной плоскости z,. причем волне А,В,С. буле։ соот
ветствовать отрезок действительной оси оо <х,< 1, стенке будет 
соответстионять промежуток 1<х,<1. а ударной волне C.D про
межуток 1 < х, < ос. Условие (1.26) на ударной волне C.J) п плоско
сти г, за пишется, н виде

֊kF1*--11

(<)’ | 2 (,т։ - i)
(1.32) 

3-1



при у, = 0. 1<\с <^эо. На интервале —1<Гл։<^1. у։ — 0 имеем

*У1
(1.33)

причем в окрест иск г и вершины угла условие (125) примет вид

, р/Р* . 1Цт I------- б/л։ ——............. ..............................................
г.-«.’ оу. И֊ И;'. 4г?,?;с1 Н>(<;5 <֊■)

В плоскости г, вершине угла соответствует точка 

(.и, - *з)г - (.и; 1)(*о>3 г ч .
* (МЛ + п*

На интервале оо С г, < I. у, 0 имеем

(1.34)

Л<։

Интегральное \словно па С։1). примет вид

/А/?!—1 )' А-е/.г =л (1.36)
.] Ав \ лг։ — I / ах.

Здесь использовано соотношение

имеющее место на С О,.
Таким обрезом, пришли к следе тошен краевой задаче: решить 

уравнение Лапласа для возмущенного давления Р* |х,. у,} в области, 
представляющей собой верхнюю полуплоскость комплексной плоско 
стн г, при граничных условиях՜ (132) (1.36) Решение для функции

«(*») -
оР‘
*>’1

. о/>’... ։---

находится мокшим .Чвнтхилла в виде [1]

_____  Д?|£(м֊^֊Н  
1 д_

-Л-Оф, И?, -/(г, 1)4
(1.37)

где I) и Е определяются кз граничных условии (1.34) и М.36)

I
<1 • Г.։1 ИХ -^(1

Г|1 ,и;.|’ |ЬМ;

I

^1
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I
(1 -AI?.)2 (МАЧ l)4^M?c?4-^(9?-q)]

I
2B(MX + k.\ (1 - M*}2 (4Wj ֊

- jF (g* 4- (ft» 4- T») _ 4- ß» 4- 7*
a*ß« «Л1»

где 7* — 1 — a\> = 2 (Л4Х-}-Ло^/(ЛМо • I)2» a Ä* и ß* определяются из 
уравнений

. . о . 12՜ (V
։* ~г рж — ----------------- ;-------------- ;----------------------- i----

1(4 4 Ы (/<,.)= - к.(*4-'| (МС֊ЯММ8

а ß =._______________ 2Bk0(^_______________
* * I (А -г Ло) (ь;,у - к0 (A^j (А«)*’ Вк0 (Ао.)5

Таким образом, получено решение задачи о дифракции сильной 
магнитогазодииамической ударной волны около угла, близкого к раз
вернутому, в форме (1.37).

Определим форму искривленной ударной волны CD (в линейной 
постановке для ударной волны имеем ; k0. f{rt) ֊_ 0). Наклон каса
тельной в произвольной точке ударной волны к осн (>ц определяется по 
формуле

dz 14 \֊ = f N

Из соотношений, которые должны выполняться на косом скачке уплот
нения в магнитной газодинамике [8], можно получить

Согласно уравнению (1.10) на ударной волне С,/), имеет место

.1 и

где уо есть <начеиие ;• в точке 1>. которое равно о. то есть

_ ։ + ((1֊39)

Подставляя (1.39) в (1,38), получим
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Далее основное внимание уделяется исследованию полученного реше
ния в окрестности фронта м.и нитозвуковой полны ЛВС.

§ 2. Уравнение магннтозвуковой волны ЛЯС дастся формулой 
(1.18). Полагая вблизи волны з = а0-(-з', подставляя в уравнение 
(1.15) и учитывая (1 18). получим

а'՜՜ ‘V ֊Г՜«»«)? ’ 12Л)

Из формул (1.22). (1.30). (1.31). (2.1) вблизи части — Л*1 ։
действительной осн Ох,. соответствующей волне ЛВС. можно получить

•Ч у('։ + ֊՝)- У. - -֊=-1 ' ֊ Ь-ФР (22)
2 \ <• / 1 t

где 
. . , . cos — cos 6zx COS h, kb - COS Z, I =i ֊------ :------------—

1 - cos(? — 6)

/ (6) = sin? (cose - cos6)‘~ [1 — cos0 — ?)]* <•. 2(P — *<£')
1 sin (f [1 — cos(6 — ։)|’(COS z — cosG)’ |z —

Из формулы (1.37) на интервале <х։< I действительной оси 
плоскости г,, соответствующем магнитозвуковой волне ЛИС. имеем

«. (9) =------- т---- ^1^. п-1)------------
(•«?֊ 1)Г(х, - х։)|>. + (1-х։)т| [?. + (! - лг.) ‘ |

Из (2.3) с учетом того, что впереди волны ЛИС Р‘ 0. получим

р = р։7։с։Р- = 1-7 - =. / /ЛМ4Ф֊ (2.4)
V ( 

где
Л(6)=М։^:<^Л(^)
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Полученное линейное решение (2.4) имеет особенность на волне АИС, 
dP , ri >AJJ

гак как на ней производная ----- бесконечна. Для устранения особенно-dt
стп линейного решения вблизи волны и получения равномерно точного 
нелинейного решения применим метод [2| замены в линейном реше
нии (2.4) характеристической переменной. Тогда нелинейное решение 
в окрестности волны ЛВС получится в виде

р=А<Э| (2.51
I t

где //. = const есть уже уравнение нелинейных характеристик позэ.н՛ 
волны ЛВС. Уравнение характеристики можно получить из уравнении 
для скорости поверхности волны /'(х. у. 0=0

dF 
di

I grad /Д
= С , 4- V\

где Сл 4՜ есть нормальная 
нормальная к волне скорость 
в нелинейной задаче [8]

скорость магнитозвуковой волны. V. 
частицы, причем имеет место уравнен

о2 О-
Сп — (г- -г a:) CJ 4 = 0. rtf - > aî" = -4^

С„ нормальная скорость волны относительно частиц газа. Для 
(»ости магнитозвуковой волны имеем г. первом порядке отнойггс 

(2J

(271

ско-

возмущенного давления Р

Ся 4- Vn ֊ сп 4- Ua 4- ^Р

где с„ 4՜ Т'п нормальная скорость волны для ценозмущенного поток* 
Значение А' можно получить из (2.7). записанного в первом порялм 
относительно Р. и с использованием условий совместности на во.ни 
или (1.16) в виде

т + 1 < - “Ï , 3 g? - <
2 cf t ef֊2^ 4 2 с; т а-֊ 2с;

1!з уравнения (2.6) в силу соотношений

. ,,, . . . dF dp dp . dP - . I
grad P = — ; grad '1—» — -— д-------» Israel-)

(к dt m di - o-

получится 19]

_ A /< Где < <• 4֊ Ол (2Л)àt K '
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Подставляя (2.5) в (2.8) и интегрируя, получим уравнение нелинейных 
характеристик

. — С *° £0) , 
+Уг

о

(2.9)

Формулы (2.5) и (2.9) дают параметрическое представление нелиней
ного решения .։ окрестности волны ЛВС. Условие на слабой ударной 
волне можно получить в виде [9]

it-.
at

z° Р
9 (2-Ю)

ктавляя (2.9) в (2.10) п интегрируя, получим формулу, выражаю
щую у. через I иа ударной волне

3 х°
2 еп

/^(G)| t (2.11)

Из згой формулы видно, что ударная волна существует при В (0) > 0; 
то есть при &<0, при /3(0) <^0, о^>0 имеет место непрерывный пе
реход (действительной ударной волны не существует). Давление нахо
дится по формуле (2.5) в виде

3 х°
2

(2.12)

то есть Р есть малая порядка 1՝. Уравнение ударной волны получится 
и виде

О / О \2
- = ֊—(֊-) («)/ = /-/«фр (2.13)

4 '.ЯЛ

то есть ударная волна находится впереди .магнитозвуковой волны - 0.
Вблизи точки С, в которой 0 можно полагать 0 — ՛;• — О',

и. согласно (2.2), (2.3), (2-1), получится

Я(&) =_________ =_________2/;/^,_____________________
(а*0' -г- 1 2 sin '«) (О' 8* ]'2 sjn ®) (sin ф 4- 0' cos с?)

откуда видно, что при 6'- 0. то есть в точке С. В ((р = О и ударная 
аолня в этой точке затухает. В газовой динамике этот факт отмечен 
• [Ю].
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ՀԵՂՈՒԿԻ ՇԱՐԺՄԱՆ ՊԱՐԱՄԵՏՐԵՐԻ ՈՐՈՇՈՒՄԸ ՓՌՎԱԾԻՆ ՄՈՏԻԿ 
ԱՆԿՅԱՆ ՇՈՒՐՋԸ ՈՒԺԵՂ ՄԱԴՆԻՍԱԴԱՋԱԴԻՆԱՄՒԿԱԿԱՆ ՀԱՐՎԱԾԱՅԻՆ

ԱԼԻՔԻ ԴԻՖՐԱԿՑԻԱՅԻ ԺԱՄԱՆԱԿ

Ա մ փ ո փ ո է մ

Աշխատանքում գի ս։ արկվո ւմ է ուժեղ մ ա դնի սա գա զաղին ա մ ի կ ական հար

վածային աչիրի ,ւիվ,րս'^տիս'յի Ւ՚^՚դՒԲԸ պատի Հւ՚ւրջր՝ սրի կողմերը կազմում 
են շարժման ուղղության նկատմամր (1Հ — օ) ուռուցիկ անկյուն: Հաստատուն 
ինտենսիվություն ունեցող հարվածային ալիքի ետևում շարժման պարամետ
րերի համար գտնված են անալիտիկ առնչություններ։ Սմիրնով-Սորոյևի մե
թոդի կիրառում ից հետո անալիտիկ ֆունկցիաների որոշման հս/մար ստաց֊ 
վում է եզրային խնդիր. որր լուծվում Լ Լայթխիլլի մեթոդով։ Կ ա տ Ա) ր վո ւ մ /. 
ստացված գծային լուծման եզակիության վերացումր արագ մաւլնիսաակուս- 
տիկ ալիքի վրա, ինչպես նաև ուսումնասիրվում /; գծային լուծումը դանդաղ 
մ ագնիսաակու/։ւ//իկ “'/իքի եզակի կետի շրջակայքում է

THE DETERMINATION OF MOTION PARAMETERS 
OF THE FLUID IN THE PROBLEM FOR DIFFRACTION 

OF A STRONG MAGNETOGASDYNAMIC SHOCK WAVE 
AT THE ANGLE CLOSE TO A BLUNT ONE

I.. I). A.ZATIAN

S и in in а г у

The problem for diffraction of a strong magnetogasdynamic shock 
wave near the wall, with sides forming (- - 5) angle, convex to the 
How. is considered. The analytical relations for the motion parameters 
behind the shock wave of constant strength are found. Applying the 
Smirnov—Sobolev method, the boundary value problem for detetmination 
of analytical functions is obtained and solved by the Lighthill method. 
The elimination of the singularity of the obtained linear solution on a 
fast magnetoacoustic wave is carried out.

The Investigation of the linear solution in the vicinity of a singular 
point of a slow magnetoacoustic wave is also made.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏ11Ի^ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ А К адемин наук, армянской с с р 
(ռխճնիկ^՜՜ XXXIV, №1. 1981 Механика

Л. В. АБРАМЯН

К УСТОЙЧИВОСТИ ОРТОТРОН; ЮИ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 
ПЛАСТИНКИ ПРИ СМЕШАННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

В настоящей работе рассматривается устойчивость равномерно 
сжатой в одном направлении ортотропной прямоугольной пластинки 
с конечной сдвиговой жесткостью при следующих граничных условиях: 
стороны, к которым приложены усилия, свободно оперты, а на двух дру
гих заданы смешанные граничные условия: часть кромки защемлена, 
а остальная част։, шарнирно оперта.

Подобные задачи для изотропной пластинки без учета поперечных 
сдвигов рассматривались в работах [1]. [2].

I, Уравнения устойчивости ортотропной пластинки конечной едва 
говой жесткости имеют вид [3]

ժշ , (Лр 12Р ԺԽ
Ох ' Оу й3 дх՝1

1 «п ~ + (в1։ 2вя) - I »
I ох4 (/хду- I

й-
II)

-+ ; .. )?-т ««'УЛ. лвй) —լ-1 — о п.о
Оу- / охду I

! Г )'? </55(^12 I #««)------ ----  -|- }• = О
Ох֊ / ОхОу

Здесь сохранены обозначения [3].
Имеем следующие граничные условия (фнг. I):

на краях .V = 0, а

и/ - փ = О

- Ո էք*ս՝ л' 
ժր Հ 10 II

1
Ох

(1.2)
) = 

ду /
0

42



на краях у = ± b

w = ч =---------  0 при 0 < х < с
dy

да =<р = О при с < х ■֊'֊. и (1.3)

М. = - Da^ - DK+ 4 (а„D* i = О
дуг дх* 10 \ (fy дх /

Решение системы (1.1). удовлетво
ряющее граничным условиям (1.2), 
ищем в виде рядов

W-V UZm(y) Sin ~х

“ т-
f = 2фа (у) c°s— Л- (1.1) 

т-1

v = V i (у) sin -П^֊ х 
А т ■" а Л7=1

Подставляя (1.4) в (1.1) и исключая функции Фг>։ (у) и |„(у), придем 
к следующему дифференциальному уравнению для №,.,(>'):

*։Й(У) + h՝!՝ О". в» . АЛ
вм ՝ в„)

ю

[wLv(y) + x* 1^, 2 j а_“_ 
bss

^11____ / 2 , ^12 \ ^YL I
' Bn V ’ ) B22 f

Bi2 \ _ Г2Р I auhb- 
/ /i3 | 10 BKV ВJ '

֊-—( i - ֊“-&Л1
' aw вв6 /f U'" <y) -----(10 + A=X’a«5„) - BUX= +

^55 *^22 Bfif.

12P
10A3

(10 г A‘T=/i1A45) U7«(y) 0 (1-5)

m- 
k =-------

Л

Учшывая, что в уравнении (1.5) участвуют лишь четные производные.
ллр;о.1еристичсское уравнение представим в виде (М՜'.,, (у) = е՝'1у)

Z* ф fljZ2 4-<?2Z - ал = 0
где

Z = Л2ДГ

(1.6)

(1.7)
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а, - 10 . А1_ _ ^12/0 ՛ А-Л - 12/^44 

а„ 1 Нк && \ ^66 / 10Й

«3 ֊ !1-----дП „ (10 |- нйн
а^вквм\

12Р 
юлв„

(10 -Г Р#па») - 11

и - йгл£

При фиксированных значениях Р и упругих коэффициентов харак
тер корней уравнения (1.6) находится в зависимости от числа полу
волн т Численное исследование показывает, что при этом возможны 
три случая

а) 1 т одни из корней уравнения (1.6) отрицательный, а 
два других положительны. Этот вариант для случая неупругой пря
моугольной пластинки с однородными граничными условиями подроб
но исследован в работе [4] ;

б) гп, < гп все три корня положительны;
в) т > т.. действительный корень - положительный, а два дру

гих комплексно-сопряженные.
Понятно, что /??, и /п, в зависимости от геометрических и физических 

параметров пластинки принимают различные значения.
Общие решения (1.5) для каждого из перечисленных случаев 

будут:
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б) (у) = С? §11 ш։у -г Ст’ СИ иду 4֊ Ст* $11 и>3у -ф

4֊ СЙ’ С11 <»ау 4- С<? §Ь е.3у 4- сЬ ш3у (1.11)

где а... и шд, как и в случае а), принимают значения (1.10). а будет-

Ш։= л1 =т|~2|/ ~тео$(т_т)՜“з՜ (1Д2)
в) Ц7,.։ (у) = с!’ 5Ь н։у — С),;' ей .о։у — (С;? со 8 /у 4- Й'51П /у) ей $у 4-

4֊ (С«’ соз /у 4- СЙ’51п /у) зй $у (1.13)
где

1 . —о---------<՛>! = — | 2а — а1 
К

_______  (1.14)
$ = 1 | « • V 4- Т '' = _1___________ 22_________

՝ А I 2 I ’ ‘а 12(5 4-1 4- Т») Р

здесь ант; определяются следующим об разом :
при с>0

5 = | -֊- 23 — . Г) = у ֊ созес 23

з < х" 9 /■ / 5 \3V •₽։=). |8у- ‘^ = 41/(т)
при с<0

а “ |/՜—созес 23— • »] = у — ;с1"2о

В дальнейшем, при определении критических усилий нз бесконечных 
систем уравнений (1.25). вполне достаточно оставить столько уравне
ний. число которых меньше, чем ;.ч. Только поэтому формулы для слу
чая ш > ш. не приводятся.

Имея выражения И/,,, (у), для определения Ф,.։ (у) и ?Л(у) получаем 
неоднородные дифференциальные уравнения. Не вдаваясь в подробно
сти, приводим общие решения этих уравнений:

а) ф« (У) = С.5' -4։$ш<оду ■- Соз ш։у4- Ф!п (у)

т’гп (у) с!;/?։ соб^у 1 Сл'7?։ $։п «1։у ?!л(у)
(1.15)

б) фт (у) й’ л! 811 Ш։у ф С%-> л; С11 иЧу ф (у)

'■рт (у) = в\ С11 <0։у ; в\ з11 <»։у 4- (у) 
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где введены следующие обозначения:

«>!» (у) ей1 Л. ։Ь «.у ей’ Л,сЬ И,у + СЙ’ Л, ,у ■ СЙ։ Л, сЬ «.։у

•?1.(у) = сй)а2сь<м՛ ֊ сй’в,5ь«։у+сй'влй"<։>՛ 1 сХ’в^ь .■>,>՛
~ 4- Ат1,о1

։ — <70 - (/,<»•

£<> + £1*5
’ О՝(, -+• '

, ЯоТ£1‘>? . +
Л1 = у----- у.—г • А. — —-----и 0 4- о,«»; </0 4 </։<»2

(1.16)

* -е-т-) « ^з>

| 1ОЙ \ Н* / В* I /ум

г; .. _  № 1 / £м Ку։ + Ки \
10 акНи ( Н„ а՜ Н„ ) ’ ' ~ ' К)

.Удовлетворяя ։рзннчным условиям (1.3). для коэффициентов СЦ' н
С{т получаем следующие системы уравнении:
1) для асимметричных форм потерн устойчивости

л»։ 81П

Л։-Д։
|(Л. Л։) (ш3с<Ь ш^Ь — и>3сй1

4- (Л3— Л;) («։ — «։с1Ь ®Л>)| 5П1 —— .г |
а

V гп>
*” 4 —Л 

т=1л,^։ ։ -
[ (Л2 Л1) («а (ЧЬ «>ай - <•՝- с!Ь ю2й) 4՜

4-(-43— Л։՛ (и^сЛЬ «։Л - «>։с1Ь ®2й)] 51п—- х 4- ... = 0
м»т|'|1+1

(0<х<с)
(1.17)

^со, ^’"Лкд.- л,)(Л1։ М։)+(Л։ А,)(М,-.М.)|5|П — х \-
А>֊Л։ а

+ 2 с'4>4^гК/'»--<><Л|«--м>։ +
т-тх. ։

4- (Л,-Л,)(/И։ -.И,)]։1п—л + - • -0 
а
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2.1 для симметричных форм потери устойчивости

У Си’;|(А2 А.) («311։ ^>ЛЬ .՛•- 11։ ш..£) - (А, — АЛ («>։ <>\Ь 4- 
Л ֊ А.,

+ «"ЛЬ о»^)] §1П-^֊ Л-4- V См1 - ——[(А- - А|) (%‘»3(1т ">Л1юи>)
а «То а,-а2

4֊ (А, — А.) («-՛. И1 <»гЬ — И1 и>.,£) | ?1П х -— • = О
а

(0<Л<Г)
(1.18)

2с<„։>—^-[(Л֊ Л,)(.-»а И,-А.)(Л/, ;И.)|51П — л-
Л А։ — А. и

+ V <:!,;> сЬ"А[(А. а;)(л;։֊.и.)-г
л։-д3

где

4֊(А3֊ А8)(ЛГ; М>))$т — л- - ... = () 
а

(г<л-< а)

л, о^>+4. (««о_®։»,

И" /
Л!՜ — !Х^՝\ 4֊ -^֊ (—/л-5/?։.>А։

А* /.И2 — — -г 1 (24|/Л._.Й2У1_. / о:Ъ/^2 А.

Л!5 - — />«•’" з г —- ( ~ •.՛ А3

(1.19)

а для коэффициентов С«’. С՜^’, С«\ С^՝ имеем:

а) Сй1 = Сй> 81 п 4 ֊А3 сЧ' ей’. $1п А» — А,
8 И ч>..Ь А, Ас 8Н А։֊А։

ей*֊ с'2’ С08 А. А3 сй‘= сЧ՛ СО 8 и>!^ А։-А1
сЬ о>.,Ь Аз А- сЬ. о»а/? Аз-Аг ’

(1.20)

г» сй-=с>!' §Ъ А> - А, (-><՛»_  /-.(О— '-т ьЬ «1։/; А., а;
811 Ш2д Аз - А3 $И ч»3/> Аз֊А3

ей'֊ ей- сГ1 А1 Ал _  /՝(■.’) СИ и>хЬ А= ֊ А։
с 11 и»2д Аз - А., сЬ ыхЬ А3 - А3
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Учитывая, что наименьшее значение критического усилия полу
чается в случае симметрии по отношению к оси х. в дальнейшем будем 
рассматривать лишь систему (1.18). Б то же время отметим что все 
дальнейшее исследование системы (1.18) аналогичным образом можно 
распространить и на (1-17).

Вводя обозначения

cos^Z, (Л> - /\) (М3 ֊ МА + (А3 A A (Mt - Лк)
Л3 — Ло т

(1 т</л։)
(1.21)

chy (Л> ֊ Лt) (М3 - Ж2) 4- < Д3 — Л г) (Л11 — МА
Д։ —Л2 т

(ту<^т < /т?г)

из (1.18) получим

V X»(l — A%)siii/n* = О (0<®<Р) 
т—1

(1.22)

V тХт sin тъ = О (р < « <к) 
/п-| 

где

Л,. _ . (А2—Л,)(i»>3th «»д/; — '>2thw.>b) (Л3—Л2)(о>։ tg*»yb tv.thw.d)
(Л,- л։)М - МА 4֊ (Л3 АА(Му-М2)

(1 т-<ту)
(1.23)

.. . (Д2 Л։) ('.ь3th vij/j— u^tli w2Z>) -f- (А3 — А2) (о՛, th шуЬ — «sth у>)т — I — W --- -------------------- ;--------—---- ' —------------------------■.----------------
(Л2 - Л,) (М, - МА 4֊ 03 ֊֊ Л2) (Л/։ -Л12)

(77?։<^/72 • /й2)

Продифференцируем первое уравнение (1.22) но умножим па 
cos <р;2 • (cos ։ cosO) а затем проинтегрируем по » от 0 до 6. Вто
рое уравнение умножим на cos»/2-(cos0—cos®՝»՜’1'' и проинтегри
руем по ® от 9 до к.

После перечисленных преобразований, используя формулы для 
интегральных представлений полиномов Лежандра [5]
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Уя(«>зЧ = Р„_,(со50) -р„,(СО55) = ф- Г«>^?Л£ а,
•՝ .) у соз ? — соз 9

ч о

‘2 \ 2 Г з։п тъ-соз а,/2 .=--------- I _ ... и'-
" К1 | СОБ 5 — СОЗ О 

о

1^) = Р„ -Рп (созб) =- =
3 V сое т> — СОЗ О 
о

_  Е
2 V 2 1՛ соз гс?-Я1П э/2 .

" ] Нт
и | СОЗ 0 соз-5 

»

пирные ряды-уравнения сведем к чнд-,

У /иЛ’«(I - ут (соз 0) - О
т 1

И) $ < Р)

(1.24)V /пА^уя(соз6) О 
т 1

Согласно |6] для определения неизвестных коэффициентов А'.,, получим 
следующую-бесконечную систему линейных однородных алгебраических 
уравнений:

Хп = V«,., Уш Л\ (и ֊1,2.3.,.) (1.25)«« 
т- I

Где

\ У«(со80)Ул(с<>5։,)^у^ = 
о

_ П1 пут (соз р 1 <„ (СОЗ 3) ГП у п (СОЗ 3) (СОЗ ?)
I 2 гг — тг

3
-- (у- (сове)4֊м ± |2 ֊2Рл , (сова) Р, (совз) +

О

• Р.;_1 (соз8)- р- (СОЗ.З)
I»- »

-IV рк (СОЗ 3) |соз ?/\и (СОЗ 3) — Р44,
Л-1

(соз 3)1 I
1

Для существования нетривиальных решений необходимо, чтобы опреде
литель системы однородных уравнений

Ипг,1 Л и; .\ ГГ. 
т—I

Л'я = о (н֊ 1, 2. 3...) (1.27)

4 11.։|И‘1п։я АН Армян« мт ССР, \\«։Ха11нкэ, \'г I
•19



равнялся нулю. Раскрывая определитель. составленный из .сеченной 
системы уравнений (1.27), получим трансцендентное уравнение, peine- 
ним которого являются собственными значениями рассматриваемой за- 
да՝Л։. Наименьшее собственное значение будет критическим усилием

2. Так кик в случае ортотропного материала зависимость корней 
ч< характеристического уравнения от параметра т неявная, то дока- 
;ать сходимость процесса итераций не удается. Покажем это на при
мере трансверсально изотропного материала [7] (/>'п -/Лг--/У1:. 2#w = 
= Л7(1 -г). Bta : В« /:’/2(1 >). Û« = </,.. 177).

Используя решение (8J для трансверсально изотропной пластинки 
и удовлетворяя граничным условиям (1.3). после преобразований, ана
логичных преобразованиям § 1, парные ряды, представ;։ я кип не 
тричную форм՝, потери устойчивости, опять приводим к системе 
Выражение АД в этом случае (пр։; т > /л,) будет

г ('2-—')
. , , <»» .(Il <՛; .Ь — »’»olhw„Ô ' 2/> 'Nm = | — ГП —1----- —-------£----- ----------------------------

<-»i — u
где

Здесь сохранены обозначения |3|
После несложных преобразований выражения (2.2) приводим

си м ме- 
(1.22).

(2.1)

(2.2)

к виду

(2.3)

Учитывая (2.3), а ։акже то обстоятельс։но, что при больших т 
И1и>։^ • 111 ">2Ь — I, из (2.1) получаем, что имеет экспоненциальный 
порядок убывания, то есть

где 5 = 2֊Ь>а (2.4)

Далее, поскольку функции у,а i.vi и г„. (л՜) являются линейными комби
нациями полиномов Лежандра, го при больших ш для них будем иметь 
следу кнцую оценку 15|. [б]

I *„»(*) II
И» О |.v' -- I -1 (2.5)

Процесс итераций будет сходящимся, если, согласно [9], определитель 
бесконечной матрицы коэффициентов системы (1.27) будет нормаль-

••
лым. Для этого необходимо, чтобы ряд V |ц,п.\я։| был сходящим 

»». гл-՛։
ся Это требование можно заменить условием сходимости рядов
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VI 

л—I
V (апт;\-ту- 

п. т—։л-т

Приведем именно такое доказательство, го есть докажем, что

У | апп л« I < «з
п-Л

V алт М» < °°
Я, т I

П * т

С учетом (1.26). (2.4) и (2.5) получим

У[«ЙЯЛ^|= V А/4 I у?(С0$б)^2.^< ^е֊яЬ֊ ֊—-<сс

•-։ л- ։ 1 Л л֊1 1 е

у-, т2
—< 4

я т

(пух туг\‘ г .՝ ■' тI п ' п т' £»—2<л« 
(п*-т?У

= V ПгМ-2лтКУтгп2т^тгУ\г1 с.^ 
я-։4 (п*-гп*У
л+т

п2------— {֊ ‘2 пт —---- — | №—-•——
<- у т՝՛ п т л .??п. т с_2тЬ

. 4 (п՝ — т՝)2я, т=1 ՝ '
Я ЦП

у т2 (я 4֊ т)-е-*,,,}‘ 1 у те ^тЪ
«т!4 пт(п- — т2)2 4 я •—.«(/? т)2л. <П—I ' • Л.П-։1 'пут

= V /Пе՜2՞11 V ------ -------- <՜ V £»֊3/яй / —--------- --- <՜ оо
Л £,«('։֊'")’ \3 т2)

шт

3. Приведем некоторые результаты численных вычислений, которые 
Проводились на ЭВМ <Минск-22» с программой, составленной на язы 
ко «Алгол». Были введены следующие обозначения [3]:

Рассчагривались пластинки с параметрами

— — — • Л, = А’о — 5, - 2; 5, *. = 0.3
Ь 5

при различных значениях отношении сторон а.!Ь и разных длинах за
щемления £. В тех случаях, когда а;Ь 1.3, сходимость процесса бы
ла достигнута уже при решении определителей второго и третьего по-
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рядка, а при а!Ь 2> 1.3—восьмого к десятого. Полученные результаты 
практически совпадали (наибольшее отклонение результатов состави
ло 0.9%).

Для наглядности ««»лученных результатов на фиг. 2 приведены 
кривые изменения безразмерных усилии Р(26)?>|’^“'£)п (вычисленные из 
определителей третьего (а/Ь 1.3) и десятого (а/Ь > 1.3) порядка) 
в зависимости от длины участка защемления (£'. По оси абсцисс от
ложено 8, а по оси ординат — безразмерный параметр у, равный отно
шению критического усилия для данного $ к усилию, когда стороны 
у = ± Ь полностью свободно оперты (3 = 0).

Фиг. 2.

В том случае, когда все края пластинки шарнирно оперты (3 = 0), 
и системе (1.18) первое уравнение отпадает и остается только второе 
Нетривиальное решение при этом получается при условии:

^=х— (л = 1, 3, 5, ...) (3.1)
2

Очевидно, минимальное значение критического усилия получается при 
п = 1. Значения безразмерных усилий, вычисленных по (3.1). совпада
ют с приведенными в [3] решениями.

Когда края пластинки у - ± Ь полностью заделаны (8 - г), коэф
фициенты а^, в определителе системы (1.27) будут

_ (0 при п =/-- т 
пт — \

I 1 при п = т 
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я, следовательно, из определиделя получим

Л^-1-0 (/72 = 1,2,3,...) (3.2)

■куда для определения критическою усилия получается следующее 
"Знсцендентиое уравнение

(Л. — Лх) (ю31Ь — и>2 И1 и>Л) — (Л, — Д2) (ю։ 1<т<01 ь 4֊ и>цЦ1 (3.3)

Легко заметить, что уравнение (3.3) получается также из системы 
(1.18), если принять с - а.

В заключение выражаю благодарность Л. А. Мовсисяну за постоян
ное внимание, оказанное при выполнении настоящей работы.

Институт механики
АН Армянском ССР Поступила 2 XI 1979

!.. Վ. ԱԲՐԱՀԱՄՅԱՆ

ՕՐՏՈՏՐՈՊ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ՍԱԼԻ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՎԵՐԱՐԵՐՅԱ1 
ԽԱՌԸ ԵԶՐԱՅԻՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ամփոփում

Դիտարկվում է վերջավոր սահքի կոշտ ությոլն ունեցող է/րտսս/րոպ ուղ
ղանկյուն սայ, որի երկու հանդիպակաց կողմերը աղատ հենված են, իսկ մյուս 
երկու կողմերի համար տրված են խառը պայմաններ։ Օէւքերը կիրառված են 
աղատ Հենված կողմերի վրա։

Սալի կայունության խնդրի հավասարումների Լուծումները փնտրվում են 
'եոլրյեի շարքերի տեսքով/ Եզրային պայմաններին րավարարելով ինտեդրման 
հասաատունների որոշման համ ար ստացվում են զէ/ւյզ շարք-հավասարո/մ- 
Ներ, որոնք քերվում են գծային հանրահաշվական համառես հավասարումների 
“■ '. վերք սիստեմի։ ծիղերի կրիտիկական տրմեքն երր որոշվում են այղ սիս
տեմի որոշիչի ղրո լինելու պայմանից։ թեքվում են թվային արդյունքներ։

ON THE STABILITY OF ORTHOTROPIC RECTANGULAR 
PLATE WITH MIXED BOUNDARY CONDITIONS

l.. V. ABRAMIAN

S n m m a r y

The stability of an orthotropic rectangular plate with finite shear 
stiffness is determined. The two opposite sides of Ihe plate are freely 
supported; for the other two sides mixed boundary conditions are given. The 
forces are applied to those two opposite sides which are freely supported.
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The solutions of equations on the stability of the plate are taken in 
Fourier series. Satisfying boundary conditions for the constants of inte
gration, dual series—equations are obtained, which are reduced to an 
infinite set of linear homogeneous equations. The values of critical forces 
are defined by equating the determinant of the set to zero. Numerical 
results are given.
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II II РОГАЧЕВА

УТОЧНЕННАЯ ТЕОРИЯ ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

На основе приближенного интегрирования [1] трехмерных урав
нений пьезоупругост и выводится уточненная линейная теория гонких 
ги.снжсрамических оболочек, равномерно поляризованных в нормаль
но?.՛ к срединной поверхности направлении.

I Рассмотрим произвольную пъезоксрамнческую оболочку
Выберем трнортогональную систему координат ։։. х,, * следую

щим образом: пусть координатные линии з1։ совпадают с линиями 
главных кривизн срединной поверхности оболочки, а координатная ли
ния •; нм ортогональна.

Выпишем систему у равнений пьезоупругости в выбранных коорди 
патах.

Все используемые здесь обозначения, относящиеся к неэлектрнче- 
скпм величинам, взяты из [1]. а обозначения, относящиеся к электро- 
упругости и электростатике, заимствованы из [2], [3]

Уравнения движения

1 ~-
А, О*. А/

1 (/
(й;-,з1

а.

'1_____ *2 ֊ Г>֊И 2 '7'-зз

/?, ₽2 ■ А. А3 д12

Уравнения пьезоэффект а

:г ~ у) + (’о +

у------= О
(1.1)

с/-' 01*

4 1 Ъ Е
1 _ 7 а( _ 7 ’

оил _ / / ։ ■֊' \ / ՝з ./ р—— — Ь։з(-----  ----- т -------- г
<>* \ а. ах / аха^
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О1 = ^£7 
а/

Ъ (֊1 I ֊М I ֊к- 
\ а* а} / и}а.

(1.2)

Уравнения вынуж денной электростатики диэлектриков

<Ну£> = О, Е - — £.габ > (1.3)

Здесь и далее из каждого равенства, содержа того ян к-ксы { и ։. 
можно получить два различных — одно, полагая г = I. / = 2. ’.ругое, 
полагая I — '2. / = 1.

В (1.1) — (1.2) для удобства дальнейших выкладок вместо симмет
ричного тензора напряжений о., <?„, =,5. -3 введен несимметричный тен
зор , 7/л, -д следующими формулами:

(1.4)

Для краткости записи в уравнениях (11). (1.2) введены обозначе 
ния. которые расшифровываются следующими формулами:

(5.5) 
1 <-4 Г1 , , 7 1 1 с/Д, • <•

Л ' R, ' : R, ’ ՛՛ Л? А,

В предыдущих формулах vl, у3 перемещения, 4: коэффи
циенты первой квадратичной формы срединной поверхности, R, - ее 
главные радиусы кривизн, , х*. х?. — упругие податли
вости при нулевом электрическом поле, /ц. </։г„ й.3 пьезоэлектри
ческие постоянные, е?՜, — диэлектрические проницаемости при ну
левых напряжениях, Е вектор напряженности электрического поля, 
/) - вектор электрической индукции.

Для построения теории пьезокерамических оболочек надо рас
смотреть краевую задачу, заключающуюся в интегрировании уравне
ний (1.11 (1.3) с учетом условий на лицевых поверхностях - — ± н 
для напряжений

(1.6)

и условий для электрических величин. Различные варианты последних 
приведены в |4] Например, в случае возбуждения колебаний элсктри-
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чкким полем на электродах, покрывающих лицевые поверхности обо 
дочки. задается значение потенциала

Если колебания вызываются механической нагрузкой я оболочка не 
имеет 1 ле кт родов, то условия на лицевых поверхностях вписываются 
следующим образом (внешняя среда—вакуум или воздух)

и. 8)
Чтобы пил учить условия на внешней поверхности оболочки, надо 

я |1.6) —(1.8) оставить только плюсы, условия на внутренней поверх 
ности получаются, если взять минусы.

2. Для напряженно-деформированного состояния примем следую
щее асимптотическое представление:

7^ = 7? = (д-
•(3 - > '1 = С"3. . —” ^3 = 1՛^Лл
^-а = 7? О, = г;*й

где число с определяется формулой

при 0 < 1/2
при 1/2<5<1

Здесь V] — относительная полутолщина оболочки, /?—характер
ный радиус, согласно терминологии, принятой в [I]показатель 
изменяемости внутреннего напряженного состояния.

Величины г\ , ..., ՛£ имеют одинаковый асимптотический порядок 
(при ?) —•* 0) и одинаковую размерность.

Подтверждением принятой асимптотики служат физические сооб
ражения и тог факт, что с помощью (2.1) можно построить в первом 
приближении непротиворечивую систему дифференциальных урав
нений.

Выполним в уравнениях пьезоуиругости обычное ыя .ншмптотпчг 
•ских методов растяжение масштаба во координатам

^ = 7//?^, 1-7//?;, (2.2)

Здесь г показатель изменяемости по времени.



Подставим (2.1). (2.2) в исходные уравнения (II) (1.6). к ре
зультате получим

I , I *»•
А, Л, о-,

с/Ч՛.

~дТ

/ 1 • 1
к л։ ’ л... )

(2.3)

О

1 ^-з.) I-֊ -’} '-Л ֊^-У֊-0
(К. (к-

I (а, , \
---------1 —-- с,, 4֊ '»е I
1 — V* \ 1 '/

։-/. 5?Я- ^па, р
$£(1 >) *•

<Л’.У

/Л- = г
^31‘А-. ~'Ч-

5 Г а

■ -^(֊и-+—) ■'.՛ ■ -^4-
Л1Гз:։ X -

д!). I 1
л։ 4/:։ ,4г 4/;2

(2.0)

г/ /? (А’։^2> Ь*=/Л#) =0

I 
лГ՜^՜

1
Л/ <>«,

1 Л’ .
— ֊^------
4У

(2.6)
2?

Так же, как в теории всэлектрическил оболочек, в ильнейшем 
ограничимся значениями / с (случай г> с требует специальною 
рассмотрения).
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| 3. Для того, чтобы трехмерные уравнения пьезоупругости прибли- 
1»ю свести к двумерным, выполним интегрирование уравнений 
I) — (2.6) по ; по схеме, изложенной н [I] В полученных асимптот 
них разложениях будем отбрасывать члены порядка г. где

(3.1)

В результате интегрирования каждая из искомых величин (пере- 
[ення. напряжения, компоненты вектора напряженности электриче- 

_ рполя, компоненты вектора электрической нндукьии. разноси, по- 
теиниалов) будет предела плена в виде полинома по ' в остатка ряда, 

шьшне члены которого малые величины порядка /г՜-՛

Р--^’‘а,Р. +О а„ 1 (3.2)

’/■»О

Нанбольш не степени полиномов и коэффициенты а, для различных
[ЯЧНН задаются следующими формулами

Я= I, «, —

п = 1. = у,’ г

Л =2, а։=1. й= = г,1՜’■՝ •г

для г\.. т ..

для г՛.... 
(3.3)

для Ех„ -/ч.. //„. -ь.

п — 3, аА = 1, ог = т/ --А г, а2=7,‘ ‘‘ для

л = 0 для /)л.

Подставим (3.2), (3.3) в уравнения (.2.3) (2.6). После приравни
вания коэффициентов при одинаковых степенях С получим систему щф- 
ференпиальныл уравнении, которая содержит 50 уравнений и столько 
же неизвестных.

Так как уравнения равновесия пьезокерамической оболочки имеют 
обычный вид. выпишем $десь только уравнения состояния и уравнения 

>|н;. жденной электростатики
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I - ) .и Дз
1 'Л0) о

֊>н п

^»5 .

еЛ=Г
А1Ги

Л?/ ՛_> - £\. ■„> 4՜
^1^>5

«£с7 4!ГП

։Г« сзз°п

Г) __ /.• I -, I—Г ^32^33 _
/ 3.0 - ь.$.у , ~ г (•) 0 0) •: т Е -3 0

1 — ?/, о

1->1, и — £/. и 4՜

/\ I = Л, । -г

1 «^.0=-?,, £л.։ = -2^։, /•и = --֊֊——£ (£ = 0,1,2)

֊.Я, + Ч1 ■' Г -Л 2 - ֊1֊ I Ч. ֊ЯТ+ 4՛ ֊֊֊ (?,’ + </Г) 
** I • ՝ ;

1 . , , R ,г8.|=2-[< + ?г+ч1 —(<?; чп

-3.. + ’<'-’”'-х. = -5-[?։+ ч3- + -',!(-^֊ -֊-£֊՝)(<?;+ <?,-)
2 \ Ку к2./

Величины е. 0. . от, , , ։ расшифровываются по формулам
(2.6), в которых нвездочку следует заменить нуликом пли. единицей 
соответственно, а для е. ։ и , имеют место следующие формулы:

е, 1
77՜^

V
I ^Л';։4

К1
(3.5)

д'и.. , V,

Л
1. Перейдем в 

чек обозначениям.
полученных уравнениях к принятым в теории оболо-
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Перемещения срединной поверхности оболочки и։, & связаны с трех- 
иымн перемещениями и<, ия с учетом (2.1), (3.2). (3.3) следующим 
азом
ГЧ-’Л-Л-Т'/?«й«—-’’Мф'з.О <3.6>

Усилия и моменты выражаются через напряжения с учетом фор 
Пул (2.1), (3.2). (3.3) так:

+д
= = - (3-՜)

-л

Опуская громоздкие, но простые выкладки, выпишем неко горне
пром ежу точ ные резул ьта т ы

1 1 , 
</.о» 7"е1- ^.0 = 7Г^,.

«ло = Ч’ -с ргт,. Ч-.1 = -Ч’-с-^г1Г, (3 8)
°։։

- ՛■* . е \л- 13 - р**'՜ ф| sf.il- -)

После преобразования формул (3.1) с помощью (3.6) —(3.8) полу
пим следующие соотношения:

уравнения состояния пьезоупругих оболочек

тг— „ I 2/К^з1 pH՛) ։
ТЧО-’=)(՜' >’ «?,()֊’) 1 к,

„ 2А 4/г1 / ։о \
3<\ 2/?: 7

С1 = З«® (1 - V2) **' ՛
^31 с£1)

(3.9)

_ 2*3 [/2____ку . / 1 . )
1к/Л R,)'1 ^.(1֊^ V?. ^Г‘ ■ '/7

+ (Л1(՛ 0 
R}

2^31 X / 1
Д/г,



1ля •ле.чтрических величин имеют место следующие формулы

« № 4֊ 1£з’• = £(у* ;/:1п 4- I). « М*
(З.Ю)

/Л= /Л<0) 4֊7/}П + гЙ*>. ?-'И’ 1 7>։ Н2'^1
где

з С. '<7! 4 <7.7)

— о0’. Й։,= 2^՜', & ֊г — (л = 0.1.2)
Л*

(3.10
П,Г=.’-,£|'^£п(Г, + .7։։+ ^(Ч; ֊«-)|

2Л 2

йГ...<£Г+^е.«֊<(,։1(1( -V. ։
2 Л

£,0.= 5гЙ.)+^(^ . </г)_

Й*’ 3^
2Л3

-’<՝»- |/л«;« +?-’|г /.֊ л с

Члены, заключенные в квадратные скобки, малы. Ош: порядка */ 
п«> сравнению < глазными членами. Если ими пренебречь, го получим 
соотношения электроупругости. совпадающие с приведенными в |3] 
. имеющими погрешность О(*/։)

Так же, как для неэлектрических оболочек [1]. точность (3.1) яв
ляется предельной в рамках гипотез Кирхгоффа—Лява (если составить 
более точные двумерные уравнения, то повысится порядок системы 

нффереицкальиых уравнений, потребуется учет поперечных сдвигов и 
'.руги.х малых величин, которыми пренебрегают в теориях типа /1ява).

Уравнения равновесия имеете с соотношениями электроупругости 
(3.9). формулами (3.10) (3.1 П и краевыми условиями составляют пол
ную систему.

Опишем схему расчета ПЬё30КсраммчеСК0й оболочки й случае усло
вий для электрических величии (1.7), (1.8)

Из условия (! 7) и формул (3.10). (3.11) найдем, что

- ."'= -V (3.12)

где Г известная величина.
Из условия (1.8) и формулы (3.11) для 7),? найдем. ч։о

4։'-- (3.13)
*С33
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■Полстзвнм в уравнения состояния (3.9} вместо его значение 
■3,12) или (3.13), соответствующее рассматриваемому случаю, и исклю- 
Ким из соотношений электроупругости для изгибающих моментов Й” 
Rпомошыо первой формулы (3.11). В результате получим соотношения 
упругости (3.9) почти такого же вила, как в обычной теории оболочек. 
Различие заключается в смысле коэффициентов, стоящих перед ком по? 
М'и.ами деформаций. Проинтегрировав преобразованные таким обра- 

■Ьм уравнения состояния совместно с уравнениями равновесия, форму - 
йамп деформанин-смешения, удовлетворяв механическим граничным 
условиям на краях оболочки, найдем усилия, моменты, перемещения.

После того как решена механическая задача, все электрические ве
личины можно вычислить с помощью алгебраических действий над еже 
Найденными усилиями и моментами.

Автор благодарит А. .1. Гольденвейзера за постоянное внимание к 
работе и ценные консультации.
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Ն. Ն. Ռ11ԴԱԼ>եՎ11.

'||ЗЬ‘»,11Ч1;Р11.1ГЬ։| 1Н1.'1,И.ь(Н.Ь('1’ ՃՇԴՐՏՎԱԵ SbllllbP-Bübb

Ս. մ փ ։։ փ Ո ւ մ

'^քրէէքշՀյքրկէք/րէ մ է էլհկտրոաէէաձղական ղեֆորմ uiffijuii վիճակ, ււրն աոսէ֊ 
Լ itf է L էք ո կ L I> LU լք Jr if թաղանթներում մեխանիկական և Լք ե կսւբա կան բեո՝ 

Կաւ/րւրմս,ն տարբեր պա յմ անների մամանակէ
Ա> (. 9-1։ _ էյ 1րՆ if !ւ է։յ ե ր ր !։ • լմիր մշակված վ՚՚՚րր էէ/արամեորրքրվ Հ ա </ ս ա - 

րէււմների սիստեմի մոտավոր ինէէէ ե ղրմ ան մ եթ n ղով պ j ե ղ »til tt ur ձդա կ ան nt թ յան 
(եռաչափ հավւսնարումներր բերվում են պյեղոկերամիկ թաղանթների երկշափ 

■ ալիս սարումներին։ հա nnijit/ած հաէ1ասար»քմների սիոտեմր, ինչպես Լ
Կիրի ՛ով-էյս։<1 ի տիպի տեսաթյէէէնների Հաէքասաբէէէմներր, ունի Ոէթերորղ 

^շղրա՚ււմր հնարավոր է ղաոնում աղղա ‘.այայյի երկայ;ս։բման և մի- 
քիՆ մակերհէւէքթին սւղղահա յար/ / ա ր ւււ .1՝ն ե րի .’ ա շվ տ ւէմ ան հաշվին։ Պյեղո- 
կԼրամիկ թաղանթների համար, որււնր որպես ունեն միջին հաստո։
(քյուն, ճշտություն աչդս/իււի րտրձր ա ց ոլմր շատ էական է և նա ստացվում է 
(./եկւրրրոաոաձղականությս/ն Հավասարումների ոչ մեծ րարղացման ղնովր

THE REFINED THEORY Օ|- PIEZOCEKA-WiC SHELLS

\. ROuACUOVA

S n ա ա a r y

Electroelastic deiorniation • i piezoceramjc shells niu'er different 
comiitlons oi mechanical and eicctdca! loading is considered.
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Reduction of three-dimensional equations of plezoelasticity to two- 
dimensionai equations of piezoceramic shells Is performed, making use of 
Gol'denveizer's method of approximate integration of systems of diffe
rential equations with a small parameter. A system of the eighth order is 
obtained the same as in Kirchhoff- Love's theories. The refinement con
sists in taking into account (he change in length of the normal as well 
as the effect of stresses in the direction of the norma* to the middle 
surface. For piezoceramic shells, which usually have a moderate thick
ness, that approach is essential and il can be achieved by means of a 
generalization of the equations of piezoeiasticity.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXXIV № 1. 1981 Механика

Г. С. ГРИГОРЯН «■

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ В УСЛОВИЯХ ПОЛЗУЧЕСТИ
МАТЕРИАЛА

Проблема устойчивости в условиях ползучести материала, постав- 
денная, невидимому, впервые в [ I ]. разрабатывалась и различных аспек- 
«зх п для различных деформируемых систем во многих исследованиях 
[2-4, 17]. В [16а, б] был предложен метод определения критического 

Значении (;1(, грузового параметра в тонкостенных конструкциях, гиб
ких по Г Карману [7]. основанный на теории устойчивости движения 
АМ. Ляпунова [5]. В дальнейшем, имея в виду теорию устойчивости 
Движения в конечном интервале времени, основы которой, сформули 
рованные впервые II. Г. Четаевым, развиты в хорошо известных рабо 
тих И Д. Моисеева. I В Каменкова. Г. И. Дубошина. \. А. Лебедева. 
С К. Персидского. К.. А. Абгаряна и др., был предложен метод опреде
ления 9кг {16. в], исходя из достаточных условий устойчивости С. 1\. 
Персидского [18]. В [16. а, С] задачи об устойчивости железобетонных 
оболочек решались в первом приближении методом Бубнова Галерки- 
иа. В настоящей работе излагается метод, учитывающий второе прибли
жение ио Бубнову Галеркину (симметричная и антисимметричная фор
мы потери устойчивости).

§ 1. Имея в виду линейную ограниченную ползучесть материала 
[б, 8]. полагая, что коэффициент Пуассона при этом нс меняется 
[6.9- 11]. рассматривая пологую длинную круговую, гибкую по Т Кар
ману, цилиндрическую панель радиуса R и толщины й. при размере па
нели вдоль образующей, значительно превышающем размер Ь вдоль 
дуги так. что изогнутую срединную поверхность се можно считать ци
линдрической, полагая панель шарнирно закрепленной неподвижными, 
жесткими, продольными ребрами и огруженной равномерно распреде
ленным давлением интенсивности ц с выпуклой стороны, приходим к 
следующемх уравнению равновесия:

р (п [ /) I
</у’ I ду‘ R

5 Известия АН Армянской ССР. Механика. № I
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где

Е некоторый ограниченный линейный оператор, связывающий 
напряжения (-) п деформации (с) при осевом растяжении сжатии в 
момент времени I сот ношением

— (1.3)

В (1.1) использована перестановка операций по геометрическим коор
динатам и гех же операций по времени. Вывод уравнения, соответствую
щего (1.1) при упругой работе материала, см. [13].

Исходя из линейной теории ползучести Маслова—Арутюняна и по
лагая £-const, взамен (1.3) будем иметь [6|*

o''4.T' = £(s" + r('e'). ’.'-l(l + C0 + ֊b) (1.4)

где 7, Со, .4։ — постоянные.
В случае вязко-упругого материала Кельвина взамен (1.3) будем 

иметь | 10]

с' -г >.з = Е (г՜ + |и) (1,5)

где Е, р, /. постоянные.
Известны и другие соотношения, связывающие о и е при линейной 

ползучести материала Например, [15]

/ d- d \ / d \ .. ...\Р^+Р՝^+Р՝)՝ЛЧ^*Ч^+ЧТ (U)

где </1 (/--О, 1, 2) — постоянные.
Соотношение (1.6) имеет н виду т. и. линейную четырехъ венную 

модель вязко-упруго!<> материала. Получение на основе (1.5) и (1.6) 
результатов, аналогичных приведенным ниже, причем более простых, 
не. представляет трудностей.

В [Ю.б] рассматривались оболочки, состоящие из трех симметрично располо
женных слоев, имеющих различные упруги։ и реологические характеристики, в [-11 — 
устойчивость в бесконечном и конечном интервалах времени (но А М Ляпунову н 
И Г. Четаеву, соответственно) сгержия и.։ неоднородно стареющего материала, упру
гие и реологические характеристики которого меняются во времени в заннсимосгн от 
геометрических координат. Теорию ползучести неоднородно стареющих тел см. в 
[19. а, б].
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§ 2. В соответствии с .методом Бубнову Галеркина (второе прибли
жение» симметричная форма), примем

® (у. /) = о։ (о §1п ру -- е., (г) ып з?у (2.0

»выпишем уравнения

Г»
( X и’т ЗЗуг/у О

о
(2.2)

где. и соответствии с (1 1).

х = 7)-—֊ (Ей՝ , I
Ьу1 \ /)у2 R / 

ггановка (2.1) в (1.2) и (2.2) с учетом (2.3) дает

(2.3)

ЕУ.

- (<БУэУз ~ Зл8У, 4 4г/0) Е (2.4)

243£уг (27й։у..у3 За8у3 ; 4^.)/:'

у =к 
у' и

Уз^^Ь
Е/1

12 16«. - ------- а.. —-------------Р’йг '
Рг/?3

(1ъ   ' 
3 12 7о =

12<7 <1
(2.5)

и

к 
R

£
Ь

^ЧЕЕЯ

Ни основе (1.4) переяишем (2.4) в виде

'»ЛмЧ (/.*=1.2. 3) (2.6)

Здесь приняты обозначения:

У* . у;=у; = I. 2, 3) (2.7)

*п = 1 ֊ «,Уз ьг2 ~ О />13 = 3«2 - вьу

= О

А 2 R
=------ 6а3у։

Ь22 - 243 — 27б/1у3 = За2 — 27 а, у2 (2.8)

3-
54а3у2 />„=—!

о 
Ь.^ = —

й։ 1У<4-2д։у4у« -<«։(УзУ4-г У1У«) —Зл^/Ув

Ь։ = 243^у5 4֊ 54а։у5у0 |- 27а։ V (у3у5 - у։уе) — Зо^'у* (2-9)

2 2
Ь3 —7У< ֊ ֊֊7У5 4- 6«3(У‘ 4֊ 7У»Ул) 4֊ 54а3(у| - 7у2уг.) 

” 3“
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Учитывая, что определитель (/./=!. 2. 3). решим
(2.6) относительно у։ , и окончательно запишем

(2.Ю)
I Ь(. /фк

(/,/, Л= 1, 2. 3) 
' |д* / = л

Из (2.5)—(2.9) следует

и;,НЧ*Ч ........у- Ро1 = р./1 (Уи у=. Ул> (2-п)

Таким образом уравнение равновесия (1.1) приведено к нелинейной 
системе из шести дифференциальных уравнений первого порядка 
(2.10), разрешенных относительно производных. Правые части ее со
держат I явно.

Пусть заданному фиксированному значению грузового параметра 
соответствует частное решение

системы (2.10). проходящее при через точку

УДО /ДО (*«1, 2........ б) (2.12)

/дм=/,° <*= и 2........6)

Принимая в (2.4) / = /и и учитывая (2.12) и (2.13). напишем

(2.13)

Зд../3° 4 4<7(>

243/» - 27а. За.2)4-Ф?о (2.14)

Л = —/Г + •—/? - - 27а,/?

Следуя |14] и обозначив

При этом система (2.14) сводится к кубическому уравнению

. /?
' " /г

из первых двух уравнений (2-14) получим

(2.15)

1 ֊ <^Л 
■ 243 ֊ 27^/» (2.16)

Зв.аШ+Э)’)/?’֊ ^-(1 • ֊֊) + 9вА(1 т֊9/)1/»'! 4- 

+ [4-“=(> +у) + >|/Г֊4?о = О (2-17)
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Полагая > и /;՛ известными, получим

■ /? */? (2-’8)
При малых нагрузках ПРИ больших нагрузках [14].

Если ставится задача определения верхней критической нагрузки, сле

дует исходить из значений, близких к у • принимая при этом /*' 

равных՝ наименьшему действительному корню кубического уравне
ния (2.17).

Продифференцировав, далее. (2.4) по I, приравняв / = т‘{. [6]. учи
тывая (2.7). (2.12), (2.13) и считая Д уже известными, получим систе
му линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных 
<1 ; ^=1. 2. 3)

2'%Л°(3="Ч (/,*=1,2/3) (2.19)

лтп — 1 т.., = 0*• м13 Зд2-«։Д

/лп = 0 т.,., = 243 ֊ 2^! Д = 3/^ 27а, Д (2.20)

2 
я/,э =------ 6а3/։°

К
•)

=-----’• Зг. '"зз = 1

т1 Тт'/\' щ 2Ытр°Л 
з«։/у ֊27«,/;’) г-֊<?„ + / (2.21>

Учитывая, что т , получаем 

1 I /?Л 7 =А */Ь=֊Н֊- 4 > //,*=1,2,3 (2.22)
|тт/ Г=к

§ 3. Пусть требуется определить верхнее критическое значение гру
бого параметра такое, что при

՝՛ ^<! Кр (3.1)

авиовесне рассматриваемой панели в условиях ограниченной ползу-
материала устойчиво, а при

(3.2)

тойчиво. В [13] справедливо отмечается, что нижняя критическая 
»узка при ползучести вс может являться характеристикой несущей
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Поскольку уравнение равновесия (1.1) рассматриваемой панели 
.сведено к системе дифференциальных уравнений (2.10). можно постав
ленную задачу определения //01? по (3.1). (3.2) заменить задачей опре
деления дп. (1 такого, что при (3.1) частное решение 12.12) системы диф
ференциальных уравнении (2.10), проходящее при / = /,, через точку 
(2 1.3). устойчиво, а при (3.2) неустойчиво.

Кажущееся противоречие в таком подходе является следствием то
го. чго задача об устойчивости равновесия сведена к задаче об устой
чивости движения, это объясняется тем. что ползучесть является мед
ленным процессом, который может быть рассмотрен л как состояние 
равновесия, и как состояние движения. Напряженно-деформированное 
состояние, находящейся под нагрузкой системы при ползучести мате 
риала, рассматриваемое, обычно, как состояние равновесия, как сде
лано выше при получении уравнения (1.1), в последующих выкладках 
рассматривается как состояние движения, что обосновывается получен
ной системой дифференциальных \ равнений (2.10).

Этот подход лежи՛։ в основе предложенной в [16а| методики рас
чета на устойчивость в условиях ползучести материала, позволяющей 
использовать хорошо разработанный аппарат теории ус го ич и нос՛։ л дви
жения Л. М. Ляпунова, что открывает, по мнению автора, широкие воз
можности.

Приведем доказанное -А. М. Ляпуновым положение ([5]. лс 14). 
что «... при решении вопросов устойчивости достаточно будет рассматри
вать только значения /. большие сколь угодно больших и заменять 
рассмотрение начальных значений функций .г рассмотрением их зна
чении, соответствующих 1—Т».

В дальнейшем это утверждение '.поминается как Положение (*) 
Ляпунова.

Выпишем также следующие хорошо известные теоремы Ляпунова, 
относящиеся ь установившемуся движению.

Гео рем а I Когда определяющее уравнение, соответствующее 
системе дифференциальных уравнений возмущенного движения, имеет 
корни с отрицательными вещественными частями, то каковы бы ни бы
ль остальные его корил (ля невозмущенного движения будет существо
вать изноет пая условная устойчивость А именно, в случае существова
ния к таких корней движение -по будет устойчивым для возмущений, 
подчиненных некоторым л /г сравнениям вида

Р, («։, а,., .... ая) - 0 (/=1,2........п к) (3.3)

в которых Г, суть голоморфные функции начальных значений а. 
функций х , обращающиеся в пули, когда все й делаются нулями 
и которые позволяют выражать все эти значения как голоморфные 
функции к независимых величин.
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Георема II. Когда межд) корнями определяющего уравнения 
находятся такие, вещественные части которых положительны, невозму- 
щениое движение неустойчив«՝.

Вернемся к системе дифференциальных уравнений (2.10). Перехо 
£| к уравнениям в возмещениях подстановкой

х,(/) = У։(О֊/.(Г) (6 =1,2........6) (3.4)

где л (/) в’озм у щения. за ня ш е м

Щ ! Л. + ...../«1-^.0 |»1У|(/....../..о
Г* Л‘ 1М(А֊ьх„ /։ ( X, /, + *,) 10/,к/,. /։, Л) ’

(<, /, * = 1, 2. 3)

Задача об устойчивости частного решения (2.12՛) системы дифферен- 
ниальиых уравнений (2.10) равносильна задаче об устойчивости нуле 
кого решения

л\ = ,т3 = • - • = л> = 0 (3.6)

системы дифференциальных уравнений (3.5), которое зга сипема, как 
нетрудно убедиться, имеет.

Разложив правые части системы (3.51 в ряд по степеням ху и оста
вив только линейные части, выпишем систему уравнений первою при 
блн/кевня, соответствующую системе (3.5)

<֊•«*.з* люз֊/\ • ■••֊/>> 3.;(')*« (3.7)

(* = I. 2, 3)

Имея в ни 1у ограниченную ползучесть материала, примем

(Л = 1,2,3) (3.8)

При этом будем иметь
I ,-«> (*-1,2.3) (3.9)

1Ь (2.8) —(2.10). (3.8) II (3.9) следум

г = и. Н?։1(У1........-0 («./.*-1,2,3)

При лом, принимая, в соответствии с Положением । ) Ляпунова. .’>7 
и обозначив

3> = Л л I: г (* = !• 2. 3- *= ’• 
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приходим к следующему определяющему уравнению системы (3.5):

' « — ~ “ ^'i-Ан ^2,1 $я^г2^п)
о

Z 0 0 1 0 0
0 Z 0 0 1 0

0
0

0
0

— !•

0
0

- А

0

<*43

1

^6
= 0 (3.10)

0 0 0 t՝M - »■
0 0 0 <՝М — 1

<« = ֊(/<,*,.К-

п

С:< — —— < - ^"։^ц ' '"'.М^э^п)
Ь

с,, = -’ (&:.*„ йДД, {֊ В J1։ (3.11)
/5

Go ~ ^?в^л ^.чАм^и)
Н

< м = ■֊֊ (ДЛЛ- — МЛ У>Д։>

‘ •■’■• ~i՜՜ (. ^1-л^ у; Х\ у/’Х՝^1 ?.'t)

i но “77՜ 1 ^зп^'Л^и 

D

ßi^-^T ^/=^1, /• £-1М>г (/.7 = 1. 2,3)

.Уравнение (3:10) имеет три нулевых корня, а остальные три опре
деляются как корни уравнения

'-3 тК1՝ + + /՝а = 0 (3.12)

Нетрудно показать, что возмущения, введенные н (3.1). подчиня
ются п>։՝м шцч Jwrbfsan (2*. и п^пняз х! — зх^-

tt.\wv.w«, и» т.удуг > доя.т с творены все условия приведенной к;,ihr 
теоремы 1 .А. М. Ляпунова (при а ֊ 6. й = 2) Поэтому еще один ко 



рень уравнения (3.10) может быть принят равным нулю без нарушения 
условий этой теоремы Таким образом, взамен (3.12) получим

/8-г О (3.13)

Для нс возмущенного движения, то есть решения (3.6) системы (3.5). 
будет иметь место: л) известная условная устойчивость, если веще
ственные части корней уравнения (3.13) отрицательны; б) неустой
чивость, если вещественная часть хотя бы одного из этих корней поло
жительна. Если же не выполнены ни условие а), пп условие б), то устой 
чиность или неустойчивое 1ь решения (3.6) системы (3.5) не могут быть 
установлены ил основе рассмотрения лишь линейного приближения 
(3.7) критический случай Этот случай в настоящей работе не рас
сматривается.

Булем вычислять частные решения (2.12) системы дифференциаль
ных уравнений (2.10) при увеличиваемых с малым шагом фиксирован
ных начиная с некоторого его достаточно малого значения, при ко
тором заведомо имеет место устойчивость. Вычисления при каждом 
фиксированном <?0 будем доводить до /„ ։, при котором числовые 
значения функции /.(Л) и ։) ($ 1. 2........ 6) итлинаются друг
от друга на малые величины’. Принимая Г,,^> /'. вычислим сч и՜, & 
---4. 5, 6) ио (3.11) и, решив уравнение (3.13), определим его корни.

Возможны, вообще говоря, следующие случаи:
Случай 1. Существует такое, что при всяком имеет

место устойчивость, а при всяком —неустойчивость При
этом, в соответствии с (3.1), (3.2), будем иметь 7, и. *՜՜'/<֊։ •

Случай 2. Существует такое, что при всяком 9о*С(7о: имеет 
место критический случай, а при всяком 7Р </г,։ * неустойчивость. 
При этом, на основе рассмотрения лишь первого приближения, 
то есть системы (3.7), не удастся определить величину </,, . Можно 
будет лишь утверждать, что _։ .

Случай 3. Существуют </|С . <?(11 О такие, что при <70 .. (/пх имеет 
место устойчивость, при -< //Л< имеет место критический случай, 
а при 7о><71Г. неустойчивость. В этом случае, на основе рассмотре
ния системы уравнений (3.7), можно лишь утверждать, что </,ч ՛ 
< Предлагаемый метод определения </ ։։> будет, очевидно,
тем более эффективен, чем более узка вилка (?0։, <уй2).

Случай 4. При любом >0 имеет место критический случай. При 
этом нет возможности определить на основе рассмотрения лишь 
системы уравнений (3.7).

Заметим в заключение, что приведенные выше соображения о вы- 
Л

боре числового значения > - ~ содержат определенный произвол, но- 
/1

этом\ вычисления должны быть проведены при различных значениях 
■^.Искомому значению <7. , очевидно, соответствует то значение >, при 7 Г
котором имеет место <71П|" .
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§ 4. Имея i» впд\ несимметричную форму, во втором приближении 
н .методе Бубнова Галеркина примем

w (у, /) = G։(0 sin Sy 4- &,(/) sin 2Sy (4.1)

и выпишем уравнения 

b ft

। A'sin pyrfy =0 i Xsin 2?yz/y - 0 (4.2)
|| |l

Здесь Л՜ имеет вид (2,3) Подставляя (2.3) в (1.2) и (4.2). получим 
равнения, которые приводятся к виду (2.10). где. однако, взамен (2.8) 

п (2.9) приняты обозначения

= 1 -"»Ул 1) //1։ - ?>а.. ал\>..

ь... == 0*« ^22 - 4 «1У3 ~՝(t 1У2 (Г-3)

9
Лз։ = - ֊ аду։ ^2 = -8<;3у,. - 1

= - 7У» 4 2'БУ1Ув - а։< (у,у4 у։у„) — Зи.л/у,

= - 4?уЛ -г 2a։y4y, - а։т)' (улуз 4֊ УгУ«> (4.4)

2
= — —7Уд 4֊ 2«л(у- ‘ ТУ1У1) 4՜ *Ч(У* 4- ТУ«У>) <У<

Таким образом, уравнение равновесия (4.1), соответствующее не
симметричной форме второго члена разложения в методе Бубнова Га- 
леркрна, также сведено к системе дифференциальных уравнении вила 
(2.10). Следовательно, задача определения </։1, и к этом случае решает
ся изложенным выше методом. Подробности опускаем

3 а к л ю ч е н и с

На основе ։еории устойчивости движения Л. М. Ляпунова разра
ботан ։ля гибких тонкостенных конструкций метод определения кри
тического шачення гу . грузового параметра в условиях линейной огра 
ничейной ползучести материала. Метод реализовал на основе теории 
ползучести Маслова—Арутюняна, отмечается возможность СП» примене
ния также и на оснр.В.е различных илл-сгных линейных дифференциал), 
пых соотношений вязко-упругих материалов.

Бреконский политехнический
нштгнтут нм. К. Маркса Поступила II IV 1980
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Դ. II. ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ

ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ ՆՅՈՒԹԻ 11Ո։ԼՔՒ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՒՄ 

1Լ մ «|ւ ո փ ո ւ if

1՝արակ, ճկուն, երկար, շրջանային, դյանաձ!։ սյանելի օրինակի վրա 
նյութի սս!հման ափ ակ դծային սողրի ։դ այմա ՛հներ ՝ո մ կրի օրի կ ակ ան բեոի 
որոշման համար աոաջարկվում Լ շարժման կա յանու թ / ան ՚ե. II. Լյասրսնովի 
տեոորթյան մի բանի թեորեմների վրա հիմնված մեթոդ Դիտարկվում են 
Համաչափ և հակահամաչափ ձևերով կ ա յ ո էն էս թ (ա՛հ կորսաի ք'ոէ.րնովի • Գալ 
յորկինի մեթոդի երկրորդ մ ոտ ա վ ո րո էթ շունն ե ր ր։ Խնդիրք բերված Լ ած անդ յա չ- 
■՚երի նկատմամբ րսծված աոաջին կայքդ/։ վեր դիֆերենցիալ հավասարումնե

րի դծային համակարդի մասնավոր յւ։։ծո։մների Հաշվմանր -ով բեոի 
պարամետրի տրված փոքր քայլով աճող արժեքների 'ամւսր։ Շարադրումր 
կատարվում է Մւււււրէվի֊ՀարՈւթյունյանի սահմանոսիակ դծային սողքի տե- 
ււության հիման վրա, նշվում է մեթոդի կիրսսւման հնարավորությունդ նաև 
աոաձդական-մ ածո։ցիկ նյութի համար հայտնի սւյյ դծային դիֆերենցիալ 
աոնշոէթյունների ակնառումով։

Մեթոդի հիմ ոլն րներր, ւդարղաբանված !! ո։ բն ովի-Գ ա լյո րկին ի մեթոդի 
աոաջին մոտավորությամբ, հրապարակված են (962 և 1961 թթ-

ON STABILITY IN CREEP

G. S. GRIGORIAN’

S u in in a r y

A long, thin, shallow, flexible, circular cylindrical panel is used as 
an example to develop a method of stability calculation in linear limited 
creep based on some Lapunov’s theorems of stability of motion. The se
cond approximation of Bubnov Galerkin method concerned with symme
tric and antisymmetric forms of stability loss is considered. The problem 
Is reduced to computerization of partial s< lutlons of a nonlinear system 
of six lirst order ordinary differential equations solvable for derivatives, 
when the load parameter increases with a given small step and to veri
fication of their Lapunov stability. The principles of the method, illustra
ted by a first step approximation of the Bubnov Galerkin method, were 
published In 1962 and J964.
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