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В. С МАКАРЯН, С О. ПАПОЯН

ОБ ОДНОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УПРУГОГО 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА С ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ВЫЕМКОЙ

В работе исследуется осесимметричная деформация упругого изотроп­
ного полупространства с вертикальной пол/бесконечном цилиндрическом 
выемкой, когда ч цилиндрическую выемку вдавливается круговой в плане 
штамп, имеющий в осевом сечении 7 -образную форму. На плоской по­
верхности полупространства вне штампа заданы нормальные усилия, а ци­
линдрическая поверхность вне ш гампа свободна от напряжений. Близкие 
по постановке задачи рассмотрены в работах [ 1, 2. 3]. Более подробный 
обзор работ, посвященных граничным задачам для полупространства с ци­
линдрической выемкой можно найти в [1].

При помощи интегральных преобразований Фурье и Вебера-Орра 
решение задачи своди ген к системе парных интегральных уравнения, со­
держащих комбинации бесселевых функций и тригонометрическую функ­
цию. После преобразований система сводится к кваэивполне регулярным 
системам линейных алгебраических уравнении.

1. Пусть упругое полупространство (< 0) содержит в себе выходя­
щую на свою границу (2 = 0) полу бесконечную цилиндрическую выемку по­
стоянного радиуса (г= 1). При этом 
ось цилиндрической выемки пер­
пендикулярна к граничной плоско­
сти полупространства и совпадает 
с осью штампа. В цилиндрическую 
выемку вдавливается круговой в 
плане штамп, имеющий в осевом се­
чении /'-образную форму (фиг. 1
На участках контакта (г = 0, Фиг. 1,

(г 1, 0<2<Л) трение
отсутствует. При этом глубина А неизвестна и подлежит определению.

Граничные условия задачи запишутся в виде

<1<''<сс)» >.|г 1 0 (К-’О) (1.1)

5в|, о =?('՛) (г > а), 3,|,...։-֊0 (Л<г< ) (1.2)

».|х-о = С (1-<г а)> |г>1 - ՝Г (г) (0^-'.2< Л) (1.3)

где '1‘(2)— параболическая функция, определяющая форму цилиндриче­
ской поверхности /’-образного штампа.
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2. Бигармоническук» функцию Ляпа представим в виде суммы инте­
гралов Фурье н Фурье—Вебера

Ли

Ф(г,г) — [у! (?) Н-гЖи)] е՜ г и^(нг) </^-г 
о

«
1-^ [<’(?) £,>(?/•) ?/>»?) гКг (иг)]5։п ?г</? (2.1)

и
(1 < г < со), (0 < г от. )

где — функция Бесселя второго рода от мнимого аргумента, 

ВД=У» г։(?>- гр(?гш?)

_/п (х), У„ (х)—функции Бесселя от действительного аргумента соответ­
ственно первого и второго рода Отметим, что имеют место соотношения

9«МН-0. н^) = ֊ — (2-2>
"?

Функции А (р), /3(и). С(ц) и />(?) неизвестны и подлежат определению.
Пользуясь известными формулами, выражающими компоненты напря­

жений и перемещении через бнгармоническую функцию Ляпа (2.1), и 
удовлетворяя условиям (1.1), при помощи интегральных преобразований 
Фурье и Вебера Орра функции /1(н) и С(р) выразим через функции 
В(н) и 2>(р):

А (?) = 2*2?(?), А\ (?) С(«) = [2(1 -*1 А\ (?) — нА'о('Л)1 £(н) (2-3) 

Удовлетворение смешанных условии (1.2—1.3) приводит к следующей си­
стеме из двух парных интегральных уравнений, содержащих комбинации 
бесселевых функций и тригонометрическую функцию:

00

^ #*(?) 1^',, (?г) </;՛ 

о
(1

гЛ'* (:՛) и7,, (?г) </? — | ?2) (?) 2Лх0(?г) — ?гА; (?г) 
п О

-ь 5՝ у/-1-А*0(?т) «/? —-г(г)=о («<г<эс) 
А)(?)

(2.4>

СО5 ?2</? — СП*)
1 — V

<1

СО О

?Д>* (?) ,<։ (?) 7 (?) сиз рх<2? ՝|
о о

?г) е՜ ՜՜ 1Г(1 (?)</’.՛ О

ос)

(2.5)
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Здесь

(р) - (;Ч. D' (а) = \i:D(н)

ад - ? 1
А7'(р)

2(1 >)

6—модуль слинга, v—коэффициент Пуассона.
Доопределим первое уравнение п (2.4) на интервале (г '> «) и птсР 

рос—и (2.5) на интервале (0- .2- •՛)

00 СО
j !1/>* (г) К'( (՛.»)/(!•) cos ( рВ* (н )(1 «г)е =

P/i ®

I р(г) (0<z</i)
I 0 ( h < г < =оI

(2.7)

Дифференцируя (2.6) по г, (2.7) ио х и применяя к ним соответствен­
но преобразования Вебера—Орра и Фурье, функции В*(р)> и 1)‘(у) вы­
разим через новые функции р(’) и 1(г)

ел

в* = 77—Л ч; \ I rf\r}^X'\ Др)(l-v)A(l»)J 1— V

(H) = _ -L±5 ?

J G2~r)2 и
(2.8)

2 1՛ , 4 J .— --- - -------- -----  I D < C > COS ',՝Z(fzrpA։(n) Z(h) J 
0

где

i(!>) T’(H>+;?(!>)

Подставляя значения (2.8) во второе уравнение (2.4) и и первое уравне­
ние (2.5), для определения неизвестных функции f'(t) и />(•?) получим 
следующую систему двух интегральных уравнении

J J I ад - A,(59Z(j9'a v

>



A <»
/ 4 t j4,| , 21֊»f / f Af(pr) cos«z</»»— 09 M(rO] -r/p-f------— \p(z)dz -------

о 0

— -——?(/•)- 0 (a<^r<^oo) (2.9)
G

p <,» ji«5^«*՛ ՛"> -
0 ,D u U

_<■
WJz/рн- ՝ru) = о (0<ж<Л) (2.10)

где

M.(M 2A't (pr) — jtrA'j(pr) — p- ft"* K.։(pr) 
a\(j9

Таким образом, решение задачи свелось к решению системы (2.9). 
(2.10). После определения функции р(<) и / (<) все неизвестные будут 
определены.

3. Пользуясь интегральными соотношениями [4j 

оо

(’.‘г) — | [sin (р) — cos У'։ («)]
r՝r J V у г- 

г
ОО ОО

J I У — г- J [ У г"

от функции Г(' ) перейдем к функции

следующим образом:

sin р//j (р)] dt
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после чего применив к уравнению (2.9) оператор

(■ rL(r)dr
,4' r‘-t* 
1

и учитывая интегральное соотношение (4)

ос
Iх ( Г, - COS :՝/ У, (n) — sin \4jx (u)

J I' r‘—t‘
։

для определения неизвестных функций Н(!) и /;(г) получим следующую 
систему интегральных уравнений:

/,
Н(х) ( H(t) Л'и(/, х) dt -Ь | р (/) Kx2(t, х} df i Ф։.(х) (а<х<со)

« —л (ЗЛУ
А 

j р(у)<1у

-л

1 1 - 2 ' _ • Z V .-------  —- -----' s։gn (х у) 4- К2Х (х, у) 
х— у 2

4- \Н(у) К„(х, у) dy Ф2(х) О ( — Л < х< Л) (3.2)
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Здесь введены обозначения

1 — не 4- ц

!1А՜!՜ (и) / (’Л)

>.

^։=(С *) =

А 2։

<х-
1' 81П ПЛ'СОЯ ?/

КМ
КМ

1 — |«-Х — |1 е " СОЯ

НА',(Н/(:О

1
А՜!՜ (?»)

2(1-И» .п ։и
I1

26’
Мн> . -V.—----- ятрхе </}*•

1 ֊- V . * г?(г) вг
ФЛх)

' КМ

о

1
о

1 ֊ V

Заметим, что интегралы Ан(1, х). Л\.(/, х) и Л’.։(С х) сходятся равномер­
но по обеим переменным в интервалах их изменяемости и являются беско­
нечно дифференцируемыми функциями по обеим переменным. Функция 
Л ,(/. х) имеет суммируемую квадратом производную по обеим перемен­
ным в квадрате | — А<1х-<А; —

Кроме того, имеет место также опенка
<» со

/<„ (х, ()\<1х'Л<^

Допустим, что известные функции Ф։(х) и Ф.-(л) заданы таким обра­
зом. что Ф (х) является непрерывной функцией от х (—Л<х<А), а ФДх) 
имеет па бесконечности порядок выше 0( I х).

4. Для сведения системы интегральных уравнений (3.1). (3.2) к бес­
конечным системам линейных алгебраических уравнений, функции П(х) =

1 1 \ , .= —п I —1 нр(х) представим в виде рядов соответственно по многочле- 
х \ х /

нам Лежандра в Чебышена первого рода

Н{х) =- У а(4п — 1) Уп Р>п 1 (ах) 
л^։

(4.1}
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И*) =
£ у ТМЮ/։
А I л2֊х-։ (4.2)

Подставляя (4.1) н (4.2) в (3.2). получим следующие бесконечные 
системы линейных алгебраических уравнений для определения ней доест* 
ных коэффициентов {.X !՛ п (У.,}

X = у т 'ХтА%. + у + 6’’> (4.3)
гп֊՛։ а։—։

СО <О
Г„ == у У„В™п + у т ՝Х,„А^„ + (4.4)

т ֊—1 т—1

где
1/о Л

Ат\ = -֊֊ Рзя-1 (ах) с/х | | /г — у՝ и֊)т-\ (у к) 

б -л

дО)■Огя. П
1|>1 1/и

Рзл-1 (ал) с/х | [Р2(р1 !.(«(/)— Л>ш(а^)] (ух) ’Л'։։

$ а

В\

1 /
7г ]

-л

X- £7^-։ (х/ А)</х I /г у- и2т-\ (у {Юх 

՛ л

X [Л'?1 (х. у)].ду -
16 Л (1 — 2>) тп

-[14՜ 16 (н՜ — /и2,1“ - 8/п2]
л

-\:7г:2
-/г

и-}п-\(л А) с/х > [Р?«™-!) (ау)
о

<1у
V

\р-о
(ах) Ф, (1/х)х“'‘</х :

/<-п(аг/)1 У

-Л„/> (ах) ,1х С
2 2 х I Л.“ — у՜
о - л

/I
Ь',.՛' ---^֊7^ и֊!.,-} (х/А)| /г—X՜ Фг(х) с/х ;

—л
/«

/г — X- С'2п. I
А
՝ (1 — 2^) ЛА !6 п

-л и I А" — у —Л
(4п2-1)‘-
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Коэффициент Х„ определяется из первого уравнения (2.5)

СО 00
S А..Х.. + V В. Г„

«.— л .V 1

2(iG J 

О
4' (2) dz = О

где

М, „ Y Sin }tA^ dV 
2 .1 pW)

о

l.o

—— i [A(«֊i) (.у) ֊ (//)]<</ X
1 VJ 

о

*1 1 14՝ У I I sin рАе 'z с/а ’
(!_________________________________

J №X.(P)Z(P)
О )у

Учитывая свойства функций Кхх(х, /), Х12(х, /), К..х (х, t) и
Х22(х, /), а также асимптотическое представление [4]

Р„ (cos 0)
(д + 1/2)9֊
______________ 4_

(sin О)1 *

для больших п получаем, что системы (4.3) и (4.4) квазивполне регуляр­
ны. Величина зоны контакта 2 ~ 11 определяется из условия ограниченно­
сти нормальных напряжении

£^(Л) = о

Равнодействующая контактных напряжений 
рсделяется из условия равновесия штампа

з.|։=л ( I < г < а) оп-

3.- (г՛ v / Р
ordr - 0_

Авторы выражают благодарность проф. Б. Л. Абрамяну за внимание 
к работе.

Институт механики 
АМ Армянском ССР Поступила 30 XI 1979
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Վ. II. ՄԱԿ1Ա4ԱՆ. II մ- «lUHiHUX

ԿԻԱԱԱՆՎեՐՋ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՓՈՐՎԱԾՔՈՎ ԱՈ-ԱԶԴԱԿԱՆ 
ԿԻՍԱՏԱՐԱԾՈԻԹՅԱՆ ՃԱՄԱՐ ՄԻ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո • մ

Դիտարկվում 1ր կիսաանվերջ էք/անային փորված րսվ աո աձղական fy/ւսա- 
տսւրածության Համար կոն տակտային իէհղիրր, երր փ ո րվ ա ժ ;ւ ft մևք սեղմէ/ ttt մ Լ 
1 ■ ի All ունեցող ղրոշմրւ

*Լերեր՝Օրրի և Ֆուրյեյի ինտեղրաք ձև m ւի и իւ it t թ յ էէէնհ ե ր ի о ղն էէ ։ թ յ ա (/ ր 
խնղրի irttAtutl/t րերվում Լ ղոէյղ ինաեղրտյ Հ ա վ ա и ա րու մնե ր ի Համակարղի 
րււծմանրւ քհրււաէյսր^եյոէք թերիշեի It Լեմ անղրի րաղմ անղա մներր վ հրջինիււ 
րսծոէմր Հանղեցվ ում Լ րվաղի-յիովին ոեղու/յար ղծտյին Հանրահաշվական 
■ ավասարււէմնհրի անվերջ Համ ակարղերի /ւււ^մանրւ

ON THE CONTACT PROBLEM FOR ELASTIC 
SEMI-SPACE WITH SEMI-INFINITE CYLINDRICAL CAVITY

V. S. MAK A RIAN. S. H. PAPOYAN

Summary

The contact problem for elastic semi-space with semi-infinite cy- 
iindic.il cavity is considered, where a punch of T-shape in its axial 
section is pressed in the cavity.

By means of Fourier and Weber-Orre’s transforms the solution of 
the problem is reduced to a system of dual integral equations with 
combinations of Bessel’s functions and a trigonometric function. After 
transformations the system is reduced to quasi-quite regular infinite 
systems of linear algebraic equations.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ CCI»

Ui.|uu«r.|.i|.u XXXIII, № I. 1980 Механика

Д. В. ГРИЛИЦКИЙ, А. А. ЕВТУШЕНКО. Г. Т. СУЛИМ

11ОЛУПЛОСКОСТБ С ПРОИЗВОЛАЮ-ОРИЕНТИРОВАННЫМ  
ЛИНЕЙНЫМ УПРУГИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

В последнее время иадряженно-дефор.м։»руемос состояние исследова­
но для большого числа геометрических объектов, содержащих дефекты ти­
па греши»։, включений, в том числе 1՛ тонкостенных. В работах [1—31 ре­
шены задачи плоско»: теории упругости для однородной я кусочно- дно- 
родной плоскост»: с тонким упругим включением конечной длины.

В дайной работе предложена методика решения задач для полуплоско­
сти с произвольно расположенным тонкостенным упругим включением. 
С помощью интегрального преобразования Фурье проблема сформулиро­
вана в виде системы интегральных уравнений с сингулярными ядрам.» ти­
па Коши относительно неизвестных скачков напряжении и производных 
от смещений на кромках включения. Соответствующие системы интеграль­
ных уравнении для трещины и абсолютно жесткого включения получены 
как частные случаи. Приводится численный пример.

1. Постановка задачи и выаод интегральных уравнений
Рассмотрим упругую изотропную полуплоскость — ос < \ < х՛ , 

0 у <1-ос. содержа։»» у ю прямолинейное тонкостенное упругое включе­
ние ширины 2'ï. срединная линия которого определяется условиями 
в 0 - 0« (0 СО < я/2). Здесь. для удобства, наряду с декарто­
вой системой координат хор. введена система координат uos, полученная 
из системы хоу поворотом на угол 0„. Предполагается, что внутри полу­
плоскости действует произвольная система сосредоточенных сил. а также 
однородное поле напряжений на бесконечности. Граница L — {(՝■', у)՝ 
— оо <2 X < у — 0} полуплоскости и кромки включения свободны ОТ 
внешних усилий. Требуется определить напряженно-деформируемое со­
стояние в теле, в частности, коэффициенты интенсивности напряжений на 
ropijax S = a. S — b включения.

Предположение о малой толщине включения позволяет моделировать 
его скачком напряжений и производных от смещений в однородной полу­
плоскости на отрезке, совпадающем со срединной линией реального вклю­
чения:

K.U. ь0)- ТО)]-KJs, “0) -/3„(s.-0)|=/։(s) ifn_(s)

[m։(s, 0) т Zv։(s, -1-0)] ֊ 0) 4 /\(s, ֊ O)]-/j(s) (IJ)

(/,($) 0. sT[«. Я j= 1. 2. 3. 4) 

о du dvЗдесь и —---- > v — —
us ■ o$
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В рамках линейной теории упругости исследуемую проблему можно 
рассматривать как наложение двух задач: первой граничной задачи для 
полуплоскости без включения (задача «О») и смешанной граничной зада­
чи для полуплоскости с математическим разрезом вдоль отрезка |«. &] 
при следующих граничных условиях:

0) = <Jx, 0) = 0, -<*<- (1.2)

^„(s, ±0) З„„(х, 0) -5*>n(s, 0)

<„(s, ±0)-з։я(5, ±0)֊3;;(s, 0) (1.3)

u’(s, 0) = wJsr ֊0)֊W;(s, 0)

т.\(з, -r0) t\(s. 0)—t>J(s, 0)

(задача
Отметим, что решение задачи „/* на кромках щели будет иметь те 

Же скачки (л) (/ I. 2, 3, 4), что и изучаемая задача.
В свою очередь, функцию напряжений Ф(\. п) задачи предста- 

ннм в виде

Ф* ($, и) X ФЧ$, п) 4- ф2($, л) (1.4)

гдеФ'($, п) определяет решение для неограниченной плоскости со скачка­
ми I, 2, 3, 4) на соответствующем разрезе (задача «1՛ );
Ф2(х, у)—функция напряжений для сплошной полуплоскости, загружен­
ной вдоль границы /֊ усилиями, которые равны по величине и противопо­
ложны по знаку напряжениям, определяемым на I. функцией Ф (•՝’. и) 
(задача «2»).

При отсутствии объемных сил решение уравнении равновесия для 
двумерного упругого тела сводится к решению бигармоннческоро уравне­
ния [5]

Д..Д2Ф։ - О

общее решение которого с помощью интегрального преобразования Фурье 
представим в форме

XJ
Ф’(։> n) (2*)՜1 i n)exp( /ЗД<Г, (1-5)

— ОО

где

[А (!) -*֊ Л;ДЙ ('.)] ехр (— п'-), п > 0

[А (’) -г л;А։ (С)] ехр (л;), л < 0

4 = | - , /Ь(С) ( .՛' — 1, ‘2, 3. 41 в общем случае комплексные функции, 
определяемые из граничных условий задачи.

13



Принимая во внимание, что граничные условия задачи «1» записыва­
ются аналогично (1.1). а компоненты тензора напряжении имеют вид

, , дгФ’з։ =------- . з> = -------з1 =-----------------
с?«- ” апг *” д&дп

с помощью закона Гука получаем алгебраическую систему уравнений для 
определения /1Д,) в виде несобственных интегралов от неизвестных пока 
функций /,(*) 0 1. 2, 3. 4). Интегрируя по - с использованием транс­
формант Фурье 16|. находим

6
=1,(5. л) — (2-)՜՜' \ [<1/^1 («, п) 4֊ т,£2($, «)]/1(0 +

а

[/пг^(5. л) : (х. п)]/а(0 -г ($, л) : £2($, л )]Д (/)/(2А֊,\) 4֊

Ькз(5. «) ЯН*, п)]/,(/)/(2Аг£)| </(

л
3!т(*’ Л) (2Г>՜' П) — Л71^>($, Л)]/, (/)-]-

и

[/Л^։(х, л) —Л7։^(5, л)]/,.(О — ֊̂ (з, п)Л(/)/(2^)-|-

I [£։($. л) + 1>,(.5, л)]/։(/)/(2£’)} <//

Ь
=1,. (*> л) (2՜) ‘ [- "ЬАМ*. п)~ т։^.։(5, п)]/։(/)-4-

[֊«’1(5, л)1 л)]/2(0 1^(5, л)—£,($, л)]/3(0/(2^)-

^(5. п)/|(/).1(2Хг’)!^

"!(«. л) (2՜) ‘ л)/, (/)24-’
<1

4՜ [лМ;< (5» л) 4՜ л։֊?, («, л)|/2(/)2А',1,֊Ь [#։ ($. л) 4֊ '«1^(5, л)]/, (/) — 

: [л7^л(5, л)֊л։։1?։(5, л) 1/4 (/)}<//
6

у1(х, л) (2-) ■ {[л14£а(з, л) — т^|($, л)]/, (02Л} +
••

~ "4^(5. л)/..(/)2^;֊ [Л73а,(х, л)-֊ л)]/,,(0 |-

+ 1^։(5, л) [п?։*2($, л)]/, (/)} <// (1.6)
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Здесь
____ 2п_ 
(/ ֊

g-(s, n) = n
[(/ ֊sf-H-rF

gt (s.
+ n-

,?4 ($. 2л" (t — s) 
1(/ - s)2 -4- л-‘1-

m.t = (1 • k\jk(}):՝2. mz- -{1 + <4М1)2

m_. = (3 A-'- A'o\''2, mt = (mz — k}lklmJI2

&($> п) -

= (1 -r M.WJ, К (3 - z,j. (8M, -= (5 -| z₽)/(8«?P) 

!‘p֊ #[2(1+*,)] 

3 — 4*, — ։» случае плоской деформации;
(3—у,)/(1 ֊ vj— в случае обобщенного плоского напряженного

состояния;

Ер, •»₽ — модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала матрицы 
(р=1) и включения (/7 = 0) соответственно.

С помощью интегрального представления функции напряжении 
Ф=(х. у)

ОО
ф՜(*,*/) = (2") 1 г С. у) (1.7)

5уЛх՛ : - i ^2^а՜՛ ֊v՛ dt

— ©О

где

?*' (', У) = I /А .(-) 4- \у&: С,)]ехр (֊■ '.у)

Согласно формулам ( 1.2). ( 1.4) имеем

^Ф2 <ЯФ* (ЯФ1 п ,4 <>2Ф։ ~ 01* “• —— ~՜ ./ "
д п ‘ dsdn

<?2Ф-’ с/д'Ф1 0*Ф։\ . « 0<ч ,------ ֊ - (------------------- ) — (2- — 3-) -- -----  на L
0x0у \ Ок՜ дп՜ / о&оп

(г cos 0ft, 3 = s։n %)

Отсюда, учитывая (1.5). (1.7). нетрудно записать систему двух алгебраи­
ческих уравнений для определения неизвестных 7> (^) (/ - 1, 2). Решив 
эту систему и производя несложные выкладки, получим

6
^ (•■*•. У) ■ V ^Sh\x. у, dt

•I 
b 5
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b
=;yU у) (=) ։ v i&H*. y- ‘'JjWdi 

j-iJ •• ••
2 J ’* J **u, (x> y) = &o^x (x, !/)֊- ki -yV(x, y) 

b

v’(:c, */)= (") ‘ v p\ (x, y, dt (1.8)
II

где ‘S'/;(.v. y. i) (i. j 1. 2, 3, 4) — вполне регулярные функции, явные 
выражения которых нс приводятся вследствие некоторой их громоздкости.

Имея функции /г), Ф2(л. у), путем суммирования определяем 
напряженно-деформируемое состояние рассматриваемого тела в любой его 
точке:

=лп (*• ") = 3«я U л) -Ь =L (s, л) + (s, л)

3#„ ") = 't ") + =!« <s» ") + (s, л)

w, (s, n) = и" (s, n) ll\ (s. n) |- ir (s, n)

vf (s, n) = v"(s, n) 4* wj(s, n) 4֊ t/'(s, n) (1.9)

Переходя в (1.9) к пределу, когда л-«֊ 4՜ О, получим следующие вы­
ражения характеристик напряженно-деформируемого состояния на верх­
нем берегу включения

°лп Г 0) = (s) 4-Л (s).2 + /п.Л (s) 4- /4(s). (2£J) 4- (s)

+ 0)=4J*) Л(Л'2- /n.A(s)4-/5(s)/(24)4-A'2(s)

м, (s. 4- 0) = и\ (s) - (s),2 /n?..(s) ?- /Пл/. (s) 2^AU (s>

V, (s. T 0) = t»? (s) 4- /4 (s);2 4- rndy (s) — /ПлЛ (s) 4- 2A(’/C.։(s) (1.10)

Значения для соответствующих величин на нижней кромке включе­
ния определяются из (1.1) и (1.10). В соотношениях (1.10) приняты 
обозначения

ь и
/p(s) (2r)~l Ar(s)«(֊) 1 V \KPJ(S, /)/,(/) dt

>» 1 tr

(p = 1, 2, 3, 4)

A’j;(s, t) /.$, /) 4՜ ^2/(3$, /)cos29(l — 5։,(3$, xs, /)sin 20u

/?2/(s, /) — ^/(^s, as, Z)sin20o | .S\ (,-s, as, /)cos2G0

■Аз; (s, t) = m3Siy (3s, as, t) [Sj, (3$, as, l) cos 260 S3/ (3s, as, t) sin 20J

(s, t) [m35։, (?s, as, t) — mpS^s, as, /)]a —

+ Щ''(2А’’,) 5з; (?s, as. 0 — 54/ (/S, as, /)/2J3
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Подстановка соотношении (1.10) в условия взаимодействия тонко­
стенного упругого включения с матрицей [3| приводит к системе сингу­
лярных интегральных уравнений

С

М*) 4“ >•։>/։(«) 4- '1 |А(О ' ֊ '1.Л4($) = /ч($)
<4

*
^(**) I АЛ («) Т '■> А (/) Л — '-А'.- ($) 4- л2ЛЛЛ, ($) Г2($)

а 
и

4. (։) + М= Ы ч- (՛[>>/։ (9 + ЦА (<)] <Л ֊ 'Л («) Л(з) 

•>
Л^) = - ^Л(5), $£[а, 6] (1.11)

Здесь

/•;(к) = [х.да.-/?(5) ^я(х)]/л,

/■е(ь՝) = Ни К' («) — Змп<$)/1‘о “ св/(2/։)]/Аг

/;\(5) = |.ОпП («) Ь ^/(2А^) ֊ ^/к^лз

,п = л։г = ^/А„ Х„ = 1/Л,

/21 = (- т3 4- 4^,07։)/(4 А..), = 1/А /2з = |^/Л«

Ах = "Ь/Л» -֊- 1/Ля. ^(2ЛЛ։). а- = ֊ 15>/(2ЛЛ.)

л3 ֊ л?/(2и;лз), /4 = - 1/(2Л^Л,), А։ = ֊ пи 4֊ к\т3 
^ = ^֊1/(4^), Аз = 1/(4Ц), ^ = [(Л?)а֊(едМ?

Искомые функции удовлетворяют дополнительным условиям 

ъ
(/)<// = А՛ (} = 1, 2, 3,4) (1.12)

<г

Лх=0, .-V с,֊си, А1=<ь, (1..

Нормальные напряжения Л\ на торцах включения, а также перемеще­
ния с։, </,(•> = «, Ь) нижней трчкн торца включения относительно верх­
ней его точки вычисляются по формулам работы |3].

В случае абсолютно жесткого включения (£.. система (1.11) 
преобразуется к виду

(«) - К-Л$) -44«)

/п։/и(5) — /ли) = — м՛; (х) (1.13)

/з(«)=Ли)^0, $£[а, 61

2 Изассткя АН Армянской ССР, Механика. № I
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Когда же — 0, подучаем систему сингулярных интегральных урав­
нений для трещины в полуплоскости

х'։(з) = =:,($)

ЛА(«) 4- /£.($) =

А(*)=А(*) = 0, з£[а, 6] (1.14)

Уравнения ( 1.14) совпадают с таковыми работы [7].
2. Решение системы сингулярных интегральных уравнении
Решении системы сингулярных интегральных уравнений (1.11) ищем 

в виде

а; 4- у А'„Т,Ы | //Г 1, 2, з, 4) (2.1)

где = ($ *- с) я0, 2а, =- Ь а, 2с - Ь 4֊ а, Т„ (С) полиномы Чебышева 
первого рода. Подставляя (2.1) в условия (1.12) и интегрируя, по­
лучаем

(2.2)

Подстановка ряда (2.1) в систему интегральных уравнений (1.11) и 
обычная процедура метода ортогональных полиномов приводя! к системе 
алгебраических уравнении для определения искомых коэффициентов раз­
ложений

ос 
/•ИЛ1 ։ . У

'1=1

ч,л1+1 у 
л-1

0А - 1. п л) Ап 4- У /7,՝,.՝ йЛп Г к

(«ы.и-^л У Н2п\А*п =Е1

У I ('и6* ՛ " — ?-зЛ< 1, л)/1« (р>+1,я — ՛ |77„ 1 с) .4* V /7п. 1/4/|
п-1 I /1

/Й+1 -ЙЛ|.Ь Л'-О. 1.2,... (2.3)

где <>лп символ Кронекера и

/■1 = в1 ЧВ УН:М 
/ = 5

/•; = 67- • > >Р — У г/,‘■..4о

V’) /7 1 . н

1 О, (:)(/* (01 1- .֊</

А<> = А'/(а^.}
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<2։С) ГДО-Л-‘/.;/(2О11). <м:) - Г2('.)֊ ЛМ(2а0)

<Л(ч) - Гг (') ('зЛ՛՜՛ 4- >4Л’)/(2а0), /7 -= а,^

Вп * = 1;(л՜” А3) 1 Г/г—'(^4-2)’՜]
I 1

яй -?֊[У4С.)1 !=?•[ л./(-)а -•’) 1,։<лл

-1 -1

/п/С. •) - ֊ --)֊'։ЛЛ'-. *0
Лг;(*» -) = —?й2^2/(С; ') -г ,2^л!(', •)

Аз..(^, "I — —/Л2Л11/(1։ *), /7* (С) полиномы Чебышева второго рода: 
(р 1, 2, 3; ; = Г, 2, 3, 4: к, п = О, 1, 2...).

Для примера более подробно рассмотрен случай упругого равновесия 
композита под действием усилии =Л’ Ро՝ Коэффициенты интенсивности 
напряжении > левого торца включения определяются формулами

к.} = Нт [| 2(о — &•) 0). 0)!]
»-.<1-0

Система уравнений (2.3} решалась методом редукции. Контроль сходимо­
сти проводился путем сравнения функция /7(^7 (/ - 1. 4). вычисленных 
при Л = Л/ и Л — 2Л/ соответственно. В рассмотренном примере для до­
стижения точности вычислений н 5% 
оказалось возможным, в зависимо­
сти от относительной жесткости 
включения Е.,.Е}, ограничиться ре­
шением системы уравнений от 15-го 
до 30-го порядка. Вычисления про­
водились при фиксированном рас­
стоянии (I - су — 2п0 центра вклю­
чения от границы полуплоскости.

На графике представлена за­
висимость безразмерных коэффи­
циентов интенсивности напряжений 
к. -- к. | а0) (7—1,2), где д,1 а0 
значение коэффициента интенсив­
ности напряжении для бесконечной 
плоскости с трещиной длины 2а,-,—

Ь - й, от угла наклона включе­
ния Кривые 3 1 соответствуют 
следующим значениям относитель­
ной жесткости £„ £.: 0.01, 0.1, 10.0. 
Результаты, полученные при 
£, Е{ 0.01, 
плоскости с трещиной [4] нс более

Дьвовскяп ордена Ленина
госуниоерснттт нм. 1 1вана Франко

отличаются от соответствующего решения 
, чем на 2—3 %•

для полу-

Поступила 10 I 1979
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Վ. Դ. Գ1'141’8ԿԻ. Ա. Ա. ԵՎՏՈ 1'ՇհՆ‘ւՈ. Դ. S. 11111ՎհՄ

ԿԱՄԱՎՈՐ ՈՒՂՂՎԱԾ ԴՄԱ5ԵՆ Ս.ՈԱՋԴԱԿԱՆ ՆԵՐԴՐԱԿՈՎ 
ԿԵՈԱՀԱՐԹՈԻՄՅՈԻՆՐ

Ո. մ փ ո փ ո • մ

Գծային իհրաիյուններ/էվ մ իջավա յրերի Համար աէէաձղականուիյան ւոհ- 
սաթյան 'արի) խնդիրների րէւծման Համար դարգա ցվոլմ է եղանակ, որր Հիմ- 
նրված ( ինտեդրայ ձևափոխությունների մեթոդի կիրաոմ ան վրա։

Դիտարկվում ի վերդավոր երկարությամ ր բարակ աոաձդակւսն ներդրու­
մով իդոտրոպ կ ի и ա ' ա ր ի ч ւ /I յ էէ ւ.ն ։ ('հրվում Լ ի վ լսէին օրինակ:

SEMI-PLANE WITH LINEAR ELASTIC INCLUSION OF 
ARBITRARY ORIENTATION

D. V. GR1LITSK1. A. A. JEVTUSHENKO, G. T. SULIM

S u in m a г у

An approach to solving the plare-theory-of-élaslicity problems for 
media with linear defects is considered. This approach is based on the 
integral transformation method for bodies with cracks in the case of 
isotropic semi-plane with thin elastic inclusion of finite length.

A numerical example is given.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
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А. Г БАГДОЕВ

РАССМОТРЕНИЕ ДИФРАКЦИОННОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ВЫСОКОЧАСТОТНОЙ АСИМ11ТОТИКИ

Пусть л произвольной неоднородной диспергирующей нелинейной 

среде распространяется квазимонохроматнческая волна и jc , где 

-e п (**I — есть эйконал основной немодулированной волны и ли­
нейной «лдаче, ф— комплексная медленно меняющаяся малая амплитуда 
|1—3]. / — время, х.—пространственные координаты. <•» = о»..., — :։евоз- 
пущенная частота. Д\я получения уравнения, описывающего изменение 
функции ф(х*. О для произвольной среды, следуя [3]. можно вначале рас­
смотреть линейную постановку задачи, и которой среда описывается 
уравнением

JL\U = о (4=1.2.3) (1.1)
՝ 01 Охк/

где А заданный линейный операторный многочлен. Для ноли высо­

кой частоты значения = —— и волнового вектора = ~~ вели­

ки, поэтому при дифференцировании и -«•’ основными являются 
слагаемые, получаемые от производных экспоненциального множителя, 
которые дают дисперсионное соотношение линейной задачи

Д(««. аДх=0, W = = 7,(1,., «3 Ф)

При удерживании слагаемых с более низкой степенью ы при вычислении 
Ам применяется формула Лейбница [3] и оставляются производные до 
второго порядка от ф включительно. Вместо координат х, вводятся луче­
вые координаты т. В, X, где 0 - const. 1 const дают уравнения лучей. 
В силу однопараметрнческого произв ՝ла в выборе В, _ можно считать \н- 
нпи пересечения указанных поверхностей < волной ։ U ортогональными 
It Отсчитывать вдоль них координаты ֊, (/ соответственно, где dy - Чл1^, 
112 н (Л. 11 „—параметры Ламе. Т гда м жно записать для ф линей­
ное уравнение |3]. Для получения соответствующего нелинейного урав­
нения следует знать нелинейное дисперсионное соотношение

w = %(։.’ г а ГИ <1-2)

которое обычно находится из осреднениого вариационного принцип.. |
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Полагая <*> = <чм------у-՛ ~~ и оставляя члены до второго

порядка по ф, можно получить из (1.2) уравнение для фазы с. С дру­
гой стороны, в вышеуказанном линейном уравнении [3] для > можно 
полагать о «е' и отделить действительную часть. Сравнение двух 
подходов позволяет получить для ՛!• нелинейное уравнение Шредин­
гера ;з|

Здесь с eons! дает уравнение сочки, движущейся вдоль луча с группе- 

вон скоростью Cjt ~ —» значения коэффициентов Г. \. указаны 

п [3]. /\ есть лучевое решение на волне. В настоящей работе рассматрИ; 
пае гея типично дифракционная задача. Постановка указанной задача сле­
дующая. При падении монохроматической волны на экран в форме про­
извольного криволинейного угла образуются области существенно дпу-

Фиг. ։.

мерного изменения параметров в окрест­
ности дифракционных лучей (ОВ и ОЕ 
фиг. 1). Первый отделяет области свёта 
и тени, причем вблизи ОВ имеется лишь 
одна падающая волна АВ, поэтому мож­
но использовать уравнение (1.3). При 
этом в качестве основной волны можно 
взять волну' В,ВС, рассеянную верши­
ной угла О, которая далее называется 
точечной волной. Как показывает ли­
нейное решение для случая плоской 
волны А В и волнового уравнения [4] 
вблизи ОВ решение записывается че­

рез интегралы Френеля. В [31 показано, что та же форма решения сохра­
няется .։ для произвольной линейной среды и произвольной волны АВ. В 
окрестности ОВ можно записать для указанного решения

> =------- А е^й-ф/'-ДМ, Л 3------- (1.4)
2 1 А,— А., $ | \ к /| к | 2с1։(А-։ — к.,)

где 5 — ֊ 7«о, 0о значение '■> вдоль ОВ, А, кривизна обращенных 
точечных волн, к-. кривизна волны АВ (фиг. 1) в начальном поло­
жении О/4р, с, нормальная проекция фазовой скорости полны в на-

2 *чальной точке О, Ф(д-) — ..... ■ е ՛՛ (Н можно выразить через интегралы
о

Френеля. В (1.3) К А есть лучевое решение на полке В^ВС.



С ледует отметить, что. как видно из (1.4). для дифракционных задач 
слагаемые в (1.3), содержащие Г. Л. Л„ имеют более высокий порядок ма­
лости 13]. причем в линейной плоской задаче имеет место уравнение

.. дъ 1 ,д , сНп Л'Z-A ——-------Да----- - --- --  1^..У — ֊
Ot : 2 <7?= HfW at

где а, = а, г/, - р. Подставляя сюда ( 1.4), можно убедиться в его удовле­
творении при выполнении соотношений К А

Оку I _ «»А, 1
dt [; А, dfy֊ Hicn

Поскольку кх -- (т։), т։ — и вдоль луча
^•1

# * дхк где

Сп — и Сп — проекции групповой и (разовой скорости на нор­

маль к волне, можно получить уравнение
О֊ 7

С„ —• *•»
06֊

Hi с.

которое проверяется непосредственными вычислениями для однородной 
среды :: представляет нетривиальное соотношение для неоднородной сре­
ды. Уравнение (1.3) может быть записано в лучевых координатах, свя­
занных не с точечной волной В։ВС. а с волной АВ ((риг. I). Для этого 
слс.х.\։ ч ввести лучи, связанные с волной АВ. определяемые уравнениями 
՝’» — const, где S представляет длину дуги начального положения О А, 
волны АВ Согласно [5] имеет место соотношение, связывающее 5 с лу­
чевой к<֊ щдинатой 6 для точечной волны

^1 —

Можно также ввести эйконал волны АВ

֊ . (<’ ֊ %)" 
Ъ" ' ’* 2с„(4,֊М

где Oj = const дает уравнение 4 В и линейной задаче. Указанная форма 
3, получается из записи уравнения волны относительно точечной
ноли։»։ [5], а также из асимптотики решения (1.4) для больших -Ц-- [3]. 

А.
Тогда, полагая и — '|>е' , о <?.՛>, ՛> /, можно снова получить урав­
нение (1.3), в котором заменено՜, на ՛՝*,, К есть лучевое решение на

АВ, равное [5] о— .—и удобно полагать в (1.3)

d 1 о_
ду кА os
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Линейное решение вместо (1.4) можно взять в виде

> =  — 1 ֊  (1.5)
2“> I ^с0

Из (1.5) для 5 —> — 'г’ получится 0 —* 0, а для в —» со то есть
ш

(1.5) переходит в решение для падающей волны. Нелинейные уравне­
ния вблизи ОВ  (фиг. 1) получаются из (1.3), записанного для коор­
динат о, х, / в плоской дифракционной задаче в виде

/ о \ 1 О 0 \п
(а ՜)/ |; а ~ 0(

< И _ ± ( а * И 1 ) = о  (1.6)
дг ОА֊ Оу \  д у  )

.. I 1 < 4  / <?? У  , 1 д ֊а  (  <?••> \  о м

где

д I С„ д
(Л I*  с п 01

Главные члены асимптотики нелинейного решения вдали от луча ОВ  соот­
ветствуют отбрасыванию производных ог а по у и вблизи точечной вол­
ны ВС, где 0 0,„ имеют вид

( _ ‘՝р _ I с0 А.____  __  ,. «ч. а , -  (1.7)

(/г1 — ко) 5" Г / а; (И
о

где /} указывает точечную волну. Вблизи волны А В вдали от луча ОВ

о « Л

к Г / д*п \  К  ~
а  =  —  

о»
(У \ к ՝

О

<// (1.7а)

Ясно, что величины т, ср в асимптотическом решении [1] и б, +  ф по 
(1.7), (1.7а) совпадают. Теперь можно численно решать уравнения (1.6) 
с начальными условиями, взятыми из линейного решения (1.5), которое 
может быть записано через интегралы Френеля

х *

С (х )  =  |*С05—  /V /, Л’ (х) | э т  —  1~(Ч
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I 2с
1.8)

э -- аге -- < 
Р

и —

Согласно (1.8) получается., что при 5 — 0 а
2м

• н области тени а .^0

а монотонно стремится к нулю, при $ > 0 а осциллирует около зна- 
1счсния - '■? при $<^0 монотонно растет [10]. Для проведения расче­
се

тов следует конкретизировать коэффициенты в уравнениях (1.6) и ре-
шенни (1-8). В случае однородной среды и 

место соотношения [5] х у, /с. = 0,

плоской волны А В имеют

//'Я 
— / 
0$֊

. К= с'опз!.

Обозначая ■ - _ = можно (1.6) 
О‘-<у.

~с<։
записать в виде

Ц>
Оа2
01
-I + ֊ 1 <?!•■

.. о<р о՜ ——

1 д~а
‘2а О\

| а2 —О 
о

। де учтено,
। о

что для производной вдоль луча в силу стационарности за-

дичи ------Ь с(>-----= -----  
01 Ох Ох <ч

что согласуется с пре

лыдущим. Полученные уравнения решаются при условии (1.8), удов­
летворяемым для малого / Для уравнений с переменными коэф­
фициентами и волны АВ произвольного вида следует решать систему

о ,, - <>уравнений (1.0). где вместо у введено х и 
о/ 01

• Линей-

V Щ а | кх — к.

О/ :

К

к

1

I
(Ч \ , 2

д о д

ное решение (1.5) соответствует одномерному по - решению <-^֊=/(1) 
Для небольших ! можно и в нелинейной задаче считать верно)! ука­
занную зависимость и получить для однородной среды уравнение

4/с(| .V
« 2 с„1 I

п . / Ои) \ 1
11рн — ) ^ ■ получается обыкновенное дифференциальное урав- 

\ ад։70 I
пение. Отбрасывая правую часть, можно получить линейное решение, з в нс?
линейной задаче, игнорируя зависимостью /(’֊.О от С можно решить полу- 
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чениое уравнение для фиксированного Л определяя поперечное изменение ф 
вблизи луча О В. Можно получить также точное уравнение для /*(?). по-1

лагая > — • • Для произвольных I следует решать уравнения относи­

тельно двух независимых переменных /, р. Полученные уравнения годятся; 
в тех областях дифракции (вблизи луча ОВ), н которых на бесконечно­
сти отсутствует падающая полна. В окрестности же луча ОЕ (фиг. () име­
ются падающая О/՜ и отраженная ОЕ волны. Поэтому решение следует 
искать в виде

и ֊ ']»е' Се

где ф, т дают комплексную амплитуду и эйконал отраженной волны Г№, 
а С. X дают амплитуду и эйконал падающей волны. Подставляя и в урав­
нение (1.1) и повторяя следующие за (1.1) рассуждения, можно дляфнС 
получить отдельные чиненные уравнения, записанные в координатах 
Т. л’_.> и X. соответственно, где координаты х... и у-,., выбраны вдоль от-• 
раженной и падающей воли. Далее можно ввести волновые векторы а, и| 
р. для отраженной и падающей волн и соответствующие линейные диспер­
сионные соотношения

л (3*. %) = 0, % = А (3^, и>0) = о, Ы։1 - % (?А)

Как и при выводе (1.3), следует полагать ф ае", С—Не и ввести 
нелинейные дисперсионные соотношения

<;. X- Сравнение этих уравнений с соотношениями, полученными отде­
лением дейс! ви тельной части в вышеуказанных линейных уравнениях для 
ф. С. позволяет написать связанные уравнения нелинейной дифракцион­
ной задачи вблизи луча ОЕ

1 /х а т г*1 а д* о
к1 ПК П »? ЫН! М <•> 111 — — —«М * '

д/. , - 3<о> д_ 21,
1 IV А«։ »<։>!, Гч <114 Н ' (XI — ’

(Я (Я ' — 2 к т-

о == £<’)) 4- ։ к ։ ’ можно во втором порядке получить уравнение для
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где ;t — const есть уравнение движения точки вдоль луча падающей 
полны с групповой скоростью, у. отсчитываются вдоль падающей, 
а х. — вдоль отраженной волны, И есть лучевое решение для падаю­
щей волны.

В линейной задаче уравнения разделяются, причем } дается (1.4), 
где л-.. /7.(0֊ 90), а в падающей волне решение одномерно и 
С= П (7.,), 7. = ... (7, — /).

Дли примера рассматривается уравнение для напряженности 
электрического поля, которое при s.i|£։|2 1 имеет вид [6]

Л-:.,(1+М£1П — =0 (1.10)
\ 80 / <>/-

Решение ищется в виде

Г=-֊-£,+£, = (C/z +-ie'7)« (1.11)
£ w

где £i комплексно сопряжено £р е единичный вектор поляризации, 
перпендикулярный плоскости распространения падающей и отражен­
ной волн, e.VS0 = 0.

Учитывая, что для модуля амплитуды поля имеем

I £։ | ֊ I а 6՜ -г ֊cib cos (" — 7 г — 7)

из уравнения (1.10), умножая его поочередно на е ‘ , е՜" и осредпяя 
по '-7, можно получить уравнения модуляций

AW֊|
01

— Aj01r>--------
’ di

I . <•
-•?(a- • 2b-) 0— I

"t՜ c1

А -0С 

ot z
Д2и1/С--------

Ot
J-

T
AC ֊*-2։rt 

c2 C (2a- -1֊ b֊) 0 (1.12)

. 2v,£<*
= “2«. =---- T~

«'O
1

3
A V

0՝ = V —
T0!fl

где Л։ = —у — V а’, А, —֊* — V 3-, причем производные по нормали 
с5 7՜ “ сй 1

к волнам 1по л\, у^ можно отбросить. В плоской задаче эти уравне­
ния можно Записать в неподвижных координатах х։, х.

Ох] 1 Ох} ?(а֊'+26г) 0 (1.13;
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(>C Q , aC 9 \ . ,, /<> ln II 0 <7 In IL \ (PC . (PC ._ T , - c 3, , -, + rix, +

4-C (2a---6') =0 
co

что должно облегчить численное решение.
Начальные условия для (1.13) берутся из (1.4) при ( /о~Оп 

условия С - П, при / -- 1, а граничные условия находятся ин’
тегрироваиием одномерных по лучу уравнений для а, Ь, полу­
чаемых 153 (1.12) подобно (1.7), (1.8). При поляризации лектора Е 
в плоскости распространения волн

£, (Се''-У/)е, ! (C«‘W)« (1-Н)

где е։ и е параллельны падающей и отраженной волнам.
Подставляя (1-14) в (1.10), учитывая соотношения для вектора

de
dt 7

u<> *7 —,
2-ïf r(W

de 
d>

<ч» (v=-.e) 2ф1-

умножая (1.14) на е",е՜՛' соответственно, можно получить поел« 
осреднения по - — / уравнения /— // = /., ■р — и.

2 7РС _|՜ '■'/Д ' д'■ + '• »? (Р Н՜ Ь'՜'՝ + ЬЬ'^е
'к

- е։е ('/6''-bbbb'e՜ ")} =0
d'j1 —

2 / ViS՜ ՛ Д / /. {՛/ {p 4- [i ) 4՜ ÿbb՛e -r
<?xk

e։e ( y b b՛ V ' — 7// )! 0
zi

2 --— 'ki Cis7 -7 S(' ։ С (p а՜՜) 1 Can e1
(‘x.

— ete(C aa e" C'a2)} = 0 (1.151

2— - CMZ SC-՛ ‘,C(p + a') 4- Caut՜՛'

4՜ fjC [C'a՛՜ -j՜ Caa'e ")} = 0

где p — b: a'՜ ՝t b'՜ — a •- exe՝2\aa' cos ՛.՛• j- bb' cos x),
a»

*•<>
„ ։» (К

можно заменять 2.-— х. 2֊-зи — 
с-0 (И

При а 0, b 0, /.' -/., ф' ='ф из (1-15) получаются уравнения

(1.12), где учтено, что согласно уравнениям лучен
А։,. При-tt . * ■ вdt ivs0 
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меняя соотношение для суммы производных по х4 от правых частей 
[7], можно получить

а 1
дГ _ <4-  w5o <Нп У _ _г^_ 2<»>у?1п К

" ~ со <П Г ° вхк " cn Ot

откуда К -[“у՜ и’ п°лобно этому, 11 -'--у.-՛ где ]— якобианы

преобразований от .г։ 2 3 к Л О, \ для падающей и отраженной ноли. 
Таким образом, получено линейное решение и сформулирована нели­
нейная задача в окрестности дифракционного луча.

В качестве другого примера применения уравнений (1.9) можно рас­
смотреть волны изгиба н пластинах. В пренебрежении влиянием продоль­
ных водн на изгибные можно получить следующие соотношения для свя­
зи лагранжиана с прогибом г/(/. л՛,. х.)

1 / Ои \- д՝и 
— ( —- —Ул ֊7 
2 \ dxj ох\

1 / du \- д“и

5J , -- ~
■ ‘ dxt dx>> дхх<)х,>

h есть толщина пластины, оси с,, л выбраны в плоскости пластины. 
После вычисления интеграла получится

■ — - ֊ - А (и4 . м* 4- 2и2 ir ) (։г. -и՝ . т- и, , «; v) 1՜

, ЛП , , . . 7 V д֊и
֊»֊ - = ֊^7՜

-Записывая U в виде суммы отраженной и падающей волн

- -- 0՜ о՜ dT о <)Т а
6 cos/.,---- — 7,, —— = «о, —— = Pi, ——’ с/х։ * их., dxt dx..

и вводя осреднениый лагранжиан
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2г
£ = ֊-----?- [ \Ld-d7

2֊ 2՜ ? ?
о о

можно получит։» :

Д = -֊- ?Л (ач»>? + 622=) - ֊֊-֊ (а'к{ 4- 6Ч:‘) -

-֊^ а'*6г (*Д 4֊ а-/-)7 ֊ а' Ь-к\1с] — 
£ х

֊ ֊Т(а=4 ^и>՝ц; ЬЧЛ)-
12 ом

а-Ь-^к1 - —- о-6֊ ֊, Л<-՛
60 1 ■ 120

4 - 4 - -■?. 4 = Я + & К< ֊ 44 + («Л+»&)’
Здесь введены разные обозначения для частот отраженной и плдаю- 

а-. о _ дТ 
щен волн »•>, — — и - —•

Варьируя I. по а. Ь и учитывая, что а =7= О, Ь =т֊ 0. можно получить 
следующие нелинейные дисперсионные соотношения:

+ ֊: к-'кр -г — Са-ц 20,-(о& , ։Л.)֊'--С6Ч-;«[ (1.16)

2 = (?։, ₽:) 4- -1- & + К[ 0= 4-
I 10 30

^^к\к\а ֊С,ц-к\ гСо-^!?! а;?.)-’+ 6’<։-'ед1,
3»"5՛* '2‘‘

= М

где «»о(Я1, - А | 4^- к֊, %(3։,

конкретизировать коэффициенты в 
волн. В условиях плоской задачи 
бросить, причем

-> - а । 4а’՛ что позволяет

правых частях (1.9) для нзгибных
производные по л՜ = /;, можно от-

Д։ = - ։п0 (ап 2„), Л2 — и, — (0(1 (31։ з..)

откуда получится

* ^'71 2֊"Д, ---- 1 = ----
‘ г։

«Д»... = -^2.- ֊ 1
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Уравнения (1.9) следует решать при начальных условиях, взятых 
для V по (1.4) при ( ~ !... где I мало, то есть вблизи отражающего угла, а 
для С берется значение С = II при * - где <• достаточно велико, го есть 
на больших расстояниях от угла.

I аким, образом, каждое из уравнений (1.9) записано в своей системе
координат и рассчитывается первое в направлении возрастающих значе­
ний •' > Г„. второе—уменьшающихся / < Л. при атом уравнения связа­
ны посредством правых частей, Это осложняет решение (1.9) или экяива- 
чевгной нм системы четырех действительных уравнений для а. Ч, 1>, ко­
торые, по-видимому. следует решать, задавая, кроме а. ՛(. при = А, также 
и некоторые значения Ь, у так. чтобы после расчета задачи получились 
заданные при I 1՝ значения Ь, /. Однако при рассмотрении одноротной 
среды и нормального падения на плоский экран плоской падающей волны 
АВ координатные осн х, и параллельны. .Аналогично вышеприведенным 
уравнениям вблизи луча ОВ можно записать уравнения вблизи луча ОБ

ob дЬ о/ 
dt г/р оц

±6^ = 0
2 ду?

Здесь «У = const соответствует фронту падающей волны /9/՜, для которой 
зн.рення «... с противоположны по знаку значениям для причем в 
верных двух уравнениях производные берутся при 6 COnsJ или отнесе­
ны х отраженной волне. С чедует отметить, что для полученных уравнений 
картина волн дается на фиг. 2.

В нелинейном решении вблизи О В согласно результатам [2]. полу-

----;) > 0 для

больших ■ при у < 0 и малых —» как и в (1.8). будет осциллирующий 
и>

волновой пакет, а при у > 0 возникают отрицательные солитоны (коэф­
фициент дисперсии в уравнении Кортевега-.u -Вриза, описывающем квази-
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простую волну, отрицателен), число которых определяется —• II. 
<п

< 0 начальное решение ( 1.8) распадается на множество солш

нов. Поскольку п ( 1.6) член ( ——; ) а՜ онг и по порядку меньше оста.1 
X Оа֊/о

ны.х членов ~֊ I, поправка в первом уравнении ( 1.6) за счет нелинейное
будет (йсГ и можно считать ф ~ ф0. тогда о дается (1.8).

Можно уточнить коэффициенты в ( 1.9) и учесть продольные компо­
ненты перемещения <7, и и... Тогда следует полагать

и a cos fJ — с cos 20 b cos 7 d cos 27

Mi.~ vi. 2 ttjQsinO Cjj.sin?1) />1.2 sin 7 r/i,2s։n27.

i։ после проведения выкладок получится в основном порядке а''

а, 2 — с = 0, d — 0
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Варьируя /- по v. можно получить уравнения для среднего те­

чения, причем в дифракционной задаче
Ох..

И гла после вариации L по «, 6, С’։,?, г. 2

fojyg , ^1.3 = 0.
(Ь\ ' dt

получатся соотно­
шения

^с։ 4- «sc. -

iWi ,W __ Щ____  ...
2(Л-'^֊12) *

а в правые частя дисперсионных соотношении (1.16) добавится соответ­
ственно

3G Ца՜ G ( у \
------------ *___________ /1 ( а2- _ 7- IЛг£'{ —12 « 2 1-‘2

I 3G G (.„г ±

LV ЛЩ 12 - 2Й0? V H 2 Й։ 

где

Полученные уравнения имеют место при высоких частотах, о тако 
предположено, что w/i все еще невелико, что позволяет применять класси­
ческую теорию пластин, хотя обобщения [9] на высокочастотные уравне­
ния могут быть проделаны подобным же путем. Представляет интерес 
исследование устойчивости волновых движений при условии наличия двух 
й'.коналоа.

Институт МСХ4НИХК
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A NON-LINEAR DIFFRACTION PROBLEM FOR HIGH 
FREQUENCY ASYMPTOTICS

A. G. BAGDOEV

Summary

In the problem on reflection of an arbitrary quasi-monochromatic 
wave from the wedge a linear solution in the neighbourhood of dif­
fraction rays is suggested. The non-linear equations for complex ampli­
tude of the wave in the region with no incident wave ahead of the 
point wave at infinity, as well as the coupled equations for complex 
amplitudes of incident and reflected waves for the regions with incident 
wave are derived. The coefficients of equations for the electrodynamic 
problem and for the problem of bending waves in plates are specified, 
and the problem of numerical computation of non-linear waves parame­
ters is formulated.
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Л|ивьцш ,\.\ХП!, № I, 1980

М А СУМБАТЯН

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ТОНКОГО СЛОЯ В УСЛОВИЯХ 
УСТАНОВИВШЕЙСЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ

Рассматривается плоская задача о действии распределенной нагрузки 
на верхнюю грань тонкого сжимаемого слоя, лежащего на жестком осмо- 
лажи:, в условиях установившемся ползучести материала слоя. Стой счи­
тается очень тонким, а связь между напряжениями и скоростями дефор­
маций выражается степенным законом. Аналогичная задача для случая 
полуплоскости и в предположении несжимаемости материала исследова­
лась в работе [ 1 ].

В § 1 приводятся основные уравнения, используемые в дальнейшем. 
В § 2 рассматривается задача о действии нормальной нагрузки на слой. 
Свободно лежащим на жестком основании, а в $ 3 и 4 — соответс: венно 
о действии нормальной и касательной нагрузки на слои, сцепленный с 
жестким основанием.

§ 1. Приведем основные уравнения теории нелинейной ползучести в 
условиях плоской деформации.

Уравнения квазнстатичеокого равновесия

°и,1 1 '12..՛ — 0

^.1 + ^.? = °
(Ы)

Условие сжимаемости материала

(12)

где V — коэффициент Пуассона. Для несжимаемого материала
1V =----
2

Связь между тензорами напряжений и скоростей деформаций выра- 
Жается соотношениями [2]

(1.3)

а 2. и соответственно интенсивность скоростей деформаций и напря­
жений:
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= vV1 <Տ» ՜ ՜" ՜ v) -«։ ՜ + ք(1 — v)։« ՜ '2uF + 6տս
I о

(1.5)
3< = -րևւ (Зп - «»H - IU — S 'и - "*3»F -h [(1 - *') 3K — *»uF +

I b

Ha (13)—(1.4) имеем

Խ = “(И — ~
У

։-= ~|(1—»)зя— *3։J (1.6)

s
'։: = ֊3>r

Наконец. закон д\я установившейся нелинейной подзучести прини­
маем ո виде степенной зависимости

(m l) (!.7)

Этот закон хорошо описывает деформации ползучести некоторых метал­
лов | 1—5]. \ьда |6]. многих полимеров |7| и ряда других материалов.

§ 2. Рассмотрим задачу о действии нормальной нагрузки /'(>,) на 
слой малой толщины А. лежащий без трения на жестком основании 
(фиг. 1). Физическая модель слоя описана в предыдущем параграфе. Ось 

л, совмещена с нижней гранью слоя.
х* _—. . , Граничными условиями задачи

И I <i4*-' будут

___ 111 ill 111_  ո₽“ *==° v= =- °՛ յ՚==° (Չ.ո 
Հ------- —֊  7—. —֊ при X. Л - p<rt), =յ.= 0

фнГ, i. где V (7 = 1, 2) — компоненты век­
тора скоростей перемещений.

Производя разложение касательного напряжения gi; в ряд по малым 
значениям х в окрестности точки х Он оставляя для тонкого слоя в 
этом разложении лишь линейные члены, получим

31г₽Аи։)4 Л(х։)дгг

I раничное услопнс пи — 0 при х —() даст Г (•՝֊,) 0. аналогичное усло­
вие при х Й определяет функцию / (х,) 0. Таким образом, всюду
и слое

:ւ: Q
Тогда ил уравнении равновесия (1.1)

Зп ֊•’ Л (*։)
3:: /3(^1) - Р ( т։)

(2.2)

<2.31
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Теперь второе из соотношений (1.6) дает с учетом (1.7)

= А ' | (1 — V) р (л-։) — у/։ (х.,)] (2.4)

Поскольку при замене знака у нагрузки /'('>) деформация также долж­
на менять знак, то из равенства (2.4) следует, что

Л (х-А 'и - 0 (2.5)

и формула (2.4) с учетом (1.5) приобретает вид

*22 -->1(1-֊ >) (- -----У ' I !> {ху) Г $£П (р)
О *

откуда, интегрируя по л с учетом граничного условия (2.1), получаем
т -1

и:(х։, х?) = А (1 у)(----- ֊-----—) ՝ |р(хх) Гз2п(р) (2.6)

В частности, на верхней грани слоя (при х- - А)
<п -1

т--(х1։ Л) = АЬ (1 V) /-^~Т~|р(х>) Г я?п (р) (2.7)

Последнее выражение показывает, что тонкий слой в условиях уста­
новившейся нелинейной ползучести работает на сжатие как нелинейное 
оннклсрово основание. В линейном случае (/« = 1) получается обычное 
нинклсрово основание. При этом, поскольку из (1.7) при М = 1 имеем 

, ' 1 4֊ у
77՜ №—модуль Юнга), то нетрудно видеть, что в этом случае 
с.

коэффициент постели совпадает с известным результатом, полученным по 
линейной теории.

§ 3. Рассмотрим задачу предыдущего параграфа в предположении, 
чго нижняя грань слоя сцеплена с жестким основанием. В этом случае гра­
ничные условия примут следующий вид:

при х» 0 г, = 0, -ил = О

ПрИХ2=А 322 = />(*)), 3)2 = 0

Производя так же. как и в предыдущей задаче, разложение касатель­
ного напряжения о,, в ряд ио малым значениям х- в окрестности точки 
л՛. - 0 и оставляя для тонкого слоя лишь первые два члена этого разло­
жения, получил։

312 =/։ (*1) +/։(*)> *2
С учетом последнего из граничных условии (3.1) эта формула принимает 
ВИД .

=12 -/'(л-,) (Л֊ х2) (3.2)

где/(х.) — первообразная функции — ^(х,).
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'1 еперь решение уравнений равновесия (1.1) дает

’։։ /(*1) 4-$(х2)

322.? “֊ х2)
(3.3)

■откуда после интегрирования последнего выражения по л. с учетом гра­
ничного условия для 022 на верхней грани, получаем

*з.4)

Рассуждения, аналогичные проведенным в предыдущем параграфе, 
показывают, что функция £(х.) тождественно равна нулю.

Неизвестная пока функция /(х.) может быть найдена из граничного' 
условия V, 0 при хл = 0. В самом деле, это условие дает ё։։ = 0 при 
хг= 0. что с учетом первой из формул ( 1.6) дает

-у-/*(Х1) + р(*1) =0

Последнее равенство представляет собой дифференциальное уравне! 
для нахождения функции /(х,).

Если толщина слоя гораздо меньше области контакта, то

/<*.)»-— /■'(>-,) (3.6)

Поэтому в уравнении (3.5) можно пренебречь малым членом, содержат 
вторую производную, что определяет функцию / в виде

/(*») = —— р(х։) 
1 — V

С учетом всех вышеприведенных рассуждений компоненты тензора напря­
жении приобретают следующий вид:

Зн = , Р «Ь -з8. = р (хг) (3.8)

=12 - ~— Р 'М(Ь —х.,) 
1 — V

Интенсивность касательных напряжений (1.5)

з = 1 ~ 2 - Щи1?1 (3.9)
‘ 1 - V |'3

Последняя формула получена с учетом того, что

:г» -322»

как это следует из равенства (3.8).
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1 сверь второе из соотношении ( 1.6) дает

А ( 1 - 2х V . , ч ,да
= $?п(р)

—— \ 1 — V /
3 ’

откуда после интегрирования по х,- с учетом граничных условий получаем

А / 1 9՝.՛
(х„ л2) = I Р Сч) Г՛ 5£п (р) *е (ЗЛ°>

3 ■’

В частности, на верхней грани слоя

Л /> /1 9« \Л»
у.-(хп й) = ֊-----— ) |р(х։) Гзяп (р) (3.11)

з 2

Таким образом, здесь так же. как и в предыдущей задаче, слой ра­
ботает как нелинейное винхлерово основание. 11ри 'И 1 имеем линейное 
винхлерово основание с коэффициентом постели, совпадающим с извест­
ным из линейной теории. Интересно отмстить, что для несжимаемого ма- 

/ 1 \теркала | ՛• = ) основание в виде сцепленного с жестким фундаментом

/слоя не является винклсровым. что согласуется с известными результа­
тами линейной теории.

§ 4. Здесь рассмотрим задач) предыдущего параграфа в предполо­
жении. то на верхнюю грань слоя вместо нормальной нагрузки действует 
касательная т(х,).

Граничные условия запишутся в виде

при х. = 0 у։ = О, V.. = О
(4 1}

при х. А 5л2 = 0, зк- цх։) ՝

Оставляя так же, как и в предыдущих задачах, н разложении '՛, по 
малому параметру х. лишь линейные члены, с учетом последнего гранич­
ного условия (4.1) получим

312 =-(*1) /'(х,) (Л —х2) (4.2)

где/(л ) — пока неизвестная функция,
Мит-1рнрование второго уравнения равновесия (1.1) определяет

/ Х2Ч
0.2= — /'(.г։)^А.хг ֊—^ | # (хх)

Из граничного условия <7։в — 0 при х: ֊ >1 находим, что



Таким образом,

Интегрирование первого уравнения равновесия позволяет найти 
а„ =/(*,) Л

Гак же, как и в § 3. функция /(х։) должна быть найдена с использованием; 
.граничного условия с, - 0 при х. О, удовлетворение которому дает

•Отбрасывая н этом уравнении малый по сравнению с первым ял 

— V (•<։)» получаем

/Сч) = —— Ь՜' (х։)
1 — •/

Таким образом,

А֊.'(х։)
1 — ■*

- - -(х,) + , -'֊֊ Л (/, - х։) (х,) т(*,) (4.5)
1 — V

<т։8 = ( А л.,.)(*։) -Г -у----- - о ( -------Т2՜ 4х2 ) " (*։) ' (х1) (А-л;1

Выражения (4.5) показывают, что з։.., зп <■£ з12, поэтому 

1^г1 ֊1'(^1)1

3 еперь третье и второе равенства (1.6) дают

812 '4 НхЛ^П (-)

= Л | ’ (*։) Г" ’ ֊ (хг) I (/, ֊ х2)(1 ֊ '0 ֊ ~ л

(4.6)

(4.7)

Интегрируя последнее выражение по л с учетом граничных условий. пОг 
думаем

V. == А 17(Х1)|-(.г,) | ^|) (1 ֊ ,) ֊ — Ах:]

Пренебрегая в выражении

и։ 2 = 2Цн - г>։> ։
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малым членом и.։получим с учетом первого равенства (4.7)

V, ! = 2г,- 2 А |' (х։) Г $£п(-)

Интегрируя последнее соотношение по х; и пользуясь граничным условием 
$1 — 0 при х; = 0. получаем

и։ (х։, х2) = '2 А ' (х։) Г 5£П (-.) № (4.9)'

В частности, при х2 — Л

гЧ(хр Л) = 2Л/1|т(х։)Г55п(т) (4.10)՛

Таким образом, в при сдвиговых нагрузках тонкий слой работает 
также как нелинейное винклерово основание.

Сделаем несколько замечании к решению рассмотренных выше задач.
1. В работе [ 1| Н. X. Арутюняном был предложен принцип «обобщен­
ной суперпозиции», состоящий в том, что «обобщенные перемещения»

(или обобщенные скорости перемещений») с՛1 ( !1 = — I удовлетворяют 
\ т /

принципу линейной суперпозиции. Однако вопрос об оценке погрешности 
этого принципа при решении различных задач нелинейной теории пол­
зучести еще недостаточно изучен. Решение трех рассмотренных в данной 
работе задач показывает, что в случае очень тонкого слоя этот принцип 
иыполняется точно. Это следует из того, что для такого слоя «обобщен­
ная скорость перемещения» любой точки поверхности слоя есть линейная 
функция напряжения, приложенного в этой же самой точке и не зависит 
от напряжений, приложенных в других точках поверхности слоя.

2. Рассмотренные задачи могут быть исследованы аналогичным ме­
тодом и R рамках определяющих уравнений пеустанопившейся нелинейной 
теории ползучести наследственного типа, данной п работах [1. 71.

В заключение автору хотелось бы выразить признательность В. М. 
Александрову за постоянное внимание к работе.
Институт проблем
механики АН СССР Поступила 3 1 1980

։г. и. и1)ь։п։цр֊зиъ

։>11:ИП«ьи.84.ио 1И> ’М)Ц51«Ъ 1)114*1’ 11.П1Ги.'1/|Д։1։ПМГ 
pucu.ii г,ьр$|» 211.1Г11.1’ ji.pi> ьч/н-рр.
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արվում, որ անկախ նրանից, աղղրոմ Լ շերտի վրա նորմա/ fjh 

շոշափող րեո, ինչպես նան անկախ շերտի ներրին եդրի uni րաց մ ան ձևիս, 
շերտն աշխատում Լ ինչպես ոչ ղծային վ ինկ/երյան հիմրէ

TWO-DIMENSIONAL PROBLEM IN THE THEORY OF STEADY 
NON-LINEAR CREEP FOR A THIN LAYER

M. A. SUMBATIAN

S u m rn ary

in the work under consideration there is studied the problem of 
the load acting on a two-dimensional thin layer. The layer is supposed 
to he on a hard foundation. The law of creep is assumed to be descri­
bed by a power function.
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А. А. СПЕКТОР

АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИИ НЕКОТОРЫХ ПРОСТРАНСТВЕН- 
НИХ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ С ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЕМ

И СЦЕПЛЕНИЕМ ОКОЛО ЛИНИИ РАЗДЕЛА 
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ

В работе рассматривается поведение решений пространственных кон՜ 
тахтных задач статики и стационарного качения с трением при подходе 

•X линиям раздела граничных условий. Принимается весьма общий закон 
трения, при котором на площадке контакта могут реализоваться области 
Проскальзывания, где направление силы трения совпадает с направле­
нием скорости проскальзывания (относительного касательного смещения), 
а иелцчниа силы трения есть заданная функция давления и величины про­
скальзывания (относительного касательного смещения) в данной точке, 
а также области сцепления, где величина силы трения не превышает зна­
чения заданной функции давления в данной точке.

Зависимость величины силы трения и коэффициента трения от давле­
ния и скорости проскальзывания имеет место на практике. Характер этой 
зависимости может быть совершенно различным для различных материа­
лов контактирующих тел и условий контакта. Многочисленные экспери­
ментальные кривые, описывающие эту зависимость, приводятся п [ I].

В данной работе определяются асимптотики касательных напряжений, 
скоростей проскальзывания (относительных касательных смещении) н за­
дачах качения (статики) при стремлении рассматриваемой точки к гра­
нице площадки контакта и границе раздела областей проскальзывания и 
сцепления.

При нахождении асимптотик предполагается, что в окрестности ли­
ний раздела граничных условий, то есть при малом локальном проскаль­
зывании или давлении, зависимость величины силы трения может быть 
аппроксимирована степенной функцией величины проскальзывания или 
давления. Используемый здесь метод позволяет найти асимптотики при 
степенях зависимости силы трения от величины проскальзывания, боль­
ших единицы. Такие степенные зависимости хорошо аппроксимируют, на­
пример, экспериментальные кривые в |2|. отвечающие граничному тре­
нию .металлических тел.

Задачи нахождения асимптотик после соответствующего растяжения 
крестности рассматриваемой точки сводятся к определению двух голо­

морфных функций, соответствующих плоскому и антнплоскому полям на­
пряжений и смещений в рассматриваемой окрестности. Коллинеарность и 
области проскальзывания силы трения вектору проскальзывания (отно- 

43



ситсльного касательного смешения) накладывает нелинейное условие, свя­
зывающее между собой граничные -качения искомых функций. заданные 
на действительной осн. В окрестности линии раздела площадки контакта 
и области сцепления граничные значения искомых функций связаны не­
равенством. которое вытекает из ограничения на величин) силы трения п 
этой области. Указанные условия не позволяют разбить граничные усло­
вия для искомых функций на две независимые группы, относящиеся к 
каждой из этих функции, как это имеет место о некоторых задачах без 
трения.

При определении .։■ кмпто»нк выбирас сн класс, котором) принадле­
жит решение полно»« (не асимптотической) задачи. В этом классе ему 
принадлежат все известные точные решении плоских и пространственных 
задач с сухим трением - вектор проскальзывания непрерывен при под­
ходе к границе площадки контакта, а вектор касагельньсх напряжении не­
прерывен при переходе через границу раздела областей проскальзывания 
и сцепления. Из указанных условии непрерывности вытекают линейные 
смешанные условия для каждой из искомых функций. Решения этих сме­
шанных задач содержат неопределенные постоянные. Их выбором удает­
ся удоилстпорить нелинейным условиям коллинеарности и условиям ти­
па неравенства в области контакта.

При решении используется независимость нормальных смещений и 
давления от касательных напряжений, что справедливо п схучас одинако­
вых упругих постоянных контактирующих тел. либо при контакте абсо­
лютно жесткого тела с несжимаемым, либо при контакте двух несжимае­
мых тел.

Найденные асимптотики касательных напряжений имею» вид: в об­
ласти сцепления в окрестности раздела площадки кон так а * = 0(1) 1

1 Г*+ 0(г в области проскальзывания в окрестности границы площадки 
контакта “ = О {г *). Показатель а определяется зависимостью величи­
ны сил։»։ трения от давления в точках площадки контакта. Для скоростей 
про< :ан!»я (относительных касательных смещении) полхчеиы вы­
ражения: в области проскальзывания в окрестности линии раздела пло­
щадки контакта $— О (г՜*) (-5՜= О(г՝՜)), и области проскальзывания 

в окрестности границы площадки контакта 

(5 = 0(1) О(г" )).

- 0(1) О(г’;)с1г֊^- 
л-

Задачи типа изучаемых о настоящей работе рассматривались в | 4, 5 |. 
В [4] решена асимптотическая задача, близкая к одной и. изучаемых и 
настоящей работе задач, где рассматривается асимптотика решения в 
окрестности раздела площадки контакта для статического случая. В [5] 
решена задача с граничными условиями, заданными на конечном интерва­
ле. которые совпадают с возникающими и настоящей работе при рассмот­
рении асимптотики н окрестности границы площадки контакта к случае 
качения при кулоновском законе трения.

Настоящая работа использует метод |4|.
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Отметим, что в [6] рассматривалась плоская контактная задача каче­
ния с учетом зависимости локального коэффициента трения от местной 
скорости проскальзывания. Эта зависимость принималась линейной; на 
всем участке контакта, кроме передней точки, задавались условия про­
скальзывания.

1 Сформулируем условия на площадке контакта двух упругих тел 
при наличии трения. Предлагаемые в настоящей работе условия трения в 
контакте представляют собой обобщение условий, сформулированных для 
задач качения и статики 8 171 при постоянном коэффициенте трения, на 
случай зависимости коэффициента трения от давления и скорости про- 

ускальзывания.
Пусть в системе координат Л ) 2 рассматриваемые тела могуч быть 

аппроксимированы полупространствами 2 >• 0 и 2 <7 0. Условия в плоско­
сти 2=0 имеют вид

5
’ = Р (р> 151) ;— ПРИ I6 10 иа £

1' 4 ? 1р. 0) при 16՛ | 0 на Е 

| т | = О вне Е

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Здесь ~У2) —вектор касательного напряжения, }> — давле­
ние. Е— площадка контакта. 5 вектор скорости проскальзывания (ка­
сательного смещения) верхнего тела относительно нижнего ври качении 
(чч статике).

Области проскальзывания и сцепления определяются условиями 
5 12>.О и |$| —О соответственно. Условие (1.1) определяет величину си­
лы грення в точках области проскальзывания как функцию величины про- 
скаль. ывания и давления. Направления сил трения и скорости проскаль­
зывания совпадают. Условие (1.2) определяет ограничение на величину 
силы трения в области сцепления. Условие ( 1.3) означает, что вне пло­
щадки контакта касательные напряжения отсутствуют. Для 5 имеют место 
выражения [7]

и и V

у /'ди ' </ц ' \
<>х /

при статическом контакте

при стационарном качении 
н направлении X

(1.4)

Здесь М~ —упругие касательные смещения контактирующих уел; 
V — скорость качения. V - вектор скорости жесткого проскальзыкания 
(֊мешения) в случае качения (статики), предполагаемый заданным.

2 . Найдем асимптотику решения задачи ( 1.1 —1.4) при подходе к точ­
ке расположенной виу грн площадки контакта г. лежащем па границе, 
которая разделяет области проскальзывания и сцепления. Введем систе­
му координат х, р, 2 с началом в точке Р направив оси л и р по касатель­
ной п нормали к границе раздела. Рассмотрим малую окрестность

X- С ^Е՜, х~ <‘-\Е֊ точки Р, принадлежащую полупространству
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7. < 0. Здесь /. — характерный линейный размер площадки контакта; 
Ч 1; £1; < 1. Отнесем у и 7 к гхК, х к г.,/.. В дальней­
шем для новых переменных сохраним прежние обозначения. В урав­
нениях Ламе, справедливых в рассматриваемой окрестности и запи­
санных в новых переменных, совершим предельный переход ч • 0, 
е.. — 0, ^/г., -0 [4]. Для полученных предельных уравнений будут 
справедливы известные комплексные представления |8|. Распростра­
нив, следуя [8], функцию <1'(г> (г у ։7), определенную при 7 0, 
на верхнюю полуплоскость, получим следующие выражения для зна­
чений на оси у напряжений и смещений точек нижнего тела

2*(—-]-/—^7-Ф Ф” (2.1)
3 \оу (>у)

Ке/, Г\^^Г (2.2)

Ограничимся в дальнейшем случаем одинаковых материалов контак- 
тиоующих тел. Тогда полную контактную задачу можно расщепить на 
две, решаемые последовательно ;7]. В первой — при " = 0, и а 
определяются давление и площадка контакта, во второй ври — 0, 
и - и и функции р, строящейся по давлению из первой задачи, на­
ходятся "и $. Нас будет интересовать асимптотика решения последней за­
дач)։, для которой имеют место нелинейные условия ( I 1—1.4).

Считая, что ось у направлена внутрь области сцепления, запишем 
условия при у 0. Введем угод у между направлениями X и у и восполь­
зуемся равенствами и — и = и ‘, и» =«> — ֊ и/ . Тогда условие 
|$ 0, имеющее место в области сцепления (при у > 0), может быть
с учетом (1.4) записано в виде

1 , 
= V?; • соь • - И,. те - (г>4. хш у — сох ;) — 7. - в

статике
(2.3)

Он 1 / , . ч ։• 1 , ч гл7Г = = и։-пРи

качении.

Здесь мы считаем, что нормаль у к границе раздела нс перпендику­
лярна направлению качения X.

Будем считать решение полной (не асимптотической) задачи таковым, 
что вектор т непрерывен п точках линии раздела площадки контакта и 
при у<0 (в области проскальзывания) удовлетворяет условию Гёльде- 
ра с показателем, большим 1/2. Существование решения из указанного 
класса в общей пространственной задаче пока не установлено, однако в 
решениях плоских задач при кулоновском трении статики |9| и качения 
[ 10] указанное свойство выполнено.
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в 19. 10] касательные напряжения непрерывно дифференцируемы в 
1ках окрестности линии раздела площадки, принадлежащих обхасти

:.1льзываиия.
Обозначим через С и Су предельные значения ?։ - и в точ­

ке Р. Тогда нелинейные смешанные граничные условия для опреде­
ления и случае качения голоморфной пне оси у функции /(?) и го­
ломорфной в нижней полуплоскости функции Ф(г) имеют вид

Ие/ - И. при у О

|т/'=---- — при и <С О

(2.4)

(2.5)

Ке (Ф՜ — Ф‘) 0 при всех У (2.6)

_||П (Ф։ - Ф-) = с; и ри у <о (2.7)

Кс(/Ф 1 Ф*) ֊ 2р И։ при у > о (2.8)

« (Не/' К) А/

= |(Ие/'- И:)= у-Ие(7.Ф՜ 4- Ф г при у < 0 (2-9)

(Ф — Ф )/р — — Ке(ХФ • Ф 
2?

)֊ н .1/ при У 0 (2.10)

։4-Цт|Ф’ —Ф )р при У >0 (2.11)

Условия (2.5) и (2.7) вытекают из задания в области проскальзы­
вания главных членов Сх и С напряжений и наличия связей (2.1). (2.2) 
с напряжениями граничных значений *1’ и Условия (2.4). (2.8) следу- 
ют из задания ь области сцепления производных от упругих касательных 
смещении и их связен (2.1), (2.2) с функциями Ф я /. Условие (2.6) есть 
следствие равенства -2/ = 0. Условия (2.9) и (2.10) следуют из условия 
коллинеарности (1.1) при подстановке в него * и 5, выраженных, в силу 
(1.4), (2.1) и (2.2), через Ф н /՛. Условие (2.11) есть следствие (1.2) при 
подстановке в последнее “ через ‘1’ и /.

-Решение задачи (2.4) — (2.11) будем строить следующим образом. 
Сначала из линейных смешанных условии (2.4), (2.5) и (2.6), (2.7), 
(2.8) методом [8] находятся главные при 2 — 0 части функций /Ч*) и 
Ф(‘). Далее показывается, что соответствующим выбором постоянных в 
выражениях для I и Ф можно удовлетворить нелинейным условиям (2.9). 
(2 10). Зваки этих постоянных таковы. >гго удовлетворяется также и пс- 
рамнетпо (2.11)

Главная часть при < ~~ 0 общего решения задачи (2.4), (2.5) среди 
| ограниченных при ’ 0 функций может быть записана в виде



Здесь С — произвольная действительная постоянная. Главная часть об­
щего решения задачи (2.6) (2.8) имеет вид

֊2> -О' / _ C*i K\—z при Z>0
Х-ь 1 2

i C*i ֊֊ А'| ~ при Z<0
Z-H 2

(2.13)

Здесь С и Л—произвольные действительные постоянные. Пользуясь 
выражениями (2 12). (2.13) и связями (1.4). (2.1). (2.2) напряжений и 
проскальзываний с ‘1’ и получаем

х ()и> ___ $, Он (՛/ 1) Л՜ ___
2# у- ֊ъг~> -у <2-»>

при ֊у \ О

’кг ՝ С» — «С | у ; -у;У = Су — '2 К Г у при у > 0 (2.15)

Ограничимся функциями р(р. | $ I), разложение которых по р и | •$ I 
В окрестности точки Р имеет вид

/н/л |^|)=-р(р(Р), о)4֊с/У'-1Л-а|5|։+3
где 6 >• 0. |5 >• 0. I огда для гладкой функции давления, пользуясь вы­
ражениями (2.14) для <л.։ \71 будем иметь

?(Л |5|) ?(/>(Р), 0) + о(\у Г -՛) (2.16)

Проверяя условия (2.9), (2.10). можно убедиться, что они выполня­
ются. в силу (2.16). с точностью до величин о(|у| )> если 
на постоянные в выражениях (2.14), (2.15) наложить условия 
Л ?.<՝-СС. (/. — 1) С\; sign С sign С'.,. Отметим, что постоянные С\ 
и как предельные значения -д7 и в точке Р области проскаль­
зывания удовлетворяют равенству Сл- Ч С^ = 'Р(Р(р), 0). Так как 
знаки С и Сх совпадают, то совпадают знаки А՜ и С... Тогда

-^ = (С. у )•- (С, 2А|<у)=<г/(Р(р), 0)=-- 

Н1)֊го(1!/|12)

Таким образом, неравенство (2.11) с точностью до о (| I/|'“) выполне­
но. Отметим, что выражения (2.14), (2.15) найдены но первым членам 
разложения 'л2 и при I/0. Однако класс, которому по предпо­
ложению принадлежит решение, таков, что следующие члены в разло­
жении ~хУ, •: 2 имеют порядок нс ниже о(\у|1'’). Эти добавки дают 
приращения в (2.14), (2.15) более высокого порядка, чем выписанные 
члены.
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Выпишем теперь граничные условия для функции / и Ф, отвечающие 
пиеской задаче

Не/' 0 при у О (2.17)

(2.18)|т /' -- -------- при у О

]т/

Ие(Ф~-Ф+) -0 

,)т (Ф+ ф")=С

Ие(ХФ՜ 4-Ф ) = 0

для всех У
<0

>0

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

при

ври

при

У<

У <

/? (Ке/ И։);^
у

о

2.1,2
Л = (Ие/- И)2 н

у• , *

1<е (ХФ Ф4)^ 1
1

]т/'/р = Ке(/‘1 
2р .!

0
։•’></= •V при у <0 (2.23)

(]т/')‘ []т(Ф՜ —Ф")]: <</= при у >- 0 (2.24)

Система (2.17) (2.24) близка к системе (2.4)—(2.11). Отличие их 
состоит в том. что п правых частях условий (2.17), (2.21) в области сцеп­
ления стоят нули, которые возникают яри дифференцировании по у пер­
вой пары условий (2.3). Криме того, в правых частях (2.22) и (2.25) сме­
щения и и Ф выражены через их производные по у. 1)ределы интегриро­
вания выбраны таким образом, чтобы ц точке 7՜1 (при у = 0). принадле­
жащей области сцепления, выполнялись равенства <.,(Р) — ՝•’.,(/?) =0.

Решение системы (2.17) -(2.24) строится в тон же последовательно­
сти, что и (2.4)—(2.1 I) и имеет вид

/(*) = -1-^
I1

2 /-• / \3.'2X —С(— г)

с-^(- г)’՛2 г ,ос
С~(- г)։* /<0сх

Д- = ֊ТС<՜^2; = »ри я>° <2/26)I V О V л-
3. Найдем теперь асимптотики решений задач качения и статики при 

стремлении рассматриваемой точки к границе площадки контакта изнутри

4 Известия АН Армянской ССР. Механика, I
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области проскальзывания. Введем систему координат х, у. 2 с началом в 
точке Р границы площадки контакта, направив осн х и у вдоль касательной 
и внешней нормали к границе. Аналогично предыдущему сделаем растя­
жение рассматриваемой окрестности и воспользуемся представлениями 
(2.1). (2.2). Будем искать асимптотики решении, в которых вектор про­
скальзывания л непрерывен вплоть до границы площадки контакта. В об­
щем случае не имеется доказательств принадлежности решения указанно­
му классу. Однако при кулоновском законе трения в плоском случае [9. 
10] функция 5у(\г отсутствует) удовлетворяет выставленному требо­
ванию. В пространственном случае при кулоновском трении в случае пол­
ного проскальзывания функции и также удовлетворяют наложенно­
му условию [ 111.

Функцию [>(р. |х ) в окрестности точки Р будем считать Гёльдеро- 
вой по р <■ показателем а и константой, зависящей от |$|. Тогда будет 
иметь место представление р /V ( 15 | ) р1. Функции, описывающие форму 
контактирующих тел. будем считать гладкими, а давление ограниченным. 

1 от да в точке Р характер поведения давления такой же. как в соответ­
ствующей плоской задаче. I ак как давление может определяться при

— имеем р --г ( — у)' ВД. В силу указанных представле­
ний для Р, р и непрерывности $, условия (1.1) и (1.3) и окрестности 
точки Р приобретают вид

•л7՜-" \vz=:0 ПРИ (3.1)

‘xZ -= Сл ( — yŸ ; у}' нри у <0
Здесь С, Л/(а.» aÿ) ва./£, Су — N(at, а9) *av L, L — («; ; а*,
а— предельные значения проекций вектора проскальзывания.

Ограничимся < \учаем О <С et <С 2, когда напряжения в точке Р огра­
ничены, а их производные имеют особенность при у = 0. В рассматривае­
мом случае мы имеем возможность по условиям (3.1), (3.2) определить 
функции /'(<) и Ф(г). а затем по этим функциям найти и s.7. Для не­
прерывных функций и S.. нелинейные условия коллинеарности будут 
автоматически выполнены в силу выбора постоянных Сх и Су в (3.2).

Граничные условия для /' и Ф (одинаковые и для качения, и для ста­
тики), вытекающие из (3.1). (3.2), имеют вид

1т/'=С.,(- </),я, 1т (Ф+ Ф') = С,( </)”’. 1<е(Ф+ Ф) =0(3.3) 
при у <..0

1т/՜ 1т (Ф — Ф ՛) = Ре (Ф — <1’ ) = 0 при у^>0 (3.4) 

Главные части при х - 0 сруикпий ' (<) и Ф (.<?)• дающих решение задачи 
(3.3). (3.4). представляются в виде

/'(г) —֊֊г’'2; С*
sin —

2
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ф (.) = -----------i£z----------(_ ։)’’+ с
COS -Я — 1 4- l sin "3

[десь С и С**--произвольные действительные постоянные.
Выражения для проекций вектора проскальзывания в случае качения 

исют вид

С, «-j (Z 4-l)Ctf .j л /о
1е «,-։--------77՜ У • ----------- Z------У п₽и У (3։5'

sin —— 4՛։ sin — i
2 2

(z 4- l)clg-~ Cv 
etg-y-C(—sy-a,4 -----------47------------( z,r’(3.6)

при r/<0

В случае статического контакта выражения для 
Ждлъзывания записываются следующим образом:

проекций вектора

2С.

(а 4- 2) sin —

-Е+Р-Рл (3.7)

2p(4-f-2)sin֊-

При ц >О

ТТ'7 Т* 3
2С<с1$г— (/-? 1) С\с^ —

I ‘Г °'+ (> -г 2) ( - У)' ՛ '■ - “> 2,4^2) -*>՝ 2 (3'8)
при у < О

4. Случаи стремления точки к границе площадки контакта изнутри 
области сцепления в настоящей работе не рассматривается, так как он 
сводится к двум независимым плоским задачам для проекций на оси л и у.

Полученные в точках окрестности границы площадки контакта, при­
надлежащих области проскальзывания, асимптотики (3.2). (3.5)—(3.8) 
имеют степенной характер, одинаковый для проекций на оси х и у функ­
ций к и т. Показатель степени а зависит от вида функции р, входящей в 
формулировку закона трения. Производные функции >4 и 5, (первые— в 
случае качения и вторые— в случае статики), когда а =й I, имеют особен­
ности при подходе к точке границы площадки контакта и для у = 4՜ 0, и 
дли у = —0. В случае кулоновского закона трения (а ֊ I) асимптотики 
приобретают корневой характер, причем особенности в производных •’4 и 
Я при у < 0 (внутри площадки контакта) пропадают. Асимптотика гоч- 
ного решения (5| задачи о качении бесконечного цилиндра с осевым сдви­
гом при кулоновском трении совпадает с полученной в настоящей работе 
при Я I Асимптотики проскальзывания и напряжения в точных реше­
ниях [10] и |9] о качении и сдвиге при кулоновском трении бесконечного 
цилиндра перпендикулярно его образующей совпадают с асимптотиками, 
длнаг.мымн (3.2), (3.5) (3.8) при а 1
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Асимптотики (2.14). (2.15). (2.25), (2.26). полученные в точках 
окрестности линии раздела областей проскальзывания и сцепления, име­
ют одинаковый (корневой) характер для проекций искомых характеристик 
на оси л и у. Корневой характер асимптотик имеет место при указанных 
выше требованиях на зависимость (> от | 51. Асимптотики точных реше­
ний [9, 10] в окрестности точек раздела участков проскальзывания и 
сцепления совпадают с найденными выражениями для и в настоя­
щей работе.

Автор признателен Р. В. Гольдштейну за постановку задачи опреде­
ления асимптотик решений пространственных контактных задач с тре­
нием. полезные обсуждения и советы в процессе работы.

Всесоюзны։! научно-исследовательским 
конструкторско-технологическим 

институт подшипниковой
промышленности Поступила 23 IV 1979

Ա. Ա. 11Պ(։ԿՏՈ1'

ՍԱՐԱՅԻՆ Պ1Ա11՜ԱՆՆհՐ1՛ ՈՍՊԱՆՄԱՆ Till’ IHIS 11ԱՀ111«։րււ«1. 
Խ1. ՃԱ1»Ա»|8111’1) ՈՎ Ս՛Ի ՔԱՆԻ ՏԱՐԱՍԱԿԱՆ >|ՈՆՏԱԿՏԱ61'Ն 

|.»ՆԴհՐՆե<՝1՝ 1.11НГ(1ЫП,Ш‘1‘ ԱՍ 1МГ‘ИЗՈՏ1»ԿՍ.Ն

II. մ փ ո ւ|> ո i մ

Դիտարկվում են կայուն ճոճման ւուււրածական կոնւոակտային խն գ ft րն ե ր 
կոնտակտի մեջ գտնվող մարմինների ՝ււր շփումով միևնույն Նյութերի գևսք- 
րումւ Տեգի ունի շփման սրեն/՛, րստ որի տեղական շփման ուժր կախված Ւ, 
ճնշումից I: ււահե/ու սւեգտկտն արաղւււթյունից (շոշափվող տեղափոխության 
նկատմամբ յւ Որոշվում են շոշափող լարումների և սահման արագություն- 
ների տսիմէւրոոտիկէսներր կոնտակտի մակերեսի սահմանին և այղ մակերեսի 
վրա սահելու ե հարակոման ւոեղամ ասերի բաժանման գծին մուոենւսյու գեւղ- 
UIU մ t

ASYMPTOTIC BEHAVIOUR IN SOLUTIONS TO SOME 
THREE-DIMENSIONAL CONTACT PROBLEMS OF SLIP AND 

ADHESION NEAR THE DIVISION LINES OF
BOUNDARY CONDITIONS

A.A SPECTOR

S u m m a г у

Three-dimensional contact problems of statics and steady rolling 
are considered. The asymptotic behaviour of tangential tractions and 
slip velocities near the boundary of contact area and the division line 
of slip and adhesion areas is investigated.
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гивчилил. ШЦ ‘М*8П1*Р-ЗПЬЪЪЬРЬ U.WIWNBb ЗЬЧЬЧИЧФР 
ИЗВЕСТИЯ Л к А Д Е М И И НАУК А P М Я ИСКОВ ССР
ULjuwnpjw XXXI11, № 1, 1980 Механика

Л. II. СЕЙРАНЯН

ОПТИМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ОБ ЭФФЕКТИВНОСТИ ЭЛЕРОНА

К первым работам, посвященным проблемам оптимизации в аэроупру- 
гих явлениях, относятся [I 4]. В 111. в частности, было получено реше­
ние оптимальной задачи о дивергенции несущей поверхности. Обобщению 
этой задачи посвящены работы 12. 5. 6|. В [3—4J на основе дискретного 
подхода исследовались оптимальные распределения жесткостей по крылу 
при ограничениях по флаттеру, упругой эффективности н статической 
прочности.

В 17] изучена задача минимизации веса прямого крыла при ограни­
чениях, наложенных на критические скорости дивергенции- и реверса эле­
рона.

В данной работе рассматривается задача о крыле минимального веса 
при ограничении по скорости, при которой реализуется заданное значение 
упругой эффективности элерона. Решение оптимальной задачи получено 
с применением метода возмущений.

1. Основные соотношения. Рассмотрим прямое крыло большого удли­
нения с элероном п потоке газа. Пунктирная линия на фиг. I указывает 
линию аэродинамических фокусов, а штрихпунктнрная — упругую ось; 
с(х) есть хорда крыла, а с(л) — плечо подъемной силы, отнесенное к хор­
де крыла.

Примем, что аэродинамические силы, действующие на крыло, вычис­
ляются согласно теории несущей полосы. Обозначив угол закручивания 
крыла относительно упругой оси через 0(х), а угол отклонения элерона че­
рез р(х), выпишем уравнение упругого равновесия крыла в потоке и гра­
ничные условия [8]
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[<лЛТ 4- с/Сув (х) О (.г) с" (х) (?Св (х) 3 (х) с~ (х) О

С.(х) ^е(х)+^=- (1.1)
а-} д*

6 (0) = С /б/|л^/ - О

В этом уравнении С’У(х) есть жесткость крыла на кручение;
9 12р։г скоростной напор (? плотность газа, (/—скорость по-

ч ОС. 0С„,дета); С,,, —— •------ заданные аэродинамические коэффициенты.

Относительно углов 0(х), 3(х) принимается [8)

6 (х) = &□/(*)> ?(*) =&«(*) 0.2)

где величины 0„. р„ — константы.
Функция Д(х) считается заданной и отличной от пуля минь на участ­

ке расположения элерона, для жесткого элерона полагается #(х) — 1. 
х V].

Момент крена относительно центральной оси самолета, возникающий 
при отклонении элерона, равен

М = ч (.г) + ֊֊’ ?(х) ) с(х) «/.г

Эффективность элерона и при скоростном напоре </ определяется от­
ношением производных 0М/дрл на упругом и жестком крыле.

Для жесткого крыла имеем

М=Ч \^$(х)с(х)х0х

Используя представления для Л7 и соотношения (1.2), найдем у.

ди<
*= Пс;^/(х)4-

О

֊-#(х) с(х)х</х | -^-^(х)с(х)х</х | (1.3) 

о

Выразив отсюда 0<./рл и подставив в уравнение (1.1), приходим к ин­
тегро-дифференциальному уравнению относительно функции /(л), опи­
сывающему несамосопряженную краевую задачу на собственные значения

[<<//Т 4- <?Се(х) с2(х)/(х) =

—— С* (х) с- (л) ։£г (х) ( С,7 (х) с (х) х(1х I ( (х) с (х) хдх
1 - ■' .՛ I .

О о

/(0) = 0, (С//')..=/ = о (1.4)
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Родь собственного значения играет скоростной напор (/. Считая х-за­
данным параметром, можно решить (1.4) и определить первое положи­
тельное собственное значение 7. при котором эффективность элерона рав­
на х. При х — 0 задача (1.4) описывает явление реверса элерона [7. 9|. 
Отметим, что интегральное уравнение реверса, эквивалентное (1.4) при 
х 0. приводится в книге [8].

Предположим, что поперечное сечение крыла представляет собой тон­
костенный замкнутый контур толщиной '։(х). длиной контура $(х) и пло­
щадью £2(х). На фиг. I представлены два различных поперечных сечения 
крыла, первое из них относится к участку расположения элерона. Функ­
ции 12(х). ь՝(л) в точках и ц' терпят разрыв. В этих точках накладыва­
ются дополнительные условия непрерывности функций /(х) и (7/(.\)/'(\).

Согласно формуле Бредта )8] имеем

б՜/ (А՜) ~ 46’2" (.г) Л (х), х (х) (1-5)

Отмстим, что сечение крыла может предполагаться и многоконтур­
ным. при этом линейная зависимость между жесткостью и толщиной кон­
туров Л(х), характерная для гонкостенных сечений, остается в силе [8].

Обозначив через у удельный вес материала, из которого изготовле­
но крыло, функционал веса крыла (без элерона) запишем в виде

I
V у$ (х) Л (х) (1х

I)
(1.6)

Функции -(хр х(х), с(х), £'(х), е(х) и параметры 6, ,
иС.։ й', оС..։ сЗ, у, I в последующих рассмотрениях считаются фик­
сированными величинами, функция Л (л՛) варьируется.

Поставим оптимальную задачу: при заданном значении х. 0^х<1 
требуется найти функцию толщины А (л), минимизирующую функционал 
веса ( 1.6), так. чтобы минимальное положительное собственное значение 
задачи ( 1.4) было не ниже заданного значения ■.<՛., о'., >- 0.

Для удобства введем безразмерную длину и запишем соотношения 
( 1.4) с учетом (1.5) в виде

(х)/(х) = д 1/(.г) о, (Л) </х (1.7)
(1 —х) 

и

/(О)~аоЛ/'|, 1==0

Здесь

и(1 (х) = 46'12՜ (х) $ (х), а1 (х) = с;? (л) С- (л) Г

, ч аДх)^(х) . . , дСт 1/дС9 ( Д
«2 (х) = --------------------- • «з (х) = с (у) х, (1 (х) -- 1 —;— / ( — - г (х))

г / \ / л д я\Я (х) с (х) л</х
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Функции о„(х), а։(х), а., (х) положительны при х £ (0, 1), а2(х) 
неотрицательна.

Необходимые условия оптимальности выводятся с применением пра­
вил.: множителей -Лагранжа и имеют вид. аналогичный полученным в [71

«о (*) ’•?' (Х)Г (*) = '•$(*) (1-S)

причем сопряженная функция <| удовлетворяет следующему уравнению и 
граничным услоьия.м:

։
(а0 /»<?') ՛ -}֊ qa ,<? = ——— | da м dx (1.9)

(1 —'■) J
о

?(0)=auA<?'’!J.1 г О

Кроме того, в точках и Ц должны выполняться условия Эрдмана— 
Вейерштрасса, которые требуют непрерывности функции q. л../։<| ’ в этих 
ТОч.ча*.

Условие оптимальности (1.8) вместе с уравнениями и граничными 
условиями для функций / и <[ ( 1.7), ( 1.9), а также условиями Эрдмана— 
Вейерштрасса. позволяют найти оптимальное решение й(х).

С помощью результатов работы [7| можно показать, что на экстре­
малях, определяемых соотношениями (1.7)—(1.9), выполняется условие 
сильного минимума—принцип максимума функции Гамильтона.

2. Прямоугольное крыло. Рассмотрим случай прямоугольного крыла 
с жестким элероном, расположенным по всему размаху крыла. 5 равнения 
(1.7) (1.9) запишутся в безразмерных переменных в виде (функций 
с(л). е(.х). Q(x), ''(л), </(•'') считаются заданными константами)

I
р (х) f (х)У * [>/W = С/(х) xdx (2.1)

О
■ /(О) = Г|,-։ = о

f (х) ф' (х) — — const (2.2)
t

•[( (х) < W ]’ + «Т W = ֊— (т W (2.3)

II
?(<>) = /?' 1,-4 = О

Добавим еще условия нормировки функций / и ф. Для удобства за­
пишем их следующим образом:

1 1
rfx =[<?=(*) </-v 1/3 (2.4)

О о
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В этих соотношениях I {х) безразмерная толщина, / (х) — Л (л),7; 
I1 ֊ 1/4 6А’֊). Введем также обозначение 1 4 <7иСу;ес'7(№).

Рассмотрим параметр <1 — 1 -՛- дСт'а^';{дС^о^е). Коэффициенты 
^Ст;д'Л и дСу'д^ имеют разные знаки и для прямоугольного крыла с 
элероном, расположенным по всему размаху, определяются форму­
лами Глауэрта [8]. Используя эти соотношения, получим

7=1---------------_ (2.5)
е [аге сов (1 — 2£) 1-2| £(1 Е) ]

Здесь £ есть отношение хорды элерона к хорде крыла. Считая, что/ 
аэродинамический фокус лежит на расстоянии 1/4 от передней кромка 
крыла и что упругая ось находится в середине крыла без элерона (это 
справедливо для дозвуковых режимов полета и для тонких крыльев), 
имеем е = 1/4 (1—2Е).

Подставляя эту зависимость в (2.5). получим как функцию Е. Не­
трудно видеть, что 7(Е) является монотонно убывающей функцией при 
О Е < 1/2. причем 7(0) = 0, «'(0.2) = 0.235. Поскольку обычно
0 < £ < 0.2, тс параметр « можно считать малым и отрицательным.

Отметим, что при 7 /> 0 потеря эффективности элерона наступает уже 
при <1 = 7.н7 18. 9|. поэтому в этом случае следуй рассматривать опт«֊ 
мальную задачу о дивергенции [7].

Воспользуемся методом возмущений | 10] и будем искать решение 
оптимальной задачи н виде разложений по малому параметру в = 
= 27’( 1—и), полагая 7=7.

= Е (х) - г/։ (л) 4- г?.. (х) ֊г —

/(х) =/,,(х) ֊Ь«/։(х)+«։/*(х) ...

<? (А-) = ?1>(х) г -?! (х) н е-?2(х) 4֊...

'• = 'о а,1 г՜՛/«-֊...

Подставляя эти разложения в соотношения (2.1)—(2.4) и приравни­
вая нулю коэффициенты при одинаковых степенях к. для нулевого при­
ближения получим соотношения оптимальной задачи о дивергенции 
сущей поверхности [ 11. Решение имеет вид

/Дх) и1/2щ(1 >) (2.6)

Л (х) =•- (х) = х

Для функции первого приближения получаются соотношения

1
(Е/\У + 1*оЛ = ։*о (Лхс/л-— (/։/0)' (2.7)

в
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(/&?!) Рог։ = Л>х ( ^х - (2.8)
Г °

?1 (0) = (/,?о 4-/о?։)г..,= О (2.9)

1
(АМ* = О, ?0<?։<7х = 0. [х ?; -г <?։[0 =■ • л

I О Г»

С Использованием (2.6) из последнего ранснстна следует /։(х) 4֊ ։ 
4 ?|(^) ='։• Поскольку /։ (0) = ?։(0) = 0. то /։ (х) + <?Дх) = /։х. Ум­
ножим нто уравнение на и проинтегрируем от нуля до единицы. 
С учетом (2.6) и первых двух условий (2.9) получим '։ 0.

Граничные условия в точке х I из (2.7), (2.8) приводят к 
/|(1) = 0. Сложим теперь (2.7) н (2.8) и, используя /, — *։ и (2-6),
Проинтегрируем результат с граничным условием /։ (1) 0. В резуль­
тате получим

/, (х) = -(7 - 4х —Зх1) (2.10)

Вычислим функцию /,(х). Для этого используем уравнение (2.7) 
(можно и (2.8)). С учетом (2.6), (2.10) преобразуем его к виду

[1/2(1-хг)/։(х)Г-г/։(х) = Ях), х€(0, 1) (2.11)

/,(0) = 0;
о 4

Уравнение [(1 х'՜՜)/']'-т'*/~ 0, х£( 1, 1) представляет собой
уравнение Лежандра. Собственными функциями этого уравнения яв­
ляются ортогональные полиномы Лежандра Р,(х), а собственными 
значениями — числа \ = 7(7 — 1), 7 = 0, 1, 2........ 110, 12].

Отметим, что полиномы Лежандра с нечетными индексами удовле­
творяют условию Рз4-+։(0) = 0. 7-0, 1, 2... .

Доопределим функцию ф(х) на отрезке [—1, 0] нечетным образом 
п разложим по полиномам Лежандра. Это разложение имеет вид [ 111

“ (47 4- 3)МЙ = У^.,Р2м.(х). и.2(,х = Л- /МО). 7=1,2... (2.12)
г-1 12(/ 1)

Функцию /։(х) будем искать в виде ряд.։

/>(.г)=ПЛ(л) (2.13)
/—О

Подставим ато разложение в (2.11) и используем (2.12). Умтожим 
затем (2.11) на /\(х). 0.1... и проинтегрируем на отрезке [ 1. 1|
Винду ортогональности полиномов Лежандра получим
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Ь-5= 0. Ь/. 1 = °2. -»
1 -(/+1)(2г -» I)'

г=1, 2... (2.14)

Подставляя (2.13) в условие нормировки \/0/^х = 0 и учитывая
о в

/, — х = Р{ (л՜) и ортогональность нечетных полиномов Лежандра пл 
отрезке [0, 1], получим 6։ = 0. Окончательно разложение (2.13) с уче­
том выражения для /*?;(0) из [11] и соотношений (2.12), (2.14) при­
водится к виду

՝՝ —՛ »4

Можно доказать, что этот ряд. как и ряд. составленный на производ­
ных, сходится на отрезке [0.1] абсолютно и равномерно. Следовательно, 
функция /.(л) непрерывно дифференцируема.

Уравнения метода возмущении для второго приближения прнйОДЯГ? 
к соотношениям

('»ДУ 4- (/0/՜,)’ г (/։/;)' - |\,/г = \fixdx

о
I

(б*?!)' + (4><)' (С«о)' + Л.?: = РиХ ( ?։</х
О

/»(0) ^ ?։ (0) 0, М1)-о 
։ I

((2АЛ -У?) с/х -о, |'(2?0?: Г ?5) с/х = о 
V V»О

-2 и~ /^ ъ = ՛ -

Из этих уравнений найдем

'»(х) = Р* (,֊1( (Мх - А-) | 

х о 0
I

Вычислим безразмерный минимальный нес о"՜ \ / ‘(л) с/х 
о

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

с точ-

ностыо до величин второго порядка. Соответствуюшая размерная величина 
равна 1'° ул’Рс’. Непосредственным интегрированием выражении (2.6), 
(2.10) установим

1 1
| /0</х -• 1 Зцу, (/։</х = - 1/61»0 

о о
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Вычислим интеграл | Л.</х. Для ’того умножим (2.17) (можно нс-
V

пользовать и (2.16)) на /. и проинтегрируем от нуля до единицы. Учиты­
вая (2.6). (2.9) и интегрируя по частям, получаем

(7ил- 
Ь J

Последнее равенство справедливо ввиду (2.10). (2.15) и ортогональ- 
։

нот нечетных полиномов Лежандра па отрезке [0, 1]. Интеграл
п О

шляется с применением формулы | I 11

р , 1 Рз.ч-з (х) — /<г, (х)
Л, 1(х) = -------- ------------------

Окончательный результат имеет вид

Lx

J ‘ 1-И & /(2/4-3)(/4֊1)г
0.00073 h)

’Каким образом, с точностью до величин второго порядка малости по­
лучаем

| </„-4- + - -֊ О.оо22<-Л (2.21)

п
Если в выражении = 2։7'( 1—х) положить х 0, то формулу (2.21) 

н выражение для Г(х) можно сравнить с соответствующими численными 
результатами, полученными в [7]. Сравнение свидетельствует о хорошем 
совпадении аналитических и численных результатов (относительная раз­
ница на интервале —нс превышает 1%) и указывает па то. что 
соотношение (2.21) применимо вплоть до значений г 10, причем вклад 
второго приближения пренебрежимо мал.. Таким образом, выражение

Z"(x) = -֊i —- ---- (7 3xJ
6(1-*.)

(2.22)

хороню описывает решение оптимальной задачи об эффективности элеро­
на к для не малых £.

Для функции толщины '"(х) из (2.22) методом возмущений можно 
определить критическую скорость дивергенции (</,։ь = 1 2 ։'маь.)
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Итак, если </<Х О, то о,!ч. > 7,,. и оптимальным решением является 
функция /°(х) из (2.22). Если <7 > 0, то соответствующим решением 
является функция нулевого приближения /:,(х), определяемая (2.6) [7].

3. Общий случай. Аналогично методом возмущений можно получить 
решение оптимальной задачи и в общем случае, описываемом уравнения­
ми (1.7) —(1.9). Предполагая, что функция </(л) на участке расположения 
элерона мала по сравнению с единицей, введем малый параметр (1(х) ~ 
= Отыскивая решение задачи в виде разложений по 8, найдем ну­
левое и первое приближения. Функции пулевого приближения Йл(х), 
I (х) имеют вид

М*) = 9о | а1/1^х'(ав/‘))

Вычислив первое приближение, получим выражения для /։"(*) =

= 1,„ (х) -|- (х). И» = ~1
о

?. ■ 1 х
л<1(х) 0,у;'֊ 2(1՜֊ х))л“։</х ~2(Г°Х).РагЛ</х (3֊2)

4 О (I
։ 1 ։

Iх = ^1^/^х ~—\а2/пас/х{/йа3с1х

1> О б

В этих выражениях Л„(г). /,,(х) определяются из (3.1).
Скорость дивергенции для распределения Л (х) определяется соотно­

шением
I I

(
\а2/^Мх \/па3(Ьс

. б 61-------------------------------

11 •/)(«, /'֊(1х
б

Ввиду положительности функций а1>( «р ал, /у и неотрицательности 
о Соотношение между г/, и у для малых </(л։) определяется знаком

интеграла а^/,с/х. Если этот интеграл меньше пуля, то у..^ > у.՝ ։։ 
б

функция Л" (л՜) из (3.2) является решением задачи оптимизации. В про­
тивном случае реализуется решение А,,(х) из (3.1).
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II,. Պ. 111)ՏՐԱՆն11.Ն

ԷԼԵՐՈՆհ 1.Ֆ1մ։Տ1>ՎՈ1^3ԱՆ ՎԵՐԱ1»ԵՐՅԱԼ ՕՊՏԻՍԱԼ ԽՆԴ1»Ր1!

Ս. մ փ ո փ и I մ

Գխոարկվամ ( ա երпաптձղա կան ւո /? յ ահ օպ աիմԷղսւ ցիա քի խնղիրր' թևի 
կյ“Է փոըրացում ր 4ւրւո ч и է քՅ յ и ւն սա '.մանափակման ղհրղրում, որ/։ մա֊
սանակ իրա էքործվ ա մ Լ Լէերոնի աոաձղական կֆհկւո խէւէէթյան տրվաձ արժէ;- 
րրւ ՍԱէաէրքեք Է ււևփական արմերնհր/ւ նկատմամբ />ե րն ւպ<) որ ղվ ած խնղիր/I 
նկարաղրող ինսւ եղրո-ղիֆերեն ցխպ Հավասւորէոմ րւ Լաղրանմի արտադրիչի 
օրենրի о էքտաղործ гн մով արտածվսւմ 1ն օպաիմ արր։ ք) յան ան հրաժեշտ պայ­
մանները: 0 պտ իմիղա ц/>ш յի խնղրի /ւււծումր կասա ւյվ ում Լ դրէք որոմն երի եղա­
նակով։ 1հղղանկյւււնաձև թեի ղեպրւսմ սւուս ւ;վեւ են երկու մ էրտավ որութ/ուն - 
ներ , րնղ որում о ղա ա ղ սրծ վու մ հն րսա Էեմ անդրի օրթողոնւպ րա ղ մ ան ղամն երէ 
վերւոէծա /I յու ն ն ե ր ր г

AN OPTIMAL PROBLEM OF AILERON EFFICIENCY

A. P. SEYRANIAN

S u m in а г у

An optimal problem of a wing of minimum weight under aero- 
elastic constraint on aileron efficiency is considered. A general integral- 
-differential equation describing the process is deduced. The solution to 
the optimal problem is obtained by the perturbation method.
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2иЗ’|Ш|Ц.Ъ Щ12 ‘М«8111«Р :И1К։.оР1‘ и.ЧМ-ЬИ НШ 8ЬЧ.Ы11ММ»С 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Ш||ншБР|ш XXXIII. М> 1. 1980 Мехаинка

Г. А. ПЕТРОСЯН. Г. Г. НЕРСИСЯН. С. С. АВЕТЯН

ИССЛЕДОВАН11Е 11АПРЯЖЕН1 Ю-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ОСАДКИ ПОРИСТЫХ 
' МАТЕРИАЛОВ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Изделия из пористых материалов, получаемых обработкой давле­
нием, находят широкое применение в различных отраслях народного хо­
зяйства. Для определения оптимальных параметров технологического про­
цесса в получения изделий с заданными физико-механическими свойства­
ми необходимо изучить напряженно-деформированное состояние деформи­
рованной заготовки.

В настоящей работе для исследования процесса осесимметричной 
осадки пористых материалов применен метод конечных элементов (МКЭ) 
в форме метода перемещений [1]. Задача решается как по деформацион­
ной теории пластичности, так и по теории течения пористых материалов.

1. МКЭ по деформационной теории пластичности пористых материа­
лов. Зависимости компонентов деформаций от компонентов напряже­
ний з, по деформационной теории пластичности пористых материалов 
имеют вид [ 2]

3$ 
։о=-^г-1:о֊(։-2’о)''.Ро| П-1)

♦ влв

где :3,п и оо>;в эквивдлентные децюрмацин и напряжения, п посто­
янная для материала, ь,-։ символ Кронекера, зп - среднее нормаль­
ное напряжение, / первая функция пористости
I 2

1 I 3 - 2։.1'4

%—значение второй функции пористости
■ зи-/3) -

4 | (3-2гм)1пи

при начальной пористости материала (-՛ = £'„).
ГекУщая пористость материала определяется по формуле [2]

гг = 1 (1.2)

Связь между эквивалентным напряжением и эквивалентной деформа­
цией устанавливается диаграммой деформирования материала [3]. кото­
рая аппроксимируется зависимостью

5 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 1
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= А ֊ 5г (1.3)

где /4. В, «։— параметры схематизированной диаграммы [4].
Разрешив уравнения (1.1) относительно напряжении с учетом допу­

щения о коэффициенте поперечной деформации у (5], получим

м«(Р։1ь։ (1.4)

где матрица |/).| имеет вид

1 «)

|/Л1 ----——
(1 с։)(1 2с։) С,

с.
1-с։

1 О

1 о

ооо (1 с|)(1֊2с,)(! 4 М
3(1 — с.>

(1.5)

Здесь

Осесимметричная заготовка разбивается на кольцевые элементы с 
треугольными сечениями. Компоненты перемещений произвольной точки 
элемента представив в виде линейной зависимости через компоненты пе­
ремещений его узлов и использовав выражения Коши, получим уравне­
ния. связывающие компоненты деформации элемента с компонентами пе­
ремещении узлов

(’-} = [В]։7} 0.6}

где [В| — матрица, определяемая аппроксимацией перемещений по объе­
му выбранного конечного элемента [1]. {</} —вектор-столбец узловых 
перемещении конечного элемента.

Зависимости (14) и (1.6). описывающие напряженно-деформиро­
ванное состояние элемента, дают возможность определить матрицу жест­
кости конечного элемента [А*]. Используя принцип возможных перемеще­
ний ДЛЯ конечного элемента, находящегося в равновесии в некотором де­
формированном состоянии, и относя напряженно-деформированное со­
стояние элемента к его центру тяжести, получим , I]

= 2=[5Г[О,][5Й (1.7>

где г— радиус центра тяжести элемента, относительно которого и опре­
делена матрица [В]. А площадь поперечного сечения кольцевого эле­
мента. |В) —транспонированная матрица
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Матрица (A'j состоит из подматриц размерности 2X2. определяемых 
выражением [ 1 ]

(1.8) 
где«. I — обозначения соседних узлов.

Заменяя действующие на пористое тело внешние распределенные си­
лы узловыми статически эквивалентными сосредоточенными силами (век- 
тор-столбец {/>}) и используя для всего тела принцип возможных пере­
мещений, получаем

(1.9) 
где {р}—вектор-столбец узловых перемещений сетки конечных элемен­
тов, |/<| ֊ общая матрица жесткости, произвольный элемент которой 
определяется суммированием по всем элементам, примыкающим к узлам 
$и и зависит от узловых координат, степени де­
формации, диаграммы деформирования, а также пористости материала.

Составив общую матрицу жесткости пористого тела, задав вектор- 
стОлбсц узловых усилий {Р} и решив систему нелинейных алгебраиче­
ских уравнений ( 1.9) относительно узловых перемещений сетки конечных 
элементов, но формулам (1.4) и ( 1.6) определяются компоненты напря- 
женно-деформирован кого состояния деформированного образца.

Эквивалентная деформация и текущая пористости материала а раз­
личных точках деформируемого тела находятся по формулам (1.1) и (1.2).

Решение уравнения ( 1.9) с заданной точностью находится итерацион­
ным методом (методом переменных параметров упругости) 15]. При этом 
линеаризуется система алгебраических уравнений (1.9). принимая матри­
цу жесткости в пределах каждого шага итерационного процесса постоян­
ной и составленной по результатам, полученным на предыдущем шаге. 14а 
первом шаге для всех элементов величина считается известной и 
малой.

На фиг. 1 на диаграмме деформирования материала приведены поло­
жения точки А. характеризующей иапряженно-деформиройалное состоя­
ние одного элемента под действием заданной нагрузки, определенные на 
первых трех ступенях h i грационного процесса. Естественно ожидать, что 
с увеличением числа приближений точка /1 все ближе будет подходить к 
кривой диаграммы деформирования материала.

2. МКЭ по теории течения пористых материалов. Уравнения геории 
течений пористых упрочняющихся материалов приведены в работе [6] и 
модифицированы в |7|. где для приращений пластических деформаций и 
пористости получены зависимости

37s k
^7=~H=.7 (2.1)

Г
К/ эквивалентное приращение кластических деформации).



Разрешая уравнения (2.1) относительно напряжении, получим
‘ ։=} (2-з)

где матрица имеет вид

Г/Л £=(1 С։)

1 _£=---- £1_ о
1 - с„ 1 — с-.

_£2_ 1 0
1—сс 1-с2 ^4)

__£1_ с? 1 0
1-е.» 1—с2

0 0 0 (1 -2с2Ш Н)
3 (1 — с2)

* (14-С.Ц1-2С;)

Здесь

•' — а
1 ■ ։

Диаграмма деформирования материала аппроксимируется зависимо­
стью

5 = А -г Г (2-5)

Так как п матричном уравнении (2.3) используются приращения пла­
стических деформаций, то два других матричных уравнения, аналогичные
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уравнениям (1.6) и (1.9), также выражаются через соответствующие при­
ращения

{<М ~[В]Ш (2.6)
{<//>* = [К |{<ф} <2-7)

Матрицы жесткостей конечных элементов (Л| и общая матрица жест­
кости деформированного тела | Л'| составляются по методике, описанной 
при рассмотрении деформационной теории. При этом вместо матрицы на­
пряжений |77.| используется матрица [ОД

Задавая вектор-столбец приращений угловых усилий {<//’} и решив 
систему нелинейных алгебраических уравнении (2.7) относительно при­
ращений узловых перемещении сетки конечных элементов {^р}, по фор­
мулам (2.3) и (2.6) определяем компоненты напряженного состояния {<?} 
и приращения пластических деформаций ('М образца.

Эквивалентное приращение пластических деформации и приращения 
пористости находятся по формулам (2.1) и (2.2).

Аналогично работе [5] расчет ведется применением малых последо­
вательных нагружений.

Решение уравнения (2.7) для каждого последовательного г-того на­
гружения находится вышеописанным итерационным методом (точки 
В:. В, на фиг. 1). На первых шагах итерационных процессов для всех ко­
нечных элементов величина </֊„п ։> считается известной и малой.

Пористость образца и интеграл от эквивалентного приращения пла­
стических деформаций находятся соответственно по формулам

V,- = -г dv.

I ufe У c/s
J " ։—I

Число последовательных нагружений зависит от величины прираще­
ния нагрузки и максимального значения достигнутой деформации.

В конце каждого шага последовательного нагружения устанавлива­
ются новые положения координатных узлов.

3. Численные результаты и их анализ. Для конкретных значений па­
раметров были выполнены расчеты как по деформационной теории пла­
стичности. так в по теории течения пористых материалов. Отношение вы­
соты цилиндра //<. к его диаметру <7« было принято равным 4/3 и 1. Сетка 
конечных элементов принималась равномерной, вычисления выполнялись 
на ЭВМ ЕС-1022 по программам, составленным на алгоритмическом язы­
ке ФОРТРА11-IV, для произвольного числа узлов (конечных элемен­
тов).

В силу симметрии рассматривалась четверть осевого сечения, которая 
была разделена при Л„/е/о = 4/3 па 96 треугольных элементов с 63 узла­
ми. Граничные условия в безразмерных перемещениях (&*, и) в осевом 
(<) и радиальном (<) направлениях приняты в виде:

w. — - а — const, н4 0 иа поверхности контакта,
и — 0 на оси образца,
w = 0 на среднем поперечном сечении образца.
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Материал цилиндра—спеченная медь, полученная из медного по­
рошка марки ПМС-1 (л — 0.25 [3|; ՝ = 0.48 [5]; г,, — 0.16: .4 175ПМ«;
В = 501 МПа; т =0.3).

Как показывают расчеты, напряженно-деформированные состояния 
образцов из пористых материалов неоднородны.

По деформационной теории пластичности рассматривались лишь раз­
личные малые нагружения образца, так как формулы ( 1.6) пригодны 
только и этих условиях При очень малых нагрузках (соответствующий 
»Л.՜—0.0005; —0.001) образцы деформируются бочкообразно. При 
больших нагрузках ֊ 0.002) незначительно нарушается бочкооб-
разность образца. Максимальные перемещения получают наружные точки 
сечении, близких к среднему поперечному сечению

Ниже приводятся данные, характеризующие напряженно-деформиро­
ванное состояние материала при максимальной эквивалентной деформации

вых (2), кясателъяых т,, (5) напряжение и эквкна- 
лгнтнон дсфорчпннн (4) из жопгзктчан поверхности об­

разца при ятд — 0.002; и. — 0.

На фиг. 2 штрих-пунктирными линиями изображены эпюры осред- 
нениых по двум смежным элементам напряжений (кривые I. 2, 3 и 5 соот­
ветствуют напряжениям: осевым окружным -л, радиальным -г и ка­
сательным я эквивалентной деформации (кривая 4) элементов, при­
легании их к контактной поверхности деформируемого образца (пунктир­
ными линиями показаны линейные экстраполяции). Элементы, прилегаю­
щие к центральным участкам контактных поверхностен, деформируются 
мало. Эти участки называются учас тками •՛ задержанной • или «затруд­
ненной» деформации (8}.

МКЭ по теории течения пористых материалов можно изучать любые 
пластические деформации образца к том случае, если нагружение образ­
ца осуществляется малыми прирощеннм.мн. Расчеты показывают, что на­
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пряженно-дсформированное состояние образца зависит ат величины ma­
la приращении нагружения. Было установлено, что для получения более 
достоверных результатов необходимо использовать переменны»*։ шаг на­
гружения.

Ил сопоставления результатов двух решений следует, что ил первом 
шаге нагружения (֊л = —0.0005) они полностью совпадают. В средних 
поперечных сечениях образца при малых нагружениях величины каса­
тельных напряжении приближаются к нулю, а остальные компоненты на- 
пряженно-деформированного состояния и пористость материала получают­
ся почти одинаковыми для всех элементов

11а фиг. 2 сплошными линиями изображены ЭЛЮрЫ напряжении и 
интеграла от приращения эквивалентной пластической деформации' элс- 
ментоп. прилегающих к коптам ион поверхности образца при И-՛* 0.002.

Сопоставление выполненных расчетов показывает, что с увеличением 
степени обжатия образца увелмчинастся расхождение между результата­
ми, получаемыми по деформационной теории и теории течения.

На фиг. 3 показано осевое сечение деформированного пористого об­
разца при U’a 0.002. По распределениям пористости определены зо­
ри «затруднен ион •> деформации (1). в которых средняя пористость 
։»ч, । = 0.1584 В элементах зоны (2) пористость изменяется наиболее ин­

тенсивно (t’2 = 0.1572). Наибольшую степень уплотнения получили 
примыкающие к контактным к боковой поверхностям элементы .4 (2) зо­
ны образца (t' | = 0/1545). Промежуточное положение занимает г.ори- 
стость элемента зоны (3) (vtf>3 “ 0.1582).

С увеличением степени обжатия происходит некоторое перераспреде­
ление как компонентов напряженно-деформированного состояния, так и

Фиг. 3. Осепос сочснкг* дгформн- 
романного пористого образца при 

«'д, — 0.002; пА. 0.

Фиг I Ocrniw сочопме деформи­
рованного пористого обрами« при

֊ 0.0315; 0.

пори« гости Образца. На фиг. 4 приведено распределение пористости по 

осевому сечению образца при ич 0.0315 ( 19.1" п^. По

фиг. 3 и 4 можно судить о npnuc.cc распрск гранения пл.։сгнчсской дсфор- 
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мации в образце. Зона (2) увеличиваясь, обхватывает зону (1). большую 
часть зоны (3) н образует с очень сильно уменьшенной пористостью зоны 
(2а) и (26) со средними пористостями 0.055 и 0.138 соответственно

- 0.0094). В зоне „затрудненной“ деформации (1) значение 
■<’ р, равно 0.1547.

Расчеты МКЭ как по теории течения, так и по деформационной тео­
рии пластичности пористых материалов показывают, что при 0.002
нарушается бочкообразность образца. С увеличением степени обжатия 
увеличивается и степень нарушения бочкообразной формы образца, при 
этом сечения । максимальными поперечными перемещениями наружных 
точек приближаются к контактным поверхностям образца.

Изменения формы боковой поверхности образна в зависимое՜1՛։։ от 
степени деформирования позволяют предположить, что если в контактных 
сечениях обеспечить условия свободного поперечного перемещения 
(т — 0). го они будут наибольшими по сравнению с перемещениями « 
остальных точек и боковая граничная линия примет гиперболическую 
форму С целью проверки этого предположения по теории течения пори­
стых материалов МКЭ был решен пример при условии свободного расши­
рения образца (без трения на контактных поверхностях). Исследования 
показали, что при — —0.0005 неоднородность напряженно-дефОрмиро- 
папного состояния 'лементов образца не превышает 0.25%.

С увеличением степени обжатия неоднородность образца •.•.□степенно 
увеличивается и влияет на его напряженно-деформированное состояние. 
Боковая граничная линия образца в действительности принимает гипербо-

Фиг. 5. Осевое сечение деформи­
рованного пористого образца вря 

и.х, = - 0.002; 0.

лическую форму, что качественно согла­
суется с результатами Эксперименте?» [9].

Практический интерес может пред­
ставлять распределение пористости по 
осевому сечению свободно расширенного 
образца при — С.002: :?0 -- 0.16 
(фиг. 5, г/.11։ 0.1588; г>е|13֊ 0.1585; у<р,= 
— 0.1579; т,г---0.1577).

Для исследования зависимости на- 
пряженпо-деформирован։ ого состояния 
от механических характеристик материа­
ла дополнительно были рассмотрены 
случаи с изменением значения лишь од­
ного параметра (начальной пористости 
или коэффициента поперечной деформа­
ции): а) •; - 0.44; б) 0.32: в) и„ 

0.005.
: 1а фиг. 6 для элементов, прилегающих к контактном поверхности де­

формированного образца, приведены кривые изменения осевых напряже­
ний . (сплошные ливни) и интеграла от приращении эквивалентных 
пластических деформаций (штрих-пунктирные линии) в зависимости от 



безразмерной радиальной координаты Г/?• при ~ —0.СЮ2 и и 0. 
При этом кривые 1 соответствуют основному решению МКЭ по теории 
течения (£.\, 0.16; у=0.48), а кривые 2. 3 и 4 случаям а). 6) и в) соот­
ветственно. Из кривых фиг. 6 видно, чего параметры механических харак­
теристик пористого материала окалывают существенное влияние на напря­
женно-деформированное состояние образца

Фиг. 6. Эпюры осегы! напряженка (ташныг линии) и 

(штрих-пуактирные линки) на контактной поверх­

ности образца при а՛, - — 0.002; н4 0 41 — о® 0.16; 
- 0.4«; 2-г 0.16; 7 = 0.44; 3 - г„ 0.32; . 0.48;

1 - ։•< 0.005; 0.48).

Расчеты свободно расширяющегося образца (х. — 0) показывают, 
что беспористые (с. -*• 0) образцы деформируются аналогично пористым 
с образованием гиперболической формы боковой поверхности. Как уже 
было отмечено выше, «то объясняется появлением неоднородности и се 
влиянием на напряженно-деформированное состояние образца. Прибли- 
жениая теория [ 10]. основанная на гипотезе плоских сечений и прекебрежс- 
иии касательных напряжений в поперечных сечениях бес пир истого неод­
нородного но высоте цилиндрического образца, подтверждает гиперболич­
ность боковой п »перхностн образца при сжатии его в указанных усло- 
ЙИЯХ.

Исследования показывают, что как и.։ напряженно-деформированное 
состояние, так и на распределение пористости образца существенное влия­
ние оказывает также изменение величины <Л. I !ри 6 </ 1,0 (четверть
осевого сечения образца была разделена на 72 одинаковых треугольных 
элемента с 49 узлами) при отсутствии смещения точек на контактной по­
верхности образца зоны (2) сливаются (фиг. 3). а зона (3). уменьшаясь, 
занимает центральную кольцеобразную часть боковой области образца.
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При больших деформациях ( | >> Ю'1 „ ) сливаются также зоны (I)

И (2).
Полученные результаты качественно подтверждаются многочислен­

ными экспериментами, проведенными как на беспористых. так и на пори­
стых материалах [8. 9].

Таким образом, подбором граничных условий и параметров механи­
ческих характеристик материалов можно решить ряд важных вопросов 
технологического процесса: установить оптимальную форму деформиро­
ванного образца или оптимальные величины условий нагружения, опреде­
лить распределение пористости, пластической деформации и т. д.

Выполненные исследования позволяют сделать следующие выводы:
1, Полученные МКЭ решения осесимметричных задач обработки по­

ристых материалов давлением на основе теории течения дают возможность 
исследовать как малые, так и большие пластические деформации.

2. Применение МКЭ в расчетах, основанных на деформационной тео­
рии пластичности пористых материалов, дает достаточно близкие резуль­
таты с данными, полученными по теории течения при небольших п\асти- 
ческих деформациях.

3. Разработанная методика и программа вычислений позволяют опре­
делить компоненты напряженно-деформнроваиного состояния и распреде­
ление пористости по объему осесимметричных пористых образцов, а так­
же зоны больших пластических деформации, зоны «затрудненных» дефор­
маций и распространение пластических зон при увеличении степени обжа­
тия образца.

4, Показано, что изменяя граничные условия и степень обжатия, 
можно получить деформированные образцы с различными формами боко­
вой поверхности, бочкообразно։։, гиперболической и т. д.

Ереванский политехнический
институт им. К. Маркса Поступила )9 IX 1979
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INVESTIGATION OF STRESS-STRAIN STATE OF 
AXISYMMETRIC UPSETTING OF POROUS MATERIALS BY 

THE FINITE ELEMENTS TECHNIQUE

G. 1.. PETROSIAN. G. G. NEKSISIAN. S. S. AVE I IAN

S 11 in m a г у

Investigated is the process of axisymmetric upsetting of porous 
materials both with no displacement points on the contact surfaces in 
radial direction and under free extension of the sample. Two theories 
(deformative and that of flow) of porous material plasticity and the 
method of finite elements are applied. The programme is drawn up in 
the FORTRAN-IV algorithmical language.

Data are obtained for various degrees of compression, various va­
lues of mechanical characteristics of materials and different height- 
to-diameter ratios of the sample.

The results obtained by the deformation theory of porous mate­
rials are shown to be reliable enough for slight plastic deformations 
only while those obtained through the flow theory are reliable both 
for slight and extensive plastic deformations.
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