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ОСНОВАНИИ

Работа посвящена решению плоской контактной задачи нелинейной 
теории установившейся ползучести о давлении деформируемого твердого 
тела, следующего степенному закону связи между напряжениями и скоро­
стями деформации, на бесконечную, тонкую полосу, свободно лежащую 
на основании типа Фусса—Винклера. Для тонкой полосы принимается 
модель обычной балки, изгибаемой на линейно деформируемом основании 
указанного типа и также следующей степенному закону.

Плоская контактная задача нелинейной теории ползучести впервые 
была поставлена и решена Н. X. Арутюняном и М. М. Манукяном 
[I. 2]. В работе 13) рассмотрена плоская контактная задача о давлении 
нелинейно деформируемого тела на свободно опертую упругую балку.

В настоящей работе при помощи выражений вертикальных перемеще­
ний такого нелинейного тела [2] и обычного уравнения изгиба балки по­
ставленная задача формулируется в виде системы трех нелинейных инте­
гральных и дифференциальных уравнении. В эти уравнения входят кон­
тактные давления, возникающие между телом и балкой, а также прогиб и 
изгибающий момент балки. Когда для балки связь между напряжениями 
и скоростями деформаций линейна, решение задачи приводится к реше­
нию одного нелинейного интегрального уравнения и оно решается на осно­
ве аппарата ортогональных многочленов Гегенбауэра и принципа сжатых 
отображений. Для этого случая приводятся приближенные аналитические 
выражения контактных давлений, меры опускания тела и величины кон­
тактной зоны.

Используя эти результаты, в рамках теории удара Герца рассмотре­
на задача о центральном ударе нелинейно деформируемого тела по ледяной 
пластинке, лежащей на упругом основании. Определены основные меха­
нические характеристики теории удара Герца.

Приведены численные результаты.

£ I. Постановка задачи и вывод разрешающих уравнений

Пусть тело с гладкой поверхностью под действием внешних сил вдав­
ливается в бесконечную балку, лежащую на упругом основании (фиг. 1). 
Как уже говорилось, для этого тела и балки принимается теория устано­
вившейся ползучести при степенном законе связи между интенсивностью 
.скорости деформаций г„ и интенсивностью напряжений с-..:
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, (/=1,2) (1.1)

где А,, гп, н Л.-, т}— физические константы .материала тела и балки соот­
ветственно, притом А: > 0. 1 тп( < 2,

|/*2՜ / О —

30 = р-у- /...)

Реологическое уравнение (1.1) имеет место для многих материалов, на­
пример, для \ьда [4], металлов [5] и др.

Если пренебречь трением между телом и балкой, вертикальные пере­
мещения граничных точек тела и,(х) от нормальных контактных напряже- 

|Р ний р(х) для больших значений вре-
՝---- мени I в первом приближении выра-

\ / жаются формулой [2|
I

Фиг. 1. контакта,

б = -----— Ц | [сое (атп I 2? ~1 )]' сое «Л 1 51п ------ (1-3)
{т — 1) I .) I

и
Теперь рассмотрим бесконечную балку, лежащую на сплошном упру­

гом основании, под действием нормальных давлений р(х). Относительно 
упругого основания примем известную гипотезу Фусса—Винклера, соглас­
но которой реакция основания на балку в каждой точке пропорциональна 
осадке балки »-(х). Тогда уравнение равновесия даст (р(х) = 0 при 
Ы >а)

= ■-р(х) 4-Лг2(х), (|х|<ос) (1.4)
а Xх

где А1 — коэффициент постели упругого основания, Л/(х)—изгибающий 
момент в сечении балки. Далее, принимая гипотезу плоских сечении и 
имея в виду большие значения времени, дифференциальное уравнение 
изогнутой оси балки можно записать в следующем виде [51:

^М = ֊₽|Л/(х)|--‘)И(х) (|х|<оо) (1.5)
дх~
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где

? = '|1 (1.6У

F

F—площадь поперечного сечения балки.
Уравнения ( 1.4) и (1.5) вместе с известным условием контакта двух 

тел [6]

(*) +«г(*) = $-/(•*■), |*l<û (1.7)

составляют полную систему нелинейных определяющих уравнений. Здесь 
6֊ мера опускания тела, /(х)— форма основания тела, которая далее бу­
дет аппроксимирована параболой второго порядка —f(x)=cx2. Исследова­
ние этой системы в общем случае связано с большими трудностями. По­
этому здесь ограничимся пока обсуждением частного случая, когда 
/к: = 1, то есть рассмотрим случай линейно-ползучей балки.

Тогда из ( 1.4) и (1.5) получим
«

и5(х) = р/’^ G р(s) ds, |x|<o> (1.8)

- U

где • •

6’(z) =-i֊e“|:| (cosz -Ь sinlzj), 1 ~ |/ -j— (1.9)

Теперь, на основе соотношений (1.2), (1.7) и (1.8) окончательно по­
лучим следующее разрешающее нелинейное интегральное уравнение:

О I Р(№ 1 + Ç G/£21s\p(s)rfs_ô_cx2 (1.Ю)
J I -V — SI J j -Г — > ; J \ Z /
—а —а -а

(|х|<а)

Отметим, чго точно такое же интегральное уравнение получается, если 
в (1.1) под г-, подразумевать попросту интенсивность деформации. Следо­
вательно. поставленную задачу можно трактовать также в рамках нели­
нейной теории упругости или деформационной теории пластичности при 
степенном упрочнении [5].

Решение уравнения (1.10) должно удовлетворять условию непрерыв­
ности напряжений в концах контактной зоны

р(—а) = р(а)»0 (1.П)'
а также условию равновесия тела

а

\p(x)dx = P (1.12)
— а

где Р — равнодействующая внешних сил.
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Введем безразмерные величины

* = -• = % = А (1-13)
а I ссг

(Л \ (I ,
— Ь(Х). ->. = ?Р(с1У-'5՜“ 
са /

Тогда уравнение ( 1.10) принимает вид

1JTTFF Г1iFTF + '“F fс"s - '■1»"■՛ 
-։ ֊1 ֊!

(1.14)

а условия ( 1.1 I) и (1.12) соответственно вид
։

С Р i 0/Л)(—1) -/>о(1) ֊ 0, а1̂ ՜' \ = — ,— 1 (1.15)

-I
Таким образом, решение задачи сводится к определению pc(i)> и ач 

из (1.14) — (1.15). После того, как будут известны эти величины, на осно­
ве (1.13) и (1.8) непосредственно определим а, 6, р(х) и <(х).

§ 2. Сведение разрешающего нелинейного интегрального уравнения 
( 1.14) к бесконечной системе нелинейных алгрбрических уравнений и ее 
исследование

Сначала построим решение интегрального уравнения (1.14) при Л * 0, 
го есть когда пластинка абсолютно жесткая. С этой целью предваритель­
но рассмотрим интегральное уравнение

решение которого должно быть подчинено условиям

7(֊1)= 9(1) = 0 (2.2)

Уравнение (2.1) преобразуем к эквивалентному виду

I
=Н-“Г]Н =5). ( ККП (2.3)

.) I'«- 
- 1

Решение уравнения (2.3), удовлетворяющее условиям (2.2). представим 
в виде ряда

д(;) = (1-г)’֊: У ",-Л ■'“Ч2 <‘Л4> 
л- о 2 2

где 0 неизвестные коэффициенты, С, и) ֊ многочлены Геген- 
бауэра. Далее вычислим интеграл
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М«) = ] 1<-чГ'(1-т)1_"с;’1(^, (П = о, 1,...) (2.5)՝

- 1
Учитывая известные соотношения (см. [7], стр. 220 и [8])

С„՝+'(9] =-(п + !)(«-) 2-Н)(1-։։)"СЛЛП 
ач

(л = 0, (2.6)

* н-т-гг” 
։п֊ч11-*

с:> (•/<) </•/, = «г(.+»֊лГСй
I (1 ;1)п!х1П-о՛

(2.7)

после некоторых преобразовании интеграл (2.5) приведем к виду

. = ~Г(л Ь3֊и)
Г (2 — л! Б1П

I

С., н ( V) о'7։ г

КИ(֊ 1ГГ(л - 1 ֊ р)Г(л-|-3-|1) 
Г (1 р) Г (2 I1) п! (л + 2)! я։п “<•' (2.8)

где Г (г) - - гамма-функция.
Подставив (2.4) в (2.3) и учитывая (2.5) и (2.8). а также ортогональ­

ность многочленов Гегеибауэра. получим
1

= 4|х6„ ( |7 - ?ГЧ (5) (л = 0,1,...) (2.9)՝

I»
где

Г(2֊н)(2п)!81пвш 
“Г (2л + 3-и)Л2п-1՛ ?„(0 = ֊֊(1֊^)՜'"^^ 

Л?» 1
։

о
г) "[с;сс)г “2цГ(л 1 т-р) |*2 

Г2(^)(л +■ >)л! |

(2.10}

Таким образом, решение интегрального уравнения (2.3) при условиях 
(2.2) мы получим в виде (2.4), где уЛ(Л = 0, 1, ...) дается формулой (2.9). 
Но решение интегрального уравнения (2.3), удовлетворяющее условиям 
(2.2), существует, как обычно, только при определенном условии, накла­
дываемом на его правую часть, то есть на значение параметра у. Выведем 
это дополнительное условие, точнее уравнение, откуда может быть опре­
делена у. С этой целью умножим обе части уравнения (2.3) на (1—?2) 
и проинтегрируем в пределах — 1 1. Меняя последовательность
интегрирования и учитывая (2.7) при П = 0, (2.4), а также ортогональ­
ность многочленов Гегеибауэра, находим

I
—= Г17 - 5’Г' (7 - ։г)(1 - Г)" * 

51п тга» о
7



Теперь, подставив сюда значение у,. полученное из (2.9). будем иметь

/(I) [ 11֊-5։Г-'Й- —4 '.Л (1 — г)՜ Л — О (2.11)
.) \ 1 —1‘ / о

которое и представляет собой искомое уравнение для определения у. Пока­
жем. что уравнение /(у) 0 имеет единственное вещественное решение,
притом оно находится в интервале 1 < у < (1 р)/(1 —р). Действи­
тельно, на (2.11) видно, что

/ и)=—'‘г-2)!/ - <о. / о

И так как функция /(у) непрерывная, то по теореме Коши в указанном 
интервале она имеет по крайней мерс один корень. Этот корень единствен­
ный, так как в этом же интервале

= 1‘С(1 (т+ ?)(1 ֊ ։’) ’<Г։>0
<7*

о

то есть функция /(у) монотонно возрастающая Далее, очевидно, что при 
— эс'<7<° а при (1 — р) (1 — р)<1 < ՛-* У(у)>0 и по­
этому уравнение /(;) = 0 может иметь еще корни только в интер­
вале Но легко видеть, что одновременно с /(1) СО и
У (0) 0 и, кроме того, в этом интервале ] (*;)^>0. вследствие чего
указанное уравнение при 0<у,чГ 1 корней не имеет.

Перейдем теперь к решению нелинейного интегрального уравнения 
(1.14) при условиях (1.15). Его решение представим з виде ряда

р,(5)֊֊М1-«)‘՜ '2(1.4 6.х.>С^'(=), 
п֊0

(֊1<:<1) (2.12)

где |хп}^_0—неизвестные коэффициенты.
Дифференцируя уравнение (1.14) по получим

(2.13

Далее, подставив (2.12) в (2.13) и учитывая (2.5) и (2.8), будем 
иметь
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+ tik+ bkXk)gk(t, a0) <₽„(։)</:-֊-—-•
On

(n-0,1, ...) (2.14)

где
I

8п (՝> ао) = °0 (I ՝ — 'И °о) 5ИП (с — ',) (1 — у)’՜ С?;*1 (•/,) дц (2.15) 

- 1
Так как у 7> 1, то с учетом (2.3)— (2.5) систему (2.14) можно при­

вести к виду
1

X. = Г(=, X, а0) <?п (:) Я, (п = 0, 1, ...) (2.16)
- 1

где

F(', X, aQ) - pl (-j — г)’1 4- V xkbkJn.(V՛ 
к - о

2^4֊

+ х S (т* + 8к (>» «о> — ЗД (*( — ՝2)
С-.-О

X = (x.,xv...) (2.17)

(2.16) является бесконечной системой нелинейных алгебраических уравне­
ний. откуда определяются неизвестные коэффициенты

Покажем, что существует интервал изменения характерных парамет­
ров А и р. входящих п (2 17). в котором при любом а0 2> 0 систему (2.16) 
н ее укороченную конечную систему можно решить методом последователь­
ных приближений. С этой целью, как и в [9]. введем в рассмотрение 
(А 4՜ 1)-мерное эвколидово вещественное пространство с метри­
кой

P(Xv, У'у) 1 V (хп у„У, Х.\- ■= (.Vq, ... , x.v), 
’ л -II

^л՛ = (у ......... yN)

Пусть'5|Олг> г?] —замкнутый шар в /’.'л՛,։ с центром в точке Он — 
= ■ (0, ... , 0) и радиусом Л< Пусть, далее, в 5[0.v, AJj задан оператор 
Y.\ — Н(Хх), определяемый формулами

1
у„ 4 Лу. ac)?„(E)rf]. п = 0....... JV (2.18}

-1
где /•’(՝. Xv. о0) выражается формулой (2.17), когда xVil = xN^2 — 
= ♦• = 0.
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Используя неравенство Бесселя, из (2.1В) имеем

1
N Г
У Г<(', XN, а0) (1 - (2.19)

п—О J
֊1

Далее воспользуемся неравенством Коши—Буняковского для сумм. Тогда 
из (2.17)

|Н=, XN. с)|< ff-1 '■[«’(?) 4- Л« (01 (2-20)
[(7 г» — £*(')]

где

•и։) = 1/max 5д„яя<г.а,)! 
’ n=ü "»֊-° г,—О

/ 00 2 2
g(:)-֊-max| У big* (;, u0)

При получении (2.20) принималось, что

R< min {Г։П)(Т֊т (2.21)
0<s<l

Из (2.19) и (2.20) следует, что если

I

J (+ х[«* * 1 + г <՝>։f <։ - di <1 <2-22>
то оператор K,v = Н (Xv) отображает замкнутый шар 5 [Од,-, А!] в себя. 
Пусть, теперь Ад'՛ (7 1, 2) — два произвольных элемента из 5[0;v, R]
и Yn’ = Тогда из (2.18) будем иметь

1
N Р
У (s՛?-.v!?.’)։- 1Г(;, ЛД a0) — F(i. Хк\ <,„)]= (1 -4=)՛"rf; (2.23)

/1-0 J֊1

При помощи неравенства Коши—Буняковского для сумм из (2.1/) по­
лучим

Х<п л \ —ГР ,И| ^Ь1 ,д21 И 4֊ (:) + (;) u
j / Xv , <Xo) ' X<V > «0/ I ^ | ( • ' _ R | jm •

+ >I*[(7-5T- *+(0]՛ "SG) (2-24)

С учетом же (2 23) и (2.24) находим, что если
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3 I |(Т֊г)‘֊ /?*(*> Г — I
и) +

+ ^[(Т-?Т֊ /?Н;)]։’^(;)|‘(1֊;։Г</Е,<1 (2.25)

то оператор Уд՛ — В (Хм) н замкнутом шаре 5 [Од», Д’] сжимающий. От­
метим, что если R выбрать таким образом, чтобы условие (2.21) выполня­
лось, то условия (2.22) и (2.25) будут выполнены при малых л и при Ц, 
близких к 1. Тогда на основе принципа сжатых отображений [10] сущест­
вует единственное решение системы уравнений Хм =~ В(Лд՛) и это реше­
ние можно найти методом последовательных приближений, исходя о г лю­
бого начального значения Хм = (хо, х?, ... , хд՛) из 5[О,у, /?[.

Совершенно аналогичным способом можно показать, что при выпол­
нении условий (2.21), (2.22) и (2.25) бесконечная система (2.16) также 
имеет единственное решение, которое можно построить методом последо­
вательных приближений, исходя из произвольной точки Х{1 (хо, х?, ...), 
для которой (х^)՜' (Х|У - ... -< R՝. Кроме того, при помощи теоремы 
А. Лебега о предельном переходе под знаком интеграла [11] можно 
доказать, что решение укороченной системы Хм - В(Х.\<) при ?/ — 
совпадает с решением бесконечной системы (2.16).

Отметим, что решение системы (2.16). в частности, коэффициент хе 
зависит от неизвестного параметра а0.
Для определения а. имеем уравнение

Оо (1о г Аохо)* Ро

где

П2+') /*\>
Г (2 -•«•) | - \ /с/ 

(2.26)

(2.27)

% = 1+ 1(1 *.)" ‘РиМ'Л

которое получается при подстановке (2.12) в (1.15).
Далее, считая, что ап и р։,(;) уже известны и подставив в (1.14) £ = 1, 

для 6„ получим выражение

1
+ 1_.. I (7 («О — «о'|)Ро (г|) (2.28)

-- 1

В случае /. = 0 из (2.28) непосредственно получим б0 = у. Пусть парамет­
ры R. и и Л таковы, что условия (2.21), (2.22) и (2.25) выполнены. Тогда 
в нулевом приближении, когда х1,՛ — ... =0, будем иметь

о0=А'.то‘, р0 (;) = </(;) (2.29)
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5« = l + M՜1 G(<h a^q (*,) d\ (2.29)

где у определяется из (2.11). a </(») и ?0 —с помощью (2.4) и (2.9).
Решение системы (2.16) в первом приближении имеет вид

*. = >■!• -5֊Т’‘Л(=, (п-0, »,...) (2.30)
1—и J

-1

Для определения а.- в первом приближении получим уравнение

1
а» - Р'о ро + »1‘*о Дт. V '֊' “ 5*Г' ?* (՝' “°’ •“ (’։ * | (2֊31)

- 1

а ИЛЯ ро(^) —формулу
։

к ֊-։֊ь. у Tifn-

/■•so ։ it—о J- I

֊’.’Г‘gtU оо) л(2.32)

Для достаточно .малых значений Р„. на основе формул (2.26) и (2.38), 
,(2.30) и (1.13). можно получить приближенные выражения

а = IPi' (и ‘ + ^Р.'.м -I- о (Р։*“)] (2.33)

г сРРо^-Н^р; ',ч(1-н՝)т;Ро'‘ + 0(/ь‘)] (2.34)

ТДе

I I
>л Т Л 5£П (;_?<) (7 -г)’՜ ?с(:’) Сп-' (r.)

-1-1

. ,„9Г(2- »о 1 з^ . х = 1^е
° 32Г(2 г’) 1 + 1‘

§ 3. Задача о центральном ударе нелишйно-дефррмируемою гсда по 
ледяной пластинке, лсжаш.сй на упругом основании

13 этой задаче, основанной на теории удара Герца [12]. могут быть 
применены результаты предыдущего параграфа, так как при ударе дефор­
мации льда можно считать линейно упругими.

Уравнение движения тела и начальные условия имеют соответственно 
вид

12



м^=-р՝ *!<-»=о> 4 = к (3л) 
аг аг г-и

где М—масса тела, 6 — мера опускания тела, I— время, Р— равнодей­
ствующая контактных давлений. V —скорость приближения тела к пла­
стинке в момент соударения.

Для интегрирования дифференциального уравнения (3.1) в качестве 
зависимости между <3 и Р принимается зависимость, выражаемая форму­
лами (2.34) и (2.27). Тогда способом, вполне аналогичном изложенному 
в работе [13]. основные механические характеристики теории удара Герца 
будут даваться формулами:

Г, [и — И,Ч-О(И|г')
2 - X

Р™ - А К, 1 5^-И.- + О(И,’՛)
3 -ь р

--
М I.. / \,и

(МсГ-'^У | 10 \ Мс1% ) ■ -0(1/?')
3 -|֊ |1

где Т - продолжительность удара.

г (2 — »>) I К 
Л/Г (2 4-7) с/2/..

у—
--° 1

л2 (с/%)

§ 4. Численным пример
Для некоторых конкретных значений характерных параметров р. X и 

Р9 на ЭВМ ЕС-1022 проведен численный анализ полученных результатов.
Решено трансцендентное уравнение (2.11) и результаты приведены в 

табл. 1.

Таблица /

։л 0.9 о.а 0.7 0.6 0.5

7 9.07422 4.14941 2.55957 1.80664 1.39453

Таблица 2
Л 0 1 2 3 4

0.9 2.23478 -0.00232 -0.00905 —0.00468 -0.001674
0..7 0.52597 0.01234 0.00021 -0.00048 0.00039

В табл. 2 приведены значения коэффициентов Пп]Л։.о’ определяемые 
формулами (2.9).
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Когда р ~ 0.9; 0.7 и л ֊ 0; 0.2; 0.5. притом пары (0.9; 0), (0.7: 0) и 
(0.9; 0.2) заведомо входят в (2.22) и (2.25), получены численные значе­
ния безразмерных контактных давлений, зоны контакта и меры опуска­
ния тела для некоторых значении Рп.

Вычисления показывают, что для указанных значений параметров р 
и X в интервале 0.1 < Р„ <. 0.5 изменение р„(с) в зависимости от Р<> не­
значительно. На фиг. 2 приведены графики четной функции Р<,(1), когда 
Ро — 0.5. Из этих графиков видно, что с уменьшением р функция р*(1) 
значительно уменьшается, заметно также, что при постоянном р с увели­
чением X функция ро(^) незначительно уменьшается.

На фиг. 3 и 4 приведены графики безразмерной зоны контакта а/1 н 
меры опускания тела 6/с/2 соответственно как функции параметра Р„. Из 
этих графиков явствует, что с увеличением параметра X, или с уменьше­
нием р, величина контактной зоны и мера опускания тела увеличиваются.

На этих фигурах сплошные линии соответствуют случаю р 0.9, а 
пунктирные — случаю р = 0.7.

Институт механики
АН Армянской ССР Поступило II II 1980
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II. 1Г. in-l'P-ԱՐՅԱՆ, Լ. Ա. ՇԵնՅԱՆ

ԴԵՖՈՐՄԱՑՎՈՂ 2ԻՄՔԻՆ ԴՐՎԱԾ ՐԱՐԱԿ ՇԵՐՏԻՆ ՈՉ ԳԾԱՅԻՆ 
ԱՈԱԱԴԱՄԱԾՈԻՅԻԿ ՄԱՐՄՆԻ ՍԵՂՄՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ։ւ փ ո ։ մ

Դիտարկված Լ Յէոլսսա-Վինկլերի տիպի հիմրին ազատ գրված բարակ ան­
վերջ շերտին մարմնի ս՛եղմման մասին հարի կոնտակտային խնգիրր։ Մ արմն ի 
ե շերտի համար Որպես ֆիգիկական հիպոթեզ, րնգսլնված Լ կայունացված 
սոդրի տեոությոլնր գեէիորմարիաների արագությունների և լարումների ին­
տենսիվությանն երի միջև աստիճանային կապով։ ,

Խնդիրը աոաջին մոտավորությամբ բերվում է ոչ գծային ինտեգրալ հա­
վասարման լուծման։ Այղ հավա սարում ր լուծվում /; Գեդենրաոլկրի օրի որո­
նող բազմանգամների ապարատի ե սեղմող արտապատկերումների սկղրան - 
/7' ճիման վրա։

Հարվածի Հերցի աեսութ յան շրջանակներում դիտարկված է նաև '.տրվա­
ծի ',ամա պ ա տա и քսա ն խնգիրր։

Բերված են թվային օրինակներ:

THE PRESSURE OF Л NON-LINEAR VISCO-ELASTIC 
BODY ON A THIN STRIP ON A DEFORMABLE BASE

S. M. MKHITAR I AN. L. A. SHEKIAN

S u m m a г у

The plane contact problem for pressure of a body on a thin infinite 
strip free on a base of Fussa-V inkier's type is considered. The theory of 
steady creep is assumed as a physical hypothesis for the body and the 
strip under the power law of relation between the intensity of stress and 
velocity of strain.

The first approximation of the problem is reduced to the solution 
of a non-linear integral equation. This equation is solved by the set of 
Gegenbauer’s orlogonal polynomials and by the principle of compressed 
transformations.

A particular impact problem is examined as well in terms of the 
Hertz impact theory.

Some numerical examples are presented.
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2ԱՅԿԱԿԱՆ ՍԼԱ ԴԻՏԱԻԹՅՈ ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
известия академии наук армянской с с рՄԼխաՈիկա XXXIII, № 5, 1980 Механика.

П. В. ГАЛПЧЯН

КРУЧЕНИЕ ТОНКОСТЕННЫХ КРИВЫХ СТЕРЖНЕЙ, 
СОСТАВЛЕН! 1ЫХ ИЗ РАЗЛИЧНЫХ МАТЕРИАЛОВ

Рассматривается задача о кручении кривых тонкостенных стержней 
в виде сектора кругового кольца, составленного из различных материа­
лов. Постоянное но длине составного стержня меридиональное сечение об­
разуется из областей Й/(/ — 1,2......Л ), соответствующих различным
однородным, изотропным материалам, являющимся упругими средами Гу­
ка или подчиняющимся условию изотропного упрочнения. Стержень скру­
чивается противоположными силами приложенными к торцевым сече­
ниям по оси кольца (фиг. 1).

Аналогичные задачи для призматических стержней н линейно-упру­
гой постановке рассмотрены в [1—7]. Кручение однородных, изотропных 
кривых стержней из упрочняющегося материала рассмотрено в [8 -10].

Задача о кручении кривого составного стержня из линейно-упругих 
или нзотрапно-упрочняющихся материалов, когда составляющие части 
однородны и изотропны, в общей постановке исследована в [11. 12].

В настоящей работе на основе результатов автора [ 111 исследованы 
упруго-пластические напряженные состояния симметричных тонкостенных 
стержней с сечениями, имеющими очертания двух видов. В первом случае 
стержень состоит из трех слоев, спаянных по боковым поверхностям, с се­
чениями и виде узких кольцевых секторов, вытянутых п радиальном на­
правлении. Наружные слои изготовлены из одинакового материала 
(фиг. 2). Во втором случае стержень в виде криволинейного тавра состоит 
из двух тонкостенных стержней, изготовленных из различных материалов 
и спаянных по боковым поверхностям (фиг. 6).

Фиг. 1. Фиг. 2.

Решение задачи получено в предположении, что составляющая каса­
тельного напряжения по толщине стенки равна нулю. Па основе найден­
ных формул рассмотрены численные примеры. В предельных случаях по­
лучены решения соответствующих задач линейной теории упругости.

2 Известия АН Армянской ССР, Механика. № 5
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1. Основные уравнения задачи. Принимается сферическая система 
координат г, 0, <р, связанная с прямолинейной прямоугольной системой 
х, г/, z по известным формулам х = г sin О cos®, у = г sin б sin ®, 
z г cos fj. Ось z направляется по оси кольца. В данной задаче все 
компоненты напряжения тождественно равны нулю, за исключением 

и не зависящих от [11, 12]. Физические соотношения между 
компонентами тензоров деформации и напряжения в 2/ принимаются 
в виде

Л(П)^;2С„ т^=/,(Г,)х;;>/ад (1.})

Здесь Г/— интенсивность касательных напряжений, ( Т/) — функ­

ция, характеризующая упрочнение материала, С/ — модуль сдвига. 
/ДГ/)՜! соответствует линейно-упругому материалу.

С использованием соотношений между компонентами деформации и 
компонентами смещения при малой деформации получены выражения 
[11. 12]

л Л О • д \ -4 /1 О\
2L, = r—( 1J- —ctyG, 2^-sin9—- 1--------- (1.2)

dr \ г / г (Л \rsino/ г

откуда следует уравнение совместности деформаций. Здесь — произ­
вольная функция и О, А = const — крутка.

Перемещения имеют вид

и = Л® cos &, ufj = — Д® sin и = и а 4՜ Br sin О

в--^им "'2) -
*/2)

Or
г’Чкх. rd

Введением функции напряжений Ф

-Л - - 2AG։ дф>" а>= 2АС։ (>ф<" 
V r’sin:& rssin։9 dr

задача сводится к уравнению

д - А Л(^)0Фсо 1 1 
dr г3sin3О dr | S'n drJ r*sin ’fJ dfJ | r2sin30

с граничным условием <!’ — О на Г2У и условиями на Г2/,

G, Ф<0 ֊■= G?l>(",
Оф'л 

ot
(1.5)

Здесь

т 2AGt I 7՜1 / 1 ОФ(°У
11 ~ г sin2 9 И \ Ur ) ’ \ / db /

•Фи’ представляет функцию напряжений Ф в области 2/, Г20 грани­
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ца области всего меридионального сечения стержня ։20, Г2/у линия 
раздела смежных областей 2/ и 2;.

Для силы Р-. имеем выражение
Л' р р ф(.')

Р։=2Д?С/ (1.6)
й ,) 4 г’зш’У

2/

2. Кручение тонкостенного симметричного трехслойного стержня. 
Рассмотрим случай симметричного относительно плоскости ху трехслой­
ного сечения (.V = 3). когда Г2/ образуется соответственно из коорди­
натных линий: 0 — п/2 — 8, Ч = и/2 — т\ 6 -/2 — а и Ч = г.(2 - а, 9 =
= */2з+  Р (2?г^г2 'х)«1)’ Материалы областей и 2, одинаковы 
(фиг. 2).

Пренебрегая, ввиду малости толщины стенки, компонентом напряже­
ния тФ и вводя при этом новую переменную 0) — 6 — л/2, приводим урав­
нение (1.4) к виду

д МТ,) оф*'>
<?<'.) Г*  СОЗ3 «> дм

1
СО53 <"

2АСИ <ЗФ(0

Г3СО52й> Си) (2.1)

Интегрируя уравнение (2.1) при 1 — 2 и / = 1,3 соответственно, по­
лучим

_ - 2_ и (։•>) СО52 <•*  
дм 2 '

(2.2'

, _. 0Ф г~ , . . „ к։п а 2 ,
(Гз)— ֊2 ?НСОЯ><.>4 ггСО5’ш-

дм
. / О ।

г / т՝ \ г2 I / \ • 8«п Я о ,А < — = Т ՛*  <”>со։՜''' - 77^77со։ и “ (2.з>

дм

где

(<о) — tg <0 т СОК <•' 1п ։$£

В уравнении (2.2) учтено, что ’ г = 0 при Ю = 0. Вели чины в квад­
ратных скобках в (2.3) определяются из условий (1.5) на । Опреде­
ляя эти величины и объединяя (2.2) и (2.3), будем иметь

=-уЛ'0՝')'И>")со։=>" (/-1,2,3) (2.4)

где /*  (Г/) = 1//? ( Г.>), Г/— интенсивность деформаций сдвига.
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Согласно (1.1) и (2.4) будем иметь

г, = г = |2Гтг|- |ЛНш)|
2г г

Проинтегрировав (2.4) при / = 1,3 и : = 2 с учетом соответс1венно
•граничного условия н первого условия (1.5). получим

Ф(< ' (г, ш) = Ф ’ (г, —ш) - -у /,* (Г) 0 (|’>) СО8՜ «•></<»» (2.5)

ив
Ф<2> (г, <“) — — \ /./ (Г) б (‘'։)СО8՛՜ ('»(/и» I-

— «
—— \ /։* (Г) <» (•'») СОЗ” <'*</«! (2.6)
2С2 л

֊3

Подставляя (2.5) и (2.6) в ( 1.6). получаем следующее выражение для 
силы Р::

Р։=- AG, /1’(1՝)?г(г։) сов ■/;</»,

- AG. А’(Г) ?('.)?('<)</', (2-7)

где

‘гт(т+”)Ф (т;) - 55 п 7։ — СО8՜' < 1п

Примем/, ( Г/) = 16 Г/ , /■t=^■l|(2G|) , где X/ и ч, -положи­

тельные физические параметры. Когда ^ — 1. интенсивности касатель­
ных напряжений 7՜ и деформаций сдвига Г связаны соотношением

Подставив значение // (Г) при '^—1 в 
грирование, получим

(2.7) и произведя инте-

где

= 5£П А аг (г.‘ а ) •> (т,) СОБ гДг,

и
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а, <4! а ) = + у-г. + 41.4 I й; гг? (4) г
4/./ ч?-/ 4

+ Г--1- 2 | Л ] С| X, 6 (4)|Л 4 С| в) _
4л/

гл<,1/։„ , /4 4֊ 4 | Л | С, •/./ гх? (т() -֊ 21Л | С/ ч * (^) 4֊ и
— [ЛСчб (>;)]’ а/ 1п —„■. . . . ֊■=--------------- ------------------------

I г} + 41 А I С/ Т, 4֊ 2 I А I С, >.< * (ц) -ь г2

Подставив (2.4) в (1.3), окончательно получим

-<о т-________ 2 Л 6’/ ь (ш)
г ֊ |/ г~ 4(7/ /■/ г | А՝'-> (<՛>))

В случае линейной упругости из (2.5) — (2.7) л (1.3) соответственно 
получаем

Фп)=ф(3,= -С{8!п’о> + 
4 I

1п (1 — Я'1П о>)----- —
2

(1 — 510 Ш)2 -г

1п (1 - 5Ш V/)----- — (1 4*  8։п <՛>)" —

1_
3

1п(1 втш)----- — (1 —з1п«))3

(1 -}- §1П ։’>)3 5»П2 ? —

| 1п(1 4֊3т£)- -^|(1
4- 51П г)" —

1п (1 в։п ?)----- (1 — З)2

1п (1 — БЖ ?) — -֊-

1п (1 4՜ ят б)----- у I (1 Б1п

(1 - нт 8)л

<1>(" — — к1П2ш 4՜ 
4 I

1п(1—я'|п<՛»)----- — (1— 51П и))՜ 4՜

1п (1 - 51П ю) — (1 
3

т 8Ш ">)

— ь1п <•>)’ —

1п(14"Я'ши>) -֊֊- (1 4՜ 8՜։։» •’>)’—в։п2а—
33
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— 1п(1 ; -5Ш.т)-----— (1 — 5։п а)5—

1п (1 — э։п я)----- (1 — $։п а)8—

(1 Г з։п *) 3 +

; 1п (1 — э'т а ) 
3 т (1- $։п а ят-'а — вш’З -֊

• |- 1п(1 4- 5։п а)----- -- (1 - ян» я 1п (1 — эм а )----- —
2

51П я)՜ —

где

----- у- 1п(1Ч֊5»па)----- у- (1 -I эта)3 - 
3

1 I /1 : » 1
-------- 1п (1 — 8»п а)  
3-------------------------3

(1 — 5»п а)’ —

( 1 -֊ 51П 8)2 — 1п(1—5»пр)----- (1 ь'н» Р)2 -Г

з1п 3)----- -
3

(1 -К'тЗ)*  ]-

1п (1 — 51П 3)-----—
3

(1 — 5։п₽>э[

А = £

С,
Х(П = 

ЧГ ---------- >(<«)
С\г

•?2(у|)со5 Л ? <V) ? (ч)

<1

— !п(1-|-»։п;՜

На 
нии а

2

3

1
3

2
3

£ 
3

. . 1
$։п з) --------

3

3

фиг. 3 приведены эпюры распределения напряжения '?г в сече- 
случае линейно-упругого материала. При этом принимается

г, = 1.4 г։, з = 0.0055 рад, 8 0.011 рад и = 26’-. Эпюра напряже­
ния в случае упрочняющегося материала изображена на фиг. 4. При 
этом г-1 = 15 сл։, г2 — 1.4 г1։ а — 0.0055 рад, 3 0.011 рад, 62 = 
= 0.42-10° кГ!см\ 26՝г, V, = 1, /с 2? 10 ՝ слг х/՜ и Р- =

= 5.1 к Г.
На фиг. 5 приведены график»։ зависимостей между 7՞ и Г для выбран­

ных материалоз (<л = 0.42- 10'3 х/’/сл«2). Графики для линейно-упругих 
материалов представляются сплошными линиями. Кривые 1 соответству- 
»от материалу области а 2 — области
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3. Кручение тонкостенного стержня в виде криволинейного тавра. 
Рассмотрим кручение кривого стержня, составленного из двух стержней, 
изготовленных из различных материалов и спаянных по боковым поверх­
ностям в виде тавра. Меридиональное сечение одного из них. соответствую­
щего области О,, имеет вид узкого кольцевого сектора, вытянутого по на­
правлению г, а сечение другого, соответствующего £2;, представляет собой 
узкий кольцевой сектор, вытянутый по направлению 0. Меридиональное 
сечение составного стержня расположено симметрично относительно пло­
скости ху (фиг. 6).

ШШ՝РХД?

Фнг. 3.

Фиг. 5.

Вследствие малости толщины стенки можно принять, что всюду в Q, 
компонент *<9  пренебрежимо мал по сравнению с В частях области 
Q., весьма отдаленных от оси симметрии, компонент "'՜ пренебрежимо 
мал по сравнению с и, кроме того, на оси симметрии г— 0. I ’мея а 
виду эти обстоятельства, можно всюду положить 0.

Уравнение (1.4) примет вид

<?_ А (Л) ,>ф0) -.г. 1 т 2AG' дф1>>
(А) Г2 COS*»  <7® cos3® 1 г’cos2® d®

23



d 1 , г _ 2AG, <?Ф|2) .
dr Г2 О Г I Г2 ’ " Г՛-'cos2 О) dr

Дважды интегрируя уравнение (3.1), получим

е)ф(11 г"
-^7՜ = Г\ (G) ՛? («О cos2 <■> (3.3)

Ф'։> =-----/} (Г,) 0 (v>) cos2 wd՝՝> (3.4)

МЭ

В уравнении (3.3) учтено, что ' ПРИ w = ^), а в (3.4) — граничное 
условие.

Согласно (1.1) и (3.3) будем иметь

v(l) - — Г. 127(1) I = 14zfe)J
*</ 2/֊ ? («'»). 1 1 I

Ищем Ф в виде

। (2} Ф?’\ когда 0 <<>•■< а

Ф? ՝. когда а -С w 'С

Проинтегрируем (3.2), принимая *0._ 0 при г г2

<3.5)
и' г2

Согласно (1.1) и (3.5) будем иметь

(.м Л(г —г2) г 2|Л(г —г2)|-Л ֊2--- ----------------- > I 2— ----------------------
fv r2r cos2 w ’ r2r COS2 о)

Интегрируя (3.5) от г.- h до г и удовлетворяя при этом на Г£1>2 пер­
вому условию (1.5), получим

ф!2) = г — r2) г dr

^'1 (r2~ к)' Г /•/! И >(|'>) |\ л
------ ---------- > /« (------------- ) ? (0>)cos“ (3.0) 

’ \ г2 — Л /
III

Функции Ф|' и Ф?должны удовлетворять первому условию (1.5) 
(2)на линии раздела (•> = а и, кроме того, Фг должно удовлетворять гра­

ничному условию на г=г.—Н. Интегрируя (3.5) с учетом этих условий, по­
лучим
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= /»(rju-rjrrfr (3.7)

Подставляя (3.4). (3.6) и (3.7) в (1.6) и производя интегрирование, 
для силы Pt получаем выражение

/»-А •
р, = — AGi ( dr ( /։ (Г։)<»,(л)соя \drt — 

г, V

г -ag,(г._ ли ( ֊ С/,՜)4»(г.)cos+
J r՜ J V r։ — /» / 
r,-A 0

+—Л‘(Г։)(Е֊г,)(г, UA-Orf-: (3.8)
г. (r, + ft) J cos'«»J

0 r,-A

Взяв н (3.8) при = 1 функцию п прежней форме и про­

интегрирован, получим

о

(ъ ^4) ? (т») cosijdr, т
______ !______ >■("■; A)da 

12>3(r. - Л) J cos«« 
о

41 Л I G\ (rs — А) А Г(rj cos r,<fr( 

л . 4G^M ГЖ)
° 1 +] ։- —Г։_А

Здесь в выражении а։(т]: Я) вместо G следует принять г.—Л. 

?1 (Ш; Л)= 1 l г- |3r7 4А (rj 4. А)] +

-4г1к֊Ч-А(Зг։ + 2Л)]-4[г։ч A(2r։+ A)]J

+ js. | 34 + 8A ( rt - ± A) I ֊

Л)

^(T-g);13g:(r» + 2/l) 2»(2n ■ 9A) + 4(r. 3A)|-

(T-?g)^ 13/|л? + 2Л) 2g (2r= ■ <)Л) ’ ЗА)]

_ 6 И j бугга>?[2(г: 4- A) 4- g(r2 26)1 

(1 4- ^) cos1*»

5
4

— 4g rj 6Л
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]п Г О 4- £)(г2 4 /а) [Л (1 4՜ ,?) 4- •(- 2 (г2 -г А) -- (гг -!- 2Л)
г._. (2| 1 4՜ .? 4՜ Ц 4՜ 2)

. 24 Л: (г л) , 6 М I С'Л'У? |2(/-2 4- А) — g (г- 2А) I и 
(1 — #)гс<>5гю

где

Г2 С08‘ ю

, 1____________________ Г2(2 И-*-*4- 2)

• - 51П «)------— (1т ‘О)3 — 81 Л2 а
о

12 Г(1 ֊ (г2 ֊ Л)[г, ֊ (1 - £) А] 4- 2 (г; - А) - (га ֊ 2Л) 

при 1 — й>0

2 -----------------
2--------\ Г2(г2 — 11) при 1—^ = 0

Г2

1 / . 2(га—Л) — я (г։ —2А) , 2֊^\
.- ■ ( а гс 81 п--------------------- --------------- - агс$1п -------- I1^-1 V г2§ £ )

при 1 — <0

Подставив (3.3) и (3.5) в (1.3), получим выражения '4> и при­
чем 4’/ определяется формулой (2.8), а ■£> имеет вид

____________4Л6а (г — га)

Г.,Г СО8։0>(1 4- 4- ?(<0)^

В случае линейной упругости из (3.4), (3.6)—(3.8) и (1.3) соответ­
ственно получаем

4

( 1
•|81п2шт 1п(1 5Ш <’• )----- (1—з1п •!՝)*'

|- 1п (1 — 81п<о) — (1 4՜ з!п ю)2 —
2

81П и> ) — у | (1 - 51п О))3 —

1п (1 — 81п а)----- -- (1 — 81П а՛ 1п (1 4-51па) — у (14“51па)24-
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где

(1 -֊ з։п а-)3 -Ь

1п (1 Ь $։п а) у
3

(1 4՜ ею а)’1

ф‘>” =-1֊ 1'-= (2<- 3г.) + (г, + 2А) (г. Л)=]+

■ Ф<2>= Х(^(2г_зГ։) + (г։ + 2Л)(Г։_А)«] 
6г2

х(1) _ (<*»)  2ЛСг(г —г2)
С\г С\>Г2ГСОЗ"Н>

с = _ 4<72Ла>(Э)
Зг;.(г2 Л)СО5р

+ №+.*)(>•»֊'•»)֊*<'•«- ЗМ] Г со։ .,։>г(т) &
Гц + Л .)

п

На фиг. 7 изображены эпюры распределения напряжений •՛?/ и "1в‘ 

в случае линейно-упругого материала. При этом принимается г. = 1.4г1, 
Л = 0.013г1։ а 0.008 рая. 3 = т:/18, <7,=2(72. Приведены также эпюры 
напряжений в случае упрочняющегося материала (фиг. 8). При этом 
гг = 15 еле, г2 = 1.4 г\, /1 = 0.013 гр а = 0.008 рад, 3 — »/18, 6\ 2б2, 
б\=0.4210п кПслг, ֊- 1, л2 = 2/1։ - 10 3 слг/кГ и Р: = 3500 к/՛.

В заключение отметим, что все линейно-упругие решения, приводи­
мые в данной работе, получены впервые. Эти решения можно получить 
предельным переходом, когда ՛■) — 0, из решений для упрочняющихся ма­
териалов.

Институт механики
АН Армянской ССР Поступила 12 II 1980

27



Պ. >1.. ԴԱ1.ՊՀՅԱՆ
ՏԱՐՐԵՐ ՆՅՈԻՐ-ԵՐԵՑ ԿԱԼԱՎԱԾ ՐԱՐԱԵԱՊԱՏ ԿՈՐ ՃՈՂԵՐ!« ՈԼՈՐՈւ՚ՍՀԱ մ փ n փ ո ւ if

Ուսումնասիրված I; շրջանային օղակի սեկտոր ներկայացնող բաղադրյալ 
բարակապատ կոր ձողի ոլոր ման հետևանբով սւււսւջա ցած լարվածա յին֊ղե֊ 
ֆորմ արված վիհակրւ Սողի երկարությամբ հասւոաաուն միջօրեա կանային 
կսւրվածբր կաղմավ որվոէ մ է Հակի առաձգական միջավայր հանդիսացող կամ 
իղոարոպ ամրապնդման ենթարկվող տարրեր համասեռ ու իղոարոպ նյու~ 
թերից։

Խնդիրր բերվում է լարումների ֆունկցիա լի նկատմամբ մասնակի ա֊ 
ծանցյէսլներուէ ոչ գծային դիֆերենցիալ հավասարման: 'յաոավղային ուղ­
ղությամբ Հղված նեղ օղակային ռեկտորի uthug ունեցող կտրվածքով եռա­
շերտ սիմետրիկ ձողի, ինչպես նաե տարբեր նյութ երից պա in բա ս tn վ ա ծ երկու 
բարակապատ ձողերից կաղմ ված ե կոր աավրի աեսրով կողմնային մա֊ 
կերես/յթնեբով գոգված սիմետրիկ ձողի համար, out ացված են մոտավոր, փակ 
լ էէէծումներ:

Բերված են թվային օրինակներ ե լարումների կպյոլրներ:

THE TORSION OF THIN-WALLED CURVED BARS COMPOSED OF DIFFERENT MATERIALS
P. V. GALPCHIAN

Summary

The stress-strain slate on torsion of curved composite thin bars 
in the form of a circular ring sector is studied. The meridional section, 
which is constant along the length of the composite bar, formed of 
some domains, corresponding to different homogeneous isotrop materials, 
which are Hook’s elastic media or obey the condition of isotropic stren­
gthening.

The problem is reduced to the nonlinear partial differential equ­
ation relative to the stress function.

The closed approximate solutions for a symmetric three-layered bar 
with a narrow circular ring sector, extended along the radius, and also for 
a symmetric bar formed of two thin bars of different materials and sol­
dered on lateral surfaces shaped as a curved tee, are obtained.

Some numerical examples and stress epures are presented.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ԱՍՃ ԳԻՏՕԻՐ֊ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК л Р м я Н С К О И ССР 
Մւյճրփկա XXX111. № 5. 1980 ~ Механика

Р. С. МИНАСЯН. Г \. ПОГОСЯН

РАСТЯЖЕНИЕ ОДНОРОДНОГО АНИЗОТРОПНОГО СЛЕГКА 
ИЗОГНУТОГО БРУСА

В статьях П. М. Риза [ I], А. К. Рухадзе [2]. Р. С. Минасяна [3. 4. 5]. 
Г. М. Хатиашвиди [6] и др. исследуется напряженное состояние слегка 
изогнутого бруса с осью, представляющей кривую второго порядка при 
различных видах деформации. В настоящей статье ставится более общая 
задача — исследовать напряженное состояние при растяжении бруса, ось 
которого—плоская кривая произвольного порядка.

I. Постановка задачи. Отнесем однородный анизотропный брус С 
одной плоскостью упругой симметрии (13 упругих постоянных) к прямо­
угольной. прямолинейной системе координат. Примем начало координат в 
центре тяжести нижнего закрепленного основания, а оси Ох и Оу напра­
вим по его главным центральным осям.

I !оложим. что брус слегка изогнут, ограничен боковой поверхностью

и основаниями: нижним 2 = 0, верхним 2 ~ I; П 2 — целое похожи- 
гельнос число; к - настолько малый параметр, что во всех нижеприве­
денных вычислениях членами с множителем г- пренебрегаем.

Упругие постоянные материала стержня обозначим через А},. Пола­
гаем, что объемные силы отсутствуют, боковая поверхность /' свободна от 
напряжений, а все внешние силы, приложенные к верхнему основанию, 
приводятся к растягивающей силе ՛•. приложенной п его центре тяжести 
и параллельной оси Ог.

Задачу решаем в линейной постановке, то есть полагаем смещения 
такими, что их компоненты деформаций с достаточной точностью опреде­
ляются линейными членами, а напряжения не превосходят предел пропор­
циональности и определяются известными формулами [7]

+ 2’ 3’ 4’ '« - '12
(1.2)

Ч — А„е3. 4- /=1,2. а = 4 — 7, 7 3 — 7

причем

е =—• е,=— 4֊—• /,/=1.2,3, 7 -у (1.3)
" <7х. »/ Ох, Ох, ■' *

где и. -- смещения: «։ = и, и., и, «•; х։ =֊ л-, хг нг у, д-3 = г.
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Из формул (1.2) легко получить компоненты деформаций 

е1։■ — Е 1 У. о,. I, ] — 1, 2, 3, 4, еЧ4 = е12

I огда рассматриваемый, слегка изогнутый брус в пространстве т), £ 
переходит в призматический, ограниченный боковой поверхностью 
/’..(£. Ч) = 0. основаниями: нижним X 0, верхним '2. = I с поперечным сече­
нием 5, контур которого Ь. Брус загружен на верхнем основании цен­
трально приложенной силой А՛.

ез. 1$’ <Ч — \ЪЛ / “ 1» 2 (1 -4)*

14 = ~ V4*’ 11з։Ъ = ад. •/. =- Л-’Л5в, а = 4 4֊ /, * = 3 - /

В формулах (1.4), как и в нижеприведенных (1.5), п с одинаковы­
ми индексами следует приписать знак плюс, а с различными — знак минус.

Приведем также зависимости между постоянными А,,, Е и о..

/,/ = 1,2, 3,4, £Л?/зу. = 0 /֊1,3,4

УЛ։,։,., = О; /=2,3,4 £Л։/з„ = О /=1,2,4
« I

= о / = 1,2,з
Г

причем \1Д — 1, Ниже применяются также обозначения »
,'=1.2,/= 3,4.

Математически рассматриваемая задача сводится к определению 
шести компонентов напряжений в области И, занятой брусом, удовлетво­
ряющих однородным уравнениям равновесия

д-..
£-^ = ° '-/“։-2>3 (1б>

граничным условиям на боковой поверхности Г

V т0 со5(п, х;) = 0, /,/=1,2,3 (1.7)

причем П — нормаль к боковой поверхности (внешняя по отношению к об­
ласти И).

Компоненты деформаций, соответствующие искомым напряжениям 
должны удовлетворять условиям совместности Сен-Венана, а усилия 

на верхнем основании £ = / — приводиться к заданной растягивающей 
силе Л\

2. Некоторые формулы преобразования. Введем новую систему коор­
динат [1]

п
с = х4-е-£-, С = г (2.1)

п
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Для перехода из пространства х. у. 2 в пространство с, т], с выше­
указанной точностью, используются формулы

___ д
<fxt ’ dz oZ 1 ” dzx

Термины смешения и напряжения здесь применяются услошсо. то есть в действи­
тельности указанные величины будут соответ, ।пенно смешениями и напряжениями, бу­
дучи умноженными на а'.

I (2-2)
cos (л. л՜ ) - cos (л, ։.). cos (л, г) — s* ’ cos (л, :х), 7=1,2

При этом, как в (2.2). так и ниже

Ч — ’• у6 ;а = ■*
3. Растяжение слегка изогнутого бруса. Решение рассматриваемой за­

дачи в пространстве а. 1|, £ будем искать в виде [11

и. “ « — — 53; 4֊ Я=и՜, Ш = т;4-З2и>', а — /и’Д’, (3.1)

7=1,2, 7 = 3 7

где /и — —жесткость бруса при растяжении; и{, ш' — смещения, 

выражающие влияние кривизны на деформированное состояние.
Если воспользоваться последовательно формулами (3.1), (2.2), (1.3) 

к (1.2), с указанной выше точностью получим

'./=։■ 2. ч» = «г+<4>

т3. = «(’, Л/, 4-'э<). 7, 7 = 1,2 

где

Ну ~ — ^/155=1 — — Нх — - - Д|в"з -г -^зв3։^ ($•$)

В формулах (3.2) <_ неизвестные напряжения, соответствующие 

смещениям и„ н՛ .
Используя формулы перехода (2.2) и компоненты напряжении (3.2). 

уравнения равновесия (1.6) и граничные условия (1.7), соответственно 
представятся так:

С*-՜.
1:֊֊- Е( п֊1)г- //.. = 0, 7, 7= 1,2.3 (3.4)

Г *4
. V <.сох(л, :,.) = о, 7, 7=1,2 (3.5)

л г

V ~*зг 7՜ ՛ [(£ 4֊ Нх)со5 (л, ;) 4- //2со8(л, ',)] = 0 (3.6)
Г

В уравнениях (3.4) и (3.6) Н, и /7. имеют значения (3.3), а Н, = 0. 
Итак, задача свелась к определению шести компонентов напряжений 
՝л, удовлетворяющих в области, занятой брусом (в пространстве £. >1. О
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уравнениям равновесия (3.4) и граничным условиям (3.5) к (3.6) При 
этом, компоненты деформаций, соответствующие Напряжениям "։/ должны 
удовлетворять также шести условиям совместности Сен-Венана.

Полученную задачу решаем полуобратным методом. Зададимся об­
щим видом искомых напряжений, вводя в них неизвестные функции к не­
известные постоянные. За счет неизвестных функций будут удовлетворе­
ны перечисленные выше условия, а за счет постоянных постараемся обеспе­
чить разрешимость граничных задач, которые получим.

Итак, примем

-- у тй*» + <-х (2 - <) е&. -'а = у ■“ тл 
к к

-^-2 Р՛՝'^ ֊ £(’’ ?Г. ?«>■
к /

= '.*■ [£•(/ 2) - Н,• ] + V | 4- £, «*•' + ± <,«- £•:, +
I 2

•+с<“ |л’ (Я4 ՝4՛)+“*') 1} <3 7)
к, — к ։, 1 = 44/, 7 = 3 — 7, •/ — ( 1)', 1, 2

где к = п ֊2(1 1). 7 = 0. 1.2,3...... наибольшее значение 7 соответ­
ствует к = 0 при И четном и к = — I при П нечетном (в формулах 
Л>0и*։>0).

В (3.7) введены обозначения

7’ г / _• у / / -• \ -<*՛ - тЧ*' - 7*’*) , ■/•(к)‘ ~ т —~ ' ։2 ~ -р---------— « 733 = /1։ ֊г :■> 4-/ зз
\ с>;( / \ /

-с<1> Ая1-± (А^-А,,֊)

4- ֊?-

+4а''" £ (Е■ * - ;՛՛ “ ՝'< 4 °“՜’ 3Н4 , 2 ]

д'? 1и - V 4 л _<.'К Г/<к+Ъ ,.{П ,10 - ;2
"՝/ ..Т։

причем

-а՛ - 4^ ֊ 4 (’’’։ ~ и^'=А ՝и1"՝ А»и- ‘
5 Известия ХН Ло.чяисхпи ССР. Мсхлчнкл. № 5
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... дф<։) . 1 -2 / _ л о . д
2 в*?՜’ £'՜ Л” дч ' Л* <ДТ

'зз и *•« получаются соответственно из и перестановке»՜։ : и тй 
с} и сс и заменой верхнего индекса 1 на 2.

^МИ;՛ ՛ II (Х8)
при этом е<к' имеют значения

е^= - а/3Г^֊3/7'^)4 (л 1)М

е1»? = кЕ 1 (- зм ГД*’ аи 7#’ - а33 Т}}> - з3 7#>) (л -1)

7зз‘12 ^2 ян 1 £| (га՜., 7»2՜,,

-д-г'», —Гг-I =°> ' = 1. 2 (3.10>

/= 1, 2, ~ = 3֊ 7

а։/ ~ 3<7 Зр а12 = “Г :132' 2,3 -- 3г33 *'• :гЧ' аля = =з

где при наибольшем значении к, то есть при к. = п 2 определяются 
формулами

- 3)11« 1 — 1« 2» — -!■»•

при всех остальных значениях к / . — 0.
В решении (3.7) ? и / 1 — неизвестные функции из теории напря­

женного состояния однородного анизотропного призматического бруса 
|7|, причем ?—функция кручения. 7.'։>—функция изгиба в плоскости 
5(К, а в плоскости т,0'.

Неизвестными в решении являются функции Ф^‘ и и постоян­
но (А) (к) ’ 2* Л*ные а , р> , с , з , р։, Яо.

Компоненты напряжений (3.7) удовлетворяют первым двум уравне­
ниям равновесия (3.4), а из третьего получим

Вычислив по формулам (1.4) компоненты деформаций, соответствую* 
щне напряжениям (3.7), и подставив их п условия совместности Ссн-Вена- 
на, убеждаемся, что последние буду । удовлетворены, если функции 
фи) в области 5 будут определяться условием
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Перейдем к граничным условиям. Подставляя напряжения (3.7) в 
условия (3.6). получим

- 02։')со5(п, :/). 7« 1.2 (3.11) 

л и:» (3.5) следует

- (֊ 1)^((•«+/)СО»(л, ?/) -:,СОЯЛ. • ))</5 (3.12)

/ = 1.2. Т = 3-Г

где при наибольшем »наченни А*/ (2֊ ) к,Ес при всех остальных .те­
чениях А’ / 0.

Итак, определение неизвестных напряжений ~,г спелось к решению 
плоских гармонических к бигармоиичсскнх задач. Первые определяются 
условиями (З.с>) в области 5 и (3.11) на контуре £. вторые — соответ­
ственно. условиями (3.10) н (3.12)

Разрешимость гармонических .задач обеспечивается постоянными

«<4,)= Ми

причем, при наибольшем значении А- а '= б/зГ’ ~ 0.
Во всех формулах двойной интеграл берется по площади Обеспечена 

также разрешимость ангармонической задачи. Как показывают вычисле-
6*Ф<4) с?ФгА| *

ния ———• ~и сама функция Ф будут однозначны при обходе 

контура Д. если при наибольшем, значении А. то есть при А - и -2 
принять

Р։ =УиУ?з • - и

л при всех остальных значениях А

Р — — А-..Л/1 | скй’Ц 7=1.2. у = 1 4- /

V • V V

Л) I Ьа»:-(\- *) А>т.(? —т.) А«(Ь —2:^։1

Постоянная <?'*■’ при всех значениях А определяется форму лой V
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Наконец, как следует из вычислений, усилия на основании при­
водятся к заданной силе А1 при

«»=у,?’ ( Г С й =у»‘ С (
V V •> V* V М

п четном и а* = = & -֊ 0 при п нечетном.
Чтобы получить полную систему напряжений в пространстве <. ч, г, 

следует напряжения по формулам (3.7) подставить в формулы (3.2).

4. Частные случаи. а) Рассмотрим некоторые частные случаи. Поло­
жим, что ось бруса- плоская кривая второго порядка (л 2). Тогда, 
подставляя в формулу (3.8) А = 0 (так как Л —- четное число) получаем, 
что наибольшее значение / —0 (это и единственное его значение). 110- 
этому получим к ■- 0, к, = I, го есть задача сводится к одной бигармонн- 
ческой функции Ф ’^^Ф*. поскольку в соответствии с вышеизложенным

= 0. В этом случае напряжения представляются так:

-И - Е’ -ь гЛ 4 Т,2 « г,?’

' <֊ £(«* + ?? I ?■>.)

□■13, Ч^', У'1/1' получим, если в соответствующие формулы подставим 
а՝1'- I н>" — 0. Используя (3.10) и (3.12), легко получим условия 
определения бигармоническон функции Ф* и значение постоянной с" '.

б) Допустим ось бруса плоская кривая третьего порядка (И '= 3). 
Гак как П - число нечетное, то из соотношения (3.8) при к = — 1 полу­
чим наибольшее значение ■' 1.11оэтому. в соответствии с вышеизложен­
ным, принимаем 1 = 0,1; тогда А’ — I. а к, ~ 0.2. Имея ввиду, что 
«/2* а ‘ 0, в этом случае решение приводится к двум неизвестным
функциям — бигармоническон Ф' ՛' я гармонической Однако, как 

следует из определения условий Ф' 1 . имеет место ф’1՛' • Ф*. Поэтому 

новой функцией будет только одна ֊■ "'
в) Рассмотрим случай, когда Л = 4. Проведя вычисления, подобные 

предыдущим случаям, подучим, что к -֊֊֊ 0:2, а А’,— 3.1. Однако 
Ы!3> — и'' 0 и задача приводится к Ф<2\ Ф'՜" и 'Гак как Ф(?|=Ф; , 

а и/ ' 2<о*, новой функцией оказывается бигармон и веская функция

1

1
ф(в| _ ф**.

г) Наконец, при Л '՜ 5 задача приводится к определению функций 
Ф՝" = Ф*, ф '■՝ — ЗФ**, •՛>' ' -бы* и ноной гармонической функции.

5. Заключение. Решение задачи растяжения слегка ,изогнутого бруса, 
когда ось бруса- плоская кривая л-го порядка, свелось к граничным пло­
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ским задачам -определению бигармони чес к их и гармонических функции, 
общее число которых Ո- I. При этом, как видно из рассмотренных част­
ных случаев, повышение порядка уравнения оси бруса на единицу, влечет 
появление в решении новой функции — {энгармонической или гармониче­
ской.

Всесоюзный заочный ннстн/у։
текстильной я легкой

промышленности Поступила 22 I 1980'

1Ь. II Մ1՚ՆԱՍՅԱՆ, Դ. И/ Պ1Ո.1111;111.Ն

ՌԵՌեՎԱԿԽ ԾՌՎԱԾ 2Ս.1111.11հ1հ ԱՆԻ9.11Տ141Պ ՍՈՎԻ ԶԴՈհ11’1!

Ա մ փ ո ■]։ ո ։. մ

11սյոսէնաւէիրվում է Համասհո անիզոտրոպ ձայի յարՀւսԺ վիճակը, երր 
ձողի սւոանցրր ցանկացած կաըրյի Հարքէ կոր է:

Ա են-Վենանի կիսադարձս։ յին եղանակի օդա ա դործ ում ով իւնդյլի լուծումը 
ըերվեյ է րիհարմււնիկ I/ Հարմոնիկ ֆունկցիաների որոշմանը» Յայց է արվում 
աո արված եզրային խնդիրների յուծեյիա ի յունը:

ON TENSION OF A HOMOGENEOUS ANISOTROPIC 
SLIGHTLY BENT BEAM

R. S. MINASJAN, G. A. POGOS! AN

S u m m a г у

The solution Io a problem for the tension (compression) of a homo­
geneous anisotropic beam is obtained by Sen-Venan’s method where the 
beam's axis is a plane curve of an arbitrary order.
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лизиичаъ ни: <М’8П1’Р-ЗПЬЪЪЬРЬ и.Чи.гЬЬ1ГЬи.З|. ЗЬП.ЬЧЦДФР 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXXIII, № 5, 1980 ~ Механика

Т. II. ПЕТРЕНКО

РЕШЕНИЕ КВАЗИСТАТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ИЗГИБА 
ПЛАСТИНКИ МЕТОДОМ АСИМПТОТИЧЕСКОГО 

ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Предложенный Гольденвейзером А. Л. асимптотический метод по­
строения теории оболочек [I] был применен им в работе |2| для по­
строения приближенной теории изгиба пластинки в случае статики.

Этот метод нашел применение и для решения динамических задач ко­
лебаний тонких пластинок. В частности, в работе |3| рассматриваемый 
метод позволил получить двумерные динамические уравнения колебаний 
пластинок из трехмерных уравнений теории упругости и установить пре­
дел применимости полученных уравнений.

В нашей работе методом асимптотического интегрирования уравнений 
теории упругости решается для случая установившихся колебании квази- 
статическая задача изгиба пластинки.

Согласно методу Гольденвейзера напряженное состояние пластинки 
составляется как сумма медленно затухающего напряженного состояния, 
которое строится при помощи основного итерационного процесса, и быстро 
затухающих при удалении от краев напряженных состояний, которые 
строятся при помощи вспомогательного итерационного процесса.

Пусть ось г перпендикулярна к плоскости пластинки, а срединная 
плоскость совпадает с плоскостью лу.

Основные уравнения теории упругости в случае установившихся коле­
баний с частотой о» можно записать так:

О-., 
 г И ~ — Г՛»»'« 
дх----- ду------- Ог

 1 -) “ — ри’»՜« 
дх----- Оу-------02

(1.1)

Формулы перемещения напряжения имеют вид

А՜—= 5Г — -Е =Э (ху), Е—--.г 3)
Ох 02

(1.2)
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Здесь и в дальнейшем символ (ху) означает, что имеет место второе соот­
ношение. которое может быть получено из приведенного путем замены х 
и и на у и v и наоборот.

На плоскостях пластинки г - ± // должны выполняться следующие 
граничные условия:

°* =■ ± у)» = 0. V - 0 (1.3)

при этом р(х, у)е'"։— интенсивность внешней нормальной нагрузки.

Обозначим риг через п‘а':, где а" порядка Е. i -параметр, ко­
торый для рассматриваемой нами квазистатической задачи можно при­
нять равным двум.

Зададим любое из перемещений и напряжений в виде

Q = Л"’ V (1.4)
i-1

Здесь У есть целое число, которое определяется из соотношении:

('г, Зу> -ку) У ■/ — 2, ("аг, ~у: 1 ’ <7 — У- — 1 0
”- — </ = х, (ц, v) ֊'- q = л ; 2, w — q = /• 3

(число и определяется из граничных условии).
Заменяя в уравнениях ( 1.1). ( 1.2 з по формуле

z — АС

приняв, что по переменным (л. у, £) скорость изменения напряжений и 
перемещений не слишком велика, выражая перемещения н напряжения по 
формулам ( 1.4), (1.5) и приравнивая коэффициенты при одинаковых сте­
пенях /?. получим

я (*>£^_ = э<;)_7(>)+4-«) (ху)

£ (тг + =2 П - ’) т*^2> (ад)

оу 1 дх
) = 2(1 + «)4*>)

(1.6)
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Отметим; что при « > 2 те же преобразования приводят к системе, 
которая приближается к полученной в работе |2] системе для случая ста­
тики.

Интеграл системы (1.6) представим в виде

(/*’ = (1.7)

где ();" —интеграл однородной системы, получающейся из системы (1.6) 

за счет отбрасывания величин с верхним индексом, меньшим $. а (? —
какой-либо частный интеграл неоднородной системы (1.6). в которой все 
величины с индексом, меньшим рассматриваются как известные.

Интеграл однородной системы имеет вид

»У(

(-“/)>

--.гуь

и».' = и՛1.,11. з'Л ;3н (.VI/)

(ху) (1.8)

Здесь величины, отмеченные дополнительными индексами внизу.— функ­
ции двух переменных (х. у). Они связаны следующими соотношениями:

о-«?’ = 0ич՝ > V
й.г (Х")’

Е /О-Юи ' , 
д.е +1 А

.(•) Е 0՝ы\'1 ֊1*1 Е
-ду! 1 4 V Охоу 2(1—/-՝) \ 0Х*

(։։ 1 о
~ ОхОу~ 3’ \ Ох ' Оу՜

?/,’= - ('0'^ < А7о | а^')
0х 0У

д'«#'

0X0у՛.

Интеграл системы (6) можно представить в виде

{ху)

(ху)

(1.9)

«'<” = ГСр»֊«4- «)]</:
Г. .) 

о

= 2(14^г п.,л (ху)

Е ох Л
о о

(1.10)
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Как видим, все величины О ’ при $ = 1 и 5 2 равны нулю, а при
•V "> 2 строятся при помощи рекуррентных формул ( 1.10).

Потребуем теперь, чтобы напряжения и перемещения. вычисляемые при 
помощи основного итерационного процесса, удовлетворяли при 2 = гк 
соотношениям (1.3) и дополнительному условию

/а г-----  = — /га՛ и՛
О:

(1.11)

которое вытекает и.» (1.3) и (1.1). При помощи (14), (1.5) и (1.8) из 
(1.3) н (1.11) получим при - ։'• 1)

Л։—1(о'А’+4?+

Зай + *- г <?։«!,•' + о1։»՜'11 =֊• 0 (1.12)

-Г ’'.’»о т ’»? ‘ — о (ху)

где рх = р (л-, у/), р։ —0 при х 1. Аналогичные условия будут вы 
подняться автоматически при г = — Л, так как задача обратно сим­
метрична.

Из уравнении (1.12), положив и равным нулю, найдем

<։> _ 1-.-з  -----— р
л» _ 3 о՛ чо 
” -֊ р^֊<П

О ®с

($ > 1) (1.13)

Из (1.9) и (1.13) получим уравнение относительно функции Шу’։ - 
Все величины, отмеченные индексом л и звездочкой, можно считать из­
вестными, если уже построены 5 — 2 первых приближении.

а' |.) Е С^Шо 1 ՝»
2 ՜“"’ з‘(1 т’| \ ох* ”^7՜/

I = ~^-ргч. • у( 5? — ------ (15<о’"^ (1.14)

где 1 и О|» “ 0 при «^1.
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1 аким образом, система (1.9) может быть разрешена в из нее можно 
определить все входящие в ( 1.9) величины.

При построении вспомогательного итерационного про։2есса будем счи­
тать, что боковой край пластинки проходит вдоль линии л - 0, а пластин­
ка простирается в сторону отрицательных х.

Зададим любое из перемещений и напряжений в виде

<2=л" V (1.15)

Для выбора значений Ц возможны два варианта.

Вариант 1

(хху, ту,) — у =֊ _ X, (з„ зу, -.13, з_.) — 7 = — л - 1
х о . (Ы6)

(«, и։) — (/ = — / т2| х՛ — 7 ~ > Ь 1

Вариант II

(«х. Зу, х,-, 5.) -> 7 = — |» }- 1, -.у;) — 7 - — и ■։ 2

(и, ш) у = -и-’ 2. V — 7 = — !*тЗ

В соответствии с этими вариантами можно построить два варианта 
вспомогательного итерационного процесса и считать, что напряжения и 
перемещения составляются как сумма трех слагаемых, соответствующих 
основному итерационному процессу и двум вариантам вспомогательного 
итерационного процесса.

Числа Л и п выбираются в зависимости от граничных условий та бо­
ковом крае пластинки.

Заменим в уравнениях (. 1.1). (1.2) х и < по формулам

х = /Д, г - /к

принимая, что по переменным (;. у. £) скорость изменения величин нс 
слишком велика, выразим перемещения и напряжения по формулам (1.15). 
выбирая для (] значения из (1.16) пли из (1.17). и приравняем коэффи­
циенты при одинаковых степенях й. Получим

зс-С«) 7)-^ Л-ДО'

О; Оу д\

дДТ> д_<։>
а^՜4’ (1.18)

Оу д,

о՛^'. 0^ _ __ -м
6; Оу 0-, 1

£■—= =1.’1 дз'՝ч='-”). =
д', ‘ Оу

Е- V (4” 4֊ Е ( 4- 2 (1 4֊ ') -й
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, 6>wh'\ 
+ <*</ / = 2(1+ >)'?.’,

Здесь а, р, 7 принимают значения:

а в, р = 5, 7 = 8 — 2 для варианта 1

« - 8, 3 - х — 2, ’[ = 8 для варианта I!

Полученная нами при ~ 2 система уравнении (1.18) приближается 
к приведенной в работе [2| системе для случая статики.

Донецкий государственный
университет Поступила 10 XII 1979
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Ա մ փ ։ւ փ ո ւ մ

Դիտարկվում Լ կ էս յՈ էն ա ւլ վա ծ in tu tu ան է։ ւ մն երի Համար սալի ծոման կվա- 
դիստաաիկ խնղիրրւ Լարված վիճակը ներկայացվում ի մի բանի լարված վի­
ճակների էքԱէմէսրի աեսրսվ, որոնք կաոուցվ nt մ են Հիմնական և օմ անէլակ 
իսւերտցիոն ււ{րււցեսների օ ցն ութ յա ւ)՝ ր ։ Հիմնական և օմ ան էլակ իտերացիոն 
պրոցեսները կառուցվել են աոա ätj ա կան nt ft յան ւոեսոէվձ յան Հավասարումների 
ասիմատոտական ինտեգրման մեթոդով։

THE SOLUTION TO A QUASI-STATIC PROBLEM FOR 
A PLATE FLEXURE BY ASYMPTOTIC INTEGRATION OF 

EQUATIONS IN THE THEORY OF ELASTICITY

T. P. PETRENKO

Summary

The solution to a quasi-static problem for a plate flexure under 
steady vibration is suggested. The problem is solved by asymptotic 
integration of equations in the theory of elasticity.
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2азци։«։н. ни: ть8пы>тъъьрь ижшгьизь зъшильр 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXXIII, №5. 1,980. Механика

В. И. МАЛЫЙ. С. В. БАЗИЛЕВСКИЙ

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ЧАСТОТ И ФОРМ СВОБОДНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ ЗАМКНУТОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

Основу решения сложных динамических задач для упругих гел со­
ставляет определение форм и частот их собственных колебаний. Для замк­
нутых сферических оболочек известны точные аналитические, а также 
Приближенные решения задачи о свободных колебаниях [I ֊г8].

Данная работа посвящена анализу и упрощению аналитических ре­
шении задачи о свободных колебаниях замкнутой сферической обо’.очки. 
Получены асимптотические приближения для частот и форм колебаний. 
Такой подход позволил представить результаты в виде простых формул, 
которые удобны для инженерных расчетов и описывают в сравнительно 
наглядной форме влияние на частоты и формы колебаний каждого из трех 
безразмерных параметров задачи-номера формы И, коэффициента Пуассо­
на V и относительно»՜։ толщины Л//? (здесь /1 ֊ толщина оболочки, а R — 
се радиус).

Свободные колебания сферической оболочки будем описывать урав­
нениями движения | 2] в форма В. В. Новожилова [9]

1—72
△ 6/4՜ - ?Я= А— — [£/ ֊ (2 4- .,) «..] = о

Е и(-*— >} Гг» ' 1

- 2 И- ♦ (1и. • (1 - ')—֊/՛

Е (Л-

I .՛ . Л I 1 I ։ \и — — -Г с(^ о ■ и 4------- --------Ф (1 7) «•
81П ՛•* д®

17 °1' • 4. Г. 1 №I/ — -----ф сЛ^ 0 • ----------- ;-------
ОЬ " 51П $ О о

(Е1)

4 л д 1 .у Л3- — С1о-0---- ------------------- /-------
о*92 дЬ вйг 6 &?՝ 12 R-

где И, .К' — компоненты смещения вдоль меридиана, параллели и нор-
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маля. соответственно, 0 и (|—углы широты и долготы на сфере, Г—вре­
мя; р, £ и V—плотность материала оболочки, его модуль упругости и 
коэффициент Пуассона.

В случае замкнутой оболочки граничные условия для решений систе­
мы (1.1) сводятся к условиям .периодичности по окружной координате <| к 
к требованию регулярности решений з полюсах оболочки.

Известно [Ю], что существуют два типа колебаний сферической обо­
лочки. Колебания первого типа сопровождаются вращением вокруг нор­
мали без изменения поверхностной плотности материала оболочки (С'' — 
— сд = 0, I 7=0). Второй тип колебаний — дивергентный, при этом от­
сутствует вращение элементов оболочки вокруг нормали (V — 0. С՜ ■=# 0, 
«■' 0). В случае колебаний первого типа разделение переменных в урав­
нениях движения происходит, если принять

V (&, ?1 /) — У X V* V™ (0. <?) е 7 “
Л1- I 41 — — 1

«('».?,/) = £ У е,Ги"(0, »(О, ?. 0=0 (1.2)

^•(6,я>)= 1>r”'--^֊ft'"(cos0), «ГЛ,)- -^-РС(со86)е'- 
dv sin

где (cos $) —присоединенные полиномы Лежандра, рп - частота 

собственных колебаний, a lz7" — произвольные коэффициенты. При 
этом первое и второе из -уравнений (1.1) удовлетворяются тожде­
ственно, ибо U == 0 и а? 0. А так как

Рп (cosO)e""' = — /Р,,՞' (cos г>) е"" , >• = л (п : 1)

то и третье уравнение удовлетворяется, если собственную частоту опре­
делять из соотношения

Таким образом, собственная частота р„ вырождена (2.П - 1)—крат­
но и ей соответствуют собственные формы (и™, и','1. Q) при —

Аналогично в случае колебаний дивергентного типа (V՛ — 0.) разде­
ление переменных произойдет, если собственные формы искать и виде

w?(&, ЛГ(с<Н)Л-

< ?) — ։\ ~г?"՝' еJln (cos °) е ”։'
du sin и

(1.4)

Когда первые два из уравнений движения (1.1) удовлетворяются при 
условиях

45



k' -֊(14-v)(>֊2) + '(^-< + 2) P. 0

».(>.-2)+ (1-7)(2 :-2>-й)-;.[(! 1֊ V)(1+'Z) Z.l--]u„ = O

,2 p2 1 ** 2
—7Г- PnLj

а третье удовлетворяется тождественно.
Система (1.5) для коэффициента формы пп имеет решение

_ -Н1 + *)(> -2) _ -2)4-(14- 7.)[2(1Н-у) Й] 6)
Х(».-2-Й) ’ л[(1+у)(1 + Х) + ХЙ]

если безразмерная собственная частота определяется как корень урав­
нения

А1-ЛЙ + В=.О (1.7)

где

А = 7.Х2 + (1 + <Х) X — 7. (1 - >) 4- 1 + 3’/

В = 77? - 47)? 4- [(5 — V2) X 4- 1 - V2] л - 2 (1 - V2) (1 - /.)

Уравнение (1.7) для каждого значения и дает 2 значения ква­
драта частотного параметра (кпУ и (£Л)г, которым, согласно (1.6) и 
(1.4), соответствуют дна значения коэффициента формы и;1 и и" и два 
вида форм собственных колебаний. Однако аналитический вид зави­
симости величин к>,, 1сп, и рЛ от параметров л, * и X является до­
вольно сложным.

Численные эксперименты показали, что один из частотных пара­
метров кп С большой точностью совпадает с большей из частот, опреде­
ляемых по безмоментнон теории при 7 — О

1 + + Z + |/ ^± + ' у - (1 -+) (. 2) (1.8)

п . t >.'2_При этом исследование ограничивалось областью —

= ) 12/? h, так как при больших значениях П длины полуволн собствен­
ных форм колебаний будут меньше толщины оболочки, что делает непра­
вомерным использование исходных уравнении (1.1).

Разложив корень в (1.8) по степеням величины X . получаем

(лЛ)2^кХ 4- 3v 4֊ v — 35 4-24* 1-4*- 
16л .

(1.9)

Так как для тонких оболочек параметр 7- 10 ՝‘ (что соответствует
условию к < 0.1 /?), то, естественно, для коэффициента А в уравнении 
(1.7) использовать приближение

А /.)■ 4-^4-! 3* (1.Ю)
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Тогда по теореме Виетта из (1.9) и (1.10) получаем частоту другого 
вида дивергентных колебании оболочки

+ 35 24,1 *' 4,3 (1.11)
16/

Проверка показала, что уже при /1^2 соотношения (1.9) и (1.11) 
позволяют вычислить и кп с погрешностью менее 1% и 3% при тол­
щинах оболочек /։ < /?/60 и к < /?/20 соответственно. Для более грубых 
расчетов, так как коэффициент Пуассона реально изменяется в пределах 
0^ V < 0.5. можно рекомендовать еще более простые соотношения

= 1 +3» I -г ! ֊֊

» 2 (1.12)
.(*;>։ ада.’+1-г։-^ 

л

Но для металлов с коэффициентами Пуассона 0.25 < V <0.3 потери 
точности при использовании соотношений ( 1.12) практически не происходит.

При п = 0 я п = 1 необходимо использовать значения

(^о)8 = 2(1 + 4. (^3(1 +7), (А-Ь= = О (1.13)

получаемы։- ио безмоментной теории.

Рассматривая разность (кп)‘ — (/с«)2» нетрудно убедиться, что при 
п:^ | 12 7?/Л колебания второго вида являются более низкочастотными, 
чем первые.

Приближенные соотношения для коэффициента формы получим, 
используя в (1.6) для частоты выра?кения (1.9). (1.11) или (1.12) На­
пример, полученные из (1.12) после некоторых преобразований соотно­
шения

X/« _ 2 _ — 7֊ ֊ —
. . • ?.

’/. (1-1-7 4- X/.)
п >2 (1.14)

Г4-У4-Х). 1
’‘Л 7. . 9. ,2.6 Хи

X/.--- А ф- 2 7--  V--------  п
. X

позволяют вычислять р’։ и р՜ с точностью до 3% и 5% при Л< А?/60 
и /( < А’/20 соответственно. Но если допустить погрешность до 10% 
при А’/Л > 20 и п . 4) /?//ь то можно пренебречь зависимостью рп от 
X и даже от 7

и’ — _ X2 —(2 — у-у2)/. 4֊ 2.6 _ _ X—1.3
/’ (1 4-ч) >.(1 — 7)

М ) 1 <1Л5>
и' - *<1-Н 1 + 7 п > 2

֊(2-7-у2)/. 4-2.6" /.֊1.3
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При п — f. согласно (1.6) и (1.13). имеем

н; = 1 (1.16)

В частности, теперь, используя (1.15). нетрудно убедиться, что при 
л >2

К I П 1 V֊*/ О А 3-4 \Г
ГГ(1 + ч) v-2.6 + ֊_)>—>!

то есть доля меридиональных смещений больше в колебаниях более высо­
кочастотного вида.

Своеобразные трудности возникают при практических вычислениях 
г собственными формами колебаний (1.2). (1.4) из-за необходимости опре­
делять значения полиномов Лежандра Р*‘ (cos ()) при больших значениях 
номера И. В этих случаях оказываются полезными известные [12] асимп­
тотические разложения присоединенных полиномов Лежандра по функ­
циям Бесселя вблизи полюсов 11 " 0 и 0 —*֊ п и по тригонометрическим 
функциям вдали от полюсов. Однако ни та, ни другая асимптотика не яв­
ляется равномерно пригодной на полном интервале 0 9 л, из-за чего
ситуация остается неопределенной при промежуточных значениях 0.

Можно заметить, что при п — *• <» существует область на сфере, где 
оба эти разложения пригодны. Используя прием сращивания асимптоти­
ческих разложений [11], получаем первое приближение равномерно при­
годного на всей c.xjiepe асимптотического разложения для полиномов Ле­
жандра

/ 0) + (- ,.(п- d)) .

которым удобно пользоваться уже при /г 4. Здесь Л«(0)—функция 
Бесселя порядка Ш.

Таким образом, получены простые формулы (1.9), (1.11—1.17), ко­
торые позволяю՜! ՝ достаточной для инженерных расчетов точностью 
определять формы и частоты собственных колебаний замкнутой сфериче­
ской оболочки.

Проиллюстрируем возможности использования полученных соотно­
шений на примере анализа поля деформации сферической оболочки при 
дивергентных собственных колебаниях низкочастотного вида. Ограничим­
ся пр)։ этом осессимстричиым случаем ГН 0, когда смещения имени вид 

а деформация равны
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»(со։й) + [<+ (1 -,0А С(ИО1 (1.18) Л I 2К а'} )

Здесь величины и е/^'-----равны деформациям на­

ружной и внутренней поверхностей оболочки.
Практически важно знать максимальные величины деформаций для

каждой формы колебаний. При п 0, как известно,

При п — 1, согласно (1.16), р։ 1, так что г0 — г — 0, то есть 
деформации отсутствуют и сфера смещается как жесткое целое.

При п — 2 из (1.18) получаем

֊ а-АЬ2-\֊соз20)’, £ V 4- А\ с2«соя 20)
\ л / к \ 2 / к

«Г 1 . А I . 1«2 = 3 — 1'2 П-нЛ-т? ; А2 = ֊—
4 2А | 4о2

1 , . / а2 Ч- 3/4с2 = — (а2 -г 3/4); с/,.= —--------
2 а2 — 1/4

и экстремумы деформаций достигаются при 0 = 0 и 0 — п/2.
1 — V

Согласно (1.15), можно принять *,12 — - _■ ■ ■> так что имеем в полюсе

Таким образом, при Л = 2 наибольшие величины деформаций -9 
наблюдаются на экваторе, а 55 при 0 V < 0.175 максимальны н полю­
се на наружной поверхности оболочки, а при 0.175 V 0.5 на экваторе 
на внутренней поверхности.

4 Известия АН Армянской ССР, Механика. № 5
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При /։ = 3 из (1.18) аналогично получаем

( I)■ а. (соя г> 4- 6, соз 35) 
л 

-1։-с3 (соя 0-1 
Л

</3 соя 30)

ба = 4 1^9,.;±9(1-^) А /0, 
О /Л /

3 Ас,= | 1 11.֊;: 
о дл

8с,.
1-3,5 г 3(1 ,֊]) А- = ֊֊О ֊ 3^) 

/л оса

Анализ этих зависимостей показывает, что при Н = 3 всегда имеется 
экстремум деформаций в полюсе, дли которого, учитывая, что согласно 
/ - , 1 '• (1.15) —------- • имеем3 10.7

(1 (1.19)

Если выполнены условия 9-С——9 < —функции

&6 и имеют второй экстремум, положение которого определяется 
по формулам

л . । 1 4՜ 963 , . . 1 4- 9</3
А- = агс։,п| Пд- 'г' = агс!!1"| -Т57Г

Вычисления показывают, что для всех допустимых значений V и /г//? 
|</3|>1.5, поэтому для деформаций з, всегда существуют второй 
экстремум при 02. г./З, для которого

я?- 0.46--2- (1.20)

Из сравнения (1.19) и (1.20) следует, что наибольшие деформации

£ ■ при 0 >-<—0.028 4՜ 4.57 — наблюдаются на наружной поверх-
А?

пости оболочки в полюсе, а для других значений и ——■ - на внут­

ренней поверхности при ”/3.
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Величина второго экстремума меридиональных деформаций равна 

«4 4) Ш т
В зависимости от V и /{//? наибольшие величины могут находить­

ся как в полюс» , так и в точке второго экстремума. Если значения Ь., на­

ходятся вблизи границ интервала —> 3. то количество экстрс- 

мумов еб может различаться при определении ’\։ но точным (1.6) или 
Приближенным (1.15) формулам. Однако, в этих случаях значения экстре­
мумов близки между собой, так что наибольшие значения | 1 могут
определяться по формуле (1.19). Интересно, что при значениях коэффи­
циента Пуассона, близких к V = 0.3, значения деформации в полюсе (1.19) 
и в точке второго экстремума (1.21) различаются не более, чем на 5%, 
так что наибольшее значение I также можно приближенно опреде­
лять по более простои формуле (1.19).

Численно можно проверить, что наибольшие деформации у высших 
форм колебаний (л1 I?- 4) возникают в двух ближайших к полюсу экстрему­
мах. В этой области для вычисления полиномов Лежандра можно исполь­
зовать бесселеву асимптотику. Погрешность в определении экстремумов 
деформаций при этом уменьшается с ростом номера я и не превосходи г 
6% уже при /I 4. Формулы для вычисления деформаций при П 4 име­
ют вид

где 9 - V \ -г 1/2) 5.
Качественно положения и величины главных экстремумов зависят ог 

параметров V и как оказалось, так же, как и при п ~ 3. Один экстре­
мум деформаций всегда расположен в полюсе, где деформации равны

Аналогично случаю и = 3 значения деформаций к6 в. точке второго 

экстремума в зависимости от ՝ и /. могут быть как больше, так и мень- 
к

ще, чем в полюсе, однако при V 0.3 отличаются от деформаций в полю­
се ис более, чем на 2%. I аким образом, наибольшие значения .мерндио- 

/ Л\ _ ,нальных деформации I — ) при н 4 могут определяться по фор­

муле (1.22).
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Положение и величина второго экстремума для г. при у^.О.З 

и 0.4 определяются по формулам 
л л с ՝ । ■ г՜ .’|

Օշ. („-I- 1 /9) 02. 3.42 ± 0.4 — >
՛ । А1

—\ = ( ֊ 0.432 0.025 — Л
\ 2 / R \ А I

(1.23)

При соотношений (1.23) позволяют определить наи­

большие по модули» значения деформаций е?, которые наблюдаются в

точке 0 = Օշ* на внутренней поверхности оболочки, а при -֊-?;> 0.4 
А

наибольшими являются значения ^.4֊ -֊- ) н полюсе, определяемые 

по формуле (1.22).
Полученные соотношения для максимальных величин деформаций мо­

гут' быть использованы как для расчетов, так и при пл'анироваййй экспе­
риментов по тензбметрированпю сферических оболочек.

ЦНИИ Прос1{тстйл։։кон<тру.кцня Псктупнла II XII 1979

Վ I՛. ՄԱԼ1». Ս. ’I. 0Ա?.1ՎԵՎՍԿԻ

ՓԱԿ ՍՖԵՐԻԿ ԹԱՂԱՆԹԻ Ա«ԷԱՏ ՏԱՏԱՆՈԻՄՆԵՐԻ 
յ|.ՃԱ1սԱԿԱՆ111՝ԹՅՈԻՆՆե1|1» ԵՎ ԱՆՎԵՐԻ ՈՐՈՇՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ II փ ո ։ մ

Փակ սֆհրիկ թաղանթի պատ տատանումների հավասարումների ճշգրիտ 
լուծումների ասիմպտոսէական անալիզի հիման վրա ստարյվե՚լ են հասարակ 
մ ոտավոր բանաձևեր սեփական տատանումների ձևերի և հ աճա խա կան ութ ւ էսն • 
ների Հաւքտր: Այգ ւ՚ս/նաձևերր կիրաովում են րոտ սեփական ձևերի տատ ան - 
վող ոֆերիկ թաւլԱյնթների գեփ որմ՚էնէքի անե րի մաբսիմաք /աթսւււթներր որս* 
շել ու համսէր:

DETERMINATION OF FREQUENCIES AND MODES OF FREE 
VIBRATIONS OF A CLOSED SPHERICAL SHELL

V. I. MALY, S.V. BASILEVSKY

S u m m ary

Based on the asymptotic analysis of exact solutions of the equations 
of free vibrations of a closed shperical shell, simple approximations 
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for modes and frequencies are presented. As one of the applications of 
these formulas maximum deformations of the spherical shell, when vibra­
ting with particular mode, are determined.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

'՚ ֊հԿ“« XXXIII, №5, 1980 Механик?.

11 В. БАНИЧУК. А. Д. ЛАРИЧЕВ

ОПТИМИЗАЦИЯ ПРЕДВАРИТЕЛЬНО ИЗОГНУТЫХ 
СТЕРЖНЕЙ

Рассматриваются задачи оптимизации жесткости предварительно 
искривленного стержня, лежащего на упругом винклеровском основании. 
Стержень нагружен продольными и поперечными изгибающими силами. 
Минимизация критерия качества осуществляется за счет наилучшего вы­
бора распределения начальных кривизн по стержню. Дан вывод сопря­
женного уравнения и необходимых условий экстремума. Приводится при­
мер и результат расчета оптимального решения для заданных значений 
параметров, характеризующих величины нагрузок, податливость осно­
вания,

§ 1. Приведем постановку задачи и основные уравнения. Рас­
смотрим изгиб предварительно искривленного стержня, дежами го на 
упругом винклеровском основании. коэффициент податливости ко­
торого равен С. Стержень шарнирно закреплен в точках х = 0 и л — /, 
подвержен сжатию силой I* и действию поперечной нагрузки ?(л) 
(фиг. 1).

Форма криволинейного стержня в ^'деформированном состоянии 
(при отсутствии основания и действия нагрузок) описывается функцией 
/(х). Начальная кривизна стержня предполагается малой Смещения, по­
лучаемые точками оси стержня п направлении осн 3, при действии нагру­
зок и реакции основания обозначим через н(х). Величины смещений 
м(х) отсчитываются от нсдеформирусмой оси криволинейного стержня. 

54



то есть полное отклонение стержня от оси х определяется величиной 
/(л) 4՜ “(х). а реакция винклеровского основания равна C[f(x) ;- м(х)]. 
Уравнение равновесия и граничные условия имеют вид [1]

(Dur,)„ 4֊ 1 Си 4֊ Pf„ 4֊ С/ ч (л) (1.1)

и (0) -= и (/) = 0, Оил։1х^п = Du*x |։֊/ — 0 (1.2)

где D EJ, Е — модуль Юнга, a J— момент инерции сечения стержня. 
Считается, что модуль Юнга и момент инерции не меняется вдоль стерж­
ня. тем самым обеспечивая постоянство величины I).

Будем считать полную длину стервеня заданной и равной L. Это при­
водит к изопериметрическому условию

t
( 1 \Tfyx L 

о
Учитывая то, что стержень является слабо искривленным, данное 

соотношение можно записать в виде

где 2 = 2(4-/) (1.3)
(I

Кроме того, из условия шарнирного закрепления стержня в точках 
(0. 0) и (0. /) вытекает, что функция /(х) предварительного распределе­
ния кривизны должна также удовлетворять следующим граничным усло­
виям:

/(0)-/(/)-0 (1.4)

Функция /(х). удовлетворяющая условию непрерывности, изопери­
метрическому равенству ( 1.3) и граничным условиям ( 1.4). рассматри­
вается ниже в качестве искомой управляющей переменной. Исследуемая 
задача оптимизации формулируется следующим образом. I рсбуется най­
ти непрерывную функцию /(х), удовлетворяющую условиям (1.3). (1.4) 
и такую, что перемещения >'/(х). определяемые из краевой задачи (1.1), 
( 1.2). доставляют минимум функционалу качества

./ — j q (л) «(х) dx — min (1.5)
(f

Сформулированная задача относится к классу несамосопряженных 
задач оптимизации. Уравнение (1.1) играет роль дифференциальной свя­
зи, для учета которой используется метод множителей Лагранжа и с его 
помощью выведем уравнение для сопряженной переменной.

Заметим, что ранее [2] в теории изгиба стержней исследовались за­
дачи оптимизации механических характеристик за счет наилучшего рас­
пределения «толщин» ио стержню или распределения жесткости D(x).
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В отличие от указанных работ, в данном исследовании рассмотрен но­
вый тип управления — управление предварительной кривизной.

§ 2. Подучим уравнение для сопряженной переменной и условие опти­
мальности. Составим расширенный функционал Лагранжа

/
II 7 + ( (х) | (^«-.)« -и Ри.х I Си (֊ Р/дх + С/ д (л-)] (1х 4՜ 

о

о

Через у(х) в этом выражении обозначена сопряженная переменная, 
а константа Л определяется из изопериметрического условия ( 1.3). Выпи­
сывая выражение для первой вариации функционала П и выполняя стан­
дартные преобразования (интегрирование ио частям), преобразуем вы­
ражение для 6/7 к виду

'>П [(/Х',л)лд I Ри,, -г Со > ?(х)]*а •
о

I [.ри,г ֊ Си — 2'ДД VI <*х [(/->«- •)*} ■* («д) V

Из условия 6/7 - 0 приходим к краевой задаче для сопряженной пе­
ременной

и>Кл,},х - Ри*. — Си -- — С/(х) (2.1)

г»(0) и(/)=0, Ругт/г_0 , 0 (2.2)

и к необходимому условию оптимальности

Рилх Си ‘2>/хх 0 (2.3)

Отметим, что сопряженная переменная £?(х)г определяемая как реше­
ние краевой задачи (2.1) пр։։ граничных условиях (2.2). описывает рас­
пределение прогибов прямолинейного стержня, лежащего на упругом осно­
вании, подверженного действию продольной силы Р и поперечной нагруз­
ки д(х). Эта интерпретация позволяет при отыскании функции (л) ис­
пользовать имеющиеся результаты расчета для стержня на упругом осно­
вании.

Уравнения (2.1) и (2.3) совместно с уравнениями (1.1)- (1.4) со­
ставляют замкнутую систему соотношений, служащую для определения 
неизвестных величин и. г. /. л. Заметим, что краевая задача (2 I). (2.2) 
^служащая для определения сопряженной переменной) не зависит от 
управляющей функции /(х) и опИсывае։ продольно-поперечный изгиб 
балки на упругом основании, шарнирно закрепленной в гочках д —О х-- I.
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§ 3. Рассмотрим случай, когда стержень нагружен постоянно։: попе­
речной нагрузкой q(x) Я.,. а продольные силы являются сжимающими 
Р > 0, причем будем предполагать, что основные параметры задачи удов­
летворяют следующим неравенствам:

р -п^Ч) , СР СР _\՜ ....
Р —— 1- — при — п֊ (п ■ I )֊

rr~‘ LJ

СР СР. ... п9 ..../-*< ------------------  : --------------- при > П‘ (л - 1)՜ (3.1
Р (п4 I)2-2 -'D'

г ( 1 1
п - entier ( — I ' -ц )

При выполнении условий (3.1) стержень находится в докрнтическом 
состоянии и не теряет устойчивости.

Получим выражение для сопряженной переменной с(х). С этой целые» 
проинтегрируем уравнение (2.1) и выберем четыре постоянных интегри­
рования, используя для этого четыре граничных условия (2.2) Будем 
иметь в первом случае, когда /52/4/3>*С

V = С\ sin Алх С-> cos Ахх ֊}֊ С, sin А2х С, cos Даг — qJC

А ֊ I 'Г-L I . А - 1 / - I
1 ~ I 2D I 4D2 D ֊ I 2D I AD֊ D

Яо (1 — cos Д1/) с л’
1 д1-д5 ( ' sin AJ Al Al C

r Д? Qo ( 1 cos A2l) Яо
3 4Î- Al c sin z4..Z 4 Al-Al c

во втором случае, когда P-jAD—C

v — С\ sin их - С2 cos рх ? С3х cos рх | С.։х sin рх — с/0, С

с, = , (1 - cos р/) (sin !-/ - ֊4)’ С= -
Csin-p/ ' 2 / С

C1 , <cosi‘/՜1)՛ (3-2)
2С sin ;Ч 2(-

в третьем случае, когда Р?՝ 4/3С

v = С. sh .4t.r sin Дох - Cz sh A ,x cos 42x -f- C ch Д,х sin A2x - 

— C.i ch Xj.v cos A..x —: qn :C

A1 T I I 4/3. 4/3 ’ A" I 1 AD ՝ AD
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Аг А{ _ ди(А:-~ Аг) $т АЛ
2А.А- С՝ ~2 2САХА, (сЬ/4։/ - со$Л2/)

С։ - 7--Г1. л Г°-------- Т7Г ( А -՛ " Л,‘Г/' А,1 ). С, =
С (ей А՝1 ֊^֊ со-ч АЛ) \ • 2АХА. 1 / С

Используя найденное представление для сопряженной переменной 
:։(л։) и условие оптимальности (2.3). получим искомое распределение на­
чальных прогибов Г(х). Для этого последовательно подставляем выраже­
ние (3.2) в (2.3) и дважды интегрируем получающиеся уравнения для 
,'(л). Определив далее константы интегрирования из условия (1.4), запи­
шем выражения для / (л) в указанных случаях 

Яс,х' ։_ /)д,уА\А՝:
2 И?- Л?)

(1 сов Ах1) 
з։п АУ1

ь։п Л։.г 4- со$ Л ։х —

-------—— 81П А-.х — со$ /Кг —л1, при ------>С
$\п А.։1 - I 2 (
/(х) = 2_ [_ _ £2^1 ։!п ,,л. +

2л I 2 2С I 8*։пгв/

(3.3)

(1 со««?)----------------- л- с 05 рх — х яп ух 
«։п }Л

/(*) =
£>?0(Л]+ А& 

2САХА.

при = С (3.4)

$й А։х $1п А2х —

<в‘|п .4 ./яЬ АуХ со$ /1.x 4- яЬ 4д/ сЬ яп Лсх) 
(ей ?4։/ |֊СО5/12/)

<1о1 Х1
2 I

(3.5)

при Р~:А1)С.
Константа л. фигурирующая в (3.3) -(3.5), подсчитывается по фор­

муле

(3.6)

Для отыскания соответствующих распределений прогибов «(л) тре­
буется подставить найденные выражения для /(х) н уравнение равнове­
сия (1.1). выполнить интегрирование этого уравнения и удовлетворить 
краевым условиям ( 1.2). Проведя выкладки, приходим к громоздким вы­
ражениям для прогибов ■'■'(х). которые ввиду краткости изложения опу­
стим

Рассмотрим конкретный пример. Для удобства проведения расчетов 
о, Р1- п՛воспользуемся безразмерными переменными Р -- г/, = ֊^-; С =

= ^֊.
й ’

V . г I—՝, Ь - “ и придадим безразмерным параметрам задачи
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следующие значения Р'— О; С' 16; д, = 20: Ь՛ 1.1. Для указан­
ного набора параметров Р-'АИ =■ С и, следовательно, справедлива 
формула (3.4). Оптимальное распределение начальной кривизны /(л) 
представлено на фиг. 2. Как видно, отклонение оси стержня от пря­
молинейного положения является симметричным относительно точки 
х = 1/2 и направлено против действия поперечной нагрузки.

Оценим эффективность оптимизации. Для этого сопоставим значения 

функционалов / при рассмотренном наборе параметров для оптимально 
искривленного стержня и стержня, осевая линия которого является пара­
болой /(х) = 1 24 (Л — /),/3 х(х /)/2. Выигрыш, получаемый за счет 
оптимизации, но сравнению со стержнем, первоначально изогнутым по 
параболе, составляет 7%.

§ 4. Приведем другую постановку задачи оптимизации предваритель­
но изогнутого стержня па упругом основании. В отличие от задачи, 
разобранной в §1—3. будем предполагать, что реакция основания на кри­
волинейный стержень до приложения нагрузок равна пулю, то есть будем 
считать, что форма поверхности упругого основания совпадает с формой 
осевой линии ненагруженного стержня. Обозначим, как и прежде, вели­
чины смещений в направлении оси 3 точек осевой линии стержня под дей­
ствием нагрузок через а(х). Тогда реакция упругого основания будет рав­
на Ск(х). а момент продольных сил Р запишется в виде Р|//(х) /(.\)|.

В рассматриваемом случае задача оптимизации заключается н оты­
скании функции /(л). удовлетворяющей изопериметрическому условию 
(1.3). граничным условиям для /(л) ( 1.4) и такой, что функция ■•'(л), опре­
деляемая как решение краевой задачи для уравнения равновесия

(Йм).мЬ Ри.,1 ՝ Си Р/— д (1.1)

при граничных условиях (1.2), доставляет минимум функционалу ( 1.5).
Для получения условия оптимальности используем методику, приме­

ненную ранее о § 2. При этом сопряженная переменная снова определяет­
ся как решение краевой задачи (2.1). (2.2). Условие же оптимальности 
примет вид

(4.2)
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Интегрируя дважды уравнение (4.2) и выбирая константы интегри­
рования из граничных условий ( 1.4). будем иметь

/(х) = Рр(л)/2/. (4.3>

! аким образом, функция /(>'), описывающая форму осевой линии 
предварительно искривленного стержня, отличается от сопряженной пе­
ременной только постоянным множителем Р'2/.. Отыскание же сопряжен­
ной переменной с’(х) сводится к задаче (2.1). (2.2) расчета балок (прямо­
линейных стержней) на упругом основании при указанных продольных и 
поперечных силах. Для типичных статических нагрузок, встречающихся в 
приложениях, эта задача решена и функция У(х) может считаться извест­
ной.

Приходим к выводу, что отыскание формы предварительно искрив­
ленного стержня сводится к вычислению фигурирующего в (4.3) множите­
ля Лагранжа А Окончательное решение задачи оптимизации примет вид 

!
I 2 (£-/) ( и’ </л-у ՛' « (4.4)

О

Таким образом, справедливо следующее утверждение: оптимальное 
предварительное искривление стержня определяется с точностью до мно­
жителя функции распределения прогибов прямолинейного стержня, лежа­
щего на упругом основании при тех же условиях нагружения. Нахождение 
же множителя сводится к вычислению определенного интеграла.

Это утверждение остается справедливым и для других видов гранич­
ных условий.
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S u m m а г у

The problems of optimization of prebending beams on elastic foun­
dation are considered. The minimization criterion of the quality is 
realized by means of the initial eurvity over the beam.
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Ш12 'М‘81114Ь;И11’ЬЪЬР1» Ш|11ФЬ1ГЬиЗЬ $ЪГ1.Ь’|ЦЛЬР 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С ( 1’
1ГЬ]ишГ«|11|ш •\ д | ц, № 5, : 981 Мехйника

Г. Г. ЕГИЯН

ОБ ОПТИМАЛЫ ЮМ БЫСТРОДЕЙСТВИИ
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

I. В атом разделе дадим постановку задачи и рассмотрим вопрос о до­
пустимых управлениях. 11усть имеется управляемая система вида

|/(*(0) + Ви(х(фр/ 1-= (х (/))</; (0 +
— а (х (/))</ »5(0. х(0) = х, / >~ 0 (1.1)

Здесь х(/) вектор фазовых координат, принадлежащий евклидову 
пространству !՛.' размерности п. В — заданная постоянная матрица, 
£(/)—^-мерный винеровский процесс. 1|(/) г-мернын пуассоновский 
процесс. каждая из компонент которого есть однородный пуассоновский 
процесс Ч'(0 (1 = Е 2....... г). причем все тр(О независимы и в совокупно­
сти не зависят от с(0. и

(I) =1

где М — знак математического ожидания, Л — постоянный /-.мерный век­
тор. Вектор управления >'/(л) для всех X удовлетворяет ограничению

и(х)^и (1.2)

Здесь ( заданное выпуклое ограниченное множество. Функция 
/(х, (О), матрицы о(т(1)) и л(х (*)) удовлетворяют глобальному усло­
вию Липшица

/(*г)|-г I <։(*։) 5 (х-.) | 4- а (л։) - а (хе) | ■ в |х։ — х2|

Здесь а — некоторая неотрицательная постоянная, знак | | озна­
чает евклидову норму соответствующего вектора или матрицы.

Пусть задано некоторое множество Ц в фазовом пространстве £ . 
Обозначим через (?. границу множества О, а через т» (и)— момент 
первого достижения множества процессом (1.1) с начальным усло­
вием х(0) — х при управлении .7, Для тех траекторий процесса (1.1), 
которые не достигают С? ни за какое конечное время, будем полагать 
тг(н) = оо.

Ставится задача выбрать такое управление П, которое удовлетво­
ряет ограничению (1.2) и минимизирует функционал

ЛЬа(н) (1.3)
При некоторых условиях гладкости | I минимальное значение функ 

ционала (1.3), обозначаемое через I (х). удовлетворяет уравнению Белл­
мана
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inf (Lu U’(x) 1) 0, |/(x) 0, xCQUQi
\ti-U

Lu V (л) = (f т Bu d Vi(fx -I- ~ Spoz'(i: Viux-

4- У [ V (x 4- a (x)et) — И(х)]/7 (1.4)'
1—i

Здесь Qa дополнение Qll Qx до E՝, штрих — знак трансиониро- 
нания, dV՝։d.x - вектор с координатами dVj(>x> I dzVj<Jx՜ -матрица с 
компонентами д- V/dxiдх,. 7, j = 1, 2, ... , п, Sp след матрицы, е,-— 
вектор, 7-я координата которого равна единице, а остальные коорди­
наты равны нулю, t-i — 7-я координата вектора ՛.

Задача Коши (1.4) имеет неединственное решение. Для пояснения 
этого факта в разделе 2 настоящей работы будет рассмотрен пример 2.1 
для скалярной системы вида (1.1). На основе теоремы 2.1 будет дана ме­
тодика построения решения уравнения Беллмана для указанного случая, 
а на основ« рассматриваемой ниже леммы 1.1 будет дана верхняя опенка 
значений функции Беллмана.

Перейдем к вопросу о допустимых управлениях. Управление и будем 
называть допустимым, если при этом управлении Мт,,(/■՛) < со для лю­
бых конечных х и существует сильное решение уравнения (1.1), то есть 
[2| существует случайный процесс, измеримый относительно g($) и i|(s) 
О ■> I и удовлетворяющий с вероятностью I интегральному тожде­
ству

л (0 — х J |/(х ($)) 4- Еи(х ($))]</$ 4֊ 

о
t t

j -(-V (.$)) </; (s) -r [a (*($)) </'. (s)

0 (l

Из |3| (стр 130—131) вытекает
.!е.и.ид 1.1, Пусть в Q: существует дважды непрерывно дифференци­

руемая неотрицательная функция />(х) такая, что при управлении м(х), 
удовлетворяющем ограничению (1.2). существует решение системы (1.1) 
и выполняется неравенство

£„D(xX —с, л (~ Q« (1.5)

где с — некоторая положи тельная константа. Тогда управление //(л) яв­
ляется допустимым, причем Л/тл (.’/) с՜’ Z3(x).

Пример 1.1. Пусть задай закон движения материальной точки

\dx = !fdl ,, (1.6)
I dg = udi — zdz (/) 4֊ ad‘j (/), 7^-0
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Здесь и управление. | и | Ь, а, Ь н п -некоторые положитель­
ные константы, £(՛’)— скалярный стандартный винеровский процесс, 

— скалярный пуассоновский процесс с математическим ожиданием 
Л/1)(|’) = 1. Требуется выбором управления и обеспечить быстрейшее по­
падание точки, движущейся по закон} (1.6) на ось х — 0.

Рассмотрим случай, когда начальная фазовая точка системы ( 1.6) на­
ходится в правой полуплоскости (лу), то есть х(0) > 0. Из (1.6) видно, 
что в этом случае оптимальным может быть управление и = <>. Выяс­
ним допустима ли управление и = — Ь, Положим

а<6 (1.7)

Построим неотрицательную функцию О{.\. у) вида

•Р(х, у) = -у՝ + кху — (6 а)х ■] к~ (1.8)

где и /<- положительные константы. Константа подбирается после 
выбора констан1ы к, таким образом, чтобы при малых отрицательны* у 
обеспечивалось Р(х, у) 0. а константа Ь՝ будет подобрана ниже.

Уравнение Беллмана для поставленной задачи имеет вид

Д_61/+1 = о
Г ։/ _ .. д¥(х, у) , <>И(х, у) з* д* Их. у)*— 6 • У/ ՝՜ 1 и' V I |Г՜ .

дх ду 2 ду։

4- И(х, у 4 а) - И(х, у) (1.9)

Из (1.8) и (1.9) имеем

1.-0) =-1^(1,-а) '՜՜^“ (1.10)

Отсюда видно, что при кл --------— выполняется неравенство
2(6—-а)

Л ь£><^0. Поэтому, па основании леммы 1.1 управление и = 6 до­
пустимо.

При а 6 из (1.8), приняв к2 0. и из (1.10) имеем

О\х, у) — — у2 4- кгу (1.11)

£. ^ = ֊ . (1.12)

Из (1.12) видно, что условия леммы (1.1) нарушены. Выясним допусти­
мо хи управление и~— Ь в этом случае. Предположим, что управление 
и ՝ — 6 допустимо. Обозначим через г момент достижения материальной 
точкой оси л 0 при условии, что траектории процесса ( 1.6) в момент 
/ = 0 выходят из некоторой фиксированной точки с координатами
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Ха >• 0. ytl 2> 0. Тогда согласно ( 1.6) у(т) <֊ 0. Без потер։։ общности 
можно считать, что у(т -֊ 0) = у(т) <- 0. Тогда

Afr(x)<0 (1.13)

На основании формулы Ито [2]. учитывая (1.12), имеем

£(*(•)* »/(')) — £(хо, у0) = (L- bOdt ֊ — -

о

Далее,

9* *- (Г 
^/>(х(х), у(т)) = /)|Ха, л/о) -Г у.) (1.14)

С другом стороны, и силу (1.11)

Л/£>(л(’), //(')) = ~Му:(‘) 4- Mfy (’)

Поскольку согласно (1 13) Л/у(г) < 0, то всегда можно подобрать 
такую констант;. Л„ что

MD{x^. у D‘xa, _Vo)

Сравнивая последнее выражение с (1.14), убеждаемся в их противоречи­
вости. Поэтому Л/т = оо, и управление = —Ь недопустимо. В случае 
а > b траектории пронесса (1.6). выходящие в момент I = 0 из произ­
вольной фиксированной точки, будут проходить над соответствующими 
траекториями процесса (1.6) при а = Ь. Поэтому а этом случае также 
Л/т = оо, и управление И = — b недопустимо. Следовательно, поставлен­
ная выше задача оптимального быстродействия разрешима только при 
а < Ь.

2, В этом разделе выясним условия существования и методику по­
строения решения уравнения Беллмана ( 1.4). Всюду далее будем считать, 
что множество Q. куда должны стремиться траектории процесса (1.1), 
есть ограниченная область в фазовом пространстве А? с гладкой грани­
цей Q, типа Ляпунова. Выделим в множестве U класс допустимых управ­
лений, который обозначим через ‘-1. Будем считать, что множество (? не 
пусто. Всюду далее допустимые управления будем обозначать через 
<«(*)» ’•՛(*) С а оптимальное управление — через ti).(x),

Рассмотрим в Еп такую последовательность концентрических шаров 

радиуса Л, обозначаемую через #,%. что QcRy. Обозначим через 

Границу шара радиуса \ и определим последовательность скалярных 
функций Илг(л) посредством краевой задачи

1п((£иИл.(х)4- 1) »0. .r^Q.n/e.v
" (2.1)
Ил- (х) *֊ 0. X £ , X £ r,v

5 Jl iurcTu« АН Армянской ССР, Механика. № 5
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Здесь AuKv(x) определяется формулой (1.4). Из [5,6] вытекает сле­
дующая

Ле.илга 2.1. Если коэффициенты уравнения (2.1) удовлетворяют тре­
бованиям раздела I. ограниченная область Q имеет границу Qt типа Ляпу­

нова и матрица з (х) невырождена при любом х £ I՝'.'', то существует 
единственное решение Ид (л*) задачи (2.1) и Kv (х) > 0. Кроме того, 
для любых. •V2>AZj справедливо неравенство

Vn\ (х) > Ем (х), х £ Са П Rt\\

Поскольку из леммы 2.1 следует, что краевая задача (2.1) имеет един­
ственное неотрицательное решение 1'лг(х) для произвольного выпуклого 
ограниченного множества управлении С', то возникает вопрос — при ка­
ких условиях последовательность Елг(х) имеет предел, когда Л' • 00, и 
каков этот предел. На этот вопрос отвечает

Теорема 2.1. Если требования леммы 2.1 дополнить требованием 
существования непустого класса допустимых управлений Q, то справедли­
вы следующие утверждения:

1) монотонно-неубывающая последовательность Е\ (х) в любом огра­
ниченном множестве изменения х равномерно сходится при Л1' --оо к не­
которой функции, обозначаемой Е0(х);

2) функция Рс(л) есть минимальное положительное решение зада­
чи (1.4);

3) функция И(,(х) является точной нижней гранью значений функ­
ционала (1.3);

4) если выполняется равенство

inf Д„,И0(х) - Л..,И0(х) = 1

то <»>„(х) есть оптимальное управление;
5) для любого числа f, 0 <2 I- <֊. 1. найдется такое допустимое управ­

ление (0. , что

(».)<(! ֊։)-’[/„(*)

Д сказатель с г в о. Обозначим IV (л) = Л/тх(»в). Докажем, что 
при всех -V

1А-(х)<1Г(х) (2.2)

Момент первого достижения процессом (1.1) границ множества 
Qi П при управлении ՛՛՛ и х £ Q.. Г) A’.v обозначим через з* (ш |, а че­
рез х (/, •••) решение системы (1.1) при управлении ՛՛>. Поскольку 
понятно, что

лл"(,»)«: ицх) (2.3)

то для доказательства (2.2) достаточно установить, что

Kv(x>< Л/Ч?(..>) (2.4)
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На основании определения функции Ид՛ (л՜), леммы 2.1 и конеч­
ности Л/-'? (ш), в силу (2.3) к функции И,у (х) и марковскому моменту 

'J? (ю) можно применить формулу Дынкина [7]. Отсюда с учетом (2.1) 
имеем

Ил՛ (х (•? (*••)» *՛>)) — I .v(.v) Л/L, 1/.у(х(/, «•))<//> 

о

• Л/ • inf Li։ Иу(х(/. ••>)) dt ~ — ЛЛ‘? (w) 
.1 
о

Из этого выражения вытекает (2.4), тем самым устанавливается и (2.2).
Теперь перейдем к доказательству и. 1) теоремы 2.1. Зафиксируем 

произвольную ограниченную область Q cz Е' с границей того же типа, 
что и О,, причем Q Q . Рассмотрим последовательность Ид» (.с), 
ХчОгПСЛ. при N • . Из неравенства (2.2) видно, что в уравнении

(2.1) член V [ р’у {.v - а (х) е. ) Kv (*)]!■/ не превышает некоторой 
i-l

константы в ограниченной области изменения х. Поэтому к уравне­
нию (2.1) можно применить те же рассуждения для получения соот­
ветствующих априорных оценок, которые были применены в работе 
[6] (стр. 35*-’) для квазилинейного эллиптического уравнения. С уче­
том сказанного из [6, 12] вытекают оценки

max | <7 /д- (х *./ох ' < c-j. х £ Q, П <Л (2.5)

max | d։ И.у (x)/<7xJi с2 х £ Q3 П (2.6)
1

Здесь с, и с — некоторые неотрицательные константы.
Оценки (2.2), (2.5), (2.6) показывают, что на любом ограниченном 

множестве Q. П Q; изменения фазовой координаты v последовательность 
Kn(x) вместе со своими производными первого и второго порядков рав­
номерна ограничена, то есть ([8]. стр. 240), последовательность 
(Илг(х), <7l<v(x)/()x) компактна в пространстве непрерывных функций 
для всех x£Q3n (?•.-. Отсюда следует равномерная сходимость после­
довательности (Иу(х), <> 1/д’ (л);<7х). Обозначим предел последователь­
ности Kv(x) при /V - через /,. (х). Итак, утверждение 1) теоремы 
доказано. Перейдем к доказательству и. 2) теоремы.

Из [9| (стр. 1/6) и произвольности области Q, следует, что предел 
1 ..(х) есть решение задачи (1.4). Покажем, что V0(x) является минималь­
ным положительным решением задачи (1.4) Предположим противное. 
Пусть найдется другое положительное решение V’*(x) задачи (1.4) и

0< P(.v)< |/0(х) (2.7)
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Поскольку функция Р(х) есть решение задачи (1.4). то она удовле­
творяет уравнению (2.1) при любом Л внутри области (?? П и гранич­
ным условиям

И°(х) = ад = 0, х^<Л
И°(х)> Ку(х) = 0, л-6гл. ( ’

Из (2.7), (2.8) и из [5] следует, что для всех х^О-П^л

Ил-(х)< И"(х) (2.9)

Из (2.7), (2.9) и из того факта, что И,(л ) = 1։ш Кт (г), следует,
/V—»»

что 1/"(х)= К,(х). Тем самым доказано утверждение 2) теоремы.
Доказательство пункта 3) теоремы также будем вести от противного. 

Предположим, что при некотором допустимом управлении из класса Й по­
лучено значение 1У„(х) функционала (1.3) меныпее. чем Г,.(х). Геми же 
рассуждениями, что и при выводе оценки (2.2). можно доказать, что при 
любом Л справедливо соотношение

Ил'(х) < и70(х)

Отсюда и из того факта, что Гип Ит(х) — (х), убеждаемся в про-
Л՜ • «

тнпном, то есть 1Г0(х).> И0(х). Следовательно, утверждение 3) тео­
ремы доказано.

Перейдем к доказательству пункта 4) георемы. Поскольку функции 
Г,(л) и ы.,(х) удовлетворяют уравнению Беллмана (1.4). то для них спра­
ведливо неравенство (1.5) леммы 1.1. Отсюда и из леммы 1.1

М-*("»0Х Ип(х)

Но на основании п. 3 теоремы 2.1

лл. (•՛•<>) > ^(х)

Следовательно. Л/т ,(«><.) — К,(х). то есть утверждение 4) георемы 2.1 
справедливо.

Обратимся к доказательству и. 5) теоремы. Пусть V(х) — некоторое 
положительное решение уравнения Беллмана (1.4). Из доказательства 
лемм 2.1, 2.2 работы | 10] следует оценка

—ч-и (2.Ю)
дх ՛> и их

где 0<><1, и управление ц, (х)£ С удовлетворяет локальному усло­
вию Липшица в каждом ограниченном множестве изменения х, то есть 
при I х։ I < Л, 1 *21 < /V

|//0(л1) ц>(х2)1- с (ЛО՛՝ х։ — х2| (2-И)

Здесь Л՛՜ — произвольное положительное число, с(А ) — некоторая за­
данная постоянная, зависящая от Л. 11оэтому. ввиду ограниченности мно­
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жества Г’ при управлении .’Л>(х) согласно [И] существует единственное։ 
решение системы (1.1). Кроме того, нз (1.4) и (2.11) имеем

д V д У
Ь^У 1=։п(£„1/ 1 4- и,,/?----------։п( и'В'-------

п<?6 Ох Ох

или ?

+ $ (2.12У

Поэтому на основании леммы (1.1) управление /Л,(х) есть допустимое 
управление. Отсюда и из (2.12) согласно лемме 1.1 вытекает

М-Д«о)<(1֊«)-' /(х)

Из последнего неравенства следует справедливость утверждении 
5) теоремы 2.1. Теорема доказана.

Теорема 2.1 допускает следующие обобщения в виде следствий.
Следствие / При доказательстве теоремы 2.1 на функцию /*(х) из 

(1.1) можно наложить более слабые требования, потребовать, чтобы 
функция /(х) росла нс быстрее некоторой степени |х| при |х|—-оо и 
удовлетворяла бы локальному условию Липшица типа (2.11). При этом 
все выводы теоремы 2.1 остаются в силе. Справедливость следствия 1 
устанавливается повторением доказательства теоремы.

Следствие 2. Требование существования допустимого управления яв­
ляется очевидным из постановки задачи быстродействия, но при доказа­
тельстве теоремы 2.1 оно участвовало лишь при обосновании оценки (2.2). 
Поэтому, если это требование заменить требованием существования неот­
рицательного решения 11 (х) задачи (1.4). а другие требования теоремы 
сохранить, то вес утверждении теоремы 2.1 имеют силу.

Действительно, требование существования решения И'.,(х)^0 зада­
чи (1.4) согласно [9] означает, что для любого А имеет место оценка 
У к (х) и:'..( л), что равносильно оценке (2.2).

Следует отметить, что во многих конкретных задачах быстродействия 
оптимальное управление иногда угадывается и.։ вида системы (1.1). Но 
даже при найденном оптимальном управлении найти пли угадать мини­
мальное положительное решение УДх) уравнения Беллмана (1.4) бывает 
трудно, а зачастую и невозможно. Однако, благодаря предельному пере­
ходу при .V -ос для последовательности функций У\- (х), определяемых 
из краевой задачи (2.1), оказывается возможным найти функцию 1«(х) в 
некоторых ограниченных областях изменения х. В случае же, если функ­
ция '» „(х) найдена и не найдено оптимальное управление, последнее мож­
но определить, используя и. 4) теоремы 2.1. Таким образом, теорема 2.1 
даст не только условия существования, ио и методику нахождения реше­
ния задачи быстродействия для систем вида (1.1). В целях иллюстрации 
сказанного рассмотрим пример,

Пример 2.1 Рассмотрим следующую скалярную систему:

Ох (/) = и (х (/))<//— | 2 0\ (/) — <//,՛ (О
х(0) = х>0, <2,13)
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Здесь управление — 1, I]. $(/)—скалярный стандартный винеров­
ский процесс, Л (О— скалярный однородный пуассоновский процесс с ма­
тематическим ожиданием МП(0 = 1.

Ставится задача об определении минимального среднего времени до­
стижения процессом х(0 отрицательно»։ полуоси |—ос, 0| множества х. 
Очевидно, что для системы (2.13) оптимальное управление будет и =— 1. 
С учетом этого уравнение Беллмана для поставленной задачи имеет вид

_ ^И(х) + И(х _ ։) _ [/(х) + ! = 0 
дх՝ дх

И(х) = 0, ։([֊:,0] (2Л4)

Разобьем ось л на ряд единичных интервалов и будем искать мини­
мальное положительное решение 1 ,(х) уравнения (2.14) для нескольких 
начальных интервалов. Для интервала [0. 1] уравнение (2.14) с учетом 
начального условия примет вид

</-|/(х)  (.г)  И(х) Ч_1 =0
</х2 с!х

Их) -О, х^(-оо, 0] (2Л5)

Обозначим -— г (х), а производную по х будем обозначать точ-
Ох

кой над знаком соответствующей функции. С учетом сказанного уравне­
ние (2.15) преобразуется в следующую систему:

| Й(аг) *(х)

/ I z(x) — г (х)—И(х) - — 1
(2.16)

Фундамси сальная 
родной системы имеет

система решений для соответствующей (2.16) одно­
вид

( И(х) - ехр А^х; z(x) Л1ехрЛ1х)

(И(х) = ехр.4.»х; z(x) = Л2ехрЛ2х)

где /1,, /1 — корни квадратного уравнения .4:!—А— I 0

Л։ = (1-|/5)/2: Л2= (1 I-V'5~V2 (2-17)

Iio общему правилу решение системы (2.16) будем искать в виде
V (л՜) -- с։ (х)ёхр/1։х 4 Со(х)ехр Д2х

z (х) .4,с։ (х) ехр /4։х -{- А..с, (х) ехр А2х

Подставив (2.18) в (2.16), получим для функций с,(х) и с;(х) следую­
щую систему:

(еt (л՜) /4j ехр /1։х — с.. (х) Л.. ехр А.,х 1

I сх (л) ехр Л tx 4 с... (х) ехр А ;х — О
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Отсюда

cj (х) = (Л2- А)'1 ехР (— Ат)

с2 (л) — (А~ 1 ехР ( ^2х)

Проинтегрировав эти выражения от 0 до х, с учетом (2.17) получим

с,(х)=с։(0) + (1 + Л?)-'[ехр(-Л։х)-]] 

с:(х) - сг(0) |-(1 4-Л5)-'[ехр( -4։х)-1]

Следовательно, общее решение уравнения (2.15) имеет вид

И(>■) - Cj (.г) ехр А* + с" (*) ехР ^2*

= Й + Л?)՜1 (1 - ехр <4,х) + (> + Л?)՜' (1 - ехр А.х) +

— сг (0) ехр Л։х 1 (0) ехР А*

Далее, учитывая, что 1(0) = 0, имеем

сг(0) = — с2(0)

Окончательно для V'(x), имея ввиду (2.17), получим

И(х) = 1-(1 + ЛЬ՜1 ехр Л,.Г ֊ (1 Ai)՜1 ехр А ։х г (2.19)

с2 (0) (ехр Л._.х — ехр Ахх)

Формула (2.19) дает континуум решении для уравнения (2.15). Для 
-того, чтобы найти минимальное положительное решение, нужно соответ­
ствующим образом подобрать постоянную <:(0). С этой целью разделим 
ось л на Л' охватывающих друг друга отрезков вида [0. Л՜], где А пробе- 
raci значения 1, 2..... п........ Будем решать для каждого отрезка следующую
краевую задачу найти решение уравнения (2.15) для функции И,у(х) 
с граничными условиями 1/л (0) — 0 и Иу(Л'):=9. Ясно, что согласно 
теореме 2.1 при /V —-Ил«(х) — К0(х) для произвольной точки х 
интервала [0, lj, следовательно, и с2(0)л стремится к некоторому 

пределу. Обозначим

li m с2(0)л, = с0 
Л*-*

С учетом сказанного и из (2.19) имеем

Hjv(x) ■ 1 (1 J-Ai)՜1 ехр Л,х (1 1-А) ‘ ехр А* "к

4֊ r2 (0)<v (ехр Л2х ехр А*)

Отсюда и из того факта, что Kv(i'V) 0, имеем

г /01 _ ___________ 1____________П -Д?)-1 ехр Л Л
'՜' ՝ exp.^j/V exp-A/V ехр Л։А/— ехр Л2Л՛
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— _LL 1 exp Л2/У _ (exp AjN)՜ : 
exp/4jjV exp/UAf 1 — exp (Ла - AJ N

_ (1 4֊ ДР՜1
1 — exp (Д; Аг) N exp (Ал — A*) N—1

Из последнего выражения с учетом (2.17) видно, что

сп limc2(0)jV (1 + Дз)՜1
Л'— •х

Подставив cQ в (2.19) вместо с:(0). получим

1__ ։/Г
Р0(х) = 1 — ехр Лрс 1 —ехр-------֊—— х (2.20)

Рассмотрим теперь интервал [ 1. 2] оси х. Согласно принципу дина­
мического программирования с учетом (2.20) уравнение Беллмана (2.14) 
здесь будет иметь вид

rf-l/(x) _ 'll'(x) _ К(х) — ехр .4, (х — 1) + 2 = 0 
f/.V (IX

И(1) = 1-ехрЛ։ <2,21>

Ввиду громоздкости выкладок и поскольку ход решения уравнения 
(2.21) аналогичен ходу решения уравнения (2.15) приведем здесь оконча­
тельный вид функции 1.,(х). Имеем для х£[1, 2]

И. (х) 2 ֊ ехр А,х ֊ ехр А, (х ֊ 1) - (-х ~П ехр (х ~ Л 
д=-А

Приведем также выражение /у(х) для л՜֊ [2. 3]. На интервале [2, 3] 
множества х имеем

И0(х) ֊ 3 - ехр Atx — ( 1 4- ехр (л- — 1; —
A.,֊ AJ

. Нс-2) , (*֊2)֊
(Л2- Л,)а ' 2(Л2- Л։)2

ехр Л, (л- -2)

Как видно из приведенных выражений для К>(х), угадать вид У..(х) 
для произвольного единичного интервала оси х довольно трудно, поэтому 
здесь приобретает интерес опенка функции УДх) сверху. Для этой цели 
во։ пользуемся леммой 1.1. В качестве функции Ляпунова £(х) возьмем 
О(х) = №. Тогда, согласно (2.14)

L-xD (х) = 2 - 2х 4֊ х2 ֊ 2х - 1 - хг = 3 - 4х (2.22)

Отсюда для всех л > — выполняется L-iD(x) 0. Поэтому из
4

з
(2.22) согласно лемме 1.1 для всех л->— 

4
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= (2.23У
4лс — 3

При достаточно больших х согласно (2.23) можно приближенно оце­
нить К,(л) как

И0(х)<^-
4

Следует отметить, что при х 1 формула (2.23) дает довольно гру­
бую оценку V„(1) 5^ I, что видно из (2.20), но с увеличением х форму­
ла (2.23) дает более точную оценку сверху для функции V0(x).

Зо.чечаннс1. Если в (1.1) положить а(х(О) =0. то результаты дан­
ной работы совпадают с результатами |б|.

Автор выражает благодарность В. Б. Колмановскому за внимание к 
работе и ценные обсуждения.
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Դ. Դ. ԵՂՅԱՆ

ՍՏՈհւԱՍՏԻհ 11Ի11Տե11ՆհՐԻ ՄԻ ԴԱՍԻ ՃԱՄԱՐ ՕՊՏԻՄԱԼ 
ԱՐԱԴԱԴՈՐԾՈԻԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ if

Դիտարկվում է վիներ յան և Պուաոոնի պրոցեսների աևսք/ի и/ uttri ա •' ա կան 
յրացուցիչ ղր //// ամն եր ու/ կառավարօդ !աւ( tti կարւ/t

Խնդիր Լ գրվում նշված Համակարգը արագորեն բերել որոշ արված վի­
ճակին: Ցույց են տրվում գիաարկվող ՚,տմ տկարգր պահանջված վիճակին բե­
րելու ՛ամար մինիմալ միջին մամանակր գտնելու եղանակներ: Դիտարկվում 
են երկու օրինակներ:

ON TIME-OPTIMAL CONTROL FOR A CLASS OF 
STOCHASTIC SYSTEMS

G. G. EGIYAN

S u m m а г у

The control system is considered with random additive perturbations 
in the form of Winner's and Poisson's processes. The problem of the 
fastest possible reduction of the system to a given state is formulated. 
The methods for finding the minimal average lime of the reduction are 
given. Two examples are considered.
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