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В задачах тсрмоу пру гости тонкой плиты применяется линейный за­
кон распределения температуры по толщине (/։). При этом в определен­
ных условиях такое температурное поле вызывает я плите деформации 
растяжения (сжатие) и изгиба. В настоящей работе рассматривается толь­
ко деформация изгиба, поэтому закон распределения температуры при­
нят и форме

г=21ь^>,> ։: 0 * + *
К дх՝ а у՝

где оси хну отнесены к срединной плоскости плиты, а третья ось обозна­
чена через

Целью настоящей работы является нахождение общего решения диф­
ференциального уравнения изгиба плиты и решение некоторых задач в 
случае, когда функция т(х. у) имеет постоянное значение т„ в некоторой 
части (6\) области плиты (С), а в ее остальной части (О'.) она равна пу­
лю. При этом, поскольку т(х. у) нс зависит от координаты под областью 
плиты будем подразумевать соответствующую область ее срединной пло­
скости.

Рассмотренный случай нагревания плиты будем называть частичным 
нагреванием (очевидно, что соответствующее температурное поле можно 
создать, если термоизолировать друг от друга части плиты, соответствую­
щие областям О, и 6։).

Отмстим, что при нахождении указанного общего решения исполь­
зуется метод построения общего решения дифференциального уравнения 
изгиба плиты под действием частичной нагрузки ( 1|.

§ 1. Общее решение

Обозначим прогибы R областях (7, и 0՝, соответственно через и 
и представим их в виде

ш0 = Ф(х. у), «», */(х. у) + Ф(х, у) (1.1)

где /(л. у) и Ф(х. у) ֊ бигармоннчсскис функции.
Назовем /(х, у) частным решением дифференциального уравнения из­

гиба плиты при частичном нагреве Эту функцию определим из следую­
щих условий на Л разделяющей области 6' и (7,;
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о>։т - ГК,|, (1.2)
дч (Ь

л/ь = л/<», #։. = г/о, 

вь = а>.

где V- нормаль к линии /, направленная от области (70 к области 6՛,, или 
наоборот, а Л/., Н. и — соответственно изгибающий; момент, крутя­
щий момент и поперечная сила.

Внутренние силовые факторы определяются обычными формулами 
изгиба тонкой плиты лишь с тем отличием, что для области (70 к выра­
жениям изгибающих моментов добавляется член

2£> (1 4֊ р)^0 
Л

где 7)֊ жесткость плиты, р коэффициент Пуассона, а — коэффициент 
теплового расширения.

С учетом (1.1), условия ( 1.2) приводятся к виду

Л = °>(т)=е (1Э>
X иг/1

(1.4)
\ с/х՜ (1г 1 — р дгдг ' /

(-&= Нг----- ^=г- <й) ֊-= 0 (1.5)
• СЛз'О'г дг(}г~ /I

где г — х и] и г -- х ֊ /։/ комплексные переменные, а

Х = Р (1.6)
2Л

Важно отмстить, что условия (1.3) равносильны условиям

/Ь», ?,) = о. (#)=0 (1.7)

где 20 ~ х„ -г 7.у(, произвольно фиксированная на / точка.
Для определения из (1.4) — ( 1.7) частного решения А выразим его че­

рез две аналитические функции п(2) и ^(г) формулой 1 урса:

}-ги (г} 4-зп(т) 4- г>(г)՛ +Цг) (1.8)

Внеся (1,8) н ( 1.7), ( 1.4) и ( 1.5), получим

гои(го) 4-г0н(г0) 4՜ г»(г0)4--р(хо) ==0 (1-9)

г,։/(г,) 4-«(-’/) I г/(г/) = О (1-Ю)
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РХЦ)- =-"(֊-<)!(֊^) + (ы։>

\ аг /1 \ — 1 — !*■

м (х,)^, - и" {г^Иг, = О (1.12)

где штрихи над буквами обозначают производные соответствующего по­
рядка.

Из ( 1.12) следует, что

и (г,) — и'(г/) = 1С1У (1.13)

где с. — действительная постоянная.
Учитывая очевидные соотношения

Х[7и'(2;)]-,/(.֊,) 

\аг / ( иг.

из (1.10) получим

Х-[?Х(^) 4-1՛՜ «4)1 — г-— и '<г?) -~~
вг1 1 — Н 1 — R 1 — н

Внеся сюда значение функции ч'(г,) из (1.13), после интегрирова­
ния будем иметь

— 3 4- ;>------- 2/. — 2/с'п֊,
Л-» (г,) ГУ (г,) ֊1^;«^)= рГ՜^4՜ 4 Ч { /Ъ (1.14)

где с,-и с —действительные постоянные.
Сопоставляя ( 1.10) и ( 1.14), приходим к результату

« <г/> = ~Г2' ■+■ "V ■Ц^՜ (с։ —/сз) (1Л5)
2 2 4

Очевидно, что

и(г) = [и(^)1. . *ч
Тогда из (1.15) будем иметь

։ \ У֊ ■ 1 |։ . . . и (г) -у г -ь — г-------— (с։ — гс._.)

Подчиним это выражение условию и(0)=0 [1] и, кроме того, учтем< 
/с(| о

что величина нс вызывает прогиба. В результате получим

«Г) = ֊г (1.1Ь)
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С учетом этой формулы из (1.10) находим

(2/) = '^1 (1.17)

Предположим, что уравнение линии I задано п комплексной форме

х, = Й^,)

Тогда из ( 1.17) получим

г» (г) = — у. (2 (г) 4г Ч- с3 т «У« (1.19)

где для упрощения дальнейших выкладок за нижний предел интеграла 
принята фиксированная на I точка, в которой имеет место- условие (1.9)

Внеся выражения (1.16) и (1.19) при 2=2« н (1.9), находим

сл — го2о
Ла

(1.20)

Легко заметить, что постоянная ։с., входящая в (1.19), не вызывает 
прогиба, поэтому примем с*=0.

Тогда из (1.19), с учетом (1.20), получим

(1.21)
Частное решение / определяется согласно (1.8), с учетом (1.16) и

У. 2г — 2Ке \ (?) 4г ?02„ (1.22)

где Ие — символ действительной части.
Внеся ( 1.22) в (1.1), будем иметь

«’о = Ф

= У. гг —2 К с \ 2 (?) </֊• | Ф

Для упрощения дальнейших выкладок заметим, что функцию

у-(гг — ?„-•,)

можно включить в состав функции ‘1». Тогда предыдущие формулы примут 
вид

«’о ~ “ 7 (22 “■ 2о2(|) 4՜ Ф (1.23)



= 2/R« (г}дг \ Ф (1.24)

Этими формулами завершается построение общего решения диффе­
ренциального уравнения тонкой плиты при частичном нагреве.

Важно отметить, что функции и 5У, должны быть регулярными 
соответственно в областях -|- I и 6, -{- /. Если при этом интеграл

^(г)</г (1.25)

окажется аналитической функцией в области 6’|4֊/։ го бнгармоиическая 
функция Ф будет регулярной во всей области плиты.

$ 2. Область в, есть круг

Рассмотрим случай, когда область 6(, есть круг радиуса с центром 
в начале координат (фиг. I). Уравнение окружности будет

Теперь общее решение ( 1.23) и (1.24) представится в виде

»0 = — /• (22 — г1) ф Ф (2.3)

ю։-8 -^1п--фФ (2.4)
'о

Из этих формул видно, что бнгармоиическая функция Ф будет регу­
лярной во всей области плиты.

■ Регулярной в данной области будем называть бигармоийческую функцию непре­
рывную вместе со своими производными до третьего порядка включительно и гон же 
области.
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Заменив в формулах (2.3) и (2.4) г па г—г* и г на г—гс, по­
лучим общее решение рассматриваемой задачи, когда центр круговой 

..области (70 находится в точке л х. •/</, (фиг. 2):

где

г = (2-2։)(г— гс) --= | Л(х—г,)2-Ну — #,)= (2.8)

а Г (х, у, хс, г/г) — функция Грина.
Гармоническая функция

<1)

регулярна во всей области плиты и поэтом)' ее, с соответствующим мно­
жителем, можно включить в состав бигармонической функции Ф. Тогда 
формулы (2.5) и (2.7), с учетом (2.8). заменятся следующими формулами:

«»0 = ֊ 7. '(г- г) (г гг) го 1 1п--------—г,------- — 2Г Ф (2.9)

ш, = - 2/^Г + Ф (2.10)

Рассмотрим случаи., когда область плиты односвязна и известна 
функция

г = ;.,(:) (о>(0) = 0) (2.11)

конформно Отображающая область единичного круга на область плиты Сг. 
Тогда функция Грина определится известной формулой

Г֊71" )(1
(2.12)

где С—точка единичного круга, соответствующая центру круга 6Л.

.8



Учитывая (2.12), из (2.9) и (2.10) для односвязной плиты получим 

= —>.•(? — гс) (г — г.) — го 14*

(г-г,)(?֊^)(1֊-./.)(1֊СЛ) II ф
1п ----------- ------- —------------ =—=--------------------- > т 1 (2.13)

։-^|п(1֊й(1-с;о+Ф (2Л4)

§ 3. Области 6\, и 6\ разделены прямой линией

Пусть линия раздела областей <70 и (?։ есть прямая, проходящая че­
рез начало координат (фиг. 3).

Уравнение этой прямой будет 
иметь вид 

г1=тг1 (3.1)
где 

/~= 1+'?Х±\ 
1 4-71? ф \ 1 — I /

(3.2) 
Здесь <? угол между / и осью х. 

Согласно (1.18) и (3.1)

2(г) = тг (3.3) Фиг- 3-

Учитывая (3.3). общее решение ( 1.23) и ( 1.24) для рассматриваемо­
го частичного нагрева представим в виде

и’о — /гг — Ф 

гих = ֊ (тг: ֊֊֊ т г") 4 Ф

(3.4)

(3.5)

Из этих формул видно, что энгармоническая функция Ф будет регу­
лярной во всей области плиты.

Решение (3.4) и (3.5) можно привести к следующему, более удобно­
му для применений. виду:

«’о =---- -- — тг~ — т г2) 4֊Ф (3.6)

и»! -՛= — (2гг — тг:— т г՛’) -- Ф (3.7)

В частности, когда линия I совпадает с осью у, будем иметь

= - XX3 4֊ ф (3.8)

и»1=7.х24-Ф (3.9)՛
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§ 4. Применение конформного отображения

Для вычисления интеграла, входящего в (1.24), можно воспользо­
ваться методом конформного отображения.

Рассмотрим случаи, когда I есть замкнутая линия, расположенная з 
области плиты.

Поскольку область определения указанного интеграла есть 6։ -|՜ I и, 
кроме того, этот интеграл не зависят от контурных условии плиты, указан­
ную область можно расширить до бесконечности. Таким образом, можно 
принять, что область определения интеграла, входящего в (1.24). есть бес­
конечная односвязная область с отверстием, контуром которого является 
линия I. На эту область в плоскости < и будем конформно отображать 
бесконечную область плоскости £ с круговым отверстием.

Пусть такое отображение осуществляется с помощью соотношения

•*=Г(С) (4.1)

Примем для простоты, что радиус указанного круга равен 1. а центр 
его находится в начале координат плоскости ֊. Обозначим через у контур 
Круга.

Из (4.1) имеем

2/ ~

откуда, учитывая очевидное соотношение Ц’։ 1> получим

Сопоставляя эту формулу с формулой (1.18), Приходим к формуле

Внеся это значение функции П(г) в ( !.24) и для простоты пслагая 
2« = ^(1). общее решение (1.23) и ( 1.24) представим в виде

= — х (22 — 2о2О) ֊Ь Ф (4.3)

юх = -2хИе^Г^)/;,ь)^-гФ (4.4)

Г

В качестве примера применения этих формул рассмотрим случай, 
когда Со есть эллипс с полуосями а и Ь.

Совместим оси х и у соответственно с большой и малой осями эллип­
са (фиг. 4).

Внешность единичного круга отображается на внешность эллипса 
соотношением
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г = Г(С) = А'^', 4֊ (4.5)

где

. а 4֊ Ь . а - Ь к —------- » <■ — -------
2 «4-6

Из (4.5) имеем

Внеся эти значения в (4.4), общее решение (4.3) и (4.4) представим 
в окончательном виде

п’։ = — /А՜

М’о ~ ' (-* — в2) -- Ф (4.6)

(1-;=)ги±Лз4.'Л+2.+ -1 4) 
«о ՝. > * / 4* Ф (4.7)

§ 5. Задачи

1. Изгиб свободно опертой по контуру бесконечной полосы в случае, 
когда область 6-. есть круг с центром в произвольной точке продоль­

ной оси полосы

Обозначим через 2& ширину полосы, а через Л, ֊֊радиус области С, 
(фиг. 5).

Фиг, 5.

Для определения прогибов полосы воспользуемся формулами (2.13)
и (2.14) при ге = гс - 0 (Сс = 'с=0 )

ш0 = — у.

И»! — ֊ ХГ.)1п Чч + Ф

Контурными условиями полосы будут

и»1 = 0, '\7*и,։ = 0 (у = ± 6)

(5.1)

(5.2)

(5.3)
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Так как функция Грина ( в данном случае -у 1п ' обращается в 

нуль на контуре плиты и, кроме того, она является гармонической функ­
цией, то, в силу условий х(5.3), из (5.2) получим для точек контура по­
лосы

Ф =֊■ 0. ’у-'Ф О (5.4)

Поскольку Ф является регулярной бигармонической функцией во всей 
области полосы, то из (5.4) следует, что она тождественно равна нулю в 
указанной области. Следовательно, из (5.1) н (5.2) сразу получим реше­
ние рассматриваемой задачи

Юо = — гх — го ( 1 4՜ 1п гг
Гоч,

2 I уу 
и»! = /./■<) 1П<.

(5.5)

(5.6)

Область единичного круга отображается на область полосы с помо­
щью функции

откуда

(5.7)

(5.8)

Внеся (5.8) в (5.5) и (5.6) и перейдя к действительным переменным 
л и у, приходим к окончательному результату

х2 | уг — г’

Учитывая, что

. А . ~У\х՜ +։/■ сп---------- соз —֊У \ 26 26
г, / , “X ~и \

Г.՜ СП----------СО5 —
26 26/

СП----------- соз ——
,. 26 26

»1 = — угх 1п-------------------------
1 Гх , «У

СП----------г СОЗ------
26 26

(5.9)

(5.10)

11т
у=а ։ -о

Н’и = — -X
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из (5.9) находим прогиб центра области 6,։

•'/1 <»։ \
= х/о П — 2 !п----- I

\ -г0'
(5.11)

2. Изгиб свободно опертой по контуру правильной многоугольной 
плиты о случае, когда область С„ есть круг, центр которого совпа­

дает с центром многоугольника

Центр многоугольника примем за начало координат, а ось х прове­
дем через одну из вершин многоугольника. Обозначим через И радиус 
окружности, описанной вокруг многоугольника, а через •՛.. — радиус кру­
га 6’,,.

Прогибы многоугольника, как и в предыдущей задаче, будут опреде­
ляться формулами (5.5) и (5.6).

Отображающая функция дается формулой Кристоффеля-Шварца

2^ 1(1—/") " <Н (5.12)

<г

Здесь И— число сторон многоугольника, а постоянная с определяет­
ся формулой (1]

Функция (5.12) при |֊| 1 разлагается в степенной ряд

где Г — гамма-функция.

Некоторые значения приведены в табл. 1.

7’а<?лида /
п 3 4 5 6 8 12

с-.К 0.5661 0.7628 0.8511 0.8985 0.94-12 0.9759

(5.14)

где

2(пЧ-2)(2и 4-2)...[(/; 1)п4-2)
/Г (кп | 1) к\

(5.15)

Пользуясь (5.14). из (5.5) и (5.6) можно определить прогибы в лю­
бой точке многоугольника. В частности, используя предельный переход
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1։ш —

•.-о :
= Вт = «■' (0) = с 

:֊.о С

из (5.5) определим прогиб в центре правильного многоугольника

:о0 = хг* 1 -I- 2 1п — 
го /

3. Изгиб заделанной круглой плиты в случае, когда область 6„ есть 
круг, центр которого не совпадает с центром области плиты

Центр круглой плиты примем за начало координат (фиг. 6) и обозна­
чим через R радиус этого круга, Л, — радиус области 6.?.

Без ограничения общности примем

Из контурных условии плиты

= а, у, = 0 (г. = хс =■ а)

Имея в виду, что в рассматри­
ваемом случае

- = ««(;)= R: (5.16)

из формул (2.13) и (2.14) получим

«’о = г —а) (г а) г-

, {R'՝ ах) (R֊ — ат)Ф------------------------ -----------------------------------

л Го

(5.17)

П1И [2] для бнгармонической функции ‘1’ имеем

21 R ՝ (г — а) (г а) , .
ад, =: 1п—-------------£------=֊4՜ Ф

(R- -ах){R3—ах)
(5.18)

с применением интеграла типа Ко-

/•֊(К֊—г'-) (У?1 а՜ г2)
' R* {R՝—ЪЯРаг соб {> 4՜ а՜г՛՜) (5.19)

где Г и 0 — полярные координаты.
Представим теперь прогибы (5.17) и (5.18) в окончательном виде

и’о = — 2аг соя 9 — Гд
R' 2R՝аг соз 0 —

р-г? л го
4(*2 г՜) (/?’— ат՜')

R*(Я-֊ 2№ аг соз 6 ; а՝г2)

ад։ = -- хг| 1п '2 а г сов '> 4- с")
R1 - 2 R- аг сое 5 4՜ а*г՜'

(R- - г*) (/?' ֊ а‘гх)
R2 (/?’ — ИР аг со$0 4՜ а V)

(5.20)

(5.21)

Ф =

х п

1 +
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В частном случае, когда я = 0. будем иметь

= — « | rg ֊ rl(l 2 ln ֊ ) + ֊ (^;) | <522>

При Р из (5.22) и (5_23) будем иметь 

w„ — 0, Wj — 0 

что совпадает с известным результатом [3].

4 Изгиб свободно опертой по контуру круглой плиты о случае, когда 
области G и G разделены прямой линией, делящей область плиты 

на две равные части

Линию раздела областей 6\, и (7, совместим с осью у. а центр обла­
сти плиты примем за начало координат (фиг. 7).

Для рассматриваемого случая общее решение представится формула« 
ми (3.8) и (3.9), которые в полярных 
координатах будут иметь вид

w0 - ' r'-'(l cos 25) ■ Ф 

(5.24) 
Wj - ։. г (1 + cos 20) — Ф 

2 ՛

Бигармоническая функция Ф в об­
ласти плиты разлагается в ряд 

Ф = До - В,г- -Ь

-!• У}(Д2я и՜'1 1 4- Въ,-\т՛'' )cos(2n -1)5
л~։ Фиг. 7.

(5.25)

Коэффициенты этого ряда подлежат определению из контурных усло­
вии.

Из условий равенства нулю на контуре соответственно прогиба и из­
гибающего момента имеем

Ф(Я, Ь) =֊■

&Ф ։ ji £ф\ 
Or- Г г dr)r.R

— R" (1 cos 29) при —— < 9 —
2 2 2
7. ~ ЗтГ

— R- (1 4֊ cos 20) при —- -< 0 . ——
2 2 2

— (1 4- ?) *'•(! + cos 25) при-----՝— < 6

(1 4՜ ?)у- (1 -г cos 25) — 4х при — 9

(5.26)

2 
u (5.27) 
Зп

15



Внеся (5.25) в (5.26) и (5.27). определим указанные коэффициент 
ты А>:, В,.. Далее, подставив найденные значения этих коэффициентов в 
(5.25). после некоторых преобразований получим

Ф =
1 4- и - Л-1(4я-— 1)(4п | թ-1)

2ո (3 4- ;0 I- 1
2л-3

— րօտ (2л 1)5 (5.28)

С учетом этого выражения прогибы (5.24) представим в окончатель­
ном виде

ад = — г (1 4-օօտ 20) - ------- (R- г")—

4« ~ (՜ ” ( Я՜) Г .

-------- \ —т------------------------- 1 — :*) г--г * £։(4лй-1)(4л4-'Л֊Щ

2(3 • ;0 п ;-!-!■ к -
2л 3

соя (2л 1) 5 (5.29)

где из двух знаков верхний относится к области 6’« — '. а нижним — к 
области 6, I.

Заметим, что когда температура т(х. у) имеет постоянное значение 
т„ во всей области плиты 6', прогибы определяются формулой [3|

ш = -^-(Л= -г։) 
1 I- и

При этом плита остается ненапряженной

Д/г = р(д‘и’ [ р ди'
\ Ог- г Ог

Ереванский политехнический институт 
им К. Маркса

= 0

Поступила 30 XI 1979

!1 0. 1Г. 1111ՊՈՆՋՅԱՆ

Ри.1‘1М| ՍԱԼԻ ԾՌՈհՍ՚ււ ԱԱՍՆԱհԻՈՐՆՆ ՏԱՔԱՑՄԱՆ ԴեՊՔՈհՄ

I). մ փ ո փ ո է մ

Դիտվսւ մ է սալքւ ծոման ջերմтшн.шձգական քսնղրի աչն ղեպըը, Լրբ նրա 
մ/ւ մասր աարար/յէում էէ իւէկ մյոէււ մասի չհրմասաիճանր պահվում է հավա­
սար ղրոյիէ Տաքացման մասում ջերմաստիճանը ըստ սա/ի հաստությանը փո-
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փոխվում Լ գծայնորեն, իսկ այղ մասի ներյւհի ձ վերևի նիստերում ունի միե- 
վհոլյն Հաստատուն, բայց տարրեր նշանի արմերն հր է քհաււ մնասիբության
նււլասքակն է նշված ջերմաստիճանային ղաշուի սյայմաննևրւսմ որոշել սալի 
սու տեղական մա կերևայթի ղի՚-իերենցիալ Հավասարմ ան րնդհ անուր լուծումը և 
քէսծհլ կոնկրետ իւնղիըներւ (1.23) և (1.24) ընդ Հուն ուր լուծումը ս սլացվել Լ 
այն սլայմանից, որ սա)ի տա րացվ ող և շտարացվ ող մասերը ստհմ անաւիա 
կող մակերևույթի բոլոր կետ երամ այղ մասերից մեկից մյուսն անցնելիս 
ղեֆորմ ացիանեբր և. ներրին ոլմերր մնամ են անընդհատ >

վերջնական տեսրում բնդհանար լուծումը, բացի Հայտնի մ ասնակի լու­
ծումից, որբ Հուշվի Լ տոնում ջերմաստիճանի խզումը, պարունակում է նաև 
մեկ բիՀաբմ/ւնիկ ֆունկցիա, որբ որոշվում է խնդրի եզրային պայմաններից:

BENDING OF A PARTIALLY HEATED PLATE

0. M. SAPONJIAN

S и m m a г у

This paper is concerned with the thermoelastic problem lor a 
plate in case when some part of the plate is heated while the tempe­
rature of its remaining part is zero. It is supposed that in the heated 
part the temperature is distributed linearly through the thickness of 
the plate and has the same constant values both on the upper and 
lower planes of the plate, minus and plus respectively.

The aim of this paper is to obtain the general solution to the 
plate differential equation and solve some particular problems. General 
solutions (1.23) and (1.24) are obtained from certain conditions, where 
at all the points of the surface dividing heated and unheated parts 
of the plate, deformations and inner forces remain continuous.

In its final form, the general solution contains the well-known 
partial solution reflecting discontinuity of temperature, as well as one 
biharmonic function which is determined from the boundary conditions 
for a particular problem.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ Н Л У К А РМЯН СК О И ССР

|!'ХХХП1. №3 Мехавий

Н. X. АРУТЮНЯН, М А. СУМБАТЯН

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ ДЛЯ СЛОЯ

Рассматривается плоская задача теории установившейся ползучести 
о действии распределенной нагрузки на слой конечной толщины, лежа­
щий без трения на жестком основании. Материал слоя считается несжи­
маемым и находящимся в условиях нелинейной ползучести, когда связь 
между интенсивностями напряжений и скоростей деформации выражается 
степенным законом.

Указанная задача для случая полуплоскости рассматривалась в [1|. 
В | 21 построено решение этой задач»! для тонкого слоя. В настоящей ра­
боте предлагается метод, позволяющий получить решение данной задачи 
для слоя произвольной толщины. Сущность его состоит в следующем.

Закон распределения касательных напряжений в слое представляется 
в форме (1.7). содержащей некоторую произвольную функцию / и пара­
метр а. Такое представление является естественным обобщением соответ­
ствующего выражения (16) для касательных напряжений в слое в случае 
линейной теории.

Это позволяет построить решение рассматриваемой задачи, которое 
удовлетворяет уравнениях։ равновесия и граничным условиям, но не удов­
летворяет уравнению неразрывности деформаций. Однако структура по­
строенного решения такова, что, пользуясь вариационным принципом 
Кастнлиано, можно так подобрать произвольную постоянную а, ч։обы 
удовлетворить и уравнению совместности Сен-Ввнана. I аким образом, 
уравнение совместности удовлетворяется приближенно в вариационном 
смысле.

В линейном случае данный метод приводит к известному точному ре­
шению задачи о слое. В общем случае при стремлении толщины слоя к 
нулю получается решение [2].

I. Пусть на верхнюю грань слоя толщины /г, покоящегося без грения 
на жестком основании, действует распределенная нормальная нагрузка 
/’(х,) (фиг. I).

Слой находится в условиях нелинейной установившейся ползучести, 
а его материал несжимаем.

Тогда уравнения квазистатического равновесия

31! I °12.2 “ О 

“12.1 + 322.2 ~ $ (1.11
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Связь между напряжениями и скоростями деформации при п юской 
деформации

311 '■'22 - ։-
9 ' ’?։~ ՝л> =12~ 31з (1-2)'

пе Я,՛, 1*1—интенсивности касательных напряжении и скоростей дефор­
мации.

Пусть уравнение состояния для материала слоя выражается степен­
ным законом [3. 4]

в. А^> т>1 (1.3)

Тогда, чтобы получить полную систему уравнении задачи, нужно 
присоединить еще условие совместности скоростей деформации Сев-Ве- 
И1на

5», и гз2,22 ~ 12 ^1-4)

И граничные условия: 

при л« =0 = 0, ш — 0
, л |/'(х։), (1,5>

при х~ — /} з.л = 0. 3.,., — ' 1
" I 0 вне 2

где —область действия нагрузки, а V|(: = 1, 2) координаты вектора 
скоростей деформации.
Г Как известно [5]. в случае линейной теории закон распределения ка- 

ыгсльных напряжений п|2 п слое определяется выражением 
то

'2 Г !'\ /- Г Ь <Л\ 111: $\М1Х> -засЬихчзЬиА . .. .Е= ֊ — р (։) л -----------------■. ■■■.................. ■------------ и яп и (х։ - ■.) Л/
- Д 8П 2иЬ *|- 2ип

о
(1.6)

Основываясь на этом представлении, закон распределения танген­
циальных напряжений в слое в рассматриваемой нами задаче возьмем в 
следующей форме:
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2 Г />1 Г Q sjn « (•*։ “ ֊) il 7iffi» =-------- р ('-) dz ■ ------ --------------------- du (1.7)
- J J f(auh) и

0 !

где Q = (auh) ch (a un)' [ch (aux;)՛]' - {aux.)’ [sh(aux.)՜]'sh (au/։) 

2v=----------- - a 0 — произвольная постоянная, /—некоторая фуик-
rn H- 1

ним, обладающая поведением на бесконечности, необходимым дли схо­
димости несобственного интеграла и (1.7). При этом на верхней грани

слоя 0, а при .с 0 ;к 0 в том случае, если * -֊- Поэтому

в дальнейшем на ’ (и /л) налагаем условие

’т<1 или 1 /у» 3 (1.8)

Функция /. а также постоянная и, которая зависит от будут опре­
делены ниже.

Пользуясь пы ражен нем (1.7) для GIJ։ из 2-го уравнения равцоиесн։ 
(1.1) получим

ро
Sjj =—I р(;)/Г: I—S—cosu(x։ - *;)</« (1.9)

- J J f(auh)

где

(2 (auh) ch (auâ)'ch (uaxj — (aux:) sh (au.vtt)sh (eu/։)' r

4- ch(aux3) si» (ou/։)

Удовлетворяя граничному условию (1.5) для <?;. при х. = h, Ояредг 
лясм функцию /. Она будет иметь вид

/(auh) — sh (2 (au/։)’} — 2(auh)՝ 11.10)

В этом случае внутренний интеграл в (1.9) равен -^~:>{хх- ;) (о—дель-: 

та-функцня Дирака), откуда следует, что зу; - р (х^) при 
5ЭЗ = 0 вне £2.

Заметим, что при 1 (т = 1) а = I и выражение ( 1.7) 
ДИТ п (1.6).

Решение первого уравнения равновесия даст

2. Г,, (6) л Г--------------- %-------------- — О
т J J sh [2 (auh) j 2 (auh) u* 

псрех<

(1.11).

где Q" (auh) ch [auh) |ch(aux;)’j" [ (auxj [sh (au.r:)'| i 5h ( auh)’
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Заметим, что при выполнении условия (1.8) особенность, содержа­
щаяся во внутреннем интеграле (1.11) при и 0. .является интегрируемой.

Перейдем к нахождению скоростей деформации точек слоя. Из (1.2), 
(1.3) следует

. _ Л-՞1՜1 Ч ''•֊'֊ с _ л-՞1՜5- -______ г-
Ь11— ~ -Г? — /I3/ -■)£•( г22— -ц

Интенсивность касательного напряжения п, имеет вид

3,- = ~ Г (3П а!й)՜ 1՜

(1.12)

(1.13)

Поскольку касательное напряжение о,, обращается в нуль на верхней 
и нижней гранях слоя, то оно будет мало по сравнению с нормальными 
напряжениями п2: к ст,, всюду в слое. Поэтому без большой погрешности 
в формуле (1.13) можно пренебречь членом, содержащим о, . Тогда будем 
иметь

, _ |дп-3гз| 
1 2

С учетом (1.14) формулы (1.12) дают

-22 = I '22 — 3И I ֊ч։?п (г2? ~ °11)
2-

(1.14)

(1-15)

или

К5Г5>?пг22.= (и- —
2 \ т

что эквивалентно

1*2.2 Г 51?пги= Л ‘ ;-1-՛ ~ Зц 
2

(1-16)

Для нахождения скорости и2 необходимо проинтегрировать это соот­
ношение по х:. Для этого поступим следующим образом. Используя из­
вестное неравенство Гсльдера [6] для функций 2Г и £ 1 е

показателями р = —» д = -— (1//> 1,!д = 1), получаем
и 1 — и

= [Н’2(х1, х..)| - |г«2(х։, 0)|]' л< 

млн, с учетом граничного условия с';(х։. 0) = 0

г»3 2|' с/х« < | ш ( л ։, х2) ['х1.֊ ' (1.17)
о
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Легко видеть, что при крайних значениях и. а именно, при |л Он 
и ~ 1. соотношение (1.17) переходит в равенство

- |v2(Xj,
и

xS)l « 11 (1.18)

которое является точным.
В силу этого естественно предположить, что и для значений и в ин­

тервале 0 < р < 1 погрешность этого равенства невелика. Для истинных 
же значении скорости перемещения получаемое ниже выражение вида 
(1.20) является оценкой сверху.

Теперь, с использованием последней формулы, из (1.16) можно опре­
делить скорость

I V՛.՛ (х։. *я) Г = -Дт ( —/п ^2 Sign Sja (1.19)
х2 J I о

Из (1.19) после проведения интегрирования в правой части с исполь­
зованием формул (1.9) и (1.11). в частности, получаем выражение для 
скорости осадки поверхности слоя (при х; — Л)

Ф(а. |}; х) — вырожденная гнпергеометряческая функция [7].
Отметим следующие свойства функции ^(м):
1) Она положительна при « > 0

2)

3)

£(0) = 1/2

, , ՝ 1 + v 1
/-(«) ՝ -тт~— ”РИ 

Ъ՝՝ и

(1.21)

и — сх>

Укажем общий подход, позволяющий определить постоянную а, вхо­
дящую в решение задачи, из условия удовлетворения уравнению совмест­
ности Сен-Венана с помощью вариационного метода Кастилиано.

Известно [3|, что вариационным эквивалентом тождества Сен-Веиа- 
на является принцип Кастилиано, состоящий в том, что фактические зна- 
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чення напряжений в теле доставляют дополнительной работе А* минималь­
ное значение по сравнению со всеми соседними значениями напряжений, 
совместимыми с уравнениями равновесия и с граничными условиями. Лег­
ко показать, что в случае физической нелинейности вида (1.3) функция /? 
имеет вид

«■ Л
R = -^֊ С С о?41 </х,Лс? (1.22)

пг {- 1 ,1
— со ••

что с учетом формулы (1.14) дает следующее правило для нахождения 
постоянной а. Последняя должна быть найдена из условия .минимизации 
функции

ОО /1
М ( (пя- 3։1|т4,</х^х։ (1.23)

— со 11

где ՛•... и о։| даны выражениями (1.9) и (1.11) При этом необходимо вы­
бирать го значение параметра <.՛, реализующее .минимум функции ( 1.23) 
(в случае, если а неедниствеино), которое получается непрерывным обра- 
зом из значения а = I при непрерывном изменении параметра м ог 1 до 
заданного значения. Конкретная реализация указанного процесса мини­
мизации функции ( 1.23) может быть осуществлена численно с использо­
ванием ЭВМ.

В пункте 2 будет указан способ, позволяющий определить неизвест­
ную о совершенно другим путем.

2. Рассмотрим контактную задачу установившейся ползучести о вдав­
ливании жесткого штампа в слон, физические свойства которого описаны 
и пункте 1. Трение в области контакта отсутствует.

Исследуем сначала вопрос о характере особенности контактного на­
пряжения в окрестности угла штампа. Покажем, что особенность напря­
жении такая же, как и полученная в [8] для задачи о трещине в степенно- 
упрочняющейся среде. Доказательство аналогично изложенному в 18], 
если доказать, что криволинейный / —интеграл [9|

/= Г| |г</х—г —л | (23)
I I

г

но контуру Г. охватывающему вершину штампа О. не зависит от выбора 
пути интегрирования. Здесь

с»7
«^= [ »уЛ„. 7՝֊ = %". 

О

—координаты единичной нормали к I ).
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Поскольку рассматриваемая задача решается в рамках теории малых 
деформаций, то интегралы по отрезкам АВ н СО поверхности слоя следует 
брать по нсвозмущенной поверхности.

На участке свободной поверхности АВ с1х: = 0. 7' = 0, поэтому

На участке области контакта С£) (1х. = (), следовательно.

Г 1ГЛг, = о
со

Кроме того. • ил.
С ~ . Г <4 , СI ,
.) Т л = .1 Ъ п‘ + °-= +

СП ' со со
I-12—— п։ 4- зи---- - п2 = О

их1 Ох} ՝)

так как на СО п։ 0, зг — 0 и —— = 0
ЛСд

Таким образом.

Л НС О

и. переходя оч криволинейного интеграла по замкнутому контуру АВС1) 
к двойному интегралу по области, заключенной между кривыми Г, и Г.-, 
так же, как и в [9}. получим, что

Л - Л = о (2.2)

Таким образом. 7 интеграл не зависит от выбора Г.
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Далее с использованием этого факта, аналогично [8], получаем

5 s..— — при г — 0 (2.3)
/•

(<■ — расстояние до вершины О).
А так как ь, — из (2.3) окончательно имеем

-•Wn + О

г. при r_.() (2.4)

При Ш = I из (2.4) получается корневая особенность напряжений и 
скоростей деформации, что совпадает с известным результатом линейной 
теории.

Найдем теперь распределение контактного напряжения /’(•'■). поль­
зуясь решением плоской задачи установившейся ползучести, полученным 
л пункте 1.

В этом случае задача сводится к нахождению контактного давления 
p(xi) из интегрального уравнения (1.20), рассматриваемого при 
причем скорость внедрения основания штампа i'3(.Xi. >i) является заданной 
Функцией и определяется формой основания штампа. Можно показать, 
что ядро рассматриваемого уравнения содержит слабую особенность вида 
|х։ —g| (1 и, следовательно, уравнение является фредгольмовым 
уравнением первого рода.

Пусть область контакта Q = (—Ь. Ь). Для простоты ограничимся 
случаем плоского основания штампа. В этом случае v.(x>, Л) постоянна 
по х։.

Положим л =/։/£. Поскольку но своей сути метод получения инте­
грального уравнения (1.20). изложенный в пункте I. ориентирован на слу­
чай небольших относительных толщин слоя, будем решать рассматривае­
мое уравнение асимптотическим методом «малых л» [5]. Для его успеш­
ной реализации осуществим аппроксимацию трансформанты ядра урав­
нения:

Маи) —֊— у
(Я- + С֊и֊)

(2.5)

которая учитывает все ее свойства (1.21). Здесь

(2.6)

С учетом того, что под штампом деформация всюду сжимающая, а 
следовательно, sign е.: совпадает со знаком Р(х.). приходим к уравнению

2*
( ■ 1Г,
I (/?■֊■ 4 CV)'2 (2.71
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в котором введена безразмерная координата х — х, /7/ и обозначено

' | г2(л-։, Л) Г/Л ~ еоп$1

Первый член асимптотики решения уравнения (2.7) методом «ма­
лых л» может быть записан либо в мультипликативном

виде. Здесь у(х) ~ —решение уравнения (2.7) на оси в свертках,
а 7(х) — решение уравнения Винера-Хопфа на полуоси

ое 
1 ,•» • — ,

■•՛■ ->• «•

11 —ОС

которое строится известным методом факторизации [5] и имеет следую­
щий вид

Здесь I (а) гамма-функция Эйлера, у(сс. х) — неполная гамма-функ­
ция [7].

Полученное решение имеет на концах штампа степенную особенность 
вида х 1 или л- '/ что соответствует (2.4). Таким образом, струк­
тура исходной аппроксимации ( 1.7) выбрана так. что решение на концах 
штампа имеет нужную особенность, то есть подобранная аппроксимация 
верно отражает эту важную характерную особенность задачи.

Укажем способ нахождения постоянной а. отличный от предложенно­
го в пункте I. Известно, что при малых /. основной вклад в решение за­
дачи вблизи конца штампа вносит поведение трансформан ։ ы ядра инте­
грального уравнения на бесконечности, а вдали от концов поведение 
этой трансформанты в нуле. Поскольку, как видно, например, из (2.6), 
постоянная а определяет поведение трансформанты Л(<ш) \ишь на беско­
нечности, а ЦО) от а нс зависит, то очевидно, что от значения этой по­
стоянной зависит коэффициент при особенности решения на концах штам­
па. Поэтому а может быть найдено из условия приближенного удовлетво­
рения уравнения Сен-Венана вблизи конца, где как раз наиболее велика 
возможность нарушения сплошности среды.

С этой целью поступим следующим образом. Запишем уравнение 
сплошности (1.4) с использованием формул (1.12). (1.14) через напрЯ- 
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женил. В результате получится нелинейное уравнение, содержащее a.t, 
Си, о;: и их частные производные. Эти функции даются формулами (1.7), 
(1.9), (1.11) и получающимися из них дифференцированием, причем 
/>(*<) уже найдено. Устремляя во всех этих формулах х. к Л, х, к пулю, по­
лу ’им их представление при л; ~ Il в окрестности точки х, - Он виде сте­
пенных функций от х, с некоторыми отрицательными показателями. Под­
ставляя затем эти степенные функции в полученное нелинейное уравне­
ние и пренебрегая в показателях членами вида 1 V, после сокращения на 
xf • получим для определения величины <• = ст' кубическое уравне­
ние с коэффициентами, зависящими только от -л Решение этого урав­
нения с (ли), непрерывно ответвляющееся от линейного значения 
с(1)=1, определяет постоянную а.

Значения величины а для некоторых т приведены в табл. I

Таблица 1

V 1 0.95 0.9 0.85 0.81

m 1 1.1053 1.2222 1.3520 1.4691
a 1 1.06’' 1.2374 1.6759 2.7511

Точное решение рассматриваемой здесь задачи связано с математи­
ческими трудностями принципиального характера. Для получения при­
ближенного решения были приняты некоторые допущения, которые позво­
лили решение нелинейной краевой задачи теории ползучести для слоя 
представить в аналитической форме.
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THE PLANE PROBLEM IN THE CREEP THEORY FOR A 
FINITE THICKNESS LAYER

N. CH. HARUTUNIAN. M. A. SUMBATIAN

S u m rn a г у

The paper deals with the plane problem of a steady non-linear 
creep under the effect of a normal distributed load on a finite thickness 
layer. The solution obtained satisfies all the equations and boundary 
conditions of the problem, except the identity of the Saint-Vcnan con­
sistency. Nevertheless, the presence of the arbitrary constant a in the 
solution s structure makes it possible to satisfy the latter equation ap­
proximately in a variational sense.

The contact problem for the rigid punch pressed into the finite 
thickness layer is also solved.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
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А. Г. БАГ ДОЕВ. Л. А. МОВСИСЯН

УРАВНЕНИЯ МОДУЛЯЦИИ В НЕЛИНЕЙНЫХ
ДИСПЕРГИРУЮЩИХ СРЕДАХ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 

К ВОЛНАМ В TOI 1КИХ ГЕЛАХ

Общий подход получения уравнении модуляций при помощи осрел- 
иснного хангранжиана дан в |1j. В [2| дается применение метода J !| к 
исследованию изменения во времени, а также устойчивости групп волн. 
В рабоц- [5] введением лучевых координат получены возмущенные отно­
сительно осиЬйнбй волны уравнения для медленных изменении амплитуд 
и фаз. Дается применение уравнений к дифракционной задаче вблизи гра­
ницы света и тени. Аналогично при наличии также и падающей волны по­
лучены связанные уравнения для амплитуд и фаз падающей и отражен­
ной волн.

В настоящей работе обобщением метода | 1 ] на случай учета вторых 
производных от амплитуды для произвольной среды выводятся уравне­
ния модуляции в пространственной задаче. Указано, что из них другим 
путем следуют результаты |3|. Записаны условия устойчивости, а ~акже 
расширенные условия устойчивости волн. Приводится асимптотика ли­
нейного решения [1| и показано, что уравнения модуляций удовлетво­
ряются. Дано сравнение с нсдиспергнрующей средой. Дается пост.яовка 
решения соответствующей нелинейной задачи. Полученные уравнения мо­
дуляций и условия устойчивости применены к задачам распространения 
Нзгибных воли в пластинах г. оболочках.

I. Ь'ырод уравнений нодудяипн

Уравнения для медленно изменяющихся амплитуды а и компонент 
Ос волнового вектора согласно [ 11 можно определить с помощью осред- 
ненного лагранжиана

2~
£■=2- j Z. (<!>,, Фд.., <!>)</֊ (1.1)

о

U- ch.
где -■ есть эйконал, х, — координаты, t время, - — xti —— — «•» •— 

частота волны, Ф искомое решение, которое для малых а прибли­
женно .можно записать в виде <i> = acos՜-. Здесь и в дальнейшем ин­
дексами /, х;1 •։», я. обозначены производные.
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(1.3)

(1.4)

При наличии многих неизвестных функций Ф' в условиях рас­
сматриваемой высокочастотной асимптотики можно в конечном счете 
с помощью варьирования по амплитудам о4 выразить их через одну 
из них, поэтому без уменьшения общности при выводе уравнений рас­
сматривается одна амплитуда а.

Для нелинейных волн малой амплитуды, из (1.1) после подстановки 
‘1’ = aCOST можно получить в адиабатическом приближении [1]

L - G (<»*, а., Х{) cr + -i- G.. (af. х;) а* (1.2)

Первое слагаемое в правой части соответствует линейному приближению, 
причем

(«>о» л՛,) *-՜ О, % = w0 (a., х.)

Дает дисперсионное соотношение линейной задачи
Соответствующие ( 1.3) уравнения лучей 

dx.  di։ 
dt дъ. ’ dt dxt

d“»o n 
где —— - G. групповая скорость. 

Оу.(

Соотношение (1.2) соответствует приближению нелинейной геомет­
рической акустики [1].

Для дифракционных задач, а также в вопросах устойчивости волно­
вого движения необходим более точный учет членов в А, что достигает­
ся I 11 введением двух времен Г и т, причем производные функции <1’ = 
= aCOST берутся в виде

ЭФ/^/ = a sin т 4֊ cos ■ (1.5)
dt

дФ/дх — — л a sin * 4- cos * 
Ох. I

Поскольку члены с производными от .1 относительно малы, их сле­

дует удерживать только в квадратичных слагаемых в А. Тогда в А члены, 
da да у

содержащие а —— и а -^֊ • выпадут ври интегрировании и L можно

.. ~ 1 да 1 да
получить из (1.1), заменяя в и ш • »ч —----------. a • a. ----------  йот-

a Ot ‘ ։ a
брасывая первые степени производных от а

Т гч х •• I 1 I л՝ / I г- даL G(m, а ) (Г ֊ - — j G.... ( -----  ) • G.։a — —-------
2 I \ at / ՛■>Oxi дх,

-2C"’.^$i֊ -К0՛ <L6)
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Здесь и далее, если не оговорено, понимается суммирование по повто­
ряющимся индексам. Варьируя (1.С>) ио а. можно получить уточненное не­
линейное дисперсионное соотношение

(1.7)

Те же результаты получаются для производной порядка И от Ф в лагран­
жиане. Предполагая, что имеются малые возмущения волны, характеризуе­
мой эйконалом т и рассматривая малые модуляции волны т = т-4-<|, мож­
но для малой фазы ՛} мл (1-7) получить уравнение, выведенное другим 
путем в [3].

При варьировании ( 1.6) ио т. если оставлять малые основного поряд­
ка [1]. достаточно взять только первое слагаемое в правой части. Тогда 
н • общего уравнения модуляций

о_ «L a QL 
at д<» дх. да.

= 0 (1.8)

с использованием уравнении лучей (1.4) получится следующее соотно-
шеи и с

да-
Ot + 0Х( °

1 *•) dg д»)0 и#(а., Л,Л
Ох,. (п։ аг. Ох.

(1.9)
£ I

где я - С,., 6% а).

Полагая, как и выше, т = т—<(, можно из (1.9) получить уравнение 
для и՜', выведенное другим путем в | 3].

Таким образом, из общих уравнений модуляций. (1.7), (1.9;. рас­
сматривая малые возмущения относительно заданной волны, можно по­
лучить уравнения [3] и соответствующее нелинейное уравнение Шредин­
гера для комплексной амплитуды ое'՜.

Общие уравнения модуляции даются (1.9). к Котором) следует до­
бавить уравнения сохранения числа волн | I]

■з. —COnSt

дш да. / д* д& да. сЛ->
------- и —’ = 0 -— =------------ 4-------  

ох( д( \ дх. да. г дх, Ох.

Согласно (1.7), в котором можно принять С - СЛ. (т) (.•> >• „), имеет

место

1 Cgw0_______д~а
2(: да.да дх,дх,

(1-11)

/ д«՛ \ С2(х.)
( ----- ( у , 1 что представляет дисперсионное соотношение.

Тогда из (1.10) в основном порядке получится
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<Ло0 б/а(
^7%֊

да* / дю \ о / 1
Ох. \ Оа՜/^ Ох \ 2« д*&да,

*) _ 0
о*.

о՝а

<>хкОх. 
л /

(1.12)

Таким образом, (1.9) и (1.12) составляют полную систему нелиней­
ных уравнений модуляций.

При получении (1.11) из (1.7) учтено, что в силу малости вторых 
д 

производных от а в них можно в основном порядке подставлять — ~

Г 0 аС. —• сЭто соотношение выполняется в вышеуказанных задачах 

для малой амплитуды и высокой частоты.

2. Условия устойчивости

Отбрасывая в (1.12) вторые производные от о. получим уравнения 
в приближении нелинейной геометрической оптики. Тогда для (1.9) и 
(1.12) можно записать уравнения характеристик, вид которых не зависит 
от последних членов левых частей уравнений, го есть одинаков для одно­
родной и неоднородной сред. Условие действительности характеристик

Г(хе I) — 0 или нормальной скорости характеристики имеет вид

где

֊—1—Л'Д',. О'/. да а/

(2.1)

к,= ^.

о

Учет 
Для

вторых производиых 
простоты рассмотрим

от а в (1.12) расширяет область устойчивости, 
случай однородной среды. Пусть «... «/<> обозна­

чают невозмущенные значения. Положим « а.. а, а.. -■ ос/. То-
г да 
ний

после хикезрнзаиин (1.9) и (1.12) возмущенные уравнения .модуля- 
примут вид

о а

01

1 да,

Оада. Ох * • / /
(2.2)

да /՛ дю '| да' 1 д д2«^ д'а՛
о։ : 0 \ ост Ох. Час Ох. д’»^. ^хкОх.

д | о о
где — = — С, ;— есть производные вдоль луча. Исключая из 

(П к 01 дх;
(2.2) о/, получим
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4 дх(()х. <)х"х; • Ол'/Лгр )

<.(2/—I* х )
Полагая и — Ае , из (2.3» можно получить уравнение для 2,
условие действительности которого имеет вид (для плоской волны 
можно полагать Г к;х, -I =■ 0)

(2.4)

Здесь, как и з (2.1), к. обозначает волновой вектор волны (характеристи­
ки), задающей возмущения основного движения.

Последнее условие выполняется или в силу ( 2. Г) или при выполнении 
соотношений

(2.5)

которые расширяют область устойчивости (2.1) на случай учета вторых 
производных от а.

3. Исследование линейных и нелинейных волновых пакетов на 
больших расстояниях от источника и для больших моментов времени

Для однородной диспергирующей среды решение задачи о начальных 
условиях получается применением метода стационарной фазы к ин гетра- 
лам Фурье и имеет вид [ I]

а =
?(«/)

(3.1)

где ՛! — число измерении пространства, а получаются из уравнений ста­
ционарности фазы (о.,г—а(х; в виде уравнений лучен для однородной 
среды

= С.= С,(’У> (3.2)
/

Проверим, что (3.1) и (3.2) удовлетворяют уравнению (1.9) для 
однородной среды

+ = о (3.3)
О/ ՝

3 Известия АН Армянской ССР, Механика. № $
33



Для этого заметим, что для произвольной функции Ф (а ) —* -гОТ ■
(7ф оф (Уа дФ оф оа,-

4 - С,--—— 0 в силу (3.2), так как —— = V----- т-Л----- — V —-•
Ох. ? ъ ОТ — да. д1 их — Оа. дх.• / < / л

• Тогда (3.3). очевидно, удовлетворяется.
Для нелинейной задачи к (3.3) следует присоединить (1.12). запи­

санное в виде, в котором вторые производные от а по (3.1) малы и .могут 
быть опущены. Тогда (1.12) принимает вид

да. ՝ да. да2 / д<* \
01 • дх^ ~дх.\ Оа2)„" ° (3.4)

Решение уравнений (3.3) имеет снова вид (3.1) с точностью до малым 
О(<т‘). Однако а. определяются не по (3.2), а из уравнения (3.4).

Таким образом, для нелинейной задачи выполняются уравнения (3.3), 
(3.4), которые можно решать методом простых волн или переходом э 
плоскость годографа (в одномерном случае) | 1]. Отмстим, что для 
диспергирующей среды по (3.2) дС,'дх. ֊ ч//. В то же время для не-

</С։ л 
диспергирующем однородной среды в одномерной задаче -.— и, то есть

с/х,
„ М1 дС: д\п^/ 

имеет место вырождение условия, а для п измерении [•!] — - —— »

где ] есть якобиан перехода от .г,- к лучевым координатам. При этом 
[5] / — сг։ \՝, где сг1 — нормальная скорость волны, V площадь 

фронта полны внутри лучевой трубки. Для однородной среды 
\՝ ..,֊1 <>С.- п - 1

» ՝(~ — —-—’ н отличие от случая диспергирующей среды.

Таким образом, в диспергирующем и недиспергирующей средах (не­
линейная оптика) лучевые рушения существенно различаются, хотя ураз- 
пеняя модуляции (1.9), (1.12) но форме одинаковые. Этот факт недоста­
точно четко отмечен в | 1 ].

4 Конкретизация коэффициентов уравнении модуляций 
для изшбиых волн а пластинах

Можно рассматривать квазимонохрома 1 ическис изгибные волны вы-;, 
соком частоты в пластинах. Предполагается, что хотя частота ы велика, 
но ый невелико (/? толщина пластинки), что позволяет пользоваться 
известной классической теорией 16. 7]. Для несжимаемой среды* можно 
взять следующие соотношения для связи \агранжиаиа с компонентам» 
•'Л(/ - I, 2. 3) перемещений по осям л<, где ось хг направлена по нормали 
к пластинке

£ =■-- Г- Г. (4.П

|']ес;кнмаемогть среды принята дли укрощения записи соотношений.
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àut t du.,

Cfx.. </.<!

Ôlh àut _ 2 v °'ih

Uxx dx2 <>a-!<>x=

։де 6'—модуль сдвига (Е = 36), Су.— нелинейный сдвиговой коэффи­
циент [7],

Хотя при выводе (1.6) использовался лагранжиан (1.1). зависящий 
01 первых производных искомой функции, форма ( 1.6) получается из ле­
вей части линейного дисперсионного соотношения 6'(о>, а,) О, верного 
для зависимое#! лагранжиана от производных любого порядка, разложе­

на да п ..
инея по степеням ——> Поэтому ( 1.6) верной в оощем случае, в чем

можно убедиться на примере изгибных волн, вычисляя согласно (1.5) вто­
рые производные от

Отыскивая

Wj = w0 4՜ Ь sin " - />։ sin 2՜. и- — v{) г <■ sin - 4֊ с։ sin 2'
„ 0֊ ô: à֊. <4/2)

wa — a cos' + «j cos 2-, -----= —<■>, -------— a1։ ------  = x.
ut Uxx (ix*

и вводя r (4.1). можно получить осредненный лагранжиан в адиабатиче­
ском приближении

L = L (а, а,, 6, 6։, С, сп ы, а., //t>, v0) (4.3)

Приравнивая нулю производные 6 по амплитудам, можно получить систе­
му шести уравнений, дающих дисперсионные соотношения. В полученных 
уравнениях для изгибных волн в нелинейном приближении можно счи­
тать до порядка «’ п, ~՜ b = с = 0. что соответствует отсутствию взаимо­
влияния волн в первом порядке по и. и получить нелинейное дисперсион­
ное соотношение. При этом уравнения для »Л, и с'„ имеют различные реше- 

и и а
иия для типично дифракционных задач, для которых —- ----- • ~ ~ О
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и для одномерных по х, задан, в которых —— = 0, — ~ С-— • 
дхй д1 дхх

Тогда получится следующее дисперсионное соотношение:

*1’1 - С.’х = .ту-—777-7- = ’? !- <Л*։
2(12՜ П~к~)

ы = <н0 4- Зо-Н'оР
2/г

ЛЧ-‘ 
10

(4.4)

с՝=л /< ՛ 4- ;

где для первой задачи < — 0.75, и для второй
3

— А2Л*.
8

Рассмотрим случай пластины из однородного материала

Согласно (4.4) — -у — 2б'Л/ (о,/ СИМВОЛЫ Кронекера) и

(1.12՝, получится

о\ 
к /.

из (1.9),

где

±.2д._^_ = 0, С,= ^ 2^
(Н дх։. (}11 '

дп. д?.. да~ . д<ч \ д , 1 ’’ д’а \
~йГ " ~дх, ~дх. ՝,~да֊ 'п~ °։ ~йх11 У Г* 1 ’ °

3»'>0Р 

2/г
(4.6)

Из (4.6) видно, что значение коэффициента характеризующего 
срнэическую нелинейность (для упругих сред 72^0՛ а Для жидких 

7 >0), влияет на знак (— . Для металлов 10" [7], и, слё- 
\ №70

довательно. для реальных значений Д Л - 10 ‘ получается ।-----) <^0.
\ да:/^

Кроме того, для пластин согласно (2.1)

(4.7)

где А’՜ есть волчбвое число для возмущении, и согласно (2.1) имеет место 
неустойчивость в приближении геометрической оптики. Пспользоваиие 
более точного условия (2.4) позволяет обеспечить устойчивость для ампли­
туд» удовлетворяющих (2.5). которое запишется в виде

У Зб’ДА-')2

«6
(Г)֊/г

(4.8)

Здесь /е волновое число для ненозмущенной полны. Таким образом, 
условие устойчивости налагает ограничение на амплитуду а„ я отношение
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волновых чисел — возмущенного я исходного движений. При этом отно-к
инсльно коротковолновые возмущения (/?' 3> к) всегда устойчивы.

В качестве примера решения линейных уравнений модуляций можно
рассмотреть асимптотику одномерной задачи о начальных условиях.

Пусть при / ~ О

U:=f(xi)e‘t- и ֊^' = 0 (4.9)

։;։՛ (*|) — медленно меняющаяся функция на длине волны f-“—\ 
X /

Решение находится методом Фурье и после применения метода стациоиар- 
н.!Й (разы записывается в виде 

0 ■ | ——
w3 = acos ( —֊— —У a (?”.?• (4.10)

\ 2G’,f 4 / | r.Gxt

_ ]
где а- ֊—֊— Л (а) преобразование Фурье от —/(*։)• 

2Gj/ 2
Также можно получить асимптотику двумерной задачи о нулевых началь­
ных условиях и граничных условиях на краю пластинки:

(*։) 40» ~'=0 при х. = 0 (4.11)
О.с2

Асимптотика имеет вид

2^1Г՛ ц, .г/У, , о ? о.
а» = асо8-------- • а ֊ — ------------1 Г- — х; Г ЛЧ (4.12)

I 2г. 1֊.

Согласно уравнениям лучей (1.4)

х. = 2б,х2 (4.13)

и поэтому

а = (4.14)
- г

Как видно, (4.10) и (4.14) являются частными примерами решения 
(3.1) при « - 1 и 1՛ 2. и. следовательно, удовлетворяю! (3.3).

Можно для пластин произвести Солее точный учи членов в лагран­
жиане. добавив слагаемые за счет поперечных сдвигов и инерции враще­
ния, что необходимо для высокочастотных воли. Как показывает исс\едо- 
панне, при малых 7.Д вновь получится нелинейное дисперсионное соотно­
шение (4.4).

В рассматриваемой классической моде ли пластин произведен учет 
физической и геометрической нелинейностей. Последняя дается коэффи­
циентом у; (4.4). причем для многих упругих материалов слагаемое с у։ 
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в (4.4) является определяющим, что приводит к значениям р <0 и не­
устойчивости воли. Если рассматривать только геометрическую нелияей- 

((?<•< \
—, | из (4 4) 
О0"/(> I

при отбрасывании &2/'Р I совпадает со значением, полученным в [8]. |

5. Изшбныс волны в оболочках

Для Оболочек в выражении лагранжиана (4.1) связи деформации с 
перемещениями м, имеют вид

и т. д.. где оси х„ х;
/ I(с кривизнами -----

= -| _*. + _1 44- (5.1)
/?! 2 \ Ох, ' ^Х}

а 
выбраны по главным линиям кривизны оболочки։

и

Для квазимояохроматических волн можно искать в виде (4.2) н 
получить осредненный лагранжиан.

Для простоты, ограничиваясь случаем одномерных (х,) нзгибныч՛ 
волн для цилиндрической оболочки, можно получить дисперсионное 
уравнение

(5.2)

1. 1 -V Д 1 V ’» »
2 12 № ՝2 я! ю ։1'п ՛

(В (о„ учтены также поперечные сдвиги).
Рассмотрим условия устойчивости. Вычисление дает

(2-/л=)>о

|2Г(6 - 5/Лг) —72-3?-7г^— Л’/)|>0 (5.3)
б/а- I /?■} 3 \ 3/1

Тогда / = (//)֊> о. Можно видеть, что, как и для пластин,
д1՝

согласно (5.2) р<СО» () <^0, то есть из (2.11 получается неустой- 
\ да:/0

чивость.
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Па более точным формулам (2.5) получится условие устойчивости в
виде

\ да2/*

Отбрасывая в (5.3) в скобках малые добавки - (аА՛)', можно видеть, что 
правая часть (5.4) для оболочек больше, чем для пластин прл выполне­
нии приближенного условия

I <зЛ)|>1(£Г (։А<<1)
При атом допустимые значения амплитуды для оболочек больше, чем для 
пластин.
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THE MODULATION EQUATIONS IN NONLINEAR DISPERSIVE 
MEDIA AND THEIR APPLICATION TO THE WAVE

PROROGATION IN THIN BODIES

A. G. BAGDOEV, L. A. MOVSISYAN

S u m tn ary

By means of the averaged Lagrangian the equations of modiilalion 
in a space problem for nonlinear dispersive media, considering the 
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•second derivatives of amplitude, are deriv ed. The generalized relations 
-of wave stability are written.

The obtained modulation equations and stability conditions are 
applied to the problem of propagation of bending waves in nonlinear 
elastic plates and shells.
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2иада«иъ и։ц шлм>зпмлърь илимта!» $ьп.ьмифр
И 3_в Е С Т II Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

\ X X111, № 3, 1980 Механика

В. А. ПАЛЬМОЙ

ОБ ОДНОЙ ПРОСТЕЙШЕЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ 
'ТЕОРИИ УПРУГОЙ УСТОЙЧИВОСТИ

1. Рассматриваем опертый по концам прямой стержень, сжатый про­
дольной силой /■ в прижатый к плоскому жесткому основанию поперечной 
нагрузкой Ц (фиг. 1«). В книгах В. И. Феодосьёва |1|- 121՛ |3| справед­
ливо утверждается, что стержень «всегда устойчив в малом, но при доста­
точно большой силе Р — неустойчив в большом» [1|. Очевидно, что акку­
ратному анализу устойчивости в большом для описанной консервативной 
снсггмы доджи- предшествовать разыскание отличных от прямолинейной 
фирм равновесии. Фактическому построению некоторых из них посвяще­
на работа [4]. Ниже дается полный 
анализ криволинейных форм равно­
весия.

Уравнение для малых попе­
речных прогибов стержня а’ имеет 
вид (см. [3]) 

причем реакция основания,
Е/—изгибая жесткость стержня, а р
штрихами отмечены производные 

„ Фиг. 1.по продольной координате т.
I рг яичные условия на опертых концах стержня таковы.

| х — Е| — Л, ш = ги" 0 (1.2)

Условия контакта стержня с основанием имеют вид

0<д<2Л,
и> О, 

ги = О,

'/а-՜ 0

^>0
(1.3)

Первое из них — условие непроницаемости жесткого основания, вто­
рое— условие неотрицательноеги реакции основания при контакте с ним 
стержня.
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Допустим сначала, что контакт стержня с основанием отсутствует, то 
есть <7К ~ 0. Тогда решение гранично։։ задачи (1.1), (1.2) имеет вид [4)

= ֊?֊ 1 COSa(£—Х) + ^-х(2Д-х) (1.4)
E J у. cos «А. 2

Теперь надлежит проверить выполнение условия непроницаемости 
основания ( 1.3). Для этого найдем выражение производной от ( 1.4) и ее 
значение на опоре х ~ 0

<i(L — л) I , sina(L—х)
Е J<r cos aZ. | а ( L — х)

(1.5)

<?/- / 1 _ =
Е /уУ \ лЕ / Л’/а'-собтД

cos ’А
sin )
~7Г 1 (1.6)

Необходимым условием неотрицательности прогиба является условие 
^!и 0. В силу ( 1.6) оно выполняется в интервалах

(2n-l)«/2'<aZ.<^, // = 1,2,3........ (1.7)

где £?1— расположенный в интервале (ля, ~г л) корень уравнения

(1.8)

Достаточным условием выполнения (13) является условие неотри­
цательност։։ абсолютного минимума Координаты точек х#, в которых 
достигаются экстремумы а՛, находятся по (1.5) из условия к/ = 0. При 
их разыскания полезной оказывается приводимая графическая интерпре­
тация. Рассмотрим фиг 2. На ней изображены графики функций

с - coss - sin У-LJL.

Фиг. 2.

В силу ( 1.6) абсциссы точек пересечения графиков дают &п. Интерва­
лы ( 1.7) показаны жирными линиями. Если теперь через точку оси: 
абсцисс провести вертикаль до пересечения с кривой с. то ордината точ­
ки пересечения А даст значение cosaZ-, Если, далее, через точку А про­
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вести влево горизонталь, то точки пересечения ее с кривой х в силу (1.5) 
дадут искомые координаты а(£— хД точек экстремумов. К ним следует 
присоединить точку х в которой в силу ( 1.5) также имеется экстре­
мум. Обратим теперь внимание на то. что выражение прогиба (1.4) пред­
ставляет сумму гармоники и квадратичного трехчлена, имеющего положн- 
ильныс значения (при 0 < х < 2Ь) и достигающего максимума в сере­
дине стержня (л I.). Следовательно, решающую роль играет прилегаю­
щий к каждой опоре участок стержня, протяженностью порядка длины 
волны гармоники: если на этом участке имеется минимум, то он неминуе­
мо абсолютный, если же экстремумов пет, го прогиб положителен на всем 
протяжении стержня кроме собственно опор. Длину решающего участка 
определяем по фиг. 2— это полторы длины волны гармоники с. то есть 

Отметим, наконец. что внутри каждого из интервалов (1.7) значе­
ние производной прогиба на левой опоре положительно, так что ближай­
ший к опоре экстремум является максимумом и только второй абсолют­
ном минимумом.

Для цельности интерпретации приводимого ниже анализа введем в 
рассмотрение норму прогиба

Для прогиба (1 4) она имеет выражение

М _ 1 , _ 1%?./. (?£)• ’■։
Эдо (а/Д։ о-Ь 3 ]

(1-9)

(1.10)

Обозначая, наконец, Л. эйлерово значение продольной силы

(1.11)

и учитывая обозначение (1.1), легко найдем

- Рассмотрим первый из интервалов ( 1.7)

*/2<*Д Л։, (А-։ — 4.493) (2.1)

Учитывая высказанные выше общие соображения, находим только один 
экстремум — при х = £. Следовательно, это максимум. Поэтому выражс- 

(14) удовлетворяет условию непроницаемости (1.3) во всех точках
*.|('ржня. 1рафик зависимости Л от «/. по (1.10) показан на фиг. 3, Это 
кривая 0։.4,. Типичная форма равновесия для этого интервала показана 
на фиг. 16 н отмечена значком 1. Правому концу интервала (2.1) соответ­
ствует форма равновесия, отмеченная значком 2. Из соображений непре­
рывности следует предположить, что при ссА < А’,, эта форма равновесия 
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трансформируется в форму, показанную на фиг. 1в: имеет место полный 
контакт стержня с основанием на концевых участках и отрыв на участке 
длиной 2(/.—/) в средней части. Условия сопряжения участков отрыва и 
контакта имеют вид

| л' Л | = /- — /, и՛ = у՛՛ «• = О (2.2)

Аналогия первых двух условий (2.2) и ( 1.2) показывает, что выра­
жение прогиба па участке отрыва |х—Г—։ можно получить из (1.4) 

заменой Ь на /-- /и х на х —I, 
но дополнительно учесть последнее 
условие (2.2). Имеем

, СОЗ 7. (/- — х) 
соз а (£ — /)

у(л-֊/)(2Л-/ х) (2.3)

£/«’ I

/,

I = 0 
»(/-֊/) I

(2.4)

Сравнивая (2.4) с (1.8), находим

Подставляя (2.3) в (1.9)

уравнение для определения 
участка отрыва

учитывая (2.4). (2.5), получаем

длины

(2.5)

и

Д' _ Й , А . , 
«•0 “ 3(а£)а (2.6)

График зависимости (2.5) представлен на фиг. 3 лучом Л,в„ Он .непре­
рывно сопрягается с графиком О,Л, зависимости (1.10).

3. Рассмотрим второй интервал (1.7)

4.712 = 3-/2 <аЛ < Ь. 7.726) (3.1)

На фиг. 2 как раз показана процедура определения координаты ближай­
шего к опоре экстремума. 11о сказанному выше абсолютный минимум про­
гиба достигается во втором экстремуме, то есть в середине стержня. Его 
значение таково:

«’/П =
(а£)‘

Г 1
2 соз я/_

(3-2)

Легко видеть, что в середине интервала при а/- = 2л прогиб (3.2) поло­
жителен. Вычисления показывают, что он меняет знак в точках
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*Ь = и.. - 4.793 > Зг/2, зЛ = 7.822 >

I ак»:м образом, в интервале

и2 о < Ло (3.3)

абсолютный минимум прогиба неотрицателен я, значит, опять справедливо 
решение (1.4). Зависимость (1.10) для этого интервала представлена на 
фиг. 3. Это кривая ()г.4..

Правому концу интервала (3.3) соответствует форма равновесия с 
нулевым значением производной на < порах. При к, форма равнове­
сии (1.4) непрерывно переходит в форму равновесия, в которой отрыв 
имеет место только на участке 2( /-—/) < 2£ в середине стержня и пол­
ный контакт г.ие его пределов. Прогиб имеет выражение (2.3) при допол­
нительном условии (2.4). 11л (2.4), (1.8) следует

’(£ /)“*♦ (3.4)

Норма прогиба находится по (1.9). (2.3), (3.4) и имеет значение

77 / А Ь I
хй՜ 3(*£)5‘ ' (3.5)

Зависимость Л от /' по (3.5). (1.12) представлена на фиг. 3 лучом
4 Левому конц\ интервала (3.3) 7./. ֊ .7. соответствует форма рав­

новесия, показанная на фиг 4а: всюду прогиб положителен, в Середине 
стержня он обратился в нуль. Представляется весьма правдоподобным, 
’по при «/--< П: форма равновесия будет иметь тако»՜։ же вид (появится
только реакция основания в точке 
касания). Для ее построения необ 
ходнмо найти неотрицательное ре­
шение уравнения (1.1), удовлетво- 
рякииее граничным условиям

.г ~ 0, 2Л, гг — и՛' — 0:

х = Л, -и. = ^' = 0 (4.1)

Прогиб оказывается симметричным 
относительно середины стержня. 
Поэтому приводим его выражение 
только для левой половины стержня 
0 < л < £:

<7 со8[я(Л/2 — х)|
Я/а’1 СОз(я/./2)

• ~х(Ь ֊ х) +

1 IV ---- /-----* 2 2
1^7.£ (Х1п ух

81П У-Ь1 —



Реакция основания в данном случае сводится к одной сосредоточенной 
силе приложенной в середине стержня. Она равна удвоенной перерезы­
вающей силе, вычисленной в сечении х — Ь левой половины стержня. 
Имеем

л? = 1 + —1— /А _ \ (4.3)
^Z. '2 COS тД /\ -;L )

Специфика контактной задачи состоит в требовании R 0. Проверим 
это. По сказанному в и. 3 при Зя 2<’. ziL< t<. числитель в (4.3) становит­
ся отрицательным, знаменатель же сохраняет положительное значение. 
Следовательно, при Зл 2<.aL<n. (а точнее, при k,<.aL<ln:) имеем 
R <֊ 0. а это означает, что прогиб (4.2) не удовлетворяет условию (1.3) 
и не представляет форму равновесия контактной задачи. Но ведь реак­
ция R будет положительной во всем интервале (3.3)! Так что выражение 
(4.2) может представлять в нем новую форму равновесия, отличимо от 
(1.4), Надлежит, правда, проверить удовлетворяется ли условие непрони­
цаемости основания (1.3). Необходимые (и как оказывается, достаточ­
ные) условия его выполнения имеют вид

«Ч- 0» 2,—о О

Подставляя сюда значение производных, приходим к неравенствам

2 / 2 / \ COS1/- 1—tg-aL/aL/
<4.4>

(4.5)?/. / /L \ 
2/2 )

tg
1 t g a L:xL

Элементарным анализ 
ются. соответс։ пенно, 
с (3.3)(гдеР> 0)

показывает, что неравенства (4.4). (4.5) выполня- 
в следующих интервалах, имеющих общие точки

&։ xL < кк. ■ iL =-. 2՜ (4.6)

Объединяя (4.6) и (3.3), находим, что все условия (1.3) выполняются й 
интервале

«2<։Z. <2г (4.7)

Норма прогиба (4.2) имеет выражение

_ -Op J _ t f *Z. I xL . (11Л- 
~ (aZ.)։- g 2 / 2 12

g£ tg3/- A tv*LlaL
4 1 ֊ tg 7.LyL \ 2/2

(4.8)

График зависимости А от Р по (4.8). (1.12) для интервала значений (4.7) 
представлен на фиг. 3. Это кривая О-К3.
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Верхнем границе интервала (4.7) соответствует форма равновесия 
(4.2) с нулевым значением прогиба и его двух производных в середине 
стержня Теперь уже естественно предположить, что при 7.Л_>2.. фор­
ма (4 2) непрерывно перейдет в изображенную на фиг 46; в середине 
стержня имеется участок полного контакта длиной 2(£—I), а слева и спра­
ва от него симметричные участки отрыва счержня длиной /. Граничные 
условия для левого участка отрыва таковы:

х—О, ю = »"=0; и» = ш'=ш" = 0 (4.9)

Последнее равенство—это условие непрерывности изгибающего момента 
при переходе в лону полного контакта Первым четырем граничным усло­
виям удовлетворит решение (4.2). если в нем заменить I- на Послед­
нее, пятое условие в силу (4.5) также удовлетворится, если принять 
сс/| = 2.п. Таким образом, имеем для левого участка отрыва

Ц> ~ : 1 СОзах •—л) а/, -2՜ (4.10)

Норма прогиба (4.10) имеет значение
Л

Л^ = -Ь-1ач/х֊ —Ч’֊-). а/. = 2^—(4.111 

о

График зависимости (4.11) показан на фиг. 3. Эю луч К.М
Обратимся теперь к фиг. 4н. На мем изображена несимметричная фор­

ма равновесия, которой соответствует зона полного контакта длиной 
21-—^ и зона отрыва стержня длиной Граничные условия для зоны от­
рыва имеют вид (4.9). Следовательно, прочно дается выражением (4.10), 
с той только разницей, что теперь /։ может стать больше Ь. но разумеет- 
СЯ, нс может превзойти длину стержня 2А. Норма прогиба имеет выра­
жение

I рафик зависимости (4.12), (1.12) представлен на фиг. 3 лучом Л,'4, 
5. Рассмотрим, наконец. типичный интервал ( 1.7)

(?п-1)^/2 7.1 < к,П^З (5.1)

Исследование начнем с определения координаты точки абсолютного ми­
нимума. Прежде всего отмстим, что функция .*> - знихЛ/аЛ имеет экстре­
мумы в точках а/. = кГ1, то есть в точках пересечения графиков функций 
5 и с на фиг. 2. Обращаясь теперь к фиг. 2. замечаем, что если

| соз 2Д ' >| соз А-л-2| (5.2)
то есть
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2-Л (Дл-2 4 2») < 2 -{֊ 2- (5.3)

то построение нс даст ни одной точки экстремума в критическом участке 
Зл/а вблизи опор стержня. По сказанному в и. I в этом случае прогиб 
( 1.4) всюду положителен.
I1усть теперь

j cos 'J.L | | cos kn--21 (5.4)

то есть

(2n - 1) z/2 < a£ < 2֊n (A„ 2 4 2-) (5.5)

А:Л_2 4֊2к<а£<А:п (5.6)

В этом случае имеются минимумы, расположенные в критических зонах 
вблизи опор. Рассмотрим интервал (5.6) значений ccL. близких к правому 
копну интервала (5.1). Из фиг. 2 видно, что тогда справедливы неравен­
ства

| cos «А | > • cos к„ |. jsin^.1^1,2

и что COS<z(L—v $) для абсолютного минимума имеет тот же знак, что и 
co-а/.. Следовательно, с учетом ( 1.8) находим

О < cos а (/. -х£) ------ 1------- =------кп < (5 jy
cos а£ | cos | | sin кп |

Обращаясь опять к фиг. 2, замечаем, что увеличению «L в интервале 
(5.6) соответствует увеличение Рассмотрим положительные слагае­
мые в скобке выражения (1.4). Их сумма представляет квадратичный 
трехчлен относительно ал, принимающий положительные значения (в пре­
делах длины стержня) и достигающий максимума в середине стержня. 
Следовательно, положительные слагаемые г. скобке (1.4) при х = п уве­
личиваются с ростом а/-, а значит их сумма больше своего значения для 
левого конца (5.6). На самом конце интервала координата ближайшего к 
опоре минимума находится ио уравнению

S1H '■ \ А X ) . ։ . . . - Q1------------------- — cos г (L — xft) = cos 2 (5.8)
« (А х*)

и имеет значение ах* = 2՜.
Формальная запись последних двух сообщенных фактов даст нера­

венство

Ц--уХ,(2Г .г,) >1 + 2п (*„_,+ г) (5.9)

Комбинируя теперь (5.6), (5.7), (5.9), придем к неравенству для зна­
чения прогиба з точке абсолютного минимума

wm > w0 [1 - 2« (кп-, 4- г) - 2А„]/А1 (5.10)
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Усиливая его с помощью грубого неравенства

А,֊ кл ?<3-

Получаем окончательно

ц»л > и>0 [I 4- г (2т.— 6)] к*

(5.11)

(5.12)

Минимальный прогиб оказался положительным, так что условие нс- 
проницаемости основания (1 1) для решения (1.4) удовлетворяется вплоть 
до правого конца интервала (5 I). При а/- к„ обращается к нуль произ­
водная прогиба на опорах. При <х/- > А", форма равновесия (1.4) пепре- 
рывно переходи։ в форму (2.3) с участками полного контакта на концах 
стержня. Следует только иметь и виду, что теперь длина участка огры на 
2(А /) находится по уравнению

з(£-/) = Лп (5.13)

Поэтому норма прогиба (2.3) имеет значение

/V А-1 /— =-ч77ПГ’ ’1=4-4>^и (5.14)
•4,в 3 (яД) I

Графики зависимостей (5.14) представлены на фиг. 3 лучами /1.Д..
Рассмотрим теперь интервал (5.5). На правом конце его абсолютный 

чшшмум положителен, поскольку он положителен в соседнем интервале 
(5.3). Вблизи левого конца абсолютный минимум отрицателен, посколь­
ку трансцендентное слагаемое в скобке (1.4) принимает неограниченное 
по величине отрицательное значение. Следовательно, в пределах интерва­
ла (5.5) абсолютный минимум прогиба обращается в нуль. Соответствую­
щие значения а£ = мя и ах.ш = X находятся из условия обращения в 
нуль прогиба (1.4) и его производной ( 1.5) во втором от опоры экстрему­
ме. Это приводит к системе трансцендентных уравнений

cos г„
cos и„ cos u„ — sin (5.15)

п которой

^ = пч-хя. х.<з- (5.16)

о ч„ заключены в интервалах (5.1) или (5.5).
Систему уравнении (5.15) можно переписать в форме

« . . sin [г«—«(/» —2)]г/„ — т.п---------г arc яп---- 5-------------------- -
2 г*

(5.17)
*» = ' <" 2> 4 *ГС ‘К T—>..Г

удобно։։ для вычислений методом итераций и для анализа асимптотики 
при больших и. Приводим табл. 1 первых значений ^п. “л, 2«, Хп и асимп­
тотические формулы

4 Немеет։։и ЛИ Армянской ССР. .Механика № 3
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zn ֊ ~(л — 2) 4- arc tg(2'3՜)

Un = r.n - -/2 4֊ (1/՜«) arc tg (2’3՜)

A,, = ~n ֊' u;2 1 r.n, Xn = 3~j‘2 arc tg (2 3՜)

(5.18)

Подводя итог проведенному анализу, заключаем, что прогиб (1.4) 
удовлетворяет условию непроницаемости основания (1.3) в интервалах

и,. < а/. <. к„ (5.19)

Зависимости (1.10) для интервалов (>.19) изображены графически 
на фиг. 3. Это кривые О А (•՛! 3).

ТснГлииа /

rt 1 2 3 4 5 6

kn 4.493 7.726 10.905 14.066 17.221 20.371
Un 4.793 7.891 11.019 14.155 17.293
r.-< 3.263 6.436 9.597 12.738
Xn 4.793 4.628 4.583 4.558 4.555

6. Проследим за эволюцией форм равновесия (1.4) при переходе че­
рез левую границу интервала (5.19). Значению с'Л. — и„ соответствует 
форма равновесия, показанная на фиг. 5а.• всюду прогиб положителен, в 
двух, симметрично расположенных точках стержень касается основания. 
Полагая, что при некотором изменении а£ форма равновесия сохранит 

свой вид, имеем следующие гра­
ничные условия на концах участков 
отрыва стержня:

х =• 0, w - zu՛" == 0
х — L„, w — w' = 0 (6'1՜

х = 2£. w = zu" = О
х = ‘2L — L„, w •— zu' = 0

Сходство условий (6.1) с (4.1) 
позволяет по аналогии с (4.2) на­
писать для 0<^х<^£я

-е ֊ _JL 11 _ eos[g(Z>./2 х)] 
EJ-).1 I cos(7/-,i/2)

Фиг. 5. 4 ~х IJ-« л՜) 4՜

< . gZ*« I'-f-Lo
+ tg«/.„2/2 /sln?x _ х_\ I (6.3)

2 ՝ 1 — tg 'tLn^Ln \ sin aLn Ln /I
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Для среднего участка стержня L-. <. х < 2L — Ап находим

«' = ֊֊֊ ֊(х- Ая) (2L ֊ А„—х) + 
Л /X I _

д (А А-) I , COST (А х) | 
tgi(A—А„)| cosa(A—A,.) J (6.4)

I la стыках участков отрыва должны быть выполнены условия ченре-
рмпностн изгибающего момента и условие неотрицательности 
реакции R.
Этц требования прнподмг к соотношениям

, , »A« hL*1 — to ---- /-----, а (А-AJ зА„ . *2/2

tga(A —Ап) 2 1 — tgsA^pA«

опорной

(6.5)

■։ (L - Z..) т — 1 - - - - -----> О (6.6)
։А„ 1 - tg«A.։£

^обходимые (как оказывается и достаточные) условия непроницаемости 
новация имеют вид

“•'!.֊» °- ш'1. ё° (6.7)

Подстановка сюда выражения (6.3) приводит к неравенствам (4.4) и 
(4.5), в которых вместо А стоит А.. По аналогии с (4.6) находим, что они 
выполняются при

АЧ<зАп<2г (6.8)

причем в этот диапазон значений попадают все X, (см. табл. I и асимпто­
тические формулы). На правом конце (6.8) обращается в нуль ££'"jx д . 
Рассмотрим уравнение (6.5). Из него находим

,tga = ____________ tg^An а£п — 1__________ g\
a (A — L„) [1 — (зАя)’2] tg д£„/яАи — 1 cos хА„

График зависимости /՝ от зАя для диапазона (6.8) представлен 
на фиг. 5/г. В силу непрерывности этой зависимости и поскольку при 
аА.| — Х„ имеем « (А — Z.*) = можно написать, сославшись на (5.18)

а(А—А„)=-(п 2) 4-arc lg|j (А — А«) А'| (6.10)

Далее ив фиг. 5л видно, что росту з/„ соответствует увеличе­
ние /՛, и в силу (6.9)—рост з(А Ал) и jA. На левом конце интер­
вала (6.8) /■'=(). и значит »(А — £„) “(л— 2), на правом A'- 1, и 
значит з(А —А„) А« ?. Следовательно, интервалу (6.8) соответствует 
следующий интервал изменения з£:

Мл-2) + At<iA A-„_j + 2- (6.11)
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Обратимся к неравенству (6.6). Соображения о непрерывности из­
менения опорной реакции К в точке касания при изменении <х£, а также 
прямые вычисления демонстрируют, что при = Х„. а/. = условие 
(6.6) выполняется со знаком равенства. Прямые вычисления показыва­
ют также, что оно удовлетворяется со знаком неравенства и вплоть до 
самого конца интервала (6.8). Таким образом, при

X С rjLn •< 2*, «<т < «A к„-1 -г- '2т.

выполняются все грн неравенства (6.6), (6.7).
Приводим f. гаключепие выражение нормы

/V iLn II/. \— ------- ----- ( 1 — tg----- I------
w (о£?| 2 \ 2 / 2 /

прогиба (6.3). (6.4)

а (£ — £„) 
tg։(Z. -- £„)

(а£,.)г з(£-Др)
+ ZZ7՜

(у (L — Лд)]՜' _ А _ а (Л L„) \ |
3 \ tg а (Л — L„ ) ) i

(6.12)

(6.13)

Графики зависимостей (6.13) помещены на фиг. 3. Это кривые ОпА\(п^З).
Правым концом интервалов (6.12) соответствует форма равновесия, 

показанная на фиг. 5в. у которой в точке касания стержня с основанием 
обратилась в нуль вторая производная прогиба. Всего ранее сказанного 
достаточно для заключения о том. что с ростом 0.7. форма трансформи­
руете;: п показанную на фиг. 56: появляются два симметрично располо­
женных участка полного контакта. На левом участке отрыва прогиб имеет 
выражение (4.9). на среднем — (2.3) при дополнительном условии 
л (А - /) — к„ ?. Анализ. проведенный и н. 2 и п. 4. гараитируе вы­
полнение условий контакта (1.3).

Выражение нормы прогиба таково:

— = ’ М1 -4* -Ï-) ֊ -Цл|, ։£֊ *„.. I-2с (6.14)
«'я |.я£)-’ | \ 3 / 3 I

Графики зависимостей (6.14) показаны на фиг. 3. Это лучи Л.,МП.
7. Проделанное исследование позволяет сделать следующие выводы:
а) отличные от прямолинейной формы равновесия появляются при 

эйлеровом значении продольной силы Р-,. Бесконечно близких к прямо­
линейной форме равновесия пет:

б) каждому значению продольной силы Р^>Р» соответствует одна 
или несколько различных форм равновесия (фиг. 3):

п) наибольшее практическое значение имеет самая нижняя кривая 
на фиг. 3. Допустим, что стержню задано некоторое начальное 

отклонение и затем ему предоставлена возможность двигаться при на- 
л и чин coup отивлен ия.

К чему приведет динамический процесс?
Правдоподобно утверждение: стержень вернется к прямолинейной 

форме, если корма начального отклонения меньше того значения, которое 
предписывается кривой (при заданной продольной силе Р и по­
перечной нагрузке </). и может иметь катастрофически нарастающий во



времени прогиб, если больше. При Р. < Р <С 4Л, критическая корма 
определяется зависимостью (1.10). Это практически совпадает с рекомен­
дациями работы 14]. При критическая норма дается формулой
(4.12), что заметно меньше, чем определено в работе [4] (например, при

£(. то есть при Р — 8.18 Р, —в 2,24 раза). Доказательство сфор- 
мулироваииого утверждения выходит за рамки целей настоящей работы
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THE SIMPLEST CONTACT PROBLEM IN THE 
ELASTIC STABILITY THEORY

V. A. PALMOV

S u m in a г у

The paper deals with a straight elastic rod compressed by axial 
force and pressed by uniform transverse load to a rigid plane foundation. 
Curvilinear modes of equilibrium are also discussed.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

XXX П Г. № 3, 1980 Механика

К Б. КАЗАРЯН

К ЗАДАЧЕ МАГНИТОУПРУГИХ КОЛЕБАНИИ 
ПЛАСТИНКИ С УЧЕТОМ ЭФФЕКТА ХОЛЛА

Рассматривается задача колебаний электропроводящей бесконечной 
упругой пластинки в присутствии внешнего магнитного поля с учетом эф­
фекта Холла. В отношении пластинки принимается гипотеза Кирхгофа. 
Токи смещения нренебрегаются по сравнению с токами проводимости. 
Для простоты считается, что магнитная проницаемость материала прово­
дящей пластинки равна единице, пластинка находится во внешней среде, 
отождествленной с вакуумом. Материал пластинки обладает конечной 
электропроводностью.

§ 1. Пластинка постоянной толщины 2/l находится в постоянном маг­
нитном поле /7.-. Прямоугольная система координат сориентирована так, 
чтобы координатная плоскость (х. у) совпадала со срединной плоскостью 
пластинки.

Линеаризированные уравнения движения пластинки во внешнем маг­
нитном поле имеют вид [ I]

а-ц d‘v . 1 — 1* / ()-v . д՝и \
------- F !*• ---------- 1---------- I----------- 1--------
dxz дхду 2 ду? /

= [R dz
Е 2hE J

—я

.. 1_J? / J2L-+ = j-l1 '1~> _ 0 f
ду- дхду > \дх<)у <Лг7 Е Л։ 2/,£ J

-Л

л

D^. w 4՜ 2;*/» —— । ( Аг 4---------2 I—z— z\dz (1-1)
uf* J \ ОЛ dy J

-h

(E модуль Юнга, p — коэффициент Пуассона; и. V, ОУ—компоненты 
лехт'.ра перемещения). D 2£/13 3( I—р ).

Уравнения для возмущенного электромагнитного поля в области, за­
нимаемой пластинкой ( | Z | Л), и вне ее (|г| и) имеют вид [1].

rotA ֊— -----/; rot е - Л ; div Л С: div е — (1.2)
с J с •>< *
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TOtftM^_L rol?" = divA'” = 0; div7'։ = 0 (1.3)
c (ft ’ C (ft

Здесь h, e—соответственно векторы индуцированного магнитного и элек­
трического нолей и области, занимаемой пластинкой; h 'Ч е векторы 
индуцированного магнитного и электрического полей во внешних об­
ластях; /—вектор плотности электрического тока пластинки; р,—плот­
ность свободных электрических зарядов, с — электродинамическая по­
стоянная.

В (1.1) R вектор объемной силы электромагнитного происхожде­
нии

а: —I/- Но) (1.4>
С

Уравнения (1.1) и (1.2) связаны между собой посредством вектора 
плотности электрического тока /՛.

С учетом аффекта Холла закон Ома для медленно дмижущихся сред 
запишется в виде |2]

7= =р֊— — ՝■ о-*)
\ с <М /

где р0 - R „в, R,.— коэффициент Холла.
Уравнения (1.2) и (1.3) связаны между собой посредством обычных 

граничных условий на поверхностях

Л=Л<'’; е. = е?>; е, = 4'։ (1.6)

Для решения задачи является удобным представление векторов 
Л, е, А(*\ е'! с помощью вектора-потенциала А:

Л = rot А; е1'1 =----- -—; //'” = rot/4‘'։ (1.7)
с (Л

Тогда, после некоторых преобразований уравнений (1.2) и (1.3) с 
учетом (1.5). для определения векторных функций А. А получим сле­
дующие уравнения:

△Л “ grad div Л — ?0[( Л grad div Л) Х/70] 4*

■ ° °'8’

(1-9)

Вектор объемной силы R посредством вектора-потенциала запишется
в виде

R — — ((— Л -г grad div Л) X 77О] 
4г.

(1.W)
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§ 2. В дальнейшем рассмотрим частный случай колебании пластинки, 
когда упругие и электромагнитные возмущения не зависят от координаты 
У (—— О), и ограничимся изучением двух характерных задач магнито-

\ /
упругих колебаний пластинки (/701 = const, /7,,.. -- 7/03 — 0; /701 ֊ const, 
Нв1 = Ноа = О).

В случае действия продольного магнитного поля //., связанные урав­
нения колебаний пластинки имеют вид

д֊А։ д-А* 4кз дАя . п
dz2 Oxdz с2 dt

&Ач д'֊ А.. _ и / д2A s _ д‘А, \ to dA.t _ _ to/701 dw
дхг dz֊ ,fl° 01 \ дх2 дхдг) с~ Of с2 dt

д2Ле .. и /о֊А„ д*А9 д'֊А,\ 4-5 dAt 4-=/^ dv 
дх2 ' 01 \ дх֊ “ dxdz) е 01 ~ сг dt

йм1;’ <<м(;։ 1 1>=а՝:՛
dz՝ dx‘J cz dt"

1 г- dt (2-2>

&A{;> ։ <гА՛!' 1 &A{?
dz- 1 дх֊ c2 dt2

<)2U (1 Ps) d՝u
дх2 E 0Г֊

(J‘v
li

2p(l -u p) 02v , (1 -1- н) /70։ r (d2A . o֊At'\
---------------- —- \ 1---------- ------------ 1 (^•֊»/

дх" E dt" Eh ,) V ox2 Oxdz)
֊},

дх' dt2 4֊ J \. dx2 dz֊ /
-h

дА^ 

дх
(2.4)

виде моно­

Векторы .4, /Г'1 в силу (1.6) и (1.7) на границе раздела двух 
сред z = 7։ удовлетворяют следующим условиям:

л _ д(') Л - д"' оА-> дА* дА, _дА?
4 ' * dz ~ dz ’ 0z Ох ~ 0z

Представляя искомые функции уравнений (2.1), (2.2) в 
хроматических волн

w — w(> ехр /(՝՛•/ — Z;x); г> иоехр 7 (то/ Лх)

и — ча ехр ! (<՛»/ £дс) (2-5)

А — А0 (z) exp i (>՛)/ А'.с): А1" ֊- А ‘ exp i (• t — кх) 
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и разрешая полученные системы обыкновенных уравнений с помощью (2.4) 
и условий затухания решений внешней задачи электродинамики на беско­
нечности. получим следующие значения для компонент вектора-потенциа­
ла .4:

. /г. ей г,г . /г.. зй г.г .
А =---------4 5----- 1— Ф։------- =------ — Ф..

4- \^Нпк1

•'•Фр 4- ^Н^к-и'п
^Нпк'

•4г/ч= — ей г,2Ф։ * ей г._.гФе 4֊ (2.6)

г; т а,«., гл Ь а.а« , , , ,Л.0 = 1 1 • Ф, сЬ Г,г + - ■ - Ф=сИ г.г Т Ф,о
А» * | Ло

В (2.6) приняты следующие обозначения:

Ф
_ А-Ф.д/4 ей г.У? 4- к'-А>->.

сй Г:/{ ХЛ?сЙг։А
Фг = -

/<Ф,Г>7;! СЙ Г,Л -'֊ Р>,Ф.-П
л//, СЙ г-А

Фуо
с՜

4то/ш//п։
ФгО —------------ ------

С"

ип/703Х.-֊и,:.

\iHj\k’

2
। / .<,н^ 1

— » <.

Рь/АвА /щк . 2 »> 2>. 16.-020)
1------- 5----------------5----- I / ""П>лк~ 4--------- м—

"Он,цк ।

и I 1 16г:/."
5‘оМ)Л' -г | РсНо։л3 4-------- 5—

я., — --------------------------------------------------
2

''1 ~ Г1 -ЦЬ /*։Л 4՜ к ей гхк\ 62 = /-й зй /\.Л — к ей г._.Л (2.7)

Подставляя (2.6) и (2.5) в систему уравнений (2.3) и производя 
соответствующие интегрирования, получим однородную алгебраическую 
систему уравнений оч косительно <<•՛... Из условия нетривиальное™ ре­
шений этой системы придем к дисперсионному уравнению относительно 
частот магнитоупругих колебаний пластинки.

Полученное дисперсионное уравнение является трансцендентным и 
содержит в себе гиперболические функции от аргументов <։,Г|; -':А. Ввиду 
громоздкости это уравнение здесь не приводится.
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Рассмотрим асимптотические приближения дисперсионного уравнения.
Принимая /?2ч- I. что соответствует точности гипотезы Кирхгофа, 

а также

^Л=«1; !Л-1 
с~

ил выражения для 2 получим, что

И,#!«1 <2-8>

Разлагая гиперболические функции трансцендентного уравнения в 
ряд по параметру |гЛ| и учитывая только первые члены асимптотическо­
го разложения, получим следующее дисперсионное уравнение с точностью, 
соответствующей условию (2.8):

(% ■" %։ V2 I 22) (1 - кк -Г кк;,<2) |37ар0 (1 кк) 2 ь

4-аг(1 + '2։)(1 кк • кк^)] кк)^.М^ О (2.9)

В (2.9) введены следующие безразмерные параметры:

4-^ (> . Ок' ,, А՛. . 3(1—г)
’ Л1 4..Е ‘ ““ ' 1 2?А’ " г‘" 2/г^

Для сопоставления результатов точного решения с результатами, по­
лученными в [3. 4| на основе модели идеально-пр.оводящей среды, рас­
смотрим другой предельный случаи | т/г | ?§> |, (<т—- со).

Ввиду того, что коэффициент Холла обратно пропорционален коэф­
фициенту электропроводности А'п — ' 1 |5|, примем 11,,/п -0. Отметим, 
то в работе [6], посвященной вопросу распространения одномерно։! маг­

нитоупругой волны в неограниченном пространстве- с учетом эффекта Хол- 
■а. при предельном переходе к случаю кдеально-проводящей среды было 
примято во внимание слагаемое, характеризующее эффект Холла.

При |/'Л| ?.§> 1 получим следующие раздельные дисперсионные урав­
нения относительно частот продольных и поперечных колебаний соответ­
ственно

2։Н + ֊~ = 0 (2.10)
/г кг

02... 1 д_ 3 < 1..3 — о (211)

IV?

Уравнение (2.11) совпадает с уравнением, подученным в работах 
[3. 4];

Как видно из (2.9), учет токов Холла приводит к одному диспер­
сионному уравнению тестой степени относительно 2, то есть токи Холла 
приводят к связности продольных и поперечных колебании пластинки.
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В табл. 1 приведены значения коэффициента р. для ряда материалов, 
являющихся проводниками электрического тока. Из табл. I видно, что 
при напряжённостях магнитных полей А/... не превышающих значений 
Ю Э, имеем |р.,|/7 -С 1. Отмстим, что коэффициент |п для большин­

ства проводящих материалов также имеет величину порядка 10 з
В силу вышесказанного в уравнении (2.9) можно пренебречь соответ­

ствующем слагаемым, содержащим и Н...

Таблица /

Материал 1ллстинки р,. (10 ’ >

Серебро —8.8
Медь -3.1
Алюминии 1.3
Латунь 0.3
Цинк 1.9

Таким образом, при магнитных нолях порядка 100 кэ учет эффекта 
Холла несущественно влияет на частоту магиитоупругих колебаний пла­
стинки.

В результате пренебрежения токами Холла уравнение (2.9) распа­
дается на два независимых уравнения

^4-^4- *«*<£ = 0 (2.12)

23 22 ; О.3 ! | х Д4-М _ 0 (2 13)

Уравнение (2.12) есть дисперсионное уравнение частот продольных 
колебаний пластинки, (2. 13) — дисперсионное уравнение часто՛) попереч­
ных колебаний. Отметим, что для составляющей продольного перемеще­
ния и. имеем дисперсионное уравнение собственных колебаний.

Уравнение (2.13) совпадает с дисперсионным уравнением, получсн- 
ны.м в работе (71.

§ 3. Рассмотрим теперь случай, когда пластинка находится под дей­
ствием поперечного магнитного поля II. . При этом связанные уравнения 
магиитоупругих колебаний пластинки имеют вид %

о-А, д-А, . ^гА\ 4г.: дА, 4г.=На:, дг>
. •• 1*0* *1» I .. । I

о г՝ 0x02 \ Ох՝ О г՛ / с՝ 01 с՝ О!

I (ЗД)
()х~ Ох0г с՜ 01

д՝А.։ д՝Ау .. /д'-А: О'АХ\ 4пз дАч
-֊т՜ +----- г- - -- ---------------—֊) ֊ ֊ —’ ՛ =

02‘ Ох՝ \0xdz (}2' / С՝ (Ц

4~^Н01 / ди , д~ы \ 
с՝ \ д1 ОхО1 /
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&и 9(1 -к) &и , (1—Г (<ЕАЧ (У'АЛ,.
д?" Е + ‘ 8л£Л ] № + Ы Г

—Л

О'г> 2р (1 4- и) д~г) (1 <0 Л/()3 ( / ()՝А: <Л/4Х \.
д^~ Е 1ё^^ЕГ}\՜^ { '

-ь

>1
//м Г/ <ЕАЧ МЛ

'' ; 4

-Ь

4<«>_2_^.'-о (3.3)

с‘ ОЕ

После представления искомых функции в виде (2.5) получим следую­

щие значения для компонент вектора — потенциала Л:

Лк. - 2?։ вЬ > ։г г ВгяЬ/.»* 4- В3сЬ / ,г /^сЬиг

^вл[уЧ — цА*8 4- (3
V՛“'

А „о — 8у.‘,В։ яЬ '• :г 4֊ /-г 4՜ £2։։В3сЬ /։г 4-

уР2/31сЬ/;д । /Д-гк'о)
с

Лер -4֊ (/։Я։ с!1/,г - /2В.с\\ / г - /.2?л $1։/։г ; яЬ'2с) •• -‘-р——-

В (3.4) приняты обозначения:

4՜ с И ՛! -.Ь______

' ։ /2Л - ?1՝1-/‘’гсЬ

֊ ВжОсЬ/2Л) __________ — #уо &Ь /3А__________
• ч (?г: ։ сЬ З 2 сЬ / ։Л)’ “ ' ։ (и? 1Ъ »Ь > 2Л — ?г/..д.4 яИ > ։Л)

о _ « /37ьяН/лЛ___ ________ ։ ?Л3Л/,.'<р(:и>0
'. ։’/? / 7» /։/е) ’ '֊*г

= _ 4^,-...^±; 4^,Нт /Н1 _ма (3 5)
՝,‘С- С"/'

4~зМ 2 2-/-՜ 4- 4- !1пМ>.-1 I !1л//оз^: 4- 4** (£՜ V2)
= *" 4-------Т— ; '•։ =-------------------------- —------- 277Т------------- -------------

.2^ 2у Мк2- У4, >'' 4-4у»(^- у-)
2(1 4֊:^.'з)
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= (2М>№ ֊ М* ֊ У 4^ (*2 V?) ) (4у‘г ’

?£ — (2//0лр0*а — ’^МхЛ'2 4- г-о/Аи՛ ֊г-4՝г՛ (к-—у-')) (4у‘)

7։ >.։ сЬ >-։Л-г & бЬ >•,/։; *.,. = / -,. сЬ ' >к ' к$\\У.:к

7з =/ц вИ /х/> Ч-/гсК 1ХЛ; ’н /._.$Ь /2/? 4՜ к сЬ /..к

В приближении ՝|' '(г | 1, (]‘0/Чм~ 1) имеем следующие раздель­
ные дисперсионные уравнения: 
а) поперечные колебания

(1 4֊ о02)-'(1 4- ^) 4֊ 4^(0 -1֊ = 0 (3.6)

6) продольные колебания

*։% + -^ТГ-' 4#[(1 + к1‘^’ + к,'] + 3<1Х*А) = 0 <3֊7> 
к к к3к3 к3 к3

Уравнение (3.7) соответствует компоненту а... Для составляющей ? име­
ем уравнение собственных колебаний.

Как видно ил (3.6). (3.7), в случае действия поперечного магнитно­
го поля имеем независимые дисперсионные уравнения, и теки Холла не 
Оказывают влияния на частоту продольных колебаний.

Принимая ю внимание го обстоятельство, что при магнитных нолях 
с напряженностью порядка 100 кэ для проводников )։„/■/,,I. в области 
значений Н. <_ 100 кэ получим следующее дисперсионное уравнение по­
перечных колебаний пластинки:

У2 4 4-1=0 (3.8)

Уравнение (3.8) совпадает с уравнением, полученным в работе [8].
При |Х//| 1 (о--оо)-имеем следующие раздельные дисперсионные

уравнения частот продольных и поперечных колебаний соответственно:

3 ■ 3(1 4 к к) «а* о (39)

к"к- к'к3

12-’ ± - 0 (3.10)
1гк՛

Таким образом, как в случае действия продольного, так и поперечно­
го магнитных полей в диапазоне значений Н до 100 кэ влияние, токов 
Холла на частоту магннтоупругих колебаний пластинки является пре­
небрежимо малым.

При значениях напряженности магнитного поля //.. < 100 хэ влияние 
токов Холла на частоту колебании может быть существенным для полу­
проводниковых пластин, в которых эффект Холла на несколько порядков 
сильнее этого же эффекта в проводниках. Однако исследование магнито­
упругих колебаний таких пластин выходит ла рамки настоящей работы, 
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так как для этих материалов необходим учет иных электромагнитных эф­
фектов.

$ 4. В заключение обсудим вопрос использования модели идеально 
проводящего тела в задачах магпнтоупрутих колебаний тонких пластин 
В силу малости токов Холла примем, что р. ■== 0.

В работах 13. 4] на основе модели идеально проводящей среды были 
получены дисперсионные уравнения, определяющие частоты поперечных 
колебании бесконечной пластинки в продольном и поперечном .магнитных 
полях. Эти уравнения совпадаю։ с уравнениями (2.11) и (3.10). получен­
ными из точных трансцендентных уравнений при |\’/|| >> I

В случае действия продольного магнитного поля из сравнения 
уравнений поперечных колебаний (2.11) и (2.13) ВИДНО. что е< ли п (2.13) 
перейти к пределу при о ’<», -гн уравнения совпадут Дли уравнении 
продольных колебаний это совпадение нс имеет места. Из (2.10) видно, 
что магнитное поле приводит к увеличению частоты колебании, в то время 
как из (2.12) следует, что частота уменьшается.

В случае действия поперечного магнитного поля сравнивая урав­
нения продольных колебаний (3.7) и (3.9). можно заключить, что уравне­
ние (3.7) при ։՝ *<*••. совпадает с (3.9). Однако уравнения поперечных ко­
лебаний (3.8) и (3.10) отличны друг от друга. Из (3.10) видно, что маг­
нитное поле приводи։ к увеличению частоты колебаний, а из (3.8) сле­
дует. что частота уменьшается.

Отмстим, что из точных трансцендентных уравнений можно получить 
также и дисперсионные уравнения, соответствующие другой приближен­
ной модели 14). если при разложении гиперболических функций принять

Ь:» к=А:<^ I (4.1)

Эта приближенная модель обсуждена в работе [4], и ее сущность заклю­
чается в пренебрежении влиянием индуцированного электромагнитного 
поля.

Таким образом, из точных трансцендентных дисперсионных уравне­
ний п приближениях 

Ь:/г| 1; |>Л| 1: <•=»
4гз/е.

кЧг 1

имеем различные дисперсионные уравнения.
Гак как использование гипотезы Кирхгофа требует выполнения не­

равенства 4 1, то условие |т[/| >> 1 имеет место, если выполняется 
неравенство

• 4г..-(Ке֊■.!/,-. । » 1 («я,
где и —Ке^1к Фазовая скорость магнитоупругих колебаний пла­
стинки.
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В табл. 2 для реальных тонких пластин, изготовленных из различных 
проводящих материалов, приведены значения н. и соответствующие им 
значения напряженностей магнитного ноля Н„ (в случаях кЬ = 0.1: кк — 
= 0.05), яри которых выполняется условие (4.1). Приведенные в габл. 2 
значения II определены на основе уравнений (2.10), (2.11) и (3.9), 
(3.10), полученных при условии справедливости неравенства (4.1).

Таблица 2

Материал пластинки А (<-м) и (10» с.и сек)
ЛАг=0.1 Ыс 0.05

Но (10е э) Л/,.(10» в)

Медь 0.01 1.3 410 220
Е 1.1-10” дин-с.и ‘ 0.05 0.27 125 65
Н = 0.35 0.1 0.13 30 14
? 8.9 ։ с.и՜3 0.5 0.02 6 3
: = 5.3-10” ген՜1 1 0.01 3 1.5

Алюминий 0.01 2.24 400 200
£ 0.7-10»= дин С.и - 0.05 0.44 80 38
л = 0.35 0.1 0.22 40 21
Р 2.7 1 ■ с.и ' 0.5 0.04 8 4
з = 3.2-10” сек 1 1 0-022 4 2

Латуни 0.01 3.7 1250 620
£=0.9-10” дин с.ч-- 0.05 и. 73 240 110
у. 0.32 0.1 0.36 120 60
Р 8-5 /т.н՜՜՝ 0.5 0.07 20 10
з 2.0-10»* сек“1 1 0.03 9 4

Константан 0.01 35.8 10000 5100
£— 1.6-10” дцн-см՜՛ 0.05 7.3 2220 1101)

0.3 0.1 3.6 1100 550
р 8.9 »-е.м՜ '* 0.5 0.72 210 100
з - 0.2-10” сек 1 1 0.36 100 52

11з табл. 2 следует, что для тонких проводящих пластин с параметра­
ми к 0.01 -֊ I с.и. кк = 0.1; кк — 0.05 неравенство (4.1) будет иметь 
место при фазовых скоростях магнитоупругих колебаний пс, соответ­
ствующих сверхсильным магнитным полям с напряженностью свыше 
106 э. "

Таким образом, можно сделать вывод, что для тонких проводящих 
пластин, находящихся в магнитных полях, не превышающих значении 
Н„= 10 э. условие (4.1) нс выполняется и. следовательно, при этих по­
лях модель идеально проводящей среды может привести к неправильным 
результатам.

В [9] на основе численных примеров, характерных для рассматривае­
мого круга задач, показана реальность приближения |у-’|Лг<С1
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Наконец, отметим, что в приближении |v?|/F'C 1 имеет место совпа­
дение дисперсионных уравнений, полученных на основе гипотезы магнито- 
упругости тонких ел, с соответствующими асимптотическими разложе­
ниями точных дисперсионных уравнений [1].
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THE PROBLEM OE PLATE MAGNETOELASTIC VIBRATION, 
CONSIDERING HOLL’S EFFECT

К В. KAZARIAN

S u m in ary

The problem of plate vibration under the effect of both longitu­
dinal and transversal magnetic fields is dealt with. Some dispersion 
equations for plate's vibration frequencies are derived. Various appro­
ximations of the dispersion equations are examined. The effect of Holl's 
current upon the vibration frequencies of electroconductive plates is 
shown to be negligibly small in the range of magnetic field intensity 
up to 10' Oe. The range of application of a perfectly conducting plate 
model is found from the dispersion equations.
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А. Я. САГОМОНЯН. Я. П. ДВОРКИН

УДАР УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК О ПОВЕРХНОСТЬ 
СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Исследование напряженного состояния упругих оболочек при их про­
никании п жидкость необходимо при решении различных вопросов совре­
менной техники Задачи погружения оболочек в несжимаемую жидкость 
рассматривались Э. И. Григолюком и А. Г. Горшковым [I]. При боль­
ших скоростях удара важен учет сжимаемости и волнового характера дви­
жения жидкости [2|. Имеющиеся решения задач удара оболочек о поверх­
ность сжимаемой жидкости [3. 4] во многих случаях не позволяют нахо­
дить экстремальные значения напряжений в материале оболочек, что очень 
важно с точки зрения расчета приводняющихся конструкций на проч­
ность. В настоящей работе предложен численный метод исследования та­
ких задач, дающий возможность находить экстремальные значения напря­
жений и учитывающий подъем свободной поверхности жидкости. Рас­
смотрено проникание замкнутых упругих цилиндрических и сферических 
оболочек, заполненных идеальной сжимаемой жидкостью. Для начального 
этапа погружения, когда свободная поверхность жидкости нс возмущена, 
получены новые аналитические решения.

Рассмотрим вертикальное падение замкнутых цилиндрических и сфе­
рических оболочек на горизонтальную поверхность покоящейся идеальной 
сжимаемой жидкости. Скорость удара много меньше скорости звука 
в жидкости а. Цилиндрическая оболочка считается бесконечной, ее обра­
зующие горизонтальны. 11ри проникании сферических оболочек движение 
среды будет осесимметричным, а при проникании цилиндрических — пло­
ским. Соответственно процесс будем рассматривать в плоскостях мери­
дианного или поперечного сечения оболочек. Введем в этих плоскостях по­
лярную систему координат с началом г, центре сечения оболочки и с угло­
вой координатой 0, отсчитываемой от луча, направленного вертикально 
вниз. Уравнения движения упругих оболочек типа С. II. Тимошенко при 
малых деформациях могут быть записаны в следующем виде:

ИгЛ. — с~и.. = А\, <1>,л — С2Ф_. — 7?>, — и» = /?3 (0.1)

В случае цилиндрической оболочки

/?! = - (1 ֊ С*) — <ХС2Ф, /?- = О (Ф |- а)

к(«»4 «■) с~ ~ афб -г Ч

а в случае сферической —

66



Г
А\ - — Си», — и, с1$г > — и(«֊г — аеМ>

А-— — Ф — •!* (с^0 - р 4՜ й) 4- и»։Л)/в

/?3 —и\ с1$О — з (Ф, - Фс։§0) - 2£ш 4՜ Ей՝ г 1л с!д О 4- д 

где

* = ((и/А), и —и11, ш =- «»//, з = А’//

Ч = 2°(1 + 10Л£՜'/. 'к ’д. 0 = 1 Е1& '(1 + н)֊'/2

с = У А*(1 -1»)/2 , О = 6А'Ч=(1 — Н/А’, Д (1 -֊ |0/<Л 6' 1 + |> -| с*

I—время, отсчитываемое с момента улара; к и R —толщина ободочки и 
«■ ***

I
 радиус ее срединной поверхности: / — характерный размер; и՛ и и — ра­

диальный и тангенциальный компоненты вектора смещения срединной по­

верхности; Ф— угол попорота нормали к срединной поверхности; 7— 
разность Между радиальными нагрузками на внешнюю я внутреннюю по­
верхности оболочки; р, Е и и — соответственно плотность, модуль Юнга 
Н коэффициент Пуассона материала оболочки; А՛ ' - коэффициент сдвига 
[5]. Нижними индексами обозначены частные производные по соответ­
ствующим аргументам. При получении уравнений (0.1) были использова­
ны допущения теории тонких оболочек [5].

1. Рассмотрим начальный период проникания, когда скорость расши­
рения смоченной поверхности оболочки больше скорости звука в жидко­
сти и, следовательно, ее свободная поверхность не возмущена. В этот пе­
риод времени координату внешней смоченной поверхности можно с 
большой точностью определять по формуле

= ] 2<^.я =1 (1.1)

где 0 = Из равенства (1.1) следует, что скорость распространения 
смоченной поверхности оболочки превосходит скорость звука во внешней 
жидкости ври т ОМ * /2, где М = •: С’.

Пусть оболочка заполнена идеальной сжимаемой жидкостью, имею­

щей до удара Давление Из этого следует, что начальное значение сме­
щения ы'„ равно у случае цилиндрической оболочки величине 2а( 14՜В )Х

:). а п случае сферической — величине а( I 4-р)/?р„/( Ач/г2/.,). 
При исследовании процесса гидроупругого взаимодействия мы будем по­
лагать и-’.» — 0. то есть считать оболочку первоначально иедеформирбван- 
нон. Нетрудно видеть, что прибавление к результатам задачи постоянно­
го значения С£'. позволяет получить решение, учитывающее начальное дав­
ление заполнителя.

Введем и плоскости сечения оболочки декартову систему координат 

лОу, движущуюся вертикально вниз со скоростью удара (фиг. 1). Ось
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Ох направлена горизонтально и в момент ' — 0 лежит на поверхности 
жидкости. Движение внешней жидкости и заполнителя в линейной поста­
новке описывается в этой системе координат уравнениями

~ 2t?v; Ь
(1.2)

где А-= a2lv% — 1, At -

х xj'R, у — yviRvQ, ajv,

-j = f/(Rv), ։i— ? и !<֊ no-
тенциалы возмущенных скоростей внешней жидкости и заполнителя; 
ах — скорость звука в заполнителе; коэффициент л равен нулю в 
плоском случае и единице — в осесимметричном. Давление во внешней

жидкости р и в заполнителе рг определимо по следующим формулам:

Р = ~ (1.3)

здесь ро и р| — плотности внешней жидкости и заполнителя.
Области возмущенного движения жидкостей, ограниченные акустиче­

скими волнами (фиг. I). лежат в рассматриваемый период проникания в 
мало։՛։ окрестности точки О. Поэтому при описании движения жидкости 
можно положить"

л- ■■ Rfixs R sin G, х (1.4)

Учитывая условие V* а. снесем граничные условия равенства нормаль­
ных составляющих скоростей оболочки и жидкости на горизонтальные ли-

ннн у = 0 и у = —ft. В результате получим

։PyU=«Z+Q^)^-^). 'М,—О*5)
где е = hv/i.Rv^,, Н -функция Хевисайда. Из соотношений (1.3) сле­
дует, что

я = я?оЛЛ:-), = адл?,) (1'6)

Рассмотрим процесс проникания цилиндрической оболочки. Исполь­
зуя соотношения (1.4), заменим в уравнениях (1.2) аргумент х на 0: под­
ставим равенство (1.6) в уравнения (0.1). Кроме того, положим

ш Н{~ - 6'72Q) = ш-

(подобное приближение допустимо на начальном этапе взаимодействия.

* Этот подход предложен В Д. Кубспко [6]. 
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когда упругие возмущения к оболочке ограничены малой окрестностью 
точки удара) и перепишем соотношения (1.5) в таком виде:

?,Ц֊С® = <?Я(--֊Г'72О) 
. , п (1-7)о«-՛.

Применим к равенствам (0.1), (1.2), (1.7) преобразование Лапласа с па­
раметром 5 по аргументу т и преобразование Фурье по аргументу 0 По­
следнее берется в смысле Ф. Фридлендера |7|. I аким образом, равен­
ства ( 1.2) преобразуются к обыкновенные дифференциальные уравнения. 
Решая эти уравнения с у четом условий (1.7) и условий стремления потен­
циалов <| и ф к нулю при !«у| -•■ос, найдем образы <( ’՝ и ф* (звездочка 
соответствует преобразованию Лапласа, а черта — преобразованию Фу­
рье). Подставляя <[ и Ф՜* в преобразованные уравнения (0.1), нетрудно 
определить образы х՛՝. и* и Ф*. При нахождении оригиналов исковых 
функций интегралы обратного преобразования Фурье мы оценивали 
асимптотически методом перевала для больших значении л (это соответ­
ствует малым т). Затем полученные выражения обращались с помощью 
разложения Хевисайда. Так, для функции при 0 ~0 имеем

М .,•■=֊֊ । В-(/;г 4с—')/2, Г- I 1 - Л2 : (W^>4c֊-)

֊ 2<Ж’-(';' -)е‘АЧ

I: (Bn-QW - 4с ’)

w — ВСр*с[с е sin С>.\- 4՜ 'О/'-.։] 

Н । с -■ — в- Q՞?.՝ 4 , V arctgp4//a) 

(ВЮ-7- < 4с-’)

В случае сферической оболочки вместо преобразования Фурье исполь­
зовалось разложение искомых функций по присоединенным функциям Ле­
жандра Рл(со$0), Р,‘։ (cos 0):

w’ = f & (s) A (cos 0), «’ = f U„ (s) P՝(cos 6) 
n~U n -1

Ф’֊У Ф.(։) A'(cosO). ?s У <?„ (ff. s) A (cos 0) (1.8)
/1 — 1 n —0

-* = S to» s) P" <cos °) 
n -0

в уравнениях ( 1.2) полагалось 1/x = 1/0 = 1 i/jO.
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Опуская промежуточные выкладки, выпишем полученную таким об­
разом систему уравнении для коэффициентов в разложениях (1.8):

[л (п + 1) - 1 4- а -Ь eV] U. - с֊Фп - б’Г„ = О

[л (л 4֊ 1) - 1 4֊ |‘ + D | с-'$г]Ф„ ֊ DWn = О

[п (л 4- 1) 4- s՜ 2/1] ITS, 4- /-л (л 1) U п — п (л 1) Фп -

+ж,֊^|нт|,в-.=о
~ 2s?/.-9 [s2 Т М2п (п Г 1)] = о

?»,!,.» = о*«’'.-!- Q"r’V25(n + i/2)e- 'Ч+1!2(-֊)

— [s2 + л (Л 4- i) Af? ] АГ2?,, = О

Отсюда нетрудно найти выражения для 1У,,, (Л, Фя»
Формула суммирования Пуассона [8] имеет такой вид:

f /(л 4 0.5) 0.5 С/(*) е՜(cos -v)"’(1.9) 
/Г-0 J

где функция / комплексного переменного v аналитична в некоторой окрест­
ности оси Rev; кои гур C.j., симметричный относительно действительной 
полуоси, показан на фиг. 2. С помощью, соотношения ( 1.9) бесконечные 
ряды (1.8) приводятся к интегралам, которые могут быть асимптотически 
оценены методом перевала при больших значениях параметра S. Обратное 
преобразование Лапласа осуществимо с помощью разложения Хевисайда. 
Выражения искомых функции аналогичны полученным в случае цилинд­
рической оболочки, однако имеют более сложный вид и здесь нс приво­
дятся. Математический аппарат, применяемый ками для аналитического 
исследования осесимметричного движения оболочки и жидкости, доста­
точно полно освещен в работе [8| на примере задачи о дифракции акусти­
ческой волны на сферической оболочке.

Отметим, что при 0 0 верны асимптотические оценки

Р ~ № (г*о 4֊ w,). ру =

то есть в начальный период проникания здесь оправдана гипотеза плоско­
го излучения [9].

2. Изложенные выше аналитические решения получены в постановке, 
верной лишь для начальной стадии проникания, г, течение которой не воз­
мущена свободная поверхность жидкости. За это время напряжения в обо­
лочках не достигают, как правило, своих экстремальных значений. Следо­
вательно. необходим метод исследования процесса гндроуиругого взаймо- 
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действия на последующем этапе погружения, когда акустическими возму­
щениями охвачена часть свободной поверхности жидкости.

Идея пред \агаемого здесь метода состоит в численном связанном ре- ■ 
шении уравнений движения оболочек и жидкости. Уравнения движения 
оболочек решаются методом характеристик, уравнения движения жидко­
сти -с помощью явной разностной схемы, предложенной в [10]. Связь 
осуществляется граничными условиями на смоченных поверхностях обо­
лочек.

Ниже последовательно излагаются метод характеристик для решения 
уравнений (0.1). метод расчета движения заполнителя и внешней жидко­
сти (учтен подъем ее свободной поверхности) и алгоритм, связывающий 
эти два метода и позволяющий рассчитывать параметры гидроупругого 
взаимодействия.

На характеристиках системы уравнений (0.1) с/т/с/О = с выполня­
ются условия

<1и,։ — с</и — </Ф0 с<М>? (2.1)

а на характеристиках е/тЛ/О = ± 1 —условия

Кроме того, вдоль направления, определяемого дифференциалами </т и 
^0. выполняются следующие соотношения:

</«• = -г </и — и <1՜ -1 ч^'։, </Ф Ф -г Ф0<?5 (2.2)

Фи։. 3.

.Рассмотрим (разовую плоскость (О, |) (фи։. 3. в). В период проиил. ния. 
когда скорость границы внешней смоченной поверхности оболочки боль­
ше скорости распространения упругих возмущении, область возмущенно­
го движения лежит выше кривой ОА, соответствующей границе смочен­
ной поверхности. В точке /1 этой кривой касается характеристика наклона 

= с. в дальнейшем она ограничивает снизу область возмущенного 
движения. Разобьем область возмущен иного движения на расчетную сет­
ку характеристиками — ± с. Из вершины каждой расчетной ячейки 
(фиг. З.б) проведем до пересечения с противолежащими сторонами харак­
теристики 1Й'<Й = ± I и вертикальный отрезок. Проинтегрируем вдоль 
отрезков характеристик соответствующие равенства (2.1). а вдоль верти­
кального отрезка соотношения (2.2) и используем при этом линейную 
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интерполяцию функций вдоль отрезкой. Мы получим систем} девяти ал­
гебраических уравнений, позволяющих находить значения функций К!, 
и, Ф и их первых производных в вершине ячейки, исходя из их значений 
з остальных вершинах. Таким образом, можно вычислять искомые вели­
чины на каждом временном уровне, пользуясь их значениями в располо­
женных ниже точках и граничными условиями. Можно показать, что пер­
вые производные функций и1, а, <1’ непрерывны всюду в плоскости (0, т) 
( риг. З/т). Следовательно, на линии 0.4 Й можно задаваться нулевыми 
граничными условиями. На линиях 0 = 0 и 0 ~ л выполняются ус\бвия 
симметрии движения оболочки относительно них.

Для нахождения величины у. входящей в уравнения (0.1). и пропор­
циональной разности перепадов давлений внешней жидкости и заполните­
ля. уравнения движения жидкости в акустическом приближении будем 
решать с помощью явной разностной схемы, предложенной в [ 101.

Уравнения движения внешней жидкости записываются в неподвиж­

ной декартовой системе координат хО.у, совпадающей в момент удара с 
——

подвижной системой хОу. Граничные условия состоят в равенстве нор­
мальных составляющих скоростей жидкости я оболочки в зоне их кон­
такта и равенстве нулю перепада давления на свободной поверхности. 

Соответствие между координатами л и О на смоченной поверхности обо­

лочки задастся приближенным соотношением х = Граничные усло­

вия сносятся с возмущенной поверхности жидкости на ось О,х. Учтено 
влияние подъема свободной поверхности жидкости на увеличение смочен­
ной зоны оболочки. При этом свободная поверхность представляется сту­
пенчатой линией; высота каждой ступеньки и скорость ее движения из­
вестны в исходный момент времени. Ступенчатая линия передвигается в 
течение временного шага, то же делается и с сечением плоскостью движе- 
иия ьмешпей поверхности иболочкя. Находится новая точка пересечения 
этих двух линий, которая и является границей смоченной зоны в момент 
времени, следующий за исходным.

Движение заполнителя рассчитывается гак же, как и движение внеш­
ней жидкости, при этом па внутренней поверхности оболочки использует­
ся условие равенства нормальных составляющих скоростей оболочки и 
жидкости.

Алгоритм связанного решения уравнений движения оболочки и жид­
кости строится следующим образом. 11усть известны параметры движения 
в момент т„ и нужно определить их в следующий расчетный момент г,. Для 
этого определяется граница смоченной золы при т,; на смоченных поверх­
ностях ставятся граничные условия, исходя из значений скоростей частиц 
оболочки при г„, и рассчитываются параметры движения жидкости; полу­
ченные значения перепадов давлений осредняются по временному интер­
валу от т„ до т, в служат для расчета параметров движения оболочки при 
т = т,.
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Приведем результаты расчета параметров гйдроупругого взаимодей­
ствия при следующих значениях безразмерных параметров: с = 0.528; 
Р - 8350; £ = 4.78; 6’ 1.65; а ֊ 25; В ֊ 6.67; () 0.0172; М - 0.5.

На фиг. 4 даны зависимости от т отношений шг/г»0 в точке 0 = 0 для 
полой цилиндрической, полон сферической и заполненной керосином ци­
линдрической оболочек (соответственно линии I, 2 и 3). Кривая 4 пред­
ставляет собой отношение значения ширины внешней смоченной поверх­
ности полон цилиндрическом оболочки, полученного с учетом подъема сво­

бодной поверхности, к значению. полученному без учета подъема. На 
фиг. 5 даны зависимости от т нормальных компонент напряжения

Зи, отнесенных к Ла Д1—то есть ’* = а (1 — р5)зм/£ для по­
лой цилиндрической оболочки у ее внутренней, внешней и срединной 
поверхности (линии 1, '2 и 3).

Фиг. 5.

Из представленных результатов видно, что экстремальные напряже­
ния в оболочках могут развиваться в период проникания, когда важен 
учет сжимаемости жидкости.
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Результаты аналитических решений рассмотренных задач подтверж­
дают на раннем этапе проникания численные расчеты.

Мсханнко-матемагичесКнн факультет
МГУ нм. М. В. Ломоносова Поступила 15 XI 1979

Ա. 5Ա. Ս11Ղ111րՈՆՅԱՆ. ՅԱ. <4. ԴՎՈ1ՊԻՆ

ԱՈԱԱԴԱ4ԱՆ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ՃԱՏՎԱԾՐ ՍԻՂԱՎՈՂ
ՀԵՂՈԻԿԻ 1րՍ.«|ԵՐԵՎՈԻՅԹԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Լուծվում են առաձգական վնգային և գլանալին թաղանթների Հատվածի Ա 
իգեաքաւգես ս ե ղ մ վ ս գ Հեղուկի մ եք նրանց հետագա րնկղմ ան խնդիրները։

Հաշվի Լ տոնվում 'եգոէկի ագատ մ ակերևոէ յթ ի րարձրացմ ան ազդեցու­
թյունը թաղանթների թրքվող մասի մեծացման վրա։ Ներթափանցման սկղրնա- 
կան փուքի համար սսւացվել են ասիմ պաոտական լուծումներ։ Հետագա ուսում­
նասիրությունը կատարվում Լ թվային եղանակներով։

ON THE IMPACT OF ELASTIC SHELLS UPON 
A SURFACE OF COMPRESSIBLE FLUIDS

A. Ya. SAGO.MONIAN. Ya. P. DVORKIN

Summary

The problems of the impact and subsequent penetration of elastic 
cylindrical and spherical shells into ideal compressible fluid are solved. 
The fluid free surface lifting is taken into account to find the shell 
wet zone. For the initial period of penetration some analytical solutions 
are obtained. Subsequent period is investigated by numerical methods.

Л И T E P A T У P A

I. /рнюлюк Э. И.. Горшков А. Г. Взаимодействие упругих конструкций с жидкостью.
Удар и погружение. Л.. -Судостроение՛֊. 197b. 198 г.

2. Соымонян А Я. Проникание. М.. Изд-во МГУ. 1974, 299 с.
3. Payton R. G. Initial bonding stresses in clastic shells impacting into compressible 

fluids. "Quart. J. Meeh, and Appl. Math.*. 1962. 15, No. 1. 77 -90.
4. Medtck M. A. Initial response of an clastic spherical shell upon impact with a 

compressible fluid. Proc. 4-th Լ՜ S. Nat. Congr. Appb Meeh.. N. Y.. 1962. v. 1, 
285 291.

5. Сагомонян А. Я Волны напряжении н сплошных средах. Часть 2. ՒԼ-д-по МГУ. 
•1979, 208 с.

6. Кцбснко В. rl Про удар пружио! обилопхн об пошрхню р:дкнк Дип. АН УРСР.
1974. А. 2. 164-167.

74



7. Friedlander F. G. Sound Pulses. "Cambr. Univ. Press.", Cambridge, England, 
1958, 202 p.

8. Tang S.-С.. Yen D. №. Y. Interaction of u piano acoustic wave with an elastic 
spherical shell. J. Acoiist. Sop. Amor., 1970. 47, No. 5, 1325—1333.

9. Г ри юлюк Э. И., Горшков А. Г Взаимодействие слабых ударных поли с упругими 
конструкциями. Научн. тр. ин-та мех. МГУ, 1971. № 13, 180 с.

10. ГоЛиК.О® С. К.. Забродин А №.. Иваной М. Я.. Крайко А. //., Прокопов Г .7 Чис­
ленное решение многомерных задач газовой динамики. М„ 1976. 400 с.


	kazm
	1980.1

	3
	1
	15
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	18
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26

	29
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38

	41
	39
	40
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51

	54
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63

	66
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73


