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В настоящей работе рассматриваются некоторые возможности описа
ния кривых ползучести при различных программах изменений напряже
ний в применении к металлическим материалам. Проводимое исследование 
имеет обзорный характер и основано на построении аналитических аппро
ксимаций деформации ползучести при постоянных напряжениях и темпе
ратурах и на обобщении этих аппроксимации на случаи переменных на
пряжений при использовании тех или иных теоретических предпосылок.

I. Сводка некоторых аппроксимаиий, применяемых для описания пол
зучести металлов при постоянных напряжениях

Для описания I стадии ползучести обычно используются следующие 
аппроксимации;

о

МО ’аГ, 0<т<1 [1.2] (1.1)

М0 = С(1-.е •') [3]
*

(1.2)
» •

мо ?<о [4[ (1.3)

где Э-, (3, ") и ее интеграл протабулированы в [5],

*-<(/) = /|п(1 -Ь V) [6| (1-4)

Для описания кривых ползучести с возрастающей скоростью испэльзу- 
ЮГСЯ

МО = С[1- Г 1-7/ | |8, 9| (1.5)

М0=СР [10] (1.6)

Для описания первой и третьей стадий ползучести использовалась форму
ла [11]

М/)=а(С- 1п /) ։'п (1.7)

Для описания первых двух стадий ползучести к вышеприведенным ап
проксимациям достаточно добавить член аЛ, однако при этом может воз
никнуть трудность обобщения полученных аппроксимаций на случай пе
ременных напряжений: в этом смысле иногда удобно использовать [12]
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(1.8>

для которой имеют место = «■• Вт, —-г, причем асимп-
01 Ь-и <Н

тота пересекает ось ординат н точке °. Более сложные аналитиче
ские соотношения, не позволяющие записать выражение для (О т: 
явном виде, рассмотрены в пункте 2.

2. О ползучести металлам при переменных напряжениях
Для обобщения аппроксимаций ползучести на случаи переменных на

пряжений используются различные теоретические предпосылки.
Большое распространение получила гипотеза уравнения состояния в 

форме -Людвика [ 1]

(2-0

согласно которой скорость деформации определяется значениями напря
жения и деформации в рассматриваемый момент.

Иногда используется более конкретный вид (2.1):

=Н’И(->) (2.2>
от

В применении (2.1) к некоторым аппроксимациям пункта 1 получим: 
соответственно (1.1)

I »—I
" .О .п----- = та $1 (2.3)

<Н

что при условиа подобия или (2.2) дает

г
Г 41 I ”= 1« <// [ (2.4)

с

соответственно ( 1.2)

— =-ЛС֊г) (2.5)

что при условии подобия дает

<
*«(/) = ֊ УС[3(т)]е-’«' ’<Л (2.6)

и

при условия (2.2) имели бы С -А /(о) я. следовательно.

4



М>) С-! 1 ехр (2.7У

последнее, однако, вряд \и имеет практический смысл, 
соответственно ( 1.4)

дгс
— =- 7. це
01

что при условии (2.2) дает и /(о) и. следовательно.

(2.8)

соответственно (1.5)

соответственно ( 1.6)

соответственно (1.7)

о^ 

01

соответственно ( 1.8)

(/) = 7 1п 14֊ рФС)р-- 

V

։
.'» я __________ |3
(г 

и

• л
ехр

£

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

С

Для соотношения (2.1) используются и другие более сложные выра
жения Например, в работе |13| рассматривается выражение

~- = А Х ехР(«֊՝) (2.14)

где £0— пластическая деформация, п и а — постоянные, в работе [ 14]

01
(2-15)

где £, — упругая деформация, Во, /?։. > и п постоянные, в работе [15]

-^-у- — /Л2։~п ехр [аз (1 + кгс)] (2.16)
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Согласно (2.1), обратная ползучесть при разгрузке н общем не пред
сказывается. Однако, если деформации ползучести затухающие и ограни
ченные, то обратная ползучесть может предсказываться, как это имеет 
место, например, в (2.6).

Большое распространение получила и наследственная теория [3, 4], 
что определяется относительной простотой использования ее при решении 
задач механики. Уравнение наследственности, как выведенное на основе 
принципа наложения деформаций, запишем в виде

*.(!)=֊ 1"С["֊^֊՜(2-17) 
.1 к-

о

где С(<т, О представляет собой аппроксимацию кривой ползучести при 
постоянном напряжении о. В случае подобия кривых ползучести уравне
ние (2.17) запишется так:

«. (I) ֊ ֊ 5 [’ Ы1 Л (2.18)

.) Л

Запишем аналитические выражения для деформаций ползучести в 
•применении наследственной теории к приведенным в пункте I аппроксима
циям при удовлетворении условия подобия. Соответственно (1.1) будем 
иметь

«,(0=т [а[=(т(](/--)-'</: (2.19)

о

соответственно ( 1.2)

»*(0 = 7 (’СРО)]«-’“-”* (2-20)

О 

соответственно (1.3)

I
МО -?р[*(’»]Э։(& *-’)</֊- (2.21)

о
соответственно (1.4)

г
«до ֊• < [ф (-■)] -—֊—- <2-22)

.1 1 т Ч(/ - ’)
о

Использование наследственной теории для аппроксимаций, описы
вающих деформации с возрастающей скоростью, приводит к усиливаю
щейся памяти материала, что не имеет смысла. Отметим, что в случае 



аппроксимации (1.3) гипотеза уравнения состояния (2.6) и наследствен' 
нам теория (2.20) полностью совпадают в своих предсказаниях.

Согласно одному из вариантов кинетическом теории [1]. скорость 
ползучести определяется значениями действующего напряжения и работы 
напряжений на деформациях ползучести

(2.23)

В применении к аппроксимациям 
но (1.1)

пункта 1 получим соотпстствеи-

соответственно (12)

соответственно (1.4)

" т|о(э)]* | — \ =</= (2.24)

(2.25)'

(2.26)

соответственно (1.5)

К 4-1М՜՜՞
(Ц т \ С-/ 

О

Соответственно (1.6)

(2.27)

(2.28)

соответственно (1.7)

(2.29)

В работе | 16) рассматривается нас.ледс гвеннал теория, описывающая 
также и пластические деформации
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Ф (s) = с 4- K(t т)5(т)<Л (2.30)

о
•где ф(з)==-з описывает кривую мгновенного деформирования, а в каче
стве ядра использовано абелевскре K(t — ~) —k(t -) 0<7<1.

В работе [17] рассматривается кинетическое уравнение более слож
ного вида и описывающее 1 и Ш стадии ползучести

к

— А. 'ехр(?М:‘[1-(г + 
at

(2.31)

где

d^ . Ct<h֊\ C2dT C.dt

Согласно геории Лагнсборга [18], построенной на дислокационных 
концепциях и описывающей первые две стадии ползучести, имеем систе
му уравнений

֊^֊ = а(з)ехр 8[| р — | р0(э) ]}

-^- = 0-^-2^ 
ot dt

(2.32)

которую можно использовать для описания кривых ползучести, лишь при-
меняя шаговый метод. Это же свойство присуще и 
рии [19], определяемой следующей системой уравнений:

структурной тео-

■֊-=Г(о-Р) 
at

d[> — А (з — р, з) dzr

Где /' и А —эксиеримсн jалпно определяемы--: функции.
В работе [12] рассматривается видоизмененным вариант (2.33)

(2.33)

(2.34)
= А (=)[з ֊ р — =£(=)]

который можно записать в явной форме для случая ступенчатых возраста
ний нагрузки, а при постоянном <• вырождающейся в аппроксимацию ви
да (1.8).

При изучении ползучести монокристаллов использовалась система 
уравнений [7]

иге
-----  = f,Vf:
at

д<п
----- — 7՝

(2.35)
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где и и 1| — функции от напряжения. При постоянном п система (2.35) 
вырождается в ( 1.4). При ступенчатых изменениях п система (2.35) инте* 
грируется п явном виде |7].

В работе [11] использовалось соотношение

in (2.36)

описывающее все стадии ползучести и обобщающее формулу (1./) при 
а՜՞

а !п----- » Ь = п 4՜ 1.
п

Согласно энергетической теории Соснина, ползучесть в третьей ста՜
дик описывается соотношениями [9]

= /<3)
(Н (А* Л)"’

t
Л = Ь — dt &.31Y

J <н 
о

которые при постоянном напряжении вырождаются в уравнение (1.6).
Для описания деформации ползучести в III стадии можно пользовать

ся моделью Работиова [8]

  /(=, “>)» ——=?(=><’') (2.38) 
О(----------------------- (Л

где для /(з, <о) и <р(з, <••) используются выражения

/(в,..>) 6зт(1 -V.)՜4, ?(о, «>) = Сзп(1 <՛>)’ г (2.39)

обобщающие при г 4՜ 1 > 7 аппроксимацию типа (1.6) на случай перемен
ного напряжения.

В работе | 10] для описания деформаций III стадии использовалось 
уравнение

(2.40)

которое можно трактовать как разновидность (2.38), если положить 
/ •՛>) — 7&з'н>՜’՛■? (з, <՛>) — з'՜'.

3. О возможных рекомендациях для аналитического представления 
экспериментальных данных о ползучести металлов

Признавая, что механизмы деформаций ползучести действуют, буду
чи связанными друг с другом, выскажем все же предположение, что для 
феноменологического описания деформации ползучести удобно разделять 
<тн деформации на составляющие с убывающей, постоянной и возрастаю
щей скоростью и не связывать друг с другом теоретические предпосылки 
для обобщения каждой из них на случаи переменных напряжений. На наш 
взгляд, введение связей между деформациями различных стадий было бы 
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оправдано, если обобщающие теории имели бы надежную физическую 
основу. Отмеченное касается уравнении (2 12). (2.14), (2.16), (2.29). 
(2.31) и (2.36), хотя, конечно, для ряда материалов эти уравнения могут 
оказаться и предпочтительными. С другой стороны, при раздельном ана
литическом представлении составляющих деформации с убывающей, по
стоянной и возрастающей скоростями, оказывается возможным использо
вать более простые аппроксимации.

При отчетливом проявлении второй стадии ползучести разделение де
формаций ползучести в их аппроксимация оказываются относительно про
стыми. На риг. 1 показана схематическая кривая ползучести с выражен
ной 2-й стадией. Продолжая прямую, описывающую участок кривой пол
зучести во второй стадии, до оси ординат, на последней отсекаем отрезок

С, представляющий собою предель
ное значение, к которому асимпто
тически устремляется затухающая 
составляющая ползучести $с։. Для 

описания первых двух стадий мож- 
использовать выражение

5с1“’П|=С,(1 е )

где угол наклона кривой пол
зучести во второй стадии, а выбором 7 можно изменять скорость 
устремления кривой Sq к асимптоте гс = С.

Оставшуюся же часть ползучести, определяющую гретые стадию, 
можно аппроксимировать с помощью (1.5). (1.6) или какой-нибудь еще 
более подходящей формулы. При этом, естественно, теоретическая кривая 
в первых двух стадиях будет проходить несколько выше эксперименталь
ной. так как аппроксимации гс(Н всегда дадут некоторый вклад в общую 
деформацию и в первых двух стадиях. Возникающее расхождение может 
быть откорректировано путем некоторого уменьшения «.

Аналогичная методика может быть сохранена и для случаев, когда 
вторая стадия ползучести выражена слабо, хотя при этом затрудняется 
выбор а- угла наклона прямой, отсекающей отрезок С на оси ординат.

В тех же случаях, когда первая или третья стадии ползучести нс про
являются или деформациями одной из них можно пренебречь, вопрос вы
бора аппроксимаций, естественно, упрощается, так как можно выбрать го
товую аппроксимацию, в частности, из (1.1)—(1.8).

Для выбора гой или иной теории, обобщающей аппроксимацию пол
зучести на случаи переменных напряжений, ниже рассмотрим некоторые 
свойства, присущие уравнениям пункта 2 и относительно легко проверяе
мые экспериментальным путем для изучаемого материала.

К числу таких свойств отнесем свойство обратной ползучести, преем
ственность и вопрос о коммутативности ползучести.

Из рассмотренных н пункте 2 уравнений обратная ползучесть (то есть 
деформации, протекающие со скоростью обратного знака предшествующе
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му напряжению, после разгрузки, иначе называемые высокоэластическон: 
ползучестью) предсказывается уравнениями (2.6). (2.19) (2.22), (2.25), 
(2.30), а также в некоторых вариантах (2.33) и (2.34). когда для послед
них функция .1 для нагружения и разгрузки берется различного вида. 
Однако для всех ядер уравнений теории наследственности, соответствую-

, ։• ащих затухающей памяти (то есть удовлетворению условия Um------------ и
dt

в общей форме (2.17) уравнения наследственности), после полной 
разгрузки все деформации, достигнутые согласно (2.17), являются 
полностью обратимыми. Действительно, принимая з (/) з0 const до 
некоторого момента fn и i(/) = 0 при согласно (2.17), имеем

fo) — — [ —֊* - — -г/՜֊-0 при любом конечном /л, независимо
J #• 
Ü

от уровня ограниченности деформаций ползучести С(з, /). Это об
стоятельство может быть использовано при выборе теории для обоб
щения соответствующей доли деформации на случаи переменных 
напряженный. Если экспериментально определенная обратная ползу
честь отсутствует или очень мала, то это говорит против использо
вания наследственной теории.

Как показано, например, в | 20] для первой стадии ползучести н в [21] 
для третьей стадии ползучести, скорость деформации ползучести при од
ном и том же напряжении и при одной и той же достигнутой деформации 
оказывается тем больше, чем при более низких напряжениях была достиг
нута эта деформация, свойство это названо «преемственностью». Приве
дем математическую формулировку [22].

Примем программу эксперимента

= (')=!’’ °<'<'‘ 4 = const (3.2)‘

I = I . 10

Рассмотрим выражение

-/•;(--, 8, /0) /^(;Д 3rt); 0 = /-/o (3.3)

где с помощью условия const в устранено :(>, а в /\ — Г;. 
Преемственность соблюдается, если

—’>0 или —=<0 (3.4)
об, дз^

При использовании (2.1) и. следовательно, любого из уравнений 

(2.3) (2.16) вместо условия (3.4) удовлетворяется равенство -----֊ = 0.

то есть преемственность не соблюдается. Вопрос о соблюдении преемствен
ности 8 общих уравнениях (2.17) и (2.18) зависит от конкретного вида 
входящих функций. После ряда опускаемых здесь выкладок можно полу



чить, что преемственность соблюдается, согласно уравнениям (2.19) и 
(2.22), согласно же (2.20), преемственность не предсказывается.

Как показано в [22]. согласно кинетической теорий (2.23), преем
ственность предсказывается, если только функция / является убывающей 
по второму аргументу, то есть в первом стадии ползучести (уравнения 
(2.24)—(2.26)). Преемственность предсказывается и уравнением (2.30) в 
случае абелевского ядра.

Согласно уравнению (2.31). преемственность соблюдается, так как 
()г 

при одних и тех же текущих значениях ст и у скорость ползучести здесь 

тем больше, чем при меньшем напряжении и при большей длительности 
ползучести при п,. то есть при большем значении <о, была получена эта 
деформация »■՛.

Преемственность соблюдается согласно (2.32), (2.34) и (2.3’3), а так

же (2.33) при выполнении условия -- ----- ——- >0, (2.38) вкупе с
да

(2.39) при условии т > л и (2.40) при условии л^>>.
Преемственность не соблюдается, согласно (2.36), так как

об. .6

а также согласно (2.37) [22].
В работе [23] рассмотрен гак называемый коммутативный закон пол

зучести. согласно которому накопленные деформации после ряда последо
вательных приложении напряжений нс зависят от порядка, в котором 
прикладывались напряжения. Как показали экспериментальные данные, 
например, в работах [20, 24], а также и приведенные в гой же работе [23]. 
имею։ место систематические отклонения от этого закона, причем общая 
деформация ползучести оказывается большей в том с \учае, когда на по
следней ступени нагрузка оказывается большей (имеется в виду односту
пенчатое изменение напряжения).

Рассмотрим следующие дне программы изменения напряжения:

(3.5)

Обозначая через деформации ползучести, соответствующие пер
вой программе, а через — второй программе, положим, что при поло
жительности 5.-, (2<?) —(2/„) имеет место -■-■ нормальное» нарушение 
коммутативности ползучести, а при его отрицательности — «обратное» на
рушение коммутативности ползучести [22].

Согласно общему уравнению ползучести (2.2). как это показано в 
[23], предсказывается коммутативный закон, то есть отрицается наруше
ние коммутативности вообще. Этот вывод касается уравнений (2.4). (2.7).
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(2.9), (2.11). (2.14), (2.15), а также (2.10) при независимости С и /и от 

напряжения, (2.13) при независимости ‘ -- от напряжения и (2.16) при 
'7.

/? = 0.
Как показано в [22]. для наследственной теории (2.18) с затухающей 

памятью, а следовательно, и для уравнений (2.19) (2.22). соблюдается 
нормальное нарушение коммутативности ползучести.

Согласно кинетической теории (2.23) в форме (2.24) нормальное на
рушение коммутативности имеет место при <С I, то есть пр ։ затухаю
щей дюлзу чести [22|.

Согласно (2.25) имеем

(2(„) (2/Д ~ ( СА ֊ С։(1 - е -'■) (1-е <*) > 0 (3.6)

то есть соблюдается нормальное нарушение коммутативности.
Согласно (2.25) имеем

Ь + , ?А. |н+^) *‘"-11! "
Ч (21.) -(2/„) 1п 1-------֊ ֊֊^----------------—------и. >о (3.7)

11+ Ч'.°._ [(1 +V,) “’՛֊! ]"
I 1 ± Чго 1

так как и и ։|, естественно, являются возрастающими функциями от <7. 
Согласно (2.28). имеем

։.,(2/„) .-..(2/„) =֊- «(1-£)| 1+ (1 |՛' ^)’|<о

(3.8)

то есть имеет место обратное нарушение коммутативности.
Согласно (2.30), имеем

։.. (2М ֊ (2.'о) ֊ /■(<- —— Й՜’[’= + ’. (2՛ ’-1)11-
С՝' 1 —а I

֊/гк4-֊(У[=1 + М2' ’ 1)]!>о (3.9)
( 1 — а I

где /'—обратная функция функции <|, откуда заключаем о нормальном 
нарушении коммутативности. Согласно теории (2.32) при условии 
/’..(о) 0, предсказывается обратное нарушение коммутативности [22’.

Нормальное нарушение коммутативности предсказывается согласно 
(2.35), так ках

«С, (2/0) — 8<։(2/0) = *г1п 1 уй/„ -Г 7,2/у ехр ( ------- —
I \ '2

(3.10)

поскольку >1 н х являются возрастающими функциями от напряжения.
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Уравнение (2.36) вкупе с (1.7) соответствует нормальному наруше
нию коммутативности, например, при условиях

А
6 = const, ----- [е" (С-pin 2 1п/0)]>(> (3.11)

Согласно (2.37), предсказывается обратное нарушение коммутативно
сти [22J. Согласно (2.38) вкупе с (2.39) имеем

•<,(!»։)—»..(2/,) = ——------- А*? •֊ ")Ь + [1 С։;(г+ 1РО-
С (г 1 — q) |

I —— I ''
Сэ; и +1) г0) 1 — [1 — Сз;(г 4֊ 1>/0] —

-[1֊ Сз;и + 1)М ’ ‘|>° (3.12)

при т П, откуда заключаем о нормальном нарушении коммутатинрогти. 
Такой же вывод имеет место, со։ хасно (2.40), при условии A.>v и 
а> 1 (22].

4. Заключение

Выбор тон или инон теории ползучести для исследуемого материала 
затруднен гем. что при некоторых ступенчатых изменениях напряжения 
предсказания по различным теориям порою различаются мало даже по 
сравнению с разбросом экспериментальных кривых. В атом смысле целе
сообразным представляется ставить эксперименты для изучения обратной 
ползучести, а также, согласно программам (3.2) и (3.5). для проверки 
преемственности и коммутативности ползучести, так как в зависимости от 
полученных экспериментальных данных ряд уравнений ползучести может 
быть сразу отброшен из рассмотрения.

Приведенные выше обзор уравнений ползучести и их анализ, конеч
но, отнюдь не претендуют на полноту, однако мы рассчитываем, что они 
в некоторых случаях содействуют выбору уравнения одноосной ползуче
сти при растяжении.

Институт механики
.АН Армянской ССР Поступила 20 VI 1979
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i/nnf են սողրի րյեֆորմաւյիաների անալիտիկ մոտարկումները Հաստատուն 
յարումն երի պա յմ աններում. որոնք րն դ՚Հ ան րւս y վու մ են փոփոխական լարում
ների Համար տարրեր տեսությունների о цч< in yn րծ ում ո վ: Դ իա ար կվ ում են նաև 
Նյութի մի րանի .՛ ա ա կ ութ յունն ե ր ր , որոնք փորձնական uuini ւլման են են
թարկվում և նրանք թույլ են սւալիո ւլնա', ա ա ել արվաձ րն ւլ Հ անր ա у ումն ե րր t

CERTAIN ASPECTS OE UNIAXIAL CREEP OF METALS

Л. M. SIMONIAN

S u m m а г у

Certain possibilities to describe metal creep curves with different 
programmes of change in stresses are examined. The investigation is 
based on construction of aralitical approximations of creep strains under 
constant stresses and temperatures as well as on generalizations of 
these approximations for the cases of variable stresses, using particular 
theories.
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f ( Г И Я \ К Л Д Е М и И НАУК А Р М я И С К О Я ССР 

էՈ.խա?|ւկա ХХХП1, До 2, 1980 Механика

Р. М. КИРЛКОСЯ11

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕУПРУГИХ КРУГЛЫХ ПЛИТ 
С УЧЕТОМ ВЛИЯ11ИЙ ДЕФОРМАЦИЙ ПОПЕРЕЧНЫХ СДВИГОВ

Устойчивости пластинок за пределами упругости материала в раз
личных постановках посвящено .много исследований ([1| [11| и др.).
В настоящей статье п рамках теории малых упруго-пластических деформа
ций производит упрочняющегося материала | 11 получается система диф
ференциальных уравнении устойчивости круглых плит с учетом влияний 
деформаций поперечных сдвигов [8]. В качестве приложения решается 
задача устойчивости сжатых в радиальном направлении шарнирно опер
тых и защемленных по контуру круглых плит при осесимметричной фор
ме потери устойчивости. Подробно рассматривается случай идеальной 
пластичности.

Аналогичная задача в рамках теории течения впервые рассмотрена в 
работе |7].

1. Рассмотрим пластинку толщины Л, отнесенную к системе цилиндри
ческих координат Г, 0, Z. В качестве механических соотношений примем 
уравнения деформационной теории пластичности несжимаемого материа
ла (1|

I ^е“' (1Л)
где 5г> 5,., ‘и ег, еь, ег компоненты напряжения и деформаций,

V V՜5Г 5» + 
л (1,2)

ei = I/ е! + еге'> +

— интенсивности касательных напряжений и деформаций сдвига.
Пусть в пластинке, которая деформирована за пределами упругости, 

реализовано безмоментное напряженное состояние

КД՛

При выпучивании напряжения в пластинке получают бесконечно малые 
приращения hr, osf|, £"гП, Принимается гипотеза непрерывнЬ-
го нагружения ([11], I 12|). согласно которой искривление пластинки воз
можно в условиях возрастания нагрузки, обеспечивающих нагружение во 

2 Известия Ail Армянской ССР, .Механика, Х? 2
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всех ее точках. Известно [5], что критические значения параметров, полу
ченные по этой постановке, не будут отличаться от результатов, вытекаю
щих из критерия равноактквной бифуркации, при котором неустойчивость 
за пределами упругости понимается как неустойчивость процесса дефор- 
мирования. С помощью (1.1) для вариаций озо*0 к получим

Ч апое, 4- М?։ ֊г а։/ег0

''=8 = а2лее 4- а, Зе, 4- а^ёл (1.4)

,<»мЦв 4՜ «иЧ *

где

“''^х13’' + (2е' + е։)։^ (4)
о-- 3։, + (2е, ■ ег1-^- ( )
" 9е. ' ' де, \ е, /

а" Ч13’2 с^(т)
• (и5)«и = I 3=, +֊ 2 (2“, 4- (2е, ֊ е.)

О» = 9Г'л|12*,4 )

2 , <! / \■ \
°=> )

В условиях отсутствия поверхностных нагрузок для тангенциальных на
пряжений по уточненной теории |8] имеем

>.-=/(‘)?(г, 0), = 0) (1.6)

где /(<) — функция, характеризующая закон изменения касательных на
пряжении по толщине : ластинки. <г(т. 0) и 0) —искомые функции.

Здесь уточненная теория, учитывающая влияние деформаций попе
речных сдвигов, применяется сэ всеми известными условностями, как это 
делается обычно, например, в задачах изгиба пластинок.

Связь между касательными напряжениями ( 1.6) и соответствующи
ми деформациями поперечных сдвигов пластинки имеет вид I 11

■՛• Зе, е"՛ ՜։' ‘ Зе; е’= (1֊7)

Пользуясь геометрическими соотношениями

Օդա 1 Сби
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где мг, и&, и.— перемещения по направлению координатных линий г. 
О, х соответстиенно, с учетом (1.6) и (1.7) получим

(^»и <Р»и Зе.
֊^ = ---+72/(г) = (,.О)

№ г <Л С4

(1.9)

Пренебрегая изменением нормальных перемещений ио толщине и дефор
мированном срединной плоскости (« у 0). из (1.9) путем интегриро
вания по г находим

//«» ^7^)-г (г. 0) 

*4

I О и՛ Зе „
Ч “ — ֊ ~ т —Л (х) * (г, €»)

(1.10)

Здес ь

7о(х)= (1.11)

И՛ — прогиб пластинки.
Используя геометрические соотношения. с учетом (1.10) для вариа- 

ций деформаций получи.м

_ I д I е , 1 д / е, \ I

0«, — — Г

Внеся (1.12) п (1.4) и присоединяя к ним (1.6), для приращений напря- 
жсяий вьтучсниой пластинки находим

19



11оступая как обычно, для приращений моментов и поперечных сил по
лучим

20



Где

(1.14)

(1.15)

Уравнения равновесия дифференциального элемента пластинки после вы
пучивания именп вид [8|

•КМ, 1 о^Н . ^мг ьм>.
■։ г +■ -дг г ок г

дбН 1 ОЪМч '2ЬН ..
---------------------- - ----- ---------- = /Уо 1.16)

Ог Г дЬ г

дМг 1 оМ Лг 7о^՜«' 1 । ош 1 д~ш \ .
—7------ 1---------- ГТ- ----------- г /г —- -г /в — ------г------— ( +

Ог г г От2 г дг г дЬ՝ >

4-25°— | —; .. о
Ог I. г (А ■

где 77, 7^'. Л՜'1 внутренние тангенциальные силы начального безмо- 
ментного состояния

8^!г.л (1.17)

Подставляя (1.14) в (1.16), получим следующую систему относительно 
и* (г, 6), а> (г, 6) и ։\>(г. 6):

21



22



Это — система устойчивости пластинки за пределами упругости материала 
с учетом влиянии деформаций поперечных сдвигов.

2. Рассмотрим задачу об устойчивости круглой пластинки, сжатой в 
своей плоское г:։ радиальным давлением р, при осесимметричных формах 
истери устойчивости. Пусть в пластинке реализовано однородное дефор
мированное состояние с интенсивностью деформации ч. Для простоты 
ограничимся случаем линейного упрочнения [1]

О, если е. ^е։
и;[(1֊/ь. .rj. / 1 dz (2.D

1 ~г~ = consl, если
OU ш*. I

Здесь 6՜— модуль сдвига. —-предел упругих деформаций материала.
В отличие от обычного, состояние пластинки до потери устойчивости 

будем представлять ее деформированным состоянием, а не напряженным. 
Это означает, что вместо критических значении напряжений (нагрузок) 
будем отыскивать критические значения интенсивности деформаций на
чального плоского состояния пластинки. Как будет показано в пункте 3, 
этот вопрос, который при упругом и упрочняющемся материалах не важен, 
при идеальной пластичности приобретает принципиально важное значение.

Полагая

Т?—Т{=-- ph — 3<7Л [< 1 —X) е,Хе,]. 5°; 0 (2.2)

и исп пьзуя (1.1), ( 1.2), (2.1). находим

«к = аи = — [4(1—') е, 4 '•«,]. «J3 --((• ~ ')е. 4՜ '՝ej
£ • в -

а։2т= ~[2(1 — >)е—/е ], а„ = = 0 (2.3)
е
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Имея в виду, что коэффициенты ц։.; не зависят оч координат, а в силу 
осесимметричностм выпучивания пластинки ф = 0. из (1.18) с учетом 
(2.3) получим

</ .՛ с/2ц՛ . 1 е/ад \ ^+6т = 0
(1 г ՝ в г г 1(1г \ дг՜ г дг ՛'

1 (1ги \ . (2Л)
- ; + . 
аг՜ г иг ’си Ь г )-°

где

1271^
“ 674(1-/)^+/^]’ <?Л’[4(1 л)е-|-/.е1

' (2.5)
с _ __________ /2__________
ЗСЛ[(1 -/.)е, 4 /Л]

С помощью простых преобразований функции! <| выразим через

<У I </՜՜«! 1 //го \

(2.6)
7 " 140 ’ 4е‘+ '*•111-36 7 5

ос 12 ].>е. \ у2 Л

Подставляя это выражение во второе уравнение системы (2.4), приходим 
к дифференциальному уравнению Бесселя относительно прогиба

V1» 4- = 0 (2.7)

где 

• *“ •• - -• ■■ ■ ■ — 
(1г" г (1г

1 36«. Ц-/.)еИ֊ Ч 1 <2՜8-
7," =---- ---- !------------- '_____  ______ —--------

С7 л''4<1-')«,т-Ч 6л«<
Л 1г

Ограниченное решение уравнения (2.7). которое на контуре пластинки 
г = R превращается в пуль, имеет вид [4 ]

и» (г) = С’[/о («г) — 7о(лА>)] (2.9)

Здесь С — постоянная интегрирований. Л.— бесселева функция первого 
рода С нулевым индексом. Из (2.6) с учетом (2.9) для функции >| находим 

? = ֊ СХЛ(М (2.10)

где — бесселева функция первого рода с индексом 1.
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Вычислим изгибающий момент и угол наклона в радиальном направ
ления пластинки.

Первая формула ( 1.14) в нашем случае принимает вид

(2. И)

Имей л виду (2.3). (2.9) и (2.10), получим

>м с<х’лз Л ^1ксЛ\ :М. )2 оЦ1 •’Ьу/,:)!
1 / („։_ 2Ь1 ՛)<■, /,0г) 1
ио( И 4(1 ֊/)<•,+ М. «Г

(2.12)

Дли угла наклона из (2.9) находим

</«*
</г (2.13)

В случае защемленной по контуру пластинки граничное условие имеет вид

^1 =0 (2.14)
|гх։*

В случае же шарнирно опертой пластинки —
[ 0 (2-15)

Следовательно, критические значения интенсивности деформаций началь
ного состоянии пластинки с- определяются корнями уравнений

]х (гК I = 0 (случаи защемления) (2.16)

/0(а/?)— ? —= 0 (случай шарнирного опирания) (2.17)

где
Е 2[(1 ֊ >)е-Ч֊/л1

4(1-/ ) г, + >.е,

„ 6/? Г 7К~')<?7Г'е,]
—। --------------------------------------------у֊^֊ (2-18)
А Г [4(1 -Ое -Х-/е,](1֊ЗбЛ^

\ Л л /

Соответствующие критические значении сжимающего давления р одно
значным образом определяются по формуле

Р = 36’((1 ->)е 4-/е։! (2.19)
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При ) — 0. ./-.'./l'-O (2.16) -т- (2.18) совпадают с соответствующими урав
нениями и выражениями классической теории упру։ой пластинки при не
сжимаемости материала [4|.

3. Рассмотрим случаи идеальной пластичности (л = 1). Допустим, 
что начальное состояние пластинки предельное (3; — 3։ — const), то есть 
в любой ее точке достигнут предел упругости материала. Исследуем во
прос возможности существования искривленных форм предельного равно
весия такой пластинки. Полагая л = 1, из (2.18) получим

₽ = 2, ։£ = —,/ ------------\---------  (3.1}
Л I 1 -Зб4 —

' Л А=
Имея в виду условия существования нетривиальных форм равновесия 
(2 16), (2.17). с учетом (3.1) заключаем, что для идеально пластической 
пластинки существую! такие определенные степени развития пластическо
го течения начального состояния, то есть гакис определенные значения 
интенсивности д- формаций f:,l\ при которых возможно предельное равно
весие искривленных форм пластинки.

Эти значения которые условно назовем, критическими, получа
ются корнями уравнений (2.16). (2.17).

Кел и

е -е<*> (/> = 1,2,3,...) (3.2)

где с՝'՛' — критическое значение, соответствующее н-ом\ корню уравне
ний (2 16). (2.17). то возможна только плоская форма предельного равно
весия пластики։ (С - 0).

При

ef~e™ {п = 1, 2, 3, ...) (3.3)

кроме плоской возможно существование еще ■'.’••он фс рмы предельного рав
новесия пластинки

6 '
-и.'֊Чг) - С[/.(«<”г)-_/„(«>”*)], >’=Т|----------- =^г- (з->)

Л J 1 36-4^-

J: '<=

Момент появления возможности существования искривленной формы рав
новесия. вообще говоря, не совпадает с моментом наступления предель
ного равновесия пластинки. Такое совпадение имеет место лишь в одном 
частном случае, когда

е<» = ?, (3.5)

Если граничные условия допускают свободное течение материала при яло-
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ской форме равновесия пластинки, то со временем обязательно поочеред
но наступят моменты достижения критических состояний е1/’, е'/՜, .
я т. д.

Это явление имеет простое физическое объяснение. Из ( 1.5) с учетом 
(2.1) при идеальной пластичности (?. ~ 1) получаем

е. е
а. — = алл С — ՝ а1? = ֊ б’ — • ахл = — 0 (3.6)

е, е<

откуда видно, что с ростом пластического течения начального состояния 
(с возрастанием е,) изменяются механические свойства материала, что за
ключается в увеличении его деформативности. В связи с этим, если при 
е.<Се’՞1 невозможно равновесие пластинки по п-оя форме искривления, 
то это становится возможным при ~ • когда материал пластинки
уже обладает соответствующими деформативными свойствами.

Важно отметить, что возможность существования искривленных форм 
предельного состояния нельзя отождествлять с обычным понятием поте
ри устойчивости пластинки. Дело в том. что при переходе от плоской фор
мы к любой искривленной форме, который происходи։ на площадке теку
чести материала, вариация потенциальной энергии упругого деформиро
вания всегда равна нулю. Поэтому, в смысле минимальности потенциаль
ной энергии системы, плоская форма пластинки никакого преимущества не 
имеет по сравнению с искривленной формой. По этой причине не может 
существовать тенденция возвращения искривленной пластинки к се исход
ной плоской форме равновесия. В силу этого, если при условии (3.3) 
искривлять пластинку по форме (3.4) и оставить самой себе, то реализует
ся безразличное предельное равновесие такой искривленной пластинки. 
Если Же искривлять пластинку при условии (3.2) по любой форме и оста
вить. то состояние равновесия не реализуется. Однако это не. означает, 
чго искривленная пластинка возвратится к ее исходной плоской форме. 
Движение пластинки будет способствовать удалению от плоской формы. 
Пластинка разрушится по заданной схеме. В окончательном счете предель
ное равновесие пластинки всегда нс. устойчиво. Любопытно отметить, что 
если в качестве характеризующего параметра начального состояния при
нимать напряжение, то в случае идеальной пластичности это приводит к 
неизбежному исключению из ноля рассмотрения или всех возможных не
тривиальных форм предельного равновесия (случаи (3.2)), или всех, кро
ме первой (случаи (3.5)). Причина этого обстоятельства заключается в 
том, что между напряжениями и деформациями идеально-пластического 
тела существует невзаимнооднозначиая зависимость: единственному по
лю напряжений соответствует бесконечное множество полей деформаций. 
Во избежание этого при идеальной пластичности необходимо начальное 
состояние характеризовать параметрами деформаций, а не напряжений, 
что и сделано в настоящей статье. Разумеется, для упругого и упрочняю
щегося материалов не имеет значения, из какого состояния исходить, из 
напряженного состояния или из деформированного.

27



Тпблнцч I
/ 0 л 0.2 7. 0.4

KH e,- I0-» p 3(J 10’ p,- 1 IO’ /( 3G 10s <՛,. 10' P -3G
R 1 II! 11 .1. 1 « Ul 1 ‘1 111 1 И 111 I 11 in

<r, K A. 261.0) 875.00 1840.0 261.01 875.00 1840.0 260.83 474.81 183Ն8 208.86 700 01 1472.0 260.51 874.49 1839.5 156.7) 525.10 1104.1O» уч. 134.57 210 84 241.34 134.57 210.84 241.34 134.47 210.80 241 32 107 78 168.84 193.26 134.31 210.72 241.28 80.99 126.83 145.17
RA. 65 25 218 75 460.00 65.25 218.75 460.00 65.07 218.5b 459.81 52.25 175.05 368.D5 64.75 218.25 459.50 39.25 131.35 276.10
ÿ’- 52.84 122.38 173.1« 52.84 122.38 173.19 52.69 122.27 173.12 42.35 98.02 138.70 52.41 122.10 173.00 31.86 73.66 104.20
КЛ. 16.31 54.69 115.00 16.31 54 69 115.00 16.13 54.50 114.81 13.1(1 43.80 92.05 15.82 54.19 114.50 9.89 32.91 69.10

© VT. 15.41 ■15.69 81.33 15.4) 45.69 81.33 15.23 45.54 81.20 12.39 36 63 65.16 14.94 45.28 80.98 1 27.57 48.99

R 7
À 0.6 A=0.8 A—1

iA KA. 259.89 873.87 1838.9 104.5b 350.15 736.14?258.02 872.00 1836.9 52.40 175.20 368.20 65.25 218.76 460.03 1 1 1
VT. 133 99 210.57 241.20 54.20 84.83 97.08 133.03 210.12 240.95 27.41 42.82 48.99 52 84 122.38 173 19 1 1 1
KA. 64 13 217.63 458.87 26.25 87.65 184.15 62.30 215.76 457.00 13.26 43 95 92.20 16.31 54 69 115.00 1 1 1
VT. 51.94 121.75 172.77 21.37 49.30 69.71 50.46 120.71 172.07 10.89 24.94 35.21 15.41 45.69 81 33 I 1 1
KA 15.21 53.57 113.88 6.69 22.03 46.15 13.52 51.74 112.03 3.50 11.15 23.21 4.078 13.67 28.75 1 1 1о•— У7- 14.37 44.76 80.54 6.35 18.51' 32.81 12.78 43.21 79.23 3.36 9.45 16.65 4.019 13.03 26.05 1 1 ։



Важно отметить, что если в рамках деформационной теории пластич
ности, путем представления начального состояния пластинки через ее де
формированное состояние, можно устранить этот недостаток, то эго не
возможно сделать при теории течения. Причина этого обстоятельства за
ключается в том, что в теории течения невозможно записать механические 
соотношения, разрешенные относительно компонент полных деформаций.

В заключение заметим, что существование критической деформации 
при идеальной пластичности впервые было обцаружно в работе [6|. Об
суждение вопроса там проводится на примере длинной полосы с исполь
зованием другого подхода, осн »ванного на разрывной зависимости кряти- 
'л.-?;:։го напряжения от гибкости.

4. В табл. 1 и 2 приведены некоторые численные результаты ре
шения задачи защемленной пластинки в уточненной и классической по
становках для первых трех форм потеря устойчивости. Как и следовало 
ожидать, критические напряжения с возрастанием Л монотонно убывают 
։։ при идеальной пластичности (л 1) независимо от форм выпучивания 
равняются пределу текучести материала (табл. 1). Этот вывод справедлив 
как при учете, так и при пренебрежении влиянии поперечных сдвигов.

Таблица 2

„<։»
Гг.л. Ру,.

0 <».2 0.4 0.6 0.8 1.0

2.5 1.939 1Л38 1.935 1.929 1.912 1
5 1.235 1.234 1.232 1.228 1.218 1

10 1.058 1 057 1.057 1.054 1.042 1

Влияние поперечных сдвигов существенным образом зависит от относи
тельной голщины пластинки. Если при /?,•’// = 2.5 уточненные значения 
критического напряжения для обычных упрочняющихся материалов 
(О < л < 0.95) почти в два раза меньше, чем классические, то при 
R ~ 10 поправка составляет примерно 6' ՛ (табл. 2). Влияние поперечных 
сдвигов настолько сильно, насколько материал ближе к линейно упруго
му С увеличением пластических свойств материала это влияние ослабляет
ся. Для идеально-пластических пластин (л = I) учет влияния деформа
ций Поперечных сдвигов приводит к понижению значении критических де- 

1 грмацнй При этом понижение настолько ощу гимо, насколько толще пла
стинка.

Институт механики 
АН Армянской ССР Поступила 20 XI 197 1
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Ik Մ ԿԻՐԱհՈՍՅԱՆ

ՈՉ ԱՈԱՉԴԱԿԱՆ ԿԼՈՐ ՍԱԼԵՐԻ ԿԱ311ԻՆ Ո Իք>*ՅԱ.Ն ՄԱՍԻՆ' 
ԼԱՅՆԱԿԱՆ ՍԱՀՔԵՐԻ ԴԵՖՈՐՄԱ8ԻԱՆԵՐԻ Ա9.ԴԵ811ԻԹ8ՈԻՆՆԵՐԻ

ՀԱՇՎԱՈ-ՄԱՄՐ

Ա մ ։|ւ ո փ ո » մ

Կամայական ամրապնդվող ն քՈւ թի Համար վէոբր ա ո ա ձղա - էդ լա и tn ի I/ ա կան 
դե!իորմ արիաների աեււութ յան շրջանակներում աոարվոէմ է կւո1' սալերի կւո- 
յունութ յան խնդրի րշ իէի եր հ\> էք քւ чц Հավասարումների օիոտեմր' լայնական սայ
րերի դեֆորմ արիաների ա ղ դ եу ո ։ թ լան ‘աշվաոմ ամ ր t ք!րպես կիրաոութքՈէն 
լուծվում է ջաոավդի nt դդությամր սեղմ</ած կլոր սալերի կայունության 
աոանէյրաոիմ եէորիկ խնդիրր եզրագծով ՝ ոգա կա պ որ են Հենման հ կոշսէ ամ- 
րակլյման զեբրերում: 11անրամսւսն րննարկվում Ւ, իդեալական պլաստիկու
թյան զեպրր; ներվում են թվային արդյունրներւ

ON STABILITY OF UNELASTIC CIRCULAR PLATES. 
CONSIDERING TRANSVERSAL DISPLACEMENTS

R. M. KIRAKOSIAN

Summary

Within the theory of small elastic-plastic deformations of arbit
rary hardening material a system of differential equations is obtained 
for the stability of circular plates, considering transversal displacements. 
As application the stability problem is solved for circular plates com
pressed radially, hinge-supported and rigidly fastened over their con
tour with an axisymmetric form of stability loss. The ideal plasticity 
case is considered. A numerical example is presented.
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К. С. КАРАПЕТЯН. Р А. КОТИК ЯН, К. А КАРАПЕТЯН

ВЛИЯНИЕ ВОДОНАСЫЩЕНИЯ НА АНИЗОТРОПИЮ 
ПРОЧНОСТИ. МОДУЛЯ ДЕФОРМАЦИИ И ПОЛЗУЧЕСТИ

БЕТОНА ПРИ СЖАТИИ II РАСТЯЖЕНИИ

В работе |1| впервые было установлено, что влияние водонасыщения 
на прочность и деформативность бетона в большой .мере зависит от на
правления сжимающей нагрузки по отношению к слоям бетонирования — 
водонасмщение приводит к существенному изменению степени анизотро
пна бетона по прочности и модулю деформации. Исследования привели 
автора к выводу, что при водонасыщенки изменения физико-механических 
и анизотропных свойств бетона происходят :г.< следующим -рем причинам:

1. Раздвигающих действий адсорбционных пленок воды, проникаю
щих в микр. щелн твердого гела | 2. 31

2. Возобновления процесса твердения бетона—вторичное твердение.
3. Заполнения образовавшихся под частицами заполнителя пустот 

(дефектов) водой.
Первые две причины, которые приводят к изменению фнзикр-механи- 

чесхих свойств бетона, общеизвестны, однако еше недостаточно изучены. 
Что касается положительного эффекта водных прослоек, которые восста
навливаются в связи с заполнением пустот (дсфек.эв) водой. то эту ги
потезу предложил К. С. Карапетян | !].

Согласно К С. Карапетяну, причиной неодинаковости свойств бетона 
» различных направлениях, то ։ч гь анизотропии яв\яются те водные про
слойки, которые неизбежно образуются под частицами заполнителя в ре
зультате внутреннего расслаивания бетона при его укладке и уплотнении. 
При испарении всех этих прослоек на их местах остаются пустоты (дефек
ты), которые ослабляют сечение бетонное , момента- и снижают его проч
ность. увеличивают деформации Отрицательное влияние дефектов на проч
ность бетона более существенно в том случае, когда призмы испы ыва- 
ются перпендикулярно слоям бетонирования, так как в этом случае ос
лабление сечения образцов дефектами получается наибольшее |4—6|.

В работе [ 11 опытами над шлакобетонными призмами, изготовленны
ми в вертикальных и горизонтальных формах, было показано, что водо- 
иасыщение приводит к упрочнению бетона не только за счет вторичного 
твердения, но и за счел заполнения вышеуказанных пустот (дефектов) 
:■։ г ж и м а см о й ж и д кос тыо — в о д -о 1՛։.

Влияние подондсыщения на прочность, модуль деформации и на анн- 
зотропные свойства бетона при сжатии исследовалось также в работе [7].
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Методика опытов отличалась тем. «гго в атом случае впервые испытанию 
подвергались небольшие цилиндрические образцы, которые вырезывались 
в двух взаимно перпендикулярных направлениях из одного и того же бе
тонного элемента возраста 23 года. Кроме того, для установления законо
мерности влияния водонас мщения на прочность и модуль деформации бе
тона в зависимости от направления сжимающей нагрузки по отношению 
К слоям бетонирования. образцы испытывались через 7 различных сроков 
хранения в воде.

Ниже рассматриваются результаты большой серин опытов, которые 
были поставлены для изучения влияния водонасыщеиия на прочность, де- 
формативность и ползучесть бетона с учетом анизотропии как при сжатии, 
так и при растяжении.

Для проведения намеченных программой исследовании из бетона на 
литоидной нем и- к портландцементе активностью 380 к։с с,и՛' (состав в мас
се 1:1.66:2.99. В/Ц I, Ц 260 к* на I ч бетона) было изготовлено 
108 призм размерами 10 • 10X40 см и 90 восьмерок сечением ЮХ 10 см, 
высотой 60 т.н При изготовлении образцов половина их бетонировалась 
в вертикальных формах, а другая половина — в горизонтальных формах, 
так что при испытании а первом случае нагрузка действовала перпендику
лярно. а во втором случае параллельно слоям бетонирования. Образ
цы освобождались от форм через трое суток, после чего до месячного воз
раста они хранились во влажных условиях, а затем до обводнения в воз
расте 11 месяцев в обычных лабораторных условиях.

Для исследования влияния водонасыщення на прочность и деформа- 
тивность бетона при сжатии и растяжении были испытаны 36 призм и 
30 восьмерок. Испытывались как контрольные сухие образцы, гак и об
разцы после хранения б воде 1. 3. 7 и 28 сут.. а на сжатие еще и 3 лес. 
Остальные образцы были предназначены для исследования водонасыще- 
иия на дальнейшую ползучесть бетона под длительной нагрузкой. С этой 
целью длительному сжатию и растяжению было подвергнуто 36 призм и 
30 восьмерок и на таком же количестве образцов определялись усадочные 
деформации. После изъятия из воды и длительного загружения образцы 
находились в обычных лабораторных условиях, где температура составля
ла Г = 23.it 4 С. а относительная влажность — Р = 68 ± 9%. Напряже
ние для всех призм составляло 40 кче.'езг. а для вось.мерок — 6 К1с/см'\ 
Длительные деформации каждого образца замерялись двумя микоонны- 
ми индикаторами на базе 16о .мм. Кубикова я прочности бетона в месяч
ном возрасте составляла 267 к։с/см՝.

Экспериментальные кривые кратковременных деформаций как при 
сжатии, так и при растяжении аппроксимировались по корреляционному 
уравнению
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где а и &— слитные параметры, а R—прочность бетона (при сжатии 
призменная прочность. а при растяжении — прочность на растяжение).

Касательные модули деформации при различных напряжениях опре
делялись по формуле

где /?.'а представляет начальный модуль деформации.
По данным табл. 1, где приведены прочностные характеристики и ка

сательные .модули деформации бетона при сжатии, водонасыщение по-раз
ному влияет па прочность призм, испытанных перпендикулярно и парал
лельно слоям бетонирования. Как видим, водонасыщение практически не 
оказало влияния на прочность призм, испытанных перпендикулярно слоям, 
нс в призмах, испытанных параллельно слоям, привело сперва к спаду, а 
в дальнейшем—к росту прочности. В конце опытов прочное гь водонасы- 
щенвых призм, испытанных параллельно слоям, превышает прочность 
соответствующих контрольных сухих призм на 10" и при этом перекры
то начальное адсорбционное понижение прочности, которое на 7 суг. вод
ного хранения составило 12%.

Водонасыщение оказывает существенное влияние на степень анизо
тропии бетона по прочности. В первые сутки водного хранения коэффи
циент анизотропии по призменной прочности /<։ Ап₽/^пр (где Ег.{, и 
^пР—соответственно прочности призм, испытанных перпендикулярно и 
параллельно слоям бетонирования) уменьшается и бетон по прочности 
становится изотропным. Однако, в дальнейшем анизотропные свойства бе
тона вновь начинают проявляться и с увеличением продолжительности 
нудного хранения Л, возрастает до значения 1.27. что на 12 больше, чем 
для контрольных сухих образцов. Изменение коэффициента Л, во време
ни объясняется тем, что водное хранение по-разному влияет на прочность 
призм, испытанных перпендикулярно и параллельно слоям бетонирова
ния 11].

По данным табл. 1 в результате обводнения модуль деформации бе
тона сперва снижается, а в последующем возрастает. 11ри этом как спад, 
так и рост модуля деформации в случае испытания образцов параллельно 
слоям более чувствительны, чем н случае испытания образцов перпенди
кулярно слоям В конце опытов, то есть через 3 лес. водного хранения, 
при о - 0 модуль деформации образцов, испытанных перпендикулярно 
слоям на 8%. а образцов, испытанных параллельно слоям, на 21% боль
ше модуля деформации соответствующих контрольных сухих образцов.

При рассмотренных сжимающих напряжениях изменение степени ани
зотропии бетона по модулю деформации в процессе водного хранения ка
чественно имеет один и тот же характер. С увеличением продолжите льно- 
си: водного хранения до 7 суг. коэффициент анизотропии бетона по мо
дулю деформации А՜.. = Е^Ее, (где Е<а и Есл соответственно моду
ли деформации образцов, испытанных перпендикулярно и параллель
но слоям бетонирования) уменьшается до единицы, а в дальнейшем су-
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щественяо возраста с-; и превосходит таковой контрольных образцов 
(табл. I). А՜. 1 значит, что бетон по .модулю деформации изотропный.

Рассмотрим результаты опытов по исследованию влияния водовасы- 
щения на прочность, модуль деформации и степень анизотропии бетона 
при растяжении. Как видно из табл. 2, адсорбционный спад прочности в 
атом случае памног > больше, чем это было в опытах на сжатие. На 3 сут. 
водного хранения спад прочности на растяжение, независимо от направле
ния растягивающей нагрузки по отношению к слоям бетонирования, со
ставляет ЗО'/о, после чего наблюдается устойчивое нарастание прочности 
во времени. При пом. повышение прочности образцов, испытанных пер
пендикулярно сл :ям, протекает более интенсивно, чем образцов, испытан
ных параллельно слоям. В результате упрочнения бетона через 28 сут. 
водного хранения прочность образцов, испытанных перпендикулярно слоям 
всего на 5% ниже прочности таких же контрольных сухих образцов, в то 
время как для • бразцов, испытанных параллельно слоям, тэ же самое со
ставляет 19%.

При контрольных сухих образцах коэффициент анизотропии п;> проч
ности бетона при растяжении А’1 Е,, Е/։ (где А'., и А%— соответствен
но прочности восьмерок, испытанных перпендикулярно к параллельно 
слоям) гораздо больше, че.м коэффициент анизотропии по призменной 
прочит । А՜,. С увеличением продолжительности водного хранения до 
3-х сут. К} изменяется незначительно, а в дальнейшем существенно лмевь- 
шается и бетон по прочности становится практически изотропным 
(Лт --= 1.07).

Водонасыщение оказывает существенное влияние и на модуль дефор- 
м.ш.га бетона при растяжении. В этом случае также сначала водона-ыще- 
ние приводи! к спаду моду \я деформация, а в дальнейшем к ее нараста
нию во времени. Максимальный спад модуля деформации при испытании 
образцов перпендикулярно слоям составляет 53 ч. а при испытании об
разцов параллельно слоям 35%. После 7суг. в результате дальнейшего 
водного храпения разница модулей деформаций контрольных сухих и во- 
до насыщенных образцов существенно уменьшается (табл. 2).

Коэффициент аннзг гропнн бетона по модулю деформация при растя
жении К> — ЕР (где ЕР и соответственно модули деформации 
образцов, испытанных пер.чендику хярно и параллельно слоям) зависит как 
от вели՝ ним напряжения, так п от продолжительности водного хранения. 
При контрольных сухих образцах с увеличением напряжения А. умень
шается. а при водонасыщенных образцах — увеличивается. При о--0 с 
увеличением продолжительности водного хранения коэффициент анизотро
пия по модулю деформации при растяжении уменьшается и приобретает 
значение, близкое к единице. । - есть бетон по модулю деформации стано
вится изотропным. При напряжениях 5 и 10 кп'./елг четкая закономер
ность п изменении Аг н зависимости от продолжительности водного хра
нения не наблюдается.
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Влияние иодопасыщепия на прочность и касательный модуль деформации бетона нА лигандной пАмзе при сжатии
Таблица I
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Таблица ֊
Влипни* водонасы1цония на прочно тв и касательный модуль деформации бетона на лигандной н-м ։е при растяжении
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Влияние подоиасыщення на усадку и ползучесть бетона
Таблица 3
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При водонасыщении эффект водных прослоек в увеличении прочности 
-л модуля деформации бетона при растяжении исключается и их измене
ние. в основном, определяется адсорбционными явлениями и эффектом 
-вторичного твердения. Об этом свидетельствует наблюдаемое большее 
.адсорбционное понижение прочности и модуля деформации бетона при 
растяжении, чем при сжатии.

Прежде чем перейти к рассмотрению результатов опытов по исследо
ванию влияния предварительного водного хранения на последующую пол
зучесть бетона как при сжатии, так н при растяжении отметим, что этот 
вопрос до сих пор мало изучен, а с учетом анизотропии, по-видимому. ни
кем не изучался.

Рассмотрим теперь результаты опытов по исследованию влияния во- 
донасыщения на ползучесть бетона на литоидной пемзе при сжатии и рас
тяжении. Кривые ползучести при сжатии представлены на фиг. 1 И 2, а 
при растяжении на фиг. 3 и 4. Одновременно для облегчения качествен
ного и количественного анализа результатов опытов необходимые данные 
сведены в табл. 3,

Как видно из фиг. I—4. водонасыщенис и последующее высыхание 
бетона под длительной сжимающей и растягивающей нагрузками привело 
к существенному увеличению ползучести бетона. 11о данным табл. 3 мак
симальное увеличение меры ползучести бетона получилось в случае тех 
образцов, которые были загружены на длительное сжатие и растяжение 
после трехсуточного водного хранения. При этом рост меры ползучести 
при растяжении гораздо больше, чем при сжатии и это в большой мере зави
сит от направления сжимающей и растягивающей нагрузок по отношению 
к слоям бетонирования. В результате трехсуточного водного хранения 
мера ползучести бетона при растяжении по данным испытаний образцов 
перпендикулярно слоям возросла в 11.4 раза, а по данным испытаний об
разцов параллельно слоям — в 13.8 раза.

Как видно из табл. 3, более длительное хранение бетона в воде (бо
лее 3-х суг.) уже приводит к чувствительному уменьшению разницы мер 
ползучести контрольных сухих и водонасыщенных образцов. Однако, все 
же меры ползучести водонасыщенных образцов, особенно при растяжении, 
намного больше меры ползучести контрольных сухих образцов.

В существующих теориях ползучести бетона принято, что мера пол
зучести бетона не зависит от знака напряжения, то есть меры ползучести 
бетона при сжатии и растяжении равны. Однако, как показали опыты, от
ношение меры ползучести бетона при растяжении (С ) к мере ползучести 
при сжатии (СС ж), то есть Ср/Ссж, зависит от многих факторов я для 
одного и того же бетона оно может быть меньше, равно и намного больше 
единицы [8].

По данным табл. 3 соотношение мер ползучести бетона при растяже
нии и сжатии в большой мере зависит от продолжительности водного хра
нения н по всех случаях водонасыщение приводит к чувствительному уве
личению С',/С<.. В наших опытах больше всех Сп/Ссх возрастало в том 
случае, когда образцы были загружены на длительное растяжение и сжа-
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тне после 3-х суг. водного хранения. Наблюдаемое и этом случае значение 
Cf,'C.x, которое для образцов, испытанных перпендикулярно слоям, со
ставляет 6.33, пожалуй пока является наибольшим из всех тех значений, 
которые были получены до сих пор разными исследователями. Кроме это
го. еще раз подтверждается и тот ранее установленный факт, что при ис
пытании образцов перпендикулярно слоям СЛ/С<Ж гораздо больше, чем 
при испытании образцов параллельно слоям !8].

I - ОБРАЗЦЫ СЗХНЕ 

2 ~ & вОДЕ 24 ЧАСА 

3 - в вгдЕ 3 гот.

4 ֊ в воде 7 ит.

5 - в воде 28 мт.

6 ՝ В ВОДЕ 3 МЬС.

Фит 1 Влияние нодонаеышсиня на ползучесть бетона при сжатии.

Водное хранение бетона в течение 3-х сут привело к увеличению ме-' 
ры ползучести бетона но данным испытаний восьмерок перпендикулярно 
слоям в 6 раз, а по данным испытаний восьмерок параллельно слоям — 
почти в 4 раза. Это обстоятельство является положительным фактором, 
так как столь существенное увеличение растяжимости бетона может при
нести к релаксации усадочных напряжений, вызванных интенсивной усад
кой водон асы шейного бетона в процессе его высыхания (табл. 3).

Рассмотрим теперь, как влияет водонасыщение на изменение степени 
анизотропии бетона по деформациям ползучести при сжатии и растяже-
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•яии. Для этого в табл. 3 приведены значения коэффициентов анизотро
пии мер ползучести при сжатии (А',1։ = О,’С\-ж) и растяжении /Сч, =«■ 
= Ср/Ср) как для сухих, так и для водонасьпценных образцов. От
метим, что С<ж и Ср соответственно меры ползучести при сжатии к 
растяжении образцов, испытанных перпендикулярно слоям, а С, и 
Ср образцов, испытанных параллельно слоям.

Фиг. 2 Влияпж- подонасышсния ив анизотропию деформации ползучести 
бетона при сжатии.

Как видно из табл. 3. коэффициент анизотропии бетона по мере пол
зучести при сжатии К’пс, который для сухих образцов составляет 1.42, 
через суточное водное хранение уменьшается до 0.99 (то есть бетон по 
мере ползучести стал изотропным), к 3-м су г. обводнения уменьшается до 
0.84. после чего до 3-х лыс. устойчиво возрастает до значения 1.91. Коэф* 
фипнент анизотропии бетона по мере ползучести при растяжении 
в результате суточного водного хранения с 1.75 уменьшается до 1.31, а 
затем до 7 сут. возрастает до значения 1.58. 11ри дальнейшем хранении 
бетона в воде (от 7 до 28 сут.) коэффициент вновь уменьшается и 
приобретает значение, равное 1.1, то есть бетон по мере ползучести ста
новится почти изотропным.
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Таким образом, водонасыщение оказывает существенное влияние из 
степень анизотропии бетона по деформациям ползучести как при сжатии, 
Гак и при растяжении. Степень анизотропии бетона по деформациям пол
зучести при растяжении гораздо больше, чем при сжатии.

I ֊ ВБМЗЦЫ С«ИЕ 
С ■* В МАЕ № ЧШ
3 “В МАЕ 3 ПТ

4 ֊ в • еде 8 от.
5 - в мае 28 от.

Фиг. 3. Влияние йодовасышснмя на ползучесть бетона при растяжения.'

Теперь объясним тс причины, которые обусловили столь существен - 
пос увеличение деформации ползучести бетона как при сжатии, так и при 
растяжении и результате водонасыщсния.

Согласно гипотезе Карапетяна К. С. [9—II) ползучесть бетона при 
статин до напряжения R, является следствием вязкости гелевой струк
турном составляющей цементного Камня, Капиллярных явлен ИЙ и дефор
мации кристаллической структуры цементного камня, а при более высо
ких напряжениях еще и следствием появления и развития микротрещин 
в бетоне

Гак как в наших опытах бетон был старый и напряжения в призмах 
были намного ниже А7,, то деформации ползучести сухих образцов, в 
01 ионном, развивались за счет деформации кристаллическом структуры 
цементного камня. Что касается деформаций ползучести водонасыщснных
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образцов, то они, кроме этого, развивались также за счёт капиллярных 
явлений и вязкости вновь образовавшегося геля в результате вторичного 
твердения, вызванного обводнением бетона. При этом, большей ползуче
сти образцов, хранившихся в воде до 3-х су г., способствовал также неко
торый спад модуля деформации бетона, вызванный адсорбционными яв
лениями. Однако, основной причиной столь существенного увеличения 
деформаций ползучести бетона при сжатии являются капиллярные явле
ния [9 -11]. Об этом свидетельствует тот факт, что водонасыщенис и по
следующее высыхание привело также к весьма существенному увеличе
нию усадочных деформации (табл. 3).

ДанИЛЫ-.-ЗСИ ЗКПХИМ! 6 П1к»л

,Фш -1 Влкяннг кодонаешцеення на аннзотрр ши .:с«ро| мацнн ползучести 
бетона при растяжении

Как уже было показано, подонасыщеиие привело к чувствительному 
спаду прочности и модуля деформации бетона при растяжении (табл. 3) и 
уровни напряжений в моменч длительного загружения хотя в водонасы- 
щенных образцах были заметно выше, чем в сухих образцах, но не пре
вышали линейную область ползучести [ 12>. Спад модуля деформаций и 
более высокие уровни напряжений и Способствовали большей ползучести
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>водонасыщснных образное. Сказанное подтверждается тем. что макси-՜ 
.мальнос увеличение деформаций ползучести при растяжении получилось՛ 
именно и том случае, когда имел .место наиболее существенный спад проч
ности в модуля деформации бетона, то есть когда восьмерки были загру
зим на длительное растяжение после 3-х сут. водного хранения.

Конечно, столь существенное увеличение деформаций ползучести бе
тона н результате водонасыщеиия не является только следствием отме
ченных причин тем более, что при растяжении роль капиллярных явлений 
в ползучести исключается и ползучесть, в основном, протекает за счет 
низкости гелевой структурной составляющей цементного камня и дефор
маций кристаллической структуры цементного камня. Большей ползуче
сти, несомненно, способствовали и объемные изменения пористого запол
нителя бетона литоидной пемзы.

Основные выводы

1. Водное хранение старого бетона в первые сутки приводит к он и же-՜ 
ччю. а а дальнейшем — к росту его прочности как на сжатие, так и на 
растяжение. Адсорбционное понижение прочности и дальнейшее упрочне
ние бетона зависит от продолжительности водного хранения и направле
ния сжимающей и растягивающей нагрузок по отношению к слоям бето
нирования.

2. Водонасыщеиие оказывает существенное влияние на степень ани
зотропии старого бетона по его призменной прочности и прочности на 
растяжение. В результате суточного водного хранения бетой по призмен
ной .прочности становится изотропным, однако, п дальнейшем анизотроп
ные свойства бетона вновь начинают проявляться и с увеличением про
должительности водного хранения коэффициент анизотропии возрастает 

I и намного превосходит таковой контрольных сухих образцов. Коэффи
циент анизотропии по прочности бетона при растяжении п первые 3 су г 
водного хранения практически не изменяется, а в дальнейшем уменьшается 
к на 28 сут. водного хранения бетон практически становится изотропным.

3. Водное хранение старого бетона в начальное время приводит к сни
жению, а в дальнейшем к росту его модуля деформации как при сжа
тии. так и при растяжении. Адсорбционный спад и дальнейшее нараста
ние модуля деформации зависят от продолжительности водного хране- 

ЬчЫИЯ. л также от величины и направления сжимающей и растягивающей 
ЙСгрузок по ^отношению к слоям бетонирования.

4 Водовасыщсннс оказывает существенное влияние на степень ани
зотропии бетона по его модулю деформации как при сжатии, так и при 
растяжении.

Степень анизотропии по модулю деформации бетона при сжатии сна- 
с увеличением продолжительности водного хранения уменьшается и 

на 7 суг он становится изотропным. В дальнейшем анизотропные свой
ства бетона вновь начинают проявляться, и с увеличением продолжитель
ное;;։ водного хранения коэффициент анизотропии по модулю деформа
ции возрастает и превосходит таковой контрольных сухих образцов.
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Степень анизотропии по модулю деформация бетона при растяжении 
(при о = 5 кгс/слг) с увеличением продолжительности водного хранения 
до 7 сут. увеличивается, а в дальнейшем уменьшается.

5. Водонасыщенне приводит к существенному увеличению усадочных 
деформаций старого бетона при последующем его высыхании До 7 суг. 
чем больше продолжительность водного хранения, тем больше усадка, а 
в дальнейшем имеет место обратное явление.

6. I1редваритсльное водное хранение старого бетона приводит к су
щественному увеличению его последующей ползучести при высыхании под 
сжимающей и растягивающей нагрузками. До 3-х сут. с увеличением про
должительности водного хранения ползучесть возрастает, а в дальней
шем уменьшается.

7. Предварительное водное хранение старого бетона приводит к су
щественному увеличению отношения меры ползучести при растяжении 
(Ср) к мере ползучести при сжатии {Сеж). С увеличением продолжитель
ности водного хранения до 3-х суг Отношение С С г. увеличивается, а я 
дальнейшем уменьшается.

8. Предварительное водное хранение старого бетона приводит к су
щественному изменению степени его анизотропии но деформациям ползу
чести как при сжатии, так и при растяжении.

В первые сутки водного хранения коэффициент анизотропии бетона 
по деформациям ползучести при сжатии существенно уменьшается . ста
новится меньше единицы, а в дальнейшем с увеличением продолжитель
ности водного хранения до 3-х лес. возрастает до значения 1.91, что на 
35% больше коэффициента анизотропии контрольных сухих образцов. 
Качественно аналогично водонасыщенне влияет н на коэффициент анизо- 
тропик по деформациям ползучести при растяжении. Разница заключает
ся лишь в том, что это. коэффициент в первые 7 сут. обводнения остает
ся существенно больше единицы, а затем к 28 сут. водного хранения суще
ственно уменьшается и по своему значению приближается к единице.

9. Как при сухих, так и при водонасыщенных образцах степень ани
зотропии бетона по прочности, модулю деформации и деформациям пол
зучести при растяжении гораздо больше, чем при сжатии.
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ման աղղհցութ յան փորձարարական հևտաղոտութ յոլննևրի արդյունքները 
ձղմէսն և սեղմման դհպրերում/ Հեսա/գոտութ յոլննևրը !)ո,]ց են ՛տվել, որ ջրի 
մեջ պահումը սկզբնական մ ամ անակաշրջանոլմ բերում կ ամրության և դե-
ֆորմացիաների մ ոգու լի անկմանը, 
րաւոե րևոնավորման մ ամանակ ջրի
•անի ո ո դրի կական աճին է

Տէրահաղեցմ ան ու ղ ո h ո ութ յ ո ր ն ր

իսկ հետագայոէմ' նրԱւնց աճին: Երկա֊ 
մեջ նա իւն ական ս/ահումր բերում Լ բե-

կ ա էգ ե ո կ tn իւ </ in ծ կ ['/tin ոՆւո if որմ ան ջեր-
Աէևրի նկս/ամ ամր ձգող և ոեդմող ում հրի ունեցած «ր//// nt թ յ ուն իg h այղ պասւ- 
ձաոուք Լ[ րեւոոնի ան իգոտ րո)գ ի ա յի ասսւիմանր րոտ տմրության, գեֆորմա- 
գիաների մողույի ե ոողրի ղե/իորմ ա g ի ան երի ջրահաղեցման տևողությունից 
I էս/սված փ Ո փ ո իւ վու մ Է1

THE INFLUENCE OF SATURATION ON STRENGTH 
ANISOTROPY, MODULUS OF DEFORMATION AND 

CREEP OF CONCRETE AT COMPRESSION AND TENSION

K. S. KARAPETIAN. R. A. KOTIKIAN. K. A. KARAPETIAN

S u in in a г у

The paper deals with the results of the experimental: investigations 
on the influence of saturation on strength, modulus of deformation and 
creep of concrete at compression and tension and on change in the 
degree of its anisotropy. The invectigalions show that the keeping of 
.specimens in water results at first in the decrease of strength and 
modulus of deformation, and subsequently in its increase. The preli
minary keeping of .specimens in water results in a considerable increase 
of subsequent creep of concrete in the process of prolonged loading.

The influence of saturation substantially depends on the direction 
of the compressive and tensile loading with respect to the layers of 
concrete, and for that reason the degree of anisotropy in strength, 
modulus of deformation and creep strains, depending on the duration 
of keeping the specimens in waler, changes.
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>U.3»iU’։Ub IIU2 %Ъ$ПМ>ЗПЬЪЪЬРЬ U.«ilVMjirbU-lb Sb'l.b‘iUW 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМ И И НАУК А Г» М Я И С К О И ССР 
iibjuu.tl.ipu - XXXIII, № 2, 1930 Механика

В. И ЛОЖКИН

ДИНАМИКА ПЬЕЗОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ПЛАСТИН

Упругое равновесие тонких анизотропных пластин, которые имеют 
плоскость упругой симметрии, параллельную срединной плоскости, хоро
шо изучено (1,8. 16. 19].

Теория пластин с общим характером упругой анизотропии рассмот
рена в работах [3. 20. 22]. В [20, 22| выведены статические уравнения а 
предположениях при которых справедливы кинематические гипотезы 
Кирхгофа. В [3] получены уравнения статики и динамики пластин с об
щим характером неоднородности и упруго): анизотропии в предположе
ниях. менее жестких, чем в [20. 22], и указаны некоторые случаи, когда 
гипс-гезы Кирхгофа не имеют места.

Упругое равновесие тонких пьезокристаллических пластин, у которых 
имеется плоскость материальной симметрии, изучено в работах | 5. 7, И— 
13]. Общин случай материальной анизо тропив рассмотрен в работе ( 141.

Общий подход к исследованию линейных задач магнитоупругости для 
проводящих илвстин и оболочек изложен в монографии [2].

Некоторые задачи динамики пьезокристаллических пластин решены 
и работах [9, 10] и пьеэокеремических пластин — в | 17. 18, 211. Обзор 
исследований по этой проблеме сделан в книге [ 15].

В предполагаемой работе асимптотический метод, предложенный а 
работе [6] в обобщенный на пьезоэлектрическую среду | 13, 141. приме
нен для изучения среднечастотных установившихся колебаний тонких 
пьезокристаллических пластин в трехмерной постановке. 11ри этом под 
средними подразумеваются частоты установившихся колебаний тонкой 
пластины, которые i уменьшением ее толщины стремятся к некоторым по
стоянным величинам, отличным от нуля.

1. Рассмотрим п декартовой системе координат х„ л«, Ха пьезокристал
лическую пластин; постоянной толщины 2'1, |х3| Срединная поверх
ность пластины занимает в плоскости х, 0 конечную область У с грани
цей I . Материал пластины обладает общей материальной анизотропией.

Уравнения установившихся колебаний рассматриваемой пластины за- 
вншем так [4, 21]:

4- -г '“Чуа = О

24w3 4- М2ул . Ч'м =■ О, Л/,yz -г л Ч<*։ — О

Термодинамические соотношения, связывающие линейной зависимо
стью упругие и электрические величины, возьмем в виде [4
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'■ АгТ/з+'и.Л Аги

*' 1^яУ1 т ЛА«’Л — А^у2 | Л22։л»4- А&Ь 4- Л’-’-зз 

М1У1 -Г М-3? ֊ Алу2-\ АпУь Т А;<•_><) 4֊ Лц^

՛'■ - Аа2у2 А^уз — пзз^ 4- тм-з։

Здесь звездочкой обозначено транспонирование матрицы.

(1.2)

II Лз А» Ао "Чз «Чз.» А у. — |/м /д.։՛]

А-,3 — I «Ч'։ ^«Э4|< А^ — [ ТП|з «1{ц ГП3<։ Л։» «2։?

Л/։ |^^|!, Л/. -|000<уА1

ах 0 д2 О О I
О д2 дх 0 01

Иг.= ՛ Д>5 А|п ЛЛ1 = Л я 4> А п т15 т2 .՛ 1
Лз А| 1 А։ Ач Ав т11 т 1

(1.3)

•22

'12 >

<А

<4

/п ?
чз /1в "’ч /пя

А.- 7 22 т22
д։- Аб Ав Ав

лиц -'«и «12

пь>2 /п.2е — «12 — «22

Рассмотрим два варианта граничных условий на плоских гранях пла
стины физическая сущность которых изложена в работе |21],

16 = 0 . <=* , ^ = у.:, е3 = ±1 (1.4)

? = ?> Уз = <? , 4з=<?> ՝з = ± 1 (1*5)

Граничные условия на боковой поверхности пластины пока конкретизиро
вать не будем.

В равенствах (1.1)—(1.5) введены следующие безразмерные вели
чины:

х3 = а;։, х2 = а;2, та = Л;3, А = а>., д, — д/д*, 

и. = ла1;1 V = /(>-՝ - агоег

1п - о/0^,

. /«V/где и с компоненты вектора смещения, /,г/е компоненты тен
зора упругих напряжений, ие՛ ՛ — электрический потенциал, £)?е' ' — 
компоненты вектора электрического смещения, — материаль

ные постоянные [4]; р - удельная плотность материала пластины;
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и линейный параметр пластины в области 5; ՛ частота установив
шихся колебаний; /„ и и, постоянные, имеющие размерности упру
гого напряжения и электрического потенциала соответственно.

2. Материал пластины обладает общей анизотропией. Поэтому при 
малых значениях л представим величину гак:

л՛ .
<2^0 (2.1)

п — О

Нс ограничивая общности, можно предположить. что для функций, ВХО
ДЯЩИХ в условия (1.4), имеют место равенства

«2 .=_.?)= 2 ;Л+’(<2‘"’. <?*"’) (2-2)
п~0

Чтобы построить непротиворечивый основной итерационный процесс 
[6, 13. 14] для задачи (1.1), (1.2), (1.4), необходимо предположить, что 
асимптотические разложения электроувругих характеристик должны на
чинаться со следующих степеней л:

1/1» ?» У1 —' «’а» у3, с/5 —X* ՛; ти-Г (2.3)

Для первых двух приближении (/и = 0, 1) этого процесса найдем

У\т) = у<«. О) (:) + А^т -1.0)։ : = £2)

<•) (?) °>

У?> = у^’ о> 4- ч

у(2т-п>= Дй’ (М։*У։'"'0)4- К?(--о>)

у<г։» = Аз1' (м;а21 г МзА^ <»>

«•}-) = «,("». р 1 (1(2.4)-
2

и֊՝:՝» = ֊ у2о-’[<?<г” - ч{՞" ֊ о1." ”)

----- 1 [(•-’„’М.М, - ՛ ,։ 4- ЛМа»'“-’-1”]
3

(6/;-”+ б/՞' ’>) 4--֊-:з( О֊Т •’>)

4- у (1 ֊ Ц) ~ 1֊1'1ЛлуГ-}‘ 0))

с/.Г) - 4 (в<7֊»4- з<?֊>‘) 4- ~ ;я (з(,т“։1 - -1՜ (1 Ф п

4 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 2
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) —М.(О‘Г 'ЧсГ ") 4-Ли(а^»'+2.</Г֊'■'՝>)

6
Ф [(М.^ й’А^у^ *> 4 0)]

Система дифференциальных уравнений относительно неизвестных 
функций и с('7։ <|> имеет вид

М.Ай'Мур » + Л/:Г<Р<"'-'») + =

(2.5)

м: ■"') 1
2

Предположим, что для функций, входящих в условия (1.5). при ма
лых значениях л справедливы представления

(■? , ц. , <? > - V х” •(}՛•>. о'.՞1, ,՛">) (2.6)
/.-и

I огда асимптотические разложения электроунругих характеристик долж
ны начинаться со следующих степеней >՝.:

2/п У2> '•՝ »а» а. у3 —~33—'• (2-7)

Для первых двух приближении основного итерационного процесса за
дачи (I I). ( 1.2), ( 1.5) получим

-= у'г 01 С՛) - => (А.Й” ' + лыЙ ՝ '”) 

Л”’= </з՝՛ ' У.Л/., 

<£” = (пм ֊ ДяДя'Д^) 1 А1гА»՝М;у\- ֊ — (А”՝ " уй՜”)

,,(хп1 ,,'.■>1.1 _)_ ”, ,.(>п 1 :
У .• — У 2 •■։ У '2

»>=а „՛ (м; у՝-՛ ՛՛■ ֊ д;։<й”՛ 0;)
у՝,"՝ •»= Ля1 [(М1’л„ + А.’ЛЛ) У՝Г ՝ ЛГ,Ап<1Г 0']

и՛1”' и>(3”- " - (Апу‘” -Т- т ^'Г' 0|)

-у(1-Ц)(Д„{>1—1 *’ 'п.,,М,у[- 1 '») (2.8)
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+ ֊7(1 Ф1-М՞՜1 ” ՛ 1 0 лМ“՜’'")]

" "т №т} 4 <?-') + ֊к ~7 -’) "

£• £•

-?—(1 -;։)[— М.((£" ' -֊<£? ") + 
2 2

+ 9’(Л,т^Г"՝)~՝^А„уГ-՝ ■'< т^՞՜’”) ֊

I - ֊ 4 <> - «>а« (с-^чм, - а.։ л՞-՝- ”+

о

+ (таМ„ + М,Ап)д\^' > + »Мй«#'””]
Разрешающее уравнение основного процесса будет таким:

[М.А^М; (лм+ А^Ай՝А\:) ; ‘25] °> =

,>-Р2<2?|/|’я-։- м| -Г (2-9)

■ (лзз А12<4з»3^з։) 1Л^Аз|’/з2 (■?+' ")|

В соотношениях (2.4), (2.5), (2.8), (2.9) величины с индексом 
равны нулю при гп < 0.

Из разрешающих уравнении основного итерационного процесса (2.5) 
и (2.9) видно, что среднечастотиа.я динамика определяется установивши
мися колебаниями, параллельными плоскости 8՝ пластины.

Вспомогательные итерационные процессы [6] для рассматриваемых 
граничных задач при предположении (2.1) совпадают по виду с аналоги՛։- 



ними процессам и статики исследуемых пластин и поэтому характеризуют 
их электроупругое состояние типа пограничного слоя.

3. Рассмотрим свободные колебания тонкой пластины яв
ляющемся У—срезом кварца [4]. Предположим. что на плоских гранях 
пластины выполняются однородные условия ( 1.4)

*ij~ti <6 t։j ’*• ;з ■ (3.1)

а на боковом поверхности задан один ил вариантов условий свободного 
опирания [6] и такие электрические условия:

и» и»։ =» ’п = </, = 0. — 0, 1
(3.2)

«•։ w4 -- т12 =j о л 0, :: -֊ 0. С . • = —
Л

Исходя ни соотношении (2.4) и (2.5) для начального приближения 
будем иметь

и»՝/" и cos A։։:t sin А։.:.3, tplj" — ;3sin X*։:։ cos

<p(0> = **,со$ A։:։ sin A3;., X, -■ m’, k. ar.՝.

<’ = — 4 в»Л» bumu» A։;։ r (u,.'։j - а3Л4 -f- A„mu) X2:0 4֊

4 (Ajj/j, 4- — г:։ти) А’։\։] sin A։;։ sin A-..-.

(«jjAj'i ~ ' 6j 3) sin Xjij si и A'u*.«

’g‘ = - 4֊ a-As:3 ■ 6։.A։-,j)sin ^?։ sin Xy9 (3.3)

= (A:՝;x A-j՝,;)cosA։:։cos AJ.

d\"՛ ֊ ^(6jjA'։ - б,֊' - — r:.A'։73) sin A’JX sin Ay3

d'՝' = rjMjA*^. cos А։:։ cos A*;r.j, “•? = -23 — dj. 0

•V՜----- --  (1 — '5) ։-^o [(вц^та ~ ar/±3 ~ 1 ՛ J:22^2.i 4

i 6։3mu) A-37- 4- (6։j/„ 612Га — cnm13) Ау;л] sin A-։’.։ sin As?2

Здесь

, — U* ««Ai — (сл -r 'A J) A'?

Ъ ~ (<։»։ + °r' ֊ 6n6KлГ’А-Ь AjA-.

Ъ 0иАп»4 6։гА«7,)ДГ։, Д։ = cnX; 4- с^к]

«11 “ '• aTZ - 4 mn) ^2 1

a։J - -- lunu±։Л a« Zwv’ (3.4)

— ^гтП1н^2 • ^is — ЛтП7н^2
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Сц — (^иА'2 А?) ^2 • ^22 ~

\ = (АЛе "л 1 А-<пп, /ц — 101՜ к лг. г», — 10" Ь

Дисперсионное уравнение для исследуемой пластины имеет вид

^0՜ (аИ^1 4՜ «22 ^2 4- (&! 4 А'՜-) 4- ( г 6։2А'?) Д։ '/4) ~՜» 4՜

’ !(«и 4՜ 6»пД1 ։Ац)&? -г ЯщЛг] 'аов^4 4՜ (сг^ 4՜ А։2Д; А'։)

(а։2 4՜ авб + ^и6։Л։ 'к*) ‘ к1к] - 0 (3.5)

С учетом и без учета связанности упругого и электрического полей оно за
пишется соответственно гак:

‘4-(0.1266 т2 0.1520 гЛ'-)г.-'25֊

4֊ [(0.0767 гп -| 0.0499 п-Ч-) (0.0499 пг 4 0.1021 п֊’г-)

- 0.0036 т2л2£2] = 0 ' (3.6)

25 ֊ (0.1299 т- 0.1553п22’)г- 2(; -

֊1 [(0.С800 пг -г 0.0499 л4-) (0.0499 пг | 0.1054 л֊42) -

0.0036 т2п2?.8] г.։ 0

Из соотношении (3.6) следует, что наличие связанности вышеназванных 
полей ведет к уменьшению (до 2% для различных значений г) величин 

|| собственных частот свободных колебании рассматриваемой пластины.
Автор считает приятным долгом выразить благодарность члену-кор

респонденту АН УССР А. С. Космодамяаискому за неоднократные полез
ные обсуждения результатов исследований, изложенных в предлагаемой 
работе.
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•I.. Ն. ԼՈԺԿԻՆ

ՊՑԵԱՈԿՐԻՍՏԱԼԱՅԻՆ ՍԱԼԵՐ!’ ԴԻՆԱՄԻԿԱՆ

II. մ փ п փ п ։ 11'

Հաստատուն Հաստությամբ բարակ ւղ յ հ դ ո կրիս տ ա րս յ /ւն ւ/սւ[երի կայէս- 
նւսէրէաֆ տատանոէմնԼրի հտմսւր կսրսյարվեւ Լ ասխէ»րոոսէական վևրրռծէէւ- 
թյուն է

(հ սւսմնասիբվէդ Ւ, նյ էէլթական անիր/ ոարոււյիայ/ւ րնւ/ Հսւն ուր դես^բ։
Հաստ ատվեք Լ, ոյւ մքտին հտճտքսական/ււթյւսն գինամ թկան էէրււշվոս! I, 

սս/^՚ր միշին Հարթէէւթ/անր էրսւյա •եո կայէէէնաթված տատանումներով (՚,/՚~ 
մ ե ար ի կ տ ա ա ա ն ում ն հր ով ) է

Օրպես օրինակ ուււումնասիրվս/ են բարակ ուղղանկյունաձև սալերի սի
մետրիկ աղատ տատանումն երբ:
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DYNAMICS OF PIEZOCRYSTAL PLATES

V. N. LOZKIN

S u m m a г y

An asymptotic analysis of stabilized oscillations of a thin piezo
crystal plate for moderate frequencies is presented.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ 11ՍՀ ԴԻՏՈԻԹ5ՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
известия АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Ոխաքփկա XXXIII, №2, 1980 == Механика

В. А. ШАЛДЫРВАН

ОБ ОДНОМ ВАРИАНТЕ ПОСТРОЕНИЯ УТОЧНЕННЫХ 
ТЕОРИЙ ИЗГИБА ТРАНСТРОПНЫХ ПЛИТ

Попытка уточнения теории пластин и оболочек была начат.։ ра
ботами Н. А. Кильчевского в 40-х годах (см., например. [I]). Работы 
Е. Рейсснера [2| стимулировали интерес к этой проблеме. Но особен«։ > 
большое внимание этой проблеме уделяется после ряда работ А. Л. Голь
денвейзера [3. 4, и И. И. Воровича [>]. в которых содержится анализ об
ласти применимости классической теории пластин и оболочек и характера 
присущей ей погрешности. Кроме того, в этих работах предлагаются асимп
тотические методы исследования трехмерных задач упругости.

Наличие обстоятельных обзоров Н. Л. Кильчсвского [6]. И. И. Во- 
ровнча [5. 71. Л. Айнолы-У. Лигула [8], А. К. Галиныпа |9| позволяет 
нс касаться анализа разного рода допущений, обычно используемых при 
построении уточненных теорий. Отметим только общую идею используе
мых при этом методов, заключающуюся а предварительном задании неко
торых из характеристик напряженно-деформированного состояния конеч
ными рядами

ЛГ м
", ’ У ",*(*)?« («Л ֊,.-= у 3,д(х) (.V?

Т-О *• и

л = {л-р .га} (; 5, /», А]

с последующим определением остальных из трехмерных уравнений теории 
упругости. Функции у.., как правило, задаются степенями х։ идя 

пол։ номами Лежандра, а для определения неизвестных функций и(1с . 
*։1. выводятся дифференциальные уравнения с помощью вариационных 
принципов или с использованием трехмерных уравнений теории упру
гое ги.

В данной работе предлагается одни из способов получения уточнен
ных теорий изгиба транстропных плит, базирующийся на использовании 
Класса однородных решений.

1 Пусть транстропная плита, в каждой точке которой плоскость 
изотропии параллельна срединной плоскости 5, занимает объем I = $.'\ 
Х[—Л. Л] (в общем случае 5 многосвязная область, ограниченная

Л’
контуром О՝> иИмея в виду в последующем изучение концен- 

/-о
грации напряжений, остановимся на случае задания изгибных напряже
ний на боковой поверхности плиты.
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Компоненты вектора упругих смещений «<• произвольной точки пли
ты будем искать в виде

«,(?, ')= У '“'4^.(5) + MOW) + п(-.)ЙЛ(:) 
jfc=l>

Л' >1x1
«»(։. 0= у p(-.)rf,4'(;) + n('.)d.4-(^) (U)

1-0

Из(;. 0- V Z’V«(<) + q (')՝!•(=)
1-0

где F։, Ф, 4՜ и п, р, (f — некоторые произвольные функции аргумен
тов : = (:1։ :2} и Z соответственно, л՜,/#, (а =1,2), Z=-r,''A’, 
U. = д;дг,а, л =/։//?, R радиус наименьшей из окружностей O's,.

Требуя, чтобы выражения (1.1) удовлетворяли системе равновесия к 
условиям нсзагруженности торцов плиты, получим [10]

/•;=֊ — F 4֊ 2;^IFF, F. = - r^D4', f‘\ - - F^D1 2 3 4F (1.2)

1. Если 6։>0 и b\ Ъ-., то $j 2 ~ । />։ ± । Ь\ — 62

п (Z) = У Hj sin -;s ՛ </(!) = V О, costs ' (1.4')
/- • ?-։

2. Если 6։>0 и bi — b.2, to (.$, = Г 6։)

a (',) - /7։ sin ֊•֊ H:- cos ‘'s^, </ (Z) — Q} cos^s/, Q.- sin (1.4 ՛)

3. Если 6։<^0 и b\-Fb.. to (sj .,— 1 |/>i | - I b:—b\ 1

я(ч)= ^/<shTV> <?«) = VQ?cb-;S; (1.4'") 

/-I

4. Если 6x<0 и b\ - b2, to (st — J | 6։ | )

n(') //jsh^SjI /Zj'chvsjZ, q (Z) = Q։ ch fs։Z (1.4"")

I IpH этом функция ՝l! удовлетворяет уравнению

/ч(։) = 0(Л 4), F^F, й2^д21+д1 D-DZF=Q

p (Z) = ֊^— sin SsqC, /)2Ф — (■>// )-Ф = 0 (1.3)

4

Вид функций rt(-), <7(s) зависит от физико-механических характеристик 
материала, именно
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от— и/')•’!’= о (1.5)

Э 'лределяющие класс однородных решений параметры б и у являются ре- 
тениями трансцендентных уравнений. В случае б, > 0 эти уравнения 
можно записать в таком виде:

со5|>$о = 0, о —----- (2/< —1). к 1,2,...
2$0

3 .ч։п 2лу а зЬ 2?՛; =0 (6? Ь..)

2$ГХ — 51'п251у — 0 (6| — Ь..)

<՛՛ я։п --’у - к!п ">•[- 0 (61\>/<)

(х /₽ ֊ 5։ 1. ”> («I— 2 - 4 «й)

(1.6)

(1.7а)

(1.7Ь)

(1.7с)

Что касается случая б, <С 0, то для него уравнения получаются из (1.7) 
формальной заменой и. на /х,.

Тогда, на основании (1.1) с учетом (1.2)—(1.5) и в силу обобщен
ного закона Гука [11]. получим выражения для напряжений

■4֊ о„ = 1-±Д :огг+е(:) «с =.. = <«) г
1 — V

'Г 2/°:т =

- -4 ֊У <? 'бУ-а* ру+ '> <՝>ф+п ։։г] (1Ю

I (■') = Аз (у(7)- п ('-) -֊ — (•)
И

Корни уравнения (1.6) вещественные и группируются по два с оди
наковым модулем. Уравнения (1.7) имеют нулевой корень и счетное мно
жество комплексных, которые группируются по четыре с рапным моду
лем. Кроме того, уравнение ( 1.7с) имеет счетное множество вещественных 
корней, которые также расположены симметрично относительно нуля.

Для формулировки уточненных теории изгиба транстронных плит б>- 
дем пользоваться разложением компонента вектора смещений и ряды по

«.-/»,. = 2 — [ '(‘ГДИду֊ (-,) Ф -| - г С) Ч-
С/г | 1 — V

Здесь

* « « 4- Г'о ^ ( -) = — (2'$о) ՝Р ( •) - — (Мо) ՛ СО8

е(С) = 2։(:)4. (>//.)=л(:). ։(•-) = АГА1!'У п (О + — Ли9' (՛-) 

,(С) + ±П(-,)
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однородным решениям, ограничиваясь тем или иным количеством указан
ных корней. При этом получается следующая последовательность уточ
ненных теорий.

2. Ограничиваясь первыми корнями уравнений ( 1.6) и (1.7) — О

и 0=՜^՜)’ получим разрешающую систему первого приближения

֊- 0. />Ф - ֊ ~ Ф « 0 (2.1)4/-хз

САедоиательно, в сказанном приближении получаем теорию С. А. Амбар
цумяна (12]. если вместо числа л подставить» 10. Последнее обс'ГОЯ- 
гельстно буслОбЛеио зданием закона распределения иапрнжншй по тол
щине плиты и цитируемой работе.

Общин порядок разрешающей системы ранен />'՛. поэтому необходимо 
сгапнть п» три граничных условия на каждом краю плиты

Обозначим через Л/ "(■’. = •,) изгибающие и крутящие момен

ты и Л' перерезывающие силы, а через Л/С. Л .՛ (п >1) их 
снерхстатические характеристики (иолимоменты и полисилы). Ука
занные характеристики определим следующим образом 113]:

: ։
м՝.‘" |՜ л',"‘= |՜ (2.2)

-: -։

Силовые краевые условия на границе плиты с/5' выраженные с помо
щью свСрхстатнческИх характеристик, имеют следующий вид [14];

։ 
м'՞ п, г м՝:՝п, = С

- ։
։

.•V "'п - \ " п. = \ (2.3)

-I

I 
лл1; V н м:? .п. = -(« - о. 1. 2,-)

- ։

где (<7,։ . 1/։ , дп ) проекция внешней нагрузки, приложенной к по
верхности

В рамках первого ( амбарцумяновского») приближения краевым 
условиям соотпетс։яуюг только статические характеристики распределе
ния напряжений (֊•։ 0)
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На основе соотношений (2.2) моменты и перере чыпаюшие силы, ста
мески эквивалентные напряжениям (1.8), равны

Ж'+лг- = 2.L-^Re-.u), л- = + —
3 1 — * ' rs6

м:?'- №՛ + 2<Л/'"՛ ֊ - -![?<(*) t /(։)! - (2.4)

8/-5(2sJ — *.)
15(1 ֊ *)

-/"(*) + 128 Л/Ф

где 'f(z), *!>(/) — комплексные потенциалы Колосова-М у схсли ниш ли.
Выпишем теперь выражении М' . N'.՛՛1 в полярных координатах 

(a, f = г. 0)

1 2/0 . д * 2s}-v, JWF
’ 1 * 3 \ оР г or ~ Р Ъ&Г 15 ' ОР

32 <? / 1 дФ \ 
X* Or \ г (Л /

.ж(0) 2 д ( 1 dF\ 1 ,2sJ- v- <*/1 dipF\
Mr* “ 3 Or \ r & / 15 ՛՛ 1 ֊ * dr \ Г (Л ) '

16 / -?Ф \
г? \ 4*.՜$$ с#/- /

v(o) 2). 1 d^2F 4 оФ
* "3(1֊*) г М Ог

2*. opF 4 1 Оф
3(1-*)^ -^sj Т л

Ш’” _ _____2 - ( ■ _____ 1 £_ ■ 1 а\\г 
3(1— *)\ Or՝ г Or Р (Лг)

Р(2^ - V) 32 о / 1 ЛФ \
Т5 И 7) ~ОР~ Z3 Or ' Г (Л I

Сравнивая эти выражения с аналогичными, приведенным։։ в [ 15]. видим, 
что они отличаются коэффициентами. Причина здесь та. которая отмеча
лась при сравнении разрешающих систем.

Таким образом, краевая задача в такой постановке соответствует вто
рому варианту теории С. А. Амбарцумяна. Различие стоит в коэффици- 
ситах и в формулах, по которым вычисляются напряжения, после того как 
будут найдены разрешающие функции.

Отметим, что устремляя \ — * >. К, Е, С, - • (!, получим фор

мулы рсйсснеронского приближения для изотропных плит, приведеи- 
ные в [14].
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3. Для построения теории следующего приближения необходимо 
взять по два различных по модулю корня в каждом трансцендентном урав
нении. 1 огда разрешающая система этого приближения имеет вид

—i- 0-2
о=от = о гяф։ о, о=ф։ -~ф, = о

£)...,!• _ ( «, : р, = 0> D.T _ := 0 (3 J)

('•'1 ~ 7i 4
Из формул ( 1.8) в этом случае имеем

<֊Ч s',’1 = ^Re<f'(») ■ 2Ree('.)T
1 — v

=5 -2/s® = -2:(7r’(z) - •>'(»>! +.RO

4’Vpj:)-^ ֊8R։s(;)^. (3.2)
fi2- Oz՜

<•>> . .. 4/(1 ֊ C3) „ .o
/=; — - ? 2/ \ nA(-) —-----r 4։<er(՛,) —

1 < *Ti dz dz

Порядок системы (3.1) L)'՝, поэтому на границе плиты надо поставить по 
шесть граничных условия. Силовые краевые условия будут включать как 
статические, так и свсрхстагмчсские характеристики первого порядка, ста
тически эквивалентные напряжениям (3.2).

Аналогичным образом строятся теории более высоких порядков. Так 
на следующем шаге порядок разрешающей системы будет Р1в, затем 
№ и т. Л. Силовые краевые условия будут наложены соответственно на 
св-рхстатические характеристики до второго, третьего и т. д порядка вклю
чительно.

Проиллюстрируем применение предлагаемого варианта второго по
рядка на задаче о концентрации напряжений в неограниченной плите из 
транстропного материала. Плита ослаблена поперечной полостью, ограни
ченной круговой цилиндрической поверхностью Й. Для простоты будем 
считать, что поверхность ’ загружена нормальными изгибающими уси
лиями, изменяющимися только вдоль образующей, го есть

=„|,.= v.|, = o
В этом случае задача будет осесимметричной, поэтому функции 

<!>- (/ — 1» 2) обращаются в нуль. При г — I имеют месте следующие гра
ничные условия на контуре отверстия:

I
МУ’֊ р ।/С):ъ‘’с/:, м<л = о (; = р,1) (з.з)

-1
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В полярной системе координат статические характеристики напряженно
го состояния имеют вид

| мН’ ----- - ----- — —Л+2Ке(а։Ч- + 4,^')
I 3(1—\ с/г՜ г с/г ՛ \ с/г՜ /

В м'°> 2 ( 1 LTD / 1 6/(1 \ /ЦД\.Ин =----------- Н--------- 1------------- ) I 2Ке <1։Ч'-Н1------------ ) (3.4)I 3(1 — V) \ с/г՜’ г дг / \ г (/г /

/V,1” = 2 Ке <!, — М’"’ = 2 R« 
с/г

Здесь

։
. с/2, = г (ч)"А/-

(а‘ 1 V 1՜ *‘՜’ :2-'<г.

■ I 'О-5'

- I

Решение уравнений (3.1), удовлетворяющее условиям на бесконечности, 
будем искать в виде

/(г) - Л‘1пг, 'Г(г) ХК.,(г,^) Ао(и‘') (3.5)

где А.— функция Макдональда.
Из граничных условия (3.3) получаем систему для определения про

извольных ПОСТОЯННЫХ X. /

I
X —ЗИе[а։-г (71,՛ (;,՛/֊)]/- — Зр | /('.)>/',

-1 
։

X 5{?е|а3 -(■;1/ВЧ>д-А,1Л. (;,А)]Х= ֊ 5/^’:з/С) с/'. (3.6)

‘ ։

Ке сЛРо (-։1 >) X О, <71 ՛■' > - (7։/') Х։ (7։ 'I ։Р )

Подставляя решения системы (3.6) я выражения (3.4). получаем форму
лу. по которой обычно вычисляется концентрация напряжений

9
Л/№(1)- — X ( 2Ке|о, 6,Р„(7^)]7 (3.7)

Предложенный процесс построения уточненных теорий изгиба плит, 
отличающийся достаточной прозрачностью, позволяет без труда получить 
уравнения задачи. Кроме того, преимущество такого подхода заключает
ся в том, что, как и в трехмерной теории, формулы для вычисления ха 
ракгеристнк напряженного сос ояния содержат коэффициенты, вид кото
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рых определяется в зависимости от физико-механических постоянных ма
териала плит.

В заключение отметим, что другой подход используется в работах 
[16- 21]. Решение трехмерных задач теории анизотропных власти.։ осу
ществляется с помощью итерационных процессов, построенных асимпто
тическими методами А. Л. Гольденвейзера и И. И. Воровича. В [19—21] 
на каждом этапе решается ангармоническая проблема для трансверсаль
но-изотропных пластин, аналогичная проблеме Кирхгоффа, но совпадаю
щая с ней в нулевом приближении, и некоторые бесконечные системы ли
нейных алгебраических уравнений. Для удовлетворения граничных усло
вий на цилиндрической части границы применяется вариационный прин
цип Лагранжа. I серия внутреннего напряженно-деформированного со
стояния изгибаемых ортотропных пластинок построена в работах [16, 17]. 
Последнее описывается основным итерационным процессом, эквивалеит- 
мым теории Кирхгоффа. В [ 18] построено полное решение типа погранслоя 
для прямоугольных пластин

Донецкий госунносрснтет Поступила 8 VI 1979

Վ. Ա. ԾԱ.1.ԴԻՐՎԱ.Ն

ՏՐԱՆՍՏՐ11ՊՍ.ՅԻՆ ՍԱԼԻՐԻ ԾԱԾԱՆ ՃՇԳՐՏՎԱԾ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 
ԿԱՌՈՒՑՄԱՆ ՍԻ ՎԱՐԿԱԾԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո ւ|ւ ո ւ մ

Ս աացվհլ են իւնւյրի լուծող ’,ավասարումներր, որոնր բնորոշում են ւիո- 
քսադրային սալի լարված ղեֆպւմ ացված վիճակը լայնական սահքերի և նոր
մալ րքե!իււրմ ացիաների ո։ լարումների Հաշվառումով ։ 1Լյրլ հավասարումների 
հիման վրա կարե/ի Է հաշվի առնել ավելի րարձլ։ կս/րրլի ծռման ԷՏիեկաները, 
րան էյաոական աեиոtթյանում t

Ընդ որում փոխաղրային սալերի ծռման մոտավոր տեսությունների կա
ռուցման խնղիրր մեկնաբանվում է ինչպես այս կամ այլ թվով մ ոտավորու- 
թյունների կառուցման ընթացը համասեռ րռծոէմնեըի տեսության շրջանակ
ներ ում։

ON A VARIANT TO CONSTRUCT A MORE PRECISE 
THEORY FOR TRANSVERSAL ISOTROPIC PLATES

V. A. SHALDYRVAN

S u m m ary

The resolving equations are obtained to describe the strcss-strain 
state of transversal isotropic plates, considiring transversal shear and
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■Donnai strains and stresses, allowing to take into account the bending 
effects of the order higher Ihan that of the classic theory. In this case 
the problem to construct approximate theories for transversal plate 

f bending is treated as a process of obtaining a number of approximations 
within the theory of homogeneous solutions.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

1Л||ии։Г.Цш XXX ГП, №2, 1080 Механика

В. П. ЕПИФАНОВ. И Ю. ВОРОНИНА

КИНЕТИКА РАЗРУШЕНИЯ И ИЗМЕНЕНИЕ АКУСТИЧЕСКИХ 
ПАРАМЕТРОВ ГРАНИТА ПРИ ОСЕВОМ СЖАТИИ

Получена экспериментальная зависимость скорости распространения 
ультразвуковых золи от величины осевой нагрузки. Оценен объем мате
риала, в котором возникает дефект, и прослежена кинетика процесса раз
рушения гранита.

Общеизвестно применение акустического метода исследования с це
лью получения информации о физико-механических свойствах вещества 
I 1, 2] и его структурных особенностях [3. 4|. Естественно ожидать, что 
этот метод позволит составить более полную картину структурных изме
нений а граните при осевом сжатии.

Для получения воспроизводимых данных отбирались образцы с близ
кими по акустическим свойствам характеристиками. С этой целью исполь
зовалась следующая методика. Образцы насыщались маслом и по мере 
насыщения определялась скорость ультразвука, затем масло десорбиро
валось, а образцы сушились до постоянного веса. Изменение скорости 
ультразвука (фиг. I) индивидуально для каждого образца, что может 
быть связано с различным расположением и величиной микротрещин. По 
сорбционным кривым можно подучить представление о характере грещи- 
новатости образца. Предполагалось, что одинаковым образцам должны 
соответствовать близкие по характеру сорбционные кривые.

Фиг. 1. Зависхмость скорости распро
странения продольной акустической 
волны н граните г՛{. .иг 1 (линия 1 —н 

оргстекле) о։ времени п, сутки

В работе использовались цилиндрические образцы мелкозернистого 
карельского гранита [5] диаметром 30 .м.м и высотой около 60 .из». Образ
цы имели преимущественную ориентацию микротрещин вдоль оси. Это 
обстоятельство позволило использовать различия в скоростях распростра
нения звука в безграничной ֊֊՛, и ограниченной V. среде
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И>/р(1 1')(1-2|‘)1”։ с’2=(£7*)։՜’

гдс р — коэффициент Пуассона, р—плотность. £ модуль Юнга.
Выбирались такие соотношения диаметра излучателя и образца, для 

которых возможен переход от одного типа волн к другому при заполнении 
трещины более плотной средой.

Перед измерениями на торцевую поверхность образцов наносилось 
лрлблизительн? одинаковое количество масла типа МВП. Для образцов 
гранита скорость продольной волны возрастала при заполнении пустот 
нпнтавшимся маслом. Для сравнения измерялась продольная скорость ь 
образце полиметил-мстакрилата. Подямстил-метакрнлат не содержал тре
щин и не впитывал масла, поэтому для него скорость ультразвука остава-
лась постоянной

Для некоторых образцов насыщение маслом достигалось помещением 
н масляную ванну при температуре ГЮ°С. Десорбция для всех образцов, 
содержащих масло, осуществлялась в токе насыщенного водяного пара. 
Зная массу впитавшегося масла, его плотность и объем образца, можно 
определить суммарный объем пустот. Расчетная величина пористости со- 
егэвляет около 1%.

Дополнительную информацию о расположении трещин можно полу- 
•гать яз сопоставления величин скорости, направленной вдоль V и попе
рек и образца (табл. I). В большинстве случаев V, > -х» - При осевом 
вращении образца значение скорости и амплитуда сигнала меняют
ся. Эти факты можно рассматривать как подтверждение анизотропии ма
териала, связанно։։ с преимущественно։։ ориентацией трещин вдоль об
разца.

Таблица 1

№ V |.. лгг ■ ТГ. •՝<г 1

1 5620 5110-5400 Величина скорости продольной акустической

Ея 5700 5400— 5490 волны, направленной вдоль ։« . .чс 1 я перпон-

5 5650 5600—5980 дикулярно з> , же 1 оса нроизаольнп иыбран-
4 5840 5290-5810 них образцов грани..,. Для с>_ приведены пйи
5 5681 5490-5550 и гаах значения, иолучениы« при вращении об-
6 5540 5290-5370 резца (Аг Ю .нс՜1).
7 5920 5990 ±20
в 5160 51ОО±2О

Для нахождения зависимости скорости распространения С акустиче
ской волны от величины осевой нагрузки о были опробованы два варианта 
наблюдения. В первом случае волна пропускалась вдоль осн образца, во 
втором — перпендикулярно ей. Измерения выполнялись по традиционной 
методике |6(. Образны гранита, использовавшие я для нахождения 
с' ■(՛ ). не содержали масла. В качестве акустической смазки использо
вался каучук СКН-18, а т. отдельных случаях- вазелин. В полученной 
экспериментальной зависимости (фиг. 2) можно выделить четыре харак-

5 Излсспгя ДЦ .Армянской ССР. Механик.!. № 2 
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терные области изменения скорости от нагрузки. Это области возраста
ния (I). постоянства (2). уменьшения (3) и нестабильных значений (4) 
скорости звуковой волны в образце гранита при увеличении нагрузки.

Увеличение скорости с возрастанием нагрузки (линии 2, 3) и уча
сток. почти параллельный оси абсцисс, наблюдались и ранее [7].

Сначала при увеличении осевого сжатия происходит сокращение 
объема пустот и улучшается контакт отдельных зерен гранита друг с дру
гом, что приводит к возрастанию модуля Е = да/дг. ,։ также к увеличе
нию скорости и уменьшению затухания акустического сигнала на этом 
участке кри 1)011 Такое объяснение качественно правильно предс ка ты паст 
изменение величины скорости, что подтверждается сопоставлением рас
четных и •кеперн.ментлльных игачення продольной Г и сдвиговой г( 
скорости.

Фиг. 2 Зцвмсммость скорости продоль
ной ։•, . .ме՜ ! (линии I. 2, о II едшноной 
։>, . лс (3) нолн от величины нармпль- 
ког<> напряжении кГ е.и 1, I • шу- 
коьой луч папрпкл'гн юдоль оси; 2, 3, 5 • 
поперек образца. 5 илчеиспис амплиту
ды ?4. Я-иолг.։ прошедшего сигнала про- 
дольной ПОЛНЫ от с. кГ С.М * . / 1.25

МГц

Контроль скорости звука дли луча, направленного вдоль оси образца 
(линии 1, 4. фиг. 2). выполнялся з разгруженном состоянии. В этих усло
виях зависимость скорости от величины осевого сжатия не наблюдалась 
вплоть до значительных напряжений. Этот факт свидетельствует об обра
тимом характере изменения, свойств в первой области.

Дальнейшее увеличение нагрузки сопровождается резким уменьше
нием скорости (третья область). Она может заканчиваться «взрывом», то 
есть внезапным разрушением образца, при этом большая часть образца 
превращалась из монолита в мелкую щебенку (кривая 2. фиг. 2). Возмо
жен. однако, переход в четвертую область (кривые 1. 3. 4, фиг. 2), для 
которой характерны нестабильные значения скорости и потрескивание об
разца. Заканчивается эта область разрушением.

Уменьшение скорости (область 3) при увеличении осевого сжатия 
может быть связано с увеличением числа дефектов н их развитием [8, 9]. 
В пользу этого предположения свидетельствует экспериментальный факт 
увеличения коэффициента затухания. Известна работа [ 10). где найдена 
зависимость скорости продольной волны от величины внутреннего дефек
та. то есть поры. Есть основания предполагать, что и в нашем случае 
уменьшение »рос՜!։։ <՝г ш г,- ֊ч- г. т՛՛ сжатии снизано с возникнове
нием и развитием дефектов. Поскольку микротрещииы ориентируются па
раллельно оси наибольшего сжатия и раскрываются в направлении наи
меньшего сжатия, то увеличение объема при обрлювании грену ин [11| 
должно вносить существенный вклад н г7։Э.
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Сопоставление скорости продольной волны и относительного сжатия՝ 
от величины приложенной нагрузки приведено на фиг. 3. Кривые 1, 4; 
2, 5; 3, 6. 7 соответствуют трем последним циклам нагружения образца 
перед разрушением. Прослеживается корреляция между относительным 
сжатием и скоростью распространения продольной волны 6 = I(а).

Фиг. 3. Изменения скорости . .иг 
продольной волны (линии 1, 2, 3) и отно
сительной продольной деформации Ц (ли 
нии 4. 5, 6), 3 (линии 7) от величины

нормального паиряження хГ см՜'.

Близкая к прямолинейной зависимость е от п при значительных о 
дает '■ const, то есть участок, параллельный оси абсцисс на кривой
V ~ /(о). Можно отметить, что скорость звука чувствительна к измене
нию состояния образца при сжатии и к остаточным структурным измене
ниям при циклических нагружениях.

По данным акустических измерений и из зависимости £us ~ /(а) 
можно рассчитать модуль Юнга и коэффициент Пуассона. Сравнение зна
чений для любого произвольно выбранного образца дает приемлемое 
совпадение, например, £ = 6.6- 101Г1 Л//,«2. и = 0.28.

Как уже отмечалось, непосредственно перед разрушением в материале 
образца генерируются акустические сигналы. Спектрограмма такого им
пульса приведена на фиг. 4а. В зависимости от условий нагружения и 

Фиг. 4. Спектрограмм.։ характерного треска: а — предшествующего разру
шению । раннта, 6 — и момент разрушении.

предыстории образца можно наблюдать несколько таких сигналов дли
тельностью 0.04—0.06 сел- частотой 6—8 кГ и. Видимых изменений образ-
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на при этом не наблюдается, Аналогичные импульсы при нагружении ма
териала наблюдались и п других материалах | 12. 13]

Если генерирование акустических импульсов средой считать подобным 

излучению элементарного осциллятора [14] с частотой f — 1/2*4 a.'zn, 
где а — коэффициент упругости. /и масса осциллятора, то можно Оце
нить характерный размер среды, в котором происходит процесс элемен
тарного разрушения.

Полагая для упрощения, что закон Гука оправдывается вплоть до 
разрушения образца з «-А/, где А/ смещение (Д/ г0) и при

нимая для ионной решетки г(1--=2.4=10.4 . з-6-Ю՜ днн на связь, 
определим массу и характерный объем гранита, в котором генери
руются сигналы акустической эмиссии. Соответствующие величины 
будут иметь значение лпм ■= 5-10՜՜ i и 1Л 6-10 ‘ лглЛ

За отдельными сигналами акустической эмиссии следует лавино
подобный процесс разрушения материала продолжительностью 0.08— 
0.18 сек. Частот.։ акустических сигналов уменьшается от 6—8 кГи до де
сятков гсру к концу разрушения. Используя модельные представления 
гармонического осциллятора, можно (фиг. 5) проследить механизм про
цесса разрушения гранита. Возникшая трещина растет до того момента, 
когда ее развитие будет ограничено другой трещиной. Однако процесс 
разрушения на этом не локализуется. Видимо, п плоскости будущего скола 
развиваются сразу несколько трещин (в пользу этого предположения 
свидетельствует наличие в спектрограмме но крайней мере одновременно 
двух импульсов; высокой я низкой частот (фиг. 46)) и большинство из 
них заканчивает свой рост на имеющихся в образце микротрещинах. Этот 
процесс (участок 2) продолжается до тех пор, пока в течении будущего 
разрушения не накопится достаточное количество дефектов и не станет 
возможным развитие магистральной макротрещины (участок 3. фиг. 5).

Фиг ՝. Изменение ••рфехтиямой мас
сы гранита т ։. । к объеме разруше

ний от времени с.

Таким образом, исследования зависимостей а. ? /(п) позволяют
получить информацию о структурных особенностях материала (наличии 
трещин, пор. их преимущественной ориентации). Это направление можно 
определить как активный акустический контроль. Во-вторых, анализ 
спектрограмм сигналов акустической эмиссии до и в процессе разрушения 
интересен для определения прочностных свойств и кинетики разрушения.
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»актическую ценность оба направления могут иметь для прогнозирова
ния возникновения критическом ситуации в напряженных конструкциях.
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KINETICS OF FRACTURE AND CHANGE IN ACOUSTIC 
PARAMETERS OF GRANITE UNDER AXIAL COMPRESSION

V. P. EPIFANOV. I. У. VORONINA

S u m ni a г y

Is
The acoustic parameters 

investigated on the basis
dependence on the value of compression 
of uniaxial compression tests ol fine

grained granite specimens.
Porosity of samples and their characteristic network of cracks are

evaluated from the data of acoustic isotherms of sorption and desorption
liquid with low viscosity.
The kinetics of fracture is traced and the volume of the material

in which the defects arise is estimated from the acoustic emission 
spectrograms.
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лзчичил, 11112 ‘М'8(1|.|Ь:։,ПЬЪЪЬРЬ IUill.WrHJ.51. ЗЬШИЛЬР 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

4Пф>шГф1|ш X X X111, № 2, Г Механика

К. У ОЛЬШЕВСКИМ

ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ АСИМПТОТИЧЕСКОГО 
ИССЛЕДОВАНИЯ СТАТИКИ ГИБКИХ СТЕРЖНЕЙ

Система нелинейных уравнений для определения усилии при конечных 
перемещениях в первоначально прямолинейном стержне кругового попе
речного сечения имеет вид | 1]

4' = - /'• = 1ч’ '1
, _ (1.1) 

г{[т, Г| + /Л‘ = п>

Для определения упругой линии стержня к системе (1.1) следует до

бавить уравнение /V* ՛. Безразмерные переменные и параметры опредг-

лякэтся следующим образом: </ = (?(<//-) : /п = Л/(д/,'~) ' — векторы 
приведенных сил и моментов в произвольном сечении стержня, 

7 /’ (։?) * вектор распределенной нагрузки, н = Е/(фС3) ' — относи
тельная жесткость на изгиб, у. — отношение жесткостей на кручение 

и изгиб, Г —кривизна кручения осевой линии стержня, " — единичный 

вектор касательной к изогнутой осн стержня, — независимая
переменная, б. £ длина дуги и полная длина стержня, </ харак
терный параметр распределенной нагрузки, например, погонный вес 

стержня. Здесь и далее [о, 6], (а, Ь)—векторное и скалярное произ
ведение векторов.

Для нахождения асимптотического решения системы уравнений (13) 
применим один из вариантов метода сращиваемых асимптотических раз
ложений [2]. Суть метода заключается в том, что равномерно пригодное 
решение для всей области изменения независимой переменной является 
суммой, состоящей из части, характеризуемой исходной независимой пе
ременной. к части, характеризуемой увеличенной независимо։! переменной 
в области краевого эффекта.

Асимптотическое решение, характеризуемое исходной независимой 
переменной, является при ₽ — 0 решением системы предельных уравнений.

<Г = Л ЬлЧ = 0 (1.2)

Система уравнений ( 1.2) описывает равновесие идеальной гибкой ни
ти в потоке.

71



(1.3)

Уравнение (1.3) непригодно в области краевого эффекта около точек 
опирания или действия сосредоточенных сих. Для того, чтобы получить 
решение, пригодное п области краевого эффекта, введем преобразование

! — г г!. Система уравнений (1.1) примет вид

(1-4)

полагаем, что в

9- = -'7 

{[‘о. •■] + = [9, ']

Для линеаризации системы нелинейных уравнений ( 1.4)

области краевого эффекта - ֊--։| н ՛*, где ^Д“՜1 — значение
единичного вектора касательной к оси идеальной гибкой нити (1.3) в 

точке опирания стержня / --0, к* | < I. Систему предельных линеари
зованных уравнений (1.4.1 при г -0 можно принести к следующему 
уравнению:

Умножим векторно обе части последнего уравнения на *<>. Используя 
формулу двойного векторного нрЬизнедения

[а, [/>, с՝]| — (а, с) Ь (а, Ь) с

получим

(“о» ”•) "и (*<р 7<i ('о> Qo)

После выполнения повторно операции векторного умножения на *<> 
запишем

['о* ”*] (“о» '•#}- 0 (1.5)

Решение уравнения (1.5) имеет вид

— ~~ — •։ — ՛/1 
[чм •*] = <4* Ч- с<е

где / ՛՛ = | с;,, . Из условия ограниченности вектора т. в области крае- 

кого эффекта при t -* следует с2 — 0. Окончательно имеем

т = -;4֊се"А' (1-6)
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Аналогичные рассуждения можно провести и для области в окрсстно- 

сти другой опоры, введя преобразование • = 1—к /• При / -» со значе

ние вектора т совпадает со значением вектора т, определяемого уравне

нием ( 1.3). при / - 0. Из условия совпадения значений векторов т на гра
нице области краевого эффекта и области, характеризуемой исходной не
зависимой переменной. следует, что равномерно пригодное решение систе
мы уравнений (1.1) по все։։ области изменения ( £ [0, 11 равно

-- -֊ с.е ,1.7)

Применим полученный результат для исследования изгиба стержня 
при безотрывном поперечном обтекании потоком жидкости. Рассмотрим 
случай, когда одни конец стержня \ежит на горизонтальной плоскости и 
удерживается лишь за счет трения, а второй расположен на значительном 
удалении от плоскости. Начало неподвижно։'։ декартовой системы коорди
нат расположим в точке касания провисшего участка стержня с опорной 
плоскостью. Положим, чи часть стержня, лежащая на плоскости, прямо
линейна и параллельна оси \. к верхнему концу стержня приложено го
ризонтальное растягивающее усилие и в направлении оси х. Распределен
ная нагрузка, действующая на провисшую часть стержня, равна

f — j — рк, где Л j, к — единичные орты 
неподвижной декартовой системы координат.

Отметим, что поскольку длина провис
шей части стержня заранёе неизвестна, то в 
качестве характерной длины можно принять 
расстояние от опорной плоскости до верх
него конца стержня Н. то есть положить в 
выражениях для безразмерных параметров и переменных L — И.

В точке Опирания провисшей части стержня с -шорной плоскостью

имеем следующие граничные условия; т (0) = f, "•՛ (0) 0. В об хасти 
стержня, расположенной около опорной плоскости

‘ = i I yj 4՜ zk

где | г/|. |г| <1. Из формулы (1.7) следует 

т = с։е " ‘ -4- (</о — /0 «

где

с։ = г п {j \-рк) 

(h-ni-г-п ?(/1 рк)
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Значения изгибающего момента определяются по формуле

, 0 ‘/2
/п| = —(1 I Г2) (1 —е՜' )

л

Гочность асимптотической формулы (1.7) растет с увеличением 
=՜ 1 и п. Численное решение плоской задачи изгиба стержня (р = 0) по
казало. что при տ — 0.001 и н — 1.7 погрешность асимптотической форму
лы (1.7) не превышает 5՚\ . При больших значениях 8 эта же точность 
достигается увеличением значения н, например, при. г. = 0.03. Ո = 2.4.

Киевский филиал ВНИИСТа Поступила 4 VI 1979

Կ. ПК 0ԼՇԵՎՍԿԻ

ՃԿՈԻՆ ՋՈՎԵՐԻ ՍՏԱՏԻԿԱՅԻ Ա11ԻՄՊՏՈՏԻԿԱՆ 
ՈԻՍՈԻՄՆԱՍԻՐՈԻՐ՚ՅԱՆ ՄԻ ԵՂԱՆԱԿԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Վհրյու ծութ յունների մ իաձուլմ՛ան ա и իմ ո/ tn ո տ ա կան մեթողի Օգնությամբ 
ուսումնասիրվի մ է, կենտրոնացած ոլմհրի ուղղման շրջանում սահմ տնային 
Լ ■!> I; կ ան և ր ի տ դգեւյ ութ յ ո լն ր:

Ստացված արղյունրներր կիրաովոլմ են հեղուկի Հ/nif աո՛.ո. հոսանքում 
ցանվող ձողում ամ երի ե մ սմ են տների որոշման համար:

A METHOD OF ASYMPTOTIC INVESTIGATION OF 
FLEXIBLE ROD STATICS

K. U. OLSHEVSKY

S u in шагу

To find asymptotic solution of nonlinear equations a method of 
joined asymptotic expansions is proposed. The uniformly fitting solution 
obtained for the system of equations may be used to determine force 
.and moments in the rod placed in a homogeneous fluid flow.
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