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КРУЧЕНИЕ СТЕРЖНЕЙ С ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ
В ВИДЕ СОЕДИНЕНИЙ ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ 

И КОЛЬЦЕВЫХ СЕКТОРОВ

В работе рассматриваются некоторые •.»дачи кручения однородных к 
неоднородных призматических стержней, когда поперечное сечение стерж­
ня представляет собой соединение криволинейных прямоугольников, гра­
ницы которых образованы частями координатных линий и декартовой и 
полярной системах координат.

Такие задачи встречаются и строительной и машиностроительной тех­

нике и имеют практическое значение.
Задачи решаются с использованием аппарата сингулярных интеграль­

ных уравнении. Предложенный метод позволяет получить точные числен­
ные результаты как для жесткости, так н дли напряжений в зависимости 
от геометрических и физических параметров профиля.

§ 1. Рассмотрим задачу кручения полого составного стержня постоян­
ной толщины с поперечным сечением в виде чередующихся прямоугольни­
ков и кольцевых секторов из различных материалов (фиг. I. 2)

Как известно [ 1 — 3], решение задачи кручения в постановке Сен-Ве- 
нана сводится к определению функции напряжении, которая в области по­
перечного сечения удовлетворяет уравнению Пуассона, а на границе об­
ласти принимает постоянные значения.

Для полого призматического стержня одно из постоянных значений 
произвольно, а другое определяется по формуле Бредта [1|.

Пользуясь наличием осей симметрии, для области поперечного сече­

ния стержня берем /И-ую часть основной области (фиг. 2). где т — чис­

ло осей симметрии профиля (при ш = 3 имеем правильный треугольник 
с закругленными углами (фиг. 3), при т — 4 — полое квадоатное сечение 
(фиг. 1)).

Отделенную — т-ую область берем в виде соединения ирямоугОЛЬ* 

ион области с сектором кольца, имеющих одинаковую толщину и состав- 

ленных из различных материалов, угол ?։ = - (фиг. 2) зависит от числа 
т 

.осей симметрии.
Функцию напряжений ищем п виде

I «. (г, с) в кольцевой области О. ..
и = { . ‘ (1-1)

I м3 (х. ։/) в прямоугольной области О..
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На линии контакта областей Р։ и Рх функции и։(л — I, 2) должны удовле­
творять следующим условиям сопряжения:

На осях симметрии (х а и ‘[=4 ) нормальная производная функции 
напряжений до\жна равняться нулю

1 дщ ' _ ди2

г V? дх

а на контурах сечения необходимо удовлетворять условиям

?) М*» С’) 0 

«jOb = fj) - Со

где постоянная Сл должна опреде­
ляться по формуле Бредта [1].

Функции и (i 1, 2), удов- 

л етворяющие у рав и он ним

àr г ôr ' г- dÿ
для l\

ищем в виде

/.(<•) V А. 
Л=1

Ü՛՝ U2 _ g2t/n 

дх* ду*
— ‘2G: для /->_

ch ^(?t- ?) 

sh
sin

(1.5)

(1.6)

4֊ (X. у) = -Н /, (,У) 4 У л е17<‘ aS} Sin Ъ (у - П)
С. G2{r2—Гу) ikbn^ku
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где
/=1п—. <։ = 1п—՛ •;* = ~к , ?, = — (1.7}

Г1 г։ п. - г։ ?!

функции (г,1, и (>.4:-. являются частными решениями неоднородных урав­
нений (1.5). обращающимися в нуль на концах интервалов определения

г; — г“ г! — г; . г
АИ«----- о--------

/АУ) (п?՜ у} (у՜^) (п<у < г.)

Функции (1.6) удовлетворяют (1.3) и (1.4).
Введем вспомогательную неизвестную функцию

/И
1 «Ч ।

Г(7? к=-о
1 ди2 

в3 дх
(1.9}

Удовлетворяя второму условию (1.2). получим

/(г) - — V 5*ш В*/ = V /?*х1п •;*(/• г։)
Г Л-1 к - I

(1.Ю)

откуда д\я коэффициентов А..- и В,, получим следующие представления:

.4$ — I / (?) 5։п ( ч- 1п —Л 
'1 .1 \ Г1 /

Г1

& = ('/И ™ ~,к (Г֊ ֊ г։) <!’,

Г.‘ — ГХ 2

(1.11)

Удовлетворяя первому условию (1.2), используя при этом (1.10) н 
(1.11), после некоторых преобразовании для определения неизвестной 
функции /(г) получим следующее сингулярное интегральное уравнение:

1/(?) [<*\ (?, г) СгК.2(г, у)] д'՛ ^(г). (/-,<?• г..) (1.12)

где

9 <У 1
^2 (г. ?) =֊• — V — с1Ь Г,;а51п;м(г — г։)51П7п(р —г,) (1.13)

~ п^.1 П

С1Л('-)-С<’;/г(г)4-С0(-С^-֊±>)
\ ^ — Г։ /
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Введем обозначение

К(г.?) = к1[г, ^-К:(г. Р) (1.14)

Нетрудно убедиться, что функция Л'(г. р) непрерывна и на границе 
.области определения обращается в нуль.

Действительно, если воспользоваться значением ряда [7]

% COS/-'r In----------------- (0<х<2к) (1.15)

к 2|мпл|
I 21

и представить функцию К(г, р) н виде

тогда каждое слагаемое (1.16) будет обладать вышеупомянутыми свой­
ствами. Благодаря равномерной сходимости рядов ( 1.16) относительно пе­
ременных г, р, функция А (г, р) также будет обладать этими свойствами.

Функция б(г) (1.13) дважды дифференцируема при г, > 0 и нэ кон­
цах интервала [г,, г.] обращается в нуль.

Пользуясь формулами (1.10—1.14). сводим интегральное уравнение 
(1.12) к решению двух независимых друг от друга бесконечных систем ли­
нейных алгебраических уравнений относительно неизвестных А*, Вп

А? X о . А։ + В» = ЬакВь Ь? (р = 1, 2) (1.17)
к-1 ‘ *-1

.где

. 2.у;лн,?1
* (G,

.bpk =
У. lht,c ?

(G, + G.) (r- - r,) J .՝ •-)sin-.,ir г։)։1пхд(? r-i)drd{.

23,th3,Tt 

(G, G.) tx

(1.13)

2т th “ a .•
br 7rZ"rVf------------7 ^(r)slni (r r,)</r

(G։ t G-Hr- —r։) J
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Из свойств функций А'(г, р) и #■(/•) следует [4, 5], что коэффи­
циенты ОрА- и Ь,,к при фиксированном значении р и к - • стремятся 
к нулю, как О (Л'"3), а при (риксированном к и р - • • имеют порядок 

О (р՜՜). Свободные члены бесконечных систем при возрастании ин­
декса р стремятся к нулю, как 0{р ՝).
При таких условиях нетрудно убедиться, что [6]

11т I о д | — 0, Нт У | Ьрк | ֊ О
Р-- ^“1 Р ” к !

то есть система (1.17) при г։^>0, а^>0, ?։^>0 кпдзивполне регулярна. 
Применяя метод последовательных приближений к системам ( 1.7), полу­
чим, что при р-*֊ с© неизвестные .-1р и 5Р стремятся к нулю, как О(р 1 2 )• 
Отсюда следует, что функция /’(г) непрерывна и на концах интервала 
[Л. г:] обращается в нуль.

1 ~ II
С “ ”2 С0 , «' а (г, 1- Г.) - ?։

Пользуясь формулой Бредта, которая в этом случае принимает вид

Г'г- 
с1, дг 

о

л- ('2_ф
г-г. 65 ду

с/х -225

(1-19)2 г2
2о=-усЧ'-։ у?1

ДЛЯ ПОСТОЯННОЙ С„ и жесткости при кручении получим следующие выра-
Женин:

Со
а

6\/-
= .« <Г1 — 'г) + а2с1?Ф1 г

2/,

(1.20)՛

.? _
2
2/

■֊ 4 с.
/

2 / 1\* 2-{ 1)

к֊ ։ 4՜ 4)

а \г2 г։1
֊ б2------ £-------

у

(1.21)

Используя формулы

= <>А, 

(#г

для напряжений получим

— X (г, ф) =-------
' ^։г/։

֊֊//(г)֊ V А,
Г 5ь рЛ-9։

(1.22)
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^֊֊ 1 Л(17)4-

ОО
■ У В к
А-1

ей (а — .г)
соб *'А (у — г։)

(1.23)

яй •;

■где /,(г) и {.(г) даются формулами (1.8).

(1.17). так как имея значения ?1..(ВА), неизвестное
Отметим, что достаточно решить только одну из бесконечных систем 
’У Л/,՞?,4 &(/!,.) можно опреде­

лить по формулам

А՛.֊ У вкм^. ««=-֊
Г:֊

(1.24)
6

V

которые получаются из 
Здесь

формул (1.10). (1.11).

лл, =

М>г.

5’П7р(г- г։)с/г

(1.25)
/ » (1г

ем г։)-----

Пользуясь обозначениями (1.25), ьыражеиия (1.18) можно 
вить в виде, удобном для вычислений

иредста-

Ь

а,> =

с2
«₽*=-֊77 

и։ т֊ С>

« .. »1. ъ г.у P^^lNt;nNлn
-,л Нипа

■* р гй 7 а 

,_։ п 1Ь рла։

” 1"("1Г
(1-26)

(<а4-(72)
7Р1Ь

4֊ (Л
V 4֊ Со V

к -1 г 1)7₽

[^Ч։,4-С^

к - 3

1Лп

4С..[1-(֊1Л

где брл - символ Кронекера, а

я(1) = 
к

4[г?-(-1)Ч] 

/Л (3*4-4)
оф =

2[г,-(- 1)4] 
(г2 г1) (/1 4՜ 1)

Отметим, что ряд и выражении
ряда в выражении С, можно улучшить.

для а;, суммируется, а сходимость

'2 ~ 1-(-!)' г՝ — г2 
м„„ = <><։> -2------- ’-а<2>

%
1
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Л1 ь 1՜ (1՛27’

§ 2. Рассмотрим числовые примеры. Вычисления проведены для раз­

личных значений безразмерных величин:

“ _ г) Для круговой области
л՜* 4 ИХ ' * «0 _
°2Г1 ?! Нл; (л, ?;),՛(У._Лг։ для прямоугольной области

В табл. 1—4 приведены значения жесткости 6\, постоянного СД, и на­
пряжения тп вдоль внутреннего £ = 1 и наружного | - $, контуров попе­
речного сечения при следующих соотношениях геометрических и физиче­
ских параметров:

т = 2: 3; 4.

П, 0.25; 0.5; 1: 2; 4; 8. 

и = 0.5; 1: 2; 4.

I = 1, 

$, ֊ 1. 2; 2.

На основе табл. I—1 можно сделать следующие выводы:
1. 11ри н 2 на внутреннем контуре сечения максимальное напряже­

ние достигается в центре круговой части, а на внешнем контуре—в середине 
прямолинейной части.

2. При Ц > 2 на внутреннем контуре максимальное напряжение до­
стигается на середине прямоугольной части. Причем, когда Г|, 4, при пе­
ремещении от середины дуги круговой части к середине прямолинейной 
части напряжения монотонно возрастают. На внешнем контуре, наоборот, 
максимальное напряжение — на середине круговой части и уменьшается 
по мере приближения к центру прямолинейней части.

3. 11ри переходе по нормали от внутреннего контура к наружному на 
прямолинейных частях напряжения возрастают.

На круговых частях от внутреннего контура к внешнему напряжения 

возрастают яри малых значениях »|։. При больших 1]։ напряжения на 
внешнем контуре круговой части не превышают соответствующие значе­
ния напряжений на внутреннем контуре.

4. На круговых и прямоугольных частях в отдельности напряжения 
мало изменяются вдали от точек стыка. В окрестностях стыка от круго­
вых частей к прямолинейным напряжения претерпевают плавный переход.

На основе табл. 1—I и формул ( 1.20)—( 1.23) нетрудно получить 
приближенные выражения для искомых величин:
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Таблица 1
:-։ 2: т 2

-

Пх Со .. •
'о

Т1 ?» 2 0 ’.>/2 ти

0.25 16.187 0.8657 1 0.6(51 0.6591 0.4405 0.27636 0.2383
2 1.0829 1.0859 1.2760 1.4544 1.4921

21.1-18 0.9693 1 0.8167 0.8069 0.5314 0.2178 0.1536
0.5 2 1.1588 1.162° 1.4129 1.7237 1.7867

32.304 1.1530 1 1.0806 1.0715 0.7611 0.2576 0,19429
1 2 1.2909 1.2955 1.5629 2.0489 2.1115

1
58.075 1.4353 1 1.4880 1.4779 1.1248 0.4583 0.4372

2 2 2 1.4968 1.4979 1.7925 2.4123 2.4333

117.7-1 1.8021 1 2.0165 2.0051 1.5976 0.8028 0.8017
4 2 1.7590 1.7648 2.0891 2.8006 2.8017

251.43 2.1839 1 2.5679 2.5550 2.0907 1.1839 1.1839
8 2 2.0364 2.0412 2.3988 3.1839 3.1839

0.25 30.818 1.6458 1 1.2101 1.2034 0.9702 0.8757 0.8547
2 2.1055 2.1089 2.3175 2.4178 2.4335

38.472 1.7674 1 1.3853 1.3766 1.0807 0.9029 0.8678
0.5 2 2.1932 2.1976 2.4568 2.0337 2.6678

54.560 1.9556 1 1.6567 1.6466 1.2996 1.0138 0.9761
1 2 2.3290 2.3341 2.6173 2.8981 2.9327

2 88.552 2.2001 1
2

2,0093
2.5053

1.9979
2.5111

1.5968
2.8369

1.2131
3.1871

1.2012
3.1990

4 159.73 2.4551 1 2.3732 2.3644 1.9074 1.4558 1.4552
2 2.6894 2 6959 3.0550 3.4545 3.4551

8 306.16 2.6673
1 2.6832 2.6692 2.1658 1.6673 1.6673
2 2.8425 2.8495 3.2565 3.6673 3.6673

0.25 97.206 5.0920
1 2.6918 2.7210 3.7298 3.8-108 3.8638
2 7.3441 7.3293 6.4599 6.3368 6.3155

103.17 4.6031
1 1 9873 2.0232 3.2626 3.4633 3.5001

0.5 2 6.9915 6.9733 5.9392 5.7393 5.7051

1 118.33 4.0936 1
2

1.2506
6.6228

1.2915
6.6022

2.7222
5.4144

3.0337
5.1503

3.0694
5.1156

4
152.75 3.6673 1

2
0.63731 0.6819 2.2594 2.6547 2.6662

2 6.3159 6.2934 5.0449 4.6798 4.6684

225.41 3.3752 1 
2

0.21606 0.2632 1.9409 2.3746 2.3752
4 6.1052 6.0814 4.7711 4.3758 4.3752

373.51 3.2001 1 0.03652 0.0121 1.7500 2.2001 2.2001
8 2 5.9788 5.9542 4.6069 4.2001 4.2001

4т — и^-\- в (2.1)С»
2

(2.2)

(ЛОг, 

(5, ?)

4-1 2
։>— 1 

1—1

(2.3)

б’-.Ог, иг
5|1 + -2^ ■

С11 «/« (?1

£ $Ь {Г.-1/пи)

?)
(2.4)

2

где введены следующие обозначения:
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Таблица 2'
2. т 3

И г/1 Со и. ч>

VI Г,/2 0 Л./2 Ъ

0.25 18.964 0.928 1 0.7538 0.7362 0.5258 0.3529 0.3135
2 1.1308 1.1399 1.3368 1.5080 1.5464

0.5 28.336 1.105 1 1.0064 0.9827 0.7059 0.3676 0.2993
2 1.2587 1.2712 1.5216 1.8457 1.9118

I 54.118 1.447 1 1.4992 1.4706 1.1351 0.5642 0.49331 2 1.5062 1.5211 1.8141 2.3317 2.4011
2 2 138.60 2.100 1 2.4398 2.4015 1.9713 1.1286 1.1026

2 1 9780 1.9964 2.3518 3.0719 3.0978
•1 480.50 3 342 1 4.2281 4.1801 3.5653 2.3434 2.3417

2 2.8751 2.8999 3.3553 4.3401 4.3417
8 2190.6 5.730 1 7.6681 7.5959 6.6412 4.7303 4.7303

2 4.6009 4.6381 5.3042 6.7303 6.7303

0.25 35.32“ 1.729 1 1.3255 1.3019 1.0697 0.9717 0.9491
2 2.1673 2.1777 2.3961 2.4899 2.5114

0.5 49.660 1 “39 1 1.6274 1 6004 1.2863 1.0890 1.0-198
2 2.3199 2.3341 2.6114 2.7929 2.8299

1 86.574 2 322 1 2.1777 2.1437 1.7378 1.3914 1.349!
1 2 2.5967 2.6144 2.9514 3.2536 3.2945

2 197.98 3.007 1 3.1640 3.1194 2.5745 2.0249 2.0086
2 3.0923 3.1154 3.5441 3.9893 4.0055

4 611.97 1.260 1 4.9676 4.9038 4.0861 3.2614 3.2603
2 3.9985 1.0313 4.6187 5.2592 5.2603

8 2538.7 6.643 1 8.3961 8.2957 7.0066 5.6425 5.6425
5.7210 5.7725 6.6536 7.6425 7.6425

0.25 62.431 3.036 1 2.0515 2.0513 2.0419 2.0398 2.0393
2 4.0259 4.0262 4.0131 1.0324 4.0327

0.5 80.419 3 115 1 2.1648 2.1625 2.1316 2.1210 2.1192
2 4.0829 4.0841 4.1030 4.1089 4.1103

1 125.05 3.328 1 2.4719 2.4652 2.3647 2.3349 2.3308
2 2 4.2375 4.2409 4.2966 4.3217 4.3255-

2 253.86 3.837 1 3.2034 3.1864 2.9564 2.8402 2.8372
2 4.о056 4.6143 4.7538 4.8336 4.8366

4 711.25 4.941 1 4.7910 4.7514 4.2251 3.9412 3.9400
5.4046 5.4247 5.7541 5.9405 5.9409

8 2760.5 7.218 1 8.0661 7.9799 6.8175 6.2183 6.2183'
2 7.0527 7.0965 7.8161 8.2183 8.2183*

0.25 102.00 1.877 1 2.4000 2.4870 3.4907 3.6107 3.6353
2 7.1799 7.1344 6.2628 6.1347 6.1125

0.5 117.92 4.468 1 1.8134 1.9175 3.1179 3.3231 3.3611
2 6.8826 6.8283 5.8125 5.6077 5.5726

1 163.00 4.250 1 1.5008 1.6120 2-8938 3.1930 3.2275
4 2 6.7247 6.6667 5.5918 5.3058 5.2822

2 298.60 4.452 1 1.7919 1.8982 3.1154 3.4417 3.4515
2 6.8714 6.8159 5.7809 5.4632 5.4534

4 777.63 5.371 1 3.1119 3.1958 1.1168 4.3706 4.3710
2 7.5365 7 4924 6.6420 6.3714 6.3710

8 2890.8 7.546 1 6.2380 ь.2686 0.4883 6.5462 6.5462
2 9.1117 9.0947 8.6812 8.5462 8.5462



=։ 2. m 4
Ч'чблиии .)

H- т.» Գ и. Z ՜օ
ո "VÎ 0 t./î r<>

0.25 22.026 0.993 1 0.8364 0.8098 0.6092 0.4294 0.3885
2 1.1817 1.1964 1.3968 1.5617 1.6009

0.5 36.886 1.240 1 1.1874 1.1501 0,8802 0.5170 0.4445
2 1.3627 1.3832 1.6305 1.9676 2.0366

1 83.155 1.737 1 1.9003 1.8532 1.5051 0.8661 0.7878
1 2 1.7240 1.7497 2.0500 2.6104 2.6864

շ շ 262.45 2.731 1 3.3313 3.2687 2.7831 1.7678 1.7372
2 2.4472 2.4810 2.8450 3.7010 3.7314

4 1135 9 4.732 1 b.1972 6.1038 5.3466 3.7336 3.7315
2 3.8956 3.9453 4.4632 5.7294 5,7315

8 6286.0 8.729 1 11.936 11.779 10.504 7.7292 7.7292
2 6.794b b.8764 7.7330 9.7292 9.7292

0.25 •10.213 1.810 1 1.431b 1.4005 1.1703 1.0656 1.0417
2 2.2316 2.2487 2.4618 2-5608 2.5830

0.5 62.592 2.105 1 1.8505 1.8066 1.4872 1.2684 1.2253
2 2.4475 2.4715 2.7530 2.9465 2.9864

127.33 2.664 1 2.6504 2.5917 2.1561 1.7446 1.6959
1

1 2 2.8548 2.8866 3.2463 3.5863 3.6331
л

357.34 3.727 1 4.1710 4.0876 3.4108 2.7491 2.72882 2 3.6274 3.6720 4.1562 4.7049 4.7250

4 1386.9 '5.779 1 7.1080 6.9769 5.9342 4.7804 4.7790
2 5.1195 5.1887 5.9203 6.7775 6.7790

8 \ 7067.5 9.815 1 12.884 12.659 10.832 8.1447 8.1447
2 8.0539 8.1716 9.3711 10.815 10.815

0.25 6-8.829 3.076 1 2.1089 2.1069 2.0893 2.0817 2.0838
2 4.0555 4.0565 4.0667 4.0691 •1.0696

0.5 96.924 3.233 1 2.3334 2.3264 2.2683 2.2466 2.2429
2 4.1702 4.1738 4.2098 4.2220 4.2247

1 174.88 3.637 1 2.9088 2.8892 2.7287 2.6499 2.6418
о 2 4.4641 4.4743 4.5715 4.6243 4.6316

438.25 4.556 1 4.2211 ■1.1731 3.7765 3.5622 3.5565
2 շ 5.1343 5.1592 5.4076 5.5498 5.5555

1561.9 6.561 1 6.9969 6.8888 6.0023 5.5012 5.5006
4 2 6.5519 6.6080 7.1636 7.5000 7.5006

8 7539.7 10.467 1 12.659 12.429 10.540 9.4673 9.4673
2 9.1437 9.5633 10.747 11.467 11.467

0.25 107.69 4.728 1 2.2334 2.3681 3.3258 3.4518 3.4775
2 7.0483 6.9747 6.1261 5.9946 5.9718

0.5 135.15 4.418 1 1.7970 1 9541 3.0603 3.2719 3.3103
2 6.8188 6.7330 5.7659 5.5594 5.5239

1 217.46 4.450 1 1.8440 2.0024 3.1125 3.3957 3.4286
4 2 6.8415 1.7548 5.7792 5.5035 5.4714
i

497.31 5.128 1 2.8099 2.9431 3.8524 4.1191 4.1274
2 2 7.3368 7.2631 6.4142 6.1372 6.1289

•1 1670.7 6.935 1 5.3836 5.4503 5.8221 5.9348 5.9350
2 8.6567 8.6177 8.1081 7.9352 7.9350

8 7804.8 10.828 1 10.930 10.852 10.066 9.8284 9.8284
2 11.501 11.537 11.758 11.828 11.828
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Таблица •/
?.։ = 1. 2; т 2

1* ’!։ с’ 'Л 1)
* 0 т1|

0.25 0.6766 0.0685 0.3239 0.3238 0.2878 0.1872 0.1469
0.5 0.9805 0.0810 0.3928 0.3928 0.3520 0.2222 0.2053

0.25
1 1.7149 0.1038 0.5178 0.5175 0.4743 0.3213 0.3189
2 3.5908 0.1416 0.7219 0.7249 0.6818 0.5080 0.5079
4 8.4181 0.1964 1,0254 1.0254 0.9771 0.7819 0.7819
8 20.506 0.2618 1x3843 1.3843 1.3297 1.1091 1.1091

0.25 1.3059 0.1323 0.6224 0.6223 0.5693 0.4946 0.4649
0.5 1.8332 0.1518 0.7293 0.7292 0.6699 0.5719 9.5591

0.5 1
2

3.0373
5.8517

0.1842
0.2312

0.9070
1.1646

0.9070
1.1646

0.8421
1.0957

0.7230
0.9559

0.7210
0.9559

4 12.341 0.2873 1.4723 1.4723 1.3944 1.2369 1.2363
8 26.658 0.3406 1.7650 1.7650 1.6786 1.5032 1.5032

0.25 2.4456 0.2479 1.1528 1.1528 1.0967 1.0568 1.0411
0.5 3.2525 0.2695 1.2713 1.2713 1.207« 1.1543 1.1474

] 1 4.9564 0.3008 1.4431 1.4430 1.3743 1.3050 1.3039
2 8.5555 0.3382 1.6482 1.6481 1.5705 1.4909 1.4909
4 16.051 0.3738 1.8433 1.8432 1.7571 1.6688 1.6688
8 31.375 0.4010 1.9928 1.9927 1.9001 1.8050 1.8050

0.25 4.3435 0.4400 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
0.5 5.3138 0.4400 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000

2 1 7.2555 0.4400 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
2 11.138 0.4400 2.0001) 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
4 18.903 0.4100 2.0000 2.0000 2.9000 2.0000 2.0000
8 34.434 0.4400 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000

0.25 7.1035 0.7184 3.1139 3.1142 3.3334 3.3753 3.3905
0.5 7.9906 0.6437 2.7037 2.7040 2.9515 3.0113 3.0183

4 1 9.4621 0.5725 2.3134 2.3137 2.5883 2.6614 2.6625
2 13.138 0.5180 2.0144 2.0147 2.3101 2.3899 2.3899
4 20.770 у.4828 18211 1.8217 2.1305 2.2139 2.2139

2мн/—՛)
\tzzn / )։> + ։? ?! +1

ч֊Н
С

1 + а • ■ _ 4- 4и2 «= Нч-֊1)

4=—+г\ 
[ЧП И 5։ 1

Р4 , (и-1);1 .
8/71 и г 6
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Погрешность этих приближенных формул легко оценивается при по­
мощи приведенных табл. I—I.

Так, например, погрешность формулы (2.4) при >], 2> 2 и для любого 
п не превышает 1%; Погрешность уменьшается при возрастании р и >), 
при ;։ = 2, для <2 погрешность меньше 1%, начиная с 1|, > I.

В габл. 5 приведены сравнения значений напряжений вдоль круговой 
части внутреннего контура, вычисленных по точным и приближенным фор­
мулам.

у 1: :։ 2; т — 4; с I
Таблица 5

•’1։ 0- г) т ?։ ? = 0

П с прибл. 1.8499 1.8041 1.4603м.Э точи. 1.8505 1.8066 1.4872

1 прибл. 2.6515 2.5931 2.15961 точи. 2.6504 2.5917 2.1561
прибл. 4.1576 4 0443 3.4797л точи. 4.1710 1.0876 3.4408

я прибл. 12.889 12.669 11.043о точи. 12.88-1 12.659 10.832

Сравнение табл. 3 при Ц - I, т «4 с таблицами, приведенными в 
книге [ 1] для задачи кручения полого однородного стержня коробчатого 
сечения показывает (табл. 6). что для тонкостенных стержней значения 
жесткости С,„ параметра и напряжений, действующих вдали от углов, 
мало изменяются при закруглении углов профиля стержня.

•у ֊ I; :։ 2: гп 4
Таблица 6

т<»
Без за- 
круг. |1|

С закруглением углов
точное 1 прибл. | 11 прибл.

0.5 б1 о (т.։- й)
“и (*!։• й)

73.780
2.1941
3.1791

62.592
2.1049
2.9864

62.581
2.1123
3.1056

2.1046

1
'о (Г1Н й)

139.52
2.7012
3.6970

127.33
2.6644
3.6331

127.32
2.6720
3.6645

2.6645

2
Со 
С.

-.(га. й>

369.72
3.7081
4.7250

357.34
3.7269
4.7080

357.34
3.7342
4.7270

3.7270

8
&
17 0

7035.1
9.7200

10.720

7067.5
9.8147

10.815

7072.3
9.8214

10.815
9.8148

Под первым приближением понимается случай, когда принимается 
X, = 0.

§ 3. Особый интерес представляе։ частный случай задачи, рассмотрен­
ной в § Е фиг. 4.
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При ш = 2. и = 2 задача допускает замкнутое решение я виде эле­
ментарных функций

Ա։(ր’ ^ = *նԼ(ր’՜ր?)
иЛх, (ЗЛ)

Напряжении определяются форму' 
ла ми

(/** ___ ւշ Г ___ _ շ;

G.rJj r։
. , X (3.2)
՜*< (*■ */) _ о У _ 95

րՂ ՜ ՝

Постоянная l и жесткость при кручении имеют пид

У, = Й-1, С„ = ֊(։{-1)4-16/,։(=;-1)

Из (3.2) следует, что напряжения вдоль контуров, а также вдоль липин, 
равноудаленных от ком гуров, имеют постоянные значения независимо от 
соотношений геометрических параметров и 1|,.

Способ, использованный в настоящей работе, позволяет решить также 
задачи кручения для открытых составных профилей.

Институт механики 
АН Армянской ССР Поступила 1И1 5979

Ա. Հ. ՐԱՈԼՈՅԱՆ. Ա. Մ. ՄԿՐՏՉԺԱՆ
ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆՆԵՐԻ ԵՎ ՕՂԱԿԱՅԻՆ ՍԵԿՏՈՐՆԵՐԻ ՄԻԱՑՄԱՆ ՏԵՍՔԻ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԿՏՐՎԱԾՔՈՎ ՍՈՎԵՐԻ ՈԼՈՐՈՒՄՍ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ
Բերվում է տարրեր նյութերից պատրաստված ուղղանկյունների և օղա­

կային սեկտորների միացման տեսբով լայնական հատույթ ունեցող պրիզմա­
տիկ ձողերի ոլորման խնզրի ճշգրիտ լուծումր:

Ընդհանուր դևւգրՈւմ քսնղիրր բերվում Լ րվտղի-[իովին ոհղու /յար ան­
վերջ հավասարումների սիստեմի:

թերված են թվային հաշվարկների արդշունրներր սնամեջ, կլորա ցված 
անկյոէններսվ րաttակ/ntiի և եսանկյան ձևով հէո՚ուիսծրների, ինրււեււ նան 
երկու ուղղանկյունների ե երկոէ կիսաշրջանս:լին օղակների միացումից առա­
ջացած մակերեսով հատվածրի Համար:

1հոս:ցված են մ ոտավոր բանաձևեր կոշտության և լարումների համար:
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TORSION OF RODS WITH CROSS SECTION AS COMBINATION 
OF DIFFERENT CURVILINEAR RECTANGLES

A. H. BABLOYAN. A. M MKRTCHIAN

S u rn in ary

An accurate solution of the torsion problem for prismatic rods 
with cross section as combination of rectangles and ring sectors is pre­
sented.

In the general case the problem is reduced to a quasi-quite regular 
infinite system of algebraic equations.

The results of calculation for hollow quadratic and triangle sections 
with rounded angles as well as for a profile, consisting of two rectangles 
connected with two semi-circular rings are given. The approximate for­
mulas for strength and stress are derived.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ2 ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆնԵՐԻ ԱԿէԼԴ-եՄԽԱՑԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АР М Я Н С К О И ССР֊ 
ՄԼխաէփկա XXXII, №6, 1979 Механика.

Л. М. КУРШИН, Г И. РАСТОРГУЕВ

ОБ ОПТИМАЛЬНОЙ ФОРМЕ СЕЧЕНИЯ 
СКРУЧИВАЕМОГО СТЕРЖНЯ

В работе | 1| доказано, что из всех призматических стержней с одно- 
связны.м поперечным сечением с заданными осевыми моментами инерции 
максимальную жесткость кручения будет иметь стержень с эллиптическим 
сечением Доказательство сводится к сравнению жесткостей кручения 
стержней эллиптического и любого другого сечений, имеющих те же осе­
вые моменты инерции. Та же задача об определении формы поперечного 
сечения стержня максимальной крутильной жесткости с известными осе­
выми моментами инерции рассматривается в настоящей работе как изопе­
риметрическая вариационная задача о стационарном значении некоторого 
функционала и области с подвижной границей. В качестве естественных 
условии стационарности функционала, кроме обычных уравнений для 
функции кручения, получено дополнительное условие, позволяющее опре­
делить форму искомого контура. Показано, что дополнительному краевому 
условию удовлетворяет контур сечения в виде эллипса.

1. Рассмотрим работающий на кручение призматический стержень 
с односвязным поперечным сечением В, ограниченным контуром 1-. Поме­
стим начало декартовой системы координат лОу в некоторую внутреннюю 
точку сечения. Пусть заданы осевые моменты инерции сечения

Л — | ^у-<1хс1у, /у - ^хЪхду (1.1)

в '"в

(Пункция напряжений при кручении ф(х, у) [2] должна удовлетво­
рить уравнению

4֊ + 2 “ 0 {х, у)^В (1.2)

в краевому условию

? = 0 (х, у)£к (1.3)

Согласно [3], задача об определении формы поперечного сечения 
стержня, имеющего максимальную крутильную жесткость при заданных 
осевых моментах инерции (1.1) сечения, может быть поставлена как ва­
риационная задача о стационарном значении функционала

И — (4- - — ?’) ^л’с/.у —\у՝(1хву х'дхду (1.4)

в в в

2 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 6
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в области с подвижном границей при условии (1.5); через Х„ X- обозна­
чены постоянные. Условию стационарности функционала (1 4) с учетам 
( 1.3) соответствуют уравнение в области (12) и вследствие варьировании 
границы условие

Й < ЧУ* Ч*5 ’ 0 (•*. у)£ £ (1.5)1

Здесь — производная функции <<(.<. ’/) по нормали к контуру. Усло­
вие (1.5) является дополнительным для обычном краевой задачи (1.2), 
(1.3) кручения стержней с односпя »ным поперечным сечением и позволяет 
определить форму искомого контура.

Для определения отличных от ну ля постоянных £,. X разыскиваем 
решение уравнения (1.2). удоплетиорпющес условию (1.3) н виде

? = -с,х: • (с, — 1)//’ 4- с. (х,у)^В^Е

где 0<с։<.՜ 1. < -О постоянные, и получаем уравнение границы сечения

У՜ = (— с,х5 4* <?.)/( 1 с,) (х, ։/) £ £

определяющее эллипс. В этом случае

с’ 4[с։(2с։-1).гЧс:(1-с,)] (х, у^Е

и постоянные Х„ X- однозначно определяются из дополнительного краево­
го условия (1.5).

2. Аналогичным результат — эллиптическая форма области — может 
быть получен и .ч задаче о равное торс ян ем растяжении пластинки Рас 
смотрим пластинку постоянной толщины /։. ограниченную замкнутым кон­
туром £ и нагруженную постоянным напряжением ол = р. направленным 
по нормали к контуру. Форму границы разыскиваем из условия миниму­
ма энергии упругой деформации пластинки при заданных осевых момен­
тах инерции (1.1) (хОу— срединная плоскость пластинки). Тогда на 
границе £ получается дополнительное краевое условие вида

Л (1 — >) р:1 Е - хэУ= 4- = 0 (х. у) Е £

где X.,, Хк — некоторые постоянные, Е. V — упругие постоянные материа­
ла. Эту задачу можно трактовать и как задачу об определении формы 
плоской замкнутой кривом, ограничивающей минимальную площадь при 
заданных осевых моментах инерции, поскольку рассматриваемая пластин­
ка находится в состоянии равностороннего растяжеяпя. и энергия упругой 
деформации пропорциональна площади, охватываемой £.

Форма сечения в виде эллипса или окружности соответствует стержню 
наименьшего веса при ограничениях н։ крутильную и нагибную жестко­
сти [4]. В работе 14] исследованы также аналогичные задачи.

11оносмбирсхий >ло1>тротел11мчсским
институт Поступила 12 1 1979
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Լ. 1Г. հՈԻՐՍԻՆ. Դ. I'. II ԱՍՏՈՈԳՈՒԽԼ

ՈԼՈՐՎՈՂ 11Ո'ԼԻ ԿՏՐՎԱԾՔԻ ՕՊՏԻՄԱԼ ՁԵՎԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Պ՚իսւարկվ ում է արված իներցիայի աոանցրային մոմենտներով հ ամե­
նամեծ ոլորման կոշտութ յուն ՛ունեցող պրիդմւսաիկ ձողի կարված րի ձև,ի 
որոշման խնղիրրւ

Շարժվող եղրԱւղծով աիրույքհււմ արված որոշակի ֆունկցիոնալի կայու­
նության պա ւմ անիր հետևում /, անհայտ եղրաղծի վրա (րացուցիշ եզրային 
պայման, որին րավարարամ Լ Էւք,"!,,Ւ էոԼորով կտրված րի եղրաղիծրւ Ա.յղ 
Համապատասխանում է Ե. Լ. Նիկոյտեի կողմից ա պ ա у in ց վա ծ թեււրեմինւ

ON THE OPTIMAL SECTIONAL FORM OF THE TORSIONAL ROD

I.. M. KURSHIN, G. I. RASTORGUEV

Summary

The problem on determination of the prismatic rod sectional form 
having maximum torsion stiffness with the given moments of inertia 
about its axis is discussed. The additional condition on the unknow 
boundary results'from the stationarity of a functional in the field with a 
movable boundary. The elliptical form of the section contour satisfies 
this condition. It corresponds to the theorem proved by E. L. Nickolaji.

Л И T E P A T У P A

1. .Vikoiat E. L. (her die Drillungssteifigkeit zylindrischer Stabe. Zeitschrift fur 
angew. Math, und Meeh., 1924, 4, См. также Миколаи E. Л., Tp. по механике. 
M., Гостсхиздат. 1955, стр. 67—70.

2, А,>#тюнян H Х„ Абрамян 1>. .1. Кручение упругих тел. М.. Физматгиз. 1763.
3. Куршим Л. ЛЛ К задаче об определении формы сечения стержня максимальной кру­

тильной жесткости. Докл. АН СССР, 1975, 223, 3.
4. Banichuk jV. V’., Karihuloo В. ձ- Minimum-Weight design of multi-purpose cylin­

drical bars. Internal. J. Solids and Structures, 1976, 12, 4.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ 111Ա ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

^րւխաՏիկա XXXII, № 6, 197<1 Механика

В А. ГОРДОН Г. Б. КОЛЧИН

МЕТОД ФАЗОВЫХ ИНТЕГРАЛОВ В ЗАДАЧЕ 
ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО ЦИЛИНДРА

1. Кпазнстатическая осесимметричная плоская задача термоупруго- 
сти для полого цилиндра, модуль упругости 1'. которого зависит от темпе­
ратуры сводится, как известно, к уравнению [1. 2]

Հ Ի « (О Հ Ь (г) Ն с(г) (1-1)

где

в случае плоской деформации

1 — V в случае плоского напряженного состояния

г — радиальная координата

Здесь и далее штрихом обозначается операция дифференцирования.
Введем безразмерные радиус ? ~= г;Кх и температуру ՛ = Т;1 ։, где 

и /,—соответственно радиус и температура внутренней поверхности ци­
линдра. Распределение температур по толщине цилиндра в стационарном 
случае при условии постоянства коэфффипиента теплопроводности опи­
сывается зависимостью [3]

- = 1 + ֊|п? М
1п р

где

Т Т ձ у _ 1=------£1 ( -д тх
Л
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Здесь г?։ и Т.—соответственно радиус и температура внешней поверхно­
сти цилиндра.

Принимая и качестве независимой переменной температуру г и про- 
.нзнедя п уравнении (1.1) замену переменной, получим разрешающее урав­
нение осесимметричной задачи неоднородной термоупругости в виде

=' 1 ?(')='4- :(-): = Ч-1 (1.3)

где ’ ----- - р։ внутреннее давление
Р։

■ 3— -֊'
Р £ А?

Радиус выражается через температуру г с помощью записимосги ( I 2) 
= охр — 1) (1.4)

. )п (»
™ А • -•

Аргумент изменяется в пределах

Т։ •< Т < Т.

где -1, = 1 -г ДГ.
Решение уравнения ( 1.3) должно удовлетворять граничным условиям

в(1)=1, о(14-ДГ) = ) (1.5)

. р.
где /■ —----- . р. ֊ наружное давление.

Рх
Классический подход к решению уравнения типа ( 1.3), заключающий­

ся в отыскании базисных функции б виде бесконечных полиномов и опре­
делении частного решения методом вариации постоянных удастся приме­
нить к Сравнительно небольшому классу специальных уравнений. ( ։ода 
относятся уравнения Бесселя. Матье. Лежандра. Лаггера, Вебера. Эйри, 
гипергео.мстрическне. для которых найдены и табулированы базисные 
функции. Эти уравнения представляют незначительную часть возможных 
линейных уравнений с переменными коэффициентами.

В случае произвольной неоднородности в основной массе работ, по­
священных этой проблеме, используется метод последовательных прибли­
жений в различных модификациях [1].

2. В качестве одного из методов получения приближенного замкнуто­
го решения поставленной задачи при произвольном характере неоднород­
ности предлагается использовать матричный вариант метода фазовых ин­
тегралов (ВКБ) [4, 5|,

С помощью подстановки

(2.1)

приведем (1.3) к виду
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где

*’(-) = тГ)֊֊-?։Г)--֊?' (■֊>

Обозначив

<?(•) = Ч‘-)ехр (т]

(2.2>

V =х։. V

получим из (2.2) каноническое уравнение в фазовых координатах

X А(~)Х /*?(֊)

(2.3)

(2.4)

где

Л(:) *>
х2 -4(Ф=

О 1
-F О

В
О

1

Собственные числа матрицы .4 определяются из уравнения 

det (А — zE) О

и равны

21 — /Л, 2_. — — ։к

а соответствующие собственные векторы— {I. ГЛ} и {I. -'к].
Введем преобразование

X = ЕЕ (2.5)

где /՛՛ [/и /։) неизвестный вектор, R квадратная (2X2) ма­
трица, столбцами которой являются координаты собственных векто­
ров матрицы А.

ik ik
(2.6)

Тогда уравнение относительно / принимает вид

* О Л
О /к f.2

:JE_

2f:

Структура системы уравнений (2.7) показывает, что в случае,

(2.7)

когда
функция Л изменяется плавно и не принимает нулевых значений во всем 
диапазоне изменения аргумента, взаимодействие уравнений слабое и систе­
ма распадается на два независимых неоднородных уравнения первого по­
рядка относительно введенных фазовых координат /\ и /-

1
— 1

1
- 1

1
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решения которых (фазовые интегралы) легко определяются

= Ьф, (2.8)

В • /։==(С.-г^)?։ (2.9)

где 

__£ ' ~
^l = k 2exp^’j^=.y 'Ь“֊ j<?(O?l(5)^ .

__1_ - :
гг = к eMp^-i^kdC^ ф2 = q (:) ?:(i) dÀ

Располагая решениями (2.8). (2.9). учитывая вид матрицы Р (2.6). 
а.ч представлений (2.5). (2.3) и (2.1) получим

с = С,т։ 4 С>2 4- ֊— (te2 - tel) (2.W)

Постоянные С, и С։ определяются из граничных условии (1.5).

3. Функции = С։?։ и /?’ - С2?2 являются приближенными ба­
зисными функциями уравнения (2.2) и точными базисными функциями 
уравнения сравнения, образованного двукратным дифференцированием 
функции /1" (или /®)

/+*’(1+ $)/=* о (3.1)

где / означает любое из частных решений /։" или /?'.
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Левые части уравнений (3.2) в (2.2) совпадают, если

1^1 1
I аким образом, необходимым условием существования приближен' 

пых решений (2.8) и (2.9) является неравенство, накладываемое на функ­
цию неоднородности

2Л’ I к «I (3.3)

4. Пусть зависимость модуля Юнга о> температуры носит линейный 
характер [б|

ь: £*0(1 - дЕ^) (4.1)

где /л,, — невозмущенный модуль упругости

3 Т 
ДЕ.

р։ — эмпирическая константа материала.
Величина ХЕ- 100% показывает, на сколько пропертой снижается модуль 
упругости на внутренней поверхности з результате нагрева по сравнению 
с невозмущенным модулем.

Левая часть неравенства (3.3) в схучае зависимости (4.1) принимает 
вид

м(--)

2Л-֊’СЛ

5 А£С_)
8 /¥(.)

(4.2)

где

М (-) = Л (у - 1.5 Г֊)) —1.5 53(т)

Л(-) - — 2.25 Л2 - (~ 1.5)Л.$’(т) 0.75 52(՜)

Х(т)
_±?1_

1-л£?

Анализ выражения (4.2) показывает, что при 'а то есть и случае от­
верстия радиуса /?, в бесконечной плоскости, получаем точное решение, 
так как Й’(т) '0, при \А', = 0 ([}։ = {)) получаем точное решение, так как 
,^(г) = 0. В остальных случаях получаем приближенное решение.

Рассмотрим случаи нагружения толстостенного цилиндра (ц — 10) со 
значительным перепадом температур (7 Тт.-»-0), причем модуль 
упругости материала на внутренней поверхности составляет 50% модуля 
в ненагретом состоянии (ХЕ, — 0.5). Коэффициент Пуассона примем 0.33. 
В этом случае аргумент изменяется в пределах от 1 на внутренней до 0 — 
на наружной поверхностях. Степень точности приближенного решения бу­
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дет переменной для разных температур и определяется величиной £“£(т). 
.Абсолютная величина 8 при указанных значениях параметров цилиндра 
изменяется между значениями

1^(1); 0.0115«!, |^(0)| = 1.0013«1

Отсюда следует, что использование решений типа (2.10) в этом случае 
корректно.

Очевидно, что предлагаемая методика допускает обобщение и на дру­
гие случаи распределения температуры по толщине цилиндра.

Институт математики
с ВЦ АН МССР

Кишиневский политехнический
институт нм. С. Лазо Поступила 13 I! 1979
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PHASE INTEGRAL METHOD IN THE PROBLEM OF 
THERMOELASTICITY FOR THE NON-HOMOGENIOUS CYLINDER

V. A. GORDON. G. B. COLTHCIN

S u hi m a r y

The axisymmetrical probier.։ of a non-homogeneous thermoelasticity 
is solved by the phase integral method. The problem is redused to the 
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solution of two coupled first-order differential equations. The coeffi­
cients of initial equation must subordinate by certain unequality.
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ИССЛЕДОВАНИЯ IЮЛЗУЧЕСТИ АЛЮМИНИЕВЫХ 
МОНОКРИСТАЛЛОВ

Как известно [ 1|. обычно применяемые металлы являются пол икри­
ста •.лк .ески.ми, то есть составленными из большого числа соединенных 
друг с другом мелких зерен, каждое из которых собою представляет моно­
кристалл, в пределах которого ориентация атомных плоскостей является 
неизменной.

Реологические и прочностные свойства металлов существенно зависят 
от таких регулируемых характеристик, как размер зерна [2, 3), упрочне­
ние границ зерен [4] и др. Для изучения средств воздействия нз реологи­
ческие свойства .металлов полезным представляется исследование законо­
мерностей ползучести самих монокристаллов, составляющих зерна. С дру­
гой сIороны, это могло бы помочь моделированию работы металла при 
длительных температурно-силовых воздействиях.

В настоящей работе проведены исследования монокристаллов алюми­
ния. имеющих кубическую гране-иентрмрованную структуру, в условиях 
ступенчатых изменений напряжения и температуры.

/. Методика исследований

Для получения монокристаллов алюминия использовался метод Чал­
мерса, основанный на плавлении и медленном однонаправленном остыва­
нии расплавленного металла. Принципиальная конструктивная схема за­
ключается в следующем. В графитном контейнере помещаются приставлен­
ные друг к другу полнкристаллическнй стержень и кусок монокристалла, 
являющийся Семенем. Контейнер помещен в кварцевую трубу, внутри ко­
торой создается атмосфера аргона для предотвращения коррозии амоми- 
ния. Кварцевая труба закреплена на уровне цилиндрического отверстия 
печи, перемещающейся вдоль образующей цилиндрической поверхности 
трубы по рельсам со скоростью 9.5 с.м/час. Печь снабжена терморегули­
рующим и контролирующим приспособлениями. Первоначальным нагре­
вом печи добивались того, чтобы с։ых между семенем и поликристалли- 
ческим стержнем расплавился бы, в то время как часть семени оставалась 
бы п твердом состоянии. После этого включался механизм перемещения 
печи. Тем самым создавалась зона затвердения внутри семени, переме­
щающаяся затем по длине всего образца. Важным оказывался вопрос хо­
рошего соединения а стыке между семенем и иоликристаллическим стерж­
нем. После протравливания в растворе ХаОН монокристаллические стерж- 
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ви помещались в рентгеновский аппарат Philips Electronics Lid. На по­
верхность кристалла подавался тонкий пучок лучен, отражающийся на 
специальную пленку Kodak Safely iilni \S, причем отражение, естествен­
но. имело место от плоскостей, проходящих через любые три узла крн- 
1 таллической решетки. На плевке после проявления возникала система то­
чек. по которым расшифровывалась ориентация атомных плоскостей вну­
три монокристалла. Для получения заданной ориентации семя поворачи­
валось в двух плоскостях на некоторые рассчитываемые углы по отноше­
нию к полнкристаллическому стержню, для чего изготовлялись спепиаль? 
ные графитовые вкладыши внутрь контейнера.

Испытания монокристаллических образцов проводились в масле 
Vegetable oil, постоянно перемешиваемом магнитиками, вращающимися в 
переменном магнитном поле, при температурах в пределах 200—240 С ч 
растягивающих напряжениях 0.562 1.698 кг/.ч.м2, при этом обеспечива­
лось постоянство напряжения, благодаря специальной конфигурации ры­
чага, передающего нагрузку. Плечо а рычажного приспособления (фиг. 1),

Фиг. 1 Форма н.нру- 
чочилго рымигп

передающее нагрузку на образец, было принято 
не зависящим от поворота рычага, а плечо 6, к 
которому подвешен внешний груз, быд сконструи­
рован по форме

6(Л)=:-А— (1.1)

11 /7
где 6-, 6(0), /0 — длина образца до деформации.
Форма рычага была сконструирована соответ­
ственно длине образца 45 .н.п. Формула (1.1) ос­
нована на гипотезе объемной несжимаемости мате­
риала и нс учитывает возможности образования 
шейки у образца. Однако, как показали экспери-

менты, у образцов монокристаллов алюминия шейка не образовы­
валась ни в одном из испытаний даже при достижении деформаций, 
равных 20

2. Расчет напряжений в системах скольжения кристаллов с гране- 
иентрироианной кубической c՝j руктурой

Как известно |5|. скольжение внутри кристалла возможно лишь в 
определенных кристаллографических плоскостях и лишь в определенных 
направлениях, то есть лишь в гак называемых системах скольжения. Для 
любой гране-центри рован ной кубической решетки скольжение возможно 
лишь 8 четырех октаэдрических плоскостях, которые в индексах Миллера 
запишутся так (111), (111). (Ill) и (111) или, что то же. в системе пло­
скостей (III), причем лишь в системе направлений < I 10>. Поясним это 
иллюстрацией на фиг. 2. Здесь взаимно-перпендикулярные плоскости 
(001), (010) и (100) соответствуют граням куба в кубической решетке,.
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плоскость (111). нормаль которой имеет направление [111]. является од­
ной из октаэдрических плоскостей, по которым возможно скольжение. На- 
прлплениями скольжения здесь могут быть {101]. [011] и [110]. полу­
ченные при обходе контура против часовой стрелки, система < I 10> 
лдесь включает и противоположные им направления [101], [011] и [110]. 

Ясно, что. например, (111) = — (111), то есть рассмотрение

первых трех направлений достаточно для индексации напряжений и систе­
ме скольжения (111). <С1 !()■>.

Система плоскостей скольжения, равноудаленных ат точки 0. сестап- 
ляг'г октаьдр, показанный на фиг. 3. Положим, что осевое напряжение а 
имеет следующую ориентацию относительно осей х. ч. Z, и \и. что та же. 
[Ю0|. [010] и [001|:

Ф։։г. 2. Иллюстрации кубической гргзе Фиг. 3. Иллюстрация плоскостей
Ц.01ГТрНроп1ип|ой решетки скольжения

Если направление п задано в индексах Миллера в нидс [«&с]. то 
углы Я, О и <*> могут быть вычислены по формулам:

U U
։ = arc cos ___________ • 1 arc cos —----- ----------------:

V‘ u: 4՜ b‘ -r cz 1 a2 -r 6՜ c:

c
arc cos ——---------

I
(2.1)

После ряди выкладок получили нижеследующие формулы для определе­
ния касательных напряжений, соответствующих нс ем системам скольжс- 
ПИЯ.:

•4Я (АМ В) sb (111) —?=• (сох 3 cos S) (cos а {- cos У 4՜ cos В)

:лгд(ЛЛОД ֊Пищ 111) — (соль- соя) (cos a cos> cos 8)
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- 7[по| (и 1) -: —_ (сок т. сок 3) (сок г 4- сок / — сок о)
1 6

—=-( СОК / сок 3) (сок з СОК / ֊֊ СОК 4
1 6

-ДДГ(ЛЛ/Л) г -!101|(1Й) ֊ а
— =-(сок«4 соз б) (сок а сок/ —сок 4

у„л(5Л//-> - ^,..,(111) = ----- (сок 3 — сок а) (сок а 4֊ сок / сок 5) (2.2) 
1 6

— — (сок 0 СОЯ /) (сок 2 — СОЯ / сок '4
Г 6

—(сок з 4֊ сок /) (сок т — сок / — сок о)

т։„(^)^^Л|(иТ) —— (— сок з — соя о) (сок з сок 3 — сок 4 
к ь

^л(ЛЛ/Х)^:1ОП|(Ш) =- —— (сок 3 4- сок о) (соя х — сок ■/ 4՜ соя '1) 
V О

(^Л/Л ) "(Юр О 11) = ---- =Г- (СОК 7 ֊ соя о) (сок -2 - СОК / — сок о)
1 6

-։„.(.4Л«) -рГй1(Й1) ֊ —г— (- сок а — сок /) (сок 7 — сок / 4- сок о)
1 6

На остальных гранях напряжения, естёстпенно, такие же. Формально 
можно их переписать. меняя знаки всех индексов Миллера, например,

:л։(ВУ1/У) = -р7м(111) ֊ -р։Т1(Ш) = ^(ДКЛО (2-3)

Рассматривая бссвую деформацию 1’ в направлении действия напря­
жения п как сумму вкладов от сдвиговых деформаций у по всем сие гемам 
скольжения, получим

I 6 с — (соз-а - СОК/ СОК '/)[(СОК/ ֊ СО8'-■) ф,,!] (111) 4

4- (сок 2 — сок ?) 71։-10] (111)4- (сок '• ■ сок ։) (111)] 4

(сок *4-сок/— соко։[—\cosp ; сок '՝>) 7^5,. (111) •

(сок? - соко)7||011 (1П)4-(сокЗ - сок а) 1р։о] ( 1Н)|

4֊ (сок ■> - сок / сок '•) [(сок о — сок /) 7(оГ։] (111) 4-

— (сок 7. — сок /) 7ПМ (1П) (сок а 4֊ сок 3) т(|гЦ] (111) ] 4-

֊ (сок а — сок > 4- сок '4 [ — (сок / — сок б) у(0).) (111) —

(сок а сок о) 7|։пГ] (111) - (сок а сок?) (И1) | (2.4)
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Примем гипотезу Кокса [6], согласно которой сдвиг в некотор.-й си­
стеме скольжения определяется лишь соответствующим касательным на­
пряжением. Тогда из сравнения (2.2) и (2.4) убеждаемся, что вклад каж­
дого из скольжений в деформацию ։■ является положительным.

Рассмотрим здесь два случая, использованные в настоящих экспери- 
Mi .чт.1л:>йых исследованиях:

1) Положим, что о совпадает с направлением [100]. то есть а 0.

- '• - —• Из формул (2.2) получим

՞|(.յ||(111) — '|OHj (HD ՜ 7[uTj| (1Й) -- "[Oil] (111) 0

'[ion 111) ”[iToi (Hl) ՜ x(ioi] ПИ) ='fnoj (111 (2.5)

~ (1Խյ(111) ~ ՜աա։| (lin ~ “(icn) (111) = ՜րւօյ(ա ' — ՜յ՜՜^

Из (2.4) и (2.5) получим

՜ |. $ [‘<(jq7| (111 ՝ *։(։;՜, ] (1 ‘ 1 1 4՜ Հր. || (1 И) Т‘փ-յպ (111) ՚(

֊4ւ։<1|(Ո1)4-Հէ10։յ(սՆ Հւ։էմ|(ՈՈ + (Ո1)] (2.6)

2> Положим, что : совпадает с направлением [ПО], то есть

а = 3 - ՛ '• - —— Вместо (2.5) и (2.6) здесь будем иметь

ТП11(111) = Пья|(1Ч) = чичП1П =

fvj (111) ՜ Հօն] (111) — ՜ր1ոյ (111) — ՜ր:օ] (111 < =

= 41011 (ill) = ЧОП) (1Й)- նւօ7,(111) = wifl)= о (2-7)

Г ։^чт(Т|'"|(1П>^ '(»Ч|<11Г> Н||».1<пГ>] <2-8’

Если полагать, что скольжение при ползучести происходит только по 
одной наиболее слабой системе скольжения , то при действии •՛ в направ­
лении [100] или в направлении [1Ю| мы должны были бы получить оди­
наковые деформации ползучести е.

Если же полагать, что скольжение при ползучести происходит по всем 
системам скольжения, го при действии напряжения о в направлении [ 1001 
мы должны были бы получить вдвое большую деформацию, чем при дей­
ствии того же напряжения в направлении [110].

Под «слабой» системой скольжения здесь подразумевается такая, к которой соот- 
Rcri гаующее напряженке у оказывается несколько большим, чем у других, за счет нс- 
йбеолютио точного соблюдения заданной ориентации образца относительно кристалло- 
։ рафнчески.х илоскостгй.
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3. Результаты экспериментальных исследований

Эксперименты, проведенные на монокристаллах алюминия при ориеи 
тацки осевого напряжения [100| при следующих парах напряжений и тем 
ператур; 0.562 хч/.чч2. 200°С; 1.019 кг/.и.и2, 200'С: 1.47 лч/.илг. T = 200 С 
1.019 к։/мм2, 220'С; 1.019 кг/лмг, 240°С показали, что кривые ползучесп 
довольно точно аппроксимируются формулой

М0 = *։п(1 + л'0 (3-1)

где х и 1) функции от напряжения и температуры, значения которых 
приведены в табл. 1.

Таблица !

; н/ .w.w՛ т с 0.562 
200

1.019
200

1.47
200

1.019
220

1.019 
210

7. 0.00104 0.04069 0.06968 0.04534 0.05604
1.320 2.35-1 3.423 2.566 8.660

՛՛ °.'О 7.97 0.25 1.13 1.203 0.384

Значения \ оценивающие близость экспериментальных и теоретиче­
ских кривых и приведенные в табл. 1, вычислены по формуле

I
(1М-)—ъ(") |</.

г = -1—- ----------------------- (3.2)

'>

На фиг. 4 приведены экспериментальные кривые ползучести при ука­
занных парах значений напряжения и температуры, а также в аналогич­
ных условиях, но при ориентации осевого напряжения [ 110} относительно 
кристаллографических плоскостей. Как можно заключить из фиг. 4, резне 
о том. что при ориентации | 100] при одних и тех же условиях проведения 
эксперимента имеют место деформации ползучести вдвое большие, чем при 
ориентации [ 110], вполне оправдывается.

Попытаемся сконструировать общую схему деформирования алюми­
ниевых монокристаллов. Положим, что параметр ։| связан с длиной про­
бега дислокаций и определяется значениями действующего напряжения ։։ 
температуры, а взаимоуничтожеиие и размножение дислокации компенси­
руют друг друга, то есть параметр х. предполагаемы։! связанным с плот­
ностью подвижных дислокаций, практически нс зависит от времени и так­
же определяется текущими значениями напряжения и температуры. По­
ложим также, что п процессе ползучести происходит заклинивание дисло­
каций, препятствующее дальнейшему их перемещению и являющееся при­
чиной затухания ползучести. Естественно положить, что некоторый пара-
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метр ползучести <՛>, определяемый процессом заклинивания и взаимоуни- 
чтожения дислокаций, будет тем больше, чем больше плотность дислока­
ция. Используя вышеуказанные предположения, в применении к аппрокси­
мации (3.1) построим нижеследующую модель деформирования:

(3.3)

где у дальнейшем V принят зависящим только от юмпсратуры. Легко ви­
деть. что при постоянных напряжении и температуре система (3.3) при­
нимает вид (3.1) при любом V.

Фиг 4. Экспериментальные крины«- ползучести при 1. с 1.019 кг/.м.н2, 7’ 220'С, |1 00] 
г:=1.0(9՜XI7 200:'С,|Ю0|:3. = 1.019 к,!мм*.Т 220'С, 1110]; 1. : 1.019 х»/лмР1 
'Г 200 С. 11101; 5. .*=0.562 XI .м.иЗ, Т -2ЮС. |1(Х>]: 6. : 1.47 к։'.н.и2, Т=200°Си 
|10О1; 7.с=1.019 хг/.м.«’. Т 2-10’С |Ю0]; 8. 5=1.47 хг'.млг. Т=200сС, [ПО];

9. 1.019 хг.'.«.«з, Т 240 С, (П0|

Примем следующую программу эксперимента:

з(0 = Зр Г(0 — 7\ при I <

- (/) - = =г; 7'(/) = Т.. при / > /0
(3.4)

В применении к (3.4) из системы (3.3) получим

е (/ > и ~ 4՜ 72 Че О - *0) ехр (3.5)

где ֊ = (/0) = 1п (1 4-а индексы при / и ՛>, приняты соот­
ветственными индексам с и Т. При обработке экспериментальных дан­
ных было принято V (200 С) - 1.3, V (220 С) -- 1.357, «(240) = 1.414.

1 Известен АН Армянской ССР, Механика. V.- 6
33



На фиг. 5 приведены экспериментальные и теоретические кривые при 
7’ = 200 С при напряжении = 1.47 к։ м.ч- после предварительной пол­
зучести при п. = 1.019 к »/.«.и՝ для ориентации [100] и [И0]. При по­
строении теоретической (штриховой) кривой при ориентации образу 
| НО] здесь и в дальнейшем были использованы значения и из табл, 
уменьшенные в два раза. Кривые 1 построены после достижения дефоря; 
пни ползучести е = 0.348. а кривые 2—после достижения р,, = 0.1623. 
Расхождение экспериментальных и теоретических кривых, согласно (3.3), 
наблюдается, в основном, в первое время после изменения нагрузки, при 
этом теория предсказывает меныную скорость ползучести, чем это имеет 
место п действительности. .Аналогичный, ко менее контрастный результат 
имеет место к условиях ползучести при <т։ 1,019 кг’.мм- после предвари­
тельной ползучести при О, = 0.562 к*1 '.мл։'4 в течение 45 .мпн (фиг. 6).

Фиг. 5. Кривые ползу went при
: 1.47 к/ л».м; после пргдилрлтельпой 
ползучести при г 1,019 «։ 1. для
ориентация [JOOj. 2. для ориентации |Н0|, 

--вксяеримеит.-----формула (3.5)

Фиг. 6. Кривые ползучее гп прп 
• —1.019 «։ мм: после предка ригельной 
поллучести при 5—0.5 У2 Ktfx.u.3 для 

оршштации |Ю0|

При изучении ползучести при уменьшающихся напряжениях не было 
получено деформаций обратной ползучести, что согласуется с (3.3). При 
изучении ползучести при 200 С по программам 

’(/) =
11.47
11.019

кг з։.»г при i < /0 
к։։млг при I > С

(1.47 кг..им’ при 
[0.565 Ki .it.ir при

f < 1֊, — 45 .и

t > (q

(3.6)

(3.7)

при ориентациях | 100] и [НО] при />-/.. были получены дополнительные 
деформации г(/)—»■(/») на дна порядка меньше, чем деформации до­
стигнутые к моменту Расхождение экспериментальных и теоретических 
данных для программы (3.6) достигает 30% (фиг. 7), однако и сами эти 
деформации пренебрежимо малы. Соответственно программе (3.7) дефор« 
мацин »(/) — >п п экспериментах были равны нулю; по формуле (3.5) 
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предсказываются деформации 5 (/) — з0, равные 6.5-10՜ “г*-. О при 
I — ֊ 160 м.

Исследования ползучести при переменных температурах показали хо­
рошее совпадение экспериментальных данных с моделью (3.3) (фиг. 8).

Фиг. 7. Кривые ползучести при 
■ '.019 #»/.мл5 после предварительной 
н<>л>\чести при . 1.47 Ki мм1. I. для 

■орн*ч|.лиим |100| при £0 0.507; 2. для 
ориентации 1110] при £0 308

Фиг. 8. Кривые ползучести при 
~ 1.019 лч/лл<-', 7՝ 220'С поело предва­
рительной ползучести при * 1.019 к։, л.ма, 
Т—:2()Э'С. 1. для ориентации [100[, :0~

0.2515; 2. для ориентации 1110]. 
т0 0.113

При исследовании ползучести при одновременном уменьшении темпе- 
1-||՛.ры и повышении напряжения (фиг. 9 и 10) получены некоторые рас­
хождения эксперимента с моделью (3.3), в основном, в первое время после 
изменения нагрузки и температуры, как это наблюдалось и при росте на­
пряжения при постоянной температуре (фиг. 5). Модель (3.3) предсказы­
вает менее интенсивную ползучесть сразу после повышения нагрузки, чем 

Фиг. 9. Кривые ползучести при 
■ 1.47 х։{мм', 'Г 200’С после предиа- 
ригсльной пол IVчести при : 1.019 келе.м3, 
Т 220’С: 1. для ориентации |100| при 
тй 0.416; 2 для ориентации [110] при

-о- 0.2275

Фиг. 10. Кривые ползучести при 
5 1.47 к^/.мл։1, 7’ 20О С после предва­
рительной ползучести при 1.019 лч .м.н2. 
7’ 240 С; 1. для ориентации Ц0О] при 
-O—0.6Q3; 2. для ориентации [НО] при 

£{1 0.259

это имеет место в действительности, в дальнейшем же расхождение умень­
шается. 1акнм образом, при постоянных напряжениях и температурах, а 
также при различных программах ступенчатых изменений напряжений и
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температур .модель (3.3) вкупе с гипотезой о зависимости скольжения в 
некоторой системе скольжения только от соответствующего касательного
напряжения, независимо от скольжении других системах. приводитв
принципиальному согласию с экспериментальными данными, что позволяв 
рекомендовать ее для описания ползучести монокристаллов.

Рассмотрим теперь, собственно, скольжение в кристаллографически: 
системах скольжения. Согласно формулам (2.5) и (2.6). для ориентации 
осевого напряжения о в направлении [100 для побей активной снстемь
скольжения имеем

(3.8)

Используя данные настоящего пункта, получим

(3.9)

что при постоянных напряжении и температуре соответствует аппроксим. 
ции

7 = 51п(1 4֊у,П (3.

На основе данных табл. 1 и формул (3.8) составим таблицу экспери 
ментальных значений функций | и Ц. определяющих соотношения (39).

Таблица 2

- л-г/лм*3
7 С

0.2294 
200

0.416
200

0.600
200

0.416
220

0.416
240

ь 0X03184 0.012459 0,021335 0.013882 0.017159

п 1.320 2.354 3.423 2.566 ■8.660

Формулы (3.9) в отличие от (3.3) могут быть использованы для про* 
невольной ориентации действующих напряжений. Отметим, что при про­
цедурах построения теоретических кривых при ориентации осевого на­
пряжения [110] фактически были использованы соотношения (3.9).

Использование соотношений (3.9) для монокристаллов имеет и еще 
одно достоинство. Заложенный в основе соотношений (3.9) тезис о зави­
симости скольжения в некоторой системе скольжения лишь от истории 
температуры и касательного напряжения, соответствующего данной систЙ 
.ме скольжения, позволяет использовать соотношения (3.9) вообще ДА« 
любого напряженного состояния. Действительно, в случае сложного на­
пряженного состояния лишь изменятся формулы для определения каса­
тельного напряжения, соответствующего данной системе скольжения, и не 
видно, какое значение для скольжения имен факт существования некото­
рым образом ориентированных в пространстве двух главных площадок А 
нулевыми напряжениями, имеющими место при осевом растяжении.

36



4. Обсуждение результатов

Перейдем к рассмотрению ряда свойств соотношений (3.9) для опи­
сании ползучести монокристаллов. В работе [7] постулировалось, а в ра­
боте |8] в условиях третьей стадии изучалось свойство преемственности 
материала, заключающееся в том, что материал, получивший некоторую 
деформацию ползучести будет иметь тем меньшую сопротивляемость 
иол.учести. чем при меньшем напряжении была достигнута деформация 
։՛,. Принимая в формуле (3.5) V, = V. > 1, что соответствует постоянству 
температуры, получим, что при одних и тех же значениях / 40, 
значение >. будет тем больше, чем меньше х,. Поскольку х является воз­
растающей функцией от п. гак как при постоянных напряжениях, есте­
ственно, ползучесть тем интенсивнее, чем выше напряжение, приходим от­
сюда к выводу, что преемственность описывается соотношениями (3.3), а 
следовательно, и соотношениями (3.9).

Для рассмотрения вопроса о нарушении коммутативности при ползу­
чести [7] примем следующие программы напряжения;

1) ’«)={ '■՝

2) =(/) = !''-■

о<? <'о 
',<'<2'о 

0 </</„ 
6.</<2/0

Г = сопв! (4.1)

Согкасно нормальном} нарушению коммутативности должны иметь 
>. ։(2С) — е;(2/Д 2> 0. где индексы при е соответствуют программам на­
гружения (4.1). Используя соотношения (3.3) в применении к програм­
мам (4.1), получим

/(х, у) -֊ ч'.%) ֊ МЭД -

I 4֊ _______

1+^(1 ■ • тах/0Г
(4.2)

-- -1՝ V® 
. л՛

где

Из выражения (4.2) видно, что функция /(х, у) является возрастаю­
щей по л и, кроме того, /(1, р) > 0, вследствие чего выражение (4.2) по­
ложительно для всех х > 1, у >- 1, что соответствует о, < о2, и, следо­
вательно. соотношения (3.3) описывают нормальное нарушение коммута­
тивности.

Соотношения (3.3) или (3.9) отрицают обратную ползучесть даже 
после полной разгрузки. В настоящих экспериментах при частичном раз­
грузке обратная ползучесть не наблюдалась. В работе [9| на монокри­
сталлической меди обратная ползучесть не наблюдалась и при полной раз­
грузке.
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Согласно концепции скольжения в форме (3.9). ползучесть монокри­
сталлов при сжатии и растяжении одна и та же. Мы не располагаем каки­
ми-либо экспериментальными данными о ползучести монокристаллов при 
равных нагрузках противоположных знаков, но представляется полезным 
здесь привести аналогичные данные для поликристаллов.

Как показано в работах [10. II], экспериментальные данные ползу­
чести металлов ври сжатии и растяжении в условиях отсутствия разупроч­
нения материала, то есть при отсутствии 3-й стадии, практически одни и 
те же.

В случае же. когда ползучесть протекает без упрочнения или при явно 
выраженной 3-й стадии | 12—14]. деформации ползучести при растяже­
нии порою существенно превосходят деформации ползучести при сжатии 
н аналогичных условиях эксперимента. Однако, как показано тщательны­
ми исследованиями в работе [13], деформации с возрастающей скоростью 
возникают при межкристаллитном скольжении. Учитывая это, а также и 
то. что при изучении ползучести монокристаллов нс наблюдалась третья 
стадия ползучести, естественным представляется предположить, чго здесь 
концепция скольжения в форме (3.9). которая соответствует одинаковому 
деформированию при сжатии и растяжении, имеет основания.

Соотношения (3.3) формально могут быть рассмотрены как разновид­
ность кинетических уравнений поврсжденности. согласно модели Ю. Н. Ра- 
ботнова [16]

д! 01

если здесь положить

«■ »»•

&(з,т| = 7<х'։е ; /(:, ю) ууе

где ч и у. определяются значением ст.
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ON CREEP OK ALUMINUM MONOCRYSTALS

A M. SIMONIAN

S u in in ary

The creep of monocrystals of aluminum under orientations [100J 
and [110] of tens’d stress in investigated.

Experiments are carried out by different programmes of changes 
in stress, temperature and simultaneous change in stress and tempera­
ture.

Using the investigations on shear stresses in all twelve slip systems 
fill'. 110 and the relation of slip strain in a certain slip system 
and general axial strain in direction of axial stress for the experimental 
results, the rheological model 

•u
</7 , ~

----- ---- стe 
Ot

<>•՛» _>.՝֊ i

is suggested. At constant stress and temperature it corresponds to the 
following approximation

w -f = ;ln (1-I-V)

Here 7 is the shear strain in a certain system. : and <, are the functions 
of temperature and a proper shear stress, v is dependent on temperature 
only.

It is shown theoretically and experimentally that the axial creep 
strain of monocrystals under orientation of tensile stress [100] is twice 
as much as the creep under orientation of tensile stress [110].
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.А. А. ЗЕВИИ

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИИ ВОЛЬТЕРРОВЫХ ОПЕРАТОРОВ 
В ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ СТАРЕЮЩИХ

МАТЕРИАЛОВ

В предлагаемой статье для описания поведения упругих и стареющих 
наследственных сред используются операторы специальной конструкции. 
Применение их позволяет представить решение широкого класса задач ч 
виде функций одного оператора и распространить принцип Вольтерра на 
некоторые типы неоднородных сред.

Приводится ряд методов приближения функций оператора, используя 
которые можно построить решение задачи наследственной теории упру­
гое гн или теории ползучести стареющих материалов на основе чис генно­
го решения соответствующей задачи для упругого тела.

Для упрощения обозначении операторы, описывающие поведение ани­
зотропного материала, идентифицируются одним индексом, в отличие от 

общепринятого обозначения Е,,кь
§ 1. Пусть свойства наследственной среды (возможно, анизотропной) 

описываются операторами
{

Е,- £,[/—Г։], Глг/(/) = | Г. (/, ')։/(-)</-, 1уЩ ։/(/) (1.1)

•о
Принцип Вольтерра [1| позволяет получить решение наследственной 

задачи, заменив упругие константы £. в решении задачи теории упруго­
сти операторами (1.1). I аким образом, устанавливается соответствие

^(£р..., Е„) (1.2)

между функциями упругих констант и функциями операторов.
Если свойства материала в различных точках тела различны, то 

принцип Вольтерра в указанной формулировке не может быть использо­
ван, так как операции дифференцирования и интегрирования по коорди­

натам нснереставимы с операцией умножения на А» (г) (г — (ль х., л )— 
точка тела). Кроме того, возникают существенные трудности при факти­
ческой реализации принципа в случаях, когда решение упругой задачи яв- 
гнется трансцендентной функцией упругих постоянных, или задача ре­
шается численно и зависимоегь решения от констант в явном виде неиз­
вестна, Эти трудности частично преодолеваются методом аппроксимаций 
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[2, 3], который применим к задачам наследственной теории упругости, 
£слв свойства наследственно-упругого материала описываются одним опе­
ратором (обычно полагается, что модуль объемной деформации — кон« 
станта). В общем случае затруднения остаются существенными.

Более гибкой является несколько иная грактовка принципа Воль гер­
ра, развитая в [4]. которая позволяет распространить его на некоторые 
классы неоднородных сред и оказывается удобной при фактической реали­
зации.

Все операторы Г„ фигурирующие в исходных уравнениях, предста­
вим (если это возможно) в виде функции некоторого одного оператора 
И*:

У (1.3)
к-1

причем функции /Л(л) предполагаются регулярными в точке л. — 0. 
Наследственной задаче поставим в соответствие задачу теории упру­

гости с константами материала

£’Л() )-£։[1-Л (՝/•)] (1.4)

зависящими от числового параметра л. Решение наследственной задачи 
получим, заменив в решении упругой задачи параметр к оператором Н*.

Таким образом, вместо соответствия ( 1.2) устанавливается соответ­
ствие

Г(л) (1.5)

между функциями фиктивного параметра введенного в уравнения упру­
гой задачи, и функциями оператора Н'.

Операторы типа (1.3) позволяют распространить принцип Вольтерра 
на некоторые классы неоднородных сред.

Пусть от точки тела зависят упругие модули и параметры функции 
Р, (но не /7*):

£,=£.(/•). Г;(г)=Л(г, #*) = £ а, (,)//* (1.6)

I ^следственной задаче поставим в соответствие задачу для неоднород­
ного упругого тела с упругими модулями

£®(г,>) = £,(г)[1֊Л(г, ).)] (1.7)

Соответствие (1.5) между решениями упругой и наследственной задачи 
остается справедливым (4|.

Таким образом, если возможно представление исходных операторов 
в виде (1.3) или (1.6), то решение наследственной задачи приводится к 
вычислению функций вида

?(г,/)-Л,,Я»)/(|)=^Ь(г)/Г-7(() (1.8)
*-0 
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где ՛!— некоторый параметр, характеризующий .чапряженио-деформиро- 
ванное состояние тела: / (''. л) решение соответствующем упругой зада­
чи; /(■')—известная функция времени, пропорционально которой изменя­
ются внешние воздействия.

Несмотря на то. что п исходных уравнениях может фигурировать не­
сколько операторов Г«» решение ( 1.8) является функцией только одного 
оператора Н . Методы приближения функций одного оператора, приме­
нимые в общем случае к операторам с неинвариантными ядрами, приводят­
ся н разделах 3—5 настоящей статьи.

Рассмотрим некоторые типы наследственных сред, поведение кото­
рых может быть описано операторами вида (1.3), (1.6).

В теории наследственной упругости находят широкое применение ре­
зольвентные операторы, ядра которых имеют интегрируемую особенность 
11|. Пусть упруго-наследственная среда иди однородна, или неоднородна, 
но ао всех точках оператор։»! остаются инвариантными относительно нача­
ла отсчета времени (например, неоднородность обусловлена воздействием 
стационарного неоднородного температурного поля). I огда в каждой точ­
ке г ядра операторов Г. могут быть достаточно точно аппроксимирова-' 
цы агрегатами обобщенных дробно-экспоненциальных функций

Г. (г. /-'•) У,/Зд(г)ехр|--Д/--)]Э,( ֊?.,(/•), -1<«(1.9)

где ЭД t :) дробно-экспоненциальная функция Ю. Н. Работ- 
нона [1].

Каждое слагаемое в выражении ( 1.9) является резольвентой ядра 
А. Р. Ржаницына [5] с параметром ( 3։р). Используя операторную кон­
струкцию резольвенты, получим оператор, соответствующий ядру (1.9)

՛ 7 /7*
П(г) = £ —----------е՜4' + (1.Ю).

/4-?*р(г) /7*
Представление (1.10) является частным случаем (1.6).
Отметим, что параметры ;■ и а являются внутренними параметрами 

ядра /7. поэтому они полагаются независящими от координат и индексов 
■-$. р.

В частности, если свойства материала описываются агрегатами дроб­

ных экспонент, то операторы Г. (г) также имеют конструкцию (1.10), но 

Н(( •-.) (t :)’/։՛('-■ 4-1). то есть ядро Н совпадает с ядром Абеля.
Характеристики материала упругой задачи, соответствующие опера­

тору (1.10). имеют вид

£ (г, )•) /л (г)
1_ У (гУк

р-1 1 !-.'V(rp-
(1-11)

Поведение стареющих материалов может быть описано операторами 
вида (1.3), (1.6) лишь при определенных допущениях. Однако, и в этом 
случае изложенная трактовка принципа Вольтерра оказывается полезной.
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Пусть, например, свойства неоднородного изотропного стареющего те 

ла описываются операторами сдвига и объемной деформации £».(г) и 

£-(•'), ядра которых отличаются только множителем

£։ (г) = £, (г) [/—■/., (г) // *], £2 (г) = £2 (г) [/֊Л I г) н*] (1.13

Даже в этом простейшем случае принцип Вольтерра в (рормулиров-
ке [ I | не может быть использован, 
применить к решению операторный 
следственной задаче задачу геория 
характеристиками материала

Подход, изложенный выше, позволяет 
метод, поставив в соответствие на 

упругости для неоднородного тела г

Важный для практики случай неоднородно стареющей наследствен­
ной среды, поведение которой описывается уравнениями I I. X. Арутюпя 
на [6]. рассмотрен в [7].

В общем случае представления (1.3). (1.6) следует рассматривать 
как аппроксимацию ядер ‘ (С т), получаемых из опытов, разложениями 
по итерированным ядрам, порождаемым некоторым (произвольным) яд­
ром /*/(/. г).

Отметим, что операторы вида (1.3) естественным образом появляются 
в соотношениях, связывающих внутренние усилия и деформации иеодно 
родно армированных стержневых систем из стареющего наследственного 
материала [8].

§ 2. Для обоснования методов приближения функций оператора, из 
латаемых в разделах 3. 4. предварительно получим решение уравнения ти 
па Вольтерра в форме, несколько отличной от классической. Такое пред­
ставление имеет также самостоятельное значение, так как может быть 
использовано для аффективного приближенного решения уравнений

Рассмотрим интегральное уравнение типа Вольтерра 2-го рода

/7(/)-Х/У *(/(/) = /(/) (2.1)

в котором р(0 искомая, /(О заданная функция; л параметр урав­
нения п общем случае комплексный.

Классическое решение уравнения (2.1) представляет собой ряд по сте 
пеням параметра X:

у(/) = /(0 + ^*(А)/(0. £*й)/(0- к('), ^Ю=/(0 (2-2)

где 1/„ (/) = /’/ /(0 итерированные функции, /?* (л)—резольвента //*.
Покажем прежде всего, что итерированные функции линейно нёзави 

симы. Для доказательства воспользуемся интегральным представлением 
регулярной функции оператора [9]
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I /■(//’)/(« =—о#

, . (2.3)
1Г(>, /) = /-’[/ + >'^-С'"։)]/(0

где о» - замкнутый контур в области регулярности /;(л). обходящий точ­
ку л - 0, /?‘ (/. ) —резольвента уравнения тина (2.1) с параметром л '•

Допустив, что (3, 4- 3։/7* ф- —г ’ьП1Н '"]/(/) --- 0, из (2.3) полу­
чим }-£/.........4- Зт/' 0 па любом контуре ы. Это невозможно в
силу линейной независимости функций /■'.

Рассмотрим теперь, наряду с (2.1), уравнение

уЩ֊'Н*у(1) /(/)-| -^ (//")/(/) (2.4)

где — некоторый полином с коэффициентом, равным единице при
старшой степени /7*:

Л1 т
% = ->- (2-5)

п-0 п—О

■б — неопределенный параметр. Коэффициенты ал полагаем заданными.
Будем искать решение уравнения (2.5) в виде

у(1) = У а„Н “/({) = V ап у п (/) (2.6)
«:֊.■<> И=0

Ввиду линейном Независимости итерированных функций, для опреде­
ления о- воспользуемся методом неопределенных коэффициентов. Под­
ставляя (2.6) в (2.5) и приравнивая коэффициенты при уп(О, получим

а0 = 1 Р Ц), а/։ ֊- /а„ ։ - (п = 1,..., т 1), /•а1Я_1 4-5 — 0 (2.7) 

откуда

0„=,."+гу։.>.՞ ■, г = - 1/<2„ (>.-') (2.8)
«—О

1 аким образом, уравнение (2.5) удовлетворяется конечным разложе­
нием по итерированным функциям.

Разность между решениями уравнений (2.1) и (2.5) «»,(/) — 
<***

= у(Э - У(0 может быть найдена из уравнения

М<)'֊ШМ) ~Ч(/), ^(1) = (2т(Н*)Ц1) (2.9)

Из (2.9) получим

-?4/+*Я*Р-)Ь(0 (2.10)

Таким образом, решение исходного уравнения (2.1) можно предста­
вить в виде
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.V (/) У (/) 4- (0 = у(О + Qm’ (' ') [/ -I- 'R” (<) 1*• (О (2-1В 
/1-0

Полученный результат может быть использован для приближенного-': 
решения уравнения (2.1). Распорядимся коэффициентами а, таким обра­
зом, чтобы уклонение функции ։■՝.,(/) от нуля в рассматриваемом интерва­
ле |'с„ -в! было по возможности малым. Для этого можно минимизиро­
вать максимальное уклонение функции |с„(/)', или квадратичное уклоне­
ние, или приравнять <•՝.,(О нулю в т точках £ |'0, 'Д. Последние два 
критерия приводят к системе линейных уравнений относительно «...

Если величина > ' не очень близка к корню полинома Qm (г), то 

функция f>i0 {/) будет мало отличаться от нуля, а функция /; (?) близка 
К у (0-

Отметим, что при любом т условие ал = 0 дает: а0-1,
а,> то есть приближение отрезком ряда (2.2) есть частный случай 
рассматриваемого. При этом погрешность приближения определяется 
выражением (2.10), в котором se (I) - ynl (t).

Эффективность рассматриваемого метода приближенного решения 
уравнения определяется тем, что уже при небольших /о уклонение от нуля 
функции г..(?) может быть сделано малым за счет соответствующего вы­
бора ап, в то время как функции у.,(О стремятся к нулю более медленно.

В качестве примера было решено уравнение с ядром Абеля 
Н(t — -) Г (а 1) при л = —1, /(?) 1 и а — 0.8. Максимум
абсолютной погрешности в интервале 0 -< С 1 5 составил 0.0018 при
аппроксимации решения восьмью итерированными функциями.

Решение < помощью ряда (2.1) при указанных значениях параметров 
сходится чрезвычайно медленно. Для получения приближения с погреш­
ностью, не превосходящей 0.0018. необходимо просуммировать около 
40000 членов.

§ 3. Рассмотрим теперь задачу аппроксимации функции (1.8). Пола­
гаем, что решение соответствующей упругой задачи £(/.) известно в не­
которых узлах /.у (здесь и в дальнейшем точку тела считаем фиксирован­
ной и зависимость решения от г не отмечаем). Ядро Н(/, т) полагаем не­
прерывным илк имеющим степенную особенность порядка а> — 1; функ­
ция /‘(л) предполагается регулярной в некотором круге |л| -С р, р > 0.

Значения Е(/.;) могут быть найдены в результате численного реше­
ния задачи для упругого материала с фиктивными упругими модулями 
( 1.4) или ( 1.7). в которых л —

Отметим, что при Л 0 фиктивные упругие модули совпадают с фак­
тическими, поэтому допущение о регулярности /’(/.) выполняется, если за­
дача теории упругости с модулями £» (г) имеет единственное решение.

Будем разыскивать приближение функции <f(?) в виде лйнейнбн ком­
бинации итерированных функций
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= (/) НЯ’)/(О = «МО+ »(<). V\ (З.П
Л-0

где *(•՛) — погрешность аппроксимации.
Пусть / (у 1,2,...) последовательность попарно различных 

комплексных чисел и (X) — полином, интерполирующий функцию 
Г(Х) в узлах X,, ... , Хт.

Покажем, что при некоторых ограничениях на предельное рас­
пределение точек Х?- при } — -֊ последовательность Ф,„(/) • ?(/), если 
Коэффициенты с^'п> совпадают с коэффициентами полинома (7,„_| (X).

Предположим, что последовательность X/ удовлетворяет условиям:
а) в узлах Х? функция регулярна;
б) при у >все числа Ху лежат в круге | Х| < р/3.
Используя представление (2.3) и учитывая, что функция «д (X, /)

только множителем ' 1 отличается от решения уравнения 
раметр'ом ’получим

?(П

(2.1) с па-

Г(Х) у ^-,.-1 (л) </„(/)'/'
*.Я)_______

0.0)
(О (3.2)

(3.3)

где

У„-1, У„-.»-,().) = у а,Г---- 1 (3.4)
»ЯП г 1

֊֊ полином степени т—л—1.
При выводе выражений (3.2) (3.4) использовались соотношения 

(2.8) (2.9), (2.11).
Пусть все корни X, полинома ф,.(Х) простые и лежат в замкнутой 

области V', заключенной внутри контура со. Учитывая, что числитель п 
^(3.2) — регулярная функция в области V՜ и используя теорему о вычетах, 
получим

?и)=у1с֊->^(0 гг(0. <">֊ у (35)
л-0 л“1

Второе из выражений (3.5) совпадает с выражением для коэффициен­
тов интерполяционного полинома.

Покажем, что е(/) -0 при :п—оо.
Пусть контур со совпадает с окружностью радиуса •». Представим 

Функцию £,,(/.. /) = г.(/)/(?,П(Х) в виде
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П (Л"»֊^)?(/)
Е.Л',0 (З.б)

3 . где г, —։, 
?

3
К* = — /֊/*, п = /п-/0

>-։ (а-Хя)
(3.7)

— функция, ограниченная в области /£[/0, ), >•
В силу условия 6) при />/о расстояние от до ш не меньше, 

чем 2р/3, поэтому

Таким образом,

I Е,„ ('•> /) | < (3.9)
СТ1

где ипк— коэффициенты полинома (г — гг)... (г —
На основании теоремы Виетта каждый из коэффициентов нпЛ равен

сумме С'п-1 произведении вида г1։г,. ... г$ Учитывая, что 

получим оценку

1-Гм ! + ••• +11,.* I« (։ + Дс"->‘) (у)՞ ’= 1
При фиксированном /с

И«* К (4) С"֊։Д<(4г) (п-1)4 ’-0 при Л-СС. 
' X / \ Л /

Таким образом, коэффициенты -;пг. удовлетворяют условиям (а)։ 
(б) теоремы Теплица [10].

Так как К к 1 ■>(/) — 0 при .< — ос, на основании теоремы Теплица 
правая часть выражения (3.9) стримится к нулю при п со и л -и>. 
Из (3.3) следует, что £ (/)-*(), так как длина контура <՛* ограничена.

Оценим погрешность приближения при фиксированном т.
Пусть длина контура <•>, Л/—максимум модуля функции Г 

на о0 минимальное расстояние от /. 0 до <՛• и ?<—минимальное
расстояние от >7(у = ], ... , т} до «л Из (3.3) следует оценка

|з(/)| <; шах|го(/)|/„М;(го, 0/2^3՞* (3.10)

где ?(%, /) = 1 { оо ! А’о ('Л1') 1, /?0 — резольвента ядра \Н(1, -)|.
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§ 4. Доказанная сходимость последовательности Фп, (/.) к ?(/) 
позволяет построить приближение (3.1), определив коэффициенты <4՞° 
мк коэффициенты полинома 6т_1 (>•)» интерполирующего функцию 
А'(л) в узлах Точность приближения в некотором интервале вре­
мени |ч), "ф] зависит от выбора узлов интерполяции.

Из оценки (3.10) следует, что погрешность приближения будет ма­
ла. если мало уклонение от нуля функции е (/). Поэтому представляется 
целесообразным выбрать у. \ы так. чтобы минимизировать в интервале 
(*֊։• ’«| квадратичное уклонение, или из условия равенства ։„(?) нулю 
и т точках /, ( [т,„ :4 ]. Указанные критерии приводят к системе ли- 
НеИных уравнений относительно коэффициентов з„ полинома (?,„(//'). 
Корни уравнения (/.,(') —О определяют эффективные узлы >•, |7|. 
Среди узлов, найденных изложенным методом, имеются, как правило, 
комплексные. Это не приводит к затруднениям, если функция /’(//) 
и .тестил в инном виде. Однако н случае, когда соответствующая за­
дача теории упругости решается численно, для получения /* (X/) не­
обходимо решать упругую задачу с комплексными модулями, что свя- 
аано с определенными вычислительными неудобствами. В этом слу­
чае целесообразно использовать действительные узлы, определив их 
из условии минимума функционала

Р’0)Л= б(Я»-1։/)-(Н--М)/(/)|։Л (4.1)

где \ рассматриваются как действительные параметры.
Отметим, что найденные изложенным методом узлы и. следова­

тельно. коэффициенты приближения (3.1) зависят ст оператора // и рас­
сматриваемого интервала времени. Это позволяет получить хорошее при- 
бпнкенне уже при М ~ 4-1- 7. Примеры приведены в $ 6.

Из представления (2.3) следует. что последовательность 
6’г. — с (/>, если последовательность Gm֊i(/)—Л(>) на кон­
туре W. Так как ։■՛ — произвольный контур, при определении коэффициен­
тов приближения (3.1) можно использовать некоторую заранее заданную 
последовательность узлов, если при этом последовательность Gm t ('•) 
Молится к /'(/.) п некоторой окрестности л - О, В частности, последова- 
тольность полиномов, интерполирующих /’(л) в узлах Чебышева слодит- 
СИ к /*(?•) внутри наибольшего эллипса с фокусами (— 1,0), ( 1.0), на гра­
нице которого функция А перестает быть регулярной [11). Таким обра­
зом, коаффнциситы приближения (3.1) могут быть найдены в результате 
интерполяции в узлах Чебышева. При этом, однако, сходимость может 
оказаться более медленной, чем при использовании узлов, найденных в 
результате миннмизапин функционала (4.1), Это объясняется тем. что при 
выборе узлов не используется информации о конкретном виде операто­
ра /7՜ и интервале времени, п котором разыскивается приближение.

•1 Нанести« АН Армянской ССР. Механик*. № 6
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§ 5. Метод, изложенный в разделах 3, 4. основан на приближении 
функции <[(/) линейной комбинацией итерированных функций. В настоя­
щем раздели развит метод разложения по функциям которые могут ՛ 
быть найдены Из независимых интегральных уравнений, решение кото­
рых в некоторых случаях проще, чем построение итерированных функции.

Представим функцию / (л) в виде ряда по рациональным функциям

Н- ) = а0 + а1 У- 
(л а։}

а И)
(>._ ,21Зс) (5.1

где и заданные числа. Коэффициенты а0, «։,... легко найти, 
последовательно приравнивая левую часть (5.1) правой в точках 

л2,...
Пусть точки )-;(/ 1, 2,...) стремятся к нулю, точки з/ стре­

мятся к бесконечности и а, а*.. При указанных условиях ряд (5.1) 
сходится равномерно к /•’(/.) в круге регулярности [12].

Рассмотрим разложение

<?(/) /•(/У’)/(0 = Ор а։( —----

-: а ■---------------------------- -------
(Н * — а։/ ) (//* — а2/ )

4֊- /(О (5.2

Из представления (2.3) и равномерной сходимости ряда (5.1) на кон­
туре ш следует равномерная сходимость ряда (5.2) для /£["о. •*], '*<■֊*֊■• 

Каждое слагаемое ряда (5.2) моирю выразить через сумму функции 
вида

«/(О “Л* (»>)/(() = [/?(»/. 6 •)/(■) А (5.3)

где /?(’>>, /, “) резольвента ядра Н (/, с параметром У,.
Используя теоремы умножения резольвенты операторов [1. 13] и огра­

ничиваясь в разложении (5.2) конечным числом членов, после некоторых 
преобразований получим

а коэффициенты <//*' определяются последовательно по формулам

где

?(0^Фто(0 = ^(0+£^/(0 (5.4)
/=։

Ь։ £՛ о,-.#’ (/ = О,..., т- 1) (5.5)
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,/П _ л<‘)"о — г1> «; — 71

</«*’ = ”, ( г„ + 15-41г֊ )....
л“1=^-1”(ь+֊-^—

\ ’>4.| — ։>А
(5.6)

/ д’* ’»/*) . / Л*-։) "՛■<Л - I*1 <Л> ֊ -- -------- ...
\ «։ — 'Ч'

где

<4-1
&*-1 —՝к

гь - /к^к, "к - н* (гк ~~ и

1'Ь (5.2) следует, что погрешность приближения 3.(0 (|(0—Ф* (О 
можно записать в виде

о> х / /у* _ 1 , / \>(/) «„./ |-V От.,П ------^֊~ МО
к-1 «=1 ят » ')

(5.7)

(//" я./)
/(О

Если параметры а, заданы, то величина погрешности зависит от 
узлов Эти узлы целесообразно выбрать так. чтобы в рассматриваемом 
интервале времени [~0, **] по возможности уменьшить уклонение о- нуля 
функции 3„(/). которая является одним из сомножителем в выражении 
для погрешности.

§ 6. Приведем числовые примеры, иллюстрирующие точность изло- 
з.енных методов.

1. Вычислялась функция

-Е(Н*',1 [/+?֊՛■<,(/-/■/*(•'+ НТ՛)]՜1. »>0 = 0.4 (6.1)

при различных значениях параметра р.
Ядро оператора // принято в виде

ни, -)

. (6.2)
С(1, --•) = (со+~Ш-В,,՜*"-"֊ В=е-;1"-']

Числовые значения параметров (единице времени — 10 еут):

г = 0; Д = 1; Н, 0; £0С1։ 0.44; 0.61; ?։ 0.25

При построении приближения методом, изложенным в разделах 3, 4. 
в разложении (3.1) удерживалось 6 слагаемых; для определения коэффи­
циентов использовались значения 7(л/) в узлах, найденных при миними­
зации функционала (4.1).
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При решении задачи методом § 5 п разложении (5.4) удерживалось 
7 членов. Узлы а. определялись в результате минимизации квадратично­
го уклонения ог нуля функции $.>(0 из (5.7).

Найденные приближения сравнивались с точными значениями ф(0. 
которые можно получить, расшифровав рай иона л иную дробь (6.1) опера­
тора Н . Для ядра (6.2) при Г ~ В- = 0 функция <[(/) выражается через 
решение уравнения с ядром Н. X. Арутюняна, полученное в замкнутом 
виде 114].

В табл. 1 приведены значения максимума абсолютной погрешности в 
интервале 0.07 20, полученные при приближении ф(1) методами

4 (метод I) и § 5 (метод II).

Таблица /

0.! 3.5 11 25

Метод 1 0.00(13 0.0011 0,0004 0.0002
Метод П 0.0002 0.0012 0.0018 0.0033

Как видно из табл. I, погрешность метода 1 не превосходит 00011, 
метода 11—0.0033.

2. Рассмотрена задача расчета бетонного блока прямоугольного по­
перечного сечения, рас полоясен лого на скальном основании. 11редполагает- 
ся. ч։о длина блока велика и система блок—основание находится в усло­
виях плоской деформации. В момент т„ температура блока увеличивается 
на ГС и в дальнейшем не и..меняется. Свойства бетона описываются опе­

ратором Е ' А ‘ (/ ։ 77 ’ I. основание предполагается идеально упру­
гим. При решении задачи приняты следующие значения параметров; отно­
шение высоты блока к ширине х — 0.25: = 3.33՛ 10 МПа; модуль упру­
гости основания А. 1 • К)': МПа; коэффициенты Пуассона блока и осно­
вания: ՛') = 0.16, 0.20: коэффициент линейного расширения бетона
« = 1 • 10՜ ’ 1/г/п/д.

Ядро оператора Н принято в виде (6-2) при следующих значениях 
параметров (единица времени—10 с?/т); г 0.15: Е„С., = 0.5395: 
А.Е. = 0.9152: В, - 0.35: В: =0.65; у, 0.3: у2 5.8. Момент прило­
жения температуры т,, = 3.5 сут.

Задача решалась методом, изложенным в $ 4; для построения при­
ближения (3.1) использовалось численное решение задачи теории упру­
гости с модулями Е {՛:) /Го(1 -+-/.) ( / 1, ... , 4)՝:. Значения >у- оп­
ределялись в результате минимизации функционала (4.1).

В табл. 2 приведены значения напряженки пул(0, г//, !) в точках (0. у-), 
расположенных на равных расстояниях по вертикальной оси блока

'■■■ Задача теории упругости решалась методом -Конечных полос» [15]. Расчеты 
выполнены п институте гидротехники им. Б. Е. Веденеева.
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(у, — 0 точка, расположенная на границе блока и основания: уи — точ­
ка на верхней граничной поверхности).

Таблица 2

է 
(с։/т)

Помер Точки

։ 3 5 1 9 11

3.5 —1.49 ֊1.15 -0.81 -0.47 ֊0.14 4 0.15
4 -1.17 -0.93 -0.68 - 0.45 ֊0.22 0.03

10 -0.74 -0.61 -0.49 0.37 -0.27 -0.18
20 -0.fi« -0.57 -0.46 0.36 0.27 —0.21
30 -0.64 ֊0.54 -0.44 ֊0.35 -0.27 -0.22

Таблица 3

է 
(сут\

Номер точки
3 5 9 н

3.5 ֊1.49 -1.15 0.81 ֊0.47 -0.14 4-0.15
4 -1.20 -0.95 -0.69 ֊0.45 -0.21 ֊0.01

10 -0.73 - 0 61 ֊0.49 ֊0.37 0.27 -0.19
20 ֊0.68 -0.57 ֊0.46 ֊0.36 ֊0.27 0.20
30 ֊0.64 ֊0.54 -0.45 ֊0.35 0.27 ֊0.22

В табл. 3 даны результаты решения рассматриваемо։։ задачи, найден­
ные численно, методом «шаг за шагом» I 15]. Максимальное абсолютное 
расхождение между решениями, полученными различными методами, соста­
вило 0.03.

Н14ЛКЭС Сеперо-Завадного 
отделения ин-та «Эиергосстйпроект ■ Поступила 18 V 1979

Ա. Ա. ԱՍՎԻՆ

ՆԵՐԱՃՈՂ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ 1111‘ԼՔԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐ IIԻ Մ ՎՈԼՏԵՐՅԱՆ 
ՕՊԵՐԱՏՈՐՆԵՐԻ ՖՈԻՆԵՑԻԱՆԵՐԻ ՄՈՏԱՐԵՈԻՄՐ

Ա մ է|ւ ո փ ո ւ մ

Առաձգական և ծերացող ժաոանգական միհավա ւրերի վարրի նկս;րագրր- 
մուն 'ամար օգտագործվում են Հատուկ կառուցված րի օպ երասւ պւնհրւ Նրանց 
կիրառումր Հնարավորության / տայիս ներկայացնեք /ուծամր մի օպերաւոո֊ 
րի ֆունկցիաների աեսրով և տարածել Վոլաերի սկզբունքը սրաչ աե-սակի 
ահ Տամ աս ես մ իջավա ւրերի վրա։

Բհրվում են օպերատորի ֆունկցիաների մոտարկման մի շարը մեթոդ­
ներ, որոնց օգտագործումով կարելի Լ առաձգական մարմնի Համար համա­
պատասխան խնդրի թվային լուծման հիման վրա կաոուցել մասանգա կան 
խնդրի լւոծւււմրւ
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APPROXIMATION OF VOLTERRA’S OPERATORS FUNCTIONS 
IN PROBLEMS FOR AGEING MATERIALS IN THE 

CREEP THEORY

A. A. ZE VIN

S u in in ary

Special design operators are applied to describe behaviour of 
elastic and ageing hereditary media. Their application enables us to 
present a solution in the form of one-operator functions and to extend 
Volterra's principle to some types of heterogeneous media.

There are given some methods of approximation of operator 
functions, applying which the construction of a hereditary problem may 
be based on a numerical solution of the appropriate elastic body 
problem.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ 111Ա ԴԻՏՈհ^ՅՈհՆՆեՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
սւխա1.|,ւ։սւ XXXII. № 6, 1979 Механика

H Б. ГРИГОРЯН

УСТОЙЧИВОСТЬ ТРЕХСЛОЙНОГО СТЕРЖНЯ ПРИ СЛЕДЯЩЕЙ 
РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ НАГРУЗКЕ

Задача об устойчивости однородного стержня, шарнирно опертого но 
концам и нагруженного равномерно распределенной следящей натре »кой. 
впервые была доставлена Пфлугером в 1950 г. | 11. Начиная с 1962 г. |2|. 
Лайпольц посвятил целую серию работ различным аспектам этой пробле­
мы. Лайпольце.м it Маданом получено точное .»качение критической нагруз­
ки для консольного стержня, нагруженного рапномерно распре деленной сле­
дящей нагрузкой [3]. Сформулирована и доказана теорема о нижней Гра­
нице нагрузки выпучивания дхя стержней, нагруженных следящими си­
лами |4|. Исследовано расположение кривых собственных колебаний 
стержней при нагружении следящими распределенными силами и соб­
ственным несом [5]. Проведен.» классификация систем, нагруженных сле­
дящими и мертвыми- силами, и исследована возможность применения ва­
риационных методов для решения задач устойчивости (6] и т. д.

Хугсром и Леонардом исследована задача об устойчивости стержня, 
нагруженного следящими распределенными силами и сосредоточенной си­
лой. приложенной на конце стержня (7]. В другой работе эти же авторы 
исследовали влияние концевых условий стержня на его устойчивость [8], 
В работе [9] рассмотрены колебания и устойчивость упругой колонны при 
совместном действии равномерно распределенных следящих и вертикаль­
ных сил для шести различных граничных условий.

В данной работе рассматривается устойчивость грехслойного кон­
сольного упругого стержня, нагруженного равномерно распределенной по 
длине стержня следящей нагрузкой интенсивности Q, Используется теория 
трехслойного стержня Григолюка—Чулкова [10]. Заполнитель трехслой- 
ного стержня — жесткий, длина стержня—L. а высота пакета — h. В силу 
нсконссрватннности задачи для ее решения применяется динамический ме­
тод.

Рассмотрим .малые колебания стержня вокруг положения равновесия. 
Для вывода основного уравнения выделим из стержня элемент длиной 
dx (фиг. I) и для него составим уравнения равновесия Проектируя все 
силы на нормаль к изогнутой оси стержня с учетом инерционной < илы. по­
лучим

pF ------ ах г --- dx • I N 4-------- dx ------- dx 0
dt' ax \ Ox / dx’ 
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где г—площадь поперечного сечения стержня, р—осреднсниая плот­
ность материала стержня [10].

Пренебрегая величинами высшего порядка малости, учитывая, что

и разделяя на </л՞, получим

р^Л + ,(£_Ж.О (1Д>
дг дх дх~

По теории трехслойного стержня Григолюка—Чулкова введем функ­
цию перемещения X. определяемую выражением

где р— параметр, характеризующий жесткость заполнителя на сдвиг.

Поперечная сила ф выражается через функцию перемещения следую­
щим образом [10]:

дМ _!Мг
Ох V Ох-) 0хл

где I) изгибнея жесткость трехслойного стержня, а ՝՛’ — параметр, ха­
рактеризующий собственную изгибную жесткость несущих слоев трехслой­
ного стержня.

Подставив выражения П и П в уравнение ( 1.1), получим дифферен­
циальное уравнение с переменными коэффициентами в частных производ­
ных шестого порядка, описывающее малые поперечные колебания трех­
слойного стержня.

/г £2к. рА _ £25
р Ох2) ОС' \ 3 Ох2) дх'

<1.4}
(I К2 д2\д-}

\ 3 Ох2/дх
О

Для решения этого уравнения пользуемся методом разделения .՛ (-ре­
менных. представляя функцию X в виде.
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X (лг, /) - /(х)е^

тдех(х) — функция только переменного х.
(О ■= ц/ Д./'’

(1.5)

(1.6)

— комплексная частота колебания трехслойного стержня. нагруженного
распределенной следящей нагрузкой. 

Введем безразмерные параметры

£=—. М = х = —. X (1.7)
?£= I) й £ к

И обозначим дифференцирование но безразмерному л՜ штрихом. Тогда из
уравнения (1.4) вытекает обыкновенное дифференциальное уравнение с

коэффициентами для функции X:меннымиперс

(1 - х) Л"71
К» »•>։ . «>2
_(1-.) + лг X

(1.8)

Рассмотрим два условия на концах стержня:
1. Один конец стержня жестко защемлен (х = 0). а на другом кон­

це (> - 1) имеется абсолютно жесткая диафрагма, которая исключает по­
йперечны сдвиг в торцевом сечении стержня

II/ - 1^՜ — 7\ 0 при .г = 0

М =■ 0 — в* 0 при х — I

Исходя из выражении Л/. <2 и ау, согласно [ 10], найдем

X՛ X X кХ 0 при х = 0

X = Хт^Х‘ - ։»*Х41У’ = 0 при X- 1

2. Один конец стержня жестко защемлен, а другой свободен.

IV' —- 1₽՜ = 77 0 при х - О

М Ц - 5 0 при X - 1

Здесь 5 — силовой фактор, связанный I. кинематическим фактором 
ау | 101. Отсюда имеем

X — X X кХ = 0 при х = 0
К Х’ = Х"Г = Х՝’■'-»4Х'', = 0 при Х = 1 '1Л0)

Таким образом, задача свелась к краевой задаче на собственные зна­
чения (1.8) с условиями (1.9) или (1.10) на концах стержня. Как извест­
но [11]. динамический метод исследования устойчивости неконсерватив- 
иых систем сводится к исследованию зависимости частоты колебания си­
стемы от величины внешней нагрузки и считается, что система потеряла- 
устойчивость, если она при некотором значении нагрузки К" = К;,, нам и 
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лает совершать колебания с возрастающей амплитудой. Но стержень бу* 
дет колебаться с возрастающей амплитудой, если мнимая часть <и" ком­
плексной частоты имеет знак минус. Если внешняя нагрузка не действует 
на стержень, то частота колебания—вещественная величина ((<>" ~ 0) и< 
стержень совершает гармоническое колебание. Частота колебаний останет­
ся вещественной и при малых значениях внешней нагрузки 
Следовательно, для определения критическом сиды мы можем ограничить* 
ся лишь вещественными значениями частоты.

Поскольку коэффициенты уравнения (1.8) являются аналитическим)։ 
функциями п любой точке X, то решение этого уравнения можно предста­
вить в виде ряда Тейлора

X- V ЛП-лГ (1.11) I

где Л„ — неизвестные коэффициенты.
Подставляя ряд (111) и его производные в уравнение (1.8). выво­

дим рекуррентное соотношение для определения коэффициентов Лд

Л <» —-----------------------—----- -—----------------------— ֊^— (п — 2) (п —
г. (п — 1)(п — 2) (л — 3)(/։ — 4) (г։ — 5) НА-

3)(л —4)(л -51Л.-2------— (л — 3) (п -4) (л— 5) (с — 6) Ап д Т j
։J

U)՜ |*s иЛ
4- —(n 4)(л-5)Л„ 4 Д. _(л-5)(л-6) 5֊ Л._й (1.12)

в >ifc *>к

С помощью этой формулы неизвестные коэффициенты .4 . начиная с н=6, 
можно выразить через предыдущие коэффициенты.

С учетом ( 1.11) условия на концах стержня (1.9) и (1.10) принимают - 
такой вид

V лЛ. - О

V л(л — 1)(п֊2|Л = 0

V .4.-к V л(л —1) Лв = 0

Л3=0, Л.=0. Л.— 12։»лл4 = 0 (1.13)

и

V лЛл 0

V л(л-1)(л-2)Л, = 0

V Л.— к V п (л ֊ 1) Л, =г0

Л. 0. А4 = О» Л, - 20 ։»АА„ « 0 (1.14)

Выше но всех суммах пределы суммирования от 0 до *о.
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Из (1.13) или (U4) с использованием формулы (1.12) получим 
системы трех линейных алгебраических однородных уравнений относитель­
но /1.,. /1„ Л„:

«։>1Л ~ а։.2^։+а։. = ®

а7 ,.4в-1- а, :Д։ 4- а? ЧЛ4 — О

ал ,.4О 4- а,7Л։ 4֊ ахз/4։ « 0 (1.15)

млн .4.. .4„ А :

6j. ։Л0 4 bi,yA, **՜ = О

Ьг, ։Л0 ՛* *Л։ '1* *Л։ ”՜

Ь\ |Л0 г bi, ?Л, ■• by, j.l, 0 (1.16)

Для cyiti.cnгпования нетривиального решения этих систем необхо­
димо, чтобы их определители были раины нулю. Отсюда получим частот­
ные урлпнення н виде

Д(К», ...,) = О (1.17)

С помощью соотношения (1.17) можно построить зависимость часто­
ты i% собственных колебании стержня от безразмерной силы К*.

Разработан алгоритм и составлена программ.։ для построения злаиси- 
носгн <0* от I՝՜ численным способом. На фиг. 2 приведен график этен за- 
пноьмости при некоторых значениях б и k. При К- = 0 имеем первую 
'"?■ и вторую безразмерные частоты собственных колебании. По ме­
ре увеличения силы К2 нижняя частота увеличивается, а верхняя частота 
уменьшается, и при К8 = K«j> эти кривые смыкаются. В этом точке имеет 
место кратность корней о>я в уравнении (1.17), и при дальнейшем увели­
чении К* корни становятся комплексно сопряженными, и существует ко­
рень с отрицательной мнимой частью. По выражению (1.5) это соответ­
ствует появлению формы колебании с нарастающей амплитудой.

Численный анализ показывает, что число членов ряда ( 1.11). при ко­
тором ряд сходится, зависит от значения параметров 0 и А и меняется от 
20-30 (0^0.1, А* 1) до 80-100 (0 < 0.01. А < 0.01)

Из приведенных графиков (фиг. 3) видно, что при увеличении 0 зна­
чение критической нагрузки увеличивается. Например, при А* 0.1 увели­
чение Й от 0.01 до 0,1 приводит к увеличению значения 1<%.<н 8.1 до 13.4. 
то есть па 65%. При дальнейшем увеличении О от 0.1 до 0.5 и до I (при 
О ~ 1 трехслойный стержень переходит и однородный, состоящий только 
из одного несущего слоя) значение 1^». изменяется, соответственно, от 
13.4 до 25.5. то есть на 91 % и от 25.5 до 40.05. то есть на 57%. Таким об- 
рй.юм. более существенное влияние О оказывает при своих больших зна­
чащих. При малых А(А 5^0.01) влияние <> на шлчениг менее заметно.
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Отметим, что при О — I полученное значение К£р = 40.05 полностью 
совпадает с из.йестнЫм [3] «наченисм критической нагрузки для однород­
ного стержня.

Фиг. 2. Зависимость ы, от К: пр;՛, к 0.1 
для следующих значений Й: 1—0 1: 

2—Й-0.5: 3-»ь 0.1; 4 » 0.01.

Фит. 3. Зависимость критическом снлЦ 
о г величины к при 1 услоякях пл копц։։ 
стержня. Отмеченные линки сооти-лствуюг 
следующим значениям :՛; I '՛)—1; 2—1> = 

0.5; 3—» 0.1: 4-» =0.01

Изменение параметра !■' в пределах А’ > Ю практически не приводит 
к изменению значения к’ир. Если же к изменяется в пределах 0.001<1 
՛.< А I. то значение к՜«,, существенно увеличивается с уменьшением 
11ри А 0.00’1 значение к,՜,, приближается к значению к*;!> = 40.05, что 
соответствует однородному стержню.

Наличие жесткой диафрагмы на свободном конце стержня заметно 
влияет на величины к^, лишь при больших А. Например, при А’՜ I н 

։’> = 0.1 значение к‘р увеличивается на 15%, а при >' <0.1 и 4 = 0.1 зиа- 
..2 чение Кк|1 практически не меняется.
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STABII ITY OF A SANDWICH ROD UNDER A 
UNIFORMLY DISTRIBUTED FOLLOWER LOAD

N. R. GRIGORIAN

Summary

The поп-conservative problem on stability of a sandwich cantilever 
subjected to a uniformly distributed follower load is considered. The 
effect of intrinsic fiexnr.il rigidity of the faces and of shear stiffness 
of the core on flatter load is studied.
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И 3 В ЕСТ ИЯ АКАДЕМИИ И А У К А Р М Я Н С К О И ССР 

։րլ|սարփկա XXXII. № 6. 1970 Механика

II Е САРКИСЯН. М М. МАРТИРОСЯН. А Н. КАГРАМАНЯН

ВЛИЯНИЕ сложной ПРЕДЫСТОРИИ силового
воздействия на длительную деформативнос гь

СТЕКЛОТЕКСТОЛИТА

Экспериментальное исследование влияния различного рода предвари*  
тельного силового воздействия на изменение механических свойств компо­
зиционных материалов, в том числе стеклопластиков, представляет опре­
деленный практический и научный интерес. Выяснение степени изменяемо­
сти прочности и дгформли’вностн .материалов, в частности, даст возмож­
ность более реальной опенки их работоспособности в конструкции.

К настоящему времени накоплен известный объем экспериментальной 
информации . Необходимо отметить, что изучено лишь влияние просто­
го силового во »действия, большей частью циклического. При этом рас­
сматривалось только изменение кривой статического деформирования и 
предела прочности композита. Задача в закон же постановке, ио при более 
сложном случае предварительного силового воздействия, был«։ изучена 
н работе | 1].

В последнее время привлекает внимание также вопрос оценки влия­
ния предварительного циклического нагружения на изменение усталостной 
прочности композитов. В частности, установлено, что предварит։ гьное 
нагружение образуэв из стекло- и углепластиков напряжением малой ам­
плитуды существенно повышает долговечность при последующем цикли­
ческом нагружении с более высоким напряжением [2].

Предварительное нагружение улучшало усталостные свойства также 
бороалюминиевых и бороэпокендных композитов [3]. В работе (4) было 
показано, что предварительное статическое н циклическое деформирова­
ние не вызывает такого повреждения материала, которое заметно повлияло 
бы на усталостную прочность стеклопластика.

В исследованиях [2—4] виды предварительного и последующего си­
гового воздействия были идентичными, например, растяжение—р.и тяже- 
ине. В настоящей работе впервые экспериментально изучается влияние 
одного вида предварительного воздействия (здесь мало- и многоциклово­
го растяжения) на дсформативность стеклопластика в условиях последую­
щего, другого вида деформирования (здесь ползучесть), и наоборот.

Рассмотрено влияние комплекса следующих видов силового воздей­
ствия. 1) мнотоциклового растяжения частотой 1200 цикл/.чин (для удоб­
ства изложения »гот вид нагружения далее условно обозначим мере.» 'х):

Обзор лктерлтуры см., нлпрнмгр. | 1| 



2) малсциклового растяжения частотой 1 иикл/мин (вид нагружения р) 
и 3) статической ползучести, воздействие которой обозначим через у.

Исследование провидено с учетом анизотропии механических свойств 
стеклопластика, для чего нагрузка прикладывалась в направлении основы 
тклии (<| = 0 ) и в направлении под углом <| — 45'.

Материалом для испытаний служил стеклотекстолит, изготовленный 
методом прессования ткани ТСУ-8/3 и связующего ЭД Г-10. Форма и 
размеры образпов, методика проведения испытании на циклическую и ста­
тическую усталость подробно описаны в [1].

Предварительное деформирование осуществлялось в зависимости от 
порядка чередования видов нагружения по форме

7 (1.1)

(1.2)

(1.3) 

где через индексы г и / = 1. 2. 3 условно обозначены уровни накопленной 
повреждаемое г։։ в условиях предварительного деформирования одного ви­
да нагружения.

Повреждаемость материала в данной работе трактуется как отвлечен­
ное число (меиынее единицы), являющееся отношением количества цик­
лов (или времени) предварительного деформирования к числу циклов 
(времени) до разрушения в условиях одного и того же пи да нагружения. 
Одновременно принимается справедливость гипотезы линейности сумми­
рования повреждений и независимость повреждаемости в указанном вы­
ше смысле от вида деформации. Далее в статье повреждаемость (или сум­
ма повреждаемостей) условно заменена латинскими индексами, которые н 
з-рм случае, очевидно, метут непрерывно менять свое значение от 0 до I.

Как и ранее [1]. рассмотрены три уровня предварительной повреждае­
мости, которые соответствовали длительности деформирования 0.1. 0.2 и 
0.3 от базового значения долговечности при данном виде нагружения. Ба­
зовое значение долговечности было принято равным числу циклов до раз­
рушения образца, составляющим соответственно Л' 2-10", —
= 200 цикл и т.= 210 час. Таким образом, имели —2֊10:, \. -4-Ю5 
и •. ֊ 6- :0° цикл; /, 26, 3; = 40 и /. — 60 цикл; ՝| | = 24, — 48 и

- 72 часа. Величину напряжения, соответствующего базовому зна­
чению долговечности, вычисляли по результатам отдельно поставлен­
ных серий испытаний а, и 7. проводившихся обычным образом до 
разрушения образца. При нагружении вдоль основы ткани напряже­
ния г., :: и 7. составляли соответственно 0.2, 0.75 и 0.7 где з,— 
предел прочности стеклотекстолита па растяжение в направлении 
- = 0 . При растяжении под углом ? 45' напряжения з? и з, со­
ответственно раины 0.2; 0.9 и 0.65 з„, где прочность композита в 
этом направлении.

Контрольные испытания (в отсутствии предварительного нагружения) 
н этапы предварительного и последующего растяжения образцов проводи­
лись при указанных выше фиксированных значениях напряжений.
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Таким образом, влияние предварительного растяжения в данной ра- 
боте изучено в зависимости от очередности воздействия силовых факторов 
(форма 1 и 2). вида фактора и уровня предварительной повреждаемое™ 
(форма !—3)':.

На фиг. I представлены кривые . иллюстрирующие вхинине прс-диа 
ритсльного циклического растяжения на последующий процесс ползуч« 
•ст» испытанного стеклотекстолита в направлении <| = О’. Д'еформа.пи 
ползучести оказываются больше или меньше, чем соответствующие дефор*]  
мании контрольных образнзя (кривая 3), смотря по тому. прсдысторм| 
образцов имела малоцикловое (кривая 1) или многоцикловое (кривая 4) 
растяжение. В первом случае, поскольку напряжение 3,< является доста*  
точно высоким (0.75 ՛(.) происходит существенное деформац чиним 
разупрочнение материала исходного состояния. В условиях, когда внг-1 
чале осуществляется малоцикловое растяжение, имевшее место в данной 
работе при сравнительно малом напряженки (=, ֊ 0.2 зи), наоборот,| 
происходит некоторое упрочнение деформационных свойств композита На 
фиг. I кривые 2 и 3 идут достаточно близко друг от друга, что свидетель*  
ствует о практической компенсации процессов циклического деформацион­
ного упрочнения и разупрочнения материала, когда деформированию С 
большой частотой нагружения следует непродолжительное малоцнклоио։ 
растяжение с высоким напряжением.

Сделанный выше вывод о том, что предварительное растяжение ма- 
\ым напряжением и высокой частотой способствует деформационному 
упрочнению композита, подтверждается графиками, показанным։։ на фиг.2. | 
где кривые 3. 4 и 5 располагаются ниже не только кривой 1, соответствую­
щей образцам исходного состояния, но и кривой 2, при которой предка*  | 
ригельному циклическому деформированию сс;; предшествовало статкчс- ; 
ское растяжение у,. 1 Гаконеп. качественно подобная картина наблюдалась 
также и в испытаниях нетканого стеклопластика СВАМ [5]. Эти данные I 
дополняют экспериментальные результаты настоящей работы, поскольку I 
они соответствуют режиму нагружения, когда процессу ползучести пред­
шествует длительное циклическое растяжение (режим а -у).

Как видно нз фиг. I. деформации ползучести стеклотекстолита образ*'  
нов рабочей и контрольной группы отличаются*՜ ’ *'  примерно и 1.5 раза и 
условиях разупрочнения я 0.8 раза в условиях деформационного упрочне­
ния материала. Однако, если сравнение вести в отношении величины об-

Вес испытания проводили практически беспрерывно. Перевод образца иг одного 
вида нагружения к другому занимал иг более 5 них

11рнподимые и работе графики построены по средним данным и:« испытания трех 
образцов на каждый эксперимент.

Здесь и далее и статье иод понятием деформационного упрочнения материал«: 
(разупрочнения) подраау.Менастся нзмгнение отношении деформаций в данный момент 
времени т или числа циклов V образцов рабочей и .контрольной группы, когда друга: 
условия испытания остаются неизменными. Для случая упрочнения это откошеМИ 
«<жьше единицы., а при разупрочнении, наоборот, больше единицы.

'**  Деформации статической ползучести здесь сравниваются к моменту времена: 
Т = 48 час.
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шлх ^формаций (включая мгновенные), то количественные изменения де- 
формаций вследствие рассмотренной сложной предыстории нагружения

Фиг. 1. Влпинне рлжнча ирсдилрмтгльного Фиг. 2. Влияние режиме пре дна ригель- 
распиягинм иа статическую политчасть него рас:ажопип ио молоцик лопую дофор- 
«гоалотскотолитл 0)1 ՝., — а։— матмвность стохдотгметолктл (•; •>’)• I —

“*!։1 11 3—контрольно и группа контрольная группи; 2 ;։ ••։.»։ 3 - ։д; 4 —

В направлении ч = 0е тины силового воздействия а. иля а и у «месте, 
но и разной комбинации, являются факторами, способствующими некото­
рому деформационному упрочнению материала. В самом деле, продысто- 
рня нагружения качественно не влияет на характер зависимости дефор­
маций от числа циклов нагружения в условиях малоцикловой усталости, 
поскольку во всех случаях явление циклической ползучести отсутствует. 
В количественном отношении деформация s-^*  образцов рабочей груп­
пы составляет примерно 0.75 4- 0.85 деформации образцов, не подвергших­
ся предварительному нагружению.

* Соотастстпуми՛ моментам нремеии. когда напряжение и цикле достигает максн- 
Ийлинон величины.

5 1||Цестня All Армписхой ССР. Механика. .V 6

Наиболее ощутимое влияние история предварительного нагружения 
оказывает при деформировании образцов, вырезанных под углом 45’ по 
отношению к волокнам. В этом случае становится существенной роль не­
линейных свойств полимерного связующего в образовании деформации, 
особенно ее части, соответствующей процессу ползучести (статической 
или циклической). Все виды предварительного силового воздействия (фор­
ма 1—3) при ф = 45 оказывают существенное деформациоино-упрочняю- 
щсс влияние на стеклоармированнын композит.

Деформация статической ползучести образцов, испытавших предва­
рительное растяжение, в зависимости от предыстории ( I—2) оказывается 
в 2.0 ֊3.5 раза меньше, чем деформация ползучести образцов контроль­
ной группы (фиг. 3,(1 и б). При этом в деформационном упрочнении стек­
лотекстолита значительную роль играют как очередность нагрузки (« или 
Р), так и длительность предварительного нагружения. Как и ։» случаях 
нагружения вдоль волокон, при одинаковом уровне накопленной повреждае­
мости (условие i 4 / Const) большее деформационное упрочнение на-

65



блюдается, когда в процессе предварительною нагружения ма хоцнклово-! 
му утомлению (0) материала предшествует утомление под воздейс виеч 
сравнительно малой по величине, но изменяющейся с большой частотой, 
нагрузки а. Так, например, деформация ползучести при предварительном 
растяжении по режиму а։- составляет 0.8 часть деформации ползу*  
чести режима нагружения 0։ -а (пунктирная и сплошная кривая 2 
фиг. 3,6). Эти же кривые н сравнении с кривыми 3 (I Г/ - 0.3) показы*  
вают. что чем ниже уровень предварительной повреждаемости, тем в боль 
шеи степени материал может упрочняться н деформационном отношении, 
Гак. если в условиях предварительного растяжения |5---*сс ։, которому 

соответствует условная повреждаемость 0,5 (кривая I, фиг 3,6), дефор­
мационное упрочнение*  составляет 0.5, то уровням повреждаемости 0.4 ։ 
0.3 этому коэффициенту соответствуют значения 0.35-7-0.45 и ().30-г0.32.

Фиг 3. Влияние режима прсдаарвтиль. 
кого растяжения на статическую пол­
зучесть стеклотекстолита ('4 45°); а 
контрольная Группа; б—I—Зэ՜*’»։ 2—

'?»*’։ « Ъ—?։: 3—

Фиг. 4. Влияние режим.! предваритель­
ного растяжения на мплоцихлопую л՜ 
форматнвность стеклотекстолита (Й

45°). 1—контрольная группа; 2-х
3-а3; 4—՛ а»

На фиг, 4 представлены графики, иллюстрирующие влияние предва
рнтельного растяжения на изменение 
в случаях, когда нагрузка действует в
через Ле: обозначена

экстремальных 
направлении <р

деформаций цикла 
— 45 . На фиг. 46

разность деформаций
етт соответствует минимальному напряжению цикла.

-тих — -ты, где деформация

Отношение деформаций ползучести образцов 
кривым 1—3 на фиг. 3, б и фиг. 3. <։.

рабочем и контрольной группы по
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Как показывают экспериментальные данные, при ориентации ц 45 
предварительное растяжение вызывает деформационное упрочнение мате­
риала. которое может существенно (более чем в 2 раза) уменьшать дефор­
мацию Зоах по сравнению с деформациями контрольных образцов 
(фиг. 4. а). При этом наблюдается определенная закономерность. Чем 
дольше (а, За,) образцы подвергаются циклическому растяжению с 
сравнительно малым напряжением и большей частотой, тем ощутимее 
уменьшение деформаций при последующем малоцикловом растяжении 
(фиг. 4, кривые 2 и 3). Упрочняющая роль предварительного растяжения 
в последующем процессе растяжения должна больше проявляться в тех 
случаях, когда предварительное деформирование включает в себя также 
н этап статической ползучести (фиг. 4, кривая 4). В этих условиях в ма­
териале в основном завершается процесс «насыщения» деформациями пол­
зучести. Поскольку последующее деформирование такого же знака, что и 
предварительное (растяжение), то гем самым создаются более благо­
приятные условия для сопротивления материала новому процесс) .‘сфор­
мирования.

Наконец, обратим внимание на качественно разный ход кривых раз­
ности деформаций Ас на фиг. 4.6 при малоцикловом растяжении контроль­
ной (1) и рабочей (2 4) группы образцов. Это как раз иллюстрирует
процесс деформационного упрочнения материала, поскольку значение се­

Дз

Дг
кущего модуля упругости непрерывно возрастает.

В условиях отсутствия предварительного растяжения разность экстре­
мальных значений циклической деформации непрерывно растет по мере 
увеличения числа циклов нагружения (на базе Л = 20 пиля в 1.4 раза). 
Если же материал предварительно подвергается длительному циклическо­
му или статическому деформированию, то указанная разность деформа­
ций кг при последующем малоцикловом растяжении непрерывно умень­
шается (в 1.1 1.4 раза па той же базе). Примечательным является тот
фанг, что влияние предыстории нагружения больше всего сказывается не 
п первом цикле малоциклового растяжения, а по мере увеличения числа 
циклов V Как показывают экспериментальные данные, в зависимости от 
режима предварительного растяжения отношение деформации Де кон­
трольных и рабочих образцов в 1-ом цикле составляет 1.0 4՜ 1.3. а при 
А = 20 ]/мхя достигает значения 1.3 -г 2.7.

Выводы: 1. При растяжении стеклотекстолита в направлении основы 
ткани (<р = О') деформация статической ползучести оказывается больше 
или .меньше, чем деформация ползучести контрольных образцов (нс под­
вергшихся предварительному нагружению) в зависимости от того, пре­
дыстория образцов имела малоцикловое (частота 1 цикл/.мин, напряжение 
03 - 0.75=.) или многоцикловое растяжение (1200 цикл/мин, еа 0.2 о,). 
В первом случае происходит существенное деформационное разупрочнение 
материала; во втором, наоборот, имеет место некоторое упрочнение дефор­
мационных свойств композита.
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2. В направлении ф — 0 предварительное силовое воздействие (а. пли 
а и статическая ползучесть у вместе, ио и разной комбинации), мвкястся 
фактором, способствующим деформационному упрочнению материала 5, 
условиях последующего малоциклопого растяжения.

3. История предварительного нагружения наиболее сильное влияние 
оказывает при деформировании образцов, вырезанных под углом 45е. В 
этом случае все рассмотренные виды силового воздействия вызывают зна­
чительное деформационное упрочнение стеклотекстолита.

4. В направлении ф = 45' деформация статической ползучести к за­
висимости от предыстории нагружения п 2.0 -֊- 5.5 раза меньше, чем де­
формация ползучести контрольной группы образцов.

а) При одинаковом уровне предварительной повреждаемости материа­
ла большее деформационное упрочнение наблюдается, когда в предыстории 
нагружения малоцнкловому утомлению композита предшествует воздей­
ствие сравнительно малого по величине, но изменяющегося с большей час­
тотой напряжения.

6) Чем ниже уровень предварительной повреждаемости, тем в боль­
шей мере упрочняется материал в деформационном отношении.

5. В направлении ф = 45' предварительное растяжение может более, 
чем п 2 раза уменьшить максимальные деформации цикла в условиях по­
следующего малоциклового растяжения.

а) Чем дольше материал подвергается циклическому растяжению с 
сравнительно малым напряжением и большой частотой, тем ощутимее 
уменьшение деформации при последующем нагружении.

6) Упрочняющая роль предварительного растяжения усиливается, 
когда предыстория нагружения включает п себя также и этап статической 
ползучести.

6. Если в условиях отсутствия предварительного растяжения раз­
ность экстремальных значений деформации цикла непрерывно растет (цик­
лический модуль упругости снижается), то вследствие воздействия рас­
смотренных видов предварительных нагрузок эта разность деформаций, 
наоборот, с увеличением числа циклоп V последовательно уменьшается 
(модуль упругости возрастает).
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АН Армянской ССР Поступила 22 III 1979՛

Ն. II. ՍԱՐԴՍՅՍԼՆ, 1Г. 1Г. ՄԱՐՏԻՐ ОН ՅԱՆ. II.. Ն. Ղ№Ր1ԼՄԱՆՅԱՆ

(«ԱՐԴ ՈՒԺԱՅԻՆ ՆԻ11։1ՈՐՆ11ԻԺՅԱՆ ՆՍ.1սԱՊԱՏԱՈԻ1>ՅԱՆ Ա!ՀԴԵ» Ո Խ ՈԽՆԸ 
ԱՊԱԿեՏԵՔՍՏՈԼԻՏԻ ԵՐԿԱՐԱՏԽԼ ԴհՖՈՐՄԱՏԻ՚ԼՈԻԺՅԱՆ ՎՐԱ

Ա մ փ п փ ււ ւ մ

են նախնական ձղման կոսպքեյւսի ( րաղմ ա ցիկլա յին, ասկավա- 
էյիկլային հ ստատիկական) ազդեցության փորձնական հ եա աղոտ nt թ յան ար- 
ղյունքներր աւզակետեքէէտոլիաի ւ]ե'իււրմ տաիկրււթ յան Հետսւզա սւ;ղբի ii
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ււակավացիկյային ձգման պայմաններում է Բեռնավորում ր կատարված է
ապէււկեցործվտծրի 'ենքփ և 45 անկյան ոսյղոլթյռւններռվւ

Սահմանված են նախնական ձգման ագգեցոէթ յան ւսոան ձնահատկա • 
ի ւ1էւնն1։րր կախված դիտարկվող ամային գործոնների կիրառման հայորղա - 
կանուք! յունից, նրանց տեսակից և կուտակված նախնական վնասված բների 
մակարդակից ( ղեֆււրմս՚ցմ էսն երկարատևությունից )։

THE INFLUENCE OF COMPLEX PREHISTORY OF FORCE 
EFFECT ON PROLONGED DEFORMATION OF 

FIBRE-GLASS LAMINATE

N, E. SARKISIAN. M. M. MARTIROSIAN. A. N. KAGRAMANIAN

S u m m л г у

The experimental investigation of the influence of the complex 
preliminary tension (polycyclic, small-cyclic, statical) on the deformation 
of the fibre-glass laminate under the conditions of subsequent creeping 
and small-cycle tension is discussed. Loading is applied in the direction 
of the material base and at a 45 angle.

The influence peculiarities of preliminary tension, depending on 
the succession of the effect of force factors, of their type and level of 
preliminary damage (prolonged deformation); are found.
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