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Л. А БАБЛОЯ11, А. А. ЕНГИБАРЯ11

О ДВУХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ КОЛЬЦЕВОГО СЕКТОРА 
С ТРЕЩИНАМИ

Общее решение плоской задачи для изотропного кольцевого сектора 
граничные условия которого заданы в напряжениях, было построено в ра­
боте [1]. Решение этой же задачи для ортотропного материала приведено 
в работе [2], Сжатие кругового кольца симметрично расположенными 
(внутренними или внешними) гладкими штампами со смешанными гра­
ничными условиями рассмотрено в работах (3, 4, 8, 9|. Задачи для круга, 
ослабленного внутренними или внешними радиальными трещинами, при­
ведены в работах [10, 11. 12]. Аналогичные задачи для кольцевого секто­
ра, .’сдавленного внешними трещинами, рассматривались в работах [5, 14].

В настоящей работе приводится решение двух задач теории упругости 
для вращающегося кругового кольца: а) контактная задача для двух кру­
говых колец из различных изотропных материалов, насаженных и частич­
но (симметрично) сцепленных друг с другом: б) задача для одного коль­
ца, ослабленного симметрично расположенными внутренними и внешним.։ 
радиальными трещинами.

Решения этих задач строятся единым методом ] 1] и после удовлетво­
рения всем граничным условиям и условиям сопряжения сводятся к реше­
нию кваэивполне регулярных бесконечных систем.

§ 1. Рассмотрим контактную задачу двух кольцевых секторов из раз­
умных изотропных материалов, соединенных друг с другом по и одинако­
вым участкам, расположенным симметрично вдоль дуги окружности 
(фиг. 1). Достаточно задачу решать только для заштрихованной части об- 
л.к.и, удовлетворяя при этом условиям симметрии

0) =-}'’(/. гх) 0, 0) ֊֊ ~) =о. (7 1,2) (1.1)

I раничные условия рассматриваемой задачи имеют вид

I

пе'՛ ({х, <?) = > (';) = V 81П з* ? (0 ? <- ?1)
*. I

Ье1- =</' (1:, '?) = //> (?) V со.ч (1.2)
А- 1
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(t2, c) = g{2' (r) V sin a* ■?
4-1

*<40, ?)= =i2‘(0, ?)-<). .<”(0, ?) = f'(0. ?) = 0,

На линии /=0 (0 ?<- ro<Cfi)

Фиг. 1.

должны удовлетворяться условия 
полного контакта двух материалов

и<п (0, ?) = цМ (0, ?)

*<։)(0. ?) = з<2։ <0, ?)
о”>(0. ?) - о’2Н0, f) (1'3> 

?) = ^‘(0. с)

Решение задачи для каждого 
кругового кольца ищется в виде [1]

Г(0(С ?) -6<0 (04֊

4 V ‘Fx"(/) cos 
к J

4- £Ф1”(®)со5Й'՝/ (1.4)
t-i

где

ФГ (?) = Л&ь #՛ - ?) sin (?, - -) + < sh Й'։ (?. ՛ ?) sin I 4֊

4՛ С*1 sh ?՛/’ ? sin (?։ — ?) + D'i!' sh /i1 ? sin ?

'l7)'(6“£’/"sh’it(f1֊0sh(Z, ()-֊G*’shM6 '>shl

+ Й'1 sh 2kt sh (Л - t) 4֊ sl. «tl sh t (1.5֊)

b{‘՝(t) = ^e՝ + b^te-'-v^te'

при i~ 1, O .>7</2 при z'=2; s,_ П

՛/՛— Ja
ii

» t = In — 
о

/j = — In — » /o In —> ?։ — —’ n > 2 
a b n

п—число участков соединений двух материалов. Случай п — 1 получится 
после решения задачи предельным переходом.

Напряжения и перемещения с учетом инерционных сил выражаются 
через функцию Эри следующими формулами |7];

()F г 2>. 4- Зр . 
dt 4 (/.-֊2ч)

. dF '2/. 4- р ■.-----------------------------рок՛/-" 
dt 4 (л |- 2;i).
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х=——> -------—• /. ------- —--------- н =---- - ----  (1.7)‘1-4 '1 2(1-7) (1֊Н')(1 2*0 2(1 О

р - плотность .материала, V — коэффициент Пуассона, <՛։ — угловая ско­
рость вращения.

Удовлетворяя граничным условиям и решая полученные системы урав­
нений относительно коэффициентов разложения, имеем

- С^= Ж = О

Не'\ яЬ аАЛ՛ «И 6 = Ек зЬ Ях./,- бЬ 6 = 
/ 1 о\

зП I. ֊ М® зЬ »?<

= Л/^’зЬ։^֊

где

= ^’(1 ад cth ^6 +cth 6)^ -/*?

Мм =։*•(!-- ik cth a,/,- — cth Л) gg — ’ (1.9)

AVi'■= sir ax/,• aislr/<

При атом свободные члены разложения (1.4) определяются из следующих 
уравнений:

26,՛,%'՛ ՛ 61%՜''- J'՛՛ !

24»1+б'՛" - д2''!?'1'՝ f.՝u!°՛ й’=°

Вычислим значения перемещений на линии / - 0

2(1 V2) ' -
(ft ?)=Et ДЕУ hi ~ sin 3₽?

2(1 >2) “ — —
w(i,(o. ?) = —n—1' [v1 4.) + cos w

Z-i p— 1

(1.Ю)

(1.11)

-^■>(0)
8 (/., ֊t֊2’1.)

где
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<’î ■ ■ 1 ) /,< = -- ?„■). («; -1) g,, = ъ (^g,., - /„,)

£ 4'1 (!) = (1 + VJ J[2 (1 - 2v() tJV - M'՛ e '] + (1.12)

2>-î + 3«i. , ti—t (/=-=1. 2)+ 4^₽(1-^“h‘ + * W»Ve ] (f=|>2>w

’•/. ^Pï Rpi ~ - gpl) ('■&’ '.iV)4-(W?2 — #p2) ('ïï 'ÏÏ) 4՜

4֊^(«^) + ^(«-^)

~ (&>!л — gpl) ('i՜։՝ + >•??) — (a^/p| — gpZ) ( 'yj 4՜ ' !■՝«) - - 

֊^(>S4^)֊5P2(^+i-i?)

Л == (*,/pl - gp})^!-^pfp. - g,2)>ÏÏ 4- 4֊ gjÿ (1.13)

^plQ>>2 = (xpfpi — gpi) ^ÿi — (ap/p2 — gpj 4- gp^pi 4- ^î'-pï

'pi '-fp sh" /,■, (J.p — 1) ՝/-„> — sh ’^֊pti ch a,,/. ap s h (, ch Л —

(’^ — 1) 'Й ֊- ’₽ ch Xpfi sh t{ 4՜ sh tpli ch ti, ' p] = sh sh I,-

'pS ~ ^p ch iPti sh ti — sh ipt,- ch ti, t 'pb = sh ?.„// ch a.,// — ap sh h ch f. àp>

Вводим следующие функций

\(r) =/oi -V 7ptcosapç.» •*(?)—^ g^sinsp?, (/: = 1, 2) (1.14) 
p-֊l p-\

При этом напряжения, действующие на дугах окружное той t — 0, в 
силу (1.12) будут выражаться через приведенные напряжения (1.14) соот­
ношениями

Л(?) = ’ДТ)+ Ç Х(*-?Н—Z(z) I,1. г4„ 
. ՛ ?i I ֊' ֊ ՝֊-. uо

Отметим, что перемещения (1.11) выражаются через приведенные на­
пряжения п,..(<| ) и TlV(q) более простыми формулами, удобными для даль­
нейшего применения, чем если бы они выражались через контактные на­
пряжения А,-(<| ) и £>:(ф). Эти функции вводятся с целью, чтобы регуляр­
ные части (вторые слагаемы!.) в формулах (1.11) для перемещений были 
бесконечно диффереииируемымм функциями.

Из формул (1.1) и (1.14) следует также, что

6



(1.16)
о и

Удовлетворяя теперь условиям контакта (1.3), для определения ком­
плексного контактного давления

р(х) 4 ^(х) з(5’(х) (а-), (|х|<<?о) (1.17)

получим сингулярное интегральное уравнение с регулярной частью

С
^(:-) = -/(;), (— г<5<с) (1.18)

где

/(0 = X '՝2 (сс.ч р\ -г г0,;2 51П ;к) — о։ (Кру сон р; 4՜
/>-։

С 
ь։п /к) ; ֊1 =: ) с/-.',

о
(1.19)

>֊■-? 1 ’?]/[։-’? 1--1 I
£, £։ I/ £, ■’ £: ч

С = — , (к 1,2) 
?!

Решение уравнения ( 1.18), следуя [15], записывается в виде

₽(5) = Л/(;) ।

֊ 2££А(։) с35«П — (1.20)

где

1 »• ։ -л-у—“« —2+р
Х(1) (։։п~) ’ р!=5~1п1Т7

\ А / Л / £ • • |

Коэффициент О определяется из условия статического равновесия

£
4-; сЬ 2с?О ֊ (1 - 7՛֊) сЬ 4 сЬ с& » р (;) <1\ (1.22)
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Функция f(z.) в ( 1.19) содержит неизвестное контактное давление 
р(с), поэтому (1.20) является уравнением Фредгольма для определения 
р(Л). Для того, чтобы интегральное уравнение (1.20) свести к решению 
бесконечных систем алгебраических уравнении, представим функцию р(у) 
в виде

р (у) ֊~ + X cos ~ , f,k s։n (1-23)

где

С с
3 (.у) COS kydy, -bi= j ■:(։/) sin И/(1.24)

Из интегрального уравнения (1.20) и граничных условии на линии 
контакта для определения неизвестных а>: и получим следующую систему:

ot = £ + +
(к == 1, 2, 3,...) (1.25)

6л=֊- У btN$:) 4-
p-l

где

С
Л^1- [ [<М"5Я(։) Л^'С, (1)1 cos £:.</ = 

— с 

е
М$' f pV;1)5,('-)-'^2’C„(l)]sinZ:;rf: 

— с

ЛГД’ = [ [<W,i%(;)-LlVy’C,(;)]cos4;rf; 

—с 
с

Ni?= f [A';".s;(;)-!w;‘,c„(՜.)! sin км 

—с
Ч>Х։) « р.р1 (ада2) -ь (4 -1) lf>2(\ 4- ад

л , — [(’л О М — SaIC*’ 4՜ $2) *“ (а? — 2^ S’ (°։

-Api/V/4 = — (о, - ад г.Дйр'У?։' = м (5։ — %) -г гз)

•fV'ch -3 = WD ith с?[К (0) - 5<_, (0)] /[At(0) -г /U-i (0)]!
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-«:<?> =2г.дО!/։ЬсИА(0)-Лд-,(0)] ;1В.(0) в։ i(o)D +

sin k\d\

C\ (x) = A cos kx ֊ C -^kzd-- 
2՜ J.W’in —

, BX(x) f sin k'd՜SK (л) .4 sin kx------------ I - ------------------
2* .1^0)sin—д

r- / \ BX(x) . / s X \4(x)= ------- — Sin ՛
cos ~p \ 2 /

Каким образом, рассмотренная задача сводится к решению бесконеч­
ной системы алгебраических уравнений. В силу введения новых неизвест­
ных (1 12) коэффициенты бесконечных систем (1.25) стремятся к нулю, 
как О(к '■՝, ре "). Из выражения ( 1.26) следует, что p0Q'i — .тпйп(։..-'.). 
На основании вышесказанного в результатов работы [6] для коэффициен­
тов бесконечных систем (1.25) имеем

ylMfff, у |Л,!1’|-0, к •» 
р=1

то есть система (125) квазивполне регулярна.
Как следует из физических соображении, ряд ( 1.23) сходится услов­

но. Ilo используя решение ( 1.20), сходимость этого ряда улучшается и при 
этом выделяются соответствующие особенности контактных напряжений 
(1.27).

В качестве численного примера рассмотрим случай, когда внутреннее 
тело—из меди (£ — 10е кг/езг, v = 0.32). а наружное—из стали (£ = 
- 2- 10ь кг’елг, v = 0.27). Принято, что /։ —

9
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При таких значениях параметров комплексное контактное напряжение 
примет вид

р(х) D.. - [C(.r) AS(x)][K,(*) (1.27)

1 •„ С ~ Х • С Л'1 sin -£-֊ sin _у-

+ 0.000022 cos-—-------

V Зл"
Ks (л-) = 0.024985 sin -֊֊ 0.005874 sin ~

5х 7х- 0.0G0339 sin —4֊ 0.0000009 sin — ֊)•••• 
2 2

Имеем также

\p(x)dx 1.05238 D (1.28)

— с

а для О получаем

D - 23.48l324?։uAr 129.96447 ^а‘ 11.205104 /Ап

-23.146771 роа + 9.362577-10 — (1.29)
а

Л — сближения колен

о = «(|) (0, о) и՛՜ (0, 1 ? | <С с

И (1.28) и ( 1.29) можно получить тс значения и>, зависящие от /><,,, 
/>„: и 6, при которых наступает момент отрыва колец друг от друга. Напри­
мер. если р,н = Рог — 0. и разность радиусов колец до вращения была 
и, — и. д, то тенденция к отрыву наступит при

<0 = 0.886256-103 | —сек 1
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§ 2. Рассмотрим теперь задачу для кольца, ослабленного симметрично 
расположенными внешними или внутренними радиальными трещинами, 
когда на круговых частях и внутри трещин действуют равномерно распре­
деленные нормальные нагрузки (фиг. 2).

Граничные условия этой задачи можно получить из (1.2) при

<#>(?) = йп(?) = о. /#’=/£’ = о
а условие для перемещения на линии ч _ <| ։ заменяется одним из следую­
щих смешанных условий:

а) внутренняя трещина

«(t ?։) = О (OCfs«,

= -(Л ?i) = — Р (» <^<?)

6) трещина, расположенная на
внутренней поверхности

Мб<?։) = Р (0</<?) .
НС?>) = 0 (?</</,)

в) трещина, расположенная на 
внешней поверхности

и(/, ?։) О (0</< а)

Удовлетворяя условию (2.1,а), с учетом (1.2) — (1.5), для определения 
/>(0 получим следующее интегральное уравнение:

С—= (-1<и«1) (2.2)
J Н - Z- J

где (/) нормальное перемещение точек берегов трещин

’Иг)=/3(.у) —/з <t/)» = arc cos (az -|- 6)

'fal arc cos (aw-j-А), 2a = cos *b3 - cos Р։л 

2b cos/jS cos /(a) g (t)

g (0 = DP(t) + (/։) С о (y) Dp (/, y) dy

Dp(t) ֊

Z/)1 (/J 2/j£j [ЗАос'՛ 4- b^e 1‘ ֊1֊ A... (1 - 2/;) e" - a (A — ape )]
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/хг,(л.-/) = 2?։1:1-^£2֊[(֊1)‘л1(1+ /?»՛՛) -№’(?г+1)со։м+ 
1-։ I ?к -г I

+ —’-[(?,(0֊<?>(«*, /, _«)//Д<։-0 ֊ </)]( (2.3)
?»дм ’

— е 4 ей 3<»1 }- Зл з։п ?։ сон ?։ 4֊ соя2

Нк (0 = «*■ як/։ [»•& вЬ «л </։ -Лей/ — Хк(։1 2)сй-ь(/։ /)я1։/]-г

֊• зй *к1х ['»*- (а* 2) сМл/вЬ (/, - () — $й ал/ей (/։ ,)]

п/ ч 1 Г зЬ(«4 —1)// зй(а*Ч-1).у
1 зй (а* — 1 П։ зй(*>+1)/։

Ьк?~ с!։3 3^'г: —соя' ?1
•1 С
р։е*Мб?1М А» ае'М/, р։)Л = Л 

о ?

Представляя решение (2.2) в виде

՛? (*) = , | °о + а* ( -)
I 1—2-1 *..и

(2.4)

для определения в* получим следующую систему алгебраических уравнений:

ам = V А„к Пк 4-^т. (т - 1. 2. 3,...) (2.5)

где 
1 1 

(1 — г2) ։2| \—uiUm{u)T|e(z)fx(u,z)d^ldz 

1
Ят — — ( I 1—и՝ит{и)/й (и)<1и (2-6)

- 1

-7„(и) ■2[ог։)«)+^"ел -у,։«, г) -го?՛</,./)
Ьгп1(и), Г;: (.՛/) — полиномы Чебышева.

Аналогичным образом, как это делалось в работах [3, 41, доказывается, 
что бесконечные системы этой задачи (2.5), а также следующей задачи 
(2.9) нс только квазивполне регулярны, но и суммы модулей коэффициен­
тов ври неизвестных при возрастании номера строки стремятся к нулю, 
как 0(п1՜5՛'-).

При удовлетворении условий (2.1,в), то есть если трещина раскры­
вается к внешней поверхности, интегральное уравнение примет вид

12



с08р,# — СОЗ/։/
(*<*<*) (2.7)

решение которого ищется в виде

6(г) ֊
а0соз^- 0

А УР(со^й)1^~
V аР соз — 1 ----- — (/',

2J 1 соз б — соз г 
а

(2.8)
I сое Я — СОЗ г

^Д® . ■-■ч ■ ,ГЧ ՛/*'•'<

?гУ = г, и, 'АЯ (0 =.?(«)

Для определения ап получим бесконечную систему алгебраических 
уравнений

ап - V Лрг;1а., 4֊ (гп - 1, 2, 3,...) 
р—I

«<А = V В('а» -■՛ 
/>֊։

(2.9)

•где

~АРт т V $ Сп,к (а) У , (СО5 а) —

_ у — I у (соз 0) /?Ал։ (соз б) I? — б/б
?1 «-1 Д;։ О1 2

Г& = ֊ т ] '2 Лт0 + а.г.т V Й»С,пА (а) ук (соз а) - .^?<с<*а)
1-1 ?1 Ди

Л* (соз а) ֊ ( ур (соз 5) ук (соз 6) ֊-- </6

А™(ео։0)- С —----- -[(3, (аь у)Н>, „'(О.)-
J у соз 0 соз у 
о

<Л («*, “ - у) Нкт (- — у)\ <1у

Спк^) ( соз т( соз <•/<//, Нкп, (?) = \^Нк (/) соз т/Л

£0 ,-Ц К? £’ /?*՝У, («о։ «)- — у <м(пи,)
V 2 . ~1 Л к-1 Ди

(2.10)
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D - Zp(COSÛ) - J ___ s ni Z. a
*/■ - —=------------------ г I 2\_A4 AJcosa)----------

l 2 p 1֊1 к

— X' -- l Yp (cos f>) Æ\'j(cos £>) tg — d$
?1 Гл Ail J 23

4 (к — u) y, Ç| ( - - 1)* ՜1 (1 /Շ՝ ) si.n fay

IL ՐԱւ՚ԼՈՅԱՆ. IL U.. ԵՆԴ1ՓԱ1’3«1Ն

ՃԱՔեՐ11Վ ՕՂԱԿԱՅԻՆ ՍԵԿՏՈՐԻ 2Ա1քԱՐ ԿՐԿՈԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ Ս՛ԱՍԻՆ

U. if t|i ո փ ո I մ

Դիէոարկվում Լ սւ<էաձէ{աէրււնութ յսւն տեսության երկոէ. խնւ/իր պտտվող 
շրջւսնայ/էն օղակների համար ա ) մասնակիորեն իրար հարակցված երկու 
Համակենտրոն շրջանային օղակների հարթ կոնաակտային իւնղիրր, ր) սի­
մետրիկ ձևով դասավորված ներքին և արտարին շաոավղւսյին ճեղքերով թու.- 
քՍէէյված օղակի խնդիրր:

Լուծէէէմր փնտրվում է Ֆուրյեյի ևոանկյոէնա չափ ական չարքերի օղնրս- 
թյամր րևեսային կոորղինատական սիոաեմում, h այն րերվում Լ սինդՈւյյտր 
ինւոեղրայ հավասարման) Վերջինս էլ փոխարինվում I, Համ արմեր րվաղի ւիո- 
վին ոեղուլյար անվերջ սիստեմով։ ներվում է թվային օրինակ։

TC “I /л ՜Ւ 1•X

շ -

■հ
Շ (y) ժմ

-т А Гг/ -• 1 fl էյ, Z)ü '(-) sin miЛто=4՜ [6xe — b<>e'I cos mtdt----------r--------
J "»?»

4 2si'1՞13 v CI (-D^'U + M11)^^ _ 2iyj(,4i ÿ)|.}(i,)rfir 

m k. i J & 4-1 ?։

Yk,(x) Pk I (л ) 4- Pk (x), Pk(x) — полиномы Лежандра.

В случае выполнения условий (2,1.6). то есть если трещина раскры­
вается к внутренней поверхности, аналогично случаю (2.1, в) решение инте­
грального уравнения приводится к регулярной бесконечной системе.
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ON TWO PROBLEMS FOR RING SECTORS

A. H. BABLOYAN, A. A. ENGIBARTAN

S u m tn ary

Two problems for a rotating disc al a contact problem for Iwo 
•Circular rings from different materials partially (symmetrically) bounded 
to each other, b) a problem for one ring weakened by symmetrically 
placed internal and extern I radial cracks are considered.

The stress function in the form of trigonometrical Fourier series in 
polar coordinate system is presented.

The solution is reduced to singular integral equations, later reduced 
Io a quusl-quite regular system of algebraic equations.

Л numerical example is given.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ II А У К АРМЯНСКОЙ ССР

и։,[...иг.|11,։и \\Х11.№5, 1979 Механика

А. Н. ЗЛАТИН

НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ РАЗЛОЖЕНИЯ 
ПО ОДНОРОДНЫМ РЕШЕНИЯМ ДЛЯ ЦИЛИНДРА

Одним из обобщений метода Фуры- разделения переменных на зада­
чи теории упругости является метод однородных решений [ 11. Проблема 
нахождения этих решений сводится, как правило, к несамосопряженной за­
даче на собственные значения; получаемые при этом собственные функции 
(однородные решения) оказываются комплексными и неортогональвымй, 
поэтому для обоснования метода приходится исследовать вопрос о разло­
жении по однородным решениям (или родственные вопросы полноты си­
стем этих решений).

Впервые георемы разложения по однородным решениям были полу­
чены в работе 12| для прямоугольной области. Дальнейшее развитие про­
блема получила в основном в связи с построением асимптотической теории 
пластин и оболочек [3]. Из работ, посвященных исследованию систем 
однородных решений для цилиндра, автору известна лишь заметка |4|. 
где авансированы результаты, полученные методами функционального 
анализа, для случая, когда на боковой поверхности цилиндра отсутствую; 
перемещения.

В настоящей работе исследуются условия, при которых формальное 
решение, получаемое с помощью соотношения обобщенной ортогонально­
сти Шиффа [5, 6|. фактически удовлетворяет краевым условиям на тор­
цах цилиндра. Работа является развитием статьи [2], как п смысле тема­
тики, так и в смысле применяемого математического аппарата.
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1. Постановка задачи и формальное решение. Рассмотрим сначала 
изотропный однородный цилиндр единичного радиуса, описываемый в ци­
линдрической системе координат (р. ф, х) неравенствами 0 р 1.

-ос <2 л 0, и предположим, что на боковой поверхности цилиндра от­
сутствуют напряжения.

Решение, уравнений теории упругости, оставляющее боковую поверх­
ность цилиндра свободной от напряжений в отвечающее условиям убыва­
ния на бесконечности (х-к — ос), может быть в осесимметричном случае 
построено в виде суперпозиции однородных решений

ш (р, х) - Со -г У ' Сл»*(р)е₽1г

(1.1>
“ (?• -V) = (26) 1 У ‘ Сл *4 (р) е₽*



= (?, л-)֊ (2б’г։ \ус^.(Р)/;Л

(1.1)'
X X И <’ / X Р^Хи (?, х) С кик {[•)(•

где {.*/, 0. 1^} —вектор перемещений: “хр> а.г — составляющие тензора на­
пряжений; знак суммирования распространяется на все корни /Ъ. урав­
нения

։(/>) .2(1-,)/()») р։(/3(р)+ /(/•)! = О (1.2) 

расположенные в правой полуплоскости (Л ±: I, г!г 2,...);

«’* (?) = «’* (рк> ?), т. (г,) т* (рк, у)

3л.(?)=3*(р*» ?), «;(?) = ^(Рр?) (1-3)

2 Изйесгйя \11 Армянской ССР. Механика, № 5

(Р> ?) = Л (/>) 7 о (р?) ~ ?Л (р) 71 (р?) - 2 (1 — *) Р ’ .Л (р) Л (Р?)

** (р. ?) = Р 1:71 (р) 7о (р?) — 7о <Р) 71 (р?)]

'я (р. ?) = рА(р) А (р?) Ь р:7: (р) Л (м) — 271 (р)/о (рр)
“’(р>р) : ?/1(р>7о(р?) /о(р)71(р?) 2(1 7)р ’ 7։(р)71(р?)

О'. V — модуль сдвига и коэффициент Пуассона материала цилиндра. За­
метим здесь, что распределение корней р- дастся следующей асимптотиче­
ской формулой [7]:

Р *-<•- +у 1п (44-). 4-+» (1.4)

Однородные решения (1.3) удовлетворяю! соотношению обобщенной 
ортогональности Шиффа [5, 6], которое может быть представлено в форме

1
(ч (?) (?) — (?)='՛ (?)1?^Р = и, 0, ±1, ±2,... (1.5

и ,
где д.„; — символ Кронекера, и введены обозначения для однородных ре­
шении. соответствующих корню/Л. = 0 уравнения ( 1.2)

Щ0-^зи = 1, то?. О, н0 = — Ч (1 -г V) 1

Известно, что с помощью соотношения (1.5) коэффициенты С. могут 
быть найдены в явном виде, если на торце цилиндра (х = 0) задаются так 
называемые «перекрестные» граничные условия: то есть либо величины 
ю н г. либо о и и. Рассмотрим здесь первый случай (втором рассматри­
вается аналогично), именно, пусть

и’|,-0= ^(?). 4.0= ПР). 0<р<1 (1.6)

Формально перейдем к пределу в (1.1) 2
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«’(s 0)=Со - У'Сл(Я « 1Г(?)
/с

•(?. 0) - V'C*tJ?) ֊ 7’(Р). 0<р<1 
*

юмножим эти равенства соответственно на — o,.,(p)j» и тл(р)р, сложим и 
проинтегрируем по '< [0, 1 |. После перемены порядка суммирования и 
интегрирования, используя соотношение (1.5). получаем

I
Сь = &՛ (:) ֊ ։,.(։)]1dl, к 0, ± 1, ■ 2,... (1.7)

п .

Формулы (1.1), (1.7) дают формальное решение поставленной задачи.

2. /Урсоорозованне форлыдычого решения. Рассмотрим последователь­
ность контурных интегралов (см. ( 1.2) )

i$r(₽)rfp՛ (2.1)

-где

Г(р) = - З*(р. ;)«.*(д, ’(р) (2.2)

Л(/>)-(1-'>)р 2У?(д)з(р) (2-3)

Ln -контур, состоящий из отрезка мнимой оси L՝,՝,՝. замкнутого впра­

во полуокружностью Lr'} большого радиуса /\„ - ( п ~ 
101

В силу симметрии поведение функции (2.2) на дугах Z.« достаточ­
но исследовать лишь з первом квадранте. Используя асимптотические фор­
мулы для функции Бесселя в комплексной плоскости, можно получить при 
arg(p)r(3., - 2) и любом а£(0, ~/2):

Л(/з) О(/гехр[(2 — ; — р) ip 4-лр|), р- (2.4)

При arg(p) ДО. ’] можно воспользоваться имеющимися в [8] опенками 
для функции s {р}, из которых следует, что 1/ (/>)[ убывает при п — 
на дугах L.՜' за счет сомножителя с'՜'. Полученные оценки позволяют 
заключить, что

y՝'(p)dp-^ при п֊* ос

если р — | < 2. х < 0.
Подынтегральная функция (2.2) в край.-.. д^..плоскости имеет полю­

сы первого порядка в точках /л. и полюсы второго порядка в точках лл՛, где 
л>. — положительные корни уравнения

Пптсгрированке производится протии частит стрелки.
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Л0֊) = о

Учитывая (2.5), перейдем в (2.1) к пределу при й— оо. Используя теоре­
му Коши о вычетах, после некоторых выкладок получим

МО «’Хг(?)еР' б'*1

-^7“—~ | е ** -I — \ 5*п Сад)3*("Л ?) «’* (/у. ?) ՛ 07/) (2-6)
2(1—>) I о

В «вую часть этой формулы помещены вычеты в точках р*, вычисленные 
с помощью равенства

— Д (/;) — &
«/р р р4.

которое можно проверить, найдя по формуле (1.5).
Рассматривая теперь контурный интеграл (2.1) от функции

Г(р) = и* (р, ;) ад* (р, ?)«՛՛”’Д’ (р) (2>7)

можно получить

«и (?) ^0 (?) -%՜ 1 г ' ик (;) н’к (?) е ՝՝ 5*՜ * =

= ֊ -^- у (Ц) /. (».*■) Уо (>•*?) ‘' - (2-8»
1 — V

— ֊-!- з'ш (ху) и* (ф, :) ш* (:у, ?) ' 1 (///) Му

ч

Отличие от исследованного выше случая (2.2) (2.6) состоит в том. что 
в левой части этого равенства учтен еще полувычет от полюса первого по­
рядка подынтегральной функции (2.7) и нуле.

Домножнм теперь (2.6) па — И (£)>, а (2.8) на 7 (В.)$, сложим и про­
интегрируем по ; £ [0, 1|. Из-за наличия экспоненциально убывающих 

.. 'к* Рк* . / 4 , ч Vсомножителей е , е (см. (1.4) ) в полученных равенствах может 
быть переменен порядок суммирования и интегрирования (единственным 
требованием для этого является интегрируемость функций Л' (р) и / (р) 
по Лебегу). После этого во внутренних точках цилиндра для перемеще­
ния а?, определяемого (1.1). (1.7), оказывается справедливым представле­
ние

__1
2(1-֊л

(и>п ֊ ™։1։) Л»|у, х<0, 0<?<1 (2.9)
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гле w,(f„ х) Д,[1Г]+
fc-J

А-1

*) VFt|r]/<,(Mxe'‘T 
Л-1

1 «։•■
w,v (р, л) — ( IF (;) :</: J sin (ху) s* (iy, ;) w* (iy, p) A ՛ (///) idy —

О и
1

-7 1 'Z’(’) ( sin (xy) u* (iy, «) w* (iy, p) Д 1 (iy) idy
6 о

« введены следующие обозначения для коэффициентов рядов Дини и 
Фурье—Бесселя функции f(p)

I 
^[/]-2 j/G)^ (2.10)

и
1

£4/1 2/о ՛ ('*) \ / (:) 7о (М) 
и

1
/ч[/1 2Л ’(М |7(0/.('■*!)5Л. Л = 1, 2,... 

о
Аналогично для напряжения т имеем

"՛■’ х>= + х<0, <2-п>z (1 *)

и (?, ^) = У Л[Т]/։(>4?)в И
Л-1

4J (?, х) = V /■; [ Г] (/<,)хХле *
Л=1

5,„(f, х) ֊
Л-1

1
'jv (?• *)=; (sin °* ■* д 1 idy

и О
1

-----!- \ ■/'(;) sin (л-1/) u* (iy, ;) w* (iy, о) A ’ (iy) idy 

о 0

.20



3. Исследование формального решения. Далее под рядами Фу оье— 
Бесселя и Дини будут пониматься ряды по ортогональным с весом р пол­
ным системам функций {УД'чр) и [(', /о(Лл?)!։ «< 1,2,.... р[О, 1].
Обозначения для коэффициентов этих рядов даны формулами (2.10).

Центральное место в настоящей работе занимает следующая

Теорема I. Пусть
а) функция IV'(р) является абсолютной непрерывной (',9], стр. 226) 

на промежутке [ 0. 1].,
Ь) а 7’(>») — интегрируемой (по Лебегу) на I О. Г :

тогда для решения (/./) в виде ряда по однородным решениям с коэффи­
циентами (1.7) краевые условия (1.6) выполняются н тех точках •• 
(0.1). где одновременно:

с) ряд Дини функции IV'(р) сходится к IV (о),
*1) ряд Фурье—Бесселя 7՝(р) сходится к 7’(р), 
е) ряд Фурье Бесселя производной IV" (р) сходится.

։) ряд Дини первообразной 7**(р) -= 7'(р)б/р сходится.
II

Доказательство основывается на исследовании предельного перехода 
х —- — 0 в представлениях (2.9), (2.11).

В силу условии с). ։1) по признаку Абеля равномерной сходимости 
рядов заключаем:

Нп. ш։(р, х) = ^(?) (3.1)
а .-О

1։т*((р, х) Т(о), о<^р<£1 
х -• - И

С помощью оценок типа (2.4) при р Ц! легко доказать, что для интегра­
лов Ю|У и выполняются условия теоремы Лебега о предельном пере­
ходе под знаком интеграла ([9], стр. 142) при р < I, поэтому

Гип ш։у(р, х) == Гип "|у(?, -у) ~ О, Р<1 (3.2)
О ж- о

Условия а), Ь) теоремы позволяют преобразовать интегрированием • 
но частям ряды «’||р 'щ

«!|։1(ь х) = - у а[т»]Л(^)х^>՝‘

•ш(?> *) ֊-- ֊
*--г!

Члены этих рядов также, как и ряды и ')։, представляют собой про­
изведения слагаемых рядов Дини (Фурье Бесселя) на варианту

■аДх) — — х'-^е , которая обладает следующими евойстпами:
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во-первых, при любых натуральном к и х<^6: 0<^ а*, (х) < е ' , 
во-вторых, «1; (х), как функция натурального аргумента к, монотонно- 
возрастает при О — х 1 и монотонно убывает при Л - х

На этот случай легко может быть обобщен признак Абеля (101, кото­
рый совместно с условиями с) 1) теоремы показывает, что для рядов 
и’п. 1п и “и,1н допустим почленный переход к пределу

п’11, ||| (։'> *)> 41, |||(?» *)-*0 при X------0, О<0<1 (3.3)

Формулы (3.1), (3.2). (3.3) доказывают теорему I.
Замечание. Поскольку при '՛ (0. 1), как известие [11, 12|, ряды

Фурье- -Бесселя и Дини ведут себя в смысле сходимости так же, как три­
гонометрические [13|, для выполнения условий с) — I) теоремы 1 доста­
точно потребовать, например, чтобы в окрестности точки (.0, 1) функ­
ции И' (п). Г(р) удовлетворяли условиям Липшица с показателем 
<(0,1].

Кроме того, укажем (без доказательства) еще на одну возможную 
формулировку теоремы разложения:

Теорема 2. Если функции й '([>) и Т(р) имеют ограниченное пол՜ 
ное изменение на промежутке [0, 1], то

1нп тг ('>, л) 1^1?), 0 .< [• < 1

0, р = 0
Иш т ([/, л) ~
*— о -1Г(? ֊ о» г(Р֊ о)|, о<Р<1

4. Случай конечного ии шндра. Рассмотрим теперь цилиндр конечной 
высоты (—I < л< ') со свободной боковой поверхностью, на ториевых 
поверхностях которого заданы касательные напряжения и нормальные пе­
ремещения, и предположим для определенности. что деформация является 
симметричной относительно плоскости х = 0. (Антисимметричный случай 
•рассматривается аналогично, а общий - как наложение упомянутых двух). 
Итак, пусть

Ч ; - ’|х- I = 7 |-ь

В этом случае решение задачи можно разыскивать в виде 
(1.3))

О с < 1 

[6] (см. (1.1).

х)
/

Т V ' С\.иц (р)зЬ р.х/ь11 рк1

՛ (?, *) = X (ЧчЬ р>1 
к

(4.1)

При такой форме записи решения после повторения выкладок пункта 
2 оказывается, что неизвестные С- даются тон же формулой (1.7). что и 
для полубесконечного цилиндра.
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Для исследования предельного перехода преобразуем (4.1) к виду

«’ (о, х) - - w . .(?, л*) х), -(у, х) -«(?. л) ՛.(?. -V) (4.2)

введя обозначения

Со |
* I а* (.V)

Рк(х /)
_ . .. . . I <? I

<h-(x) — е’' sli pAx;sh pkl

Учитывая (1.4) и асимптотику

tlk (л-) = О(ехр [ - р. (л- - /)]), к —

можно показать, что ряды «»/։ сходятся равномерно, скажем, при 
0\х<_/. Поэтому, в силу очевидного свойства «?*(/) - 0, заключаем

to., —♦ 0 при х — / 0, 0՜< р 1 (4.3)

Первые слагаемые в (4.2) совпадают при замене х—I на х с пред­
ставлениями для соответствующих величин в полубссконечном цилиндре. 
Их поведение при приближении к торцу определяется теоремами I и 2. Учи­
тывая (4 >), заключаем окончательно:
рслум ;։1ты теорем I и 2 распространяются и на случаи конечного цилин­
дра.

Автор благодарит Я. С. Уфлянда и А. С. Зильбёрглента за прочтение 
рукописи и сделанные замечания.

■Лспинградсхнн ордена Ленина
поли:гхннчссккй ннсти । ут

им. МИ. Калинина Поступила 21 XI 1978

IL Ն. «ԱՍՏԻՆ

Դ1.ԱՆ1» 2ա1ԱՐ (JUS ՀԱՄԱՍ ԵՈ- 1.111*ԾՈԻՄՆեՐԻ ՎԵՐԼՈ1։11ՄԱՆ 
II I՛ ՔԱՆԻ PbnPbUbbP

Ա մ՜ փ и iji n i մ

Սպասված թեորեմներում ուսոէ.մնաււիրվեք են այն պայմաններդ ւէր/ւնյ/
•//.Ա/դում ազատ կււղմնային մակերևույքէով համար ա/Լաձզակա
նությսւն տհսութչան հավասարումների րէւծումր, որր կաոույյվեյ է րստ '■•ս- 
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մասհո ք ու ձ nt մն l.p/t շարրի տեսքով, puitfiupiuptitd ft էքլանֆւ IfiJphp/i 'Լ{,ա 
եղրա յին պայմաններին։ Շ արրերի էքործակիցնևրր որոշվում են Պ. //.. <7/г^Д 
րնրյ Հանրացված npfi .էէյոնւպուՍ յան հարարերակցու^յուննԼրի օգնւււթյամր։

SOME THEOREMS ON EXPANSION INVOLVING 
ELEMENTARY SOLUTIONS FOR THE CYLINDER

A. N ZLATIN

Summary

The end problem of the clastic cylinder is considered. The solution 
is assumed to be a series involving elementary ones for the cylinder 
with a free side surface. The limits on the realization of boundary 
conditions are obtained.
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2U.b։։IUiIIA. 1IIL 'bbSO Ill’Vbbrt* UhlMhbiri-USb Sb'l.b>UI.‘H‘l։
И 3 В F С T I! я А К А Д * M И И НАУ К А Р М ЯНСКОЙ ССРXXXII, Ж 5, 1579 Чеханлка

А. Г. БА Г ДОЕВ. Л. А. МОВСИСЯНК ВОПРОСУ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ИЗГИБНЫХ ВОЛН В НЕЛИНЕЙНО-УПРУГИХ ПЛАСТИНКАХРассматривается распространение квазимонохро.матичсских воли про­извольного вида и нелинейной диспергирующей среде. В качестве примера научаются изгибине колебания пластинки со степенным законом физиче­ской нелинейности. Общий подход к изучению указанных процессов дан в работах [I -31. Учет эффектов дисперсии для продольных колебаний стержней дается в работе [4]. Исследованию нелинейных процессов в вол­новой области в недиспергирующих упругих средах посвящены работы [5֊ 71. В дайной статье для изгибых колебаний пластинки проводится кон­кретизация коэффициентов в уравнениях для медленных модуляций ампли­туд и фаз. полученных я работе [8]. Получены условия устойчивости волн, решение для сходящихся пучков [9], в том числе и решение вблизи каусти­ки. Дана постановка типично дифракционной нелинейной задачи.I. Предполагается, что решение заданного нелинейного уравнения, описывающего рассматриваемый физический процесс, является квазимоно- хроматической полной, то есть в общем случае записывается в виде -X’ =
=> 'je r ” — *։ -»о/ —эйконал для основной волны, относительно кото­рой имеются малые модуляции. В »смодулированной задаче значение комплексной амплитуды ф = А(.х. у. Z. I), где К есть заданная функция, называется по аналогии с геометрической оптикой лучевым решением. По- сцольку в окрестности волны решение может быть существенно трехмер­ным. например, в задаче об узких пучках лучей и в дифракционных зада­чах. удобно ввести лучевые координаты /. т, О, £. где Г — характерное вре­мя, I) и ; лучевые координаты. При этом в силу произвола выбора по­верхностей I) — const и а — const можно выбрать их линии пересечения с полной т const ортогональными в обозначать их соответственно через линии, вдоль которых отсчитываются координаты у и Z. Поэтому можно записать вдоль указанных линий dy~H-d.l) и dz = H d՝-, где Н. и Н— параметры Ламе.В работ՛՛ [8] для диспергирующей, слабо нелинейной средь; получено нс швейное уравнение Шредингера для медленных модуляций комплексной амплитуды волны

1Г"' . л,4-- • 1 м֊' '2 а՜’ v-dy дчдг 2 \ </р՜ ду՝
а-* д'- д*л д2 \ , . dIn Л' _ / дт \
ду dzz dyOz / di \ &r/4r j (1.1)25



Здесь Л(сс. р. у. со) — 0 есть дисперсионное соотношение соогае;- ствуюшей линейной задачи, которое а дальнейшем для удобства иыби-1 рается п виде Д = ш — ю0(«, •;) = О (1.2>1
(Ь бу dx{с = const лает уравнение лучей. — - ——--------- --------- и —

Oxi Д... dt

нелинейное днепер--
(1.3)

для осреднениого ՛лагранжиана -— — О, L = а'-Д 4՜ ~r G(9, ji, 7, <••) (1.4)
Ua‘ 2

В нелинейной задаче сионнои соотношение предполагается выполненным
<•» I а՝ окоторое можно получить из вариационного принципа

- — <։‘ = а ?. ». = ֊

Поскольку рассматривается окрестность заданной волны т = const, то ьсе коэффициенты в уравнении (1.1), включая А, помимо несущей часто­ты ю, могут зависеть лишь от /, так как для неособых участков волны ре­шение определяется переменными / и т, а для вышеуказанных участков двух или трехмерности решения указанные коэффициенты можно вычис­лить для фиксированного луча, от точки пересечения которого с волной т = const производится отсчет координат у и Z. Причем, в неподвижной системе координаты л( на указанном луче зависят только от А Впрочем, далее рассматривается пример задачи, в которой А зависич и от коорди-
dK OKI д'. Sнаты у, тогда в (1.1) следует считать-------------- ֊, —— •
dt Ui I*. <4 Д,Отметим. 41 о вытекающее из (1.2) соотношение <Х==. а(р, у, <»>) вычис­ляется в системе подвижного трехгранника х, у. Л где ось х направлена по нормали к волне г - const, с/х — А/д/т, //, параметр Ламе.Как показано в [8], имеет место *

(УГ

й “>0

/<?2<-у0 di. о2՝’‘0 \ 1 <)2«’>0 / , db \\ ох= 6-3 слдЗ) 2 \ 1dxk kdX/)

(d'i'>0 <7а \ 1 d'i'J0 / О; О՛-- — —. — - - .■ - — ։ -——— । *J — - ■■ ■ ■ -Э«’ ' д-д^) 2 \ iaxk к dxj.

(1.5>
՛"' Первая группа написанных соотношений верна и подвижной системе 

связанной с полной, а вторая — для нгподнкжнон системы координат.26



Согласно (1.2) Д,. = 1. Полагая ՛> — сп-' , где и действительная амплитуда, а <| —фаза, можно из (1.1) получить уравнение для а и <{. По­скольку для рассматриваемой здесь среды все коэффициенты являются действительными (кроме /), для двухмерной, не зависящей от •? я у. зада­чи получится

(о’),Ъ ֊ а֊—~ т лЛ(<г?,1,֊ Г (а*?-)- +֊
(И о?՝+ Л -и («’֊'?,)-! = ОВторые производные от а. которые отсутствуют в подходе нелинейной геометрнчебкйм оптики, соответствуют дифракционному изменению профи-

НВЖ... о? д?ля. Если эти члены отпросить и ввести обозначения —— — р. — 7.О/ Оу—=~ г. получим систему гипероолических уравнении, характеристики которой следующие:
У = ГпЕ 4-2Лг (1.7)

АГ оЕ др д-у. „где ՛ — —» пч —» п_ - —=֊• 5 - ՛ а г - 0 есть уравнение
д( Оу д~. Э?=характеристической поверхности..Условие действительности характеристик имеет вид (1.8)откуда в линейном случае получается условие устойчивости полны.В частности, для неособых участков волны, где пу мало, получается условие продольной устойчивости■ эд>0

Оу- \0а- /0Для типично дифракционных задач, или узких пучков, в 1 существен­но последнее слагаемое, которое дает условие поперечной устойчивости—1 >0Д1Я՛ (1.10)
27



Как видно из ( 1.10), поперечная устойчивость существенно зависит от зна­ка кривизны дисперсионной кривой.Для полных уравнении (1.6), которые уже не являются гиперболиче­скими уравнениями, можно произвести линеаризацию относительно ценза« мущенного состояния, тогда условие устойчивости запишется в виде
г=+ч(֊^) г>очто расширяет предыдущую область устойчивости и дает (1.6) или

2. Пусть имеется нелинейно-упругая пластина, в которой распростра-1 няется квазкмонохроматическая волна изгиба. Будем считать, что нели­нейность .материала характеризуется следующим образом: между интен­сивностями напряжений и деформаций имеется степенная связь | П‘1
^Ае^Ве3 (2.1)Для изгибпых колебаний существенна лишь кубическая нелинейность, что заставило кас выбрать упругую связь (2.1); в то же время на этом простом варианте можно проследить общие закономерности модуляции гели.Принимая несжимаемость материала пластинки и гипотезу не дефор­мируемых нормалей, для лагранжиана будем иметь выражение

Все параметры в (2.2) можно считать медленно меняющимися функциями координат на длине волны.Для квазимонохроматической волны при получении нелинейного дисперсионного уравнения (1.4). ввиду малости амплитуд, можно пола­гать
w a cos G, & яд- 4 —«»/ (2.3)где «. р. <<• — медленно изменяющиеся функции от. х. у. t.Подставляя (2.3) в (2.2) и введя осреднеиный лагранжиан

получим — LL -.haW- — Л’ (։’ ֊ ?.’)=2 I 2 18 A J-/?/.=<?(*=+ ?=)•" (2.4)
28



Согласно (1.4) и (2.4) с учетом малости а получается следующее диспер­сионное соотношение нелинейной задачи:
■"=4 ֊1֊ р) । 411 + 4г 4г (2.5)

В линейной задаче дисперсионное соотношениеА X АД='" “Г ] — см0(а, р), а = а(р, а>0) (2.6)даст
Л._й. Л, о, + П «' = |
Здесь учтено, что при получении уравнения ( 1.1) ось х была направлена по нормали к волне, поэтому р ~ 0.Поскольку знак — опоеделяется знаком в, из (1.9) и (1.10) полу- 

Оа2 ,, лчается. что условия устойчивости---- , > 0 выполняются одновременно
<>(Гпри В > 0, го есть для нелинейных сред, близких к жидкости, а при В<0. то есть для обычных упругих сред, имеет место неустойчивость распро. гранения. Первая среда будет дефокусирующей, а вторая — фоку­сирующей.

ЗвДля металлов отношение - « 10\ то есть имеет место неустой-/1чивоСть согласно (1.10). Однако, по (1.11) можно найти диапазон ампли­туд и волновых чисел, для которых уже будет иметь место устойчивости волнового движения 20Ж?9ВЛ2Авгде 4'— | г - , а А։ волновое число для возмущения.Рассмотрим задачу о распространении узких пучков изгибных волн в пластинках.В гаком случае можно пренебречь вторыми производными функции и и уравнениях (1.6), а также производными в продольном направлении. Тогда получится система уравнений, типичная для дифракционной задачи
ОХ

+ ±?2-26= = 0
оЬ2 
оХ

(2.7)
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2 = - а — ЬК,
\ оа /сДля полученных уравнении можно указать частное решение, задающее пучок, па границах которого а = 0. в виде-> = ;(%) (2.8М2 Я(х) |Из (2.7) получится уравнение для <т и R. причем, введя — *4 л• можно записать

(/')= //у֊■ 7 — (2.1
где Ь.„ у, — соответственно начальные амплитуд.։ и ширина пучка. Если еще предполагать const. то есть рассматривать мемодулироиликую волну как плоскую и среду однородно»՜։, то можно проинтегрировать (2.9) и получить точное решение [9JA’ — {1 - - ?* 1 /<<) I у;/-(.х)|

Y — / 1 \ i / • • 11 / \ • • г ։ - । ” | л Ы tr “ Z) -arcsin/ + 2) (2.10)
Точка фокуса лучей определится из условия /(.¥) —О, у = Л/-12 \42/ 6СПолученное решение верно для фокусирующей среды (В <Г 0).Для одномерной задачи в диспергирующей среде, отбрасывая вторые производные от а, можно из ( 1.6) получить для нзгибных воли систему уравнений

(2.111
При (----- | Ъ»0 полученная гиперболическая система имеет решение, да-рактернос для уравнений газодинамики, и решение может опрокидываем ся. при атом следует п »тон области удерживать отброшенные вторые про-; мзиедные от функции а [3|. При ( ---- ) <^0 среда является фокусирую«՝. ^о’/ощей и амплитуда профиля решения имеет заострение [3].
30



Здесь представляют интерес следующие задачи:е) одномерная задача изгиба бесконечной пластины с произвольны­ми начальными условиями, в которой для больших моментов времени Асимптотика решения представляет квазимонохррматическую волну. Тогда можно решить систему (2.1 I). взяв в качестве начальных условий асимпто­тику •.инейной задачи [2].Пусть при / = О
и — - = 0 (2.12)

()! / 2- \где /(л)— медленно меняющаяся функция на длине волны |----- |- Ре-
\ !шенне задачи находится методом Фурье и имеет вид

Для больших л и / существенный вклад в решение даст окрестность стационарных точек ю'(а,.2)/= 0 (2.14)поскольку <՛> = ֊ Лха?, я 2ЛХ/ '"о (’о)Удерживая в разложении <о(сс) первые степени а —/<„ получим«' = ֊/(%' + •с)е'"'”'’‘‘'1+ Д/(х - (2-15)

1 ~. Iх' “\—Л(а„) соз I ------- - - )
V т.Д,{ \2А,1 4/Для решения нелинейных уравнений можно численно решать (2.7) пр.: начальных условиях, взятых из (2.16).Можно изучить также двумерную задачу, в которой имеются нулевые начальные условия, а граничные условия на крае пластинки следующие:

то есть начальные условия распадаются на две волны, амплитуды которых движутся с групповой скоростью.Применяя метод стационарной фазы для четной /'(а), из (2.15) по­лучим
(2.16)
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и՝ = и»/, (.г) — 0 при // — О (*2/17)
<*УДисперсионное соотношение имеет вид

?։.5 = /±А‘м-“’’ (2-18)а решение записывается в таком виде
ОС 051 Г *՛"*,/ Г V /• ‘ ^1Х /о к>\ы = -у— е <?՝՛> I ?, С .՛.,<? (/у (•••* •')---ОО —00 где согласно граничным условиямС, = — ——> С.. =- -^֊ —— (2.20)2* ?г֊з։ • 2-Стационарные точки находятся в видео _ Л,у _ Л, л . Л,г2к - + ъ = + —1— .. ֊ ± —

Применение метода стационарной фазы к двойному интегралу приво­дит к решению «’о А\У ,2Air‘ /оопЛ» ֊ --- X --- ;---cos -------- (֊-^1)2' /= tРешения (2.16) и (2.21) не удовлетворяют одномерным по С т уравне­ниям ( 1.6), где отброшен последний нелинейный член в первом уравнении и т = А’.х— о։,;, что связано с характером (1.6). представляющих уравне­ния возмущений около заданной волны. Выражения (2.16) ('• = 1) и (2.21) (?1 2) удовлетворяют полным уравнениям модуляции [2], кото­рые для \инейной задачи в приближении геометрической оптики имеют вид ---- | -о (а}-— -> а----------- } и՛ = 0, —= w (а), 
at ах ах t--------------------- tпричем по (2.16) и (2.21) а ։6) Одномерный изгиб при наличии начальных условий в форме ивази- монохроматнческдй волны с расстройкой амплитуды или волнового числа.Для этой задачи следует решать (2.11) при заданных начальных усло­виях. причем здесь можно для обоих видов сред указать аналитическое решение [3].в) Определение асимптотической картины распространения волн при падении па Гранину полубесконечной и частники нагибных плоских волн. При этом если пластинка является полуплоскостью, имеем одномерную за* дачу, а при наличии выреза в форме угла получается дифракционная кар­тина.32



Вблизи дифракционных лучей, на которых находятся точки касания отраженных от сторон угла воли с точечной волной, линейное решение для произвольной среды записывается через интеграл Френеля [8|
,1 

и՛ ■'С
1 .. <сЛ*»-*Я

-------- . ____ Хе2о | к: ֊ к.
(2.22)1 Р 

кверхние (нижние) знаки определяются знаком О — 1Л■ ... ; > где ф(:) =I 2с0 (<! — к.)
'2 е՜*’ <7/, к* кривизны

о

точеч-
Ной волны и начального положения отраженной от стороны угла волны, р - Ь".Для плоской падающей волны и рассматриваемой здесь среды получается к. О, к1 = [Д։‘"Н '^—угловая координата, % — значе­ние ' в точке касания, — значение нормальной составляющей ско­са л » т— рост։։ волны, с{1 — = I Д։и»;аПодставляя (2.22) п уравнение дифракционной задачи, которое соот­ветствует уравнениям (2.7) без нелинейного члена и имеет вид

(11
(2.23)2можно показать, что (2.22) удовлетворяется при выполнении равенства</Л։ -М»

(11 ; △... Я/с0 (2.24)
Поскольку А, = —• /7» = Г | Л*«'» /, — I - ֊—» Х,= 2Д։5 г 01 |: №- 21 Д։1՛՛ , то (2.24) удовлетворяется.3. Можно получить также уравнения в диспергирующей сред։ с куби­ческой нелинейностью близи каустики.Решение вблизи каустики определяется переменными [8]а, - - - — _ _ — _ _х. = (- х0)К, = (л—х0) Л\ х = {х,.|, к 7,| (3.1)Здесь х„ есть радиус-вектор точки касания Л/ некоторого выбранного луча с каустикой, у, расстояние по нормали от точки (х.) до каустики.х, — время пробега волны вдоль луча от 5/ до основания нормали к каусти­ке. В силу линейного решения имеют место порядки параметров у, ~ в.I „ „ „л‘1 ~ - ----- --- Уравнения волизи каустики для нелинейном задачи по-*1лучены в [8] и имеют вид

3 Известия А11 Армянской ССР, Механика, № 5
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а* представляют значение в точке М, /V—единичный вектор норма­ли к каустике в М. Решение линейной задачи, то есть уравнений (3.2) без третьего слагаемого, есть функция Эйри [ 12]•> = сп(£/), у = £К гТ, 'Л = ~Г^^1\Г

Постоянная с может быть определена из сравнения с решением геометри­ческой акустики, имеющим место при у------- сю, причем асимптотическиеформулы для с’(։у) дают
где первое слагаемое соответствует падающей, а второе отраженной откаустики волне Тогда с ֊может оыть найдено из лучевого решения для 

£падающей волны. Вдали от каустики можно считать слагаемые, соответ­ствующие падающей и отраженной волнам, разделяющимися и полагать՛? = \՝ аАе . Полагая еще ( ---- ; ) — 0 в линейной задаче, можно по-
к I \ ^а“/олучить для ак = 0, уравнения

°Ы-ед+^ = 0’ а<$ ՝ (}У1 (3.5)О
ГЧ ^'аОтбрасывая ^~՜ или дифракционное слагаемое, можно наити уравнений (3.5) в виде (3.3), (3.4).В нелинейной задаче самый естественный способ решения задачи со­стоит в интегрировании уравнения (3.2) при начальном условии, взятомдля >, ----- из (3.3) при некотором значении у. При этом | •՝-> Г՜'
поскольку > выбрана действительной. В переменных у, '■> -

11
кр .֊= —------՝ где всегда(У<п \

Ра': Л О, Д„ 0, знаки
раются условием ± | > и (3.2) примет вид о34



л начальные условия из (3.3) ■> — с^у}, с։-----Задавая значения с։и считая | ; |՜ 6 = ■/ в (3.6). следует проводить численное интегриро­вание.Можно также формально полагать п (3.6) на некотором отдалении ог ^аустнкн ? ас , тогда получится

Верхний н нижний знаки соответствуют знаку ( —-) •
\ оа:, к - </'«Отбрасывал еще можно наитм уравнение, верное идам։ от

<*У каустики с* у а1 ± и О (3.8)Интересно, что для среды, в которой / ~г) >0, решение (3.8) ‘ста-_ / <*« \новится мнимым вблизи каустики, н то время как при ( ----  ) < 0 «
\да2/0действительно вплоть до у 0. Хотя во всех случаях уравнение (3.7) может быть проинтегрировано, однако вряд ли оно описывает реше­ние около каустики. С другой стороны, при больших у < 0 уравнение (3.8) дает переход к лучевому решению о = с(—//)'', 2 / — ЛТ- ~ — ( —у ) .то есть на значительных расстояниях от каустикиОего можно использовать для определения амплитуд падающей и от­раженной волны.Для вычисления коэффициентов пересчета от •», у к новым у и«‘ндсм значения л,, х и р.В силу (2.5) получается (3.9)То есть луч параллелен нормам։ к фронту полны. Тогда

■՛ >■ -24гТ> ՛՝՝”՛где введен единичный вектор . У\ . / . есть вектор лу-7 I ^4, Iменой скорости.



Поскольку (\ зависит только от /, то производные по / могут
ժ/! _ յՀсчитаться производными вдоль луча, то есть УдЛ а это естьт ժ/’ л/ 1 вектор кривизны луча. 1 огда —) - ! есть проекция вектора кри-

(Н, \г 1визиы поверхностного луча, а — /¥,• =---- есть проекция вектора
Ժյ Л\кривизны данного луча на нормаль каустики, Тогда будем иметь

;.=֊[2лг!'֊՛ 14֊ 4- <з.1ЧЛ Л Лг Л.։Кроме того, из (3.5)\л< - - МЛ/. = ֊ 24, (ф>
где ?>,у ֊ символ Кронекера.При этом

(3.13)
Поскольку знак (՜ր—

\ °а*/п
определяется знаком В, мы видим, что Д. Осоответствует верхнему знаку в (3.6) —(3.8). а

Институт .механики 
АН Армянской ССР

В < 0 ֊ нижним знакам.
Поступила 27 I! >978

Ա. Դ. ք>ԱԴԴ11հՎ. I.. Ա. ՄՈՎ111՚11«ԱՆ
Ո«-ԴԾԱՑ1’Ն ԱՌԱԱԴԱԿԱՆ 11ԱԱ;Ր111»Մ ԵՌՄԱՆ ԱՀԻՔՆհՐԽ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ՀԱՐՑԻ ՄԱՍԻՆԱ մ փ ո փ ււ ւ մ

Դիտարկվում է կամայական ահ սրի րվ աղի մ ոնոխրէէմ ատիկ Հոման ալիզ­
ների տարածումը րարս/կ սալում, որի նյուք/ր ենթարկվում I, ա ո ա իճանային 
տիպի 'իիղիկական ոչ-ղծային օր ենրին; Դանղաղ մ որյուլաէրէող ա է! ււլլ իա ուղ֊ 
ների հ վաղերի հակաոարու մն 1ւրու մ տրվում Լ ղործակիցն1էրի կոնկրետաէրոմ:

Ս տաւյված են աքիրների կայունորթյան պայմ աններր, քոԼծումը ղուէքՈհ 
միտվող փնջերի ՝,ս։մար, րնղ հրում նաև քուծումր կարւստիկաչի ։Լոտ։ Տրղա^ 4 էհիւղիկ ղի!իրակէէիոն խնդրի դրվածրր:36



ON PROPAGATION OF BENDING WAVES IN NON-LINEAR ELASTIC PLATES
A. G. BAGDOEV, L. Л. MOVSISIANSummaryThe propagation of quasi-monochromatk bending waves of arbitrary ape In a thin plate with the power law of physical non-linearity is nsidircd. The concrete definition of coefficients of equations for slow xhil.ilions of anylitudes and phases is presented. The wave stability millions, the solutions for convergent beams, the solutions near ustics are obtained.The statement of a typically diffraction problem is given.
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хилиичил, 1ЛЦ <М‘5П1'Р'ЗПМЛЬ1‘1’ и.։||т1ГЬЦ.31* 8Ь'1.Ь‘11тР
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
и Ъ|ишБ|11|ш XXXII. 5, 1979 Меха»

Г С. ВАРДАНЯН. В. И. ГЕТРИК

О ТЕОРИИ ТЕРМОПОЛЗУЧЕСТИ НЕОДНОРОДНО 
СТАРЕЮЩИХ СРЕД

Рассмотрим стареющую среду, возраст которой зависит от простран­
ственных координат. С такими средами мы имеем дело, например, при на­
ращивании или поэтапном возведении сооружений из элементов, обладаю­
щих свойством ползучести и старения или при действии па среду различ­
ных неоднородных полей, приводящих к изменению се физико-механиче* 
ских свойств. Ноля, обусловленные физико-химическими процессами вну­
три различных сред, приводят к их естественному старению, а ноля, свя­
занные с различными внешними воздействиями (например, действие об­
лучения. радиации и др.), приводят к искусственному старению.

Как правило, указанные поля сопровождаются действием температур- 
ног- поля, что п спою очередь существенно влияет на свойства данном сре- > 
ды. I аким образом, имеем неоднородно иаследственно-стэреющую среду, 
в условиях неизотермического процесса деформирования.

Основные реологические уравнения изотермической ползучести неод-] 
породно стареющих сред получены в работах Н. X. Арутюняна [ I. 2]. 
Ре •логические уравнения неизотермической ползучести однородно старею­
щих сред построены в работе [3].

На основании работ [1. 2| основное реологическое уравнение для не­
однородно стареющего материала при одноосном напряженном состоянии 
и постоянной • • мпгратуре 7 ֊7, представим в виде

г
1 , ՝. 1՛ М-)К[е+*(хЬ -■+*(*)] <4 (1.1);

Е\1 4- 7. (л-)] I ; I
ч(0>

где и(х) приращение возраста, Отсчитьплемое от элемента с коор.-инз- 
той х = О

*■(*)« М-0 -ДО) (1.2)

К.\1 I 7.(х), т4- х(л-)]
^11 I (1Д

= £.[/4-ч(х)] —--------— 4- С [Н-Ф). - |••/.(л-)Я
сл | Е[~. /• (х)] I

При этом модуль упругости —7.(к)] и мерз ползучести С[/ Ь*(х). 
". 4 / (л-)| определяются выражениями

£(/ -+- х(х)| = Е * (.г)] (1.4)
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С[/ • х(х), "4 х(х)]=^ ? [' 4֊ 7(х)]/(/ — -) (1.5)

Здесь фр4-и(л)] — монотонно возрастающая функция, стремящаяся к 
I при Г->со;.(| [т4-и(л)1 — монотонно убывающая функция, которая с уве­
личением возраста т стремится к некотором постоянной С„, называемой 
предельным значением меры ползучести материала в его старом возрасте: 
?(՛- т) — функция, характеризующая наследственные свойства материа­
ла и б интервале 0 !—т < °с՛ изменяющаяся в пределах от 0 до 1

При произвольной температуре

г (л-, П 7*6-г 0 (х,/) (1.6)

ырамстры. входящие в выражения (1.4) и (1.5), будут функциями от тем­
пературы 7'(х, /), следовательно, модуль упругости и меру ползучести 
можно определить выражениями

£(Г, /). ^(Г)ЯМ7)/4-/.(х)] (1.7)

С(Л = Мх)]/[?(Г)/-;.(Г)т] (1.8)

Здесь функции К>(7') и р(/ ) должны удовлетворять условиям

£’ЛЛ>) = £0; Н‘Л) = 1 (1.9)

Функцию р(7 ) выберем в виде

1' -------•|«Г(Т,/)Л (1.10)

•։

где ог(/’. /) можно аппроксимировать выражением [4, 5]

■ аг(Г, о схр С,(')(7՜՜ Г<’). (1.11)
С. (Л : Т- То

Если теперь ввести приведенную шкалу времени 

х = ;(л, /) =*-р[7'(х, /)|/4 х(х) (1 12)
•/, - -(.г. т) = о | Т(х, т)]т -}- х(х)

го при одновременном учете неоднородного старения и влияния темпера­
турного поля модуль упр\ . ости и мера ползучести примут вид

£(Г, :)-£о(Г)О(^) (1.13)
С(=, 7.) *-= ? (/,)/(• - 7,) 

Тогда реологическое уравнение нсизотермическон 
родно стареющего тела в шкале времени с. ц при 
состоянии примет следующую форму:

(1.14)

ползучести для неодио- 
одноосном напряженном

£(Л ;)[*л(0֊аО($)] а. (■/;)£(;, 7,)^4 (1.15)

«ь
В шкале истинного времени I, т это выражение принимает вид
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£[Г, = (<> OHM') ֊- *401 =
t

МОЬ (’ зД-)^[=(х, /);(Х, -)d֊ (1.16)

•НО)

В общем случае при трехосном напряженном состоянии основные 
уравнения неизотермической теории ползучести, опись։вагощие изменение 
формы и объема неоднородно стареющих сред, будут иметь вид

։
2G[T, 5(х*. /)]?„«)=&;(/)+ Г ЗД-)<,[и.г4< 0; ;(xt. -))«г<Г.--У֊-

'.(О)
(1.17)

I
^[^Цх., ОН (0 ч0 4 f Л0А;.|;(х4. /);£(хд., 0)аг(Г, 0^

МО)
(1.18)

Здесь

* (0-^ ֊’*(<)։ «ДО =«,;(*)-’«>**» e,7W (П֊^^ 
О 3

(1.19)

е(0— объемная деформация: <т(О— среднее гидро-статическое давление: 
£ и (j — модули мгновенной объемной деформации и деформации сдвига:
5,-/ и е։..— девиаторы тензора напряжений и деформаций.

Уравнения (1.17) и (1.18) можно обратить, то есть напряжения вы­
разить через деформации

S’ ֊
•у' = G[T,5(xt, Ые,7(')- 

г
֊У С[Г, Цх4, Ч|е,,(՜)/f։[:(xt, 0։ ։(xt,-)]сг(Г, •:)</֊ ;1.20|

МО)
з(о = £*[г. -:(х„ /)]з(/)

I
~ f Е^[Т, \(xk. т)]з(т)/?Л;(*р а ^)]аг(Г, т)<А (1.21)

■’(0)

Обозначим

ЕЧТ, ;(хр 0] £*(0; K.[Uxk, (); =(х,. -)]аг(Г, = К. (/, ֊■)

G[Ttc(xk, = £։-[;(xt> f); ; (xk, .)| a r (7\ t) = Rt (/, t)
(7=1. 2)
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Ядра сдвиговой и объемной ползучести А((/. г) связаны с ядрами рслакса- 

цнн /\\(/, т) с помощью интегрального уравнения вида

£(4 ֊) = I Л (а, •)£(/, 5) (1.22)

Пусть мера сдвиговой или объемной ползучести имеет вид

С (/,-.) = ?(7)|1-е-П₽<гн-иг)г] |

Тогда ядро

К(1, -.) = ֊£(/>4

(1.23)

(1.24)1 Ч-С(/, .)

будет вырожденным

Л'(/, -.) = Г։(/)Ф1(т) Ш)Ф2(т) 

где

Г։(0 = £(О; Ф,(^) ֊- ֊ Г=(0 £(0е'’мп/
£-՝(“•)

ф։(")=-[?е) + 7вг(т)?е-)|е’р(П:

В этом случае интегральное уравнение резольвент։ /?(/, 1 ). получае­
мое из (1.22) при опускании индексов /, можно свести к дифференциаль­
ному уравнению второго порядка ։ переменными коэффициентами 

>Ц(': {таг(0[1 + =0 (1.25)
I атЮ] О(

при начальных условиях 

- -֊ £'(՜) - - £(•>-) =т2:֊Ч-.а7.(--)£(-.)?^) (1.26)
£(Т)

I А<(Т, г)=Й(:, -.)-£Чъ х) =

I =- -(аг(т)[£е)?(^)Г 7ЧС)£(т);(т)[1֊£(т);(т)| (1.27)

Решение уравнения (1.25) имеет вид
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КЦ. 4Дт) (1.28)
•։

где

<”(*, -) = (пг(х) |1 4- £(51 (1.29)

А (-.) = _ V = ;^г0) И՜)[1 £(-)ИО1 (1.30)
£(-)

/4:(0-€^4-;«г(ОМО?(^ (1.31)

Н {'изотермическая деформация составной трубы

Рассмотрим длинную двухслойную трубу, внутренний слой которой 
выполнен из упругого материала с характеристиками 6*„ V,. 

а,, , наружный (б г г£ с)—из неоднородно стареющего в радиальной 
направлении вязкоупругого материала с коэффициентом линейного тепло­
вого расширения аа < а։.

В такой составной трубе при однородном температурном поле Г(О “ 
— Т„ 4֊ ()(/) за счет разности коэффициентов линейного теплового расши­
рения возникнет плоская осесимметричная деформация. Обозначим пере­
мещение контактной поверхности г = Ь через /.(О, а давление па этой по­
верхности =г = —/’(О- Внутренняя (г а) и наружная (г — с) по­
верхности свободны (п> = 0).

При переходе через контактную поверхность компоненты з, и £- 
должны изменяться непрерывно, а компоненты з_, з. и г, могут из­
меняться скачком.

Функция изменения возраста х(г) известна, так что £ = £(г, I) — 
֊ р(Т)/4 х(О найдено. Требуется найти закон релаксации контактного 

давления /•*(.').
Напряжения и радиальное перемещение для внутреннего слоя грубы 

определяются с помощью известного решения Ляме

Ь‘ — а՜ \ г- / О* — и \ г՛'

2О| (/»՛— Ц-) I Г
(1.33)

Учитывая, .то при г — Ь иг - /.(О, найдем связь между радиальным 
перемещением л(О контактной поверхности и давлением 1>(1) на этой по­
верхности
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МО = “ -“ отНг- Р(0-г И + (О <1.34) 2и։ (о՜ — а’)

Для наружного слоя (Ь г с). принимая условие несжимаемости 
'(•')“ 0. получим

։, ։ =֊. Щ. 4- 12. - 3»Л(/) 
0г Г

(1.35)

Интегрируя дифференциальное уравнение ( 1.35) с учетом условий 
г при г-=/л для перемещений С получим иыраженнг

3 Ь-
7’9 + ’։И +

а'Ь* +(1-2-^ ^(0
г/ 2б’։(6’-а3) г

Отсюда найдем

и.
Ь ~ Ъ“ + а|(1 I *») -г

2 г’ г

ои.
։г=------

0г

а Ь՜ - (1 -2^)6* Р(1)
•2й\(Ь։-а։) г՝

< 3 3 1г ..<уз3+2֊-7-м^
аЧг • (1 ֊ 2Л)Ь< Р(р 

2С։(6- —а=) г

(1.36)

(1.37)

С учетом ( 1.36) и (1.37) получим

. - [з,.. _2М1-=
Г- (,ч(Ь֊а-) Г-

--1[Л6(о-вр(п] (1.38)

Л [3>г-2мI+ ՝,)]«>’; в֊֊- “7^ 7՛ (К39)О։ (о’—а )

Н.։ о< нонанин (1.20) находим

^-^6-:|Г;;(г. /)](5,-х.)֊

Н'1 ’(п ”)]|։.(р. ••) ~ (г, -)] Я[։(г. /); :(г. -)]аг( 7’. -) </-

I ՝”°>
(1.40)

( у՝։ек)м (1.38) лыражгннс ( 1.40) представим и виде
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= [zs(z)- r;4-(r’ -

t
f [z<e^ + gPb)j-^lb •(f-.z2J-/?[;(r, /);=(г. ^]«։.(Г.-)Л (1.-П) 
’ r'

-t(0)

11з условия равновесия

àzr
or r

получим

or= ֊ P-----^dr-P(t) (1.42)

l

Отсюда, учитывая, что при г = t <з, — 0. получим

*
\Zr dr= - Р(/) (1ЛЗ)

,; г

Если теперь разделить выражение (1.41) на г и проинтегрировать в пре­
делах от b до с и учесть ( 1.43), то получим

t 
J^Ï^-lAdd^BPmCÎM 1՞ [Л8(-)+5Р(т)]й(/, ,)rf: (Î.14)

Здесь

G.(Z)- i’j&LnAkîÆrf,. (1.^/
J P ь

GATi /?t?(r,O; -(<. -)]</<■ (1.46)

b Г

При заданной температуре 0(0 закон изменения давления Р(0 опре­
деляется из интегрального уравнения ( 1.44). При се, — п. и v, = û.5 j|j 
(1.39) следует, что А = 0. В этом случае интегральное уравнение (144) 
приводится к однородному уравнению Вольтерра, которое имеет только 
нулевое решение Р(0~ 0.

Численный пример. Рассмотрена составная труба в однородном темпе­
ратурном поле ’/’(/) = 7\. 4 0(0. где
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7, = 9°С. 0„ = 8ГС, г, = ,7 сут, т. — 20 сут.
Характеристик» составной трубы выбраны следующие:

G\ — 0.769-10е л«;слг — 0.3, — 0.5

-12-10 ’’ град я2 = 7-10՜" град 1

Ь‘а = 1.02, с/а-1.5

Характеристики вязкоупругого .материала приняты ио зависимостям

£•(-) = £•„(1-е՜’'), С(1. =
К ?0) ֊ С.+ ‘-£; =1 — е

-,2-10л кГ.слг. / -0.03 сут 7 — 0.026 сут

Со =0.9-10 5 см՜: к Г, С = 4.82-10՜՜ (см2: к Г) суш.

С,(/) и С..(/) в формуле ( 1.11) приняты постоянными, имеющими зна­
чения С, = 3.98; С. — 98.82.

По результатам численного решения интегрального уравнения (1.44) 
построены графики изменения давления ^(0 Д՝я следующих трех случаев:

1. Материал на ружного слоя трубы г с) однородно старею­
щий. Влияние температуры на свойства материала не учитывается (кри­
вая I на фиг. I).

•Фиг 1. График изменения давления на контактной поперхностн дпум лонпой труби.
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2. Материал наружного слоя трубы однородно стареющий и учиты­
вается влияние температуры на свойства материала (кривая 2).

3. Материал наружного слоя неоднородно стареющий. Он состоит из 
двух одинаковых по толщине слоев, один из которых (внутренний) имеет 
возраст 50 суг. а другой — 7 сут. При этом учитывается влияние темпера­
туры на свойства материала (кривая 3).

Из приведенных графиков видно, что учет влияния температуры на 
свойства вязкоупругого материала приводит к существенному ускорению 
релаксационных процессов, а учет неоднородного старения к увеличе­
нию величины давления.

Московский инженерно-строительный 
институт ям. В. В. Куйбышева Поступила 12 X 197Տ

Դ. II. ՎԱՐԴԱՆՅԱՆ. Վ. Ի. ԴէՏ1'1Պ

ԱՆՃԱՄԱ11ԵՈ- ԾԵՐԱՑՈՂ ՆՅՈՒԹԵՐԻ ՋԵՐՄԱՅԻՆ 11ՈՂ₽Ի 
ՏԵ11ՈԻԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

I) . մ փ ո փ ո t մ

Անհամասեո ծերացող նյութերի ոոգրի տեսոէթյան և ջերմ ա-tint մանիա­
կային ան/պողիս) չի Հիման վրա ստացված են տնիղոտևրմ իկ ապրի տեսու­
թյան ! իմնական Հավասարումներր, "I ոնցում Հաշվի է առնվում նյութի 
առաձգական ե էլեււյոգիական մեծ tit///անների կս/խվաձ ոէվքյունր Հասակից 
և ջերմէէէ.թ յունից։

Դիտարկված Լ ոչ ստացիոնար 'ջերէ! աչին գաշտում գտնվող անվերջ եր­
կար երկշերտ խողովակի գեֆորմացիայի խնգիրր, երր շերտ երից մեկր պատ­
րաստված և աոաձգ/ոկան նյութից, իսկ մյուսր—անՀամասեո ծերացող ւ/ողրի 
!ատկաքէյւսմր սմսւված նյութի՛ց։

ON THE THEORY OF THERMOCREEP IN HETEROGENEOUSLY 
AGEING MEDIA

G. S. VARDAMAN. V. I. GHETRIK

S u m m а г у

The initial equations of non-isothermic creep considering depen­
dencies of elastic and rheologic characteristics of a material on age and 
temperature change with time are obtained. These equations are based 
on the creep theory of heterogeneously ageing media and on the 
thermal — time analogy.

1 he problem of deforming an infinitely long double walled pipe in a 
non-stationary temperature field under condition when one of the layers
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։5 made of an elastic material and the second one — of a heterogeneously՜ 
igeing material is considered.
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ИЗВЕСТИЯ А К А Д E M И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

иь|ишЧ|11ш \.Х.\ 11. .V.՛5. 1^79 Чс-х՛

М. М МАРТИРОСЯН, А. Н КАГРАМАПЯ11

О ВЛИЯНИИ КОНЦЕНТРАТОРА НА ПРОЧНОСТЬ 
СТЕКЛОПЛАСТИКА

Использование высокопрочных стеклопластиков во многих отраслях 
промышленности связано с определенными затруднениями, вытекающими 
из способа креп гения отдельных элементов конструкции.

Как известно, в отличие от термопластичных пластмасс, композиты 
на основе термореактивных смол и, в частности, слоистые стеклопластики 
нс поддаются соединению сваркой. Поэтому создание сборных конструк­
ций из стеклопластиков может быть осуществлено клеевыми или болтоны- 
мн и заклспсчными соединениями.

Клееные соединения находят широкое применение, однако, как спра­
ведливо отмечают [I]. немаловажное значение имеют также болтовые i 
заклепочные соединения. В этом случае, как известно, в теле соединяемых, 
материалов просверливается отверстие для заклепки или болта, которое, 
являясь концентратором напряжений, может влиять на прочность конструк­
ции. В этом аспекте исследование прочности стеклопластиков при наличии 
концентратора напряжений представляет определенный интерес |2].

В настоящей статье приведены результаты экспериментального иссле­
дования влияния концентратора напряжений на кратковременную проч­
ность двух типов стеклопластиков, имеющих различное структурное строе­
ние: стеклотекстолит ( ТЭФ и нетканый стеклопластик СВАМ 2 : 1.

Исследования проводились на образцах, имеющих форму двухсгерои­
ней гопатки и прямоугольной полоски, вырезанных из листового материа­
ла толщиной 5 -изо Для учета влияния ориентации волокон образцы из 
стеклопластиков в плоскости листа вырезались в 3-х направлениях 
՛, 0. 45 и 90”. Концентратором напряжений явилось круглее отверстие 
в середине ширины и длины рабочей зоны образна.

Методика исследования заключалась в следующем. Общее количество- 
Образцов разбивалось на две группы — контрольную и рабочую. В кон­
трольную группу включались образцы без концентратора. В рабочую 
образцы с концентратором. Влияние концентратора исследовалось как при 
различных диаметрах отверстий, так и для образцов с различной шириной 
рабочей юны. В обоих случаях отношение d;b выдерживалось одинако­
вым, при этом одинаковые значения d/b в одном случае получались из 
условия d ~ const, а в другом — b ֊ const.

Перед тем. как определить влияние концентратора на прочность стек­
лотекстолита. были проведены исследования по определению кратковремеп-
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кой прочности материала при растяжении б зависимости от ширины ра­
бочей зоны и ориентации образца.

Исследованиями была выявлена довольно интересная картина влия­
нии ширины образца на кратковременную прочность стеклопластика. В 

■табл. I приведены результаты этих исследований со статистической обра­
боткой данных. Эксперименты показали, что для образцов с ф ~ 0 и 90՜ 
(основа и уток) с увеличением ширины образца прочность, как. правило, 
падает. Изменение прочности в результате увеличения ширины рабочей 
зоны образца по двум главным направлениям происходит примерно одииа- 

■ ково. С увеличением ширины в 2 раза (п наших исследованиях исходным 
значением ширины принято & = 15 .чл<), прочность падает примерно на 

I 10%, Еще чувствительнее снижение прочности при ширине Ь = бО .мм 
Здесь падение прочности составляет более, чем 30%. У образцов шириной 
рабочей зоны 10 мм наблюдается некоторое повышение прочности (при­
мерно 5% при '| - 90е). однако статистическая обработка эксперименталь­
ных данных показывает, что уменьшение ширины образца в общем не 
повлияло па его прочность, и в интервале от 10 до 15 мм прочность мате­
риала имеет максимальное значение.

Таблица / 
Зависимость кратковременной прочности стеклотекстолита от ширины образца

Орментап. 
образца 7°

Ширина 
образца 

.«.и

Среднее
значение 

яг.и.м-

Коэффи­
циент ма­

сштаба .V

Количество 
образцов

III Г.

Коэффи­
циент ва­

риации ° .

Показатель
ТОЧНОСТИ 

/Л %

10 44.6 1.00 6 2.33 0.95
15 44.8 1.00 12 3.13 и. 90

II
30 39.4 0.88 6 1.69 0.69
60 31.1 0.69 5 12.15 5.47

И) 23.2 1.04 5 3.37 1.51
4 Г 15 22.3 1.00 5 1.57 0.70
43 30 22.9 1.оз 5 3.62 1.61

60 22.7 1.02 5 4.31 1.93

10 38.8 1.05 5 1.78 0.79
15 36.8 1.00 5 2.30 1.03

Уи 30 33.7 0.92 5 3.96 1.78
60 25.7 0.70 5 5.69 2.54

Интересными оказались результаты исследования образцов, вырезан­
ных г. промежуточном направлении (<| ~ 45՜). Оказалось, что увеличение 
ширины Образца в 6 раз совершенно не повлияло на изменение прочности. 
И хотя при ширине образца Ь ~ 10 им прочность примерно на 4% выше, 
чем при ширине 15 мм, однако, в целом, можно утверждать, что для образ­
цов. вырезанных в промежуточном направлении, изменение ширины об- 
разпв нс влияет на изменение прочности (табл. 1).

Приведенные нами результаты, в целом, соответствуют заключениям, 
сделанным в ГЗ]. Однако, как показывают наши исследования, увеличение 
ширины образца свыше 30 мм, в данном случае вновь привело к чувстви­
тельному снижению прочности.

■1 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 5
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Теперь посмотрим, как влияет концентратор напряжений в виде кру 
тою отверстия на прочность стеклотекстолита. Изменение прочност 
а точнее, влияние концентра ։ ори будем выражать коэффициента

: где зв—- предел кратковременной прочности материала бе
концентратора, -•֊-—условный предел прочности образца при на\нчн 
концентратора. Коэффициент К.г принято называть эффективным коэффг 
циентом концентрации [4, 5].

Рассмотрим случай, когда отношение л = <7. & (фиг. I) принимает раз 
личные значения в результате изменения диаметра отверстия при постояй 
ном значении ширины образца = 15 Значение коэффициента К\, 
зависимости от л и ф приведено в табл. 2.

Таблица 2
Закпсимо271. иффгктинногь хоэффипиептп коицеитрацнн сп ноше лип 

(1:'Ь к у для стеклотекстолита

,.о А - </ Ь (1 — Ь еопъ1 15 л.ч; И—с/ со։»*։ = •1 лд)
г 0.067 одзз 0.267 0.333 0.4'10

1 131 1.49 1.53 1.57 1.54и II 1.23 1 46 1.52 1.45 1.32

4 с 1 1.08 1.36 1.35 1.38 1.37 —
п

1

1.11) 1.32 1.35 1.35 1.37 —

9<։ 1.31 1.48 1.53 1.53 1.54
II 1.25 1.52 1.53 1.50 1.48 —

X = <6, 2« сопя! 1 1 л։.м, <1 1; 2; 4; 5: 6: 8 .ч.м

0.083 0.151 0.267 0.313 0.353 0.421

0 1.34 1.46 1.52 1.57 1.53 1.63
45 III 1.09 1.37 1.37 1.37 1.38 1.37

90 1.30 1.45 1.52 1.59 1.55 1.67

Анализ данных показывает, что центральное круглое отверстие, неза­
висимо от диаметра, является концентратором напряжений, ослабляющим 
тело образца. Об этом свидетельствует тот факт, что коэффициент Ку 

всегда принимает значение больше единицы, В количественном отношении 
влияние отверстия тесно связано с ориентацией образца, при этом она 
больше в направлении армирования и меньше в промежуточном направле­
нии (ф ~ 45 ). Говоря о коэффициенте концентрации, очевидно, следует 
подчеркнуть, что он для реальных материалов вряд ли может принимать 
значения меньше единицы, так как отверстие в таких ситуациях не может 
привести к упрочнению материала. Между тем, как это видно из табл. 3, в 
некоторых случаях для СВДМ 2 : I коэффициент концентрации прини­
мав г значение меньше единицы. Такое, в частности, наблюдается у образ­
цов с ориентацией <; = 0 и 45՜'. 11олучение таких противоестественных ре­
зультатов, по-видимому. всецело связан.т г конструктивными особенностя­
ми материала. Действительно, пластина СВАМ 2:1 в направлении боль­
шого числа волокон в поперечном сечении имеет в два раза больше про­
дольных волокон, чем в перпендикулярном. Такая укладка волокон делает 
материал силпно анизотропным в плоскости листа, в результате чего
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прочность по двум главным направлениям чувствительно отличается (при­
мерно вдвое). Отверстие диаметром 1 л։л (л = 0.067) уменьшает сечение 
образца и. безусловно, вызывает концентрацию напряжений, однако в 
условиях большего числа волокон эффекч копией грации напряжений, по-ви- 
лнмому, выявляется Относительно меньше, чем в перпендикулярном на­
правления, когда количество волокон вдвое меньше. В результате этого, 
разрушающая нагрузка образцов при ф 0 с концентратором в виде от- 
шщетйя = 1 -ч.ч отличается от разрушающей нагрузки контрольных об­
разцов не намного. Следует отметить, что как показывают многочислен֊ 
цые эксперименты, уменьшение ширины образца на I .мл։ совершенно не

Т(1блЩ£<1 3 
(Шсимбсть эффёхтикного коэффициента концентрации 
от огношення df> и y ДАЯ стеклопластика СВЛМ

7
d />, h const = 15 .k.w. d 1; 2; 4; 6 .«.«

0.067 0.J33 0.267 0.400

0 0.96 1.03 1.17 1.25
СВАМ 2:1 ■15 0.95 i.oo 1.1« 1.06

90 1.03 1.14 1.23 1.19

’ ВАМ Ы 0 
№ 1.06

Фиг. I.

^влияет на изменение разрушающей нагрузки (в пределах разброса) в на­
правлении (р = 0°. I так как разность величин разрушающих нагрузок 
для образцов без концентратора и с отверстием I леи меньше, чем разность 
площадей рабочих сечений этих образцов, то в итоге разрушающее напря- 
■ти'нкё при наличии концентратора оказывается больше предела прочности 

Контрольных образцов

«л 'и

Здесь Р.,— разрушающая нагрузка без концентратора; Р-— разрушаю­
щая нагрузка при концентраторе диаметром 1 ч.и; /*.,—сечение кон­
трольного образца; Г,.— сечение образца с концентратором диаметром 
1 ,ч.м.

В подтверждение сказанного, можно привести результаты испытания 
образцов с <р = 90' и результаты испытаний образцов, вырезанных из 
пластин СВАМ 1 : 1 в двух основных направлениях (табл. 3). Во всех этих 
случаях коэффициент Л? больше единицы, что несомненно подтверждает 
предположение, сделанное выше.

Коэффициент концентрации зависит также и от величины /. или же. 
если учесть, что в данном случае изменение А происходит за счет измене­
ния диаметра отверстия, то — и от диаметра концентратора. Наименьшее 
значение коэффициент концентрации, независимо от угла ориентации q.



имеет при '/■ 0.067. то есть, когда d = 1 леи. Затем коэффициент концен­
трации возрастает, однако в промежутке от л = 0.133 до Л = 0.400 изме­
нение составляет не более 5% («| О'). Следовательно, в результате про-,
веденных исследований мы можем заключить, что после того, как Л приоб­
ретает значение 0.133 или начиная с диаметра (1 = 2 .ил։ и выше. количе­
ственным изменением коэффициента концентрации можно пренебречь не­
зависимо от ориентации образца.

Рассмотрим теперь случай, когда величина /. имеет тс же значения, 
что и в предыдущем случае, однако здесь постоянным остается днаметс 
концентратора, а изменение л достигается изменением ширины образца. 
I 1ринимая диаметр отверстия d = 4 л։.ч постоянным, ширину образце 
варьировали так. что /. принимала значения 0.400: 0.333; 0.267; 0.133 и 
0.067. В табл. 2 даны результаты экспериментального исследования влия­
ния концентратора на прочность материала, когда при постоянном диаметре 
отверстия меняется ширина образца. Необходимо отметить, что в ЗтОК 
случае концентратор и масштабный фактор действуют на образец одновре­
менно. Поэтому в данном случае при расчете коэффициента концентрация 
необходимо внести корректив масштабного эффекта. Приведенные в табл.2 
значения коэффициента концентрации рассчитаны по формуле, учитываю- 

՝ - к \ fщей также к масштабный эффект ЛР~------- ՛ здесь б/ —масштаоныи ко­

эффициент.
В качестве масштабного коэффициента принято отношение условного 

предела кратковременной прочности образца данной ширины к пределу 
кратковременной прочности образца шириной 15 л։.»։.

Наименьше։ влияние отверстия, как концентратора, здесь, как и в слу­
чае — const, наблюдается при 7. = 0.067, то есть когда 6 «г- 4и.ч .г 
b = 60 л։.ч. Наибольшее влияние концентратора для случая (р = 0 и 90՜ 
обнаруживается при /. ~ 0.267. затем с увеличением Л влияние концентра­
тора снова уменьшается. Однако при более строгом подходе можно заме­
тить. что к я этом случае для значения /. = 0.133 и выше, изменением 
коэффициента концентрации можно пренебречь. И действительно, в случае 
•I 0' среднее значение коэффициента А։, для л 0.133: 0.267: 0.333 и 
0.400 составляй'! !.44, при максимальном отклонении от среднего -— не боль­
ше 8%. Е случае, когда гр =90°, среднее значение коэффициента для пе­
речисленных случаев составляет 1.51, а максимальное отклонение от сред­
него значения не превышает 2%.

Если пренебречь сравнением средних значений, то можно, по-видимо- 
му, сделать заключение, что когда изменение À происходит за счет изме­
нения ширины образца, то максимальное влияние концентратора наблю­
дается в случаи /. - 0.267 При больших или меньших значениях л влияние 
концентратора ослабевает.

Несколько иная картина наблюдается при испытаниях образцов с 
ориентацией q = 45\ И хотя здесь также наименьшее влияние концентра­
тор оказывает при л = 0.067, однако, в целом, можно считать, что влияние 
концентратора не уменьшается в зависимости от величины ?.. Действитель­
но. при гр = 45е для пяти значений Л среднее значение коэффициента кон- 
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veniранни составляет 1.3. Максимальное отклонение от -»того значения со­
ставляет менее 4%. Естественно, таким разбросом можно пренебречь, счи- 

• тая, что приведенный ряд значений коэффициента концентрации с изме­
нением л нс меняется.

Наконец, рассмотрим вариант, когда при изменяющемся диаметре кон­
центратора несущее поперечное сечение образца остается постоянным, то 
есть неизменной остается номинальная ширина образца (2« const),

По-ви димому, это именно тот вариант, когда влияние диаметра кон­
центратора на величину эффективного коэффициента концентрации выяв­
ляется однозначно.

Во избежание побочного влияния масштабного фактора номинальная 
I ширина образца была принята 2а = 1 I м.ч. Тогда при диаметрах отвер­

стии 1; 2; 4; 5; 6 и даже 8 леи фактическая ширина образца находилась в 
интервале от 10-и до 20-я ,»։.м, что обеспечивало получение для прочности 
максимального, достаточно стабильного значения» [3].

Здесь, как и в предыдущих случаях, особо нужно отметить результа­
ты, полученные от испытания образцов, вырезанных в промежуточном на­
правлении = 45°. Весьма стабильные значения для коэффициента кон­
центрации получены независимо от диаметра концентратора. Этот момент, 
no-видимому, особо замечается уже потому, что я случаях ф 0 и 90 при 

I х/ Й ,м.ч наблюдается резкое повышение значения коэффициента кон­
центрации, тогда как при 45 значение коэффициента коиценграции 
совершенно не изменяется. С другой стороны, заметного различия в зна­
чениях коэффициента концентрации по каждому отдельно взятому углу 

I ориентации образца, независимо от метода исследования, не обнаружи­
вает^;

На основании проведенных исследовании можно заключить следующее:
1. Кратковременная прочность стеклотекстолита, определенная на 

плоских образцах путем одноосного растяжения, тесно связана с шириной 
рабочей зоны. Максимальные значения прочности получаются при ширине 
|С—15 м.к. С увеличением ширины образца прочность падает.

2. Круглое центральное отверстие, независимо от диаметра, ослабляет 
тело материала, вызывая концентрацию напряжений.

3. Величина эффективного коэффициента концентрации напряжении 
[зависит от отношения диаметра концентратора к ширине образца и увели­

чивается с увеличением этого отношения.
4. Для практических целей после того, как отношение (' к Ь приобре­

тает значение 0.133 и выше, изменением коэффициента концентрации мож­
но пренебречь, принимая его постоянным.

5. Эффективный коэффициент концентрации практически не зависит 
от того, за счет какого из двух параметров (d и Ь) происходит изменение. 
Однако. если изменение происходит так. что номинальная ширина образна 
(2а const) всегда остается постоянной, то с увеличением диаметра кон­
центратора коэффициент концентрации растет.

6. Коэффициент концентрации зависит от ориентации волокон. Он 
больше в направлении волокон и меньше в промежуточном направлении.
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7. Величина коэффициента концентрации при прочих ранных усло­
виях (л и <р) зависит и от структуры материала. Он больше у тканого ч 
меньше у ориентированного стслкопластика (СВАМ).
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ON INFLUENCE OF CONCENTRATOR ON THE STRENGTH 
OF F1BRO-G LASS-REINFORCED PLASTIC

M. M. MARTIROSIAN’. A. N. KAGRAMANIAN

Sum m a г у

The results of experimental investigations on influence of strain 
concentrator in the form of circular hole on the momentary strength of 
orientated fibro-giass-reinforced plastic and fibro-glass laminate are 
presented. It is shown that the influence of concentrator depends both 
on the ratio d b and orientation of the specimen and the structure of 
the material.
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Л. Н. ОЛЕЙНИК

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ЭЛЕКТРОУПРУГОГО 
СОСТОЯНИЯ ТОНКОЙ АНИЗОТРОПНОЙ 

ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ IЮЛОСЫ

Исследовано электроупругое состояние тонкой анизотропной пьезо­
электрической полосы при заданных на боковых поверхностях физических 
воздействиях.

Задача решена методом асимптотического интегрирования грехмерных 
уравнений электроупругости |1|. Граничные условия па боковых поверх­
ностях удовлетворены с помощью вариационного принципа Лагранжа |2], 
обобщенного на случай пьезоэлектрической среды [3].

Определение электроупругого состояния типа пограничного слоя све­
дено к решению бесконечной системы линейных уравнений.

Аналогичная задача о равновесии пьсзЬкерамической пластинки с 
электроднрбваняыми плоскими гранями решена методом однородных реше­
ний в работе [4].

§ I. Рассмотрим гонкую анизотропную пьезоэлектрическую полосу: 
О Յղ-^շ/յյ, | .г21 <2 • 1*11^. А, հ (фиг. 1). Будем считать, что 
плоские грани полосы неэлектродированы и свободны от внешних фи­
зических воздействий, то есть

при х, с А (/֊-1,2,3), ՀՀ 0 (1.1)

Действующие на полосу механические усилия, уравновешенные силами, 
приложенными на бесконечности, и распределение поверхностных электри­
ческих зарядов, как и в работе |5|, заданы па ее боковых поверхностях

при х1 — О, 2Л1 է\յ Շ(*շ>.՝ն), 4-з (л-2, х3) (1.2)
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Следуя А. Л. Гольденвейзеру |1|. электроупругое состояние полосы 
представим как сумму медленно затухающего вдали от краев электроупру- 
того состояния, которое строятся при помощи основного итерационного 
процесса [6|. и быстро затухающих электроупругих состояний, которые 
строятся при помощи вспомогательных итерационных процессов.

§ 2. Для построения вспомогательных итерационных процессов вос­
пользуемся термодинамическими соотношениями, связывающими механи­
ческие напряжения и компоненты электростатического смещения с меха­
ническими деформациями и компонентами электростатического поля Они 
имеют вид [7]

Т чЕ - еЕ, Л = 4т.еЕ -ф (2.1)

Уравнения электроупругого равновесия при отсутствии массовых сих 
н объемных электрических зарядов можно записать так (8]:

/.7,7 О (А у = 1,2,3)
Введем безразмерные величины

Г _ - хз . Ач — —’ 'л —---- ’ ~---
А * а /1 «

где п некоторый линейный параметр, и дифференциальные операторы

^ = ֊4» ^=4-(/“2>з) (2.4)
<А/

Будем считать, что л <С I. Предположим, что электроупругне харак­
теристики полосы можно представить в следующем виде:

(2.2)

(2.3)

«I,, у й.՞’)
« о

(2.5)

Здесь u,.(m = 1, 2, 3) — механические перемещения, с — потенциал элек­
тростатического поля, i—некоторые целые числа [6].

Учитывая соотношения (2.1), из (2.2) получим систему дифферен­
циальных уравнений

(ch О\ 4֊ С55^3 — 2<.-|5С/1С'3 ) ll\" [cu/Zj 4֊ cf.tfii ’ (Сы С.%) Я՝/' -֊

-Г [cs5?i с$ь<>з (с(з-|-C$s) (ei։ -֊ ei:j 'V4]v<"' =

= -֊ 2 (с«л/3 т C^V'2) l/j" ՛՛ - | (с?5 I cfj 4/Л т՜ (ch -г- Ct6> ч՝:'

[(ch 1՜ cfs) - ( сы -г см) из" * Н՜ [(eie Ь

-Ь (ег։ -I- е։в) ^/4-] У 11 ■“ ch^b.՛?' ’’' - c^diui '* ci.o^u ■' • :-.։1 >.v
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Ciyd'i ■ (eft 4 c£) <A4] «JA) (cvt/h՜ 4- c-A 3» 4֊ 2ct,<X։ <)j) ill՝ —

— -Г 4՜ (cj. • c£) li -|e։.</։ e3iOj (eu 4֊ e1։) v՛՞ —

— — [(cfj 4- С4б) •• (cr՝ 4՜ c<v.) «/՛ '' — 2 (c24^/)j 4՛ с£/^/л) 4

|(cvj - cf-i)д..дл 4֊ [c->i | сД) tf/ZJ tZf 1 4-[(e3. e2l) dtf)3 4

:֊ (e.c 4՜ в;.;) <?jdj '*' — ca^Au" '՝՝ -cwfiii: ‘ c.$u* ?l 4- e ■ ”*
(2-6)

|cj$31 с^дз 4 (rf, — cs\} 0j<y u\" 4- [с.5Д1 с:и<7з 4՜ (cis - cjj’4 dj ui՝ 4

4՛ (cS? 4- ckid'i 2сз5^14։)«з’) 1֊гц(/' ~ (eu 4՜ c.15) t',"> =

-- — [(<?4S 4՜ C3s) (ch • CsV) <4 4J uj"՜'' Цсд Сак) <\<>л 4՜

4 (cfs c£)5։ <4.) и11 2 4՜ U'3 " 4՜

— l(e23 + « 4) <Мз 4 (ен + v“' ’ ~ '* —
I _ - с&ЫГ* + егЛ’<П՜2’

4՜ [en<>j е304*з 4՜ (ел 4՜ <4.՛.) ’ 4՜ 4”[ej։jdi 4 4-

1 (eu — еэв) d։<y,] и'/՛' 4-[e1:,(7i 4-eJ3^3 ֊ (eu <?jj) ^3)«зл) 4՜

— 4՜ £з/^ 4՜ 24^։^а)^(Л ֊ 4-[(е-5 -г ем) <Z/>3 ■

4 (в2. 4- e։u) JjC/.J щ '" ֊ 4- [(е։г | е..4) д.:д3 • (е։3 4 е..։1)с/։<]

~ 4՜ [С&э 4 в-м) <?2^3 (е։.։ ֊г е25) и'п —2 (з^* д3 !֊ г\'>Оуд.,) :՛'л

— 4-e...e/<ir/i''՜՜’ — 4"e2/6w2'' '' - 4r:e..4f/jM->՞՜՜՜1 — 2$2<^v՝

IL< условий (1.1) найдем условия на плоских гранях полосы:

при Ч = - I 6з = о, D'f = О (2.7)

1 раничные условия на боковых поверхностях полосы будут сформули- 
рояаны ниже.

В уравнениях (2.6) и в дальнейшем будем считать что величины с 
индексами И равны нулю при < 0.

§ 3. Для кристаллов моноклинной системы | 7 J уравнения (2 6) — (2.7) 
распадаются на две группы, которые можно решать независимо друг or 
друга.

Первый вспомогательный итерационный процесс описывается соотно­
шениями

(с«У1 1 cmi^ ■ 2с5б^1^а)“^" [eJt!di ֊֊ е3^л (е3(5 4֊ еп) <У. 4J г' "-

— [(c։f> 4 сД) (сг> 4 Сек.) ~ Кс2’ ՛ с») (,^з

4 (cis 4 с<<>) " с-21(^и> '։ 4 e^d'iv’' “ (3.1)
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4-[e,n<?i -г (ei։ 4 ем) |Д։> 4 (4<)?4՜ ^хКЛч : 2-i:/\^j) t՛1'?

= “ 4"((e2j 4 ®ae) <Ma -I- (e2l -•֊ <?je)tf։tf.]щ n — 4֊[(e23 ~ ea4) 02d3 {

(eu eui) из 11 ֊ 4*e2$u{' -'— сЬо-л՛'1

при h - ± 1 /Й' » № =- 0 (3.2)

Для второго вспомогательного итерационного процесса будем иметь

(си<)] • 4- 2c^/)j) й*'0 [cfs^i 4 сз5^з 4- (ей css) 4^] и<^ —

’(<-՝§ ■-c'if,) f)j)3 : (ch-Г с§.) оА] «2՜ ° : I (еа$ 4- еаб) д203 4 

4( 1 - - (3.3)

pis^j --г-35 '3 (с.И г Css) 4411й։' (г5--/>: 4-2cs?>jC*a)f/3n> =

[('•w 4 С44) 4 (cfs 4 CH.) c/jO.J п? ՝ 4֊ [(вм3 4 <?м) 4Д 4

4 (։-*1.1 4 <-*uJ '7/ZJ г ‘ и —

при $з=±1 1^ = 1^ г= 0 (3.4)

Об։цее решение однородной системы (3.1) ирсдстаиим в виде

и? - 4 е;4<?з4֊ (еза ен)^<>3)ехр (',<Л) !" (с։, 4)

v"՝ (ей ֊ ей 4 2С&А) ехр ^Ki (Ц, (3.5)

где 1) — корни уравнения

4՜ kie -г (ен 4 езв) т, 4- ем4՜]'* - (ей, 4 2ci>>; — с-нт) (гн 4 2=-^ s^r/) о
(3.6)

Из термодинамических неравенств [8]

С.н։,| Сn\n-.Cnnf &>мл . &mtn *лп (3-7)

следует, что уравнение (3.6) не может иметь вещественных корней.
Для электроупругих характеристик первого процесса получаем сле­

дующие представления:

й" у ехр (-./7л) ir/Г (Г։, -..), V ■ ՛ 4 э.,5; ехр (;?. ?5)
/-1 ։

֊ V ..,^ехр(,/л) W‘S' (iv у. 7,5’= 4*/,^e»PbУ 
2^1 Л֊։

Й''-У «„^exp(vA) ։V;,’!(Г., у, 55я1-у<15‘ехР<^з^)^;,>(-7 :=) 
■՝' • 2 1

(3.8)
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Здесь а/։, 3.], о.,, с/Р </,։ — комплексные коэффициенты, зависящие 
от и электромеханических постоянных полосы.

Возьмем функции 1Г"1 (:։, :.) в виде

Ж’ (Г,. У -֊- ехр (- < -11,) 1₽՛';” (=.,) (3.9)

Горда из граничных условий (3.2) получим дисперсионное уравнение отно­
сительно у

со54' = 1 (3.10)

Выберем т։ и •• так, чтобы выполнялось условие

Ке(/^-)>0 (3.11)

I огда функции (3.9) будут убывать с увеличением :1, характеризуя элек- 
троуцругое состояние пограничного слоя.

Первое выражение (3.8) принимает вид

где Лн, С'}*, некоторые комплексные постоянные. Формулы 
для остальных выражений (3.8) имеют ту же структуру.

Общее решение однородной системы (3.3) строится аналогично. Для 
него характеристическое уравнение получается таким:

И+(с§ ■ С1з) ' : Сз5-8]՜ (с? 2с(з>-Г С55? ) ( - 4֊ (Л 3) ֊ 0
(3.13) 

дисперсионное же уравнение совпадает с уравнением (3.10) первого про­
цесса. Как и в работе 19]. можно показать, что корпи уравнения (3.13) не 
могут быть вещественными.

Выражения для характеристик второго процесса имеют структуру 
(3.12). Например.
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Частное решение неоднородных систем (3.1) и (3.3) зависит от преды­
дущих шагов обоих вспомогательных процессов. Его построение не пред­
ставляет принципиальных трудностей.

Для удовлетворения граничным условиям ( 1.2) воспользуемся вариа­
ционным принципом Лагранжа [2], обобщенным на случая пьезоэлектри­
ческой среды [3]:

Г 1՝ / 1( |( 

$

[[(Г։&, ! Г?.«,- 77Мо-3гу)</5 (3.15)

$

где 5 — боковая поверхность полосы.
Варьируя в уравнении (345) поочередно граничные значения первого 

и второго процессов и приравнивая коэффициенты при одннаковогх ва- 
> (п) ‘л) х («> > I») -ркацдях '>нм.х. '.зч?'., получим бесконечную систему ли­

нейных уравнений относительно функций ш?։<•(:..), и’дн-(;й), «Ап-(Е), 
и’а.д Матрица этой системы одна и та же для всех приближений 
и зависит только от электромеханических постоянных полосы.

ч При проведении численных расчетов была рассмотрена полоса 
шириной 2^| ՝-$> 2/1, изготовленная из кристалла сульфата лития, когда 
кристаллографические оси У. 2 направлены по осям координат х-, л,. а 
ось Л’ под углом 17 18' К X. [ 10|.

Граничные условия на боковых поверхностях (с։ О, 2/-’. '/։) прини­
мались в виде

= Гв-6»'=0, О, = 4П.-։Г (4.1)

Используя выражения для элсктроупругих характеристик основного 
итерационного процесса [6], в случае, когда 7¥=0, п — 0, с точностью до Р 
будем иметь

при гл = 1 = 0.33 при т ~ 2 /и — 0.20 (4.2)

Если же </ = 0. б=^0, то с точностью до п получим

при т = 1 Е>} — 4.19; при т 2 /Д — 2.51 (4.3)

В табл. I приведены в случае 1, 2 с точностью до </(о = ()) суммарные 
значения механических напряжений (П(/Л = I. 2). а в случае 3, 4 -и точ­
ностью до гг((/ = ()) суммарные значения электростатических смещений 
0,(ш = 1. 2).

Сравнивая основное решение (4.2) и (4.3) с результатами, приведен­
ными в табл. 1, приходим к выводу, что для рассматриваемой задачи элек- 
троупругое состояние типа пограничного слоя проникает в глубь полосы и,, 
расстояние до 2>1.
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Таблица 1

•։

ն 0.3 . Ь 0.6 <3’0-9
•/՜.

©
I1

05

Ժ
•л

-< ՜
=

Й 
С

»л
О

0.0 0.06 0.06 0.06 0.34 0 34 0.34 0.83
0.83 ! 0.83
0.35 : 0.510.1 0.23 0.12 0.07 0.23 0.21 0.2'. 0.26

1 0.2 0.30 0.23 0.12 0.29 0.23 0.21 0.2.9 0.26 0.351 0.3 0.33 0.28 0.18 0.32 0.26 0.22 0.32 0.27 0.2«
0.4 0.33 0.30 0.23 0.33 0.29 0.23 0.33 0.29 0.26
0.5 0.33 0.32 0.26 0.33 0.31 0.25 0.33 0.31 0.27

0.0 0.01 0.01 0.01 0.11 0 11 0.11 0.68 Ո.68 0.68
0.2 0.18 0.13 0.Ս5 0.17 0.11 0.09 0.17 0 13 0.18

•) 0.4 0.20 0.18 0.12 0.20 0 17 0.11 0.20 0.17 0.13*■ 0 6 0.20 0.19 0.16 0.20 0.19 0.11 0.20 0.19 0.15
0.« <>.20 0.20 0.18 0.21) 0.20 0.17 0.20 0.20 0.17
1.0 (1.20 0.20 0.19 0.20 0.20 0.18 0.20 0.20 0.18

0.0 1.09 1.09 1.0 4.59 4.59 4.59 10.52 10.52 10.52
0.1 4.08 3.61 2.84 4.24 4.44 4.65 4.35 5.13 6.51

3 0.2 4 18 4.03 3.61 4.19 1.24 4.41 4.19 4.35 5.13
0.3 1.19 4.17 3.’*4 4.19 1.19 4 30 4.19 1.21 4.58
0.4 4.19 4.18 4.08 4.19 4.19 1.24 4.19 4.19 4.35
0.5 4.19 4.19 4.14 4.19 1.19 4.21 4.19 4.Р 4.25

0.0 0.10 0.10 0.10 1.74 1.74 1.71 8.89 8.89 8.89
0.1 2-42 2.05 1.43 2.55 2.67 2 66 2.64 3.28 1.51

ւ 0.2 2.51 2.42 2.05 2.51 2.55 2 67 2.51 2.64 3.284 0.3 2.51 2.50 2.31 2.51 2.52 2 60 2.51 2.53 2.82
0.4 2.51 2.51 2. 12 2.51 2.51 2.55 2.51 2.51 2.64
0.5 2.51 2.51 2.47 2.51 2.51 2.53 2.51 2.51 2.55

Автор благодарит А. С. Космодамиаиского и В. I I. Ложкина ;»а поста­
новку задачи и полезные советы.
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ՐԱՐԱԿ ԱՆԻՕ.11ՏՐՈՊ Պ31Ա>11 ԷԼԵԿՏՐԱԿԱՆ ՇԵՐՏԻ ԷԼԵԿՏՐՈԱՌԱՋԴԱԿԱՆ 
ՎԻՃԱԿԻ Ա11Ի1րՊՏք1ՏԱԿԱ.Ն ՎԵՐԼՈԻՈՈԻԹՏՈԻՆԸ

II. մ ւ|ւ ո փ ո ւ մ

Ուսումնասիրվել Լ րարակ անիզոտրոպ պչեղոէքեկտրական շերտի Լլեկտ- 
րոաոտձգական վիճակր նրա կողմնային մակերևույաների վրա տրված 'իիղի֊ 
կական աղդեցութ յոլնհրի գեպրումր

Խնղիրր քուծվել Լ Էէեկտրաաոաձղսէկանուք) յան եռաչափ Հավասարում ֊ 
ների ասիմպտոտական ինէոեզրմ ան մեթողով։ Կողմնային մ ակերևոլյթների 
մրա եզրային պայմաններր ր՚սվ արարվեք են Էաղրանմ ի վարիաւյիոն սկզրուն րի 
•պնուիյամր, որն րնղհսւնրուցվեք է ւղ յեղոէքեկտրտկան միջս/վայրի ղեպքի 
Համար ւ

1! ահ մ ան աչին շերտի տիպի էլեկտրա առաձպա կան վիճակի որոշում ր ր-՚ր~ 
։1 եք է գծային Հավասարումների անվեր՛ջ սի-ւտեմ ի ք1ււ ծմանրւ
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ASYMPTOTIC ANALYSIS OF ELECTRO-FLEXIBLE STATE OF 
THIN ANISOTROPIC PIEZOELECTRIC BAND

L. N. OLEYNICK

S u m m a г у

The electro-flexible state of thin anisotropic piezoelectric band is 
investigated with physical effects given on side surfaces.

The problem is solved by method of asymptotic integrating of 
three-dimensional equations of electric flexibility. The boundary con­
ditions on side surfaces are satisfied by the Lagrange variation principle, 
generalized for the case of piezoelectric medium.

The definition of electro-flexible stale ol a border-layer type is 
reduced to calculation of an infinite system of linear equations.
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Ф. !l ГРИГОРЯН

СИНТЕЗ НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ С НАПЕРЕД 
ЗАДАННЫМ СПЕКТРОМ

1. В ряде работ [I—4| рассмотрена задача: лая вполне управляемой 
системы

dx
dt

Ах Г!и

построить скалярное управление

и — Вх

(J. //. В֊ постоянные матрицы с размерами соответственно пХ.Ф нХ1, 
1Х’>) так, чтобы замкнутая система имела наперед заданный спектр 
?h (՛•/ const, j — 1, 2.....  п), иными с чеками, построить ма­
трицу 2> так, чтобы матрица (А НВ) была подобна диагональной 
матргцй с заданными диагональными элементами.

Аналогичная по смыслу задача для нестационарной системы

— --- .4 (t)x Н(1)„, и - /1(1) х 
di

(1-1)

(.•!(/), /7(0, В(7) — матрицы с размерами соответственно «Х^. '-’Х^֊', 
шХл) я [5] сформулирована следующим образом: построить матрицу 
/ДО гак, чтобы матрица [/1 (/)--/7(/)Ь’(О I была кинематически подобна
днагенальнон матрице, диагональными элементами которой служат задан
ные числовые функции '"(()> '?(/).....  '՝.'(/). то есть чтобы

К՜՝ (А + НИ) К К \(l) diag (-.'■(/)..... £(/)) (1.2)
dt

где Л—некоторая невырожденная дифференцируемая матрица. 
Последняя задача рассмотрена в случае, когда на рассматриваемом

интервале J изменения / функции <•'(/) удовлетворяют условию

р/(б — '■? (01 -> а ■ О, Z 7, j - I, 2,..., п

В работе [6| рассматривается система со скалярным управлением <։
случае л‘; (О 0. / = I, 2..... а.
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13 настоящей статье решается задача в наиболее общем случае. 
Задача. Пусть для нестационарной системы

А (I) X + Н(1) и, и = В(։)х (1.3)
сП

где х и и— соответствен но (н. X I) и 0«Х 1)- -.матрицы фазовых коор­
динат и управляющих функций; Н(1), —матрицы с размера­
ми соответственно Я X Л. п X 111. 'Л X П и элементами, дифференцируемы­
ми по / на рассматриваемом промежутке [Г. /) любое нужное числе раз. 
матрица управляемости [7|

<?(0 ■■[«„ >-лН....... «՛ 'Я,; Н,. ЦН........ Г/

Н„, СлН„.....  Сл"'~'нт]

где Н,- Н{(1) (/ 1.2,.... /п) столбцы матрицы //(/) (//։ (/),...
.... /7«(/)), л. порядок г-ой подсистемы, ' пП1 — п,

Ц.7,= А^'Н,-—Ц֊^֊՛ к = 1,2,...

&Н,-//., 1 = 1,2.....  т

имеет ранг ■>/?» при I < |/„, 7‘). требуется построить матрицу В(!) так. что­
бы матрица [Л (I) 4֊ /7(7)£>(/) ' была кинематически подобна диагональ­
ной матрице, диагональными элементами которой служат заданные число­
вые функции

М*)» МО....:։о(0: о» о.....  0; МО. МО.... :\П։(0.
ГЩ ‘Г՜ т: 4- тл — п

при

|:՝.(0 :‘/\0 |> а > о $ 1, 2,..., т3)
։■»(/)* о, 15(0+и. (О (1'4}

то есть, чтобы

(А^-НВ)К (1.5)
(II

где

л (/) = (Паа (ч,Л;^(/); о, о.....  0; р։ И„1։(/1)

/у— некоторая невырожденная дифференцируемая матрица.
2. Введем в рассмотрение систему

А (-) х ± Н(-.) ВI-., г) х, -. = 3/ (2.1)

содержащую параметр г.
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Все построения, проводимые ниже, имеют относительно г тождествен­
ный характер, и потому онн сохраняют силу и при ։ ~ I. когда системы 
(2.1) и (1.3) совпадают.

Предполагается, что собственные значения матрицы А различны и 
отличны от нуля.

Матрицу /\ представляем н виде

A=A(v, £) /.(/) (2.2)

где

-X (0-diag«(/), /с(/), £.,)

—матрица преобразования к диагональному виду системы

1 = ^
матрица 3(a) представляет собой матрицу Жордана

/(>)-diag(rmt, Г»., Л։)

где I’m, — матрицы сдвига порядка гп} и т. соответственно, 
A1 = d։ag(pl,.... pm։).

Как показано в [8] (стр. 169—170),

7.։ (/) ехр (ГМД (/) = exp (Г,„./)

Матрицу Л представим в следующем виде:

А -- (Al,..., Xin,« А,.,, Aj«,| ГЯ.» А„„ If*., А.)

и обозначим

А(>п,) (Ар..., Aw,)А(т <nt) ( А.т,, ՛ i,..., Ащ, . „,.) J ^(п) (А։-1,..., Ал)

(* mt -|- т.,)

Матрицы А\т,). АГ^т, • г,.,., А՜,,,) представим в виде

^т>} = {Кх(-; И,.... А'л..(’> 0)7-։(6 А'(т.)0, Я)Л(0 (2.3)

АЪ> S).....  А.ит.С, -:))Х2(0 = НХ..(О (2-4)

А(.() (Лх-|(՜, -)>■■•՛ Алл(՜» -))/-/»,--(". -)

К(՛, е) и В(~, s) строим п форме рядов

Л'= К -\- V В--= (2.5)
А-1

где
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Л' = (ЛЛ„,>, /Со, ֊ (Ай>. К&, А'й')

Тогда система уравнений (1.5) распадается на следующие подсистемы.

(Д + НВ- ^Е)к1тЛ(1) -- ։^'Х, 4 К^—'֊ 
(1՜ <П

(А 4- ИВ) К,., X. (/) = = 7, + &
</- (/{ 

(А НВ)к„,.֊-к„..\1 г^- 

или соответственно [8] (стр. 169):

(А + НВ-(2.6)

(А 4֊ НВ) К(,։ = Д։)Г„, 4- ։ (2.7)
</՜

(А 4- НВ) Км = ^Л,Л։ •• в (2.8)
(г-

Приравнивая в (2.6). (2.7). (2.8) члены, содержащие у в одинаковых 
степенях, получим:

(А - и<(£ - НВ») ֊= Гт, (2.9)

(А - НВ.) 4- НВ^К^л = К,|Д',1՝„, 4- Д՛^’1 (2-9'>

{А |- НВ^) АГ(9) = А(в)1 гя, (2.10)

(А | НВ.) Х'й1 + нв.к{,у = хй'г-. -г д!?)՜11 (2Л0-)

(Л }-НВ.)Км Км.\у (2.11)

(Л 4- НВ.) М*1 4- Ц%՜” (2.1Г)

Д'й>" == - н у в, 4֊ (2.9")
। а-

л֊1 ,к(1- I)
0^,-4= ֊ Н у В, ХЙ՜'1 -Г ^-7— (2-10")

1-1 а՜

О՝ы ” = - Н у в, хйг'' + (2. н")
1 <7՜

Из (2.9). (2.10). (2.11) следует
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(А + НВ0) Гл„ Л։)М У(н0) -•

4֊ К^Гп,М^ 4֊ К^\М(п} (2.12)

Пользуясь соотношениями, приведенными в [8] (стр. 115, 224). по­
следнее равенство можно представить в виде

(А | НВ. \10Е) К(т,)Г1П1М(,П1} -| А<0)/М1<— }‘Г() М,а; 4՜

4- (2.13)

где

М = К 1 = (Л/(я)

В ,
Соотношение (2.12) показывает, что К есть матрица преобразования 

матрицы (А -\-H13c) к нормальной форме Жордана /(/.) в случае, когда 
все собственные значения матрицы (А ֊֊ НВ.) суть

Но»-» о..... 0: ъ»-, н«,

Построение матрицы В. из условия равенства собственных значений 
матрицы (А -\-НВп) заданным числам в случае многомерного управления 

I может быть проведено по соотношениям, указанным в работе [9].
При этом в соответствии с (2.9), (2.10), (2.11) или с (2.12) столбцы 

матрицы К определяются равенствами

(4 НВ. ИоЕ)А՜ =0, (.4 НВ.)К.п^ = 0, (А + НВ.)

(4 г нв. ֊ ։ЧЕ) к, - а;,(л-|-вдл;11? = а;1.ь(4 нв0)кл 2=рХ—՛ 
::::::::: :::::::: :::::: (2,14)

(4 г НД-н0Е)А'ж. А„„. (4 4֊ НВ.) Кг = К ։; (А НВ.) К., = птКп

Перейдем теперь к построению А1՝1 и В^, к — 1. 2,... . к-е равен­
ство (2.9 ) эквивалентно системе уравнений

(А + НВ0) к}“' ֊ нв.к, М‘"

(Л - -֊,!■: нв„) к^' + нв,к: = л!‘-։| ՛ М‘՜” 

(А и<>1-. т HBJ К):,' + НВ,Кт. rit1 , + rit՜"

Умножим полученные равенства слева соответственно на Е„, (А ֊ 
-НВ.),..., (4֊ P(jE- НВ.)՛'" ' и после сложения, преобразуя с уче­

том (2.13), получим

67



/В,К, \

«7= ВкК2 = Л^Х՜՜'1
\ВкКП1)

где

(2.15)

И* = /;’Л ” + (А -ь НВ. иЛ) М*՜" 
+ ..,+(Л4- НВ.-’^Г' (2.15')

" М,Н М.Н М3/7 •• Мт՝н

М.Н — М3Н м.н 0

• • • • • •
1Г = ' м^н Л€. 177 Мт,н • • 0 Г2.15")

м^н Мп.// 0 .. 0

мл 0 0 .. 0 1..
Из условия управляемости следует, что 15]

\]|Л/я.Л֊1^0 (2.16)
4»|

В общем случае система (2.15) может быть и несовместной, но всегдч 
имеет одно и только одно наилучшее приближенное решение (по методу 
наименьших квадратов) [10].

В силу условия (2.16) решение системы (2.15). представленное псевдо- 
обратной матрицей IV , имеет вид

В/сКг \

вкк2 |= 1Г мт,И*-” 
в\.кт. /

(2.17)

Здесь И'՜' — II7* (№'№'*) ՛, 1^* -сопряжённая И7 матрица. 
Если обозначим

то (2 17) можно записать в следующем виде:
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г։+

|₽г

г„.

։^1 

иСл

1^(>Я| - 1)»։ 4-1

1}т ■ 2

^п. 1)т • т

(2.18)

Из (2.18) следует вид для «растянутой» .матрицы

В,: = (Ь\к]. Ь[к])

в следующем виде;

/лк„ К.,..., £,,) о \

(М*1, б1/1......бкч) (К... к..,.., К„.)

\ О (К.» Кт1) .

= (1Г, Мм$ ", 1Г(£|_։и+Л"..>Л‘՜11! (2-19)

..... ";...;

|г„,м„„,Л‘ ", ис^л^!1՜",...,

Преобразуя (2.10 ), как (2.9 ). получим 

I ВьКщ-ц \

V вл,,2 ) = л/(т,.т,4‘-" (2.20)

\ В։,- А։П|4-211։ /

где

V + м I- нв^ ֊'.! :-■ ■ -+(л + нв.г՝՜'^<2.20')

£1 — матрица порядка /н. X имеющая вид

Л/тг|.з// ••• [

м„,+-н м„։)н мт,..н ■•• о

2= 2Я Н М„' „Л ՜ ՜ 0 (2-20,)

М»,4-т։-1 // Мт^тН 0 • • • 0
мт^н о о о
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у IM„ ֊гл,/Л-1^0 (из условия управляемости). (2.21) 
/Si

В силу условия (2.21) равенство (2.20) решаем посредством псевдо- 
обратной матрицы Q .

/ ВкКтх^ \

BkKm^.2 |=2'лг(т, (2.22)

\ /><•К.ГП, I ,,, /

здесь 2' — 2(22*) ։։ — сопряженная 2 матрица,

/ \
2 I :\ о /

Из (2.22) получается аналогия (2.19)

^ЧЯ1+ ։»•••» ^Сп.тт.) 0 \

Кт^т,) | =

О (А,->։1Щ, ^֊т, — 2։**ч ^m։t«M*)/

= ", "...., 2(У-»„.к

". ...... <->Л.֊ъ, ;...;

"..... 2('m. -»„֊„.V։,,«//՜") (2.23)

Преобразуя равенство (2.1 Г), получим

d!a?(/(։>0). ' ™,. А1)ОЙ + Л/НВ^,, = 0£^1 +W)՜" (2-24)

где

ОЙ=^А'Й-(Г2Д..... Q'?\Q^= : . 7 =
՝. о1*1/ ։ = « + п‘ ПУ f

Система (2.24) распадается на следующие подсистемы:

dSajf (./ (!֊,>, Г„,„ Л,) Q'" + МНВЛ, = ч.О!" г MD'f " (2.25)

э = а 4- Л /==1, 2.....  т3, и, - ;i,u =

Представим матрицу (/.-՛ в блочном виде

Qt*’=w...е,.,......... «g>; ...е»'
(штрих означает транспонирование), тогда (2.25) распадается на следую­
щие подсистемы:
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/ \ /' 9Й1 \
А.М : : +М:гП1)Р’А 11 (2.25')

՝ сДЧ / ' а՛*։ /

„и] ,
' т\ - 1, з

о(*1 I1 т|4т(, : г

4՜ Л7(т, • ,п։; Л/(Я14Я1 (̂/ 11 (2.25")

АЛ :* '3 4֊ М1п)НВкК, = И :' "’кмХ“ (2.25"') 
' <?!? I \ <?1? I

Решение системы (2.25'") приведено в [5], где показано, что ра­
венство (2.25 ' ) распадается на /п^ алгебраических уравнений

РЛ1.? ь рЛМ 4- М,£М*֊’1 (2.26)

!*а = 1\. I !*,» 5“’ + 1,..., л; $ — а 1,..., п; 1՜ = 1, 2,..., 

11ри •’»՝ = о имеем

4 (2.27)

Из условия управляемости следует, что

£|Л/,Я.|=£0, а = а + 1,...,п (2.28)
>-1

В силу (2.28) из (2.27) следует [5|

(
Аач|, Л"։|.2,..м Кп) 0 \

..... Кп) И
О (Л'312,..., Кп) /

- (М ла,?р?:2”,..., кп!^11)/՝* (2.29)

Здесь [51

. /•; = с1։аг(Л/,+1я.,...։ м,.н.), ՝< _ 1. 2..... т

7՜՛ -- (7՜ Л) /•՛ , Г* — сопряженная А’-матрипа.
Объединяя выражения (2.19), (2.23). (2.29) в одно матричное соотно­

шение и разрешая относительно (М*1, 7>‘4'...., б!՝1), получим 

(Мч, Й*1.....
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и^л^Х*՜", "...
2,+л/(.хй‘-п, аХ ,м.,^" ֊1>т+1м.,4'-":

а3 Л/(։1</?֊։|, й^М^՜"..... ։и 2ЛГ„,(2-30)

аШ.ий* ", а^лМ*՜"... ■֊>,*„. ",
(Л/, ,Й‘ДЧ. М.^г"..... М.С^)Г')^(М, м,..., М)

Подставим выражения (Л 4֊ ЛЛ5ь и Вк(К},..., Л"«,,) из (2.13) 
и (2.18) в (2-9')» затем умножая полученное равенство слева на ма­
трицу М, имеем:

Н։а?(Гл,1, У ( г0). л։ — Но1:«ч) 0<5,) —

Г(о11_։и ։ \
1^;,. 1)т42 |М(т։И/1А ”

\у/ + /
►» (т,—1)т • ту

<Ж)Г™. - М!^„"

здесь

I С’ \ 
са = Л = «/.41..... «՛). о!‘'= : '0 1,2......т՝

Из полученного равенства нетрудно получить соотношения, последо- 
- вателъяо определяющие столоны матрицы кг(т։)

сНа£ (Гт,, У (— п0), Го1-,..,) <?’/■՛= М Я\к ։|֊Л/ М(т1}^]

(2.31)

а։аг гМ։, у (- Ио), л։ - <у‘1’ = +

+ м Й4-11֊ н 1 |т-2 (2.32>

з 2, 3,..., тг
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Равенство (2.31) однозначно определяет все элементы первого столб­
ца .матрицы (Лт,ь кроме первого элемента д|*!. В выборе этого элемента 
также, как и в выборе остальных элементов первой строки матрицы 
(?'«,)» сохраняется известный произвол. От функций д'Л (- 1, 2.....  п?։)
требуется лишь дифференцируемость любое нужное число раз. Остальные 
столоны матрицы Ор«,) определяются равенствами (2.32),

С матрицей матрица связана соотношением

/чй = КОЙ (2-33)

Теперь подставляя выражения (А 1!Вп) и 23* (кт-л 1,..., /с,ц т.) 
из (2.12) и (2.22) н (2.10'), преобразуя как (2.9), находим

(/„><>). Г„„, А։)^. (2.34)

(2.35)

/ --(з 1) т ■ ։ \

<1ь*к(Л, (՛><>), - е5-'| ՝ м О՛1'1-« 2 11

\ 1.» ~ , /
\*(։-1)ттт у

Здесь

<2Л! ֊ мкЩ = (О',*1......<£! ™,). <25“ =

з — 1,..., т։ 4՜ т2

Равенство (2.34) однозначно определяет все элементы первого столбца 
матрицы (^Ми+л։,։, кроме (•'», 4՜ О-го элемента. В выборе этого элемента 
также, как и в выборе остальных элементов ("1, 4՜ 1)-ой строки матрицы 
Отт, ֊«,). сохраняется известный произвол. От функций д^՜1 , . 
О — п։х 1..... т1 — т.:) требуется лишь дифференцируемость любое
нужное число раз. Остальные столбцы матрицы (?<£!, , представля­
ются равенствами (2.35).

С <Э(т> ш,| матрица Х^'+л«,) связана соотношением

р- ։*•) _
'՝ ;>г<| , пц) Л (у-я։) (2.36)

Из статьи [5] имеем, что

(Л/?/7х)^ 
(Л/.-НГ

Ч(М-//„.)*

л^Ж՜11----------------  9

V 1М//42
(з ~а4- 1,..., п) (2.37)
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При о х из (2.26) с учетом (2.37) имеем

<?։*։ = „ : .к (=¥=*; а-1-1..... п) (2.38)

где

Е.-Н (М.Н^
(М,НХУ>

Подставим (2.37) в (2.25') и (2.25). Учитывая, что [./„„ (|1«)_ 
р,Т-,п>] и УП1 (—11а) — невырожденные матрицы (см. усл. (1.4)), имеем

/ 91;; \ I
ЮМ 1*.М (з = « + 1......п) (2.39)

\ ' |
I ’й1՛՛ ■ \ I

?»•'♦** ) = |УИ(„Н„,1Р., (5 = а 1...... п) (2.40)

\ ё'= /
Следовательно, столбцы матрицы рй = определяются ра­

венствами (2.38), (2.39), (2.40), кроме элементов (з = у 4-1,..., п).
От функций <7**։ требуется дифференцируемость любое нужное 

число раз. С матрицей матрица К\кп\ связана соотношением

К® - КОЙ (2.4!)

Из равенств (2.33), (2.36), (2.41) следует

К™ = К(^[к] (2.42),

где

9и-,= («,. Ой) 1
Таким образом, соотношения (2.14), (2.30), (2.42) позволяют опре­

делить формальные разложения Л и В. Сохраняя в этих формальных раз­
ложениях конечное число первых членов, можно получить приближенные 

выражения для матрицы Л՜ и В.

Ереванский политехнический
институт им. К. Маркса Поступила 19 111 1979
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'A. Ч. 'М'Ь'И1РЗИЛ»

n2-USU8l«ntUP UbllSbUT.UI'l՛ иьътс 
Mulum sinjw n<»ibiispibi.

Ik d' i|i n i|։ n ։ ։f

‘7 jl 1П til p Ip] 111 <} 4 /• lUt(l!lUllinlt IfUinttti^Mfltttlî Ulf UpUlttlltl ïtl>p[t И^Ь^Ь^!

’ll in fu ш и/i, и ut pi) tut} и tt( h tp/t p n ttt jb q։.iit[ ytu J, bpp b ui [u ut u[ im tnptjtud fyniblj- 

y ft nib h p fi у J/։ puihfiup 'tut jbwputp -',tui^iiiuujp 1>Ъ qpnj/t, 1/ p p tub ft up ! tu J pbljb n t U 

bb J [i J j tubу -iLi/i /1 triuipphp Lb 4P"jfiy, // a If JbuiytuAhbpp utuippbp Lb bii/tur) 

!]>ntbljy/tuib lip/ty /1 bpuiby in шp.p lip niji ;ntbbLp[t U n q tt t fb /« p p tftnpp *Lb, putb 

ttpbf; ifpinljutb ՝, in и lit tn m nib J I. J tu f! J. tub p ;

SYNTHESIS OF NON-STATION A RY SYSTEMS WITH 
A PRE-SPECIFIED SPECTRUM

F. P. GRIGORIAN

Summary

The problem of a controleable polydimensional synthesis of systems 
with a pre-specified spectrum in the case, where some of the given 
functions are identically equal to zero, some coinside with each other 
and are different from zero, the rest differ from the above two cases, 
and the moduli of their differences are not less than any given positive 
constant value.

ЛИТЕРАТУРА

1. Зубок ß. И, I серия оптимального управления судном н другими подвижными 
объектами. Л., «Судостроение». 1966.

2. Monitam IT. .‘W On PoL՛ Assignment in Multi Input Controllable Linear Systems. 
IEEE, Trans. Automatic Control, December. 1967. vol. AC- 12, p.p. 660 665.

3. Гальперин F. Я. Синтез линейных управлений к стационарной мшеймо:: ; -м.
Изи. АН СССР, «Техническая кибернетика», 1968. № 4.

4. Davison E. Y. On Pole Assignment in Multivariable Linear Systems. IEEE. Trans. 
Automatic Control, December, 1968, vol. AC 13, p.p. 747.

5. Лбъарян К. А. Одни подход к решению задач анализа к синтез;։ линейных систем. 
Докл. AI I СССР, 1977. т. 232. № 5.

6. Абгарян К. .4.. Гричоряк Ф. 17. К синтезу линейных нестационарных систем. Ме­
тоды теории дифференциальных уравнений и их приложения М-, Тр. МАИ. 1977, 
нып. 419.

7. Анкет Г А Линейные системы с переменными параметрами А; .։м։_< н счн.- i 
М., «Машиностроение ՛. <974.

8. Лбюрян К А. Матричные и асимптотические методы в теории линейных систем. 
М., «Наука՛ . 1973.

9. Кириченко Н. Ф. Некоторые задачи устойчивости и управляемости .хкиженкя. 
Изд-во Киевского университета. 1972,

10. Гонтмахер Ф Теория матриц. М.. «Наука», 1967

75


	kazm
	1979.1

	3
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	16
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22

	25
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35

	38
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44
	45

	48
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52

	55
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60

	63
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73


