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Ф. С ТОРОСЯН

О ВНУТРЕННЕМ КОНТАКТНОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ 
КРУГОВОГО ДИСКА И КРУГОВОГО КОЛЬЦА. 
ПОДКРЕПЛЕННОГО НА ОБВОДЕ ОТВЕРСТИЯ

ТОНКИМ КОЛЬЦЕВЫМ ПОКРЫТИЕМ

Контактные задачи о взаимодействии кругового диска и бесконечной 
пластины с круговым отверстием близких радиусов рассматривались в ра­
ботах [1—9] В ряде практически важных случаев представляет значитель­
ный интерес также получение решений этих же задач, когда вместо беско­
нечной пластины с круговым отверстием рассматривается круговое кольцо. 
В настоящей работе исследуется контактная задача о вдавливании круго­
вого упругого диска на внутренний контур кругового упругого кольца, 
когда этот контур усилен приваренным или приклеенным к нему тонким 
упругим кольцевым покрытием. Предполагается, что внешний контур кру­
гового кольца жестко закреплен. В качестве физической модели усиливаю­
щего упругого покрытия принимается модель напряженного состоянии тон­
ких цилиндрических оболочек, основанной на известных гипотезах Кирхго­
фа-Ляна [Ю]. Решение исследуемой задачи сводится к решению интеграль­
ного уравнения Фредгольма первого рода. На основе известного аппарата 
ортогональных многочленов Якоби получено эффективное решение разре­
шающего уравнения. Рассмотрены частные случаи. Получены числовые ре­
зультаты.

§ 1. Постановка задачи и вывод разрешающею уравнения. Пусть упру­
гое круговое кольцо, ограниченное двумя концентрическими окружностями 
радиусов и /?. (№,<.&■:). жестко закреплено вдоль своей внешней границы, 
а вдоль внутренней границы усилено приваренным к нему упругим кольце­
вым покрытием малой толщины 1'20). Пусть далее внутрь этого
кольца вставлен упругий диск радиуса который прижимается к обвод) 
кольца силами 1'1։ Р и скручивается моментом М (фиг. 1). Будем учиты­
вать также силу тяжести диска. При этом разность г ~ С,—г( (г„ = 7?, Л) 
предполагается величины порядка упругих перемещений. Кроме того, счи­
тается, что эти тела находятся в условиях плоской деформации или обоб­
щенного плоского напряженного состояния. Задача заключается в опреде­
лении законов распределения контактных напряжений под диском и разме­
ров области контакта.

Введем следующие обозначения. Обозначим через (/.(Ч. "•(*>) 
(/ 1, 2)соответственно нормальные и тангенциальные контактные
напряжения, действующие под диском (/ 1) и на линии соединения
усиливающего покрытия с основанием (/— 2). Далее, через г/Л г, 1
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(7 = 1, 2) обозначим радиальные и тангенциальные компоненты уп­
ругих перемещений граничных точек диска (у 1) и отверстия ра­
диуса Ку кольца (у =2). Участком контакта пусть будет [ 0„].

Приняв те же физические предположения | 10] относительно усиливаю­
щего покрытия, что ив [9], и предполагая, что во всей зоне контакта дей­
ствуют только силы сцепления, придем к гем же условиям. Имеющим место 
в области контакта, что и я ]9|

и11 4֊ "У/' = Scos fJ — Гу j sin eJ — i (1 — cos
„ (֊«. A) (1.1)

~ T'92> ~ '■* s’n $ — s’։n*

где <5 — жесткое смещение диска в направлении осн ох, ф — угол поворота 
диска относительно первоначально)։ точки касания.

Далее, пользуясь известным комплексным представлением решения 
плоской задачи теории упругости [11], легко получить, что компоненты 
перемещений 4;՝ (у = 1. 2) выражаются формулами

vm ~ l\։H>in2 sin — <* +

J 2

«» Ц
-I- g^֊2 f •»(0 sign (0 - 0 di - j ?1 (Z)K՛" (6 ֊ 5) d- 4-

s, .

+ f ( <7i(Ocos(9
4 244



О контактном взаимодействии кругового диска и кругового кольца 5

:՜ ]>Г1 |\(01п2 ею-—<Ь — 
4^ 1 2 ।

-о,

•*’ Г*
- —-С-Пг‘ I * (•։) ։։гп (0 - Е) Л | Ъ (;) К ՝” (6 - Е) Л - 

81*՛ -1..

;• л
- ?, (ОК(» -Е)</Е- -^֊ I Ь(Е)со։(0 Е)оЕ + /։(0)

А, 4

2р»(«!•” + &!?>) = а,ад • а։А!,В։е-“ + а.Л, (В- к՜“ ֊ В.е1’) -

- (1 аг) ад, - (1 ֊ 2а.) R, 4֊- е“ - /?, V С1”(В֊^՜ ''՝ Вье1*) - 

2 к-2

V (1 С1П)-^֊ е '* — R, V (1 СГ‘)-4± 

ада 4՛ 1 к^2 к 4- 1

где

- ֊ ֊7 [ [<?։(0 - 1-,(Е))<" </•, (к = 0, ± 1, ± 2, ...)

При этом имеют место условия равновесия диска

о, а։
<-,([</.(։)л-в. + с,, г=^,(Е)</Е М (1.2)

Здесь г. — 3 — 4^ (у _ 1,2)— при плоской деформации и = 

~ (3 ) —при обобщенном плоском напряженном состоянии,
'Лу = £/,'2 (1 4՜ ^)> а £,4 ՝л соответственно модули упругости и ко­

эффициенты Пуассона для материалов диска (/ = 1) и кольца 
(У =2). Кроме того, введены обозначения

л:1։>(в Е) = Ь-±1Ь-/?п(о о+ ада ё)
4^Р։

К<2) (0 - С) = /?,, (О - -
4?:р։

+ (6 - Е) - Ь 1)Г1 (9 ֊ Е)
8*0։ 8п|1,

где
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/?։! (5 ;) — 2 $*ш2 ——-
•- 

О "
1п 2 зт--------

2

/?12(0 ;) = вт(6 —:)(' |б ֊֊ :| )в1уп (9 —

(9 = $։п (б ;) 1п 2 з։п
9-;

2

5 —5
(9 — ;) — 2 $!п2 “ — 19 • | ) $1 £П (0 - :)

Далее,

/х(Г0 (х; 1) Г1 
8тги։

9, 
| <7,(5М4 

֊«,

(^ВЛ 
втср,

СО5 9 — 
2^։

1 Р{ со$ б 1п [2 со$ — )
4*44 \ 2 /

(*х О/3. 
8՜’1!

О $т б —

Р, 
2՜!1։ (1 -I- Ь)

Сг ‘3(3
СОЯ 0 - --------— ('/ц Х*) СОЯ 0----------— СО5 9

16—<«֊։ * 4~»։

Ш —■ ֊ ֊ ^֊т Л з'т б |п бсОБ — 9 Соз 0 +
4^г։ 4^ V 2/ 8к!4

-- --------—=■--------- 51П 0 4—(хд — х') з։п 9------- $։п О
2^а-ь*1) 1бкН- • 4чч

(-п<0<г)

сх = ”4?^’
(^Ч-1)(г-1)

(х2г4- 1)։ —(г — 1): ’
(1- х..)(/,г 4-1)

(х2г 1): -(г -I)2

2 (г — I)2 у~ 1 г —1 1 4֊ х։
  ——֊ - 1п г, й. = - ’ —  
(Хт^^гт!)-------14-х, <г’ + 1-------------- 2(^։4-1)

с„, _ 1+^ а, с1” = <1 - ка, с1” а
X,. 1Ук

где

Г = £4 = Цл-1)(г ИЧ«։г_։’'֊-йг
02 = 1 + х,г-‘ ’

1\ (к- 1)(г֊1):4-«/ ' + •<-'• ' *֊ Аг- 1, » = 2,3....)

д ускорение силы тяжести, 2, плотность материала диска, 7.։=4‘б I — 
при плоской деформации и •/.; — (3^ — 1) (՝>։ 4՜ 1) при обобщенном 

плоском напряженном состоянии.
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Функции Л'1՜” (б -;)(/ 2) непрерывные в области 0։ < 9,
Е-֊<_ 0, и имеют квадратично суммируемые частные производные пер­
вого порядка.

Далее, для исключения 72(&) и т2(6) из системы (1.1), содер­
жащей неявно (б) и т. (б), используем уравнения равновесия усили­
вающего покрытия (оболочки) в перемещениях, приведенные в [9]. 
Выполняя те же операции, что и в |9], получим соотношения

Ие Вй = Ке Д<1,[1 — О' (1 а։ — о.)], 1гп Вй - 1т Ас

В, = Аг, В , = |Д_, 4 2 (О 4 £') М,И1 ч- (£> 4 />') Ц ֊ 2а5)]

.П) .(2)_ .(.1} .(4)
= »=--4л‘+-т-л ь> (*-2.з,...)(1к аъ <В с/к

где

п,
А = -֊г \(Ч1('֊) /., (■:)!<■ ‘‘Л (* = 0, +1, ±2,...) 

֊ 0>

Р-£0Л324/?--р2, 2Г=(2р0֊г/։.)Л.'2/?։^, 2рс 'в £в(1 >о)/(1 I '0)(1 20֊ 
при плоской деформации и 2-՝0 ~ ло — 1 ՛ ՝Ф ПРИ обобщенном пло­
ском напряженном состоянии, Ео, 70 — соответственно модуль упру­
гости и коэффициент Пуассона для материала усиливающего покрытия, 

4’= -ОС1” В(*։֊1)4-О(1-СР)*։(* 1)4-

!УС^(к- 1) | О'(1~С13')(к 1)-2

42' = ОСЛ:(*֊1)։ О (1-Ср) *’(*֊!) ֊֊֊

-О'С? (к- 1)։ ; О'(1 С'?)(к п

4”.- ос1” Р (* +1 )։ - /.о (I ֊ ср1) к* (к -|-1) ֊

+ О'Ср’р- 4-1):+«-£>• (1 С1”) (к + 1)

4՛ = - ос^ к~(к--1) ;֊ «.0(1- сГ։) к-(к ֊ 1)

+ О’С?' (к- - 1)4- 72О'(1 С1”)(* 1)4-2

Л = 2/.ОО' (1 - а") (1 - С,131) к-(к- ֊ 1) -

■2ОО'(С^у-к-(кг- 1)։4-«-0(1 - а'1,')к-(к-1) +

+ О(1-С"})к'(к+ 1) 2ОС№(*։ 1)4-

4- «,О' (1 - СР>) (к -1) 4- О' (1 - Ср) (*4-1)4-

2О'Ср(*=֊1) -2=^0
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В конечном итоге придем к интегральному уравнению [9] (при J*i*xr*-')

+ j К-:ли s)Ze(s)rfsЦ. | Kl”(t >)Z,(»)rfj = /.'n(o (1.3)

— • — •

(/ — 1, 2, 3). (— а</, s О)

где индекс j 1 откосится к общему случаю (/)•/ 0. Л */»0), / = 2 
относится к случаю» когда усиливающее покрытие настолько гибкое, 
что пренебрегается его нагибной жесткостью (D = 0, Л / 0) а / 3,
когда на обводе отверстия кольца отсутствует усиливающее покрытие 
(D = 0, Л = 0).

Новые переменные f. л\ входящие в (1.3). связаны со старыми соотно­
шениями

t = 0 4֊ ?. s = ; - « = Л 4֊ МЯ ? = Iе» ֊ У/2

В (1.3) введены также обозначения

= q<v = 0, qO} - 2gox-/(^ — 1), th = th кч(3» = — (z. — I )/(zl -֊- 1)

thx^). (za 1И1 (x,+i)^l(x1 + i)=x

'4 (<) = />•(<) ՛■ /'9(0 Я:[<М' ——/'1(* — ?) JMW

Kl1’ (t ֊ s) - (t - sMb 1 > г, 4- g, У а<'л cos i(f - s) 4-
*~3

-I 2а^Чч cos(/ — $) -Г g6y?u(f s) _L q >c0$ (/ - s) .

+ / 4nj4A''J,(z s)/(z։ l)r, • v o<">5in*(/ s'i + qt»/^ 5)

(/“ I. 2)

Ki" (t s) = я, V <’"cos4 (, x) (2 (x. 1) 4-2ajfp-Jcos (/ x)+
4-3

4- q{'>Kn(f ֊ s) i gevo<< >sin4(r s) q Ru (t - s) I • (/ I. 2)
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^։ (/-։)_ 2-/ги(,_։)

-?1
у /»XI11 а3՝ \ 
Л\*-1 Г Л-1/ СО5 к (/ л) -2а5^1со.ч(/—в)-}-

/ /?э։ (г з) $)

Л 1
сГ’

в։п А- (/ — з)

К,|3> (/ - х) = 2?1 У С»г’со։ к 0 - 5) -

[2 (У1 1)£о -֊2ач]^С05(/ з)

Здесь

<4’41/2֊ н Ф ь й') (1 - 2а5)]

О<» = аЛИ-(^4-^)(1-2а5)Ь а'?֊ <ф|0.0, а£> = а<’>|0.0

4֊*1), ^'[1 +(14֊ )

<”> = - С? -1— + (1 С1") -------- (1 - С13>) ------- —------

ск (к—1)4ь (к+1)4ь

Г'2) </?) — <А՝։) п Г(1Ц Мк' , п <44'
°֊ - - с‘ —---------- ” С‘ ' (4-1)А +<։-«) (*4-1)*

;з1) _ <>«> <4՛՛ 4'' . гп>. »։4՜1 „и). 4 ’
- с‘ Л +(1-С1)д- 1)։,4+(1~С‘>(* + 1)Л 

а.п> _са,^ _(1_с.п . (1 СТ).. *
ак (к — 1)ак {к + 1)ак.

֊
-4" »~(4!1'֊4'')

0-0

<-= « х51։и -
4<г-4” ]

(Л + 1)^ (А֊1)</л ] 0-0

■431՜ 4” »;(4։>' + <21) 1
‘•4 - ак |й. 0 (к !)</* |о-о

- <’"1.0-0 ֊,
43'՜ - 431 м4,г 4 4г|) ] 

(к - 1)^ ] |о=о

где
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ей1’՜ [2х։ (О' +1) ֊1֊ (к-1) + (< - 1) D'C? (k= — 1) -

-y.2D'C?{k 4-1)),'К + 1)

tfl”՜ = [2 (D'+l) - x.OC.T’fk -l)-(x, + 1) O'CP(A- - 1)։ +

+ /,O'C13’ (A 1) ֊ 2O'C'?l.'(x. +1)

<45|\=|2-4,(х.гО'֊п-х։о-еГ’(А-+1) -‘i-lD'c՝^

(»։ + 1) O'C? (k + 1)= 2z2O'Ci:'(A= - 1) Z.O'C? (k + 1)]/ (x, +1)

<rt"' l-/,O' | 2-<;O'CV’(A l)-(x. DD'rt!>(A=-l) +

+ <!DCf(4 l)l/(x,+ l)
Функции /^’(O (/ = 1. 2. 3) имеют вид

/<,°l(n = /i,'’(0 + </'oW(0 (1.4)

При этом

/о(1/>(О - Ло {1/2՝: | «<^ — 2/(1 4֊ *.) - In (2 cos ]cos(Z - 3)

-------------- ֊(* ?) Sin (/ - 3)’ - — 2 (1 4--'-j)2]cos(Z — 3) 4֊
z x։T 1 J

G\a[(<t 4- /։И(1 4- zj) — 3/(1 4- -/.J +• a{>b/0] cos (f — ?) 4֊

4՜ (f*o 4֊ 1) g0 cos (f — 3) — .ogosin (/ 3) 4-

n c
4-(1'2 uJVgo) p<Mds 4֊7O> j Po(s)^՜ g0. (/^1, 2)

/о(-г>(/) = л7;,(1 ֊ aK>go) ипл։0 In (2cos sin (t — S) —

ЛоЬК’го 2/(i+*>)=]sm(/-3)4- 
2 yu4-1

4 <Jjo[(*1 yi)/4(l >1) — 1 (1 4- 4) — o'jpgo] sin (/ 3) 4-

-4-_1_^/)(Р104-p.^4-G։o)sin(/ —fJ) o0g0sin(Z ?) 4- 

4֊'>ogo[l-cos(/-•?)], (/1,2)

П + (1 +^g.lZJa>(0 = [A<n>W + ^:i։(/)l|o-„ +s> fp։(s)rfs- 

’d'-o J
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" ~~ (Ло “Г Р* — ^’ю) СО5 (/ — ₽) ֊

+ / -г — Ло 4 ^1ф) 5‘П и -Н

В последних формулах положено

Ли :/?.А45|у։г, Л..= ЛЛ'4*}\.г։г, С10 =

Мп ֊-= о0 = = г։'1//2 

«п* = (1 а։—«•);[!- £'(1 «1 а։)1> а(Р -- <։<’>

о<’> а3 ч- [2 Ф 4- £') (а<)= - о5 41/2]/[ 1 (О 4 О') (1 2а5)]

«!,;՛ = 1 4- «։ — о-, О§> = а%\ а\% = й<р |д_0

В ядре уравнения (1.3) выделены его особая часть в виде функций

I — з։п — 4 "!։-0> в։дп (/ - $)

9^1п( 1/2 . / 51П -----
2

и регулярная часть в виде функций К\՛" (/ $), КУ' (/ — $) (у 1, 2, 3),
непрерывных в области —3 Сб 5 <С 3 и имеющих квадратично сум­
мируемые первые частные производные.

Отметим, что когда в области контакта действуют силы кулоновского 
трения, то, как е [9|. получим уравнение, аналогичное (1.3).

Таким образом, решение рассмотренной контактной задачи приводится 
к решению интегрального уравнения (1.3), определяющего неизвестные 
контактные напряжения р,,(!) и т.(‘). Кроме того, в Данной задаче следует 
определить также размеры области контакта (а, {'•), жесткое смещение 6 и 
угол относительного поворота ф диска. Поэтому, к уравнению ( 1.3) должны 
быть присоединены условия равновесия диска (1.2) и условия ограничен­
ности контактных напряжений на концах зоны контакта 11. II. 12]

/о(± *Н0 (1.5)

§ 2. Сведение интегрального уравнения (13) к бесконечной системе 
линейных уравнений. Решение уравнения (1.3) представим в виде ряда [9]

(1ят/,?т)/։.0 = и,(0 уг„л?:' (2.1)

с неизвестными коэффициентами При этом ввиду (1.5) должны
иметь место условия

угх;'(;1) о
..1 О
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Здесь

(,) = т(“с -?)” (։!п V)' (։!п 2^Г

0= —----- р = _1_

2

(Р'л/ р)(х))т-о(Йе(з, 1) - многочлены Якоби, ортогональные на
отрезке [—1, !| с весом (1 — х)*(1 4- х)՝.

Подставляя (2.1) в (1.3). а затем используя известные интегральные 
соотношения, ли логичные приведенному (13]. уравнение (1.3) известным 
способом относительно неизвестных коэффициентов сведем к кваэивполне 
регулярной бесконечной системе

.-.(1 4֊ ч”1) + — П'■ V Д=- (<*'( ■ 4-
п

1{ ~ г/
+ п֊.\' — п-Ь.. (п = 1. 2....) (2.2)

п т՛’ я՛

где.

— (л = 1,2,...)

а е։ — сколь угодно малое, ио фиксированное положительное число. Кроме 
того, для определения коэффициента 2. получим соотношение

4, 1 - ^֊'Л, 1п (2 ։г ֊ ) - 7,->/ ’՛ | ъ֊։ V 2^.: +

+ у - у 4.ЛЙ724- 9 [(ад- ч-7։Тч»)7-<_ 
т-0 т=<) •

- (4 +4) 1»'Л» 1п (2 12 у) - (4-Л)Т7‘Л-

֊и1 у -ч„(у - V (2.3)
т—0 \я—I т— I /

Здесь введены обозначения

_ ,-Л ։ь Г..Ч- «с։ р: "(*) р, -1՛ : (*)Л
4 , 2

А<Л’ ’'(х) 4-
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где

/ ֊ - Л ’^(х) тг(6^1։ '(*)</'

(л = 0. 1. 2, ...; т = 1, 2....)

/?0 ■*{,’ ——-зесЬ«1*</}[1П2-г ?(0.5 —/>и>) — ?(1)]

% т 1 ~с1£՜“ (1Л)՜*’ (л։« 1.2,...) 
••

Н:х — п“՜’ ей — (Л„)՜’, (л 1, 2,...)
2

лЛ Г(п —-)Г(л ֊-б):2[Г(л - 1)]- 

['(х) — пси-функция Эйлера, Г (х) гаМма-функция.
Бесконечная система (2.2) и соотношение (2.3) при /-1 н 

у =3 (<7(1)т-д'֊։> — 0) совпадают с аналогичной бесконечной системой и ана­
логичным соотношением, рассмотренными в [9]. Поэтому остальная часть 
обозначений, содержащаяся в (2.2) и (2.3), здесь не приводится

Отметим также, что квазивполне регулярность системы (2.2) пр । —1 
и/=3 доказана в |9]. Аналогичным образом, как и в [9, 14]. можно по­
казать, что при у = 2 (д(2) АО), то есть при добавлении к ядрам 
А’лп. и КнЛ, соответственно ядер и д'- Кг,՜,,',, квазивполне ре­
гулярность системы (2.2) не нарушается.

§ 3. Числовой пример. Рассмотрим уравнение (1.3) при отсутствии 
тангенциальных контактных напряжений, то есть г, (О = 0. и положим 
г'ц, - М„ = 0. Л огда оно принимает вид [7]

(И֊2д<'>) ] !п 1

2 $։п--------
р0(5)</$ Т 5)р<։(5)</5=/оу(/)

2

К, (/-$) = Ие [А7Л (/ -л) -г (г 5)|

ЛУ(О = Кё[/^(0], (у = 1,2,3)

В указанном частном случае в зоне контакта будет действовать только 
нормальное давление Рс(О. область контакта становится симметричной от­
носительно оси ох (Р = 0, ф = 0) и будем иметь рп{—I) = Ро^՝)-
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Условие равновесия диска примет вид

Ро($)с05 Р:о- О'и,

Числовые расчеты здесь будут выполнены по схеме, приведенной в | 7].
Рассмотрим дна случая:
1) пренебрегается изгибная жесткость усиливающего покрытия 

(/■> = 0),
2) отсутствует усиливающее покрытие на обводе отверстия кольца 

(И ֊ 0).
Числовые расчеты проведены для случая 3 4՛^ при следующих

значениях физических и геометрических параметров:

1Ъ = !1:՛ (£, = Но/Рз = 1/2 <^о £« = 1/2)» ֊'о = *2 = 0.3

Л//?։ = 0.05, /?։//?։ - 2, = 4 (г = 4, г -16)

Кроме того, положено '՜, ~ гь в то время как принимается г Ф 0 
(е = г.,—г,).

Вычисления проводились на ЭВМ «Наири-2». Бесконечные системы 
решались методом редукции, причем для получения максимальных нор­
мальных давлений с тремя верными знаками, достаточно было брать три 
уравнения из бесконечных систем.

Числовые результаты приведены в таблице.

Л /?! 0.05 Л 0
з 30е з-60՜ а=75° з 30' »=«• а=75°

0.0331 0.2317 0.5941 0.0361 0.2701 0.8712

*• { 0.1915 0.6667 1.3262 0.2111 0.8890 2.3670
ГМ 0.2500 1.0790 2.3846 0.2754 1.3694 3.8980

*0 0.0109 0.0842 0.2313 0.0120 0.0980 0.3393
** -0.0109 -0.0851 0.2342 0.0121 -0.1001 - 0.3430

х, 0 0.0010 0-0030 0.0001 0,0020 0.0018
Х3 0 -0.0001 -0.0001л 0 0.0001 0.СЮ19

р„('Лтл1 0.0421 0.1704 0.3849 0.0467 0.2001 0.5603

Р 30' С։<1 0.0302 0.2063 0.6087 0.0304 0.2264 0.8138

X 11
0.2411 0,9609 2.4100 0,2670 1.1548 3.5510

х- 0.2950 1.3280 3.4870 0.3080 1.5590 5.0040
х» 0.0100 0.0752 0.2384 0.0100 0.0825 0.3186

-— х, -0.0099 - 0.0740 ֊0.2350 -0.0100 -0.0814 ֊0.3143
ха -0.0001 -0.0010 -0.0028 0 -0.0010 ֊0.0035
х> 0 -0.0002 —0.0006 0 -0.0001 0.0008

р(,('))тах 0 0382 0.1484 0.3870 0.0386 0.1630 0,5177

Отметим, что вычисления проводились при следующей схеме нагру­
жения диска: либо считалось, что на диск действует только сила Р: (С ,=()).
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\нбо наоборот, на диск действуют только силы тяжести диска б\(А’: = 0). 
Полученные результаты показывают, что в обоих случаях при Р. - С։ рас­
пределение контактных давлений и размеры области контакта получаются

одинаковыми, однако во втором случае (Р: = 0) несколько увеличивается 
жесткое смещение диска 6 (в таблице значения приведены в двух рядах, 
причем верхний ряд соответствует случаю О։=0, а нижний — Р.. = 0).
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Для наглядного представления полученных эффектов, обусловленных 
наличием на обводе отверстия кольца подкрепляющего покрытия н измене­
нием отношения R-i'R,. приведены графики зависимости длины участка 
контакта (2а) и величины жесткого смещения диска ($,.) от прижимающей 
силы Р» (фиг. 2). Приведены также графики распределения контактных 
давлений при а =30°, 60е и 75° (фиг. 3). В этих графиках сплошные линии 
соответствуют случаю 1). а пунктирные — случаю 2). Кроме того, через 
1 и 2 обозначены кривые, соответствующие отношениям R.;R, = 2 и 
R./R, = 4.

Автор признателен С. М. Мхитаряну за постановку задачи и постоян­
ное внимание к работе.

Леннникаиския филиал Ереванского
политехнического ин-та нм. К. Маркса Поступила 24 IV 1978

X. II. И-ււՐՈՍՅԱՆ

ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ՍԿԱՎԱՌԱԿԻ ԵՎ ԱՆՑՔԻ ՇՐՋԱԴԻՕՀ ՐԱՐԱԿ 
0‘ԼԱԿԱսԵՎ ԾԱԾԿՈՒՅԹՈՎ ՈՒԺԵՂԱՑՎԱԾ ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ՕՂԱԿԻ 

ՆԵՐՔԻՆ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՓՈԽԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ If ԱՍԻՆ

II. մ փ и փ n I tf

Ա շիւ ատ տնքում ղիսւաքւկվո։մ Լ շրջանային ասաձղական и կա վա и ա կի և 
արտաքին եղրադծով կոշտ ամրացված շրջանս։ չին Օղակի նե՛րքին կոնտակ­
տային ւիոիւաղղեցսւթ յան խնդիրք, երբ օղակի անցքի շրջաղ/ւծր ում հղաց­
ված է, օղակաձև բարակ աոաձղական ծածկույթով: Խնդրի որոշիչ Հավասս։֊ 
րոէմր Հանդում Լ Ֆրհդհպմի աոաջին սհոի ինսւեդրալ Հավս։ոարման։ Վերջի­
նիս [п/ծումր Տակորիի որթոդոնալ բազմանդամների մ աթ եմ ատիկակէսն ապա­
րատի Հիման վրա բհրված է Համ արմ եք քվ աղիքիով ին ոեղոպյար դծային Հան­
րահաշվական Հավասարրւմնհրի անվերջ սիստեմ ի ր։։.ծմանր: II ի քանի մաս­
նավոր դեպ քերի Համար ստացված են թվային արդյունքն հր։

ON THE INTERNAL CONTACT INTERACTION OF A ROUND 
DISK AND A CIRCULAR RING SUPPORTED ON THE 

CONTOUR OF THE HOLE WITH A THIN CIRCULAR COATING

F. S. TOROSSIAN

Summary

The contact problem on the external interaction of an elastic round 
disk with a circular ring rigidly fastened along its external boundary, 
when the outline of the hole is supported with a thin circular elastic 
coating stuck to it, is considered.
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The solution of the above problem is reduced to that of the first 
kind Fredholm integral equation. It’s effective solution is presented. 
For some particular cases the numerical results are obtained.
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П. А. МКРТЧЯН

ДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ЭЛЕКТРОПРОВОДЯЩЕЙ 
СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

В работе [1] на основе гипотезы магнитоупругости тонких тел [2, 3] 
получены двумерные уравнения магнитоупругости сферической оболочки, 
находящейся в произвольном неоднородном магнитном поле. В данной ра­
боте с помощью указанных уравнений рассматривается задача о параметри­
ческих колебаниях электропроводящей сферической оболочки в радиаль­
ном магнитном поле. Получено уравнение для определения критических 
частот главного параметрического резонанса. Исследуется влияние напря­
женности заданного магнитного поля на критические частоты и области 
динамической неустойчивости. «

Аналогичные задачи динамической устойчивости электропроводящих 
пластин в магнитном поле рассмотрены в работах [4, 5].

1. Рассмотрим задачу динамической устойчивости замкнутой сфериче­
ской оболочки постоянной толщины 211 и радиуса R под действием равно­
мерно распределенной по поверхности радиальной нагрузки р(0 = рп 4՜ 
~Ь р, СО5 (Оо/. Ортогональная система координат выбрана так, что средин­
ная поверхность сферической оболочки отнесена к географическим коорди­
натам а, Р (а представляет угол долготы, р — угол широты), а у направле­
на по нормали к срединной поверхности. Тогда для коэффициентов первой 
квадратичной формы и для кривизны срединной поверхности будем иметь 
Я = R, В = R 4п а, = к2 = R \ в последующем, ради сохранения сим­
метричной структуры получаемых выражений, приведенные выше значе­
ния А и В в расшифрованном виде не будем подставлять, однако все вре­
мя будем понимать, что А — величина постоянная, а В не зависит от Р 
[6. 7].

Пусть оболочка, изготовленная из материала с конечной постоянной 
электропроводностью о, помещена в стационарном неоднородном магнит­

ном поле Н.Ау). вектор напряженности которого перпендикулярен к неде- 
формированной срединной поверхности [10]. Начальное невозмущенное 

состояние характеризуется вектором упругих перемещений С'о, электриче­

ского поля £„ и магнитного поля Н„. Их определяем из уравнений магнито­
упругости и электродинамики невозмущенного состояния. Предполагая, 
что напряженное состояние оболочки до потери устойчивости является без- 
моментным и пренебрегая силами инерции [8], из указанных уравнений 
найдем следующие выражения для характеристик невозмущенного состоя­
ния :
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£„ = 0, Н,=------ ----------п,
(1+Т//?)г

ЛЕИ 2

где Но—величина вектора напряженности магнитного поля на срединной 
—►

поверхности (у = 0), пт—единичный вектор в направлении координатной 
линии у, и —внутренние силы начального невозмущенного со­
стояния.

Как видно из (1.1), до возникновения возмущений внешнее магнитное 

поле Н(, не вызывает дополнительного электромагнитного поля, так как 
тангенциальные перемещения невозмущенного состояния оболочки равны 
нулю.

В основу последующих рассуждений ставятся следующие предположе­
ния:

а) гипотеза магнитоупругости тонких тел, определяющая закон изме­
нения упругих перемещений и компонент индуцированного электромагнит­
ного поля по толщине оболочки [3];

б) для внешней области (для среды, окружающей оболочку) считаются 
справедливыми уравнения Максвелла для вакуума;

в) влияние токов смещения на характеристики динамической устойчи­
вости пренебрегается.

На основе принятых предположений основная линеаризованная систе­
ма сингулярных интегро-дифференциальных уравнений устойчивости сфе­
рической оболочки имеет вид [1, 8]

ДЧ------------------- 4-зН.Е2 д2
с" О/

е —2^^
R ‘

О
■ь— △л՝ + 

л
= 0

2_ 
R

А2
З/?2

Д

^0£2
?сс1

мл

С О1

с3 д/2

А2 А------ Дш
№

(1.2)
2и> = о

ЗА3 R
А20-—(д+1-,)(д+2)։и֊ 1 д2ш

Со оГ-

, о/42А2 О' ?(/)
'՜Зpc2c}R2дt и' 4рА/?с2 (Д + 2) ш = о

Здесь приняты обозначения:

АВ
±(Ви) + А(А„) 
(к ар

2ш

Я2 Г д / В д \ д / А д \ 
АВ I да. \ А да) др \ В д^/
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4' = — — (В'»)-----— (Ау)
АВ [ (?<х Ор

(1.3)

՝!’(՝• 7о 5*п

г = 2 (1 — СОЗ 90), Е 
р(1֊*2) 

соз % = соз ; соз ? 4՜ ь1п ; З1п а сох Р)

где Е — модуль упругости, V — коэффициент Пуассона, р — плотность ма­
териала оболочки, с — скорость света, с0 — скорость звука в материале 
оболочки, ф(а, р, /), ф(а, Р, О — искомые тангенциальные компоненты 
индуцированного в оболочке электрического поля, ^(а, Р, О, р, /), 
а'(а, р, /) — искомые перемещения срединной поверхности оболочки.

Решения приведенных уравнений должны удовлетворять условиям не­
прерывности и однозначности на сфере.

2. Решения уравнений( Е2) представим в виде разложения

= V гип (7) (а, Р),
л=1

(2.1)

(а, р) = V (АП1< соз А.р -г Епк з!п £р) Р„ (соз а) 
к=о

где Апк и Впь коэффициенты Фурье, определяемые формулами
2к я

Апк —

О 0

р) Рп (соз а) сое £р з։п т</а7р

2к Е

Впк = —7— | \ Уп (а» Р) Рп (соз а) зт к^> эш ^б/ас/р 
та2.).)

о о
. - Д >|2 ( и 1 ^) •

2п + 1 (п֊к)1՝
2 при к = 0,
1 при к 0,

(х) = (1 ֊ х-)‘ -

Р„ (х) — —-— — [(я2 — 1),!] — полиномы Лежандра. 
2 га! 7хР

Подставляя (2.1) в уравнения (1.2), получим систему линейных диф­
ференциальных уравнений с периодическими коэффициентами
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/ „ + (2п
4пз/?-' d dn

c dt
2wn 
R

--0

з//0А2) п dw
dt

R \3R'

?CC֊

(>.„ 2) wn 4*

n’ __ Ho d /f __
’ n I Jn

c dt \ R
= 0 (2.2)

1 d*wn 
c- dt֊

। ih2HvK, dw
+ ^c-c^R֊ ~dt 4hRc^ 2'“’"-°

Н 3ptfc*cJ

Здесь )-n = n (n 4 1) •
Система уравнений (2.2) после некоторых преобразований приводится 

к одному дифференциальному уравнению относительно

, d3w„ . d-Wn . .л о .dwn ,
<*i ——- 4 а2---- ;----- 7о d — Лп cos о։֊)---------г

< d-3 d~ d-

4՜ [1 — 211в (cos w: — at<o sin <՛)՜)] wn — G (2-3)

где введены обозначения

S3 j —

_ apR՝՜^
°1՜ chd- a.,

3dnc2(>.n — 1 4-4

«1P(.
7o — CIJ nP* Po

4Eh 14-320֊я֊1)2
P - - ~ ~P i _ 1 _l_ м

Pt
'° 2(p*—Po՝

i 2 q2 
jq/jCq po

chdn (p* — />(,) 3c27?2 (/•„ — 1 4- 4
>2n

6/?2(l 4-4
h֊

„ __ Oil-S)
I О — ’

%
a? = (>,, - 2)

1>л՜

(2.4)

d.

h-
3№(1-v2)

4кзЛ 
о ~ В 22Но Ид- —

1 4кр

•|-------(2n
2A

M), oj = 2֊^, 2a 
2

Q2 ( 1   Pb
“o ։ 1

՝ P* ■

^R^p*

В (2.4) <2,. — частота собственных колебаний сферической оболочки в ва­
кууме при отсутствии магнитного поля, у„ и Цо — коэффициенты возбужде­
ния, р* —значения критической силы при статической устойчивости обо­
лочки, параметры и ро характеризуют электропроводность материала 
оболочки и напряженность внешнего магнитного поля соответственно. 

* д—скорость распространения волн Альфвена.
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Уравнение (2.3) имеет периодические коэффициенты и, как известно՛ 

[8, 9], при некоторых соотношениях между коэффициентами имеет неогра­
ниченно возрастающие решения. Границы области главного параметриче­
ского резонанса определим, используя метод гармонического баланса [8].

Согласно сказанному, решение уравнения (2.3) будем искать в виде

w„ (") = Ао sin — 4֊ Во cos — (2-5)

Подставляя (2.5) в (2.3) и приравнивая определитель нулю, для опре­
деления критических частот главного параметрического резонанса получим 
уравнение

a֊z3 + (a.; 2a^0)z2 + (3S — а՜֊ — 2а2) z 4- 1 — = 0 (2.6)

где z = ю2/4.
На основании (2.6) проведем численный анализ для алюминиевой обо­

лочки при /։//? — 0.01, р0 = 5 отм.

На фиг. 1 представлены графики зависимости критических частот глав­
ного параметрического резонанса от напряженности заданного магнит­
ного поля р(Р = 104 р2) при различных значениях коэффициента возбуж­
дения ц, где

шо , %Е Рь + рД %Е1г
Ш*=Ч’ 11 3(1-^

Здесь р**— минимальное значение по п критической силы при статической 
устойчивости оболочки.
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Рассматривая фиг. I, замечаем, что при наложении магнитного поля и 
дальнейшем увеличении его напряженности область главного параметриче­
ского резонанса уменьшается и стремится к нулю при определенном зна­
чении напряженности магнитного поля рПр- Это значит, что существует ми­
нимальное значение (Зпр) напряженности заданного магнитыого поля, пре­
вышение которого исключает возможность появления параметрического ре­
зонанса.

В табл. 1 приведены значения Нпр при некоторых значениях коэффи­
циента возбуждения р для алюминиевой оболочки.

Таблица 1

Н пр. 
1О'։ эрстед 1.0862 3.4348 5.0698 6.1991 7.1698

[1 0.01 0.1 0.2 0.3 0.4

Расчеты показывают, что является монотонно возрастающей функ­
цией от числа волн И, поэтому фиг. 1 построена для п = 2, соответствую­
щему наименьшему значению <•% в зависимости от П.

Зависимость ^пр от коэффициента возбуждения р приведена на фиг. 2, 
которая показывает, что чем больше интенсивность магнитного поля, тем 
большая амплитуда параметрической силы требуется, чтобы вызвать дина­
мическую неустойчивость оболочки. Приведенная кривая отделяет область 
устойчивости (770^>//,1р) от области неустойчивости (//0<//пр) и по­
строена при п = 2.
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Из фиг. 3 видно, что зависимость £пР от числа волн П является моно­
тонно убывающей функцией.

Институт механики АН 
Армянской ССР Поступила 6 IX 1977
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ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈԻՄ ԷԼհԿՏՐՍճԱՂՈԻԴԻՉ ԳՆԴԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ 
ԴԻՆԱՄԻԿ ԿԱՅՈՒՆՍ Ի ԹՅՈՒՆ Լ'

II. մ փ ո փ ո է մ

Հոդվածում ելնելով բ ա ր ա կա պ ա տ մ արւ) ինների մ ա զն ի ս ա ա ռա ձ դ ա կ ան ու֊ 
թ յան վարկածներից, դիտարկվում է գնդային թաղանթի դին ամ իկ կայուն ոլ- 
թյան խնդիրը ստացիոնար մադնիսական դաշտ ում, երբ մադնիսական դաշտի 
լարված ության վեկտորր ուղղված է թաղանթի միջին մակերևույթի նորմա֊ 
ք ո վ: Ստացված է բնութադրիչ հավասարում գլխավոր սլ ա ր ա մ ե տր ա կան ռեզո­

նանսի կրիտ իկա կան հաճախականության նկատմամբ։
Ուսումնասիրվում է տված մադնիսական դաշտի լարվածութլան ազդե­

ցությունը։ դինամիկ կայունության տիրու/թների վրա։ Որոշված է արտաքին 

մադնիսական դաշտի ս ահմ ան տ յին արժեքը, որի դե սլքում բացառվում է ւզա- 
րամետրական ռեզոնանսի հնարավորությունը:

DYNAMIC STABILITY OF AN ELECTROCONDUCT1VE 
SPHERICAL SHELL IN THE MAGNETIC FIELD

P. A. MKRTCHIAN 

Summary

In terms of the hypothesis of a thin body magnetoelasticity ihe 
problem of parametric vibration of an electroconductive tpherical shell 
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in the radial magnetic field is considered. An equation is obtained to 
determine the critical frequencies of the main parametric resonance. 
The influence of the specified magnetic field strength upon the critical 
frequencies and the dynamic instability region is studied.
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К. Б. КАЗАРЯН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ТОКОНЕСУЩЕЙ ОБОЛОЧКИ 
ВО ВНЕШНЕМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

В последнее время в технике получили применение токонесущие упру­
гие тела. В связи с этим ряд работ был поспящен исследованию поведения 
токонесущих упругих тел в магнитном поле [1—7]. В [2] показана воз­
можность потери устойчивости гибкого токонесущего провода в магнитном 
поле. Вопросу устойчивости и колебания упругих токонесущих стержней 
посвящены работы |3—5]. В [4] рассмотрена задача устойчивости упруго­
го токонесущего стержня круглого и эллиптического сечении в случае, когда 
электрический ток течет по направлению оси стержня я является поверх­
ностным током. Для стержня круглого сечения в |5] теоретическим и экс­
периментальным путем рассмотрена аналогичная задача R случае, когдч 
электрический ток равномерно распределен по сечению стержня.

В работе |6] показано, что цилиндрическая оболочка может потерять 
устойчивость в магнитном поле электрического тока, протекающего по на­
правлению образующей оболочки.

Для пластин и оболочек с электрическим током исследование некото­
рых задач колебаний и устойчивости приводится в |7].

В настоящей работе рассматривается задача устойчивости токонесу­
щей оболочки конечной длины, по направлению образующей которой течет 
объемный электрический гок. Оболочка находится под действием внешнего 
продольного магнитного поля, параллельного электрическому току. Опре­
делены критические значения плотностей электрического тока и напряжен­
ностей внешнего магнитного поля, при которых оболочка теряет устойчи­
вость.

$ I Круговая тонкая цилиндрическая оболочка длины толщины 2/?. 
радиуса срединной поверхности R отнесена к триортогональной системе, 
координат (а. р. у) так, что координатные \инии <х и |э совпадают с линия­
ми кривизны срединной поверхности. Под а и 0 подразумеваются размер­
ные координаты точки срединной поверхности, откладываемые соответ­
ственно вдоль образующей и по дуге.

Материал оболочки изотропен, не обладает магнитными свойствами, 
■шляется проводником электрического тока.

По оболочке по направлению оси а течет стационарный, равномерно 
распределенным по толщине электрический ток плотностью /՛„. I оконесу- 
щая оболочка помещена во внешнее стационарное однородное магнитное 
поле, вектор напряженности которого Н, параллелен образующей оболочки, 
лак известно, токонесущая оболочка обладает собственным магнитным по­
лем. которое для тонкой бесконечной оболочки равно [6]
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__  _ 4-,•Я,--2Л(- + Л) |-|<л
С

4 = 0 •;<-/։ (1.1)

на = -^.с
Рассматривается устойчивость конечной токонесущей оболочки во 

внешнем магнитном поле Н
Для собственного магнитного поля конечной обо,ломки принимается 

значение магнитного поля бесконечной оболочки.
В отношении упругой оболочки принимается гипотеза Кирхгофа-Лява.
В невозмущёииом состоянии на оболочку, вследствие протекания элек­

трического тока, действует объемная пондеромоторная сила Ампера

?О = 4ЧЛХ(Я.+Д>1: = Л.А б (1.2)

Внешнее продольное магнитное поле 77, /7, • ։,, будучи параллель­
ным направлению тока, для невозмущенной оболочки нс вносит вклада в 
объемную силу Л..

Принимается, что под действием силы / „ в оболочке устанавливается 
безмоментное напряженное состояние, определяемое кольцевым усилием [6]

ЛГ0 - (1.3)

В [6] показано, что учет индуцированных электромагнитных полей, 
возникших вследствие колебаний, не влияет на критическое значение плот­
ности электрического тока, при котором оболочка теряет устойчивость. 
Здесь. в силу этого, задача устойчивости оболочки рассматривается на осно­
ве статического подхода [8].

В возмущенном состоянии оболочки, вследствие изгиба, возникает по­
перечный компонент вектора плотности электрического тока, определяемый 
из условия непротёкаемости электрического тока [7]

(7-") = 0 (1.4)

В (1.3) п нормаль к поверхности возмущенной оболочки. / — век­
тор плотности электрического тока возмущенной оболочки.

1 ак как н = (]га<.1 (&—у), то из условия (1.4). учитывая, что оболочка 
является тонкой, для нормального компонента вектора плотности началь­
ного электрического тока возмущенной оболочки получим

. . Ош

где и՛ — нормальное перемещение срединной поверхности оболочки.
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Взаимодействие электрического тока плотности Д с внешним про­
дольным .магнитным полем Н, приводит к возникновению объемной ион де­
ром отор ной силы

Г (Л; (1.5)
С <7Х

Вопрос с ончнвости токонесущей оболочки во внешнем магнитном по­
ле рассматривается на основе уравнений технической теории гонких обо­
лочек.

В силу допущения безмоментностн исходного напряженного состояния, 
определяемого кольцевым усилием (1.3), и с учетом тангенциальной возму­
щенной пои деромоторной силы (1.5) эти уравнения в перемещениях средин­
ной поверхности имеют вид | 8]

1 — у <Рц . 1 -4- V у ди> 0
да* ' 2 д'? 2 R д*

■>'г՝ ~ 7 '221 1 7 #ги _ 1 ды_ (1 — 1 Н}ф
2 (№ 2 К ЪъЕк.

2>՜ м ~ к(] >5) \/г #?/ 8- д?

В (1.6) Е— модуль упругости, V — коэффициент Пуассона материала 
оболочки, и, I’—тангенциальные перемещения срединной поверхности обо­
лочки, Н.. - 8:-./с6с 1 абсолютное значение собственного магнитного 
поля на внешней поверхности оболочки, обусловленного электриче­
ским током, О — '2Е/?/3(1 ֊ у'՜1), Д - <^'от - сАт/З2.

§ 2. Как известно, для определения условий потери устойчивости обо­
лочки в статической постановке необходимо для токонесущей оболочки 
определить те качения магнитных полей Н,, H2t при которых система урав­
нений (1.6) имеет нетривиальные решения.

Задача решается при условиях шарнирного, свободного в тангенциаль­
ном направлении опирания на торцах оболочки а = О, <Z L.

Можно показать, что рассматриваемая здесь задача устойчивости при­
надлежит к классу несамрсопряжеиных краевых задач. Для решения нс- 
юлъзуем вариационный метод Бубнова—Галеркина, применяемый в не- 
консерватирных задачах [9]. Согласно этому методу представим решения 
уравнений (1.6) в виде следующих рядов функций, удовлетворяющих усло­
виям опирания и замкнутости оболочки:

, '» .
и е'՜ V ип cos v е'' V $jn k„a 

п— 1 к -»1

tp = t>','r \л «ь, sin АлХ (2-1)
о֊1

т = 1.2,3,...)
\ A L /
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Подставляя (2.1) в (1.6) и используя обычный процесс ортогонализации 
Метода Бубнова—Галеркина. после некоторых преобразований приходим к 
следующей бесконечной алгебраической системе относительно

Aw, + 7 V = 0 (q = 1. 2, 3, ...) (2.2)
t«=J

где

А—0(/>։ *’)* ■ 2£hk\R- ՝ R(k:,- ^p֊H;

В„ч~ Bn<,HxH2

в»? —
0 (л — q — четное число)

0 (и — q)

( Rr.zy 1 [(2 >) pk ՝ — рЧ-.] (л — </ — нечетчое число)

Представляя в (2.2) комплексный прогиб ։■ виде и
разделяя действительные и мнимые части системы 2.2), получим 
следующую бесконечную систему относительно :<՛։./• и՛.,:

по 
Avwj7 V — 0 

»<е I 
ее

Ач«>2% — V w\cJ3,..t 0

(2.з)

Приравняв нулю определитель Q системы (2.3). найдем критические 
•качения напряженностей магнитных полей //, и Н2, при которых оболочка 
теряет устойчивость.

Определитель Q приводится к произведению определи к лей двух гране- 
поНированных матриц

Q - det | С<Л J-det , С,.ч j — [det | С,/л | ]-

Общий член определителя det | С,.„| имеет вид

.4ло„, 4֊ (— 1)'7<,.; (п ±д нечетное число)

= АЛ.., (л г q — четное число)
(2.4)

(**Чг, —символ Кронекера).
Как известно [9], для использования метода Бубнова—Галеркина в 

-''.самосопряженных краевых задачах необходимо, чтобы этот метод приво­
дил к бесконечным определителям, принадлежащим к классу нормальных 
определителей.

Для доказательства принадлежности определителя det | С,,„1 к 
классу нормальных определителей разделим g-ю строчку определи­
теля на i Р(Л7 р'՜)'*, а п-й столбец на [ D(kn



30 К. Б. Казарян

Тогда определитель det|Cvn| можно представить р. виде

— ~ . '-'чч ("/•՛: '

где С„„ равно

_ 2 ел^/г2 ֊ (8n)- '/etf (4՛;
”1 D(kl^ р֊Г(Й + рТ

(— I)1 HxHn [(2 V) pk'l ֊1֊ к„рл\ q t .
— ---------- ֊——--------- ---- --------------—— (n q нечетное число)

--RD (fc; 4- рУ (*? + p-)- (<?= - n’)

2№<Й (8֊) 'H'iRp^k-^-p-)-- . . .
Cfn------------------- -------- —— ------- ---------- ----- пПч \n 7 — четное число)

D(i; + ps)։ (*’.+ ₽*)=

Используя некоторые простые неравенства, можно легко показать, что

[ | I Счч I У У i ^-уп I \ 
^--■1 у — 1п-1

Определитель, общий член которого удовлетворяет этим условиям, яв­
ляется нормальным.

§ 3. Для качественного анализа вопроса устойчивости оболочки огра­
ничимся приближениями бесконечного нормального определителя 
det | С\„ ' при л — 2: л — 3; л — 4.

При п = 2 условие del|C?n| = 0 имеет вид

х = (3.1)

11ри а 3 и н — 4 имеем соответственно

•Ч ~ ^32 I (3 2)|

AZ3J (3.3)

в (3.3) •в=Ц54а|5։й֊|Дг|Д։][|Д1|^ |к։|йЛ] и 5>о, так 

как

iKl” 1^1, в„>8„, |5u|>534, в33>1^։1

Обозначив н;: г. .4/ = V. из (3.1), (3.2), (3.3) получим следую­

щие функции :՛ г(\1, определяющие критические значения напря­
женностей магнитных полей, при которых оболочка теряет устойчи­
вость

(//, — гНа. — >,")— € (0. «՝] (3.4)
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•2 = |Я1 ~ - у/)^э —у.г) ,

~ -«л (а.у у)]
I V (0, а.] (3.5)

-■ — ~՜^) । /'Ю 4Н»; У?) (о, - у)(цд - у ,1 (ДД ֊ у)
? 2г.֊ (3.6)

^(0. П|]

В (3.4) — (3.6) приняты следующие обозначения:

а. -8֊[Ь(р9 4-А2)4-2ЕЛА7> -][/?/гЧА< /г)2]՜1 («,>0^)

£ ... 64 [(2 4- у) Ь‘ ֊- /г][(2 ± у) £ 4- р-) 
R'р՛՝ (к2 — р"У: (к! * р՝)21 /- — гР

£ = В(64^)г[р^( Й -р-)Цй + рУ(кз р-)Цк1 рГ֊] ՛ (3.7)

Л*<) = «д» («1 — *?) (а, ֊ у ‘ ֊- 5,.(в3 — у) (ад — у) Ь

-г *м (Ог — V) («3 — V) — 5:л («։ “ Т>(«з “ V*

(у = 1,2, 3, 4: з = 1,2. 3, 4)

Функции :р :/ являются монотонно возрастающими функциями 

от ՛; при т4 — 0, причем

?(«։)=0. 1։т:’(л) ос (; 1,2,3)
} 1)-0 }

=?>Ц>^ У^(0,а։]
(3.8)

! аким образом, как первое, так и два последующих приближения опре­
делителя с1«1 1 С,!„ | приводят к функциям из анализа которых видно, 
что внешнее магнитное поле, параллельное току оболочки. \ меньшает об­
ласть ее устойчивости.

На фиг. 1 в плоскости Н, = л, Н_ ц заштрихованная область яв­
ляется областью устойчивости оболочки, для всех остальных значений 
7/։ и //.. оболочка неустойчива.

§ 4. Для количественного анализа устойчивости (неустойчивости) обо­
лочки воспользуемся в качестве примера первым приближением.

Из (3.1) условием, определяющим критические значения Н, и Н . 
будет

(а, - Нг1) («. -«?} -^НСН1! = 0 (4.1)

где

8г/)(^4-р2)2 1б£Л^4
Кр- *Г ^’(Аг4р2)гР:

8г/)(4А'֊ + р“)2 , 25бЕАг^ 
(1п —---------------------------г -------------------------

АУ ЯД(4А2 ՝> рУр-
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256 | (2-(->)£-' +
9RWp։ (1с н֊ р'У (41г Р!У

(4.2)

гп
Р R

Для определения минимальных значений Н, и Н. необходимо сначала 
определить минимальное значение функции а։ от Ш.

Формула, определяющая а,, значительно упрощается, если принять из­
вестное в теории устойчивости цилиндрических оболочек допущение [8}

Для определения

Г^7֊Т«1 (4.3)
\ тЬ /

Используя (4.3) и минимизируя а1 по т, 
получаем

< /"Р՜
пц 5= 2.3 | 1/ -д- = 0.3)

Формулы (4.2) в силу (4.3) примут вид

16-£/Лпа , 16*'£А/?'

16п£А’т’ 256гс5£/»£'
3£։ Я/п» 

։= ^б/?’ (4 4
92.

наименьшего значения функции и (тУ необходимо

определить a (m) = min (a (£(zn^)), а (Е(т*) 4-1). а(1)}. Функция 
Е(гп^) есть наибольшее натуральное число, не превышающее тг..

Кривые зависимости Н\.„ от Н*т при различных значениях т яв 
ляются, вообще говоря, взаимно пересекающимися кривыми.

* /"R՜ ' ~R
Можно показать, что если гп [ £ ш., т,.], где тгч =с2.17 1 I

I I *•
( * - 0.3), то кривые зависимости Н\^ от Н?т являются взаимно пере­
секающимися: ;не этого интервала пересечение кривых не имеет 
места.

Эти кривые будут различными, если

ля, т:.\ 2 (4-5)

Из (4.5) усд-озием пересечения кривых является

(4.
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При т т< (4.3) имеет вид

т«013| т (4.7)

Из сопоставления (4.6) н(4.7) видно, что пересечение кривых имеет 
место только для очень тонких оболочек, а именно, для оболочек, у которых 
Л/А 10 . Ограничиваясь оболочками с К R /> 10 . приведем основ­
ные формулы, определяющие критические значения //, и //.

|н։(т) /?}]|а (/п) — /й] :։.(/н) Н Н' -֊ О

/У, | о. (т); I)
(4.8)

В (4.8) т «ст»» то натуральное число, при котором функция и,(/П) при­
нимает наименьшее значение.

Для проведения численных расчетов относительно критических комби­
нации напряженностей //. и Н:. введем следующие безразмерные пара­
метры:

2А_, и>---------------’ « — •- 

аД/п» а:(/п)
(4.9)

где ’ а։(тп I — критическое значение напряженности собственного магнит­
ного поля токонесущей оболочки в отсутствии внешнего поля Н..

Используя (4.2) и (4.3). запишем (4.8) в безразмерном виде

(1 -^1(4.75-^) 21:(т)^Г: = 0 (4.10)
На основе (4.10) в табл. 1 в некотором диапазоне отношении 

А/Д, Л/Л для оболочек, изготовленных из алюминия, приведены кри­

тические значения параметра ; при \ = 0.9, а также значения т, от­

вечающие минимуму I а։. Приведены и критические значения собствен­
ного магнитного поля /7?- -- I и случае отсутствия внешнего поля 
(//> = 0).

Таблица /

/? л Л/Л т • Яг(») },г(и;сл')

0.1 1 1000 4 120 1700 Ь7Ь

0.1 1,500 4 70 1280 510
0.15 1.600 4 102 1240 44)
0.2 1 200 4 53 5680 2260
0.3 1/300 6 90 4190 1671
0.4 1/500 6 140 2560 1010
0.4 1 250 5 ъь ЫМо 2420
0.5 1/500 7 16С> 2360 ИЗО

3 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 1
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В табл. 1 для оболочек с Л — 0.1 см приведены также соответствую­
щие /У?, критические плотности электрического тока оболочки.

Как видно из численных результатов табл. 1. внешнее продольное 
магнитное поле незначительно уменьшает область устойчивости оболочки. 
В действительности, при внешних магнитных полях, достигающих порядка 
нескольких десятков I а։, критическая напряженность собственного маг­
нитного ноля уменьшается до 0.9 I а։.

В заключение отметим, что при Н, — 0 решение (4.8), полученное на 
основе метода Бубнова Галеркина. совпадает с точным решением задачи 
устойчивости токонесущей оболочки.

Институт механики АН
Армянской ССР Поступила 5 III 1978

>1. Р. Ղ1Լ!'ԱՐ?.1ԼՆ

ԱՐՏԱՔԻՆ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈԻՄ ՀՈՍԱՆՔԱՏԱՐ 
ԹԱՂԱՆԹԻ ԿՍՅ(1ԻՆՈ1’Թ:1ԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա ժ էի ո փ ո I մ

Դիտարկված Լ արու արին երկայնական մ ւսդնիոական դաշտում գտնվող 
հոսանրատար դյս/նա յին թաղանթի կայուն ության իւնդիրր:

PՈլրնով-Դւպյորկինի մեթոդի հիման վրա որոշված ևն արտարին մաւր 
նիսական դաշտի ե թաղանթի ոեփական մ ադնիււական դա՛շտի կրիտիկական 
յարու մներր I

Qntjrj (է տրված, Որ արտ արին մ ա գնիւք ա կան դա շար փոքրացնում Է Հո­
սանքատար թադանթի կա յանու թ յան աիրույթրւ

ON STABILITY OF A CURRENT-CARRYING SHELL 
IN AN EXTERNAL MAGNETIC FIELD

К. B. KAZARIAN

S u m m ary

The stability problem of a current-carrying cylindrical s ell in an 
external longitudinal magnetic field is considered.

The critical strengths of the shell’s own magnetic field as well as 
of an external magnetic field are obtained by Bubnov-Galerkin’s method.

The external magnetic field is shown to diminish the stability do­
main of the current-carrying shell.
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П. В. ГАЛПЧЯН, М. А. ЗАДОЯН

ПЛАСТИЧЕСКОЕ КРУЧЕНИЕ КРУГОВОГО СТЕРЖНЯ 
С ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ В ВИДЕ КОЛЬЦЕВОГО СЕКТОРА

Рассматривается задача о пластическом кручении кривого стержня. 
Материал стержня подчиняется условию изотропного упрочнения. В сфери­
ческой системе координат (г, 0, ([) боковые поверхности стержня являются 
координатными поверхностями г = г։, г = г2 (/'|<г2) и 9 — л/2±сс, а торце­
вые поверхности — координатными поверхностями ф = 0 и ([ = |5 (фиг. 1, 2). 
Здесь г — расстояние от центра сферы, 0 — полярное расстояние, а ф— 
угол долготы. Меридиональные поперечные сечения 12 такого стержня 
представляют собой кольцевые секторы (фиг. 1). Стержень скручивается 
противоположными силами (фиг. 3), действующими по оси 2, соответ­
ственно в плоскостях <( =0. ф = р.

Впервые задача о кручении кривого стержня в постановке теории упру­
гости рассматривалась в работе [1], а затем —в [2—6]. Аналогичная за­
дача в идеальной жестко-пластической постановке для неупрочняющегося 
материала рассматривалась в работе [10]. В работах [11, 12] в тороидаль­
ных и цилиндрических координатах рассматривалась задача о пластиче­
ском кручении сектора кольца из упрочняющегося материала. При 
помощи некоторого полуобратного метода в указанных работах по­
лучено поле напряжений и деформаций, когда контур поперечных сечений 
совпадает с координатными линиями. В работе [12] обобщается теорема 
о циркуляции сдвига и исследуется случай тонкостенных стержней.
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1. Принимается, что интенсивность деформаций сдвига Г и интенсив­
ность касательных напряжений Г связаны соотношением I = 2(1 + 
+ ХГ ) Т, а зависимости между компонентами тензоров деформации и на­
пряжений имеют вид

в,; = /(Т)(3,.7-=г0),= 2, з, f(T) = i + >.r՝ (i.i)

Здесь а.,. представляют отношения компонентов напряжения к 2G (G — 
модуль сдвига), з-- среднее давление в точке, о,-/֊ символ Кронекера, 
а X и v некоторые положительные физические параметры, причем 
для простоты принимаем v целым. Нулевое значение параметра X 
соответствует линейной упругости. Упругая часть составляющих пол­
ной деформации в (1.1) будет 
Е0՜ = zij ~

Дифференциальные соотноше­
ния между компонентами деформа­
ции и компонентами смещения в 
сферических координатах имеют вид 

дцг 1 ди,' иг
е; =----- , е6 -- ----------֊}--------

dr г (ft г

1 ди֊ Цг Щ
Ес =֊- -----֊֊ — --------- -Ь ֊֊ Ctg 9

г sin b 0<р г г

2-( =r±/<) + J.±L
гь дг\ г / г дЬ Фиг-3-

2 ~ sin 6 а / \ 1 дщ
г дв \ sin 9 / г sin 9 ду

Ъ.֊г = —— + г — (— \ 
г sin 9 о'ф дг \ г /

Компоненты перемещения представим в виде

и г = иго(г, 6) + г sin 9 j [ 2^r — r~-

»4 = «оо(г» 6) H sin 6 — sin 9 — Ur 
sin 9

(1.3)

Wc = ито (е.сГ sin 9 — uh cos 9 — ur sin 9) c/tp 

где цг(), не(|, «со—произвольные функции г и 9. Предполагая, что тен­
зор напряжения, следовательно, и тензор деформации не зависят от 

из (1.2) и (1.3) получаем выражения для компонентов деформации
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2՝.

dr

г
дг

29

Щр

1 <>«9о . Ин»
7J + 7 

в _._й

п., _ ',ит 1 °ип) 
г1> дг Г 0^ Г

2՝, и = sin6*•* де
Ц?о 

г sin 6
а <м>

где В = const — крутка. Полагая далее отличными от тождественного нуля 
только компоненты напряжения , ~-г и компоненты деформации^., 
Тг , для перемещения можно получить

иг — Во cos е, Uf> = - - Во sin 0, w? = и-0 (г, 0) 4֊ Er sin 0

г- 1 /Л 'О\ (' ’ ‘*/2) Г Г 1£=—м.0(г\ ^2)------------- -----------г ЧГ1, г2]
г* Or

Из выражений для 7 и 7, (1-4) получаем уравнение совместности 
деформаций

die? 
дг

д / y \ 
sin й —I —:ъ I 

. ое \rsmO/
в

г՜ sin2 0 (1.5)

Вводя функцию напряжений

В ОФ 
'fr ~՜ r3sin20 10՜’

из (1.1) и (1.5) получим

д | f(T) дф ] . fi д— ---------- :— sin У —
Or I r։ sin՜ 0 дг | де

В ОФ 
г’sin’6 дг

f(T) ОФ I 1
г4 sin3 0 де | г2 sin3 9

(1.6)

(1.7)

когда (г, б) < 2 — ГЙ

Рассматривая условия на боковой поверхности стержня, приходим к 
условию Ф = const на контуре Г границы области меридионального попе­
речного сечения FQ. В случае многосвязной области на каждом контуре 
Г к (/? = 0, 1, 2..... т) функция <1> принимает различные постоянные значе­
ния. Таким образом, задача сводится к определению функции Ф из уравне­
ния (1.7) при условии <1> = const на контуре Г.

Выбирая начало координат за центр приведения на торцевой плоскости 
Ф = 0, вычисляем главный момент М и проекции главного вектора Pz, 

на оси х, 2 поверхностных сил

М- - В -7֊ — ^ 
г sin՜б дг
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Переходя к криволинейному интегралу, получаем

- в drJ

В случае многосвязной области будем иметь

Г г-с№ т с dbФлф֊А_=о
J Sin" у Ы J sin՜ У

Го Г,

так как все интегралы в этом выражении равны нулю. Здесь Фо, Фл — зна­
чения Ф соответственно на внешнем и внутренних контурах Г0, Гк.
Принимая Ф„ ~ 0 на внешнем контуре, находим

Pz = - В V Фа. (£—------ -°- Г-Г т 28 ( f----- ֊— (1-8)
*=1 J г sin 8 г2sin28 JJ г3 sin3 8

Г,

В случае односвязной области будем иметь

Л- = IB f С---- --— (1.9)
J Jr’sin’6 
2

Аналогично находим

,, d к £ cos 8^8 dr г> Гт к i' cos 8^8 drРх = ВФ. (Г)------------- |----------------- В V Фа h-------------- |------------- == ОJ г sin2 9 г2 sin 8 J г sin2 9 г2 sin 8
Го Гл.

так как

cos 9(/9 
г sin՜’ 9

dr
г2 sin 8

(к = 0, 1, 2,..., т)= О

Таким образом. Рг будет равнодействующей данной системы поверх­
ностных сил.

В области меридионального сечения возьмем произвольный замкнутый 
контур Г*. Область, ограниченную этим контуром, обозначим й*. Инте­
грируя обе части уравнения (1.7) в области £2* и переходя к криволиней­
ному интегралу, получим

j г3 sin3 6 [ dr г дВ J г sin3 8
Г, Г.

Имея в виду, что rdb =— ds cos (t, г) и dr—ds cos (t, 8), где 
t — направление внешней нормали к контуру Г*, a s — дуга этого 
контура, окончательно получим
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Полученное уравнение является обобщением известной теоремы о цир­
куляции касательного напряжения при кручении, которой можно пользо­
ваться при рассмотрении многосвязных областей.

2. Рассмотрим случай, когда меридиональное сечение стержня есть 
кольцевой сектор. Решение уравнения (1.7) при условии Ф = 0 на ГЫ 
ищем в виде

ОО 
Ф у /ф<. 

к^О
(2.1)

Преобразуя (1.7), подставляя в него разложение (2.1) и вводя новую 
к

переменную 0 = ——р со (—а со а), приходим к системе рекуррент­

ных первых граничных задач

С?3Ф„ 2 б*Ф„ , 3 х <)Ф„ , 1 д2Ф„
дг2 г дг г՜ ск» г2 дш2

когда (г,

Ф„ = 0, когда (г, Г2 (п = 0, 1, 2,...)

у>)£ <2 — Г2

(2.2)

где = — 1, а при 11 1

п — 1 п—I
(2п = У ^гас! /ч £гас! Фа-£-1 — V (^„-к-1 Гк 

к-О к=0

При V = 2

Рп — —--------- V £гас1 Фк §тас1 Ф,.-*
г4 соз4 с» "о

Здесь Фо характеризует линейно-упругое состояние.
Можно показать, что задача (2.2) имеет единственное решение и 

тождественно удовлетворяется условие разрешимости, а соответствующая 
однородная задача имеет только нулевое решение.

3. Решение задачи (2.2) ищем в виде ряда

ф„ =у (г) (3.1)
к л

где

к тс

'1
собственные функции задачи (2.2).
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Разложим r-Qn(r, ю) в ряд по Rtc(r)

PQn(r> <«>) = y(?nt(<0) Rk(r) 
k- J

(3.2)

Имея в виду, что 

при к I 
при к = I

получим для коэффициентов

Qnk \">) — I ~ Qn (£, <") Rk (5) </֊' 
J “

Подставив разложения (3.1) и (3.2) в первое уравнение (2.2), для 
коэффициентов получаем уравнения

р-2 Q
□^ + 318^-^ = ֊^, 1‘< = -=-+7 (3.3)

1п=^ 4

удовлетворяющие граничным условиям Qn>£ ( ± а) = 0.

Подстановка 2П* (ш) — (х2 — 1)։ ц„а- (х), х — sin <о переводит соот­
ветствующее (3.3) однородное уравнение в уравнение

(х2 —1)М;АЧ-6хИ^ + (4 + нл.)«я* = 0, |х| < 1

общий интеграл которого будет

и„„ = с,л (х) + c։q; (х), ±+
z ։ '2In — 

ri *
где P^ (л) и О (х) — сферические функции Лежандра первого и вто- 

к к
рого родов с индексом v*.

Общий интеграл однородного уравнения (3.3) будет

= С}к COS2coP.^ (sin w) Сгк coss<oQ^ (sin ю)

где (x) и Q:jx) — присоединенные сферические функции.

Разыскивая частное решение по методу вариации произвольных 
постоянных С|А и С2К, получим общий интеграл уравнения (3.3)
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2n.t(«) = &пк (со ) 4՜ 2П* (<•>) = Cucos2 со Р^ (sin V>) 4- С1к cos2 coQ? (sin со)— 

р Q„t( p) Р^(вшф) </ф
— COS2 10Q֊L.(Sint”) ------ ». r»2 z . .х'ЛЗ , -------- ^2 Z , V Г. 3 Z . | \. +

k J cos՜ ф [Р (sin Ф) Q, (sin ф) — Q (sin ф) Р ^sin ф)]_ а к к к к

, . . р Qnk (ф) (£ (sin ф) </ф
4 с о s2 со Р “ (sin«) I ----------- ------------ —---------------- —------------- -------------

к J со52ф[Р.” (sin ф) Q., (sin ф)—Q, (sin ф)Р^ (sin ф)]
_ а X: к к к '

Определив Си С2К из граничных условий (3.3), окончательно полу­
чим

М
(«) = — I Qnk (ф) ~ </ф — 

— а ‘ к

Р cos2 со [Q՜ (sin о») P’ (sin ф) — Р.2 (sin со)(sin ф)]
- си(ф)------------- /---------- И----------------г------------ т-------------- (3.4)

J cos՜ ф [Р., (sinty) (sin ф)— Q՜ (sin ф) P, (sin !>)]_7 к к к к

AR = cos2 со ГР” (sin «)(Zt (—sina) — Q2 (sin co) P^ (—sina)]X к к к к к

< [ Qj (sin a) Р* (sin ф) — Р՜ (sin a) Q; (sin ф)| к к к к

N = cos2|[Q2 (sin а) р: (— Sin а) — Р2 (sina) Q. (— sina)] X

X [P^(sin Ф) Q^(sin Ф) — (?\(sin ф) P.^(sin ф)]

Подставив (3.4) в (3.1). после некоторых преобразований получим ре­
шение задачи (2.2) в виде

Фи (г, w) = j i (’> Ю 'Р’ r’ °֊) 

2

где G(£, ip; г, (о) — функция Грина задачи (2.2)

G (;, ф; г, со) =

cos2 со ~ (Qt(sin sin ~ ^/sin sin
_ V* v О *■х К К К К

Н3 cos2 ф fc=i [Qv._ (sin а) — sin a) — p.^(sin a) (— sin a)]

[P^ (sin co) Q2 (sin a) — P2 (sin a) Qj (sin co)] к к к к
[Pv (sin P)Q’ (sin Ф) — Q; (sin ф) Р^ (sin ф)] к к к к

Rk (?) R к (г) при Ф СО
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G(;, ՛]>; г, <՛») =

cos’ <о ~ [Q^(sin sin а) — P^(sin «>) Г?’* ( sin а)]

;3 cos2 a*՜] [Q.2 (sin а) (— sin а) — (sin а) Q7 (— sin а)] к к к к

[Qv (sin а) Л; (sin ']>) — Р7 (sin a.)Q7 (sin 1)] к к к к
[рЗ (sin (sin ’!>) — Q7 (sin ф) P? (sin <J] 

к к к к

Переходя к доказательству сходимости ряда (2.1), отметим, что урав­
нение (2.2) в области Q является равномерно эллиптическим с коэффи­
циентами, принадлежащими пространству Са,, а։ £ (0, 1). Следова­
тельно, справедливы априорные оценки Шаудера [13]. Область 2 
и граничные значения Ф„ гладкие. При этих условиях Фо £ С? а։, так 
как Qo^Cri,, и вообще из выражения Qn (2.2) следует, что Qn^C»,, 
следовательно, Ф,։ £ Са-ю, •

Вводя норму в Са,
II Yf ' !УШЯЗ I

11A jj = max | Л (М ) | + max --------- -----------------
М<֊'2 М, N&3 MN

и применяя априорные оценки Шаудера || D~<bn с* ] Qn |j, где с* — 
постоянная, зависящая от геометрии области, аналогично [12] показы-

ОО
вается, что ряд (2.1) и ряды, составленные из производных V X £>Ф*, 

ГХо
СЮ
V л О2Фь, сходятся абсолютно и равномерно с некоторым радиусом 
jt=n
сходимости.

(V) Рк (г) при 6 <0

4. Рассмотрим тонкостенный стержень с замкнутым профилем (фиг. 4) 
в виде двухсвязной области, толщиной стенки 2/г (2а2г2 = 2Й)- Переходя 

к координатной системе ((, $), где / направлено по внешней нормали, а 
•5 — по касательной к срединной линии Г меридионального сечения, из (1.6) 
получим
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В о»Ф В АФ---------- —------------------ —
г2 з!п2 б дз г1 зФ’ & 01

Преобразуя уравнение (1.7) к координатной системе (/, 5) и пренебре­
гая ввиду малости толщины стенки компонентом напряжения тг, приходим 
к уравнению

где

5(з) =

д
01

/(Г) АФ '
д1

= 1,
В дФ 

5{з)
(4.1)

(гх 4՜ $)2 СОЗ2

г; з1п2 (----- Ь я---- — \
2 \ 2 г.)

(г. — я)2 сое2Я

При Г.», 0 = Тг/2 4֊ Я

при Г = Г.„ тс/2 — Я 6 < Г. 12 4֊ 7.

при Г, '՝‘ <С Г2, 0 = ^/2 — Я

при г = ГП ~/2 — Я ֊4 0 <1 к/2 4՜ Я

Интегрируя уравнение (4.1) при V = 1, получаем

5(։) я , 2>В , // . 5(5) Д’ 
----------- I 4-----------1 | х 4----------/2кВ 35(з)Р \ кВ / 4՜ &з($) (4.2)

где /(,(■$) и Л>($)— произвольные функции, определяющиеся из гранич­
ного условия,

I 5(5) Г , а;(5) 5(5)
I 2/5 ՛ кВ

Полагая на внешнем контуре Ф = 0. а на внутреннем Ф = Ф։, найдем

.... Л5($) 2X5 .// , Л5(з) V
2/5 З5(3) Г \ /-5 /

где л определяется из уравнения

л-4 4՜ Ьххл 4՜ Ср'Г2 — 4- <?1 = 0 (4.3)

где

3/ / /5 \2 2А2 97.-----------(-------- ՛ с, = • а, ~  
\5(5) / и-------------------- Ф*

277. , А4 / 5(з) х2в, —--------- 4 — I--------- I ,
■ 64Л։и 3-. \ ! В /

Ф1 + \=, а = 2 . у
>В \ 1.в / \ 5(5) /

Ф =
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Корни уравнения (4.3), как известно, совпадают с корнями двух урав­
нений

х՜ + — (öi 4՜ А) х 4֊ ( у -г ----֊1 — 0
2 \ А /

где А = ± V 8уbf — 4сх, а у—какой-либо действительный корень 
кубического уравнения

8у3 4֊ Ьу- - су 4՜ d ~ 0
где 

.9 *>
Ь — — 4с., с = 26^ — 8е1։ d — (4сх — b\) — d\

Пренебрегая двойным интегралом, из (1.8) получим

Подставив Ф, из (4.4) в выражение для х, а Ф— из (4.2) в (1.10), 
получим уравнение для определения В

В случае линейной упругости из (4.1) будем иметь

* = ֊-f-' + X։(s)/4-X<(s) (4.5)

Полагая на внешнем контуре Ф = 0, а на внутреннем Ф = Ф,. найдем 
произвольные функции Л;։($) и К4(5)

ф, 1 ,
А, —------- = const, К, = — (Ф, — Л2) = const

2А 2

Из (1.10) и (4.4) определим В, а затем напряжение

в _ (г; 4- Р. * _ В (г, — г._.) { |
2АМ(г,-г.)2 ' ’ 5(5) '■;+Й 1

Для простоты вычисления в общем случае закона упрочнения (1.1). 
ввиду малости толщины стенки 2/1, функцию напряжения приближенно 
можно взять также в виде (4.5). Тогда имеем

(г; + г;) Л________2лг,г. / г^Р, у "‘у ds
21-Н[Г1 - г.,)։ Н (г, - г.) ЬлН(г2 - г,) / У [3(5)Г+’/г

г

_ _ В r^r^Pz j
*£(s) 2BhH{rt — r2) J
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5. Положим г = ГсЧ֊ С, где | \ | < Л, гс = (г։ 4՜ Если <2Ь(ге <£ 1 
и Л/агс<^1, тогда будем иметь тонкостенный стержень открытого 
профиля, вытянутый по направлению полярного расстояния (фиг. 5).

£

Полагая *r. 0,
(1.5) получаем

Or r2 sin2 &

Ч'- ИЗ

(5.1)

Согласно (1.1) и (1.6), подста­
вим 7Вэ в (5.1) и проинтегрируем,
принимая = 0 при г — 
получим

г>Ф г2
/(П֊----- '

О Г Ге

Тогда

или в новых переменных

/(П
с*Ф (5.2)

Интегрируя (5.1) в пределах от гс до гс ~г >, получим 

в;
*9'* г2 sin* 5

(5.3)

Интегрируя (5.2), с учетом (5.3), получим

ф =
г- sin՜&

(5.4)

-л

где /* (Г) — 1//(Г). Параметр В определится из (1.9)

2
2В Г d*

J sin3 &
I Ду/1 

г2 sin2 6 df, —

АВ 
г2

л
Г 

sin3 б J 
о

г2 sin2 О
(5.5)

J—л — л

2

При V = 1 будем иметь

И = 0
2>.
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откуда

_1_____21ВС|
2Х 2 Г /.» Хг2зт26

Подставиз это выражение для Т в (5.5), окончательно получим

8Вг* (2 + соэ2 я) 51п а 8г;А2 51П а

45 X31 В31 >2В

4г;А 
+ ——

5/'В

2ХЛ IВ | 
г՜ эш2 5

3

Подставив (5.4) в (1.6), будем иметь

2в:

2 ВС
2Х|ВС| 
г2 б'ш2 9С

В случае линейной упругости /* = 1. Тогда из (5.5). (5.4) и ( 1.6) по­
лу чаем

Зг2Л- 
в=^—.

2НА3

' зрср£ ; ~ зл с
27777 (гг + С)2 мп2 6 ~ 27777

Аналогично можно получить решение и 
профилем, вытянутым по направлению г.

Институт механики АН 
Армянской ССР

для тонкостенного стержня с

Поступила 23 I 1973
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Պ. Վ. ԴԱԼՊՃՏԱՆ. 1Г. II.. ԶԱԴՈ:111.Ն

ՕՂԱԿԱՅԻՆ ՍԵԿՏՈՐԻ ՑԵՎ ՈԻՆԵՏՈՎ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԿՏՐՎԱԾՔՈՎ 
ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ՋՈՎԻ ՊԼԱՍՏԻԿԱԿԱՆ ՈԼՈՐՈՒՄ!?

U. մ փ ո փ ո ւ մ

Ուսումնասիրվում է շրջանային օղակի սեկտորի ձև ունեցող կ՚՚ր ձողի 

ո/որումր, երբ միջօրե ա կանա յին կտրվածքներն ունեն օղակային սեկտորի ձև։ 
Ձողը ոլորվում կ ծայրային կտրվածքներում աւլղող և օղակի աոանցքով 
ուղղված հակագիր ուժերով։ Ձողի նյոլթր ենթարկվում կ իզոտրուգ ամրա- 

։<լն գմ ան ։

Խնդիրը բերվում կ լարումների ֆունկցիայի նկատմամբ առաջին եզրա- 
յին խնգրին։ Այդ լուծումը փնտրւԼում կ աստիճանային շարքի տես­

քով, րստ մի որոշ ֆիզիկական սքսւրամետրի և հանգեցվում կ ռեկուրրենտ 

առաջին եզրային խնդիրների անվերջ համակարգի։ Կ ա ռուցվու մ են այղ 
խնդիրների լուծումները և ցույց կ տրվում շ(Արքի զուգամիտությունը։

ևերված են նաև փակ և բաց տ ր ա մ ա տ ա վո ր ութ յան բարակապատ ձողերի 
համար մոտավոր լուծումները։

THE PLASTIC TORSION OF A CIRCULAR BAR WITH A 
CIRCULAR SECTOR CROSS-SECTION

P. V. GALPCHIAN, M. A. ZADOYAN

Summary

The torsion of a curved bar in the form of a circular ring sector, 
whose meridional sections are of a circular sector shape, is considered. 
The bar is twisted by the opposite forces acting to the end sections 
along the axis of the ring. The material of the bar obeys the con­
dition of isotropic strengthening.

The problem is reduced to a^ first boundary one relative to the 
function of strain. The solution of the latter is sought in the form of 
a power series by certain physical parameter and is reduced to an in­
finite system of recurrent first boundary problems. The solutions of 
these problems are given and the series convergence is shown.

The approximate solutions for thin bars with closed and open 
profiles are also presented.
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А. А. ЗЕВИН. И Г. ПАДВА

ОБРАЩЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА
В ЗАДАЧАХ НАСЛЕДСТВЕННОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Изображение по Лапласу решения квазистатичёской задачи наслед­
ственной теории упругости можно получить на основании принципа соот­
ветствия [I]. В простейших случаях оригинал может быть найден анали­
тически: в общем случае применяются численные методы обращения, ис­
пользующие значения изображения при некоторых дискретных значениях 
параметра преобразования р։.

Если сгойства среды описываются экспоненциальными ядрами к 

изображение ф(Р) известно в аналитической форме, то значения <р (/>,•) мо­
гут быть вычислены с необходимой точностью и серьезных затруднений 
при переходе к оригиналам, вообще говоря, не возникает. Однако, во мно­
гих практически важных случаях зависимость решения задачи теории упру­
гости от констант материала в явном виде нс известна, но задача может 
быть решена численно. Тогда значения <р(р։) могут быть получены с огра­
ниченной точностью, так как определяются из численного решения задачи 
теории упругости с константами материала, зависящими от

Эффективность ряда методов численного обращения исследовал 
Кост [2]. Большинство методов оказались крайне чувствительны к точно­

сти. с которой известны значения ф(р<). Наилучший результат получен при 
применения метода наименьших квадратор Шеперд [I], который основан 
на приближении решения в оригиналах линейной комбинацией экспонен­
циальных функций.

Если свойства среды описываются слабо сингулярными ядрами, при 
численном обращении могут возникнуть существенные трудности. Метод 
Шенсри становится очень чувствительным к точности, с которой задано 
изображение в узловых точках, что показано на примере в § 4. Более эф­
фективен метод аппроксимаций А. А. Ильюшина 13, 4}. однако он приспо­
соблен к с.цчаю, когда свойства среды описываются одним оператором.

В настоящей статье полученное ранее [5] интегральное представление 
функции дробно-экспоненциальных операторов распространяется на опера- 
горы более общего вида и на примерах иллюстрируется его эффективность. 
Развиты два метода численного обращения преобразования Лап часа, осно­
ванные на разложении решения по интегралам от дробно-экспоненциаль­
ных функции Методы применимы к решению задач для анизотропных или 
кусочно-неоднородных тел, свойства которых описываются несколькими, 
независимым:: операторами.

§ 1. Пусть свойства в общем случае анизотропного или кусочно неод­
нородного т ла описываются операторами
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С< = 6\У[1 -П] (А=1...... п) (1.1)

где константы, Г* - операторы типа свертки с ядрам։։ вида

ГНд £ Л/Э, (- О, -1 <«<0, 1>к>0 
»₽4

(1.2)

Э, (- /) дробно-экспоненциальная функция, введенная Ю. Н. Ра-
ботновым [6].

Выбор ядер специального вида по существу нс является ограничением. 
Дробно-экспоненциальные функции хорошо отвечают опытным данным, и 
для описания экспериментальных кривых I ,.(/) достаточно в представле­
нии (1.2) удержать от 1 до 3 слагаемых.

Изображение по Лапласу функции Э«( ՛>, /)

Ь |Э.(-И, 0}= ^е-.'Э,(- », /) Л ы (р) = 7 = 1 4-а (1.3)

Пусть <р(0 — некоторая величина, характеризующая напряженно- 
деформированное состояние в фиксированной точке тела, причем решение 
квазистатнческрй упругой задачи имеет вид

Ъ(0 6\и]У (0 (1.4)

Д<՜ у(0 — известная функция, пропорционально которой изменяются 
внешние воздействия. Тогда на основании принципа соответствия |1| 
изображение ф(О

?0>) г։1с„(1-у-^ )...
I \ р' 4 «>п/

՝’-—)]»(?) (1.5) 

X .-։ р —

В работе [5] получено интегральное представление оригинала выра­
жения (1.5), которое при {/.(О — 1 (нагрузка постоянна) приводится к 
виду

?(/) = /■„[&........ — I |’ехр(-«
7« I иП

№(и)4и 

и
(1.6)

Здесь 6'ю ; R (и) и V/(и) — мнимые части функ 

чий, получаемые из решения задачи теории упругости с комплексными 
константами материала, зависящими от действительного параметра н:
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Г(м) = 1тГД51(п)...... Яп(^|; 1^(а) !т ГДР, ДДи)] (1.7)

] _ у -----------------------------
и ехр (-/*«)-» ։»4,

Р* («) ■- Сы
(1.8)

I ехр ( />-) -•֊ гл^,

Условия, при которых справедлива формула ( 1.6). удобно определить 
следующим образом. Введем переменную (ч(р) = 1/(р* 4՜ А) ($ > 0 про­
извольно). I огда функция Г. из (1.5) может быть представлена в виде

.6\(к) С'..|

1 ֊ V ^к.и

Можно показать, что представление (1.6) справедливо, если функция 
/■(<՝>) аналитична в заштрихованной области, показанной на фиг. 1.

В [5] интегральное представление (1.6) получено при несколько более 
жестких ограничениях.

Выражение (1.6) позволяет эффективно вычислять ф(0. используя
.формулы численного интегрирования. Пусть (]'= I......г)—узлы вы­

Представление (1.6) можно

бранной квадратурной формулы, при­
веденные к интервалу 10. 1]. Значе­
ния функций R (и) я II7 (и) в узло­
вых точках можно найти, заменяя и 
решении задачи теории упругости 
константы (Ли величинами £>д(и/) 
и £)<■ (и ) и выделяя мнимую часть 
полученных выражений.

Можно показать, что подынте­
гральные функции в (1.6) непре­
рывны, поэтому вычисление ква­
дратур не представляет затрудне­
ний. Сходимость численной квадра­
туры при увеличении числа узлов 
иллюстрируется на примерах в §4.

обобщить на случай, когда свойства тела
описываются ядрами вида

/е*<п = е֊^у■֊ 1<’<0, »а.->0 (1Д0)
<1

Каждое слагаемое в (1.10) представляет собой резольвенту ядра 
ехр (֊"'() С/\ (' 1). предложенного А. Р. Ржаницыным [7]. Ядра ви­
да (1.10) и интегралы от них протабулированы [4].

Повторяя выкладки работы [5] и используя теорему смешения изобра­
жения [8], получим
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* 1 т.
?(/)== а; кла.»] - ֊1֊ Г ехР [֊ (Р 4֊ и')] 4-

л ~
0 -г?)

Г (о) ди 

(1 4 ри’*)«
(1-11)

Здесь 1 , а функции /? (и) и !#’(«) опре­

деляются выражениями (1.7).
§ 2. При численном решении задачи теории упругости для определения

R («/) и необходимо решить 2г задач с комплексными кон­
стантами материала, равными /34 («_,-) и £)*(«,•), / - 1...... г. Это может 
вызвать определенные трудности, так как в существующих програм­
мах для решения задач теории упругости обычно предусматривается, 
что константы материала — действительные числа.

Приведем два метода численного обращения преобразования Лапласа, 
использующие значения изображения в узлах на действительной положи­
тельной полуоси. Эти значения могут быть найдены из решения задачи 
теории упругости с действительными константами материала. Методы осно­
ваны на разложении оригинала по дробно-экспоненциальным функциям и 
оказываются эффективными, если свойства наследственно-упругого тела 
описываются слабо сингулярными ядрами.

Представим решение наследственной задачи в виде

•?(о=.7<о+ вы у а--> л (2.1)
о

где £/(/) известная функция, а изображение н (р) функции '՜’(/) 
может быть найдено в некоторых узлах р.. Для вычисления выраже­
ния (2.1) достаточно найти <-»(/).

Если ядра операторов, фигурирующих в исходных уравнениях состоя­
ния имеют особенности порядка а. то функция (“)(/) имеет особенность то­
го же порядка.

Рассмотрим сначала случаи, когда — 0.5 < а < 0.
Будем разыскивать приближение 0(0 в виде

Н (0 “л-(/) = У 7ЛЭ,( 0 (22)
1֊։

где 01( — заданные параметры, у>. — неопределенные коэффициенты. Пара­
метр <х в выражении (2.2) положим равным порядку особенности функции 
е(О.

Коэффициенты у,. определим из условия минимума квадратичной по­
грешности в пространстве оригиналов



54 А. А. Зевин, И. Г. Падка

е* =
<1

в(0 У 7лэв( Од, f) 
к '1

■idt (2.3)

Приравнивая 
стему уравнений

Здесь

нулю производные но ';л выражения (2.3). получим СН-

= (/=!,..., Л') (2.4)
A- J

ь,

|Э. (- п.-. t)dt (2.5>

6

| А(Г)ЭО (-։♦;, Ddt (2.6)

0

Подынтегральные функции в (2.5) и (2.6) при / = 0 имеют особенность 
порядка 2гх > — 1. поэтому интегралы в нуле сходятся.

Гак как решение упруго-наследственной задачи стремится к конечно­
му пределу при действии постоянной нагрузки, интеграл

Н (/) d( ос 

о

(2.7)

Из последнего выражения и монотонного стремления функции 
Э,( ֊ 0, /) к нулю при /—ж следует сходимость интегралов (2.5), 
(2.6) на бесконечности.

Для вычисления коэффициентов 6« воспользуемся интегральным пред­
ставлением дробно-экспоненциальной функции, которое является частным 
случаем представления ядра аналитической функции дробно-экспоненциаль­
ного оператора, полученного в [5]:

Э. (- л, 0 = — .< ехр(— xt) dx 
2՝'х' cos vs 4֊

(2.8)

Подставляя (2.8) в (2.5) и учитывая, что внутренний интеграл после 
изменения порядка интегрирования равен изображению по Лапласу функ­
ции Эа(— Од, 0» получим

։«= p/(u)rfu; /(u) = . пг'Т'---------------- й*.' '=—(2-9)
J «(u + ’h) (и 4՜ и cos vs — Vt) ՝t

причем при 0.5 1 функция z‘։/(z) стремится к нулю, когда
стремится к нулю и к бесконечности.
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Интеграл (2.9) может быть взят с помощью вычетоа. Следуя схеме 
интегрирования, приведенной в [9]. найдем

ап у* (о; 4֊ &Ь__________

V 51П Л“ (>>? 2՝'), соб ՝*՜)
(2.10)

Аналогично, подставляя (2.8) в (2.6). изменяя порядок интегрирова­
ния и учитывая, что внутренний интеграл есть преобразование по Лапласу 
функции Н(') с действительным параметром преобразования, будем иметь

6,
х-0(х) <1х

х՝' — 2Н։- д* сое ՝*՜ - •>]
(2.Ц)

Таким образом, параметры Ь։ выражаются через интегралы по действи­
тельной положительной полуоси от известного изображения функции 6(0- 
При численном интегрировании удобно выражение (2.11) преобразовать 
к следующему:

։
( .у71 (у) <1у Т ‘ 7« (.0 (2-1 ->

V иП О

՝*“ \У + 2'1« у СО5 ՝,~ ’>,)

5։п*“ 1
/г(у> =---------------------—н0($) не )

(1 20, у СОЗ «С: ~ ՝Ъу՝]

В случае, когда изображение н (р) в явном виде не известно, для 
определения значений н0(у) и 0О/— \ п узлах необходимо решить 2г

V У / 
задач теории упругости с действительными константами материала 
(г — число узлов квадратурной формулы). Если, например, свойства 
тела описываются операторами вида (1.1), (1.2). то Функция н0(//) н 
узлах у{У определяется из решения г упругих задач для тела с 

константами материала, равными

ЙР = С„/1 (7 = 1......и (2.13)
\ г 1£/. -

необходимо решить г уи-Аналогично, для определения .
\ У յ 

ругах задач, в которых упругие константы принимают следующие 
значения;

^’=^(1-^1^^,) (/■=։...... г) (2.14)
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В выражениях (2.13), (2.14) у' и у՝ узлы (вообще, различные) 
квадратурных формул, которые используются для интегрирования вы­
ражений с весами у и у՝~ .

§ 3. Изложенный метод неприменим, если порядок особенности функции 
Н(/) «<—0.5. так как интегралы (2.5). (2.6) расходятся.

Приведем метод численного обращения, применимый при мобых 
«С ( ։. о|.

будем разыскивать приближение функции *4(0 в виде (2 2) Коэффи­
циенты определим и.» условии минимума квадратичной погрешности в 
пространстве изображений. 

1

Представим функцию Hv(:) Н(- in виде

V А.ом(։) (3.1 >

где

•”«> (։) = V ։',=ехр($ 1) (3.2)
* 1 : 4-։,։

—полная на интервале [0 ,эс j ортонормироаанная система функций. 
Значения параметров С..« приведены в [11].

Коэффициенты л4., определяются из выражения

~ ։

и с

֊ У Л“ 1 у\ | ^У (3.3)

Интеграл (3.3) можно взять численно. При этом для определения ко­
эффициентов -4л используются значения изображения Н..(;) в точках 
с, = ։/։ и \։=Ууг (։;, - узлы выбранной квадратурной формулы).

Возвращаясь к переменной р. получим

.V
•u = X АпСпк (3.4)

Функции (р' :Ь) ' представляют собой изображения дробно-экспо­
ненциальных функции. Переходя к оригиналам, получим приближение (2.2).

§ 4. Для иллюстрации изложенных методов рассмотрим задачу об из­
гибе длинной равномерно нагруженной прямоугольной пластинки, лежа­
щей на упругом основании и шарнирно опертой по длинным краям [ 12].
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Изгибающий момент в середине короткой стороны упругой пластинки

м -1 ql-u.C-), 
о

2 sh : sin ;
=4ch2Hco72'՜)’

3^(1
2 I £0/iii (4.1)

где I и — ширина и толщина пластинки, Ч интенсивность нагрузки, 
Л,. — коэффициент постели.

Вычислялась функция ((>(/) = М(I)/М(0), представляющая собой от­
ношение решения с учетом ползучести к решению упругой задачи. 11рн рас­
четах приняты следующие числовые значения параметров, характеризую­
щих размеры пластинки и упругие свойства материала: / 0.25 .и.

— 0.01 .ч. £ = 1910 МПа. У<> = 0.25, Ло—29.4 МПа/м. Реологические па­
раметры пластинки я основания варьировались. Выполнено несколько ва­
риантов расчета

Г. При решении задачи методом, изложенным в § 1, операторы, опи­
сывающие упруго-наследственные свойства пластинки и основания приня­
ты в виде

Е Е.(1 Г0, А- = Л0(1 R)

Г4(/֊ т) = /д ехр[— р (/ — -)1 Э, (— 1»1, Z — -) (4.2)

Числовые значения реологических параметрон:

Zj 1.16, I՛. — 1.54, 7,֊. — 0.3, 02 1, т = 0.8 (единица времени 10 гут).

Для вычисления <(•(/) на основе представления ( 1.11) находим

“.l-(#i(“). &(»))] цу. ч _ |n։ u-P (Z>i(tf), /Л(мП] 
u2 (; (Eq, k0)] ' и.. [; (Eq, £о) |

где функция В,(и) и определяются в соответствии с (1.8). При вы­
числении интегралов в выражении (1.11) использовалась квадратурная 
формула Гаусса. Число узлов варьировалось от 4 до 14. Результаты рас­
четов приведены в табл. 1.

Таблица !

х՝\^ 0.10 0.25 0.75 1.00 3.00 10.0 15.0

4 1 4&3 0.07141 0.00574 -0.00817 0.05672 -0,09137 -0.09759
8 0 13301 0.07049 0.00613 -0.00902 0.05753 -0.09047 ֊0.09627

12 0 13200 0.07087 0.00608 -0.00899 -0.05753 0.09048 -0.09627
14 0.13192 0.07089 0.00609 -0.00899 -0.05753 -0.09048 -0.09627

Как видно, расхождение при г — 12 и г — 14 не превосходит 0.00008. 
что дает основание считать верными 4 знака после запятой в последней и 
предпоследней строках таблицы. Максимальное расхождение при г — 4 и 
г — 14 составляет 0.019.
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Отметим, что при численном интегрировании обычно используются 
квадратурные формулы с положительными коэффициентами, поэтому ме­
тод, основанный на представлениях (1.6). (1.11) мало чувствителен к точ­
ности, с которой заданы значения /?(м) и №(м).

2°. Приведем результаты решения рассмотренной задачи методами 
численного обращения преобразования Лапласа, изложенными в § 2 и § 3.

При решении методом § 2 реологические операторы приняты в виде • 
.4.2) при. ;• - 0 »՛. сс = — 0.375, то есть свойства пластинки и основания опи­
сываются дробно-экспоненциальными функциями.

Изображение функции Н(/)

*-» (р) -
4.[z(E(P). к tjp>l | 

U2|;(£0. U1
- 1

£(р) £0[J */1։\р 4֊ ’»j)L к(р) М1 Za/(P։ + М .1 (4.4)

Приближение нл’(0 разыскивалось в виде разложения по четырем 
функциям Э5 (—О*. I) с параметрами 0(,. равными 0.5, 1. 1.5. 2. При вы­
числении каждого из интегралов (2.14) применялась квадратурная фор­
мула наивысшей алгебраической степени точности [10]. использующая 
б узлов. Была исследована чувствительность метола к точности, с которой

известно изображение. Для этого на значения функций <_>и(у) и но( — )» 
\ У /

которые вычислялись на ЭВМ с точностью 6 значащих цифр, налагалась 
относительная погрешность гЬ в, различная по знаку для различных узлов. 
Величина е варьировалась от 0 до 0.06.

Результаты расчетов приведены на фиг. 2.

Яга

Фиг, 2.

Сплошная линия соответствует решению, полученному с точностью 
4—5 значащих цифр методом численного интегрирования, изложенным 
в § I.
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При >• = 0 максимальная погрешность метода численного обращен ня 
преобразования Лапласа составила 0.0075. Соответствующая кривая на 
графике сливается со сплошной линией.

Как вйдно из графика, даже при очень большой погрешности Е = :±6% 
приближение в оригиналах оказалось удовлетворительным, особенно при 
/Й 5.

При решении задачи методом, изложенным в § 3, параметр а принят 
равным —0.7 и р = 0. Приближение функции (-)(/) также разыскивалось 
п виде разложения по четырем дробно-экспоненциальным функциям, нп с 
параметрами ехр (Й—I). Интегралы (3.3) вычислялись по формуле
I аусса с девятью узлами. Погрешность г. налагаемая на значения функций 
<*Му) и 6.,( I и), варьировалась.

Метод оказался мало чувствительным к величине г.
При Е = 0 максимальная и средняя абсолютные погрешности прнблн- 

ження функции с[(/) равнялись соответственно 0.026 и 0.017. При f ±6% 
эти погрешности не увеличились.

Устойчивость метода объясняется тем. ««то процесс интегрирования 
при определении параметров сглаживает случайные по знаку погрешно­
сти, с которыми было задано изображение.

3 Задача об изгибе пластинки была решена также методом коллока­
ции, предложенным Шепери. .Метод Шепери основан на разложении ориги­
нала ф(‘) по функциям А.. ехр (— 0*0, причем параметры полагаются 
заданными, а коэффициенты Ал- определяются из системы линейных урав­
нений. правые части которой представляют собой значения изображения 
<]՝(р) в узлах О, [1].

Фнг. 3.

При вычислениях основание пластинки было принято идеально упру­
гим, параметры р и а первого из операторов (4.2) равными Он — 0.5.

Число узлов Л варьировалось от 4 до 14. При каждом V узлы 0* рас­
пределялись в интервале [Отм, О™.»] по закону арифметической прогрес- 
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сил, геометрической прогрессии или к узлах полинома Чебышева, приведен­
ных к рассматриваемому интервалу. Параметр fynt* был принят равным 
0.01, а 0.-.1.1Л варьировался от 1 до 20.

На значения изображения в узлах налагалась относительная погреш­
ность ± н.

При к = 0 и V = 14 минимальная погрешность, с которой удалось по­
лучить приближение <|-(О. равнялась 3%. При я0.00 I во всех рассмот­
ренных случаях были получены неудовлетворительные результаты.

На фиг. 3 приведены графики ф(О. полученные методом, изложенным 
з < I. с точностью до четырех верных знаков (сплошная линия) и мето­
дом Шепери при различных /V.

Как видно, наилучший результат получен при А = 4. однако точность 
его невелика. 11ри увеличении Л' точность приближения ухудшается.

1 аким образом, если для описания свойств материала используются 
ядра i особенностью, обращение методом Шепери не может быть рекомен­
довано.
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CONVERSION OF LAPLACE TRANSFORMATION IN THE 
PROBLEMS OF THE HEREDITARY ELASTICITY THEORY

A. A ZEV IN. I. G. PADWA

o u in tn a r y

Integral representation of a fraction-exponential operator function 
is applied to an operator of a more general type.
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Л method о:' numerical conversion of the Laplace transformation 
based on integral expansion of the solution from fraction exponential 
functions is developed.

Both methods may be used to solve problems lor an anisotropic 
or lump-heterogeneous body, whose properties are described by several 
independent operators. Examples are given.
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А. Н. ГУЗЬ. А. В. НАВОЯ! 1

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕСЖИМАЕМЫХ ПЛАСТИН 
ПРИ РАВНОМЕРНОМ БОКОВОМ ДАВЛЕНИИ

Введение. В работах [1, 2| исследована соответственно устойчивость 
полосы (плоская деформация) и стержня кругового поперечного сечения, 
которые помещены без трения между двумя абсолютно жесткими стенками 
и к боковым поверхностям которых приложено равномерное давление. Ма­
териал полосы я стержня считался упругим, несжимаемым с произвольной 
формой потенциала. В результате исследования в [1.2] получен следующий 
вывод: состояние равновесия является устойчивым, если к боковой поверх­
ности приложено давление в виде «следящей» нагрузки и неустойчивым, 
если к боковой поверхности приложено давление к виде «мертвой» нагруз­
ки. В последнем случае критическая нагрузка для длинных полосы и стерж­
ня приблизительно в два раза меньше эйлеровой силы при осевом сжатии. 
Для проверки общности полученных результатов целесообразно исследо­
вать другие задачи рассматриваемого класса (для тел с поперечным сече­
нием другой формы).

В данной статье исследуем устойчивость пластин прямоугольной и 
круговом формы, которые помещены без трения в абсолютно жесткие ци­
линдры соответствующей формы' (что определяет граничные условия на 
горцах пластин) и к боковым (нижней и верхней) поверхностям которы.՝ 
приложено равномерное давление в виде «следящей» или «мертвой» нагру­
зок. Для опред» лсиия «следящих» нагрузок будем использовать соотноше­
ния [3]. которые в рамках теории малых докритических деформаций явля­
ются более точными по сравнению с обычно принятыми. Материал пластин 
будем считать изотропным, несжимаемым с произвольной формой потен­
циала. Следуя работам [ 1—5]. исследования выполним в общей форме для 
грехмерных линеаризированных теорий упругой устойчивости при конеч­
ных и малых докритических деформациях [6, 7]. При исследовании при­
меним лагранжевы координаты, которые в нёдеформиррванном состоянии 
совпадают с декартовыми (л,. х;;. х ) или круговыми цилиндрическими 
(<. 0. х.) координатами. Величины, относящиеся к докритичёскому состоя­
нию, отметил։ индексом «ноль», возмущения отмечать индексом не будем.

Заметим, что в рассматриваемых задачах в силу условия несжимаемо­
сти для докритичеекого состояния при его определении приходим к зада­
че о всестороннем равномерном сжатии. В связи с этим можно использо­
вать основные соотношения [3—5]. Следуя | I. 2, 4. 5], будем полагать, что 
выполняется неравенство

!\>>0 (0.1)

которое обе.: пг швает устойчивость состояния равновесия несжимаемого те-
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•а при всестороннем равномерном сжатии, когда ко всей боковой поверх - 
ости приложено давление в виде «следящей» нагрузки [4*. Величина ц0 а 

<0.1) определяется через упругий потенциал соотношениями (1.8) или (1.9).

§ 1. Основные гоотношемня. Следуя [I—5], представим s следующем 
виде линеаризированные;
уравнения движения

'.'-С1 grad div и — rot rot и -r- grad р— \*и =■ 0 (1.1)

условие несжимаемости

div и — 0 (1.2)

граничные условия в напряжениях на части S, поверхности тела

<2‘1о ” 3<d ('.‘г - r.oto «Ч* (1.3)

выражения для определения правых частей граничных условий (1.3) при 
действии на S, ֊'Следящей» нагрузки

Р ~ - 5в ( jV-vu т /V X rot (1.4)

1i (1.3) и (1.4) получаем граничные условия, когда действует «сле­
дящая» нагрузка, в следующем виде:

<2jia.V-7u - р0Л՝ rot и - Л» 0 (1.5)

Из ( 1.3) получаем граничные условия, когда действует «смертная нагрузки 

(Р — 0). в виде

1<2)Ч '«)'V-vu (Ро =«) \ X rot и 4- Np] ֊ 0 (1.6)

Примечание I. Из сравнения выражений (1.5) и (1.6) следует, что 
раиичные условия (1.5) при действии «следящей» нагрузки можно полу­
пить формально из граничных условий (1.6) при действии «мертвой» на­

грузки. если в последнем выражении положить п„ = 0. которое входит явно.
I раничиыс условия (1.5) и (1.6) относятся к боковым поверхностям. 

На торнах, которые соприкасаются без трения со стенками абсолютно 
жестких цилиндров, будем считать, что выполняются следующие условия

ип — 0; Q.s =■■ 0 (1.7)

В (1.7) введены обозначения: Нп—составляющая вектора перемещений, 

направленная по нормали к торцу; Qs —составляющая вектора напряже­
ний на поверхности горца, лежащая в касательной плоскости.

В (1.1)— ( i.6) и ниже введены следующие обозначения: и— возму­
щения вектора перемещений; о плотность материала в естественном (не- 
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деформированном) состоянии; Л —орт нормали к поверхности тела в есте­

ственном состоянии; /’—возмущения внешних нагрузок, действующих на 
•*>,; р возмущение величины, связанной с гидростатическим давлением (за­
метим. что вышеизложенные соотношения сформулированы относительно 

вектора м и скаляра р); <•„ напряжение, соответствующее всестороннему 
равномерному сжатию (заметим, что напряжение о„ является истинным к 
для теории конечных докритических деформаций, поскольку в силу усло­
вий несжимаемости при всестороннем равномерном сжатии площадь по­
верхности тела не изменяется): н„ величина, которая определяется через 
упругий потенциал из нижеприведенных выражении.

Следуя [4]. приведем выражения для определения величины ц,-. через 
упругий потенциал, который является функцией /1$— алгебраических ин­
вариантов тензора деформаций Грина. В этом случае для теории конечны՝ 
докритических деформаций получено следующее выражение:

— — )ф°
О A дАМ Uj. о

Ф> Ф°(Л?, Л?) (1.8)

а в случае первого и второго вариантов теории малых докритических де­
формация - следующее выражение:

=4ьф0 

а А*
-u z- Ф^Ф’ЧЛа, Лз)

Л?=0
(1-9)

Исследуем вопрос о применимости метода Эйлера к рассматриваемым 

задачам. В случае действия «мертвых.» нагрузок (Р = 0), как известно, 
можно применять метод Эйлера. В случае действия «следящих» нагрузок 
на боковые поверхности первое условие (17) обеспечивает выполнение до­
статочных условий [8] применимости метода Эклера. Таким образом, в 
рассматриваемых задачах как при действии «мертвых» нагрузок, так и при 
действии «следящих» нагрузок можно применять метод Эйлера. В связи 
с этим в дальнейшем будем применять уравнение (1.1) без инерционных 
членов в виде

grad div и rot rotu-г grad р = 0 (1.10)

Следуя |7]. запишем представление общего решения уравнении (1.10) к 
( 1.2). В данном случае оно имеет вид

где ф к у, ֊гармоническая и бигармоническая функции. В (1.11) через
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II к S обозначены нормаль и касательная к контуру поперечного сечения 
при х. = const.

Таким образом, рассматриваемые задачи сводятся к однородным за­
лечим: к уравнениям ( 1.10) и (1 2); граничным условиям ни горцах (17)- 
граничным условиям по боковым поверхностям (15) при действии <-сле- 
дящнхз плгрудок или (1.6) при действии • мертвых - нагрузок.

Примечание 2. Уравнения (1.10) и (1.2). а также граничные условия 
при действии «следящих* нагрузок (1 5) переходят и соответствующие од­
нородные соотношения линейной классической теории упругости, если ве­
личину |i. заменить ил постоянную Лимг р Граничные же условия (1.6) 
при действии мертвом- нагрузки и граничные условия па горнах (1.7) не 
переходя՛։ в соответствующие выражения классической ֊.инейной теории 
упругости при указанной замене.

Перейдем к исследованию устойчивости пластин конкретной формы.

§ 2. /7ря,мор?о.։ьныс плас:ины. Рассмотрим устойчивость прямоуголь­
ных пластин (0 л'։ и: 0 х (•՝, — Л дсэ 4 /i), которые при

0. и н хг = 0, Ь соприкасаются без трения со стенками абсолютно 
жесткого тела, а при л\ Л загружены равномерным даиленнсм и 
виде „следящей“ или „мертвой“ нагрузки.

Нл (1.7) получаем граничные условия при х, 0 и п п следую­
щем виде:

(2.1)

а также при х. = 0 и х. — b в следующем виде:

ir^ — О, (2.2)

Из (1.5) пглучзс.м граничные условия при х. = ± Л в случае действия 
«следящей нагрузки в форме

Из (1.6) получаем граничные уч лопни при \ — й в случае действия 
Юртвой:՛֊ нагрузки в форме

Согласно ( 1.11) общее решение представим в следующем виде- 
5 I'Lhicctb» АН Армянской CLP, Мс нитка. ,\v !
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С , о- д д* .
«։ := т~ Ф----- 7—:— z: «а = — .7— ?----- z

dx- дххох3 dxi дх.,дх3
к О'/ (2-5)

"։=r~W/: р=^

Гармоническую и бнгармоническую функции ։|՛ и Z. удовлетворяющий 
условиям из торцах (2.1) и (2.2). представим в следующем виде: 
для изгибной формы потери устойчивости

. л l • m , п „ „ / т~ . п- \A sn -, Х3 Sin г. ---  Х4 sin “ ---  X,, i ‘ — "* ( — | —- )
а b \ а՛ Ь': /

(2.6),
/ - (j5 ch •, Xj 4* С\л-3 sh * х3) cos - — x։ cos " — x. 

a b

для потерн устойчивости с образованием шейки

v = A ch sin " —х։ sin ~ — х., 
а b

т п (2։7)
/ (/Л.|| ;х։ г ( \.Vj rh ’(Xj) соь ” x։ cos ’ — x2

a b

Рассмотрим вначале случай действия «мертвых» нагрузок, так как при 
действии «следящих» нагрузок результаты можно получить из рассматрн- 
: аемого случая, следуя примечанию 1, $• 1. Подставляя выражения (2.6) п 
граничны»- условия (2.3). после ряда преобразований получаем характери­
стическое уравнение в виде

о = О, Й = det jг., ; 4 j 1, 2, 3 (2.8)

В (2.8) введены следующие обозначения:

- ^'^-K chf/i, а։2 - ^-^2(2^- ^) ch-f/)
b а

Ъ — - — •[" (2р0 з0) 7/» sh -f/» ֊ ~ — 7г2|‘о ch 7// 
а а

, (2-5)то пи па _— ап » я32 _ а12 — , — а13 —- • » аз։ — О
an b т b т

7зг ('2г‘о л.) 7ash ;Л, зза — (2«0 о0) ch 7Л |- s0-;Jsh 7/1

Подставляя выражения (2.7) для случая потери устойчивости с образова­
нием шейки в Граничные условия (2.3). также получаем характеристиче­
ское уравнение п виде (2.8) я (2.9). Таким образом, две различные фор­
мы потери устойчивости (нзгибная и с образованием шейки) соответству­
ют одному и тому гкс характеристическому уравнению и. следовательно, 
имеют одну и ту же критическую нагрузку. После ряда преобразований ха­
рактеристическому определителю (2.8) и (2.9) можно придать следующий 
вид:
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6 = - 7^(2^ — 1 _ 2;ьо г Др sh 2; Л 

2^0 ”” Зо
(2.10)

Следуя примечанию I. § 1 и положив в (2.10) а„ = 0, которое входит явно, 
получаем характеристический определитель для случая действия «следя­
щей» нагрузки в следующей форме:

(2.11)

Учитывая неравенство (0.1) и неравенство $112у/( 2> 2у//, из (2.11) полу­
чаем. что 6 > 0. то есть 6 ~ 0. Таким образом, приходим к выводу, что 
состояние равновесия при действии давления при х> ±11 в виде «следя­
щей нагрузки является устойчивым. Заметим, что этот результат получен 
для тела с потенциалом произвольной формы.

В случае действия «мертвой» нагрузки, учитывая неравенство (0.1), а 
сайже то обстоятельство, что при сжатии (Тл < 0, из (2.10) получаем одно 
уравнение, корни которого имеют физический смысл, в следующем виде:

1 2fr- -sh2?A- = о (2.12)
2^-=о 21А

Уравнение (2.12) по форме совпадает с соответствующими уравнения­
ми | 1, 4] для задачи об устойчивости полосы.

§ 3. Круговые пластины. Рассмотрим устойчивость круговой пластины 
(0 г R; —/1 хя 4՜ h) .которая при г = R соприкасается без тре­
ния со стенками абсолютно жесткого цилиндра, а при х, = ~ Л загружена 
равномерным давлением в виде «мертвой» или «следящей» нагрузки. Иссле­
дование выполним для осесимметричной задачи. Из ( 1.7) и ( 1.3) в этом слу­
чае получаем при r = R следующие граничные условия:

Ur=0, р0 — = 0 (3.1)
дг

“’CzL“Ti) = 0’ + (3.2)
Vxjj or / ох3

Из ( 1.6) получаем граничные условия при х. = ± h в случае действия 
-мертвой՝- нагрузки в следующем виде:

< dur , . \/^из àur \(2% ~ «о) ֊֊֊ ֊1- («и ֊ °à) ( -- ------— ) = 0
Ох, \ df дх3 /

-, (3.3)
(2?о-’в)^ + я=о

дх3

Согласно ( 1 1 1) общее решение для рассматриваемого случая можно пред­
ставить в такой фбрме:
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։де 7. — осесимметричная бигармоннческая функция.
Бигармоническую осесимметричную функцию ՛/,. удовлетворяющую 

условиям (3.1) на горцах, представим н следующем виде: для нзгнбной 
формы потери устойчивости

/ = (А сЬ ;х3 4- В֊х3 бЬ 7х։) /о (*г); Т - (3.5)
К

и для потери устойчивости с образованием шейки —

X «(ЛзЬ-гх, 1 #7*3 сЬ-;х3)/0 (•;?•) (3.6)

В (3.5) и (3.6) введены обозначения: У0(а)— функция Бесселя первого ро­
да нулевого порядка; хк — Л-ый корень уравнения Уп(') ~ 0.

Рассмотрим вначале случай действия «мертвых» нагрузок, так как при 
действии «следящих, нагрузок результаты можно получить из рассматри­
ваемого случая, следуя примечанию 1. § 1. Подставляя выражение (3.5) в 
граничные условия (3.3). после ряда преобразований получаем характери­
стическое уравнение в следующем виде:

о = 0, о = det i, / = 1, 2 (3.7)

В (3.7) введены следующие обозначения:

- — 73’2:»e 3o)ch ;A, — ;3[(2:1п—;<>)‘(Ash;// 2^сЬ7Л|

«8» — (2^ =о) «Ь 7А, -- — т’[(2ft» — =о) 7A ch 7/» sh 7 А]

После преобразований характеристический определитель можно пред­
ставить в следующем виде:

; = <з-«э
\ 2։1о 5о 2",А /

Подставляя выражения (3.6) для случая потери устойчивости с обра- 
• ованием шейки в граничные условия (3.3), также получаем характеристи- 
■ескнн определитель в виде (3.9). Таким образом, две различные формы 

потерн устойчивости (изгибная и с образованием шейки) соответствуют 
одному и тому же характеристическому уравнению, следовательно, имеют 
одну и ту же критическую нагрузку.

Следуя примечанию 1. § 1 и положив в (3.9) ov — 0, которое входит 
явно, получаем характеристический определитель для случая действия «сле­
дящей» нагрузки в следующем виде:

3=4^1֊ sh 2՜; А
2; л

(3.10)
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В результате анализа выражения (3.10), как и в случае прямоугольной 
пластины, приходим к выводу об устойчивости состояния равновесия при 
Ъ = ± /։ «следящей» нагрузки для тела с потенциалом произвольной фор­
мы. В случае действия «мертвой» нагрузки снова приходим к уравнению 
(2.12), анализ которого выполним в следующем параграфе.

§ 4. Примеры В настоящем параграфе рассмотрим примеры для слу­
чая действия “.мертвой» нагрузки при х, = Л, то есть выполним анализ 
уравнения (2.12) для различных теорий.

Из (1.8) и (2.12) для теории конечных докритических деформаций по­
лучаем следующее выражение для определения критическом нагрузки:

(=Лр=2 /А_ рАЛфо, 
и;-«

. |2Й-5Ь2-.Л 
т։п--------------------I '2уЬ + »11 2;Л (4-1)

Из выражений (1.9) и (2.12) для первого и второго вариантов теории 
малых докритических деформаций получаем следующее выражение для 
определения критическом нагрузки:

(°о)«Р = 2 —Ф°1 
дА*

. ! 2-,'Л — яЬ2-(Л 
։пш--------------------

|ЗзЬ 2*'Л—2;Л
(4.2)

Для тонкостенных пластин (уЬ < 1) из (4.1) для теории конечных до­
критических деформаций с точностью до (укУ получаем

2
֊֊(ЪА)= 1

С*
2
15

(Ъ*)* (4.3)

Для тонкостенных пластин (уИ < 1) из (4.2) для первого и второго 
вариантов теории малых докритических доформацнн с точностью до (у4)։ 
получаем следующее выражение для определения критической нагрузки:

(5Лр — — Ф°| I — 
сдА92 Дг3֊(•(-.ЛГ 1- (4.4)

В (4.3) и ։.4.4) введены следующие обозначения: ~ I ц՜՜ Ь

— для прямоугольной пластины: ', ։ =’^л1՜ ‘ — для круглой пластины.
Представим упругие потенциалы в виде рядов; для теории конечных 

докритичес к и х дефо рма ц и й

«М, А>) -X Со (Л?)' (Л?)' (4.5)

а также для первого и второго вариантов теории малых докритических де­
формаций

•ил’. Лз) (4.6)
>• /

В результате из (4.3) я (4.5) получаем для теории конечных докрити­
ческих деформаций
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9 ւ֊֊(^)= 4
Р.. ~(Գօ С01)(иА)։ (4.7)

а из (4.4) и (4.6) — для первого и второго вариантов теории малых докри- 
ти чес к и х деформа ни и

£» I

4
^ойхА)* (4-8)

О

В (4.7) и (4.8) через р,, обозначена эйлерова сила при равномерном 
сжатии в плоскости пластины, вычисленная с привлечением гипотезы 
Кирхгофа—Ляпа.

Из (4.7) ч (4.8) следует, что при действии «.мертвой» нагрузки при 
х = ± й состояние равновесия является неустойчивым.

/Зыаоды. Вышеизложенные результаты для прямоугольной и круговой 
пластин, а также результаты [I, 2] для полосы и стержня дают возмож­
ность сделать следующие общие выводы, относящиеся к вопросу устойчи­
вости упругих несжимаемых тел. которые помещены без трения между аб­
солютно жесткими стенками и к боковым поверхностям которых приложе­
но равномерное давление в виде «следящей» или «мертвой» нагрузок.

I) Состояние равновесия является устойчивым, если к боковой поверх­
ности давление приложено я виде «следящей» нагрузки.

2) Состояние равновесия является неустойчивым, если к боковой по­
верхности давление приложено а виде «мертвой» нагрузки.

3) В случае действия «мертвой» нагрузки величины критической на­
грузки для тонких (длинных) тел приблизительно в два раза меньше эйле­
ровой силы при осевом сжатии.

4) Изгибная форма потери устойчивости и форма потери устойчивости 
с образованием шейки имеют одну и ту же критическую нагрузку.

Институт механики АН УССР
Ереванский по мгтехиическнй

институт им. К. Маркса Поступила 10 ! 1973

Ա. Ն. Ա. Վ. ՆԱՎՈՅԱՆ

ՀԱՎԱՍԱՐԱՉԱՓ ԿՈՂՄՆԱՅԻՆ ՃՆՇՄԱս ԴԵՊՐ11ԻՍ'
ՉՍԵՂՄՎՈՂ ԹԻԹԵՂՆԵՐԻ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Աշխատանքում Հետազոտված I, չսեղմվող ուղղանկյուն և շրջանային 
իիթեզների կայունությունը, որոնք ասանը շփման ս. եղավ էէրված են բացար­
ձակ կոշտ պատ երի միջև և որոնց կողմնային մակերևույթներին կիրա ով ած / 
հավասարաչափ ճնշում «հետևող» կամ «մեռած» բեոնս/վ սրումների տես֊ 
բով։ Արղյունքնևրր ստացված են ընղհանուր տեսքով եռաչափ /քմայնացված
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կայունության ւոեսոէթյունների համար վևրջաւքոր և փոքր ն/ախակրիտիկական 
ղեֆորմացիաների ղեսյրումւ

Աորոյյուցված են հետեյայ ղրոլյթներր' I) Հավասարակշռության վիճակր 
կ/ինի կայուն, եթե կողմնային մակերևույթներին կիրառված (ինի Հէհեէոեոդ ՛■ 
րեոնավորում, 2) հավաոտրակշոոէթյան վիճակը կլինի անկայուն, եթե կողմ­
նային մակերևույթներին կիրառված (ինի մեռած՛ րեոնավորում, 3) ոմեոած» 
րեոնավ որմ ան ղեսյրէոմ կրիտիկական րեոնավ որում ր րարակ թիթեղների Հա­

մար մոտավորապես երկու սւնղամ փոքր է յինում էյյերյան пи/իք, I) ճկման 
ձեով կայունության կորաստր ե կայունության կորուստր վղ իկի աէսոյաքման 
ձեսվ անեն նույն կրիտիկական րեոնավ որում ր ւ

ON STABILITY OF INCOMPRESSIBLE PLATES UNDER 
UNIFORM LATERAL PRESSURE

A. N. GOOZ, A. V. NAVOYAN

Summary

The investigation on the stability of incompressible rectangular 
and circular plates placed without friction between absolutely frigid 
walls, their lateral surfaces being subjected to uniform compressive 
forces of the "following“ and “non-following“ (dead) type, is described. 
The results have been obtained in general form for three-dimentional 
linearized theories of elastic stability for finite and small critical de­
formations.

The following statements have been proved:
1) The equilibrium is stable when jeompressive forces, applied to 

lateral surfaces, are of the "following“ type;
2) The equilibrium is instable when compressive forces, applied 

Io lateral surfaces, are the "non-following“ (dead) type;
3) When compressive forces are of the dead type, the critical 

forces for thin plates are about twice less than Eyler’s forces:
•1) The flexion type of stability loss and that forming a neck are 

of the same critical force.
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Г. П ЧЕРЕПА1ЮВ. В. М. СМОЛЬСКИЙ

К РЕШЕНИЮ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 
ОПТИМАЛЬНОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

МНОГОСЛОЙНЫХ ПАНЕЛЕЙ

Основными прочностными и пространственными характеристиками 
многослойной панели являются:

1. Изгйбная жесткость панели, пропорциональная величине [1|

с. (А ) с։(Л։. Ля) --У Е, (а! — а:-_։)
3 ,֊.»

а| = 2 Л0 0
;-и

2. Предел пропорциональности, характеризующей условие работы па­
нели в упругой области

3. Вязкость разрушения панели [2]

с,(Л) = Ас 4՝՝՝^’Л.
Л /-и

4. Вес панели, пропорциональный величине

с4(.Л) — Р — V

5, Толщина панели (объем панели пропорционален толщине)

с. (fl) = Л = У !и
<>=1

Здесь введены следующие обозначения: Л, - толщина /-ого слоя 
панели; Е<, зП1, Кс\ соответственно, модуль упругости, предел 

пропорциональности, вязкость разрушения и плотность материала 
7-ого слоя. Для многослойной панели через п, А'е, Р. Л обозначены 
число слоев, вязкость разрушения, приведенный вес и толщина соот 
ветственйо.

При выборе ;/ и Л? (7 — 1, 2......п) стараются добиться возможна
больших значении характеристик г։(й). c.(h) и с3 (Л) и возможна 
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меньших значений с4(А) и с.. (А). Поэтому общую многокритериальную 
задачу оптимального проектирования многослойной панели можно сфор­
мулировать следующим образом (критерий Парето (3)]:

шах V л?с (Л), /. ^>0’ У ' 2’ 3
П ' 1<0, / = 4, 5

V Гм |֊1 11.1)

Величины |/.;| характеризуют важность отдельного критерия в .мно­
гокритериальной задаче и выбираются при постановке задачи, либо по уже 
известным решениям однокритериальных задач [3. 4|. либо .нолевым- ре­
шением группой экспертов.

Другим подходом сведения многокритериальной задачи к задаче с од­
ним критерием является выбор одного критерия в качестве главного, при­
чем яа остальные характеристики панели накладываются ограничения в 
форме неравенств. Если при этом в задаче есть один параметр, по к ггоро- 
му критерии меняются монотонно, удается дать наглядную интерпретацию 
множителям ‘В нашей задаче в качестве характерного параметра можно 
взять параметр / пропорционального изменения толщины панели 
А» = А<*С /7о этому параметру критерии можно разбить на две группы: 
одни улучшаются с увеличением I (увеличение нзгибной жесткости пане­
ли). другие ухудшаются (увеличение вязкости разрушения, минимум веса 
и толщины панели); предел пропорциональности не меняется с измене­
нием /.

Многокритериальные задачи возникают тогда, когда есть критерии из 
различных групп (противоречивые критерии), иначе решение оптимально»։ 
задачи гривиально. Например, решение задачи

тахр,Кс—'7^0» 7 3, 4
п, Л,-

сводится к определению такого ։, при котором достигается 

шах ՝ (Л«о) —

После разбиения критериев на группы по характерному параметру 
удобно сначала оценить критерии по их сложности и наиболее сложный 
взять в качестве основного (в наших условиях это. по-вйдимому, первый 
критерий).

Рассмотрим следующую задачу:

шах сг (А) 
А<

при ограничениях

с,(А)>Кв

с}<Л) сд>’ > = 2’ 4» 5

(1.2)

(1.3)

(1.4)
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Поскольку критерий ( 1.2) монотонно растет с увеличением толщины 
любого слоя, решение задачи ( 1.2) ֊( 1.4) находится на границе ограниче­
ний (1.3)—(1.4). Поэтому решение этой задачи распадается на решение 
нескольких задач с ограничениями типа равенства и проверкой выполне­
ния для этих решений оставшихся ограничений. Решение общей задачи по­
лучается выбором наилучшего решения из конечного числа решений этих 
задач. Полученные вспомогательные задачи методом множителей Лагран­
жа сводится к решению задачи с критерием (1.1): однако параметры >/ 
определяются в ходе решения задачи; таким образом, устанавливается 
связь между множителями /. и константами Кс„ с.р в ограничениях [5].

Следует заметить, что поставленная задача непрерывна по и дискрет­
на по П. Решение по дискретному параметру л производится полным пе­
ребором. В дальнейшем считаем П фиксированным и решаем задачу но не­
прерывным параметрам.

Из вспомогательных задач рассмотрим как наиболее сложную сле­
дующую задачу:

шаху \^Е/(а^— а, - V/г/, Л6 = О
3 ,-1 /-о

-а;]л; = п (1.5)
1-1

Остальные ограничений не выписываем; их учет производятся в конце 
решения задачи.

Составим функцию Лагранжа

Г(А.. X) ֊ V £, («’ <,) т хл,(К,У1 - £„) |

и необходимые условия для определения оптимальных значений к: и Л

ЯЕ '՛
— = V Еаа'1 - а1_.) - //,. (Л,-) = 0 (1.6)
о/),- к,-/

/, (Л,) = кН' ( Л,) - £, 4 Л, , ,-=1,2...... „

Вместо системы уравнений (1.6) рассмотрим эквивалентную систему, 
полученную из последнего уравнения системы ( 1.6) и последовательных 
разностей 1-ого и (։ -г 1)-ого уравнения системы ( 1.6)

ЕпЬ„ (кп '2 У А, 
\ • /

+ >/„(*„) = О (1.7)

& А, Л, - 2 V к, -г ЧЛ (Л/) ֊ ։ (Лм1)] = О (1.8)

(/ 1,2,..., п-1)
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Соотношение (1.5) дополняет условия (1.7). (1.8) для определения 
л, Л,.

Примечательно, что система уравнений (1.8) не содержит Л,„ поэтому 
можно, задавая рекуррентно по I выразить все А. через л и А,. Подставка 
/С из (1.5) в (1.7). получаем еще одну связь А„ и А,. Затем рением полу­
ченное уравнение численно и получаем для данного л оптимальные толщи­
ны всех слоев и величины Л<,(л). с (л) (/ = 2. 4, 5). По графикам этил 
монотонных функции от 7. определяем то значение л, при котором нее огра­
ничения выполнены (одно из них является равенством).

Таким образом, при решении задачи считается заданной не величина 
Л<„ а значение А, по которому потом определяется /(„(/.): поэтому важно 
указать границы изменения величин л и Л,. Для этого нужно провести кон­
кретное исследование функций /г(А,).

Удобна и реалистична следующая аппроксимация:

Лс (А,-) 2^

с,. = [к/£]՛, </, = | Хс" (Л,)]’ - с,. х, = - 1 о
п ,1)

В этом случае

л (А՛ ’=[°+(14-2х’)’ ՛ -

Отсюда следует, что при Аг. > 1.5 АП1> функция Д(ЙП) отрицательна и 
для выполнения соотношения (1.7) необходимо неравенство > 0. Тогда 
во всех соотношениях (1.8) будет

Л (Л. > —/, ։(А..Н<0

причем эта разность монотонно убывает с увеличением ։ (считается, что 
Е растет с ростом <). Это соответствует постепенному приближению А, к 
А,-о с уменьшением А

Примерный график функции /,(Л )- К-, показан на фиг. 1; при 

Кп шах 1\1с существует отрицательный относительный минимум /,(А. ) 

и поэтому, вообще говоря, две точки Ап и А^ (фиг. 1), которые удов­
летворяют необходимым условиям. Ясно, что точки Аг»^>лн надо брать 
для слоев с большим номером, однако они могут нс удовлетворять 
ограничениям (1.4*. Кроме того, в решении надо учитывать ;՛. гранич­
ную точку А.՜—Л,. Таким образом, непрерывная задача (1.2) . 1.4) 
сводится к проверке 3 точек вида

|А։.-о ......

(/, 0, 1. 2: I- I. 2...... л)
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Из проведенного исследования вытекает, что для многослойных пане­
лей из .материалов, у которых существенно различны модули упругости. 
Оптимальными будут следующие величины толщин слоев: для всех слоев, 
кроме последнего, надо брать а для последнего слоя Л,, = Лл8
Для материалов с близкими характеристиками надо проводить расчет по 
формулам (1.5) (1.7). (1.8).

Фи։. I. Примерный график функции /ДЛ^) + Л\,.

Построенный принцип выбора оптимальной многослойной панели по 
пяти основным се характеристикам следует рекомендовать как наиболее 
реалистический принцип оптимального проектирования авиационных слои­
стых Конструкций. Заметим, что в настоящее время в инженерной практи­
ке обычно проектирую! панели лишь по двум характеристикам (по жестко­
сти и весу).

Примеры. В качестве первого примера проведем расчет шесткслойной 
панели из следующих листовых материалов: алюминиевого сплава 7075-Тб 
(Лй = 0.26 см. К1С - 4200 к-ь!см'1. КсЦ10} 9165 Е 0.71 У
ХЮ6/сг/слг), титанового сплава ВТ14 (Ло —0.1 слг. К[с= 5500 л7.слГ\ 
А'с(Л0) 9420 ьч;см3 Е 1.15՛ КГ лг?’сл/''?), стали ВКС-1 (Ло 0.1 сл:}
Кгс— 6300 кг/слс' Ас(Аа) 9030 кг/елг Е — 2.05-10” л-/.слг|.

Графики зависимостей с.|( ('•) приведены на фиг. 2. Расчетом под­
тверждается решение для материалов с различными модулями упругости, 
изложенное выше.

В качестве второго примера спроектируем шестислойную панель из 
следующих алюминиевых сплавов с близкими характеристиками: сплава 
7075-16 (его характеристики даны в первом примере): сплава Д16 
(Ло - 0.2 СЛ<, К!С = 4000 к։>см1 ֊, Кс (Л„) = 9000 п см' Е =-- X 
X 10* хч/елг) и сплава АК8 (Ло -0.22 см. £= 0.73-10" л? см:. К;с 
= 4000 ло елг* ^с(Ло) = 8200 л-? с.и(;՜).

Графики зависимостей представлены на фиг. 3, 4.
Голщины отдельных слоев отличаются от величин /<՛„ при больших 

значениях вязкости разрушения и монотонно изменяются с увеличением X.

Замечание. Несмотря на то. что рассматриваемая задача решается ме­
тодами оптимизации по параметрам, она является задачей оптимального 
проектирования в начальной постановке, поскольку, как показано в [2], 
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ограничения в виде плоского напряженного состояния панели приводят к 
критерию ( 1.3). Разумеется, параметрическая оптимизация многослойной 
панели, предложенная в [2] и и настоящей статье, является определенным

Фиг. 2. Зависимость приведенного веса (к։/с.и2- 103). толщины (си), нагибной
местности (к։ с.и-10 ’) н вязкости разрушения (к> с.и՜'г) от X.

Фиг. 4. Результаты расчета для материа­
лов с близкими характеристиками (ме­

няется толщина третьего слоя)

Фиг. 3. Результаты расчета для мате­
риалов с близкими характеристиками 

(меняется толщина 2-х слоев).

упрощением общей задачи оптимального проектирования панели. Это упро­
щение основано на схематизации физического процесса деформации и раз­
рушения панели (что отражено характеристиками с,, с... с ). а также на схе- 
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.матнзации геометрической структуры панели (характеристики с.. с-.) Ойо 
не учитывает, например, динамических волновых эффектов, докритичеекого 
роста трещин н многого другого, когда следует оптимизировать другие кри­
терии. Общая задача оптимизации многослойной панели весьма неопреде­
ленна и ее решение невозможно без таких упрощений Рассматриваемая 
постановка может считаться начальной при наличии аварийного и безава­
рийного режимов работы панели [2].

Заключение. Предложенный подход оптимального проектирования 
многослойных панелей с помощью множителя Лагранжа дает возможность 
установить связь между этим множителем 8 общем критерии многокри­
териальной задачи и правой частью ограничения типа равенства в одно­
критериальной задаче. Общая задача оптимального проектирования много­
слойной панели распадается на набор вспомогательных однокрнтериальных 
задач.

Московский авиационный
институт Поступила 24 XI 1977

Դ '1. ՋեՐեՊԱՆՈՎ. Վ. 1Г. ՍՄՈԱՈւԻ

ԲԱԶՄԱՇԵՐՏ ՊԱՆԵԼՆԵՐԻ ՕՊՏԻՄԱԼ ՆԱԽԱԳԾՄԱՆ 
ՐԱԶՄԱՑԱՓԱՆԻՇԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

II. մ փ ո փ ււ ւ մ

Putt/il աշերա պանելի օ//y ա իմ ui( ն ա իւ tu tfd մ ան ր ա :յմ ա շա փ ան իշա ւին խրն֊ 
ղիրր k օմանղակ մ իա չափան իշային խնդիրներին, որոնք առաջարկ­
վում Լ /ուծե/ Լադրանմ ի բազմապատկիչների մ եթ ո դովէ

^աոոլւյվհք Լ ըսւո Հինդ Հիմնական բնորոշիչների օպտիմալ բաղմաշերտ 
պանելների ընտրութ յան սկզբունքը, որն առաջարկվում Ւ որպես շերտավոր 
ավիացիոն պանելների օպաիմ ալ նախազծմ ան ավելի զործնական սկզբւսնրէ

Այղ սկւլբսւնրի Հիման վրա լուծվել ի րայքայման ֆիքսված մածոլցիկո։ - 
թյամր և ծոման ամենամեծ կոշտությամբ բազմաշերտ պանելի օպտիմալ նա- 
խուզծմ ա ն խ Ն ղի րր .*

ON THE SOLUTION OF A MULTICRITERIA PROBLEM OF 
OPTIMAL DESIGN OF MULTILAYERED PANELS

G. P. CHEREPANOV. V. M. SMOLSKY

S u m m a r y

The multicriteria problem of optimal design of a multilayered pa­
nel is reduced to a set of auxiliary one-criterion problems. The auxi­
liary problem of design of the multilayered panel of maximum flexural 
rigid ity and given fracture toughness is solved as an example.
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Г. Г. ОГАНЯН

РАСПРОСТРАНЕНИЕ СЛАБЫХ ВОЛН В РЕЛАКСИРУЮЩЕЙ 
ГАЗОЖИДКОСТНОЙ СМЕСИ

Рассматривается задача о нестационарном распространении трехмер­
ных волн в смеси химически активных жидкостей, содержащей пузырьки 
газа одинакового размера, которые могут появиться, например, при про­
хождении достаточно сильной звуковой волны через смесь жидкостей Из­
вестно [1], что если частота волны меньше резонансной частоты пузырь­
ка, акустическая кавитация резко увеличивает сжимаемость смеси и умень­
шает скорость звука. В работе методом коротких волн [2] выведены нели­
нейные уравнений, описывающие нестационарные течения в окрестностях 
фронтов слабых ударных волн в трехмерной постановке с учетом эффек­
тов вязкости, дисперсии и релаксации (химической реакции), причем чис­
ло последних равно единице. Имеют место квазизамороженный и квази- 
равновесный предельные процессы распространения возмущений. Иссле­
дуются специальные среды, в которых предельные скорости звука в смеси, 
соответствующие предельным процессам, близки по величине.

Для всех трех случаев в линейной двумерной постановке формулиру­
ются и решаются задачи о вхождении пучка монохроматических золн в 
рассматриваемые среды. В случае отсутствия эффектов диссипации и ре­
лаксации эволюция пучков исследовалась в |3—5].

1. Исходные уравнения. Предположим, что в потоке химически актив­
ной многокомпонентной смеси вязких жидкостей со стабильными газовы­
ми пузырьками малых размеров происходит только одна химическая реак­
ция, характеризуемая параметрохм ^-полнотой (степенью развития) хими­
ческой реакции. Допуская, что газ и жидкость движутся с одинаковой ско­
ростью, статистическим распределением пузырьков можно пренебречь. Да­
лее считая, что расстояние между пузырьками много больше радиуса R пу­
зырька, можно пренебречь взаимодействиехм между ними, и пульсации оди­
ночного пузырька описать уравнением Херринга-Флинна, учитывающим 
сжимаемость жидкой фазы [6]. Систему исходных уравнений, описываю­
щую течение релаксирующей газожидкостной смеси в пространстве, возь­
мем в виде [7—9]

— +рс11уИ = 0 (1.1)
л

1
р— = - + —>։7(с1։у И) + >֊։дг (1.2)
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2 <//? \ </2/? Аг /\ 4 1 \/dR у ■
ал> dt / dt1 2 1 3 аи. dt / \ dt /

Ml-P)

4), dR
R dt

- const,

1 dR \ d /p 4>-։ dR
a10 dt / dt \ R dt

MM)> P..R3 = const

(1-4)

(1.5)

n
Q — £ \ ~ v*

A =1

Здесь индексом «1» обозначены параметры течения жидкой фазы, индек- 
сом «2»—газовой фазы, без индекса—всей смеси, /—время, У = {г/, V, <^} — 
вектор скорости частиц смеси, Р — давление, р—плотность, 5 — энтропия, 

1 —температура, п—тензор вязких напряжений, 1,—динамический коэф­
фициент вязкости, |3 — объем газа в единице объема смеси, а — скорость 
звука, (} — сродство химической реакции, р — химический или термодина­
мический потенциал, >4, \—стехиометрические коэффициенты в уравне­
нии реакции, и Д—операторы Гамильтона и Лапласа.

В состоянии полного термодинамического равновесия (покоя) Р = 0. 
Предположим [9], что вблизи этого состояния зависимость (] от С) дается 
в виде 

dt
Я>0 (1.6)

где т$— время протекания химической реакции.
Система уравнений (1.1) — (1.6) не замкнута. Для ее замыкания сле­

дует обратиться к соотношению Гиббса [8]

de = Tds — Pd И 4՜ Qdq

где е — удельная внутренняя энергия, V — 1/р — удельный объем.
Первые частные производные от е по 5, с] и V, представляющие собой 

уравнения состояния среды, являются тремя недостающими искомыми 
соотношениями между термодинамическими величинами.

Пусть трехмерная ударная волна слабой, но конечной интенсивности 
распространяется вдоль оси х. При распространении ударной волны, рас­
сматривая окрестность фронта, отметим,что нелинейность, совместно с 
эффектами диссипации и релаксации, приведет к медленным изменениям 
формы волны не только вдоль направления, но и поперек его. Поскольку 
продольные изменения волны происходят сравнительно быстро, естествен­
но предположить, что изменения параметров течения вдоль волны проис­
ходят гораздо быстрее, чем поперек нее. В качестве основного течения при­
нимается ориентированный вдоль х невозмущенный поток. Рассматривав- 
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мая область течения считается областью коротких волн и поэтому за не­
зависимые переменные принимаются [2]

£ = Л х = ап/ + ег, у = г2у19 г = г \ (1.7)

Здесь и далее 8—безразмерный малый параметр, а0—невозмущенная 
скорость звука в релаксирующей смеси, характеризуемая видом процесса 
распространения возмущений.

При неравноправной роли координат х, у, - составляющие возмущен­
ного вектора скорости вдоль них также будут иметь различные порядки 
величин

Г 3/2 л 3/2 /и — s« , v = s, v , w = е w (1.8)

Предположим, что в любой момент времени и в каждой точке пространства 
параметры течения газожидкостной смеси мало отклоняются от соответ­
ствующих параметров в состоянии покоя

Л>— Л) + £^> •P==Po + s/> Pi — Рю + sPp ? = + s — s0 + ss'
(1.9)

Т=Т9 + *Т', Q=lQ', q = q0 + tq', /> = es'2(tfe+e/?'). a=at+։a

Здесь и далее нулевые индексы отнесены к невозмущенным характеристи­
кам течения. При последующих упрощениях исходных уравнений в окрест­
ности волн будут оставлены лишь главные члены до порядка £ включи­
тельно, и штрихи над возмущенными параметрами опускаются.

Упрощая посредством (1.9) уравнения (1.5) и комбинируя их друг 
с другом, в основном порядке получим

R = —֊^—P (1.10) 
ЗРq

Легко также получить из тех же уравнений связь 
ка в смеси и жидкой фазе [9]

между скоростями зву-

Уравнение неразрывности (1.1) с помощью первых двух соотношений (1.5) 
можно преобразовать к виду

+ A. diV у4. ZjQ.— .P)՜. = о (1.12)
dt р р₽ dt

2. Квазиравновесный процесс. Примем за независимые термодинами­
ческие переменные давление плотность р„ сродство Q. Относительная 
ко всей смеси масса газовой фазы мала, поэтому в принятом приближении 
можно отождествить давление и энтропию всей смеси с аналогичными па­
раметрами жидкой фазы, то есть Р — Pt, S = 5, (Р,, р։, Q). Тогда прира­
щение удельной энтропии можно записать как
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Здесь а1с — равновесная скорость звука в жидкой фазе.
Комбинируя последнее соотношение с (1.12), (1.3) и (1.4). получим

Подставляя (1.4) в уравнение движения (1.2), приведем его к виду

(2.2) 
сП 3

Итак, исходная система уравнений (*1.1)— (1.6) привелась к системе 
(1.10) И (2.1)—(2.2).

Аналогично [2, 111 после упрощений уравнений (1.1), (1.3), (1.6) и 
(2.2) можно показать, что в принятом приближении сжатие газожидкост­
ной смеси происходит обратимо и время протекания химической реакции 

намного меньше макроскопического времени, например, времени про­
бега частицей волновой зоны. При этом в принятом приближении имеют 
место следующие соотношения:

/ ! Ро /.

(2.3)

£<7 

дг

Разлагая а!։. = а1(.(Р, <2, $) вблизи положения термодинамического
равновесия в ряд Тейлора, с учетом (2.3) получим

(1 - Ро)
(’1е —1) у,

а1г0
(2.4)1 Г д

3

Применяя преобразования (1.7) — (1.9) к у и 2—составляющим уравнения 
(2.2) и удерживая главные члены, получим условие потенциальности те­
чения в окрестности волны

ду   ди ди>   ди
дг ду{ дг дгх

(2.5)

Аналогичным образом упрощая »составляющую (2.2) и уравнение (2.1), 
удержим главные члены, причем полученные уравнения будут содержать 
в себе члены как порядка е, так и Е°= 1. С целью исключения членов ну­
левого порядка (е°=1), скомбинируем их друг с другом и, учитывая (1.10), 
(1.11), (2.3) и (2.4), запишем искомое уравнение в виде
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где

ГО^ОГО^еО
*'՜ 2Ла։.О’

ГПе

ди 
~д!

в?о <^3Ц Д.о /
' <3 ог3 ~ 2 \Oj7j 1 Ог, / (2-6)

б(1֊?Ко

</«

2 
еО

Ро°

Роа’о

/дР2 ___ ( _____
1/0 “%0

Но 
а. г- —— 1е д2

С еО
>2

О]г — —/ (2.7)

О 
а1/о՜ аз

В последнем соотношении (2.7) индексы показывают какие параметры те­
чения фиксированы, а{—замороженная скорость звука.

Уравнения (2.5)—(2.6) образуют замкнутую систему, описывающую 
течение релаксирующей газожидкостной смеси в окрестности волны, кото­
рая удобна при решении задач с начальными условиями. При формулиров­
ке граничной задачи перейдем от (^, Р) к переменным (х, т), где т = 
= { — х/'аео—время пробега частицы смеси до фронта волны (т = 0). Со­
гласно формулам перехода [ 10]

д д д г д
---- ------ а0----  > ---- =-------------  

др г дх г дг г о0 дч д.

после возврата к истинной скорости и приведем систему к виду

д / ди ди
— ।-------- ^еи —
дч \ дх дч

ч д1и д3и \__ аеа /д2и , д2и \
‘'77/ ~2\ду* + ~д^) (2.8)

где = ^1е + хг + те. Без учета диссипации и дисперсии, связанной с на­
личием пузырьков, (2.8) совпадает с уравнением, полученным в [4]. Ре­
лаксационное свойство и сжимаемость жидкой фазы, как видно из (2.7), 
приводят к увеличению коэффициента диссипации смеси.,

Вводя безразмерные переменные

и=ии^ с = ае<՝шох, у = х = Г~у 0 = ^)ч

где а), /, — некоторые характерные размерные константы, уравнение
(2.8) запишем как

д /ди „ди ^д՝и ,д^\ N /д^и , д21Л 
де \ д£ дч де2 1е дез/ 4 \^2 д¥)

г4е
о* = 8е«)/аеив, 7* — М = 2а^/р(^еи^
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а) Плоская задача. Линейное приближение.
Пусть на границе смеси задается двумерный пучок в виде плоской не­

однородной волны

6/ (0, т4՛, 9) = е sin 9 при ; — 0 (2.10)

Характерные константы наделены уже конкретным смыслом: I— характер­
ная ширина пучка, (о — частота, и0 — начальное значение амплитуды вол­
ны, число

N = (2к’<Да, Мв)՜1 Мо = «„/а,, >֊ = 2֊а.0/ш

характеризует относительный вклад нелинейных и дифракционных эффек­
тов в искажении профиля волны, X — длина волны. При больших значе­
ниях Л/ преобладают дифракционные эффекты и нелинейностью можно 
пренебречь. Решение получаемого из (2.9) линейного уравнения плоской 
задачи ищем в форме

и (С, >), 9) = 1ш А (;, ij)exp[z (6 — + /»*$)) (2.11)

где >l(g, >1)—комплексная амплитуда, для которой получаем параболи- 
ческое уравнение

,дА N д2А
1 д* 4 drf

Решая полученное уравнение методом разделения переменных, находим

- i— ЬГ֊

А — | В(п) cos + С (n) sin (n <i)] е dn (2.12)
— >•

Граничное условие (2.10) трансформируется для А в начальное

при Е — 0 А (0, tj) = е г<

Согласно начальному условию, представляющему собой четную функцию, 
из (2.12) следует, что C(fl)=0, и тогда B(fl) определится из обратного 
косинус-преобразования Фурье | 1 11 от начального условия для

п' 
5(п) = -֊Се 

| ®

Подставляя значение В(п) а (2.12), определим комплексную амплитуду

А = ■Т. 1 Т/7 ехр (~:—
VI—iNc, \ 1— iNz /

Гогда решение (2.11) после отделения мнимой части запишется в оконча­
тельном виде
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При отсутствии диссипации и дисперсии (\ = 7* = 0) полученное ре­
шение совпадает с [4] и описывает переход от плоской (£ = 0) к цилинд­
рической (5~>сю) волне. Видно, что дифракция приводит к увеличению ши­
рины пучка, уменьшению амплитуды волны и искривлению поверхностей 
равных фаз. Наличие пузырьков, согласно (1.11) и определению числа Л/, 
приводит к уменьшению числа /V и, соответственно, к менее яркому дифрак­
ционному эффекту. У чет пузырьков приводит также к увеличению толщи­
ны волны и к большему искривлению поверхностей равных фаз, а учет хи­
мической реакции — к затуханию волны.

3. Квазизамороженный процесс.
Вывод уравйения, описывающего течение газожидкостной смеси в 

окрестности волны при квазизамороженном процессе распространения воз­
мущений, аналогичен выводу уравнения (2.9).

За независимые термодинамические переменные принимаются Р։, р, и 
полнота химической реакции Как и в [2, 12], нетрудно показать, что в 
принятом приближении сжатие газожидкостной смеси происходит обрати­
мо, время протекания химической реакции намного больше времени 
пробега частицей волновой зоны и имеют место порядки величия: 

з ~ г, ~*~1.
Не приводя здесь промежуточных выкладок, выпишем окончательное 

уравнение

д / ди ди д2и
— \~Г Уц~- ~д՜ \ ох д՜ д—

д3и \ /д2и , д:и \
7 г-------Ь ) = — (------- -------4 д-3 ° / 2 \с)у2 д22) (3.1)

где о/ — 01/ + */, & = т//ч-ч-’ а/о՜ невозмущенная замороженная ско­
рость звука в смеси, остальные коэффициенты задаются соотноше­
ниями (2.7) с заменой аео на а/о- Переходя в (3.1) к безразмерным пе­
ременными. 2, рассмотрим линейное приближение плоской задачи, 
для которого сформулируем граничную задачу (2.10). Решение полу­
чаемого линейного уравнения будем искать в форме

(«> г1, б) = 1т .4 7.) ехр [г (6 — 7*4) — (о* ֊г §*) Е]

Не повторяя выкладок предыдущего параграфа, окончательное решение 
запишем в виде

и — ------ ехр
Г1+ л/т

т
1 + №?2
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где

.. (?'1/ + */)10 _ т! . V* л- 2а/°
г - 1 О л ’ I Г -- 1 -  ։ч О

7 7 а/м0

4. Среды, в которых скорости звука близки. Исходя из термодинами­
ческих соотношений [8], связь между замороженной и равновесной ско­
ростями звука в жидкой фазе можно найти в виде

1 е\ /д~&. \а1/»-о1<0=^-^>0՛ еп= ( о» [/^7 е11=(з7Л֊>։ (4֊1)

где знак неравенства определяется требованием термодинамической устой­
чивости системы. Пусть величины скоростей а1е0 и ш/о в состоянии по­
коя близки друг к другу, тогда из (1.11) следует, что разность скоростей 

звука Сео и а/о в покоящейся смеси также мала. Примем е120 = е >120. 
В предельных процессах распространения возмущений соответственно 
сначала а затем ~£. Если теперь предположить, что они
одинакового порядка и не настолько малы, то в (1.9) необходимо сде-

-* г Ц , д и тогда время протекания хими­
ческой реакции х* окажется порядка е.

По предположению, невозмущенная скорость звука а„ не совпадает 
ни с одной из предельных скоростей аео и а/о, поэтому положим

а/0 — а0 = еа05/р ао ~ = гао5е1 (4.2)

где постоянные з<>1 и — величины порядка единицы.
Аналогично [12], легко показать, что в рассматриваемом приближе­

нии опять выполняются первых два соотношения из (2.3) с заменой ае\ на 
«и условие потенциальности течения (2.5) и

_ Р1 _ 4>о / Ро?оаЦ2=5 8ПЛ
Ч — е1109 2 е120> 5е1 “ 3/1 Оп2 \ р ) Е

Рю 4'оаоеис’\ ь

<?<7 #о Г в120 Л ₽оРоао\
—— =--------- -------------I 1--------- ~— / и~%а§ [ Роао \ /

(4.3)

Применяя преобразования (1.7)—(1.9) к х-составляющей уравнения 
(2.2) и к (3.1), оставляя главные члены, получим два уравнения, содер­
жащие также слагаемые порядка е° = 1. Учитывая соотношения (4.1), 
(1.10) и (2.3\ а также (^Р1/^90)рч: = е12о/а1/о> исключим друг из друга 
слагаемые нулевого порядка. Получим

ди / а л \ ди а) д2и а! д3и
'г а՜' V7“ “ 11՜) 17' 7’՜ 7 дТ՜

До / ?0?0ао\ дс!
2 \ ду1 ՝ дг1 / р0 \ Ра /

(4.4)
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где выражения коэффициентов выписаны в (2.7) с заменой аео на а0, 
aleQ на а10 и учтены соотношения (1.10).

Исключая в (4.4) посредством (4.3) параметр Ц и константу , 
получим уравнение, описывающее совместно с (2.5) течение в окрестности 
волны, распространяющейся в специальных средах. Записывая систему 
через одно уравнение и переходя к переменным (х, т), получим

д ди / \ ди . ч д2и дэи ]
I Я/М С 1 (

дх у а0 / дт

а0 /д2и , д2и \ _ _ д2
2 \ду" '' dz2)~ И։ д-2

, д2и д3и '
( 0. — У. 1------------ 7 ------- 4- Т

0 f Z t ------------7 --------1 7 л2 л5 J
ди / o։j \ диI 3-----
дх \ о0 / д՞

(4 ^
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который в предельных случаях переходит в решения п. 2 и 3. По сравне­
нию с предыдущими решениями видно, что имеют место лишь количествен­
ные изменения в структуре (толщине) волны и поверхностях равных фаз. 
Качественная картина не меняется: происходит эволюция плоской волны 
в цилиндрическую.

11нститут механики
АН Армянской ССР Поступила 12 VII 1978

Գ. Դ. 02ԱՆՅԱՆ

ՌԵԼԱՔՍԱՅՎՈՂ ^ԱԶԱ2ԵՂՈՒԿԱՅԻՆ ԽԱՌՆՈՒՐԴՈՒՄ 
ԹՈՒՅԼ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՏԱՐԱԾՈՒՄԸ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկվում է եոաչափ ալիքների տարածման խնդիրը գաղի պղպջակ-֊ 
նհր պարունակող քիմիապես ակտիվ հեղուկների խառնուրդում ։ Մածուցիկու֊ 
թյան, ռելաքսացիայի և պղպջակների առկայության դեպքում դուրս են բեր֊ 
ված թու/լ հարվածային ալիքների ճակատների շրջակա յքերում ոչ ստացիո֊ 
նար շարժում ր նկարագրող ոչ գծալին հավասարումները։

Ոչ ստացիոնար հարթ ալիքների համար, գրգռումների տարածման տար­
բեր պրոցեսներում, գծային դրվածքով լուծվում են մոնոխրոմսւտիկ ալիքների 
էվոլյուցիայի խնդիրներ։ Վերոհիշյալ էֆեկտների հաշվառումր ալիքների հա֊ 
կատների և հավասար ֆազաների մ ա կե ր ևույթն ե ր ում առաջ է բերում կազ­
մության մեջ միայն քանակական փոփոխություններ։

PROPAGATION OF WEAK WAVES IN A RELAXATING 
GAS-FLUID MIXTURE

G. G. OHANIAN

Summary

The three-dimensional problem on propagation of waves in a mix­
ture of chemically active fluids containing gas bubbles is considered. 
The non-linear equations, describing unsteady flows in the vicinity of 
weak shock waves fronts in the presence of the effects of viscosity, 
relaxation and bubbles, are derived.

For unsteady plane waves in linear statement the problems on 
evolution of monochromatic waves in various processes of disturbances 
propagation are solved.
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3. А. МАРТИРОСЯН

ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ДВУХ ЦИЛИНДРОВ

Осесимметричные контактные задачи с определением площадки кон­
такта для однородного цилиндра и жестких штампов исследовались в рабо­
тах |5—7] и др. Контактные задачи с определением области контакта для 
случаев двух контактируемых тел, когда одно из них или оба имеют не­
ограниченные размеры, рассмотрены в работах |8—22] и др. Определение 
области контакта между двумя упругими конечными телами, из различных 
материалов исследовано в работах ! 23, 24] и др. Контактная задача для 
двух цилиндров при учете переменного коэффициента сцепления рассмотре­
на в работе [25], где изучен характер распределения контактных напря­
жений. Осесимметричные контактные задачи с определением площадки 
контакта двух цилиндров конечной длины рассмотрены в работе [26].

В настоящей работе рассматривается осесимметричная задача теории 
упругости для двух цилиндров с различными упругими свойствами, имею­
щих конечные длины и одинаковые диаметры, которые контактиревдны 
между собой торцами при сжимающей внешней ториевой нагрузке. На бо­
ковых поверхностях цилиндров нормальные и касательные напряжения 
равны нулю. Контакт между цилиндрами принимается гладким, то есть 
без сцепления, а зона контакта двух цилиндров считается неизвестной и 
определяется в процессе решения задачи. Осесимметричная сжимающая 
нагрузка берется таким образом, что образуется контактная область в ви­
де круга. Решение рассматриваемой задачи представляется в виде рядов 
Фурье и Фурье.-Дикн, при этом для коэффициентов этих рядов получены 
две бесконечные системы линейных уравнений и парные ряды-уравнения, 
содержащие функции Бесселя, которые сводятся к квазн-внолне регулярной 
бесконечной системе, свободные члены которой стремятся к нулю.

Окончательные выражения для контактных напряжений получены с 
выделенной особенностью. Для конкретных внешней нагрузки, упругих 
констант и размеров цилиндров вычислены размеры контакта и напряже­
ния на контактных поверхностях.

I. Пусть два цилиндра конечной длины и одинакового диаметра, изго- 
говленных из различных материалов, прижимаются по торцам друг к дру­
гу (фиг. 1). На других горцах цилиндров приложена осесимметричная сжи­
мающая нагрузка таким образом, что образуется контактная область в ви­
де круга. Сцепление на поверхности контакта отсутствует. На боковой по­
верхности цилиндров нормальные и касательные напряжения равны нулю.

В дальнейшем все велиичнЫ, относящиеся к левому цилиндру, будем 
отмечать индексом 1, а к правому — индексом 2.
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Граничные условия рассматриваемой осесимметричной задачи имеют 
вид

4'1 и, I.) = { .Р։ (0 *г < а> = + у №. (м 

( 0 (а<г<к) х. •

(г, 1{} = 0

(R. 2) = ^(Р.. г) = 0

Из условия гладкого контакта имеем

0) = 0. 0) = з'?'(г, 0)

0)= 0) (0<г<с)

3(1)(г>0) = 0 (с<г<2?)

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

где / - длина, R—радиус цилиндров, Л(х)—функция Бесселя действи­
тельного аргумента первого рода, а ,В ■ — положительные корни уравнения 
Л(Рл^) = 0. расположенные в порядке возрастания. (։ = 1,2).

Решение задачи сводится к нахождению функций Ляна Ф(/’(г. г), кото­
рые удовлетворяют бигармоническому уравнению [2]

Д’ф<" = (^ + -> •֊Уф")(г.2) = 0 • (1.7)
\ Ог՜ г Ог Ог֊ /

граничным условиям (1.1—1.3) и условиям контакта (1.4—1.6).
Напряжения и перемещения выражаются через функцию Ф՝°(г, г) сле­

дующим образом [2]:

Аф(‘) 
г Ох \

<5гф<։)

дг

3(0 =
дг \

^=4 х • Ох у, ) Лф<0
Ог֊

£/гФ0)՛

Фиг. 1.

()^

Ох1
■<П д

ОГ
(1-8)

«</» = 1
2?;.

2(1 -у,)ДФ(0
Ох2

„(0 ■ 1
2 С; ОгОг

где С модуль сдвига, а V,- — коэффициент Пуассона.
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Решения уравнении (1.7) ищем в следующем виде [1]:

Ф">(г, л - г (А, А 4- В. А - С.։) + у[£1'7։.(ч,г)
Л 1

4՜ 67’/ 4,г/х (/ *,г)] 51П <4,2

+ V (А^ яИ 3Аг р*г Т С{̂ 2 бБ '^2 -Г 4?1° сЬ ?^) уо (Зхг) (1.9)

где Л,(л) — функция Бесселя первого рода от мнимого аргумента, а

к-
'н = ——

Удовлетворяя условиям (1.1—1.6) при помощи (1.8), получаем

А. ------ - ------- а''> В։ = ——— а«» 
2(14-’/) ° 6(1 + ’,)

(1.10)

V Й I — А'• 1 сЬ - С-' (сЬ бЬ Нд/) —

֊Й’ЬЧ/ (1

+ 4Ь- 0^1 с!-1 у =“‘)

А г-1 г /р) уо (ЛЖ)
(1.11)

(1.12)

4Ёшм)к?’у I■л ! I
(■—1 )^Ь И»,- — 1 (- 1 )* сЬ 'Лъ- - 1 О-

- £>1" V 
л—։

(-1)^Ь 1‘ы «МЧ;

— ?1)
г,?
/4-

(1.13)

2 , »2

У Й 1-^411-2ъ)/9?’]7о(М-֊

■1 -.4 г г. г>\ /?П) \ч '₽ Уо
—- / п 1Л (ум К) О* --------? ■■
R к-\ р-1ря т ?₽)* Уо (:-р^)

- V й (֊ -4? - (1 - 2’.,) В?1] /„&г) +

4 у /։ (,.ИЛ) у

Л ; - I -»(Л« т рг)՜ Уо </А^)
(1.14
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(1֊2^)С,4-С(1-2^С2

+ ХЙ[(1--'1)СР+С(1-֊<.)С115)]УД^'-) = 0 0^г<с (1.15) 
к-1

< Г V й[ - Л’ + (1 -2«1)Й,’1Л(?»г| -
*-։

/?п йг л (М)
= 0

Й'7։ (лл./?) 4- ЬГ (2(1 - ^) 4(л,,/?) 4- = о (1.16)

4- 2л С1° = О (1.17)

где заедены обозначения

с = А, -40 = ,*,/? -<„/? -2(1 (1.18)

/| (/֊Л/л) Ах/ А

При получении (1.10—1.15) использованы разложения функции 
сЬ '"к2, ?кгсЬЗд.л ио со§лр,2, функций /0(а*,г) и

а.,-г/։(лнг) по /0(М и соотношения (1.16 1.17).
Введем обозначения

-4"+(1 2Ч1)лР = ^., (>«л )«'>- л"1 (1.19)

Из соотношений (1.11), (1.12), (1.14) и (1.19) получим

с?> = - А 4^-՛ (.(-ЦУГ

М/.(М)Л (/;,;-£)=
5 . V Г I .Ц/֊('> о<;

&А?./|>(1ЗаА1) 1(/р; /1)՛ ('■)?-'-5*)՜’ I

81П‘|1и-]^.
рЬ։!֊։,. 4:>И։Ь|.„ »( 1)",,„У7>
I й о-, г

г.2_1^£_у [^А/0(М>) о’л й)= (>;24֊Й)-

(1.20)

а<»

(1.21)

ГДс

•» ул >1 Пил Ш — П
<ч.;- — символ Кронекера: ода, п = *

I 0 при т п

+ г.„,с,г ։Ь1։«сЬ|‘*,+ и„

ГЭе^-Ж "л — ?л <-‘/,) (1'2)
2 Известил АН Армянской ССР. Механика. .\с 2
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Введем обозначения

A/* = rfT(l
sb !\. (ch u.z ֊ sh ,(14- |»Af)

shs —14;

Подставляя 
дующие парные

1 ~ 4՜ 6(1—v2)

значения <ЛЙ В (1.15) и имея ввиду (1.19). получим еле- 

ряды-уравненмя. содержащие функции Бесселя:

9о + У (1 4- Л/О~./о(М - У О й г<с
Л-t Fl 4-1

(1.23)
<* 4- v А'х/о (М = V Л/о С < Г < R

*-։ I-։

где заедены обозначения

(1 - L\) Сг- G(1 - 2v..) С9 

l֊\4 G(l֊va)

4Й <, М

/?/о(М) £i(&4֊#)’

N 4ß* МРУ(՜ 1)Ч: Г"!) 
/UÖU) 1 ‘ й +

П) Ä t_iru Y^ 
‘ & Й 4 ?1у

г, Г Y^ Yr(2> 
к Л. 1 (й 4 (л;3 ՛ ?1)г

iF*(։)aLJ,4- (1

fr
(1.24)

Приведем парные ряды-уравнения к бесконечной системе [4. 5. 26]. 
Неизвестные Ä?.- ищем в виде

%<=7а' <- у (1.25)

(l-'ic) .| A./I) (eiÄ) ft . I (/•„! ֊Г /l)

«* = 0, 1, 2, ...)

Подставляя (125) во второе уравнение (1.23) и пользуясь разложе­
нием функции

/(г)

(с5 r-Yx'2F(-s, s4- 1/2, 1.

О

(0<г<с)

(c<r<Ä)

м/° =

(2c)1/7r(s ; 1/2)» (М Jdfrr) 
/?2Г(з4-1) Л ßi‘7o(M) (s = l, 2....) (1.26)
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получим

6. |/у<> (1.27)

Подставляя (1.25) в первое уравнение (1.23). затем умножая полу­
ченное соотношение ил г (с5—г*) '*/•'(■ $, ж 1/2. 1,/•’№), далее ин­

тегрируя по г и пределах от 0 до с и используя значение интеграла

[ г” "(с։ - г'^г (- ։■ 1 -Г р!2 + ։ •֊ <• ■< + 1. ֊ ) /. (М</г =
II

1 . „111 :.)П1 2+и2 + ») / „ .

I Г V аЛП'о1‘’ ~ (1-29)

1֊1

где Г(д) — гамма-функция. А(а. (5, у. х) — гнпергеометрический ряд.
Выражение (1.29) представляет собой бесконечную систему линейных 

алгебраических уравнений относительно 6« и У я •
Пользуясь значением ряда

2 7. 2֊ ?(->< )/. - ! 7 ,

2т 4֊ 4$ 4՜ 1

₽4) с --------2Г(1 + »+,) (1.28)

(։ = 1, 2,...)

получим

- - П + ЛЛ)Л... <М7„
»-О НГ։ Й7»(?*^) = £4* л.1-1 г*

1 — Л (1 "’г М) / /О
-I с 1 --------Зт--------

4-1

бесконечную систему (1.29) приведем к виду

Ь. = <՝ а,. Ь. + V а'.’.1 + £ а11’ Г?՝ + (1.31)
С7о •-!

где онсдсны обозначения
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Cl.ifi —-
. (у) А

dy -

о"» V tri

(I, =

2(4* ֊1)
R2 b-

8(4s ■ l)lc

А֊’

■2r. 1.'2

(К, 4- W
2(4s-n)/c * a/#!ag? ••(l-g)^Vf

Rt оГ

a(n = a, /2>= 1 - j, (/= 1, 9)

У?.$

c) (1.321

о

2г.-~1;2

/ ,(х). А’Дх)— ? ֊нкц։:и Бесселя от .мнимого аргумента соответ..՛։ венно ле ­
вого и второго рода.

Подставляя значения С) *- £)/' в (1.13) и имея ввиду ( 1.19) и (1.25), 
получаем бесконечную систему линейных уравнений

)Г'= Va£bn + y 6Й!УЯМ$? 
ъ-O n —I

(1.33)

где введены обозначения

44, » Р.[/7?’֊( 1)7Г] ,
(Ы''7. <?<.«)(& + £>* J֊՞ "- (?ЭС՝,

,_ 16/t л Й !(( 1)V;°֊н!‘>] -4- (- 1И/У (- l/zz;°j 
кп (Х1( + Й)ЧХ<+^

ju!_ 4/А/ Л^/вМ,г,(.Ъ nft
(1.34)

Докажем, что бесконечные системы (1.31) и (1.33) квази-вполие регу­
лярны. Для этого оценим сумму модулей коэффициентов при неизвестных 
при чЛ-> оо

lim X' ain - lini </s — 0, как показано в работах [5, 26].

Учитывая, что Fi՝' и Hk‘— ограниченные величины и при возраста­
нии индекса монотонно стремятся соответственно к нулю и единице, а так­
же пользуясь оценкой [27]

п 16______ ___1______ дг
(л՝4֊х-)2 '1 4֊х2)2 *Ь4х3 2(1 +хя)2

-.ля второго и третьего членов (1.31) получим оценку
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Ряд по в выражении (1.36) сходится, и выражение (1.36) являет- 
а

ся аналитической, функцией 5. При возрастании $ У I а*,} I стремится к 
л-»։

пулю, следовательно, бесконечная система (1.31) квази-вполас- регулярна.

Имея ввиду, что ряд по п V ’/ 17(Зх.с)| сходится и его сумма 
п»1

имеет порядок Зр3՜, аналогичным образом можно доказать, что

у |-0(*-,г) м“1
Для сумм модулей коэффициентов при неизвестных Уп системы (1.34) 

будем иметь

У 
«*•1

16& j л 2йг,(ч -
/<Wi Ue, (Ц.+гй’.е, '

имеет порядок (З՜2),

• у у '՛■-՛ I

Первая двухкратная сумма в (1.38) при «л՛;., стремящем.:-, к бесконеч- 

ности, стремится к нулю, так как X’ ■" ՛
г“1 (l-ni j^p) 

А •
При больших значениях «к» вторая сумма имеет оценку*

32 & д £н<։> - >■„ _8_
£ (4,-.gy.t-,(>’, + й)2 й’ (1.39)

Таким образом, сумма модулей коэффициентов бесконечных '.истем 
(1.3.3) при '.’--со стремится к нулю или остается меньше единицы. Следо­
вательно, эти системы, свободные члены которых имеют порядок (^ 3), 
квази-вполне регулярны.

' Такая оценка получена и в работе [24].
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После решения бесконечных систем (1.31) н (133). нз первого урав­
нения ( 1.23) при фиксированном г определяется </♦.

Решая бесконечные системы (1.31) н (1.33), получим значения неиз­
вестных />„ и выраженные через неизвестную величину с. Далее по 
формулам (1.12). (1.16), (1.17), (1.19—1.21) последовательно можно опре­
делить псе искомые коэффициенты. а. следовательно, напряжения и пере­
мещения в любой точке составного цилиндра, выраженные через постоян­
ную с.

Нормальное напряжение на поверхности контакта двух материалов, 
выраженное через имеет вид

0,(г. 0) ЧУ - гГ,я # ь п'Л՜п՛л ։'2՛ ’՛ 

1'2 с .% * Г (л 1/2)

с - г А*

(1.40>

0 г<^с

Нги «местную величину с можно определить и.» условия равенства ну­
лю контактного напряжения на Гранине области контакта, что равносиль­
но условию

£՝(-1)Х о

2. Чис генные примеры. Рассмотрим два цилиндра одинаковой длины 
н одинакового диаметра, изготовленных из различных материалов, кото­
рые прижимаются по торнам друг к другу без сцепления. На других тор­
цах цилиндров приложены равномерно распределенные нормальные на­
грузки (фиг. 1)

Р при
1 0 при

= о0 (2.1)
а

где

2а/.

А՜՜^
(2.2)

Целью вычислении является определение размеров области контакта 
в величин контактных напряжений.

Для этого предварительно необходимо найти .аоисимостз с ат /, I’ 
это связано с большим объемом вычислений

Во избежание отмеченных трудностей, будем злддпать значения с м 
определять соответствующие длины цилиндров (Л -1.-1).

Вычисления проведены для значений а = 0.125 А; >։ 0.1; 0.4;
0.4; 0.1; С 0.05, 0.5, 1. 2. 20; с 0.2. 0.3,.... 0.9, 1А.
График зависимости размером области контакта ох длины цил.:идроз 

для значений я О.125А, б 0.5. V, = 0 1. V -0.4 показан на фиг. 2, кри­
вая I. Кривая II ил фиг 2 выражает зависимость размеров облас...он-
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такта в случае, когда на боковых поверхностях цилиндров выполняются 
условия симметрии [26].

Распределение нормального контактного напряжения при различных 
значениях / показано на фиг. 3.

'Ге.блииц 1

С с/а ///? 5,(0. 0)/р

0.5 0.1 0.4 0.9 0.8625 —0.05968
20 0.1 0.4 0.9 ■500 -0.06098

На основании проведенных вычислений заключаем (табл. !), что из­
менение модулей сдвига и коэффициентов Пуассона материалов слоев мало 
влияет на размеры области контакта и на напряженное состояние ци­
линдров.

Ереванский полигсхинчсскнй 
цистятут нм. К Маркса Поступила 13 VI 1973

й. и., тзьгпизи.ъ

Ы‘ЧП1‘ ‘м.ц.'ьъьрь г։нп1.1։ и.гншм’Ц|1ь։гь81‘Н| 
։«Пь8Ш։8и.:И*Ъ ЬУН’Г

V. Н ։]> п ф п 1 ։Г

г(фи։шр1{1[пи5 / ‘'и^игЬ, иииррЬр ш гии&ии/^игЪ

/.‘/"'Ы.Ар, «/ДА'Ьл.уЬ /.՛ ։/ Ьруш /[пр ■! ]тЪЪ Ьр исиЬднц Ьр^п/

2Р1шЪш^(/Ъ 1)/шЪи 1/р [/ /шЪ /лЬшк^шЪ ип/и1՝1//’ри1и[1/1 Ьтр[!1[
1и^1’Р1 1։ [Ч/рпчП/Ьрр 1ци/Ьи1([гЬ и /и^Кркп/^ЗЫ/р^ рш~
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Հակայում ևնւ Գլանների կոնտակտի տիրույթը Հսւմարվւււմ Լ անհայտ !ւ այն 
որոշվում !, քսնղրի լուծման րն թաց բում ։ հնզրի /Ոէծումր ներկայա у վու մ Ւ 
Ֆուրյեի ե աուրյե-Գինիի շտրբերի միջոցով։ 4>յց շտրբերի ղործակիցների որոշ֊ 
ման Համար ստացվում են զծային հավասարումների անվերջ սիստեմներ ե 
^եսեյի ֆունկցիաներ պարունակով ymiy շարբ-հավասարումներւ .հույզ շարբ֊ 
՜ավասս/րումների / ուծ ու մն ե ր ր Հանվեցված են բվաղիւիււվին ոեզոլլյար վծա֊ 
յին Հանրահաշվական հավասարումների անվերջ սիստեմների /ու՚ծմանր։ Flip֊ 

ված թվային Օրինակներում որոշվում են կոնտակտի ‘»իրույթի շաւիր և րս- 
րումներր կոնտակտի մ ակերեու յթ ի վրա։

THE AXISYMMETRIC CONTACT PROBLEM FOR 
TWO CYLINDERS

Z. A. MARTIROSIAN

Summary

Considered is the axisymmetric contact problem in the elasticity 
theory (or two cylinders of finite lengths and equal diameters with 
different elastic properties contacted to each other by fronts under a 
pressing external frontal load.

The normal and shear stresses are equal to zero on the surfaces 
of the cylinders. The contact between the cylinders is assumed smooth. 
The contact zone is thought of ;.s unknown and determined in solving 
the problem. The solution is presented as the Fourier and Fourier-Dini 
series. Two infiuile systems of linear equations and dual series­
equations, containing Bessel's functions reduced to a quasi-quite-regular 
infinite system, are obtained to determine the coefficients of the series. 
The contact sizes and stresses on the contact surfaces are calculated for 
the actual external load, elastic constants and the sizes of the cylinders.
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В. Д. КУЛИЕВ. А. Э. САДЫХОВ

ПРОБЛЕМА РИМАНА ДЛЯ ДВУХ ПАР ФУНКЦИИ 
И ОДНО ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ В ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

При решении некоторых краевых задач .математической физики мето­
дом интегральных преобразований в плоскости комплексного параметра 
получается красная задача Римана для двух пар функций. В отличие от 
случая одной пары функций эта задача в общем случае не имеет замкнуто­
го решения в интегралах. В настоящей работе дается обзор всех тех частных 
случаев, в которых решение краевой задачи Римана для двух пар функций 
саходится в замкнутом виде в интегралах. Указаны также некоторые но- 
- ч случаи точных замкнутых решений. Рассмотрена плоская задача тео­
рии упругости для бесконечной плоскости с прямолинейным полубесконеч- 
•:ым разрезом, имеющим одно конечное прямолинейное ответвление, накло­
ненное под некоторым произвольным углом к бесконечному разрезу. Дано 
точное решение однородной сингулярной задачи, не имеющееся в литера­
туре. Указанная задача сводится к одному интегрируемому случаю задачи 
Римана для двух пар функций. Полученное точное решение привлекается 
для построения нового варианта теории криволинейных трещин, который 
сравнивается е другими известными вариантами.

§ 1. Введение. Задача Римана для двух пар функций

Пусть /-—гладкий замкнутый контур в плоскости 2. где г=х-{-ф. 
Область, лежащую внутри контура Լ, обозначим через О՜, а остальную 
часть плоскости — через Լ)\. Положительным направлением обхода гра­
ницы Լ считается такое, при котором область О остается все время 
слева. Предполагается, что начало координат принадлежит области Ե •

Краевая задача Римана для системы Ո пар функций формулируется 
следующим образом |1]: найти кусочно-голоморфный вектор Ф(з) = 
= (<!»,. Ф..,.. .. Ф, ) с линией скачков Լ, имеющей конечный порядок на бес­
конечности, по граничному условию

Ф (/) = Ճ(/)Փ*  (О + ЛО ւ^Լ

Օ(Ո Ա7(/)11, Л0=(^. Г,,..., гп) (1.1)

О’,/= 1,2, 3,...)

где V. (/), /, (/) некоторые функции, удовлетворяющие условию 
Гель дера.

Краевая задача (1.1) впервые была сформулирована в 1Տ57 г. Ь. Ри­
маном [2] в связи с задачей отыскания дифференциального уравнения, ин-
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тегралы которого при обходе особых точек претерпевают заданную линей­
ную подстановку (уравнение с заданной группой монодромни).

Краевая Задача (1.1) сводится к системе интегральных уравнений 
Фредгольма, ядро которых зависит от коэффициентов краевого условия 
15. 4]. При а 1 замкнутое решение задачи получено в 1937 г. Ф. Д. Га­
зовым 15]. При /։ 7> 1 замкнутое решение .»той задачи не найдено.

Построим каноническое решение однородного уравнения

ЛТ(О[Х՜ Wr' = G(O (1.2)

при дополнительном условии

Л+(')Н (Z)]՜'= И՜ (/)] 'х (t) (1.3)

Если задача ( 1.2). (1.3) будет решена, го решение соответствующей 
неоднородной задачи (1.1) не представляет труда [3. 4].

При ՛'• = 1 условие (1.3) всегда выполняется тождественно. Кусочно­
голоморфное решение задачи (1.2) при нулевом индексе будет таким [5]:

. 1 f In G (/) /1 4\<¥(z) = exp — I -- -----— dt (1.4)

L

Представляет интерес вопрос о том. в каких случаях решение однород­
ной задачи при /? > I дается той же формулой (1.4). Этот вопрос был по­
ставлен Ф. Д. Гаховым [ 11. Ответ на него был дан Г. Н. Чеботаревым [6]. 
Оказалось, что решение однородной задачи (1.2) имеет вид (1.4), если 
матрица 6՝(/) принадлежит, например, к следующим классам:

А) функционально-коммутативные матрицы

G(Z։) G (/..)-6’(/,.)С(/։)

Класс функционально-коммутативных матриц был выделен Ф. Д Га­
довым [ 1] (см. также [6]) и исследован с алгебраической точки зрения 
В. В. Морозовым [7]. Теорема Морозова сводит изучение функционально- 
едммутатмвных матриц к изучению семейства постоянных попарно комму­
тативных матриц. Это семейство матриц образует коммутативную алгебру 
Ли.

Б) матрицы, коммутирующие со своим сингулярным интегралом 
Коши,

g(/)A(Z) = А(/).?(0

где

I. g (() In С (0, л (-) ֊ 1/1

Заметим, что условие А является достаточным для выполнения усло­
вия Б.
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1 -,о^:ми 1 (А. Л. Храпков [8]). Пусть матрица 6՝(»') обладает сле­
дующими свойствами:

1. б’(/) = 6(0/ 1-с(0 /(/) 7П(О
"(О /(/)

где 5(0. с СО произвольные функции. /(О. //։(/) и ;г(/) — полиномы.

2. <1е1 (7 (/) 0 на Д

3. /(/)=/"(/) + т (0 п (0 на /_

где МО и МО— характеристические функции матрицы, то есть корни 
уравнения

Ие1 (б’(/) —>/] = О

Г ?-11и1М/)/М0] {(

) 1/(0
(1.5)

где — наибольшее из целых чисел таких, что величина 2/й- г I не пре­
восходит степени полинома /(2) на бесконечности.

Тогда каноническое решение однородной задачи ( 1.2)- ֊( 1.3) имеет 
вид

Х(2)-Г(г) :/сй|17и)3(^)]Т 0(г)5Ь[|7(=)Й(г)]| (1.6)

Здесь

Д (г) = с!еЬ С(г), /(г) /г (г) (-/п(г)п(г)

Н(г) у 1п [>.։(г)рг (г)]

с. ч { 1 I 1пД(/) ,.
—а) ехр— -------— <И

4~1,1 ! — ;
д

?(2) = 1 С
2^-.' 1/(0 I г 

Г

*д 7^.1пР1 (ОМ')]^

0(2) ֊ /(г) 
п (г)

к - 1, 2,..., т:
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Подставляя матрицу (1.6) в краевое условие (1.2), непосредственно 
убеждаемся в том, что оно тождественно выполняется при любых Х(г), 
определяемых формулой (1.6). Анализируя поведение на бесконечности 
матричной функции Х(<). нетрудно заметить, что если выполняются усло­
вия (1.5). оно будет иметь конечный порядок на бесконечности (то есть 
будет вести себя при Z—»֊ос как некоторый полином).

Теорему можно обобщить, допуская любое конечное число нулей 
Функций Д(0 и /(О на контуре L (в отличие от условий 2 и 3 теоремы). 
Это обобщение производится аналогично случаю одной пары функций 19].

Рассмотрим следующую задачу. Пусть матрица О'(Г) имеет вид

GW (1.7)
Г?а։ «•) ֊ *«(01

* Точность решения лависит от точности аппроксимация матриц՛функций а нил՛- 
.«циональной функции.

Здесь ö(/), c(Z), (!) некоторые функции. Построим каноническое
решение однородной задачи (1.1), (1.2).

В этом случае, для решения однородной задачи теорема 1 не примени­
ма и возможность точного построения этого решения в интегралах весьма 
трудна. Поэтому для нахождения решения однородной задачи может быть 
использован приближенный метод, аналогичный методу для одной пары 
функций [10].

Теорема 2. Пусть ~ 1.2) близка к рациональной функции
^։/(П (О г (И ‘ ‘ О-8)

Пусть, кроме того, матрица

6\(0 = 6(0/ + с(/)й^(0! (1֊9)
удовлетворяет условиям теоремы 1. Тогда каноническое решение однород­
ной задачи с матричным коэффициентом (1.9) дается формулой ( 1.6) и это 
же каноническое решение является приближенным' решением исходно։։ 
однородной задачи с матричным коэффициентом ( 1.7). Здесь е малый 
параметр, ограниченная непрерывная функция

Доказательство. Поскольку матрица 6\(/) удовлетворяет условиям 
теоремы 1. то, согласно этой теореме, решение однородной задачи дается 
формулой (1.6).

Согласно условию (1.8). матричные функции 6(0 и (О прибли­
женно равны на контуре L. Следовательно, окончательные решения буду г 
также приближенно равны, так как нет необходимости в том, чтобы фуик- 
ции G(t) и G’s (0 веля себя одинаковым образом в комплексной плоско­
сти вне линии L. Теорема доказана.

Заметим, что факторизации некоторых классов матриц-функций, встре­
чающихся в теория упругости, посвящены многие работы (см., например, 
Г. П. Черепанов [ 111. В. А. Бабешко [12. 13]).
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При решении некоторых краевых задач .математической физики ме­
тодом интегральных преобразований приходят к системе функциональны' 
уравнений типа Винера-Хопфа, которые являются частными случаями рас­
смотренной краевой задачи Римана для нескольких пар функций. Один та­
кой пример из теории упругости рассмотрен ниже.

§ 2. Полубесконсчная щель с ответвлением

В работе А А. Храпкова [8] рассмотрено равновесие клина с несим­
метричным радиальным надрезом в вершине клина под действием внешних 
нагрузок, приложенных к разрезу. В том случае, когда угол раствора кли­
на <| больше в этой задаче появляется сингулярное однородное решение 
! 14]. которое представляет наибольший интерес для приложений. В рабо­
те А. А. Храпкова это решение упущено из виду. Ниже построим это 
решение для интересующего нас случая <|=2я и проанализируем его при­
менительно к механике разрушения.

Рассмотрим плоскую задачу теории упругости полубесконечиую пря­
молинейную щель с прямолинейным ответвлением (фиг. 1). Берега разре­
зов свободны сп внешних нагрузок (однородная .задача). Прямолинейная 
декартова система координат х. у указана на фиг. 1. Длину отростка без 
ограничения общности можно считать разной единице, так как в рассматри­
ваемой задаче кет другого характерного линейного размера. Будем поль­
зоваться также полярной системой координат г, Н (фиг. I).

Граничные условия имеют вид
при • . .1

6 64 = т, = 0 (2.1)

при У

с ,г<1 .,=г, = о (2.2)

г>1 |о.1=Ы = Ы = о (2.3)
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при

6 = а, г-14-0, \(г, а) = А։4 2^(г-1) (2-4)

\.(г, а) = <։1/Г 2х(г֊1У

при

0 = 0, г — -•■> зв=/м/|/2*г  (2.5)՛

м = 2т;

где , - г. □;—компоненты тензора напряжений, /ч, — коэффи­
циенты интенсивности напряжений для нормального разрыва и попе­
речного сдвига (в данной постановке они считаются заданными [14]), 
к], Ь։ — коэффициенты интенсивности напряжения в вершине трещины 
Ь - =, г = 1. Под знаком [А՝] понимается скачок величина /՛.

Применим преобразование Меллина

/<Р) == j/(r) rpdr

6

(р комплексный параметр)

л уравнениям равновесия и условию совместности: б результате для функ­
ции =5 (р> &) получим следующее дифференциальное уравнение четвертого 
порядка [15]:

^֊ + [1р-И)’ + (г 1):1֊^г + (/>т1)!(р 1)Ч = о (2.6)

Функция и а выражаются через ов так:

л՜ р-1 d* Р r~ d'J 1 U '

Общий интеграл уравнений (2.6) имеет вид

при 2 <3 0 г

ot(p, 6) - >4cos(p4-l)&-f-#cos(p-—l)& —

-f- -*4 0sin (р т 1)<3 Z?csin(p 1)0 (2.8}

при - л <4 а

=|(р, 0) Ccos(p г 1) 0-г/-^cos (р - -1) 0 4-

-t- C«sin (р -г 1) 0 4՜ £\)Sin (р — 1) 0 (2.-1)

Здесь А, В, С, D1 .4Г, В^ Ciy Dv иснзвестиые функции комплексного 
параметра р.
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Используя обычную процедуру Б. Нобла [10]. при помощи (2.1) — 
(2.3). (2.7) —(2.9) приходим к следующей однородной системе уравнений 
Винера-Хопфа для неизвестных трансформант разрывов производных сме­
щений на самом надрезе и напряжении на его продолжении:

(р. «) —/и (р, *)Ф'  (р, 7)~/։-.-(р. 7) (р. 7)

У' (р. «)Ф' (р. 3) /5г(р. 7)’г (р. *) (2.10)

Здесь

Е Г Г^_ 
4(1 '•-лЦс’г г^г

и (р, а) =------ -------
4(1-7=)

Г'^аг

о

{[), ’) Я1П — р (р - 1) $։п՜ а з։п 2ра 
2оо0

. . 81П 2р.. । . . . .
(р. 7) ---- |5шр(п-г а)5։п(- -*}р

2'Лв

р~ 51П։аСО5 ՝2р*  р 51П * СОЗ Л 81П 2рз]

ба = 5«п- р (- - а) — р- 5т: 7

р (“ -г «) р՝5։п ’а

О:
’I» (р, а) — зу (г, а) грдг

I

'г (р. 7) = ',5 (г. а) г^/г
Г

Решение системы уравнений (2.10). согласно (2.4), имеет вид

? (р) р м
р -\:2К^р)Х (Р)

?֊(/>) м 
л (р)

(2.1!)

(2.12)

Здесь

Л՜ (р) Л (р) |/сЬ [! /(/?) 3 (р)] (Др) ьЬ 11 / (р) И (р)]}
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л| М
4^.1 / Р I 1г֊(рЬ (/Л.о )

1 (* НН <1! _ р’ (р) (р О')
2֊'/ г/(о < р (р) (р£Р )

К+(р) Г(1~ р)-. А' - (р) = 1 11 ~
Г(1/2-р) Г (3/2- р)

?’(р)= $՛(/>), ՝г (>)!» ® = (/’՛•

А (р\ =■ —— [8Н1 р (- 5։П р^~ 7) - - р-$нг ? соз 2/хх|

С -------------- р 51П 7 яп 2.9 5
^Лр>^Ар>

/(р1=СО5 2. лп(р) = (1 р) 51П а 

п (р) = (1 р) з1п з

М 1М„ М.,\

АГ =

—!=- (Д'! СО8 (/ . Ан 51П (?) 

V 2

■у =Т (А.Ч ЯШ 7 К|| СО5 9)

£

Контур интегрирования I. показана на фиг. 2.

§ 3. Лмаяиа решения

Определим зависимость коэффициентов интенсивности напряжений 
4ч и Ац п окрестности вершины трещины 6 — а, г — 1 от коэффициен­
тов интенсивности напряжений на бесконечности Л|, К\\ и угла а.

Согласно формулам (2.11) .(2.5) находим

к, Р 1/2) {К|[т„М..( 1/2, ») - т.,2И1; (֊ 1А “)]+

4- Ки [т,.Мп (- 1/2, «) ֊ т.֊Л/։, (֊ 1/2, ։)]} (3.1)

Ли-—^[т.,М։1(-1/2, 71 ПА(-1/։,’)1 ;

Кц [гп:гМг1 ( 1/2,«) —1/2, «)||

Здесь
Известия АН Армянской ССР, Механика, № 2 •
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МП = ДП(- 1/2, а)совд Л12(—1/2, ։}$։пд 

Мг> /4П(- 1 2, з) 51п 9 —-412 ( 1.2, а) соя д

М։ — Л2։ ( - 1/2, а) сояд — -4М (— 1/2, «) я'ш д

Л/22 Д2։ ( — 1'2, а)з։п д-г -412( — 1/2, а) сояд

Л„ (р, а) - сЬ() /(р, а)£ (р, а)] —

-тъ՜՜;՜ ^»1 /<Р. *)  Ир. «)] I /(р, *)

АИР- ’) ./(р, а) ? (р. М]
1 /(Р. °)

АЛр.’Н —^===я1паяЬ[| /(р, а) р+(р, а)]
к /(Р, *)

А....(р, а) сЬЦ /(р, а) Г (Р. а)1 п-

^Г/тЛ'т вЬ[1 Пр.<01И/'р. 2)

_ . а . а
/пп 2 соз гп։2 — о Яш х соз —.

а
т2։ — я։п а соз — 

2

тт. 2 соЯ - (3 з1п*  а/2 — 1) 
2

В частности, при а = 0 имеем к\ К\, Ап — К\\.

§ 4. Тсорня криволинейных трещин

Ответвление можно рассматривать в рамках теории возмущений бес֊ 
конечно-малым и происходящим под действием внешних несимметричных 
нагрузок, характеризуемых коэффициентами и Кц. Будем предполагать, 
что ответвление представляет собой трещину нормального разрыва, то есть

А-П (а) == О

Это уравнение при помощи (3.1) можно записать так:

%а (“) /. = ..... - , I = ՛ —
®22 (а)

Та = ( 1.'2’ ’) ти^з1 (_ I/'2» 3)

с«, = ли։;Л/2։ ( 1/2, а) — - 1/2, а)

Уравнение (4.1) служит для определения угла отклонения трещины по за­

данному отношению Зависимость а — а(л) изображена на фиг. 3.
Л1
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Начало развития хрупкой трещины определяется условием &։—£։<•, 
то есть согласно (3.1) и (4.1)

/0(>) — 1 ՛֊• ’) " 771 гЛс '• 1 *)  +

֊->.[т:.Мк(- 1/2, а) 1/2, *)1

Как показывает сравнение, результаты данной теории при Л <7 I весь­
ма близки к соответствующим результатам, полученным по энергетической 
теории и по теории обобщенного нормального разрыва [14]. Серьезное 
расхождение этих теорий получается при л> 1. Имеющихся данных пока 
недостаточно, чтообы отдать предпочтение той или другой теории. Заме­
тим. что некоторые неоднородные задачи для трещин с ветвлением рас­
смотрены в работах [ 16, 17].

Авторы благодарны академику АП СССР Ф. Д Гахову и профессо­
ру Г П. Черепанову за обсуждение работы.
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ճեղրն ունի մի վերջավոր ուղղագիծ ճյուղավորում, որը թեբված ' կ[>- 
քէէսււէնվերջ ճհղբի նկատմամբ կամայական անկյունով։

Տրվում Լ հտմսւսեո սինղոլէ՛յար խնղրի ճջղրիտ րոծումր։ Ստացվաձ /ու­
սումն о ղտ ա ղո րծ վ ու մ է կորա ղիձ օեղբերի տեսութ յան նոր տարբերակ կա- 
ոուցե/ու համար, որբ համ եմատվում Լ այլ հայտնի տարբերակների հետ։

THE RIEMANN PROBLEM FOR TWO PAIRS OF FUNCTIONS 
AND ITS APPLICATION IN THE ELASTICITY THEORY

F. D. KULIEV, A. E. SADYKHOV

Summary

A review of all those particular cases is presented where the so 
lotion of the Riemann boundary problem for two pairs of functions ii 
given in a closed form of integrals.

Considered is the plane problem in the theory of elasticity for an 
infinite plane of rectilinear semi-infinite cross-section having one def։՛ 
nite linear direction at a certain angle io infinite cross-section. An ac- 
curate solution to the homogeneous singular problem is obtained that 
is not found in the literature.

The accurate solution is used to evolve a new variant of the cur­
vilinear crack theory which is compared with other known variants.

.\ ИТЕРАТУР A

I. Гахое Ф. Д. Краевая задача Римана для системы пар функции. Успехи матем. на)՛.  
1952, т. 7. вып. 4, 3-54.

*

2. Риман Б. Сочинения. М.—Л.. Гостсхиэдат. 1948.
3. Мчсхелишви.ш Н И Сингулярные интегральные уравнения. XL, Физматгиз. 1968.
4. 8екцл И. Н. Системы сингулярных интегральных уравнении и некоторые гранями։« 

задачи. М.. Наука о, 1970.
5. Гахов Ф. Д. О краевой задаче Римана. Матем. сб., 1937. т. 2(44), № 4, 673—683.
6. Чеботарев Г. Н. К решению в замкнутой форме краевой <.։дачн Римана для сксте«и 

пар функции. Уч. зап. Казанского ун-та, 1956, т. 116, кн. 4, 31—58.
7. Л/орояол В. В. О коммутативных матрицах. Уч. зап. Казанского у»:-та, 1952. т. Hi; 

КП. 9, 17—20.
3. Храпков /1 /1 Некоторые случаи упругого равновесия бесконечного клини с н;- 

снммстрнчным надрезом в вершине под действием сосредоточенных । ил. Прнк.'.. 
матем. и мех. 1971. т. 35, выл. 4, 677—689.

9. Г ахов Ф. /1. Краевые задачи. М., Физматгиз, 1963.
Ю. Ноб.1 Б. Применение метода Винсра-Хопфа для решения дифференциальных ypat- 

нсиий я частных производных М., ИЛ, 1962.
II. Черепанов Г. П. Об одном интегрируемом случае красной задачи Римана для нс- 

с кольких функций. Дохл АН СССР. 1965. т. 161. № 6. 1285—1288.
12. Бабешко В. А. Факторизация одного класса матриц-функций и ес приложения. ДоМ 

АН СССР. 1975. т. 223. № 5. 1094 1097.
13. Бабешко В. А. К факторизации одного класса матриц-функций, встречающихся -з тео­

рии упругости. Докл. АН СССР. 1975, т. 223, № 6, 1333—1335.



Проблема Римана для двух пар функции ________ 37

14. Черепанов Г П. Механика хрупкого разрушения. М.. «Наука». 1974.
15. Уфдян.т Я С Интеграл иные преобразования в теории упругости. Л., ֊-Наука՛֊. 1968. 
J6. ():l)ck Т- The plane problem of a semi-infinite crack and a finite crack in 

two radial lines. Int. Journal of Engineering -Sei. 1977. vol. 15, No. 3, 185^—192.
17. Chattergee S. N. Th»- stress field in the neighborhood of a brached in an infi-  

nite clastic sheet, int. Journal of solids and struct, 1975. vol. 11. No. 5, 521— 
538.

*

18. Chien H. Wu. Elasticity problems of a slender '/--crack. Journal of Elasticity, 
1978. vol. 8. No. 2. 183-205.

19. Tamate Osamu. Two arbitrary situated cracks in an elastic plate under flexure. 
Int. Journal Solids and Structures, 1976. vol. 12, No. -1. 287—298.



ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

Մեխանիկա XXXII. № 2,1979 ՜ Меха:««*

И. И. КУ ДИШ

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ НАКЛАДКИ, НАХОДЯЩЕЙСЯ 
В УСЛОВИЯХ УС ГАНОВИВШЕЙСЯ НЕЛИНЕЙНОЙ 
ПОЛЗУЧЕСТИ. С УПРУГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТЬЮ

Предполагается, что скорость деформации накладки в продольном на­
правлении является достаточно произвольной нелинейной функцией нор­
мального напряжения, действующего в ее поперечном сечении. Решение 
задачи строится с помощью асимптотических методов. В частности, для от­
носительно жесткой накладки решение представлено в виде регулярного 
асимптотического ряда, а в случае накладки относительно малой жес։ кости 
для построения решения используются методы сращиваемых асимптотиче­
ских разложений [I, 2]. Частный случай данной задачи (степенная нели­
нейность) рассмотрен н работе [3], в которой предложен метод решении 
эффективный лишь для относительно жестких накладок.

I. Выведем уравнения рассматриваемой задачи. Предположим, что 

скорость деформации накладки в продольном направлении ел- связана с нор-
мальным напряжением <тх, действующим в ее поперечном сечении. зависи­
мостью

(1.Ո

При достаточно большом времени / (режим установившейся ползучести) 
зависимость (1.1) можно представить в виде

Учитывая, что для элемента накладки при обычных предположениях [4, 5, 
6] имеет место соотношение

ք(տ)]ժտ (1.3)

и подставляя (1.3) в (1.2), получим основное уравнение, описывающее про­
цесс деформации накладки в условиях установившейся нелинейной пол­
зучести

(1.4)
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Здесь Е„ — постоянная, характеризующая ползучесть накладки; Л и 
и — соответственно толщина и полудлина накладки; т(х) контактное ка­
сательное напряжение, действующее на накладку; /(х)—касательное на­
пряжение, создаваемое внешней пригрузкой; и('} (х) — продольное пере­
мещение точек накладки.

Как известно [7]. перемещения граничных точек полуплоскости 
и'-'(,х) имеют вид

а
и = —!------- — I т (s) 1п------ ------ da const

-Ео J | -V - s |
— а

(1.5)

где Ео- модуль упругости полуплоскости, V — коэффициент Пуассона.
На участке I—о, а] контакта накладки с полуплоскостью имеет место 

условие

—— = ——» х I — а, а] 
ах ах

(1-6)

Теперь с помощью (1.4). (1.5) и (1.6) получим уравнение для опреде­
ления т(х)

2(1 [ ££)£ = \ (1 7)
••Е® с ~~ х \ АЕп / 

--Л

которое будем рассматривать при граничных условиях

?(֊о) = Л, «рООММ + Л (1.8)

При этом

.» X
В т(л) = Л р(Е)</г. (1.9)

— -1 —И

Здесь Ру, Р.— сосредоточенные силы, приложенные к концам накладки. 
Введем безразмерные переменные

х --- х/а, t' (х) = t (х)/-.о, = Р,1\а, <?' - ՛/ = ф/тоа

Здесь T«, характерная величина касательного напряжения. Введя безраз­
мерные величины в уравнения (1.7)—(1.9) и опустив штрихи, после про­
стых преобразований получим

т(х) =
J

ЯО]!" 
- ։

l֊/.v + V(l /*)  (1 - х=) „
------------------ ,_____7 —.——------- z at г
1-/Х /(1-/2)(1 Х։)

Л(П4֊Р2֊Л . . 'И1)֊1֊ЛТЛ----------------------arc sin л- т ---------- ---------- (1-10)
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Здесь л— параметр, характеризующий относительную жесткость наклад­

ки. В частности, при степенной зависимости Г(зт) = | зл|։՜'з, (а по­
казатель ползучести, а2>1) для ‘ имеем

л = (----- ------- ( ֊^\ (1.12)

В дальнейшем будем предполагать, что функция /' и обратная к ней 
функция Ф являются достаточно гладкими функциями своих аргументов, 
а также обладают следующими свойствами:

Л(~«<) = Г(ая), /г(зг) — 1 при з, — 1 (1.13)

I֊» I
Ф&) = |е,Г =ж + о(|5,|"), .,«1; Ф(е,)~1, ։„~1 (1.14)

Воспользовавшись существованием функции *1».  обратной к функции 
Р, уравнения (1.7) и (1.8) в безразмерных переменных можно представить 
Также в виде

* (а-) У >\д (х)
I о

? (х) =֊- (х) -! Ф
1—х

?( I) Л. ?(!) •?(!) 1-Л

(1.15)

(1.16)

С помощью (1.13) легко видеть, что при Р. — Р. = 0, I (л) = 

- . 9.. р для любого л>0 вне зависимости от конкретного вида
I 1 — х’

функции /-'решением уравнения (1.10), или что то же (1.15), (1.16), 
является

?(■-) = /о агс51П х 4------
2

х(х) = <(х) = /(х) (1.17)

Физически это решение означает, что накладка ведет себя как абсолютна 
жесткое тело.

2. Схема регулярных возмущений.
Рассмотрим случаи X С 1. Функцию /(х) будем предполагать инте­

грируемой на отрезке [ — 1. 1], а также Р,. Р_, ф(1) ~ 1 при л. 1. Реше­
ние уравнения (1.10) будем искать в виде равномерно пригодного на 
[—1, 1] асимптотического разложения |1|

(2.1
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Решение (1.10) представимо н виде (2.1). если функция ■' (ох) представн-

. кма в виде ряда по степеням л при з*  = V*  / -■>,*?.  Будем считать, что 
4—0

’ Аналогично мо.’кет быть рассмотри случай, когда /'(пх) представляется в виде 
асимптотического ряда по иным функциям параметра

это предположение выполнено.
Подставив (2.1) в уравнение (1.10) и приравняв коэффициенты при 

л՜, получим уравнения для фх(.х)

. . 6(1) 4-Ра-Р։ . ЬФ(1)4֊Л֊1֊Л
Со(х)------------------------1 arc sin Л- Т -1--------------  (2.2)

' 2

1

1-/х-4- |z(l —/г) (1 — х'~) d(
1 tx —Hl -f‘)(l-x3)

2r.
F' |*o(')  - > (01 ®1 (0 In ֊—ix ;՜1

°' •'\֊tx Hi-f-)(i -V2)

м т. д. Здесь р(з)------
с/з

Из (1.11) с помощью равенств (2.2) получим трехчленное равномерно 
пригодное асимптотическое разложение для касательного напряжения 

ИЦ = Я1)тА֊Л_________[______ гУыО-

- | 1-х- ֊ г 1-х- .1 /-Л-
- 1

_ - (01 ь (0/1՜ (2 3}
֊ I 1֊х=3 /֊х

֊• I

Легко видеть, чю развитая выше процедура регулярных асимптоти­
ческих разложений справедлива при любой интегрируемой функции /(х).

Интересно отметить, что при А <С 1 локальные свойства пригрузки 
'(-) начинают сказываться на напряжении т(л), лишь начиная с первого 
приближения посредством интегрального члена. Это поведение т(х) стано­
вится очевидным, если учесть тот факт, что случай л 1 соответствует от­
носительно жесткой накладке (см., наир.. ( 1.12) ).

3. Схема спин/ гярныл «о.,иуш^ниИ
Рассмотрим случаи накладки с относительно малой жесткостью, то есть 

Л » 1. В этом случае при исследовании оказьзвается удобным пользовать­
ся уравнениями задачи в виде (1.15), (1.16), Решение задачи при ) I 
будем строить методом сращиваемых асимптотических разложении (1|. 
В дальнейшем, если нс оговорено противное, ограничимся исследов'зиисм 
главных членов асимптотик функций (| (х) и т(х).
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Будем предполагать, что

/(Л-)^МН хГ՞, f(x)' Ml-*)'՞:  »,> 1 (3.1)

I (х)— 1, //։~1 при /• >; 1
х±1-1

/(х) удовлетворяет условию Гсльдера при х ± 1 1.
При л 1 область контакта естественным образом распадается 

грн подобласти. 3 малых окрестностях точек х=:‘:1 (внутренние области) 
напряжение т(л). действующее на накладку, формируется в результат 
сложного взаимодействия накладки и основания, в то время как вне эти 
окрестностей (внешняя область) напряжение т(х) в главном определяете 
внешней пригрузкой /(х), приложенной к верхней поверхности накладвд!

Рассмотрим сначала случаи

f(xb 0, -]<zm<0, -1</р<0 (3.2)

Предположим также, что Л, Ра֊^0 и Рг, Р.. I при '>• 1. Введем а
упомянутых выше внутренних областях новые независимые перемен 

х -р 1 л' — 1 
пые г =-------- и s =-------- > где и характерные размеры соот

~т zp
еетствующих внутренних областей. Решение задачи (1.15), (1.16) но 
внешней области будем искать в виде

® (*)  = ?о(х) l-o(l). х±1~ 1 (3.3)

Из (3.2) и (1.3) следует, что !>(л-)^ О, х((- 1, 1], поэтому ечн: 
тая х ± 1 — 1, то есть рассмотрев внешнюю область с помощью 
(3.3), из уравнений (1.5) и (1.14) получим

«•;(*)  = ИД ’(х) = Цх). х±1~1 (3.4)

Соотношения (3.3), (3.4), очевидно, становятся непригодными б ка­
честве решения задачи (1.15). (1.16) во внутренних областях 1 н S'^l 
так как с помощью (3.3), (3.4) невозможно удовлетворить граничным усло­
виям (1.9) на ф(л) в точках х 1. Поэтому решение во внутренних об­
ластях будем искать в виде

?(*)  = Мг) +о(1). ?m(r)~l при г-1 (3.5)

ф(х) «?,(«)+-0.(1), ?p(s)-l при $~1 (3.6)

С помощью соотношения (3.1) легко получить асимптотики функции 
при х 1. а поэтому, использовав равенство (3.4), получим одно­

членное внутреннее разложение одночленного внешнего разложения в ви­
де [1]
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/ ч 1 " (тГ , Н-'т .?0(л) = Ет ——---------ro(î. ), г~1
1 + Ап

•Л (*)-  •? (1) - 4 ' ------ + о (4+Ч ' S ~ Ï
1 4- „

Рассмотрев поочередно внутренние области, примыкающие к точкам 
\ =± 1, с помощью (3.5)—(3.7) и (1.14) — (1.16) соответственно получим 
уравнения [ 1]

1 р i (/1 dt
M'W — . Тт(0) = Л, (3.8)

О
о 

i 1 ï” %(-<) - ?(D 4-Ф - ֊* — (3.9)
I ” J / — s — 5։

?,(0)=Л4-И1). ®,(sW(D 
։ —— ~

и соотношения, определяющие и г,,

£я։ = вд = к-1 (3.10)

Обратим внимание на то, что размеры внутренних областей и гр 
при 1\, А у= 0 ис зависят ни от поведении Их) при х 1, ни от 
вида Функции Ф, в то время как касательные напряжения т (л՛) 
= '-„И ....... и ' (х) — ։ ($) • ••• зо внутренних областях опреде­
ляются видом функции Ф.

i —1
В случае, когда Ф(г,) |2,| решение задачи (3.8) ((3.9)) за֊

•яиснт от двух (трех) параметров, однако, существенной является 
зависимость лишь от ?. Действительно, если положить ?П1(г) = 

= Л 4, то задачу (3.8) легко привести к виду

( — /< ,1 { — л
о и

<7„(0)=1, 9„(/г)֊.О 
А ®

Акйлогнчное преобразование имеет место для задачи (3.9).
И.֊ приведенного анализа следует, что в главном решения задачи (1.15). 

Ш16) во внутренних областях независимы. Поэтому я дальнейшем, как 
'.•фавнло, будем рассматривать лишь одну из внутренних областей, напри­
мер, область, Б которой I.

Исследуем теперь случай 1\ — 0. по-прежнему предполагая выполнен­
ными соотношения (3.1). Как и ранее, во внешней области решение будем 
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искать и виде (3.3); очевидно, оно определится равенством (3.4). Аснмпто 
гиками внешнего решения являются равенства (3.7). Во внутренней обла 
стя. примыкающей к точке л 1 решение в случае Р, = 0 будем искан 
з виде

?(*)  4»' ’>„,('•) 4-о (*1 ‘ "), Фи(г)~1 при г-1 (3.1

Подставив представление <)(х) в виде (3.12) в уравнения (1.15), 
( I 16). во внутренней области получим | 1| с помощью ( 1.14)

1
1 ֊!• х, Я«

(И 
г

тл(0) о, О
• л» (<)֊> (3.13)

а для характерного размера

= ֊;п — '• >

получим

Р> (ЗД4)

Очевидно, что Р,„ 0 при ։>1и хт^>—].

Обратим внимание на то, что при х„, 1/2 решением задачи
(3.13) является (г) — 2б„г'что согласуется с точным решением 

у 1/2՜ 
задачи (1.17) при ((х) — ֊.-•

V 1— х-
Интересно отметить, что протяженность пограничного слоя, располо*

жеяного п

х(х)=Х՜1"'’'

окрестности точки

• при

определяются как показателем 
при х —*■  — 1.

Рассмотрим теперь случай

х = - 1 и касательное напряжение

Р\ = 0 в отличие от случая 

ползучести г, так и поведением /(х)

((х)?0; хт, хд>0

1 огда решение задачи во внешней области будем искать в виде

(3.15)

?(«) = <Ро(*)  4֊ >~М?։(х) 4֊ о (л ‘ '); ?<,(х), ?г(х) — 1 при х ± 1 —1
(3.16)

Подставив это представление ф(х) в уравнение (1.15) и приравняв члены 
пр՛.: одинаковых степенях л, получим с помощью (1.14)

®о(а-) = ?(х). ?>(х) =֊-Цт; (3.17)

Из (3.16) и (3.17) зо внешней области получим двучленное асимптотическое 
разложение

о

1

/ — г
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И = ? (х) -г -(*) = ?'(*) (3.18)

Отметим, что при наличии сосредоточенных сил. то есть Л, Р =Н= О 
пгготическкй анализ во внутренних областях полностью совпадает с 
1К30.М. проведенным для случая —1<и„.. х;.<0.
Поэтому остановимся подробнее на случае отсутствия сосредоточенных 

сил, то есть положим, что Р։ = /< = 0. Исследуем окрестность точка 
• " -1. Положим

(3.19)

Очевидно, что при и,„>0 интеграл (3.19) сходится. 
Введем новую функцию

С (л-) ?(л-)—?(х) (3.20)

тогда уравнение (1.15) примет вид

(3.21)

Если 1(х) таково. что А'м=*=0.  то воспользовавшись соотношениями 
(3.18)—(3.20). получим одночленное внутреннее разложение одночленно­
го внешнего разложения функции 0(х) в виде

О (х)- а՜1՛“ | Л',,, | * Л’ж» г-1 (3.22)

Поэтому, в силу принципа сращивания, решение со внутренней области бу­
дем искать и виде

5(х) = /. 1 ’ (г) -г о (л ’ ՛ ). ?,п(г) — 1 при г — 1 (3.23)

В аналогичном виде следует искать решение и в другой внутренней области.
Подставив (3.23) н уравнение (3.21), рассматриваемое во внутренней 

области, с помощью асимптотики (1.14) и равенства (3.19) получим урав­
нение

I —1

1М граничные условия

!
?„.(()) = о, □ (г)-фУтГ л՛;.

«М. + Г ?".(<><« 

.1 * ~ Г
0

Г <.(')
.) * — г 1՛
И

(3.24)

(3.25)
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При выводе граничных условий были использованы равенства (I 16), 
(3.20) и Р, = Р: — 0. В процессе изложенного выше асимптотического ана­
лиза, кроме того, получим

■„ (З.М

Отметим, что с помощью замены

1—* * ■ I
|ЛТ,Г ^<7Ж(|^Г г) (ЗД

уравнения (3.24) и (3.25) могут быть приведены к виду

, 1 г (/) <//[“( . • </_ (/) <//1’-">-т--|-+уЬг МтЬн с“’
о о

о(0) = 0, о (/?)-!
л-»

Исследуем теперь случай ^«, = 0. Тогда предположим, что [8]

1«
^’ + в(И, 0<п<-2=-. г-֊1 (3.29)1

Из (3.17), (3.20) и (3.29) получим внешнее решение, перераэложенное по 
внутренних переменных

« (х) ~ =; I к» I' Л'мг» (з.зо)
Поэтому решение уравнения (3.21) з области г ~ 1 следует искать в виде

0(х) л՜1 ՛ г« -„(г) — о (а՜՜ ՛:].), гж(г)—-1 при г - 1 (3.31)

Подставив (3.31) о (3.21) и воспользовавшись равенствами (1.16) и 
(3.20), с помощью (1.14) для ч (г) получим уравнения, совпадающие г 
(3.24). (3.25). Разница состоит лишь в том. что в (3.24) к (3.25) нужно по­
стоянную Л\,։ заменить на АТ из (3.29).

Характерная величина внутренней области г, определяется из соот­
ношении

р^= ;з(д(х— 1) 4-!)}-։>0 приа>1 (3.32)

Исследование, приведенное для случая .У„, - 0, справедливо при 
у /
— <4. Подобное исследование в случае — = 7 (7 натуральное чн- 
« а

ело) сопряжено с существенными трудностями, а случай 77 — >1։ю 
а

существу сводится к одному из рассмотренных случаев при Рх — Р..- 0, 
если вместо !»(.г) и (3.20) подставить внешнее разложение решения
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максимального порядка, которое допускается функцией t (х). После 
указанной Замены методика определения новой искомой функции 6 (х) 

аналогична методике для случая — <1. 
а

В рассмотренном случае (3.15) следует обратить внимание на то. что на­
пряжение т(.х) во внутренних областях в главном определяется поведением 
пригрузки /(л), а также показателем ползучести а.

Из независимости друг от друга в главном решений задачи во внутрен­
них областях следует, что смешанные случаи такие как хк,<0, >0,
^=Ж=0; Zm>0. у.р>0. /', = 0. Р;#=0. и тому подобные могут быть рас­

смотрены совершенно аналогично с помощью предложенных выше подхо­
дов в Комплексе.

J' В случае Цл)^0, хп,—Р,=0 и 7.h> — 1. 1 возникают определен­

ные затруднения при выводе уравнения для главного члена асимптотики 
<}(х) во внутренней области ՛ ~ 1. В связи с этим данный случай рассматри­
ваться не будет.

Рассмотрим теперь случай

= х£[ 1, 1] (3.33)

Будем предполагать ниже, что функция Ф(гд)=|г^| г։, 1^>1 при 
любых значениях

Из (III) и (3.33) следует, что ф(х)=О. Отметим, что решение зада­
чи во внешней области в главном есть ч (х)=0, а при Р,. исследова­
ние внутренних областей полностью совпадает со случаем (3.2) при 

и Поэтому рассмотрим случай

Р։=0, Я=М, А-1 (3.34)

Тогда во внутренней области для глазного члена асимптотики (3.6) 
получим задачу (3.9). в которой, следует положить ф(1) 0. При этом 
определится соотношением (3.10),

Для определения ненулевого решения во внешней области необходимо 
рассмотреть, так называемый, характерный предел [2], а именно: положим

Ф (*)  — ji(A) ?о (х), ?о(х)^1 при ).»1 (3.35)

Здесь р(л) — неизвестная пока функция большого параметра X.
Подставим (3.35) в (1.15) при ф(х)=б. Тогда из сравнения порядка 

членов в (1.15) получим соотношение

I 
1 — а

1*  - «: 1. а > 1 при А » 1 (3.36)

Одновременно получим уравнение

-I
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и граничное условие

<в(-1) = 0 (3.38]

Недостающим граничным условием является условие сращивания внешне! 
го решения с внутренним

1
?»(■*)  - >• (X — D) (3.39$

*-1-0 *

Здесь ф,.(֊'՛) есть решение ладами (3.9) при ф( I) 0.
В рассмотренном случае, в отличие от всех предыдущих случаен, сил« 

чала определяется внутреннее решение д затем с помощью cpain’t- 
нання — внешнее решение <(0(х).

4. О поведении решении в малых окрестностях концов накладки
Исследуем поведение решения задачи (1.15). (1.16) при х • I. Пл 

граничного условия (1.16) следует, что ф(х)—ограниченная функция при 
х—— 1. Предположим, что асимптотика ф(х) при д—— 1 имеет вид

?(х)=-/>, + ?,(!+*) ’’. ,>—1 (4Л>

Тогда из (4.1) получим

’.(x) = ?'(x) = <Ffl(l -Н)(1 (4.2)

Предположим, кроме того, что х(х) имеет интегрируемую особенность прп 
х—— 1, то есть

-1<7<0 !(4.3)

Использовав известный факт о том. что при условиях (4.2), (4.3) [7|

1

---֊ = —«?.(•։ + D С»г Л (1 + *) ’- G (X) (4.4)
( — X 

(6(л) — регулярная на отрезке [—1. Ь] (0<6<֊1) функция) и учтя՛ 
ограниченность ц (х) и ф(х) при х- — I. из уравнения (1.15) получим, что 
первый член в праной части (4.4) должен обратиться в пуль |9|. то есть

?,И + 1) ։։?։■; = 0 (4.5);

Учитывая то. что Ц> ՜- 0. получим уравнение Ctgny 0. решением которого,, 
удовлетворяющим (4.3). является

7 = - -1 (4.6)-;

Аналогичный анализ при х - 1 также приводит к равенству (4.6).
Из (4.2) и (4.6) следует, что в сделанных предположениях касательное 

напряжение т(х) представимо в виде
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Лх) = -^к (4.7}
I 1 — х*

гдета (х) — регулярная на всем отрезке [ -1.1] функция.
Отметим, что результат (4.7) согласуется с поведением решения зада- 

1 <1 (1.10), полученным при л4£1 в § 2.

5, Обобщение на пространственную залечу
Изложенный в §§ 2. 3 асимптотический метод исследования задачи 

(1.10) (или (1.15), (1.16)) легко распространяется на случая простран­
ственной задачи для накладки прямоугольного сечения [9], находящейся 
о условиях установившейся нелинейной ползучести. Уравнения, описываю­
щие эту задачу, имеют вид

?(х)=<?и)^-ф|-4Н и*-о

— 1

«' (/) dt (5.1)

?(֊!) = Л. ?(D -?(!) + Л

или иначе

1 1
И։-0='0)Л МЪЮ-*(*)]|х  

֊։ -1

■;(1)֊ЬЯ-Л . ?(1)+Л Л. ,<оч
---------------------- i-arcsinx-t------------- - -----------  (Э.2)

** л'

?( 1) = л. г(1) ֊•К1) + Л

-Здесь Г(х)— ограниченная непрерывная функция.
В случае, если ^(о*)  представима в виде степенного по Л аенмптотн- 

•кского ряда (§ 2). решение задачи (5.2) при следует искать и виде 
(2.1). При этом уравнения для первых членов разложения имеют вид

i I
•<՛ W в .угг \ \ И($ — /) = J (0 In

-1 - ։

1 sx 1 (1 Г)(1֊х-՛) ,
------------------ a Sat —
1 Sx-Hl-r)(l-r)

ИП4-Рг֊Л 
1 arc sin x (5.3)2-----------

Фо(֊1)=Л. ?оШ=’?(!)+Л

4 И есстия АН Армянской ССР. Механика. № 2
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1 1

<*)  - — ( । — — ?(«)![՛ х
*։ -1

X 1п
1 -зх-к(1 -г‘)(! Х-)

91 ( 0-0

И т. д.
Уравнений для <}„(х), <|',(х).... интегрированием пи частям с учет*  

граничных условии приводятся к уравнениям Фредгольма второго рода, ко-! 
.орые затем могут быть решены одним из известных методов.

При 7^ । и х 1 I из (5.1) следует, что в главном выполняются ра­
венства (3.3), (3.4), а при х -*-±  1 решение не приближается соотношения­
ми (3.3). (3.4). В возникающих внутренних областях для главных членов 
асимптотики ф(л) при выполненных условиях (1.13). (1.14) и (3.1) полу­
чаются уравнения, совпадающие с соответствующими уравнениями для 
՛, ;\г) и ч,.(5) § 3. Исключение составляют случаи и. >0. ..ля котор! 
следует лишь заменить величины Л , соответственно на

/(- х 1) /($)</$

------ - -г К(1 — $) / («)<*$  
5 — 1

Протяженность внутренних областей совпадает с протяженностью этих об*,  
ластен для плоской задачи.

6. Численные результаты
В качестве примера рассмотрим задачу для накладки, скорость дефор­

мации которой является степенной функцией напряжения /'(<7Я) - 
— | з,|1-1зА. При этом л определяется соотношением (1.12).

Проиллюстрируем полученные результаты я случае линейной наклад:-.։։ 
(а = 1) на примере следующих режимов:

1) Ру = Р*  = 1, ф(х) = 0; 2) Л -1, Р,= 1, ?(х) =0 

3) р, = А = о, я)  = -Н;* * 4) Р.-,Р2--0, Нх>=--֊
4^

при 7. — 0.5. В табл. I приведены значения коэффициента при особенности

А 11шт(л-)Г ! л"՜ . При этом в первой строке приведены результаты.
.>■—I

любезно предоставленные для указанных режимов Е. В. Коваленко, а во 
второй строке— результаты, полученные с помощью двучленного разло­
жения т(х), (см. (2.3) ).
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Таблица 1

№ режима 1 2 2 4

Д (Коваленко) 0.367 0.822 0.595 0.08496
Л 0.341 0.8-11 0 592 0.0674

Трехчленное разложение т(х) для режимов I) и 4) при л = 0.5 дает соот- 
Еетственяо /1 =0.408 и А =0.0961.

В случае нелинейной накладки (/•'(г») ~ |ох| 1 <։) приведем ре­

зультаты вычислений * (х) в точках л՜ — - 0.8, 0, 0.8 с помощью дву­
членного разложения для следующих режимов:

5) а = 1.5, X = 0.50293; 6) а = 1.75, /=0.31279

при Р, • 0, Р.. 1 я I (х) = 0. В табл. 2 приведены указанные значе-
• -.(х), причем в скобках даны значения " (х), полученные в [3].

Таблица 2

№ режима 5 6

0.4043 0.5086- <-о.ь) (0.5083) (0.5190)
0.2509 0.2968"(0) (0.3081) (0.3120)

7(0.8) 0.7592 0.5823
(0.5651) (0.5480)

Автор благодарит Н. X. Арутюняна я В. М. .Александрова за полез­
ное •обсуждение при постановке задачи и ее решении.
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INTERACTION OF A STIFFENER, IN A NON-LINEAR 
STEADY-STATE CREEP. WITH AN ELASTIC SEMI-PLANE

L I. KUDISH

S u m m а г у

A contact problem for a semi-plane reinforced with a stiffener of 
finite length, in a non-linear steady-state creep, is considered.

The solution of the problem is obtained with the use of regular 
and singular asymptotic expansions.

A numerical analysis of the problem for several cases ; given.
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А А Б ДУК А ДИ РОВ. М. А ЗА ДОЯ Н

■.ЛИНЕЙНАЯ ПОЛЗУЧЕСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ 
ИЗ НАСЛЕДС ГВЕННО-СТАРЕЮЩИХ МАТЕРИАЛОВ

ПРИ СОВМЕС1 НОМ РАС ! ЯЖЕНИИ. ИЗГИБЕ И КРУЧЕНИИ

<; 1. Л ост ано и к и лп.ючч и օւ полные уравнения. Рассматривается напря­
женное состояние цилиндрического стержня из нелинейного иаслсдетиенио- 
старсющего несжимаемого материала, торцы которого находятся под 
совместным воздействием осевой силы, крутящих я изгибающих моментов. 
Принимаема, что материал стержня описывается уравнениями нелинейной 
теория ползучести Маслова-Арутюняна (I]. Напряженное состояние 
стержней при комбинированных воздействиях внешних сил в условиях 
установившейся ползучести исследовано а монографии !О. Н. Рабатиоза 
|2] и в статье [3]. Нелинейная ползучесть стержней из наследстаенио- 

ареющих материалов при воздействии в отдельности крутящих и наги- 
ющн.х иомен.он исследована в работах [4—5].

К цилиндрическому стержню отнесем криволинейную ортогональную 
.стену (а. (Լ у). причем координату у направим по оси стержня, а коор- 
Шатами (а, |>) определяются точки поперечного сечения, заминающие 
■ласть 12 с контуром Г (фиг. I). Принимав։, что координаты а и $ связа­

ны с декартовыми координатами х и у соотношениями Коап?-Ри«ана

дх _ <}х _ <^7 ,! , !
сф д'л о*

причем коэффициент Ламе будут
Н^Н3 = Н. Н: - 1

**>»■1 (?И1Ум

Соотношения теории ползуче­
сти принимаем в виде |1]

է

2ճէ,.։ :)ժ: (1.3)ս 7)

Здесь 6՛ — Е/3, а Е принимается постоянным. з._ - з.ч — ’ц^з, - сим­

вол Кронекера, з среднее давление. — ннтепсияПоСТЬ касательных 
напряжений. Далее принимается

/(-о) = н «г1 (1.4)
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К(1, :) = ֊£?'(ч)+£[-/('-) + тл(:)]е (1.5)

Л?(с)=4‘-+с, (г.б)>
причем С,„ у... и >: Л— параметры, характеризующие свойство ползуче­
сти материала.

Соотношения между компонентами деформаций и перемещений имеют 
вид [6]

Принимая тензор деформаций не зависящим от у, полуобратным спо­
собом, как в |71, получаем

^ = Ах-Ву-}-С (1.8>

2««т = 1 ед ±^..(£г ^)-П— <’•₽> (1-91
И (К / Н оч. Н ал

Здесь п;0 - функция от 7, р и /, а /4, В, С, Г), Е\, Е: неизвестные- 
функции времени.

Исключая из двух соотношений (1.9) и։.„ приходим к уравнении» 

д д
— (^) = (МО)
0'7. ՛ ОА

Боковая поверхность стержня свободна от внешних погрузок. Положим, чхо 
= и равны нулю по всему объему стержня. Тогда получаем

г.,-О (1.11)

Для рассматриваемой задачи из ( 1.3) будем иметь
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ференцнальное уравнен։« равновесия в нашем случае будет [о]

А(н;,;>4-А(/узг;) = о
02 О?

Вводя функцию напряжении Ф(а. р. О

1 аФ 1 аФс,.-------------- - 3>. = ----——
Н о'л ' Н л

(1Л4)

(1.15)

И оператор Лап \аса

1 /
№ \ 02՛ ф )

из уравнений (1.10) и соотношений (I В) приходим к интегоо-дкффереи- 
льному уравнению

*։< *-**

(1.16)

Для функции Ф имеем нулевое значение на внешнем контуре Г и различ­
ные значения, зависящие от I на внутренних контурах области £2.

Таким образом, приходим к задаче Дирихле для системы уравнений 
(1.12) и (1.16) в области £2 относительно функции Ф н -п.

Интегрируя обе части уравнения (1.16.) в произвольном области 
лежащей в £2 и ограниченной замкнутым контуром Ге, и переходя в левой 
части к контурному интегралу, получим уравнение

■ </։ + [[(£/(=«) ֊; * |к(Л 9Л = 202,0(0 (1Д7)

выражающее теорему о циркуляции сдвига для нашей задачи.
Крутящим момент определяется через функцию напряжении

М, = 2 Ч’Ф* (/) 2в-|-2 \ I Ф(«, /)</2 (1.18)
£1 V*

ч

где Фд(О - значение Ф на контуре Г», а площадь области, 
ограниченной Г\. Для определения <!՛*(/) применяем формулу (1.17) 
п раз, а статические условия на торцах стержня (1.18) и

з..< /2 = М | = А/д, ( | опх</2 = АЛ, (1.19)

I ' в У

где Л' нормальная сила, М, к - изгибающие моменты, соответ­
ственно, относительно оси х и </, и соотношение (1.18) определяют 
функции А (О, ^(0> 6?(/), Р(/).



5б А. Дбдукадиррв. М А Задоян

? 2. Задача релаксации напряжении при совместном растя - снии и кру­
чении стержня круглого сечения. В частном случае воздействия осевой си­
лы г крутящего момента, переходя к цилиндрической систс-ул координат 
(<х — 1п гу 5 — 6, •( = г, Н г) и учитывая осесимметричиооть напря­
женного состояния, имеем Ф = Ф(г, /),

л . к 1 д / 0'1’\
^3 = 0. 5^-—, Лф =---------- (Г------  )

дг г Ог \ Ог /

Тогда уравнение ( 1.16) примет вид

1±/Д\+|'1±[/(МД К(/, ֊,)</:-2СО(0 (2.1)
г Ог \ Ог / 3 г Ог I Ог

и

причем *о= |/ 4 ’« +

Интегрированием из (2.1) получим
I

’։= + (/(=.)(/, ՛■)</; ֊- вп(1)г <2.2>

Да \ее. из ( 1.12). принимая А =3 = 0, будем иметь
I

'-) <г- = ЕС(0 (2.3>

•а*.
Сообщим стержню а начальный момент относительное удлинение С(т;) 

и крутку ^(Т|), которые остаются неизменными во времени. Тогда, очевид­
но. имеем

С(т,)=.- .V ----- • (2.4)
(} И^а

где .V = уУ(т1) и М= -- М- (тД — соответственно начальная нормальная

сила и крутящий момент, где а радиус круга

поперечного сечения.
I аким образом, для определения закона релаксации мнений во 

времени, если ввести обозначения о.($, /), =ь- = • = г(аг
приходим к системе двух нелинейных интегральных ур..՜.нений типа 
Вольтерра

г
-- С)</■.= =, 1

(2.5>

■+ ’.)</-. = ч
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где выражениями

(2.6)

»пределяются напряжения в начальный момент /=т, и

Переходя к безразмерному времени 1*. (в дальнейшей* ин­
декс * опускается), принимая т Зи вводя обозначения А. -՝ £^.4„ 
С, = ЕС.,

систему интегральных уравнений (2.5) приведем к следующей системе диф­
ференциальных уравнений второго порядка:

На ЭВМ „Напри“ при значении параметров Е — 1.5-10՜ кг еле, 
Со 0.9-10՜' см՝!к1, Дл = 4.82-10՜ кг/см’, 0.026 1/демь, »» — 1, 
>•—10 ‘ сд<‘ кг:. 200 кг -еле, '^. = 200: кг елг дано решение систем-: 
уравнений при начальных условиях (2.6) и (2.9). В приведенных аа 
фиг. 2 и 3 графиках показано изменение напряжения во времени в за­
висимости от возраста материала "։ и продолжительности действия 
нагрузки Т = { ’.х, Па фиг. 4, наряду с начальным распределением
напряжения, показано распределение напряжений по радиусу круга 
как для двух различных значений хр так и для двух значений 7*.

Для старого материала Д.~0. и система (2.8) представится в виде

(5+Лз)=0, {֊. Лт)- 0 (2.10)

причем
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Л = Ц- нСх + ХС, (у- Ч- г ) (2.11)

Интегрируя систему уравнений (2.10) при учете начальных условий (2.6) 
и (2.9), приходим к системе дифференциальных уравнений первого по­
рядка

= 4֊ Л* = =’*, • + А" = (2.12)

с начальными условиями (2.6).

Численное решение этой системы при начальных условиях (2.6), как 
и должно быть, совпадает с вышеприведенным решением системы (2.8) с 
начальными условиями (2.6) и (2.9) при т,- —ос.
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(2-13)

Исключая ? из (2.12). приходим к уравнению

</• ~ А •
б/' 3* — /13

•с начальным условием

• = •# при 3 = (2.14)

Численное решение нелинейного дифференциального уравнения (2.13) 
при начальных условиях (2.14) показывает, что в процессе релаксации за­
висимость между п и т близка к линейному закону.

§ 3. Совместное кручение и изтб тонкостенною цилиндрическою 
стержня. Рассмотрим тонкостенный цилиндрический стержень, поперечно: 
сечение которого представляет криволинейное кольцевое сечение, контуры 
которого совпадают с координатными линиями СС, и с/... Пренебрегая 
'х:, из (1.16) получаем

А'(/, = (3.1)

Интегрируя обе части уравнения (3.1) и пренебрегая изменением по 
толщине трубы, приближенно получаем

г
**+ [/(’•) :)</: = 2С(?ев. ?.)£)(0 (3.2)

а1 + *2 где принято = ~~~~ " ՛ и

<?(»■?) =-77тЧ'^<а'?)л (3-3)

г/(а, ?)Л

Далее, полагая в (1.12) А ~ С — 0 я а = сц, будем иметь

I

=ик«, :>Л Еу^. 3)В(1) (3.4)

Рассмотри:.; задачу релаксации напряжений. В начальный момент 
стержню сообщим крутку и кривизну В(г.), остающихся во време­
ни неизменными. Вводя обозначения = т(3, /), т։. = (3, /) и

Ч = 2С(2(ав,^)О(т1), ^ = Еу(^ ?)В(Ч) . (3.5)

приходим к системе нелинейных интегральных уравнений типа Волыерра, 
определяющей закон релаксации напряжений во времени при совместно?.: 
изгибе и кручении,
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= + (7о։)=х«,:)л = =.
(3.6»

-+ р(*в)-К(/.С)<Г.=^ф 

т»

Полученную систему уравнений, переходя к безразмерному времени, как в 
предыдущем параграфе, приводим к системе дифференциальных уравнении 
(2.8) при начальных условиях (2.6) и (2.9). для старого материала — к 
системе уравнении (2.12) с начальными условиями (2.6), причем и зти* 
условиях значения и '» следует принимать нс по (2.6), а по (3.5). Для 
кругового кольцевого сечения, переходя к цилиндрическим координатам, 
получаем Q — rj?., у(зс, В) <= г, sin О и

з. -=-^sin0, тв=-^- (3.7)
IF, 2 Г, Л

где А/, ֊ Л/, (’.,) и Л/, М- (*,) соответственно изгибающий и кру­
тящий моменты н начальный момент, IF, — ~rfi, г0 радиус средней 

окружности кольцевой области. 6 — толщина стенки трубы. Для тех же 
значений параметров, приведенных н предыдущем параграфе, на ЭВМ 
«НанрИк получены решения системы (3.6) при начальных условиях (3.7). 
причем принято — 200 SinO кг/см', ~9 = 200 к։/с.\г. На фиг. 5 и 6 по­
строены графики релаксация напряжений тонкостенной цилиндрической 
трубы при совместном изгибе я кручении а зависимости от возраста ма­
териала т, и продолжительности действия заданных деформаций Т = 1—т,. 
На фиг. 7 показано распределение напряжения по четзертн окружности 
сечения как в начальный момент, так и по двум значениям каждого из 
т, и Т.

Фиг 5

В качестве открытого профиля рассмотрим криволинейное кольцевое 
сечение с вырезом. Интегрируя обе части уравнения (3.1) и принимая 
оИ| 0 на », - г '2, приближенно будем иметь
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I =։,+ ;)</: = (3.8)

Для цилиндрическом тонкостенной трубы с продольным вырезом, при­
нимая г=г.Ч՜*. получаем

(3.9)

К »тому уравнению присоединяется 
с* у(а„ Р)*г»։։пО.

уравнение (3.4), 8 котором принимает-

ЗдсСЬ, как И в предыдущем параграфе, для конкретности, сообщаемые 
стержню деформации приняты постоянными по времени, г степень упроч­
нении» /п —3. Однако, как это следует из наложения, аналогично можно 
рыимть «адачн и в случае, когда •алан лаком изменения во времени дефор­
мации и т произвольное.

Самаркандский Государственный 
«ритгектурно-строятгльиый институт 

«и. М. Улугбек»
Институт механики АН Армянской ССР Поступила 2 VI 1978 •
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Ա. Ա|։Գ11Ի։։ԱԴ1՚ՐՈՎ. IL Ա. pJI MtiilH.

ԺԱՄԱՆՈ-ԱԻԱՐ ԾԵՐԱՏՈՂ Ն3111՚ԹԵՐԻՑ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՍՈՂԵՐԻ 
Ո2-ԴԱԱՅԻՆ Ս1ր1.4?Ո ՀԱՄԱՏԵՂ ՍԴՄԱՆ. ՈԼՈՐՄԱՆ ԵՎ ԱՄՄԱՆ '1ԵՊՔՈհՄ

Ա մ փ ո փ Ո « մ

հորադիծ օրթոդոնալ կոորդինատային սիստեմ ում ուսումնասիրվում Լ 
անսեղմելի, ւհսո անդարար ծերացող նյութից պատրաստված դ/անային ձողի 
պ-դծա յին սողրի համատեղ ձդմ ան, ոլորման և ծոման ղեսյոում:

Օդտադււրծհլււվ կիսադարձս։ յին մեթոդը, խնդիրր բերվում է ոչ-գծային 
ինտեգրռ֊դիֆերհնցիալ հավասարումների սիստեմի լարումների ֆռւնկցիայի 
հ աոանցրա յին նորմալ լարման նկասէմ ամ ր։

//1 ս ո։ մնա ս իբվո։ մ է ո ե լա րս սւ ց ի ա յի խնդրի 2 դեպր։
Առաջին դեւդրռւմ քննարկվում է կլոր կտրվածը ունեցող ձողի ոելաբսա- 

ցիայի խնդիրր համատեղ ոլորման ե ձգման դեպրում, իսկ երկրորդ դեւդըոէմ 
րարակաս/ասւ գլանային խողովակի ոելարռացիայի խնդիրր համատեղ ո/որ- 
ման և ծոման դեւդրում, բերված են ժամ ան ակի րնթացբում լարումների փո­
փոխէք ան գրաֆիկները, որոնք կառուցված են թվային օրինակների Հիման 
վրա։

NON-LINEAR CREEP IN CYLINDRICAL BARS OF 
HEREDITARILY AGING MATERIALS ON JOINT TENSION, 

BENDING AND TORSION

A. ABDUKADIROV. M. A ZADOYAN

S u m m a r y

In the system of curvilinear orthogonal coordinates the stress 
state of the cylindrical bar made of non-linear, incompressible, here­
ditarily aging material, the terminals of which are under the joint in­
fluence of axial force, bending and torsional moments is investigated.

By the semi-reverse method, assuming the strain tensor as inde­
pendent of the linear coordinate, the problem leads to the solution 
of the system of two non-linear integral equations of the Volterra type.

The relaxation problem for the two cases has been investigated. 
In the first case the joint torsion and tension of the round bar has 
been studied while in the second case — the joint bending and torsion 
of the thin-walled cylindrical bar. In both cases the system of integral 
equations leads to that of differential equations.

Variations in stress with time are shown graphically.
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СУММИРОВАНИЕ ПОВРЕЖДЕНИИ ПРИ КВАЗИСТАТИЧЕСКОМ 
И ПЕРЕМЕННОМ НАГРУЖЕНИИ ЭЛЕМЕНТОВ

ИЗ КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ

Конструкции 1! детали из стекловолокнистого композиционного мате­
риала испытывают различного рода нагрузки, могущие дискретно \։еняться 
во времени в процессе эксплуатации. Поэтому представляет определенны»՜ 
интерес в связи с выбором запасов прочности изучение степени влияния 
предварительного нагружения на изменение механических свойств материа­
ла при последующем статическом кратковременном нагружении.

Еще в 1952 году было установлено, что предварительное циклическое 
нагружение не влияет на характер кривой напряжение-деформация (о~е) 
и предел прочности :п однонаправленного стеклопластика при последую­
щем статическом растяжении или сжатия [1]. В дальнейшем этот вопрос 
стал предметом изучения для других авторов [2—8 и др.]. В этих работа: 
было рассмотрено влияние одного простого гармонического вида цикличе­
ского деформирования (растяжение [1], [5—7]. сжатие [1], растяжение- 
сжатие [4]. изгиб [2. 3]). Кроме того, анизотропия механических свойств 
стеклопластика не учитывалась (нагрузка прикладывалась только в на­
правлении армирования).

В указанных работах не была установлена общая закономерность из­
менения остаточной прочности от велнчнны напряжения или количества 
циклоп предварительного нагружения. По полученным эксперимеитальныу 
результатам можно заключить, что изменение остаточной прочности стекло­
пластика 'ос-: носит несколько разный характер в зависимости от вида 
предварительной деформации. Если при изгибе остаточная прочность рез­
ко уменьшается по мере увеличения циклического напряжения и в зависи­
мости от материала [2. 3] составляет от 15—60 до 60—95% исходного зна­
чения прочноеги з» (Л = 10* ; 107 циклов), то при осевой деформации, 
наоборот, снижение предела прочности при последующем растяжении ста­
новится более заметным при большем количестве, циклов предварительно­
го нагружения (/V > 105 циклов). Кроме того, в последнем случае, по сран- 
нению с изгибом, падение прочности меньше (зм. =0.70 0.85-'з,) (4—6] 
или. даже, изменением прочности можно пренебречь [1.7].

Что касается влияния предварительного деформирования на модуль 
упругости Е стеклопластика, то его снижение по сравнению с исходным 
значением оказывается еще меньше и практически не зависит от числа 
циклов нагружения в области многоппкловой усталости [1, 5 -7].

Влияние длительного статического нагружения (ползучесть) на изме­
нение остаточной прочности и деформативности стеклопластиков исследо- 
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^но а работах [9—12], где рассмотрено только одноосное растяжение. 
Анизотропия механических свойств материала изучалась лишь а [9, 10], 
где нагрузка прикладывалась не только вдоль волокон (<{ 0 ). но и в на­
правлениях ф - 15е, 30'՜' и 45՜.

Установлено, что процесс ползучести практически не отражается на 
зависимости п г при последующем кратковременном растяжении, еелк 
испытуемые образцы вырезаны вдоль волокон стеклопластика [9]. В этом 
случае наблюдается некоторое упрочнение материала (по прочности иг 
10—15"'՛ ). В случаях же приложения нагрузки в направлениях ц ==0°, когда 
а работу композита вовлекается и полимерное связующее, наблюдается не 
только более значительное изменение остаточной прочности 5огт (на 
3—40% в зависимости от напряжения, продолжительности ползучести и 
угла ф), но и меняемся зависимость п—е [9].

В отношении тканых стеклопластиков литеоатурныс данные несколь­
ко противоречивы [11, 12]. Для различных материалов, а зависимое! и от 
температурно-влажностных условий испытаний, предварительное возден­
ет вне длительно растягивающей нагрузки может вызвать как упрочнение 
.материала (до 15—20%) | И. 12]. так и может не отразиться на механиче­
ских свойствах композита, либо стать причиной его разу про мнения [II].

Целью настоящей работы явилось исследование влияния предвари­
тельного нагружения кваэистатическими и переменными нагрузками на 
изменение прочности и деформативности стеклопластика при последующем 
однократном кратковременном статическом растяжении, когда предвари­
тельное нагружение во времени проходит по совершенно различным за­
дана м.

Рассмотрено влияние совокупности трех видов силового воздействия: 
1) вибрационного пли многониклОвого растяжения частотой 1200 цпкд/лгин 
(для удобства изложения этот вид нагружения условно обозначим а), 
2) повторно-статического или мзлонпклового растяжения частотой 
I иик.1!мин (вид нагружения — |>) и 3) длительного статического растяже­
ния (ползучести), воздействие которою обозначим через у. Влияние пред­
варительного растяжения изучено в зависимости от очередности приложе­
ния силовых факторов типа а, р и у я продолжительности их воздействия.

Исследование проведено с учетом анизотропии механических свойств 
стеклопластика, для чего нагрузка прикладывалась в направлении армиро­
вания (основы ткани, (р =0'՜) и в направлении под углом ф —45е.

В качестве материала для испытаний служил стеклотекстолит, изго­
товленный методом прессования на основе ткани ТСУ-8 3-78М и связую­
щего ЭДТ-10.

Опыты проводились на плоских образцах, вырезанных из листов 
стеклотекстолит.։ толщиной от 3.2 до 4.8 мл։. Образцы имели форму двух­
сторонней лопатки с радиусом перехода к галтелям, равным 75 .и.м. Шири­
на и длина рабочего участка образца состав ляли 15 и 50 мм. Толщина об­
разца соответствовала толщине листа. Испытание образцов производилось 
в течение промежутка времени примерно 0.5—1.5 года после изготовления 
материала при температуре среды 22±ЗС и относительной влажности 
5 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 2
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67±7%. На каждом уровне напряжения ион длительном нагружении ис­
пытывалось не менее 3 образцов, а при определении свойств контрольных 
образцов (неподвергшихся предварительному деформированию) 7 н 18 
образцов (соответственно для ф 0° и 45°).

Экспери.метальное исследование проведено в три этапа.
На первом этапе определяли кривую деформирования для Материала 

з условно исходном состоянии (контрольные испытания) Кривые о — ( 
снимались на разрывной машине ЦД-10.90 при ручном нагружении, с ис­
пользованием для измерения деформаций механического тензометра МК-5. 
Значения предела прочности з», .модуля упругости £, среднеквадратиче- 
ские их отклонения приведены в табл. 1. I рафики показаны на фиг. 1 
и 2 сплошными линиями.

Данные контрольных испытаний
Таблицы 1

Угол вырезки 
т. ‘Р«Д

Прочность
Зц, К1С;МЛ{'

.Модуль упру­
гости Е. к։с/.ы№

0 52.70*1.90 2725±125
45 20 85*3.85 1570*105

На второл։ этапе определяли временные зависимости прочности испы­
туемого стеклотекстолита в условиях нагружения, соответствующих режи­
мам а, р и у.

Вибрационное растяжение (а) осуществляли на базе Д’ = 2 Ю5 циклон 
до разрушения по методике, указанной в [5]. Установлена корреляцион­
ная связь усталостной прочности в зависимости от угла ф, имеющая вид

з„= 52.48 —6.7385 ,^1

= 19.76 0.8532 |е №

Повторно-статическое растяжение (Р) проводили па разрывной ма­
шине статического деформирования ЦДМ-10. оборудованной специальна 
для этого автоматическими переключателями. Деформирование происхо­
дило с постоянной скоростью, соответствующей скорости холостого пере­
мещения захватов машины, равной 6 л;.ч.м։<н. Если в испытаниях о. осу­
ществлялось отнулевос растяжение, то в данном случае коэффициент асим­
метрия пульсирующего цикла растяжения колебался в пределах 0.03—0.0л 
в зависимости от угла <| и величины задаваемого напряжения. База испы­
таний при малоцикловом нагружении была принята равной 103 циклам;

Корреляционная зависимость между усталостной прочностью и соот­
ветствующим числом циклов до разрушения в этом случае имеет вид

54.24 6.7204.V
з.։5 = 26.09-2.99581а

(1.2>

Исследование длительной статической прочности проведено по методи­
ке [9]. Испытания проводили на базе времени 2 10' до разрушения об-
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Фиг. I Влияние комплекса предварительного нагруЖ'ення на эапненмост!* 
; — = (о (Г), - ----- границы влияния.

Фиг. 2. Влияние комплекса предварительного нагружения на зависимо: :ь 
: - ( г = "55е), - ----- границы алнянпя.
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раэца. Установлена в зависимости от анизотропии корреляционная связь 
между длительной прочностью и долговечностью т (в мин). имеющая вид

47,46 - 2.3771?- 3 I

з,։>, = 16.66 7.460

На третьем этапе исследовалось влияние суммирования повреждений 
при квазкстатическом и переменном нагружении на величину остаточной 
прочности стеклопластика

В качестве модели для суммирования повреждений была предложена 
модель в виде полинома

т,\^ь.-\-ьхт^ьпт^ ... Ьпт{^
Апх7? + ^аГ?Ч֊... (1.4)

где Х\Ь,Т: параметр, характеризующий величину остаточной проч« I 
пости оост; 6։, /?,,..., Ап, 622. ..., Ь,- — коэффициенты, определяемые 
из опыта; Г։. Г,,... , 7’у—параметры, учитывающие относительное 
накопление повреждений при заданном виде нагружения.

Учитывая, что параметр 7/ всегда заведомо меньше единицы 
7/ 1). можно упростить модель ( 1.4), отбросив члены, содержащие

степени больше единицы. В этом случае неизвестные коэффициенты опре­
деляются из специально построенного эксперимента с использованием гре­
ко-латинских планов.

Предварительное деформирование осуществляли в зависимости ст по­
рядка чередования видов нагружения по форме

V — — 7* — ост

& — а, — — ост (1.5)

7,- — \՜* ?*-*оет

где 1, I, к — 1. 2. 3 соответствуют уровням накопления повреждении з 
условиях предварительного деформирования одного вида нагружения.

Рассматривались три уровня повреждаемости от предварительного 
растяжения, которые соответствовали продолжительности деформирования 
0.1, 0.2 и 0.3 от базового значения долговечности при данном виде нагру­
жения.

Базовое значение долговечности было принято равным /V;,., =2-10*, 
/V,.. > — 200 циклов и тр> = 240 часов. Таким образом, имели з։ ֊2 104, 
о..- = 4-10* и а3 = 6՛ 10* ^мл'л: — 20. р2 = 40 и 3Л ֊ 60 цикл; =24, 
7г = 48 и *(3 72 часа.

Величину напряжения, соответствующую базовому значению долго­
вечности, вычисляли по корреляционным уравнениям (1—3). При нагруже­
нии вдоль основы ткани (?=0°) имели з, 10.02, з. =40.10 и

— 37.57 кге/мм2. При растяжении иод углом с- = 45 соответственно: 
3; 4.11, = 19.19 и о» = 13.56 кге/.ил?.
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Все испытания проводили практически беспрерывно. Переход от одно­
го вида нагружения к другому занимал время не более 5 .чин. Следует так­
ие отметить, чго было изучено влияние продолжительности «отдыха» об- 
рлзиа после третьего этапа нагружения на изменение прочности и дефор- 
матноности при последующем растяжении. Для этого по 3 образца, про­
шедших определенный цикл по форме ( 1.5). были испытаны непосредствен­
но после заключительного этапа нагружения и после недельного «отдыха». 
Результаты испытаний оказались практически одинаковыми. Такое явле­
ние было установлено как на образцах, вырезанных вдоль основы ткани, 
так и и направлении գ - 45°.

Полученные средние значения экспериментальных результатов сведе­
ны н табл. 2* и иллюстрируются графиками, показанными на фиг. 1 и 2.

Соответствуют разрушающим нагрузкам первого цикла повторио-стотичо 
ского растяжения (-5).

” Соответствуют образцам ориентации ъ 0е, разрушившимся к процессе ука­
панного кила нагружения.

Таблица 2
Данные испытаний по определению влияния предвпригсльного нагружения

Чередование 
видов 

нагружения

Средн, значения характеристик 
лчс/.м.м2

Примечание**
? 45’

£ £

1 'ձ 55.80 2730 22.62 1120 —
2 55.10 2850 17.55* — 33.0 и 56.0 час (.)
3 ։з_>Կ *7з 53.95 2730 23.97 1480
4 58.91 2755 23.95 1645 ”=8.5 и 9.5 час (';)
5 — — 20.72 1260 т=7.5; 7.5 н 31.5 ч«с(։>
6 Դ՜"-։՜՜ ‘12 51.65 2605 19.81 1125 - 8.5 час (;)
7 7ւ՜*Հ։ւ՜’?ւ 58.22 2845 24.52 1600 —
8 55.27 2695 16.38* — Л' 14 ЦЧКЛ (՝/)
9 7։-’յ~Յյ 54.42 2700 23.07 1645 —

Несмотря на то. что относительный уровень повреждаемости ( 7;) 
не превосходил 0.3, а максимальная суммарная повреждаемость составляла 
0.8, часть образцов из-за разброса механических свойств разрушилась до 
момента определения остаточной прочности. В этих случаях величина 
задавалась равной величине действующего напряжения последнего вида 
испытания с добавлением части напряжения, пропорциональной доли по- 

- ^3 ”р л/раоотанного ресурса —— или---- - где /Уг, количество циклов до
№ ~г> 

" Значение модуля упругости £" при ~ 0е соответствует начальному линей­
ному участку графика 5~։, а при □=451 напряжению 0,215 т։ (то же для контрол։, 
ной группы испытаний).
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разрушения: тр — время до разрушения; № и тб — базовое значение 
долговечности, соответственно.

После обработки экСпернметальныу результатов и получения искомы! 
коэффициентов Ь, были вычислены теоретические значения остаточной 
прочности по формуле ( 1.4). приведенной к виду 

где 60 ֊ 6. — Предел прочности стеклопластика

19 х։с/,илг, ? = О
2 кгс!мм~, <? — 45 ', 

э = 0’
? — 45’

(12 К1С{ММ2, ср — 0

3 <ст.о или 3< ст.<»
где з напряжение, которое вызывает трещинообразование в компо­
зитном материале (для стеклопластиков обычно 9 0.50 9.65-3.,
в зависимости от процентного содержания волокна).

I 1 кгс/лгл?, ? — 45

20 /сгс/лг.м3 * *,
16 л-гс/.и.и՜,

|1 при а, 7 
(0.7 при 3, а, ;

Н {а, 3. 1} коэффициент, учитывающий влияние очередности 
видов нагружения.

М, ч количество циклов и время действия нагрузки.
№. №. '<5. т — базовое значение долговечности для я, 3 и V

видов нагружения.
№, а = 0.95 №. .--для заданной величины нагрузки.

Определение искомых коэффициентов в уравнении ( 1.6) осуществля­
лось в соответствии с принятой методикой проведения экспериментов ио 
латинским планам.

Нс приводя полностью всех этапов расчета (они известны из литера­
туры по планированию эксперимента), можно дать следующие упрощающие 
формулы для определения коэффициентов уравнения (1.6):

А’Зрс-!, <ар-| А-орт, Я»! Д®ост, рЗ

6,= л АГ- ; 6։ = Г- & г'
п п п

где Л~ост приращение (в данном случае уменьшение) прочности 
после предварительного нагружения, соответствующее относительному 
повреждению АГ (например, зос։. ։ — Г„. ։, «»«.2— Г,.?, Г«,?—Г-. । 
= АГ։), п , количество образцов на один вид испытания (в данной 
работе 3, ио можно и 1).

Величина коэффициента II, учитывающего влияние очередности 
видов нагружения, принимается из условия
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Если известно напряжение -7 то можно не определять экспе­
риментально значение П (Ч. *f) и задаться его значением.

Если Существуют другие условия, то значения Н могут быть 
определены экспериментально по формулам

* /
У 553,т £ SS.,5

Н'.м. 71 = ?-----------------------------------
У 55вД. V 5St?T
՝ • ’

где V 55,- и V 55у։. сумма результатов всех испытании (сумма 
всех значений 7ОСТ) с очередностью нагружений aft и За; соответ­
ственно, k, т н / — количество соответствующих видов испытаний.

Одновременно были произведены расчеты остаточном прочности 
нг основе линейной гипотезы суммирования повреждений, предложенной 
Пальмгреном [13].

Экспериментальные результаты определения остаточной прочности 
с*м и расчетные значения и =/.’v приведены : табл. 3 и на фиг. 3 
I! 4 Анализ полученных данных показывает, что л -шейная гипотеза сум­
мирования повреждении дает значительное расхождение с экспериментом. 
Расхождение может быть до 2 и более раз (фиг. 3) Предлагаемая модель 
суммирования повреждений на основе закона ( 1.6) дас вполне удовлетво­
рительное совпадение результатов 3*сг и (фиг. 4) практически на 
всем диапазоне уровня относительной повреждаемое г к q.

Значения полученных коэффициентов Ь, говорят у том, что на остаточ­
ную прочность в меньшей степени (в пределах 5—8%) сказывается пред­
вари гельнос нагружение малыми по уровню нагрузками а. Начальное инк- 
шчес.чос нагружение высоким уровнем напряжения р приводит к существен­
ному снижению -„ст (до 30%) ввиду появления на начальной стадии 
fient.танин микротрещин в связующем. С ростом количества циклов пред­
варительного нагружения величина -ос» уменьшается, что в первую оче­
редь связано с разупрочнением связующего и релаксацией напряжений r 
чем. Это подтверждает также относительно большее падение остаточной 
прочности 5«.-, для стеклотекстолита под углом «| = 45е. когда возрастает 
роль связующего в обеспечении прочности и жесткости образца (фиг. 2) 
Модуль упругости образцов, испытанных по основе (q = 0 ) практически 
остается без изменения (фиг. I).

Таким образом, можно заключить, что в условиях предварительного 
нагружения происходит сложны։։ процесс изменения механических свойств 
м.| i t риала, который идет по двум конкурирующим друг с другом направле­
ниям — упрочнению и разупрочнению. В частности, при вибрационном рас 
гяжеиин вблизи предела усталости (Л 2 Ц)'՛ цикл) механические свой- 
iтаг стеклотекстолита меняются мало, а в условиях длительного статиче­
ского растяжения (ползучесть) может преобладать как процесс упрочне­
ния. так и разупрочнения. Однако при повторно-статическом растяжении. 
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имевшем место при весьма значительных уровнях напряжения, естествен­
но, интенсивнее происходит процесс разупрочнения.

ф։<г. 3. Оценка суммирования ио прежде- 
ний по мшенной гипотезе. --------  линей­
ная гипотеза, ----экспериментальные 

Значения.

Фи: Оценка суммировании поврежде­
ний по предлагаемой модели (Кб).

, 0— значения остаточной прочности 
;’<т при о 0' и 45 соответственно, 
-------- по теории на основе (6), а — со­
поставление значений и г^т, о — 
влияние исходного уровня повреждае­

мости Г|.

Возможность использования модели суммирования повреждении (1.6) 
для оценки разрушающих нагрузок реальных конструкции была провере­
на при испытании стыков оболочки из композиционного материала, рассчи­
танных по условию равнопрочности [14]. Испытания проводились на цик­
лическое нагружение при напряжении <,• " 0.65 з,р’ и длительное стати­
ческое нагружение ( ~ 40 час), после чего снимались значения остаточной 
прочности с.нт. Отклонение 5*сг от а£т, рассчитанное по (1.6)г было 
в пределах 10 12%, что можно считать вполне приемлемым.
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Результаты расчета по линейной гипотезе и модели (1.6) и к<е,*'ди(3
Таблица 3

№ п/п
Чередование 

видов 
нагружения

?-0‘ = 45

■՝0СТ ’I, 5<>сг "•►сг -Г С

1 ’։ -*г •‘.’з 55.80 53.9 25.1 22.62 23.5 10.88
շ 48.1 51.0 12.4 19.19 21.7 5.44
3 53.95 54.1 18.9 23.97 24.7 8.16
4 45.6 39.5 31.2 23.95 13.6
5 V ֊’з ’ <։ 40.0 37.3 18.9 20.72 20.8 8.16
6 ’■з-'Ч 41 47.4 37.2 25.1 19.81 19.8 10.88
7 58.22 58.3 43.5 24.52 .-.з 19.04
8 7։ ' ՛?։ 46.5 55.4 31.2 19.19 23.5 13.8
§ 71“ 54.42 53.4 18.9 21.13 21.7 8.16

Выводы. 1. Рассмотренная совокупность предварительного вибрацион­
ного, повторно-статического и длительно-статического растяжения стекло­
текстолита независимо от ориентации нагрузки <р в целом мало влияет на 
характер кривой деформирования при последующем растяжении. По срав­
нению с контрольными данными (образцов, ранее не подвергшихся сило­
вому воздействию) среднее значение предела прочности н модуля упруго­
сти по начальному участку графика изменяется незначительно (до 
5—10%). Однако п указанных пределах наблюдается определенная связь 
Между остаточной прочностью и модулем упругости, с одной стороны, и 
очередностью видов, а также продолжительностью предварительного на­
гружения, с другой. Значительно более ощутимое влияние оставляет 
повторно-статическое растяжение, менее — вибрационное.

2. Для оценки суммирования повреждений стеклопластиков целесооб­
разно использовать модель, учитывающую очередность и сочетание нагру­
зок в виде (1.6).
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ԿՈՄՊՈԶԻՑԻՈՆ ՆՅՈՒԹԵՐԻՑ ԷԼԵՄԵՆՏՆԵՐԻ ԿՎԱԱԻՍՏԱՏԻԿ 
ԵԼ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ՐԵՌՆԱՎՈՐՄԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ 

ՎՆԱՍՎԱԾՔՆԵՐԻ ԳՈՒՄԱՐՈՒՄԸ

Ա մ փ ռ փ ո ։ մ

/?»սումնսւսիրվսւծ / նախնական ում ալին կոմպլեքսի' երկարատև աոա. 
Լ"1՚հ> 4.Ւո,տց1,ոն հ կրկնվող֊ ստատիկ բեռնվածքների ա զղե ց ու թ յ ոլն ր ապա- 
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կետերսապիաի մնացորդային սւմրուՀւյան ե դեֆորմատիվաթյան վրա.- ftut- 
րյահայտված ք; մնացորդային <՚ւ՛//՛ ու՛' t .՚ւհ ձ գեէիորմ սւրյիայի կապր նախնական 
րսոնավորման տեսրիցէ նրա կիրաոմ ան ',աջորղակւււնււէք1 յունից և աեոդՈք 
խյքսն/ttf։ ^»‘üi f. արված որ վնասված քների գումարման գծային հիպհթհդր 
փորձի հետ տաքիս Լ գգւսքի տարրերոէթ յուն/ Որպես վնասված քների գումար­
ման մոգեք տոարարկվսէծ է րագմանգամային կապակցություն, որր հաշվի Լ 
սանում նախնական րեոնա վորմ ան ւոեսրերր, ՛նրանց ադդման ՚ երթս/կանու • 
թչՈէնր ե in 1ւ էէղու ք} յ էււնր է

DAMAGE SUMMATION FOR QUASI-STATIC AND VARIABLE 
LOADING OF ELEMENTS MADE OF COMPOSITIONAL 

MATERIALS

N E SARKISIAN. 0. S. SIROTKIN. V. V. VOROBEY.
M M. MARTIROSIAN. A N. KAGRAMANIAN

Summer у

Examined is the influence of the complex of preliminary force 
effect (vibrational, repectcdly-static and prolonged-static) on the resi­
dual strength and deformability of fibreglass plastic. The dependence 
of the residual strength and the module of deformatiom upon succession 
and duration of the types of preliminary loading is revealed. The 
linear hypothesis of damage summation is shown to significantly differ 
from experiment. Polynomial dependence, taking account of succession 
and combination of the types of preliminary loading, is suggested as a 
model.
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Е. В. КОВАЛЕНКО

ОБ ЭФФЕКТИВНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ КОНТАКТНЫХ 
ЗАДАЧ ДЛЯ ЛИНЕЙНО-ДЕФОРМИРУЕМОГО ОСНОВАНИЯ 

С ТОНКИМ УСИЛИВАЮЩИМ ПОКРЫТИЕМ

Рассмотрено интегральное уравнение второго рода на конечном ннтер* 
нале с ядром. зависящим от разности аргументов. К уравнению такого ти­
па приводится ряд плоских контактных задач дли линейно-деформируемых 
оснований, поверхность которых усилена тонким упругим покрытием.

В давно»։ работе установлена разрешимость указанного уравнения а 
функциональных пространствах, важных в приложениях, а։ построено ре­
шение в виде ряда Фурье по полиномам Лежандра.

В качестве примера рассмотрена контактная задача теории упругости 
о вдавливании штампа в упруг՝ю полосу, покрытую вннклеровскимк» пру­
жинами и лежащую без трения на жестком основании. Результаты работы 
могут также найти применение в плоских контактных задачах при наличии 
абразивного износа |1).

1. Пусть поверхность линейно-деформируемого основания усилена по 
всей длине |х|<оо тонким упругим слоем, работающим но типу основания 
Фусса-Вннклера. Допустим теперь, что такое слоистое основание нагру­
жено некоторой распределенной нормальной нагрузкой £?(л) на участке 

Под действием ее граничные точки основания получат перемеще­
ние :՛(*). которое складывается из перемещения С,(х). возникающего бла­
годаря деформации линейно-деформируемого основания, и перемещения 
Уг(х), возникающего благодаря чисто местным деформациям покрытия.

Известно, что для лнненно-деформируемого основания [2, 3] функция 
у,(х) имеет вид

V» (*) =

где 0, — величина, характеризующая фнэнко-механнческне свойства ли- 
>:>. нно-деформируемого основания, р - характерным геометрический пара­
метр.

Функция ;• (х) в общем случае может быть представлена в форме

Здесь величины А, 0 характеризуют упругие свойства покрытия.
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Таким образом. функция у(х), характеризующая перемещения граиич- 
ных точек всего основания будет иметь вид

г» <м
и(х) —кд{ху ֊^- ( д(:)^И ^^֊соз/и' — \ди (1.1)

Л е' « \ 1՝ /
—а V

£(«) = /.,(„) IL.Su}, ,/ = А (1.2)

Для ряда практически важных случаев /-(«) и в (1.2) удовлетворяет 
следующим условиям:

1) функция Л(.ч)//<՛ непрерывна, вещественна и четна на оси |п|<Ссо.
2) функция

— О (|«|< ) (1-3)
и

3) функция

Д(«) = Аи , О(«=)(и-0), ^ = Сгц֊’;[1 +о(«-’)] (1.4)
и

(и — аэ) 
0<7<1

>1, С, 7, ՛> — постоянные, причем при ; 0.5. у при
*<0.5.

Полагая, что в (1.1) г» (■*•■) — «(х) известная функция (задача о 
штампе), с учетом обозначений а~^>-1 = р, х ах', ; = а: , /—>/а, 
<7 (х) = ф (л- ), /(л՛ ) ֊ (х) (штрихи в дальнейшем будем опускать),
получим интегральное уравнение контактной задачи в безразмерных 
переменных

1

(L5
Az U) — (| -■“) cos ulda Л j

о
Исследуем дал -е структуру решения интегрального уравнения (15).

2. Введем некоторые определения для необходимых з :зл:>::֊йп.ем 
пространств.

1. Обозначим через Н-t множество функции ч(х) таких

Шн֊— !г7(п)|‘О/«<^, Л?(п) = ( h(x)e։aidx (2.1) 
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Очевидно [4]. элементы из /7, принадлежат некоторой шкале гильбер­
товых пространств.
'2. £г (а. Ь) — пространство абсолютно суммируемых на |о. со степенью

1 функций с обычной кормой.
3. С(а. Ь) пространство непрерывных на [а, функция.

4. 1Г — пространство абсолютно суммируемых со степенью г числовых 
последовательностей. В работе В. А. Бабешко [4] доказаны следующие:

Лемма 2.1. Любое пространство А,, С; 4՜ 0.5)՜’< г-< , •; 0.5 
'՛'■ 1<г<-, 0.5 <С 7 вложено в Н~.

Для исследования структуры решения уравнения (1.5) изучим свой­
ства функции К(/).

.’•с.ч.на 2.2. Справедливы при / —0 оценки

К(0 О(Г;՜’), 7<0.5; К(0 = О(1п|/!), 7 = 0.5

Л* (О 0(1}, •;>0.5

При | * | >£>0 функция К(О непрерывна.
На основании леммы 2.2 доказывается теорема [4].

' со рема 2.1. Оператор

I
/?г = [?(?) К(^֊-^<Г: (2.2)

՝’’ 1

действует из кг в С( Т, Т) вполне непрерывно. Здесь 
(2р)"‘<Х ,7<0.5; 0.5<-;; Г<<оо.

Теорема 2.2. В пространстве А.. ( ֊1. 1) (0.25<; <1) решение 
уравнения (1.5) существует и единственно при любом значении пара­
метров р, Х£(0, оо), если /(х)^А?(—1, 1).

Для доказательства умножим (1.5) на ?(х)£Аг( 1, 1) и про­
интегрируем по всей оси. Получим

К :;л/, = /(л)?֊(х) </х (2.3)֊
- 1

Здесь нужно учесть, что ф(х) ~ 0 при |л| > I.
В силу теоремы 2.1 и леммы 2.1 соотношение (2.3) корректно. Из тео­

ремы 2.1 следует, что к уравнению (1.5) применима теория Фредгольма 
[5], а в силу (2.3) имеем: если |’(х)=0, х £ [ — 1. 1], то <|(д)=0, |х|<оо. 
Теорема доказана. Далее ограничимся изучением лишь четного случая, то 
есть предположим, что функция /(х), а следовательно, и ф(£) в (1.5) — 
четные. Рассмотрение нечетного случая можно провести аналегнчне.м об­
разом.
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3. Будем искать функцию <р(£) в (1.5) в виде следующего ряда по нор­
мированным полиномам Лежандра [6]:

«- ՝) — 1
?К) = У атР^), />„(:) = I/ ֊ Л,(:) (3.1)

« о ’2

Известно [5 |. что они составляют базис в пространстве 1. 1). В силу 
теоремы 2.2 ряд (3.1) сходится по норме пространства L (— 1, I). а соот­
ветствующие последовательности {а..} £/2 ввиду равенства Парссваля 15|. 
Функции K(t) и /(х) разложим соответственно в двойной и одинарный ря­
ды по указанной системе полиномов. Будем иметь

= у у с (л) р;, (о р;, (х) (3.2)

/(*)= У ЬтР?т(х) (3.3)
т— О

В силу леммы 2.2 и ограничении, наложенных на функцию /(х) в тео­
реме 2.2, ряды (3.2), (3.3) сходятся по норме пространства /-.(֊֊ I, 1).

Воспользовавшись известным [6] свойством ортогональности полино­
мов Лежандра, получим

1 1
■ с0(!)= f (3.4)

-1-1
1

= p(x)Pk(x)rfx (3.5)

I
Подставив в (3.4) Л'(0 в форме второго равенства (1.5) и используя ин­
теграл [6]

Г» , х . (֊ 1Г*Г(2п + 1) . ( .Ръ. (х> cos ахах -- -----------------------— /. . а)
(2п)!Г(1/2)). 2О

О

представим коэффициенты в виде

(3.6)

Лелмга 3.1. Если функция /(х) (-£2(—1, 1), то любому решению 
ф(х) из класса /.2 (—1, 1) уравнения (1.5) соответствует последова­
тельность чисел [а,-} из класса Л, удовлетворяющая бесконечной си- 
стеме линейных алгебраических уравнений



80 Е В Коваленко

а., = ֊ ֊ У стп(Х) 6л (« = 0,1, 2,...) (3.7)
Р т-0 Р

Наоборот, если функция /(.г) -1, 1), то любому решению а,. | 
из класса I системы (3.7) соответствует решение о (х) Аэ.( 1. 1) 
уравнения (1.5) вида (3.1).

Для доказательства, с учетом теоремы 2.2. подставим в интегральное 
уравнение (1.5) функции <р(£). Г(х). А(О в виде (3.1)—(3.3) и вычислим 
интегралы, используя свойство ортогональности полиномов Лежандра [6]. 
11олучим соотношение, в левой и правой частях которого стоят ряды по 
четным полиномам Лежандра. Приравнивая коэффициенты обеих частей 
при полиномах одинакового номера, получим бесконечную систему (3.7). 
Легко производятся и обратные преобразования с учетом соотношения 
' ]) - т I/, •

Теорема 3.1. Если функция /(.т)£Ал( 1, 1), то оператор, стоя­
щий п праной части (3.7), действует в пространстве !■ и является а 
нем вполне непрерывным [5] при всех р, Х£(0, х:)-

Учитывая поведение ядра интегрального уравнения (1.5) (лемма 2.2) 
и равенство Персеваля [5] ГгЬ. 1 нетрудно показать, что
при

У V (>.)<«,, {/Д А. (3.8)
m~d.fi “О

Отсюда следует, что оператор, стоящий в правой части (3.7), действует 8 
пространстве последовательностей /... и является там вполне непрерывным 
при р, >.£ (0, =»). Поэтому к системе применима альтернатива Гильбер­
та [7] о разрешимости бесконечных систем. Поскольку соответствующее 
■истеме (3.7) решение интегрального уравнения ( 1.5) существует и еди.ч- 
•твенно в пространстве А.( 1. 1). то в силу леммы 3.1 существует един­

ственное нетривиальное решение бесконечной алгебраической системы (3.7), 
принадлежащее пространству которое можно найти с любой степенью 
точности методом последовательных приближений или методом редукции.

Решив систему (3.7), найдем затем по формулам (3.1) решение инте­
грального уравнения (1.5). При этом обобщенная сил? вычисляется по 
формуле

1 ,
I о(=)^ = 1 2 у ак (3.9)
3 Л’-й
- !

4. В качестве примера рассмотрена плоская контактная задача о вдза- 
чиваннн штампа с плоским прямолинейным основанием ширины 2а в упру­
гую полосу толщины И, покрытую «вииклеровскнми» пружинами [8, 9]. с 
упругими характеристиками V (коэффициент Пуассона) и 6' (модуль едзи- 
га), лежащую без трения на Местком основании. При этом
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ճյ(ս) = Լ(ե՚) = сЬ 2г/ -- 1
տհ 2 и 4֊ 2и

֊ О

>. = Лег՜1, /4 = 0.5, 5, = (7(1 — >)՜’, А - коэффициент гсстелн основе- 
я Фуссз-Винклера.

Решение задача может быть получено методом, изложенным в п. 3. 
При этом значение коэффициента р я (1.5) бралось разным единице. Коэф­
фициенты разложения С я,« (л.) подсчитывались с четырьмя точными зна­
ками после запятой при различных значениях л и занесены з таблицу 1.

Таблица /

ЛК! А=2 \=1 >=1/2 тп л^2 л=1 х = 1/2

00 2.4544 1.4159 0.7477 22 0.4497 0.4432 0.4177
01 -0.3073 -0.1960 -0.0742 03 -0.0100
02 ֊0.0343 -0.0390 -0.0395 13 —0.0330
11 0.8262 0.7714 0.5805 23 -0,1122
12 —0.1863 -0.1799 -0.1312 33 0.3049

В табл. ֊ з.-.несеиы значения ф(0) при различных к - величины обоб­
щенных Р. Отметим, что пох-решкость приведенных з табл. 2 результатов 
-Че превосходит 1.5%.

Таблица

?(0) Ր
Х = 2 л — 1 л^1/2 Л 2 >=1 А-1/Ջ

0.860 1.258 1.774 2.253 3.037 3.949

Пон этом 5 урезанной системе (3.7) достаточно было ззять не более 
четырех уравнении.

Автор благодарит В. М Александрова за ценные советь: иомошь.
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Ь. Վ. ԿՈՎԱԼԱՆԿՈ

ՈԱՐԱԿ ՈՒԺԵՂԱՑՆՈՂ ԾԱԾԿՈՒՅԹՈՎ ԴմԱՅԻՆ ԴԵՖՈՐՄԱՑՎՈՂ 
ՀԻՄՔԵՐԻ ՀԱՄԱՐ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ 

ԼՈՒԾՄԱՆ ԷՖԵԿՏԻՎ ՄԵԹՈԴԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

/ վերջավոր ինտերվալի վրա ՛փաթեթի տիպի .՛,րկրււրդ սեռի 
ինտեգրալ հավասարումների հատուկ դաս, օր ոնց կորիզները պարունակում են 
6 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 2 
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երկրաչափական կամ ֆիզիկական I հ (0, >֊ ) պարամետր։ Այզպիսի Հա 
>/ասարամների են բերվում բարակ առաձգական ժաժկայթներով ումեղացվսո 
մակերևույթներով զծային զևֆորմ ացվոզ Հիմ բերի Համար, մի շարբ հարթ 
կ ո ն տ ա կ ւո այ ի ն ի։ նղիր ն Լ ր ։

Կիրաոաթ Հունների Համար կարևոր ֆունկցիաների տարած ութսուններում 
gnitg Լ տրված ինտեգրալ հավասարումների լո։ծե[իո։թյունր և կաոուցվաո •' 
էֆեկտիվ {ածում անչափ պարամետրի կամայական արժեքների .ամար։

ON THE EFFECTIVE METHOD OF SOLVING CONTACT 
PROBLEMS FOR A LINEAR-STRAINED BASIS WITH 

A THIN REINFORCING COAT

E. V. KOVALENKO

Summary

Investigated is the special class of integral equations of the second 
kind of a convolution type on the finite interval whose kernels involve 
some geometric or physical parameter X (0, ). To such equations is
reduced a series of plane contact problems for linear-strained bases 
whose surface is reinforced with a thin elastic coat.

The solvability of the integral equations in spaces of functions, 
significant in supplements, is proved and the solution, effective for any 
value of the dimensionless parameter is obtained.
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