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Ф. С ТОРОСЯН

О ВНУТРЕННЕМ КОНТАКТНОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ 
КРУГОВОГО ДИСКА И КРУГОВОГО КОЛЬЦА. 
ПОДКРЕПЛЕННОГО НА ОБВОДЕ ОТВЕРСТИЯ

ТОНКИМ КОЛЬЦЕВЫМ ПОКРЫТИЕМ

Контактные задачи о взаимодействии кругового диска и бесконечной 
пластины с круговым отверстием близких радиусов рассматривались в ра­
ботах [1—9] В ряде практически важных случаев представляет значитель­
ный интерес также получение решений этих же задач, когда вместо беско­
нечной пластины с круговым отверстием рассматривается круговое кольцо. 
В настоящей работе исследуется контактная задача о вдавливании круго­
вого упругого диска на внутренний контур кругового упругого кольца, 
когда этот контур усилен приваренным или приклеенным к нему тонким 
упругим кольцевым покрытием. Предполагается, что внешний контур кру­
гового кольца жестко закреплен. В качестве физической модели усиливаю­
щего упругого покрытия принимается модель напряженного состоянии тон­
ких цилиндрических оболочек, основанной на известных гипотезах Кирхго­
фа-Ляна [Ю]. Решение исследуемой задачи сводится к решению интеграль­
ного уравнения Фредгольма первого рода. На основе известного аппарата 
ортогональных многочленов Якоби получено эффективное решение разре­
шающего уравнения. Рассмотрены частные случаи. Получены числовые ре­
зультаты.

§ 1. Постановка задачи и вывод разрешающею уравнения. Пусть упру­
гое круговое кольцо, ограниченное двумя концентрическими окружностями 
радиусов и /?. (№,<.&■:). жестко закреплено вдоль своей внешней границы, 
а вдоль внутренней границы усилено приваренным к нему упругим кольце­
вым покрытием малой толщины 1'20). Пусть далее внутрь этого
кольца вставлен упругий диск радиуса который прижимается к обвод) 
кольца силами 1'1։ Р и скручивается моментом М (фиг. 1). Будем учиты­
вать также силу тяжести диска. При этом разность г ~ С,—г( (г„ = 7?, Л) 
предполагается величины порядка упругих перемещений. Кроме того, счи­
тается, что эти тела находятся в условиях плоской деформации или обоб­
щенного плоского напряженного состояния. Задача заключается в опреде­
лении законов распределения контактных напряжений под диском и разме­
ров области контакта.

Введем следующие обозначения. Обозначим через (/.(Ч. "•(*>) 
(/ 1, 2)соответственно нормальные и тангенциальные контактные
напряжения, действующие под диском (/ 1) и на линии соединения
усиливающего покрытия с основанием (/— 2). Далее, через г/Л г, 1
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(7 = 1, 2) обозначим радиальные и тангенциальные компоненты уп­
ругих перемещений граничных точек диска (у 1) и отверстия ра­
диуса Ку кольца (у =2). Участком контакта пусть будет [ 0„].

Приняв те же физические предположения | 10] относительно усиливаю­
щего покрытия, что ив [9], и предполагая, что во всей зоне контакта дей­
ствуют только силы сцепления, придем к гем же условиям. Имеющим место 
в области контакта, что и я ]9|

и11 4֊ "У/' = Scos fJ — Гу j sin eJ — i (1 — cos
„ (֊«. A) (1.1)

~ T'92> ~ '■* s’n $ — s’։n*

где <5 — жесткое смещение диска в направлении осн ох, ф — угол поворота 
диска относительно первоначально)։ точки касания.

Далее, пользуясь известным комплексным представлением решения 
плоской задачи теории упругости [11], легко получить, что компоненты 
перемещений 4;՝ (у = 1. 2) выражаются формулами

vm ~ l\։H>in2 sin — <* +

J 2

«» Ц
-I- g^֊2 f •»(0 sign (0 - 0 di - j ?1 (Z)K՛" (6 ֊ 5) d- 4-

s, .

+ f ( <7i(Ocos(9
4 244
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:՜ ]>Г1 |\(01п2 ею-—<Ь — 
4^ 1 2 ।

-о,

•*’ Г*
- —-С-Пг‘ I * (•։) ։։гп (0 - Е) Л | Ъ (;) К ՝” (6 - Е) Л - 

81*՛ -1..

;• л
- ?, (ОК(» -Е)</Е- -^֊ I Ь(Е)со։(0 Е)оЕ + /։(0)

А, 4

2р»(«!•” + &!?>) = а,ад • а։А!,В։е-“ + а.Л, (В- к՜“ ֊ В.е1’) -

- (1 аг) ад, - (1 ֊ 2а.) R, 4֊- е“ - /?, V С1”(В֊^՜ ''՝ Вье1*) - 

2 к-2

V (1 С1П)-^֊ е '* — R, V (1 СГ‘)-4± 

ада 4՛ 1 к^2 к 4- 1

где

- ֊ ֊7 [ [<?։(0 - 1-,(Е))<" </•, (к = 0, ± 1, ± 2, ...)

При этом имеют место условия равновесия диска

о, а։
<-,([</.(։)л-в. + с,, г=^,(Е)</Е М (1.2)

Здесь г. — 3 — 4^ (у _ 1,2)— при плоской деформации и = 

~ (3 ) —при обобщенном плоском напряженном состоянии,
'Лу = £/,'2 (1 4՜ ^)> а £,4 ՝л соответственно модули упругости и ко­

эффициенты Пуассона для материалов диска (/ = 1) и кольца 
(У =2). Кроме того, введены обозначения

л:1։>(в Е) = Ь-±1Ь-/?п(о о+ ада ё)
4^Р։

К<2) (0 - С) = /?,, (О - -
4?:р։

+ (6 - Е) - Ь 1)Г1 (9 ֊ Е)
8*0։ 8п|1,

где
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/?։! (5 ;) — 2 $*ш2 ——-
•- 

О "
1п 2 зт--------

2

/?12(0 ;) = вт(6 —:)(' |б ֊֊ :| )в1уп (9 —

(9 = $։п (б ;) 1п 2 з։п
9-;

2

5 —5
(9 — ;) — 2 $!п2 “ — 19 • | ) $1 £П (0 - :)

Далее,

/х(Г0 (х; 1) Г1 
8тги։

9, 
| <7,(5М4 

֊«,

(^ВЛ 
втср,

СО5 9 — 
2^։

1 Р{ со$ б 1п [2 со$ — )
4*44 \ 2 /

(*х О/3. 
8՜’1!

О $т б —

Р, 
2՜!1։ (1 -I- Ь)

Сг ‘3(3
СОЯ 0 - --------— ('/ц Х*) СОЯ 0----------— СО5 9

16—<«֊։ * 4~»։

Ш —■ ֊ ֊ ^֊т Л з'т б |п бсОБ — 9 Соз 0 +
4^г։ 4^ V 2/ 8к!4

-- --------—=■--------- 51П 0 4—(хд — х') з։п 9------- $։п О
2^а-ь*1) 1бкН- • 4чч

(-п<0<г)

сх = ”4?^’
(^Ч-1)(г-1)

(х2г4- 1)։ —(г — 1): ’
(1- х..)(/,г 4-1)

(х2г 1): -(г -I)2

2 (г — I)2 у~ 1 г —1 1 4֊ х։
  ——֊ - 1п г, й. = - ’ —  
(Хт^^гт!)-------14-х, <г’ + 1-------------- 2(^։4-1)

с„, _ 1+^ а, с1” = <1 - ка, с1” а
X,. 1Ук

где

Г = £4 = Цл-1)(г ИЧ«։г_։’'֊-йг
02 = 1 + х,г-‘ ’

1\ (к- 1)(г֊1):4-«/ ' + •<-'• ' *֊ Аг- 1, » = 2,3....)

д ускорение силы тяжести, 2, плотность материала диска, 7.։=4‘б I — 
при плоской деформации и •/.; — (3^ — 1) (՝>։ 4՜ 1) при обобщенном 

плоском напряженном состоянии.
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Функции Л'1՜” (б -;)(/ 2) непрерывные в области 0։ < 9,
Е-֊<_ 0, и имеют квадратично суммируемые частные производные пер­
вого порядка.

Далее, для исключения 72(&) и т2(6) из системы (1.1), содер­
жащей неявно (б) и т. (б), используем уравнения равновесия усили­
вающего покрытия (оболочки) в перемещениях, приведенные в [9]. 
Выполняя те же операции, что и в |9], получим соотношения

Ие Вй = Ке Д<1,[1 — О' (1 а։ — о.)], 1гп Вй - 1т Ас

В, = Аг, В , = |Д_, 4 2 (О 4 £') М,И1 ч- (£> 4 />') Ц ֊ 2а5)]

.П) .(2)_ .(.1} .(4)
= »=--4л‘+-т-л ь> (*-2.з,...)(1к аъ <В с/к

где

п,
А = -֊г \(Ч1('֊) /., (■:)!<■ ‘‘Л (* = 0, +1, ±2,...) 

֊ 0>

Р-£0Л324/?--р2, 2Г=(2р0֊г/։.)Л.'2/?։^, 2рс 'в £в(1 >о)/(1 I '0)(1 20֊ 
при плоской деформации и 2-՝0 ~ ло — 1 ՛ ՝Ф ПРИ обобщенном пло­
ском напряженном состоянии, Ео, 70 — соответственно модуль упру­
гости и коэффициент Пуассона для материала усиливающего покрытия, 

4’= -ОС1” В(*։֊1)4-О(1-СР)*։(* 1)4-

!УС^(к- 1) | О'(1~С13')(к 1)-2

42' = ОСЛ:(*֊1)։ О (1-Ср) *’(*֊!) ֊֊֊

-О'С? (к- 1)։ ; О'(1 С'?)(к п

4”.- ос1” Р (* +1 )։ - /.о (I ֊ ср1) к* (к -|-1) ֊

+ О'Ср’р- 4-1):+«-£>• (1 С1”) (к + 1)

4՛ = - ос^ к~(к--1) ;֊ «.0(1- сГ։) к-(к ֊ 1)

+ О’С?' (к- - 1)4- 72О'(1 С1”)(* 1)4-2

Л = 2/.ОО' (1 - а") (1 - С,131) к-(к- ֊ 1) -

■2ОО'(С^у-к-(кг- 1)։4-«-0(1 - а'1,')к-(к-1) +

+ О(1-С"})к'(к+ 1) 2ОС№(*։ 1)4-

4- «,О' (1 - СР>) (к -1) 4- О' (1 - Ср) (*4-1)4-

2О'Ср(*=֊1) -2=^0
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В конечном итоге придем к интегральному уравнению [9] (при J*i*xr*-')

+ j К-:ли s)Ze(s)rfsЦ. | Kl”(t >)Z,(»)rfj = /.'n(o (1.3)

— • — •

(/ — 1, 2, 3). (— а</, s О)

где индекс j 1 откосится к общему случаю (/)•/ 0. Л */»0), / = 2 
относится к случаю» когда усиливающее покрытие настолько гибкое, 
что пренебрегается его нагибной жесткостью (D = 0, Л / 0) а / 3,
когда на обводе отверстия кольца отсутствует усиливающее покрытие 
(D = 0, Л = 0).

Новые переменные f. л\ входящие в (1.3). связаны со старыми соотно­
шениями

t = 0 4֊ ?. s = ; - « = Л 4֊ МЯ ? = Iе» ֊ У/2

В (1.3) введены также обозначения

= q<v = 0, qO} - 2gox-/(^ — 1), th = th кч(3» = — (z. — I )/(zl -֊- 1)

thx^). (za 1И1 (x,+i)^l(x1 + i)=x

'4 (<) = />•(<) ՛■ /'9(0 Я:[<М' ——/'1(* — ?) JMW

Kl1’ (t ֊ s) - (t - sMb 1 > г, 4- g, У а<'л cos i(f - s) 4-
*~3

-I 2а^Чч cos(/ — $) -Г g6y?u(f s) _L q >c0$ (/ - s) .

+ / 4nj4A''J,(z s)/(z։ l)r, • v o<">5in*(/ s'i + qt»/^ 5)

(/“ I. 2)

Ki" (t s) = я, V <’"cos4 (, x) (2 (x. 1) 4-2ajfp-Jcos (/ x)+
4-3

4- q{'>Kn(f ֊ s) i gevo<< >sin4(r s) q Ru (t - s) I • (/ I. 2)
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^։ (/-։)_ 2-/ги(,_։)

-?1
у /»XI11 а3՝ \ 
Л\*-1 Г Л-1/ СО5 к (/ л) -2а5^1со.ч(/—в)-}-

/ /?э։ (г з) $)

Л 1
сГ’

в։п А- (/ — з)

К,|3> (/ - х) = 2?1 У С»г’со։ к 0 - 5) -

[2 (У1 1)£о -֊2ач]^С05(/ з)

Здесь

<4’41/2֊ н Ф ь й') (1 - 2а5)]

О<» = аЛИ-(^4-^)(1-2а5)Ь а'?֊ <ф|0.0, а£> = а<’>|0.0

4֊*1), ^'[1 +(14֊ )

<”> = - С? -1— + (1 С1") -------- (1 - С13>) ------- —------

ск (к—1)4ь (к+1)4ь

Г'2) </?) — <А՝։) п Г(1Ц Мк' , п <44'
°֊ - - с‘ —---------- ” С‘ ' (4-1)А +<։-«) (*4-1)*

;з1) _ <>«> <4՛՛ 4'' . гп>. »։4՜1 „и). 4 ’
- с‘ Л +(1-С1)д- 1)։,4+(1~С‘>(* + 1)Л 

а.п> _са,^ _(1_с.п . (1 СТ).. *
ак (к — 1)ак {к + 1)ак.

֊
-4" »~(4!1'֊4'')

0-0

<-= « х51։и -
4<г-4” ]

(Л + 1)^ (А֊1)</л ] 0-0

■431՜ 4” »;(4։>' + <21) 1
‘•4 - ак |й. 0 (к !)</* |о-о

- <’"1.0-0 ֊,
43'՜ - 431 м4,г 4 4г|) ] 

(к - 1)^ ] |о=о

где
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ей1’՜ [2х։ (О' +1) ֊1֊ (к-1) + (< - 1) D'C? (k= — 1) -

-y.2D'C?{k 4-1)),'К + 1)

tfl”՜ = [2 (D'+l) - x.OC.T’fk -l)-(x, + 1) O'CP(A- - 1)։ +

+ /,O'C13’ (A 1) ֊ 2O'C'?l.'(x. +1)

<45|\=|2-4,(х.гО'֊п-х։о-еГ’(А-+1) -‘i-lD'c՝^

(»։ + 1) O'C? (k + 1)= 2z2O'Ci:'(A= - 1) Z.O'C? (k + 1)]/ (x, +1)

<rt"' l-/,O' | 2-<;O'CV’(A l)-(x. DD'rt!>(A=-l) +

+ <!DCf(4 l)l/(x,+ l)
Функции /^’(O (/ = 1. 2. 3) имеют вид

/<,°l(n = /i,'’(0 + </'oW(0 (1.4)

При этом

/о(1/>(О - Ло {1/2՝: | «<^ — 2/(1 4֊ *.) - In (2 cos ]cos(Z - 3)

-------------- ֊(* ?) Sin (/ - 3)’ - — 2 (1 4--'-j)2]cos(Z — 3) 4֊
z x։T 1 J

G\a[(<t 4- /։И(1 4- zj) — 3/(1 4- -/.J +• a{>b/0] cos (f — ?) 4֊

4՜ (f*o 4֊ 1) g0 cos (f — 3) — .ogosin (/ 3) 4-

n c
4-(1'2 uJVgo) p<Mds 4֊7O> j Po(s)^՜ g0. (/^1, 2)

/о(-г>(/) = л7;,(1 ֊ aK>go) ипл։0 In (2cos sin (t — S) —

ЛоЬК’го 2/(i+*>)=]sm(/-3)4- 
2 yu4-1

4 <Jjo[(*1 yi)/4(l >1) — 1 (1 4- 4) — o'jpgo] sin (/ 3) 4-

-4-_1_^/)(Р104-p.^4-G։o)sin(/ —fJ) o0g0sin(Z ?) 4- 

4֊'>ogo[l-cos(/-•?)], (/1,2)

П + (1 +^g.lZJa>(0 = [A<n>W + ^:i։(/)l|o-„ +s> fp։(s)rfs- 

’d'-o J



О контактном взаимодействии кругового диска и кругового кольца ] 1

" ~~ (Ло “Г Р* — ^’ю) СО5 (/ — ₽) ֊

+ / -г — Ло 4 ^1ф) 5‘П и -Н

В последних формулах положено

Ли :/?.А45|у։г, Л..= ЛЛ'4*}\.г։г, С10 =

Мп ֊-= о0 = = г։'1//2 

«п* = (1 а։—«•);[!- £'(1 «1 а։)1> а(Р -- <։<’>

о<’> а3 ч- [2 Ф 4- £') (а<)= - о5 41/2]/[ 1 (О 4 О') (1 2а5)]

«!,;՛ = 1 4- «։ — о-, О§> = а%\ а\% = й<р |д_0

В ядре уравнения (1.3) выделены его особая часть в виде функций

I — з։п — 4 "!։-0> в։дп (/ - $)

9^1п( 1/2 . / 51П -----
2

и регулярная часть в виде функций К\՛" (/ $), КУ' (/ — $) (у 1, 2, 3),
непрерывных в области —3 Сб 5 <С 3 и имеющих квадратично сум­
мируемые первые частные производные.

Отметим, что когда в области контакта действуют силы кулоновского 
трения, то, как е [9|. получим уравнение, аналогичное (1.3).

Таким образом, решение рассмотренной контактной задачи приводится 
к решению интегрального уравнения (1.3), определяющего неизвестные 
контактные напряжения р,,(!) и т.(‘). Кроме того, в Данной задаче следует 
определить также размеры области контакта (а, {'•), жесткое смещение 6 и 
угол относительного поворота ф диска. Поэтому, к уравнению ( 1.3) должны 
быть присоединены условия равновесия диска (1.2) и условия ограничен­
ности контактных напряжений на концах зоны контакта 11. II. 12]

/о(± *Н0 (1.5)

§ 2. Сведение интегрального уравнения (13) к бесконечной системе 
линейных уравнений. Решение уравнения (1.3) представим в виде ряда [9]

(1ят/,?т)/։.0 = и,(0 уг„л?:' (2.1)

с неизвестными коэффициентами При этом ввиду (1.5) должны
иметь место условия

угх;'(;1) о
..1 О



12 Ф С Торо.-ян

Здесь

(,) = т(“с -?)” (։!п V)' (։!п 2^Г

0= —----- р = _1_

2

(Р'л/ р)(х))т-о(Йе(з, 1) - многочлены Якоби, ортогональные на
отрезке [—1, !| с весом (1 — х)*(1 4- х)՝.

Подставляя (2.1) в (1.3). а затем используя известные интегральные 
соотношения, ли логичные приведенному (13]. уравнение (1.3) известным 
способом относительно неизвестных коэффициентов сведем к кваэивполне 
регулярной бесконечной системе

.-.(1 4֊ ч”1) + — П'■ V Д=- (<*'( ■ 4-
п

1{ ~ г/
+ п֊.\' — п-Ь.. (п = 1. 2....) (2.2)

п т՛’ я՛

где.

— (л = 1,2,...)

а е։ — сколь угодно малое, ио фиксированное положительное число. Кроме 
того, для определения коэффициента 2. получим соотношение

4, 1 - ^֊'Л, 1п (2 ։г ֊ ) - 7,->/ ’՛ | ъ֊։ V 2^.: +

+ у - у 4.ЛЙ724- 9 [(ад- ч-7։Тч»)7-<_ 
т-0 т=<) •

- (4 +4) 1»'Л» 1п (2 12 у) - (4-Л)Т7‘Л-

֊и1 у -ч„(у - V (2.3)
т—0 \я—I т— I /

Здесь введены обозначения

_ ,-Л ։ь Г..Ч- «с։ р: "(*) р, -1՛ : (*)Л
4 , 2

А<Л’ ’'(х) 4-
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где

/ ֊ - Л ’^(х) тг(6^1։ '(*)</'

(л = 0. 1. 2, ...; т = 1, 2....)

/?0 ■*{,’ ——-зесЬ«1*</}[1П2-г ?(0.5 —/>и>) — ?(1)]

% т 1 ~с1£՜“ (1Л)՜*’ (л։« 1.2,...) 
••

Н:х — п“՜’ ей — (Л„)՜’, (л 1, 2,...)
2

лЛ Г(п —-)Г(л ֊-б):2[Г(л - 1)]- 

['(х) — пси-функция Эйлера, Г (х) гаМма-функция.
Бесконечная система (2.2) и соотношение (2.3) при /-1 н 

у =3 (<7(1)т-д'֊։> — 0) совпадают с аналогичной бесконечной системой и ана­
логичным соотношением, рассмотренными в [9]. Поэтому остальная часть 
обозначений, содержащаяся в (2.2) и (2.3), здесь не приводится

Отметим также, что квазивполне регулярность системы (2.2) пр । —1 
и/=3 доказана в |9]. Аналогичным образом, как и в [9, 14]. можно по­
казать, что при у = 2 (д(2) АО), то есть при добавлении к ядрам 
А’лп. и КнЛ, соответственно ядер и д'- Кг,՜,,',, квазивполне ре­
гулярность системы (2.2) не нарушается.

§ 3. Числовой пример. Рассмотрим уравнение (1.3) при отсутствии 
тангенциальных контактных напряжений, то есть г, (О = 0. и положим 
г'ц, - М„ = 0. Л огда оно принимает вид [7]

(И֊2д<'>) ] !п 1

2 $։п--------
р0(5)</$ Т 5)р<։(5)</5=/оу(/)

2

К, (/-$) = Ие [А7Л (/ -л) -г (г 5)|

ЛУ(О = Кё[/^(0], (у = 1,2,3)

В указанном частном случае в зоне контакта будет действовать только 
нормальное давление Рс(О. область контакта становится симметричной от­
носительно оси ох (Р = 0, ф = 0) и будем иметь рп{—I) = Ро^՝)-
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Условие равновесия диска примет вид

Ро($)с05 Р:о- О'и,

Числовые расчеты здесь будут выполнены по схеме, приведенной в | 7].
Рассмотрим дна случая:
1) пренебрегается изгибная жесткость усиливающего покрытия 

(/■> = 0),
2) отсутствует усиливающее покрытие на обводе отверстия кольца 

(И ֊ 0).
Числовые расчеты проведены для случая 3 4՛^ при следующих

значениях физических и геометрических параметров:

1Ъ = !1:՛ (£, = Но/Рз = 1/2 <^о £« = 1/2)» ֊'о = *2 = 0.3

Л//?։ = 0.05, /?։//?։ - 2, = 4 (г = 4, г -16)

Кроме того, положено '՜, ~ гь в то время как принимается г Ф 0 
(е = г.,—г,).

Вычисления проводились на ЭВМ «Наири-2». Бесконечные системы 
решались методом редукции, причем для получения максимальных нор­
мальных давлений с тремя верными знаками, достаточно было брать три 
уравнения из бесконечных систем.

Числовые результаты приведены в таблице.

Л /?! 0.05 Л 0
з 30е з-60՜ а=75° з 30' »=«• а=75°

0.0331 0.2317 0.5941 0.0361 0.2701 0.8712

*• { 0.1915 0.6667 1.3262 0.2111 0.8890 2.3670
ГМ 0.2500 1.0790 2.3846 0.2754 1.3694 3.8980

*0 0.0109 0.0842 0.2313 0.0120 0.0980 0.3393
** -0.0109 -0.0851 0.2342 0.0121 -0.1001 - 0.3430

х, 0 0.0010 0-0030 0.0001 0,0020 0.0018
Х3 0 -0.0001 -0.0001л 0 0.0001 0.СЮ19

р„('Лтл1 0.0421 0.1704 0.3849 0.0467 0.2001 0.5603

Р 30' С։<1 0.0302 0.2063 0.6087 0.0304 0.2264 0.8138

X 11
0.2411 0,9609 2.4100 0,2670 1.1548 3.5510

х- 0.2950 1.3280 3.4870 0.3080 1.5590 5.0040
х» 0.0100 0.0752 0.2384 0.0100 0.0825 0.3186

-— х, -0.0099 - 0.0740 ֊0.2350 -0.0100 -0.0814 ֊0.3143
ха -0.0001 -0.0010 -0.0028 0 -0.0010 ֊0.0035
х> 0 -0.0002 —0.0006 0 -0.0001 0.0008

р(,('))тах 0 0382 0.1484 0.3870 0.0386 0.1630 0,5177

Отметим, что вычисления проводились при следующей схеме нагру­
жения диска: либо считалось, что на диск действует только сила Р: (С ,=()).
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\нбо наоборот, на диск действуют только силы тяжести диска б\(А’: = 0). 
Полученные результаты показывают, что в обоих случаях при Р. - С։ рас­
пределение контактных давлений и размеры области контакта получаются

одинаковыми, однако во втором случае (Р: = 0) несколько увеличивается 
жесткое смещение диска 6 (в таблице значения приведены в двух рядах, 
причем верхний ряд соответствует случаю О։=0, а нижний — Р.. = 0).
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Для наглядного представления полученных эффектов, обусловленных 
наличием на обводе отверстия кольца подкрепляющего покрытия н измене­
нием отношения R-i'R,. приведены графики зависимости длины участка 
контакта (2а) и величины жесткого смещения диска ($,.) от прижимающей 
силы Р» (фиг. 2). Приведены также графики распределения контактных 
давлений при а =30°, 60е и 75° (фиг. 3). В этих графиках сплошные линии 
соответствуют случаю 1). а пунктирные — случаю 2). Кроме того, через 
1 и 2 обозначены кривые, соответствующие отношениям R.;R, = 2 и 
R./R, = 4.

Автор признателен С. М. Мхитаряну за постановку задачи и постоян­
ное внимание к работе.

Леннникаиския филиал Ереванского
политехнического ин-та нм. К. Маркса Поступила 24 IV 1978

X. II. И-ււՐՈՍՅԱՆ

ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ՍԿԱՎԱՌԱԿԻ ԵՎ ԱՆՑՔԻ ՇՐՋԱԴԻՕՀ ՐԱՐԱԿ 
0‘ԼԱԿԱսԵՎ ԾԱԾԿՈՒՅԹՈՎ ՈՒԺԵՂԱՑՎԱԾ ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ՕՂԱԿԻ 

ՆԵՐՔԻՆ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՓՈԽԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ If ԱՍԻՆ

II. մ փ и փ n I tf

Ա շիւ ատ տնքում ղիսւաքւկվո։մ Լ շրջանային ասաձղական и կա վա и ա կի և 
արտաքին եղրադծով կոշտ ամրացված շրջանս։ չին Օղակի նե՛րքին կոնտակ­
տային ւիոիւաղղեցսւթ յան խնդիրք, երբ օղակի անցքի շրջաղ/ւծր ում հղաց­
ված է, օղակաձև բարակ աոաձղական ծածկույթով: Խնդրի որոշիչ Հավասս։֊ 
րոէմր Հանդում Լ Ֆրհդհպմի աոաջին սհոի ինսւեդրալ Հավս։ոարման։ Վերջի­
նիս [п/ծումր Տակորիի որթոդոնալ բազմանդամների մ աթ եմ ատիկակէսն ապա­
րատի Հիման վրա բհրված է Համ արմ եք քվ աղիքիով ին ոեղոպյար դծային Հան­
րահաշվական Հավասարրւմնհրի անվերջ սիստեմ ի ր։։.ծմանր: II ի քանի մաս­
նավոր դեպ քերի Համար ստացված են թվային արդյունքն հր։

ON THE INTERNAL CONTACT INTERACTION OF A ROUND 
DISK AND A CIRCULAR RING SUPPORTED ON THE 

CONTOUR OF THE HOLE WITH A THIN CIRCULAR COATING

F. S. TOROSSIAN

Summary

The contact problem on the external interaction of an elastic round 
disk with a circular ring rigidly fastened along its external boundary, 
when the outline of the hole is supported with a thin circular elastic 
coating stuck to it, is considered.
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The solution of the above problem is reduced to that of the first 
kind Fredholm integral equation. It’s effective solution is presented. 
For some particular cases the numerical results are obtained.
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П. А. МКРТЧЯН

ДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ЭЛЕКТРОПРОВОДЯЩЕЙ 
СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

В работе [1] на основе гипотезы магнитоупругости тонких тел [2, 3] 
получены двумерные уравнения магнитоупругости сферической оболочки, 
находящейся в произвольном неоднородном магнитном поле. В данной ра­
боте с помощью указанных уравнений рассматривается задача о параметри­
ческих колебаниях электропроводящей сферической оболочки в радиаль­
ном магнитном поле. Получено уравнение для определения критических 
частот главного параметрического резонанса. Исследуется влияние напря­
женности заданного магнитного поля на критические частоты и области 
динамической неустойчивости. «

Аналогичные задачи динамической устойчивости электропроводящих 
пластин в магнитном поле рассмотрены в работах [4, 5].

1. Рассмотрим задачу динамической устойчивости замкнутой сфериче­
ской оболочки постоянной толщины 211 и радиуса R под действием равно­
мерно распределенной по поверхности радиальной нагрузки р(0 = рп 4՜ 
~Ь р, СО5 (Оо/. Ортогональная система координат выбрана так, что средин­
ная поверхность сферической оболочки отнесена к географическим коорди­
натам а, Р (а представляет угол долготы, р — угол широты), а у направле­
на по нормали к срединной поверхности. Тогда для коэффициентов первой 
квадратичной формы и для кривизны срединной поверхности будем иметь 
Я = R, В = R 4п а, = к2 = R \ в последующем, ради сохранения сим­
метричной структуры получаемых выражений, приведенные выше значе­
ния А и В в расшифрованном виде не будем подставлять, однако все вре­
мя будем понимать, что А — величина постоянная, а В не зависит от Р 
[6. 7].

Пусть оболочка, изготовленная из материала с конечной постоянной 
электропроводностью о, помещена в стационарном неоднородном магнит­

ном поле Н.Ау). вектор напряженности которого перпендикулярен к неде- 
формированной срединной поверхности [10]. Начальное невозмущенное 

состояние характеризуется вектором упругих перемещений С'о, электриче­

ского поля £„ и магнитного поля Н„. Их определяем из уравнений магнито­
упругости и электродинамики невозмущенного состояния. Предполагая, 
что напряженное состояние оболочки до потери устойчивости является без- 
моментным и пренебрегая силами инерции [8], из указанных уравнений 
найдем следующие выражения для характеристик невозмущенного состоя­
ния :
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£„ = 0, Н,=------ ----------п,
(1+Т//?)г

ЛЕИ 2

где Но—величина вектора напряженности магнитного поля на срединной 
—►

поверхности (у = 0), пт—единичный вектор в направлении координатной 
линии у, и —внутренние силы начального невозмущенного со­
стояния.

Как видно из (1.1), до возникновения возмущений внешнее магнитное 

поле Н(, не вызывает дополнительного электромагнитного поля, так как 
тангенциальные перемещения невозмущенного состояния оболочки равны 
нулю.

В основу последующих рассуждений ставятся следующие предположе­
ния:

а) гипотеза магнитоупругости тонких тел, определяющая закон изме­
нения упругих перемещений и компонент индуцированного электромагнит­
ного поля по толщине оболочки [3];

б) для внешней области (для среды, окружающей оболочку) считаются 
справедливыми уравнения Максвелла для вакуума;

в) влияние токов смещения на характеристики динамической устойчи­
вости пренебрегается.

На основе принятых предположений основная линеаризованная систе­
ма сингулярных интегро-дифференциальных уравнений устойчивости сфе­
рической оболочки имеет вид [1, 8]

ДЧ------------------- 4-зН.Е2 д2
с" О/

е —2^^
R ‘

О
■ь— △л՝ + 

л
= 0

2_ 
R

А2
З/?2

Д

^0£2
?сс1

мл

С О1

с3 д/2

А2 А------ Дш
№

(1.2)
2и> = о

ЗА3 R
А20-—(д+1-,)(д+2)։и֊ 1 д2ш

Со оГ-

, о/42А2 О' ?(/)
'՜Зpc2c}R2дt и' 4рА/?с2 (Д + 2) ш = о

Здесь приняты обозначения:

АВ
±(Ви) + А(А„) 
(к ар

2ш

Я2 Г д / В д \ д / А д \ 
АВ I да. \ А да) др \ В д^/
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4' = — — (В'»)-----— (Ау)
АВ [ (?<х Ор

(1.3)

՝!’(՝• 7о 5*п

г = 2 (1 — СОЗ 90), Е 
р(1֊*2) 

соз % = соз ; соз ? 4՜ ь1п ; З1п а сох Р)

где Е — модуль упругости, V — коэффициент Пуассона, р — плотность ма­
териала оболочки, с — скорость света, с0 — скорость звука в материале 
оболочки, ф(а, р, /), ф(а, Р, О — искомые тангенциальные компоненты 
индуцированного в оболочке электрического поля, ^(а, Р, О, р, /), 
а'(а, р, /) — искомые перемещения срединной поверхности оболочки.

Решения приведенных уравнений должны удовлетворять условиям не­
прерывности и однозначности на сфере.

2. Решения уравнений( Е2) представим в виде разложения

= V гип (7) (а, Р),
л=1

(2.1)

(а, р) = V (АП1< соз А.р -г Епк з!п £р) Р„ (соз а) 
к=о

где Апк и Впь коэффициенты Фурье, определяемые формулами
2к я

Апк —

О 0

р) Рп (соз а) сое £р з։п т</а7р

2к Е

Впк = —7— | \ Уп (а» Р) Рп (соз а) зт к^> эш ^б/ас/р 
та2.).)

о о
. - Д >|2 ( и 1 ^) •

2п + 1 (п֊к)1՝
2 при к = 0,
1 при к 0,

(х) = (1 ֊ х-)‘ -

Р„ (х) — —-— — [(я2 — 1),!] — полиномы Лежандра. 
2 га! 7хР

Подставляя (2.1) в уравнения (1.2), получим систему линейных диф­
ференциальных уравнений с периодическими коэффициентами
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/ „ + (2п
4пз/?-' d dn

c dt
2wn 
R

--0

з//0А2) п dw
dt

R \3R'

?CC֊

(>.„ 2) wn 4*

n’ __ Ho d /f __
’ n I Jn

c dt \ R
= 0 (2.2)

1 d*wn 
c- dt֊

। ih2HvK, dw
+ ^c-c^R֊ ~dt 4hRc^ 2'“’"-°

Н 3ptfc*cJ

Здесь )-n = n (n 4 1) •
Система уравнений (2.2) после некоторых преобразований приводится 

к одному дифференциальному уравнению относительно

, d3w„ . d-Wn . .л о .dwn ,
<*i ——- 4 а2---- ;----- 7о d — Лп cos о։֊)---------г

< d-3 d~ d-

4՜ [1 — 211в (cos w: — at<o sin <՛)՜)] wn — G (2-3)

где введены обозначения

S3 j —

_ apR՝՜^
°1՜ chd- a.,

3dnc2(>.n — 1 4-4

«1P(.
7o — CIJ nP* Po

4Eh 14-320֊я֊1)2
P - - ~ ~P i _ 1 _l_ м

Pt
'° 2(p*—Po՝

i 2 q2 
jq/jCq po

chdn (p* — />(,) 3c27?2 (/•„ — 1 4- 4
>2n

6/?2(l 4-4
h֊

„ __ Oil-S)
I О — ’

%
a? = (>,, - 2)

1>л՜

(2.4)

d.

h-
3№(1-v2)

4кзЛ 
о ~ В 22Но Ид- —

1 4кр

•|-------(2n
2A

M), oj = 2֊^, 2a 
2

Q2 ( 1   Pb
“o ։ 1

՝ P* ■

^R^p*

В (2.4) <2,. — частота собственных колебаний сферической оболочки в ва­
кууме при отсутствии магнитного поля, у„ и Цо — коэффициенты возбужде­
ния, р* —значения критической силы при статической устойчивости обо­
лочки, параметры и ро характеризуют электропроводность материала 
оболочки и напряженность внешнего магнитного поля соответственно. 

* д—скорость распространения волн Альфвена.
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Уравнение (2.3) имеет периодические коэффициенты и, как известно՛ 

[8, 9], при некоторых соотношениях между коэффициентами имеет неогра­
ниченно возрастающие решения. Границы области главного параметриче­
ского резонанса определим, используя метод гармонического баланса [8].

Согласно сказанному, решение уравнения (2.3) будем искать в виде

w„ (") = Ао sin — 4֊ Во cos — (2-5)

Подставляя (2.5) в (2.3) и приравнивая определитель нулю, для опре­
деления критических частот главного параметрического резонанса получим 
уравнение

a֊z3 + (a.; 2a^0)z2 + (3S — а՜֊ — 2а2) z 4- 1 — = 0 (2.6)

где z = ю2/4.
На основании (2.6) проведем численный анализ для алюминиевой обо­

лочки при /։//? — 0.01, р0 = 5 отм.

На фиг. 1 представлены графики зависимости критических частот глав­
ного параметрического резонанса от напряженности заданного магнит­
ного поля р(Р = 104 р2) при различных значениях коэффициента возбуж­
дения ц, где

шо , %Е Рь + рД %Е1г
Ш*=Ч’ 11 3(1-^

Здесь р**— минимальное значение по п критической силы при статической 
устойчивости оболочки.
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Рассматривая фиг. I, замечаем, что при наложении магнитного поля и 
дальнейшем увеличении его напряженности область главного параметриче­
ского резонанса уменьшается и стремится к нулю при определенном зна­
чении напряженности магнитного поля рПр- Это значит, что существует ми­
нимальное значение (Зпр) напряженности заданного магнитыого поля, пре­
вышение которого исключает возможность появления параметрического ре­
зонанса.

В табл. 1 приведены значения Нпр при некоторых значениях коэффи­
циента возбуждения р для алюминиевой оболочки.

Таблица 1

Н пр. 
1О'։ эрстед 1.0862 3.4348 5.0698 6.1991 7.1698

[1 0.01 0.1 0.2 0.3 0.4

Расчеты показывают, что является монотонно возрастающей функ­
цией от числа волн И, поэтому фиг. 1 построена для п = 2, соответствую­
щему наименьшему значению <•% в зависимости от П.

Зависимость ^пр от коэффициента возбуждения р приведена на фиг. 2, 
которая показывает, что чем больше интенсивность магнитного поля, тем 
большая амплитуда параметрической силы требуется, чтобы вызвать дина­
мическую неустойчивость оболочки. Приведенная кривая отделяет область 
устойчивости (770^>//,1р) от области неустойчивости (//0<//пр) и по­
строена при п = 2.
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Из фиг. 3 видно, что зависимость £пР от числа волн П является моно­
тонно убывающей функцией.

Институт механики АН 
Армянской ССР Поступила 6 IX 1977
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ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈԻՄ ԷԼհԿՏՐՍճԱՂՈԻԴԻՉ ԳՆԴԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ 
ԴԻՆԱՄԻԿ ԿԱՅՈՒՆՍ Ի ԹՅՈՒՆ Լ'

II. մ փ ո փ ո է մ

Հոդվածում ելնելով բ ա ր ա կա պ ա տ մ արւ) ինների մ ա զն ի ս ա ա ռա ձ դ ա կ ան ու֊ 
թ յան վարկածներից, դիտարկվում է գնդային թաղանթի դին ամ իկ կայուն ոլ- 
թյան խնդիրը ստացիոնար մադնիսական դաշտ ում, երբ մադնիսական դաշտի 
լարված ության վեկտորր ուղղված է թաղանթի միջին մակերևույթի նորմա֊ 
ք ո վ: Ստացված է բնութադրիչ հավասարում գլխավոր սլ ա ր ա մ ե տր ա կան ռեզո­

նանսի կրիտ իկա կան հաճախականության նկատմամբ։
Ուսումնասիրվում է տված մադնիսական դաշտի լարվածութլան ազդե­

ցությունը։ դինամիկ կայունության տիրու/թների վրա։ Որոշված է արտաքին 

մադնիսական դաշտի ս ահմ ան տ յին արժեքը, որի դե սլքում բացառվում է ւզա- 
րամետրական ռեզոնանսի հնարավորությունը:

DYNAMIC STABILITY OF AN ELECTROCONDUCT1VE 
SPHERICAL SHELL IN THE MAGNETIC FIELD

P. A. MKRTCHIAN 

Summary

In terms of the hypothesis of a thin body magnetoelasticity ihe 
problem of parametric vibration of an electroconductive tpherical shell 
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in the radial magnetic field is considered. An equation is obtained to 
determine the critical frequencies of the main parametric resonance. 
The influence of the specified magnetic field strength upon the critical 
frequencies and the dynamic instability region is studied.
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К. Б. КАЗАРЯН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ТОКОНЕСУЩЕЙ ОБОЛОЧКИ 
ВО ВНЕШНЕМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

В последнее время в технике получили применение токонесущие упру­
гие тела. В связи с этим ряд работ был поспящен исследованию поведения 
токонесущих упругих тел в магнитном поле [1—7]. В [2] показана воз­
можность потери устойчивости гибкого токонесущего провода в магнитном 
поле. Вопросу устойчивости и колебания упругих токонесущих стержней 
посвящены работы |3—5]. В [4] рассмотрена задача устойчивости упруго­
го токонесущего стержня круглого и эллиптического сечении в случае, когда 
электрический ток течет по направлению оси стержня я является поверх­
ностным током. Для стержня круглого сечения в |5] теоретическим и экс­
периментальным путем рассмотрена аналогичная задача R случае, когдч 
электрический ток равномерно распределен по сечению стержня.

В работе |6] показано, что цилиндрическая оболочка может потерять 
устойчивость в магнитном поле электрического тока, протекающего по на­
правлению образующей оболочки.

Для пластин и оболочек с электрическим током исследование некото­
рых задач колебаний и устойчивости приводится в |7].

В настоящей работе рассматривается задача устойчивости токонесу­
щей оболочки конечной длины, по направлению образующей которой течет 
объемный электрический гок. Оболочка находится под действием внешнего 
продольного магнитного поля, параллельного электрическому току. Опре­
делены критические значения плотностей электрического тока и напряжен­
ностей внешнего магнитного поля, при которых оболочка теряет устойчи­
вость.

$ I Круговая тонкая цилиндрическая оболочка длины толщины 2/?. 
радиуса срединной поверхности R отнесена к триортогональной системе, 
координат (а. р. у) так, что координатные \инии <х и |э совпадают с линия­
ми кривизны срединной поверхности. Под а и 0 подразумеваются размер­
ные координаты точки срединной поверхности, откладываемые соответ­
ственно вдоль образующей и по дуге.

Материал оболочки изотропен, не обладает магнитными свойствами, 
■шляется проводником электрического тока.

По оболочке по направлению оси а течет стационарный, равномерно 
распределенным по толщине электрический ток плотностью /՛„. I оконесу- 
щая оболочка помещена во внешнее стационарное однородное магнитное 
поле, вектор напряженности которого Н, параллелен образующей оболочки, 
лак известно, токонесущая оболочка обладает собственным магнитным по­
лем. которое для тонкой бесконечной оболочки равно [6]
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__  _ 4-,•Я,--2Л(- + Л) |-|<л
С

4 = 0 •;<-/։ (1.1)

на = -^.с
Рассматривается устойчивость конечной токонесущей оболочки во 

внешнем магнитном поле Н
Для собственного магнитного поля конечной обо,ломки принимается 

значение магнитного поля бесконечной оболочки.
В отношении упругой оболочки принимается гипотеза Кирхгофа-Лява.
В невозмущёииом состоянии на оболочку, вследствие протекания элек­

трического тока, действует объемная пондеромоторная сила Ампера

?О = 4ЧЛХ(Я.+Д>1: = Л.А б (1.2)

Внешнее продольное магнитное поле 77, /7, • ։,, будучи параллель­
ным направлению тока, для невозмущенной оболочки нс вносит вклада в 
объемную силу Л..

Принимается, что под действием силы / „ в оболочке устанавливается 
безмоментное напряженное состояние, определяемое кольцевым усилием [6]

ЛГ0 - (1.3)

В [6] показано, что учет индуцированных электромагнитных полей, 
возникших вследствие колебаний, не влияет на критическое значение плот­
ности электрического тока, при котором оболочка теряет устойчивость. 
Здесь. в силу этого, задача устойчивости оболочки рассматривается на осно­
ве статического подхода [8].

В возмущенном состоянии оболочки, вследствие изгиба, возникает по­
перечный компонент вектора плотности электрического тока, определяемый 
из условия непротёкаемости электрического тока [7]

(7-") = 0 (1.4)

В (1.3) п нормаль к поверхности возмущенной оболочки. / — век­
тор плотности электрического тока возмущенной оболочки.

1 ак как н = (]га<.1 (&—у), то из условия (1.4). учитывая, что оболочка 
является тонкой, для нормального компонента вектора плотности началь­
ного электрического тока возмущенной оболочки получим

. . Ош

где и՛ — нормальное перемещение срединной поверхности оболочки.
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Взаимодействие электрического тока плотности Д с внешним про­
дольным .магнитным полем Н, приводит к возникновению объемной ион де­
ром отор ной силы

Г (Л; (1.5)
С <7Х

Вопрос с ончнвости токонесущей оболочки во внешнем магнитном по­
ле рассматривается на основе уравнений технической теории гонких обо­
лочек.

В силу допущения безмоментностн исходного напряженного состояния, 
определяемого кольцевым усилием (1.3), и с учетом тангенциальной возму­
щенной пои деромоторной силы (1.5) эти уравнения в перемещениях средин­
ной поверхности имеют вид | 8]

1 — у <Рц . 1 -4- V у ди> 0
да* ' 2 д'? 2 R д*

■>'г՝ ~ 7 '221 1 7 #ги _ 1 ды_ (1 — 1 Н}ф
2 (№ 2 К ЪъЕк.

2>՜ м ~ к(] >5) \/г #?/ 8- д?

В (1.6) Е— модуль упругости, V — коэффициент Пуассона материала 
оболочки, и, I’—тангенциальные перемещения срединной поверхности обо­
лочки, Н.. - 8:-./с6с 1 абсолютное значение собственного магнитного 
поля на внешней поверхности оболочки, обусловленного электриче­
ским током, О — '2Е/?/3(1 ֊ у'՜1), Д - <^'от - сАт/З2.

§ 2. Как известно, для определения условий потери устойчивости обо­
лочки в статической постановке необходимо для токонесущей оболочки 
определить те качения магнитных полей Н,, H2t при которых система урав­
нений (1.6) имеет нетривиальные решения.

Задача решается при условиях шарнирного, свободного в тангенциаль­
ном направлении опирания на торцах оболочки а = О, <Z L.

Можно показать, что рассматриваемая здесь задача устойчивости при­
надлежит к классу несамрсопряжеиных краевых задач. Для решения нс- 
юлъзуем вариационный метод Бубнова—Галеркина, применяемый в не- 
консерватирных задачах [9]. Согласно этому методу представим решения 
уравнений (1.6) в виде следующих рядов функций, удовлетворяющих усло­
виям опирания и замкнутости оболочки:

, '» .
и е'՜ V ип cos v е'' V $jn k„a 

п— 1 к -»1

tp = t>','r \л «ь, sin АлХ (2-1)
о֊1

т = 1.2,3,...)
\ A L /
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Подставляя (2.1) в (1.6) и используя обычный процесс ортогонализации 
Метода Бубнова—Галеркина. после некоторых преобразований приходим к 
следующей бесконечной алгебраической системе относительно

Aw, + 7 V = 0 (q = 1. 2, 3, ...) (2.2)
t«=J

где

А—0(/>։ *’)* ■ 2£hk\R- ՝ R(k:,- ^p֊H;

В„ч~ Bn<,HxH2

в»? —
0 (л — q — четное число)

0 (и — q)

( Rr.zy 1 [(2 >) pk ՝ — рЧ-.] (л — </ — нечетчое число)

Представляя в (2.2) комплексный прогиб ։■ виде и
разделяя действительные и мнимые части системы 2.2), получим 
следующую бесконечную систему относительно :<՛։./• и՛.,:

по 
Avwj7 V — 0 

»<е I 
ее

Ач«>2% — V w\cJ3,..t 0

(2.з)

Приравняв нулю определитель Q системы (2.3). найдем критические 
•качения напряженностей магнитных полей //, и Н2, при которых оболочка 
теряет устойчивость.

Определитель Q приводится к произведению определи к лей двух гране- 
поНированных матриц

Q - det | С<Л J-det , С,.ч j — [det | С,/л | ]-

Общий член определителя det | С,.„| имеет вид

.4ло„, 4֊ (— 1)'7<,.; (п ±д нечетное число)

= АЛ.., (л г q — четное число)
(2.4)

(**Чг, —символ Кронекера).
Как известно [9], для использования метода Бубнова—Галеркина в 

-''.самосопряженных краевых задачах необходимо, чтобы этот метод приво­
дил к бесконечным определителям, принадлежащим к классу нормальных 
определителей.

Для доказательства принадлежности определителя det | С,,„1 к 
классу нормальных определителей разделим g-ю строчку определи­
теля на i Р(Л7 р'՜)'*, а п-й столбец на [ D(kn
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Тогда определитель det|Cvn| можно представить р. виде

— ~ . '-'чч ("/•՛: '

где С„„ равно

_ 2 ел^/г2 ֊ (8n)- '/etf (4՛;
”1 D(kl^ р֊Г(Й + рТ

(— I)1 HxHn [(2 V) pk'l ֊1֊ к„рл\ q t .
— ---------- ֊——--------- ---- --------------—— (n q нечетное число)

--RD (fc; 4- рУ (*? + p-)- (<?= - n’)

2№<Й (8֊) 'H'iRp^k-^-p-)-- . . .
Cfn------------------- -------- —— ------- ---------- ----- пПч \n 7 — четное число)

D(i; + ps)։ (*’.+ ₽*)=

Используя некоторые простые неравенства, можно легко показать, что

[ | I Счч I У У i ^-уп I \ 
^--■1 у — 1п-1

Определитель, общий член которого удовлетворяет этим условиям, яв­
ляется нормальным.

§ 3. Для качественного анализа вопроса устойчивости оболочки огра­
ничимся приближениями бесконечного нормального определителя 
det | С\„ ' при л — 2: л — 3; л — 4.

При п = 2 условие del|C?n| = 0 имеет вид

х = (3.1)

11ри а 3 и н — 4 имеем соответственно

•Ч ~ ^32 I (3 2)|

AZ3J (3.3)

в (3.3) •в=Ц54а|5։й֊|Дг|Д։][|Д1|^ |к։|йЛ] и 5>о, так 

как

iKl” 1^1, в„>8„, |5u|>534, в33>1^։1

Обозначив н;: г. .4/ = V. из (3.1), (3.2), (3.3) получим следую­

щие функции :՛ г(\1, определяющие критические значения напря­
женностей магнитных полей, при которых оболочка теряет устойчи­
вость

(//, — гНа. — >,")— € (0. «՝] (3.4)
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•2 = |Я1 ~ - у/)^э —у.г) ,

~ -«л (а.у у)]
I V (0, а.] (3.5)

-■ — ~՜^) । /'Ю 4Н»; У?) (о, - у)(цд - у ,1 (ДД ֊ у)
? 2г.֊ (3.6)

^(0. П|]

В (3.4) — (3.6) приняты следующие обозначения:

а. -8֊[Ь(р9 4-А2)4-2ЕЛА7> -][/?/гЧА< /г)2]՜1 («,>0^)

£ ... 64 [(2 4- у) Ь‘ ֊- /г][(2 ± у) £ 4- р-) 
R'р՛՝ (к2 — р"У: (к! * р՝)21 /- — гР

£ = В(64^)г[р^( Й -р-)Цй + рУ(кз р-)Цк1 рГ֊] ՛ (3.7)

Л*<) = «д» («1 — *?) (а, ֊ у ‘ ֊- 5,.(в3 — у) (ад — у) Ь

-г *м (Ог — V) («3 — V) — 5:л («։ “ Т>(«з “ V*

(у = 1,2, 3, 4: з = 1,2. 3, 4)

Функции :р :/ являются монотонно возрастающими функциями 

от ՛; при т4 — 0, причем

?(«։)=0. 1։т:’(л) ос (; 1,2,3)
} 1)-0 }

=?>Ц>^ У^(0,а։]
(3.8)

! аким образом, как первое, так и два последующих приближения опре­
делителя с1«1 1 С,!„ | приводят к функциям из анализа которых видно, 
что внешнее магнитное поле, параллельное току оболочки. \ меньшает об­
ласть ее устойчивости.

На фиг. 1 в плоскости Н, = л, Н_ ц заштрихованная область яв­
ляется областью устойчивости оболочки, для всех остальных значений 
7/։ и //.. оболочка неустойчива.

§ 4. Для количественного анализа устойчивости (неустойчивости) обо­
лочки воспользуемся в качестве примера первым приближением.

Из (3.1) условием, определяющим критические значения Н, и Н . 
будет

(а, - Нг1) («. -«?} -^НСН1! = 0 (4.1)

где

8г/)(^4-р2)2 1б£Л^4
Кр- *Г ^’(Аг4р2)гР:

8г/)(4А'֊ + р“)2 , 25бЕАг^ 
(1п —---------------------------г -------------------------

АУ ЯД(4А2 ՝> рУр-
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256 | (2-(->)£-' +
9RWp։ (1с н֊ р'У (41г Р!У

(4.2)

гп
Р R

Для определения минимальных значений Н, и Н. необходимо сначала 
определить минимальное значение функции а։ от Ш.

Формула, определяющая а,, значительно упрощается, если принять из­
вестное в теории устойчивости цилиндрических оболочек допущение [8}

Для определения

Г^7֊Т«1 (4.3)
\ тЬ /

Используя (4.3) и минимизируя а1 по т, 
получаем

< /"Р՜
пц 5= 2.3 | 1/ -д- = 0.3)

Формулы (4.2) в силу (4.3) примут вид

16-£/Лпа , 16*'£А/?'

16п£А’т’ 256гс5£/»£'
3£։ Я/п» 

։= ^б/?’ (4 4
92.

наименьшего значения функции и (тУ необходимо

определить a (m) = min (a (£(zn^)), а (Е(т*) 4-1). а(1)}. Функция 
Е(гп^) есть наибольшее натуральное число, не превышающее тг..

Кривые зависимости Н\.„ от Н*т при различных значениях т яв 
ляются, вообще говоря, взаимно пересекающимися кривыми.

* /"R՜ ' ~R
Можно показать, что если гп [ £ ш., т,.], где тгч =с2.17 1 I

I I *•
( * - 0.3), то кривые зависимости Н\^ от Н?т являются взаимно пере­
секающимися: ;не этого интервала пересечение кривых не имеет 
места.

Эти кривые будут различными, если

ля, т:.\ 2 (4-5)

Из (4.5) усд-озием пересечения кривых является

(4.
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При т т< (4.3) имеет вид

т«013| т (4.7)

Из сопоставления (4.6) н(4.7) видно, что пересечение кривых имеет 
место только для очень тонких оболочек, а именно, для оболочек, у которых 
Л/А 10 . Ограничиваясь оболочками с К R /> 10 . приведем основ­
ные формулы, определяющие критические значения //, и //.

|н։(т) /?}]|а (/п) — /й] :։.(/н) Н Н' -֊ О

/У, | о. (т); I)
(4.8)

В (4.8) т «ст»» то натуральное число, при котором функция и,(/П) при­
нимает наименьшее значение.

Для проведения численных расчетов относительно критических комби­
нации напряженностей //. и Н:. введем следующие безразмерные пара­
метры:

2А_, и>---------------’ « — •- 

аД/п» а:(/п)
(4.9)

где ’ а։(тп I — критическое значение напряженности собственного магнит­
ного поля токонесущей оболочки в отсутствии внешнего поля Н..

Используя (4.2) и (4.3). запишем (4.8) в безразмерном виде

(1 -^1(4.75-^) 21:(т)^Г: = 0 (4.10)
На основе (4.10) в табл. 1 в некотором диапазоне отношении 

А/Д, Л/Л для оболочек, изготовленных из алюминия, приведены кри­

тические значения параметра ; при \ = 0.9, а также значения т, от­

вечающие минимуму I а։. Приведены и критические значения собствен­
ного магнитного поля /7?- -- I и случае отсутствия внешнего поля 
(//> = 0).

Таблица /

/? л Л/Л т • Яг(») },г(и;сл')

0.1 1 1000 4 120 1700 Ь7Ь

0.1 1,500 4 70 1280 510
0.15 1.600 4 102 1240 44)
0.2 1 200 4 53 5680 2260
0.3 1/300 6 90 4190 1671
0.4 1/500 6 140 2560 1010
0.4 1 250 5 ъь ЫМо 2420
0.5 1/500 7 16С> 2360 ИЗО

3 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 1
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В табл. 1 для оболочек с Л — 0.1 см приведены также соответствую­
щие /У?, критические плотности электрического тока оболочки.

Как видно из численных результатов табл. 1. внешнее продольное 
магнитное поле незначительно уменьшает область устойчивости оболочки. 
В действительности, при внешних магнитных полях, достигающих порядка 
нескольких десятков I а։, критическая напряженность собственного маг­
нитного ноля уменьшается до 0.9 I а։.

В заключение отметим, что при Н, — 0 решение (4.8), полученное на 
основе метода Бубнова Галеркина. совпадает с точным решением задачи 
устойчивости токонесущей оболочки.

Институт механики АН
Армянской ССР Поступила 5 III 1978

>1. Р. Ղ1Լ!'ԱՐ?.1ԼՆ

ԱՐՏԱՔԻՆ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈԻՄ ՀՈՍԱՆՔԱՏԱՐ 
ԹԱՂԱՆԹԻ ԿՍՅ(1ԻՆՈ1’Թ:1ԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա ժ էի ո փ ո I մ

Դիտարկված Լ արու արին երկայնական մ ւսդնիոական դաշտում գտնվող 
հոսանրատար դյս/նա յին թաղանթի կայուն ության իւնդիրր:

PՈլրնով-Դւպյորկինի մեթոդի հիման վրա որոշված ևն արտարին մաւր 
նիսական դաշտի ե թաղանթի ոեփական մ ադնիււական դա՛շտի կրիտիկական 
յարու մներր I

Qntjrj (է տրված, Որ արտ արին մ ա գնիւք ա կան դա շար փոքրացնում Է Հո­
սանքատար թադանթի կա յանու թ յան աիրույթրւ

ON STABILITY OF A CURRENT-CARRYING SHELL 
IN AN EXTERNAL MAGNETIC FIELD

К. B. KAZARIAN

S u m m ary

The stability problem of a current-carrying cylindrical s ell in an 
external longitudinal magnetic field is considered.

The critical strengths of the shell’s own magnetic field as well as 
of an external magnetic field are obtained by Bubnov-Galerkin’s method.

The external magnetic field is shown to diminish the stability do­
main of the current-carrying shell.
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П. В. ГАЛПЧЯН, М. А. ЗАДОЯН

ПЛАСТИЧЕСКОЕ КРУЧЕНИЕ КРУГОВОГО СТЕРЖНЯ 
С ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ В ВИДЕ КОЛЬЦЕВОГО СЕКТОРА

Рассматривается задача о пластическом кручении кривого стержня. 
Материал стержня подчиняется условию изотропного упрочнения. В сфери­
ческой системе координат (г, 0, ([) боковые поверхности стержня являются 
координатными поверхностями г = г։, г = г2 (/'|<г2) и 9 — л/2±сс, а торце­
вые поверхности — координатными поверхностями ф = 0 и ([ = |5 (фиг. 1, 2). 
Здесь г — расстояние от центра сферы, 0 — полярное расстояние, а ф— 
угол долготы. Меридиональные поперечные сечения 12 такого стержня 
представляют собой кольцевые секторы (фиг. 1). Стержень скручивается 
противоположными силами (фиг. 3), действующими по оси 2, соответ­
ственно в плоскостях <( =0. ф = р.

Впервые задача о кручении кривого стержня в постановке теории упру­
гости рассматривалась в работе [1], а затем —в [2—6]. Аналогичная за­
дача в идеальной жестко-пластической постановке для неупрочняющегося 
материала рассматривалась в работе [10]. В работах [11, 12] в тороидаль­
ных и цилиндрических координатах рассматривалась задача о пластиче­
ском кручении сектора кольца из упрочняющегося материала. При 
помощи некоторого полуобратного метода в указанных работах по­
лучено поле напряжений и деформаций, когда контур поперечных сечений 
совпадает с координатными линиями. В работе [12] обобщается теорема 
о циркуляции сдвига и исследуется случай тонкостенных стержней.
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1. Принимается, что интенсивность деформаций сдвига Г и интенсив­
ность касательных напряжений Г связаны соотношением I = 2(1 + 
+ ХГ ) Т, а зависимости между компонентами тензоров деформации и на­
пряжений имеют вид

в,; = /(Т)(3,.7-=г0),= 2, з, f(T) = i + >.r՝ (i.i)

Здесь а.,. представляют отношения компонентов напряжения к 2G (G — 
модуль сдвига), з-- среднее давление в точке, о,-/֊ символ Кронекера, 
а X и v некоторые положительные физические параметры, причем 
для простоты принимаем v целым. Нулевое значение параметра X 
соответствует линейной упругости. Упругая часть составляющих пол­
ной деформации в (1.1) будет 
Е0՜ = zij ~

Дифференциальные соотноше­
ния между компонентами деформа­
ции и компонентами смещения в 
сферических координатах имеют вид 

дцг 1 ди,' иг
е; =----- , е6 -- ----------֊}--------

dr г (ft г

1 ди֊ Цг Щ
Ес =֊- -----֊֊ — --------- -Ь ֊֊ Ctg 9

г sin b 0<р г г

2-( =r±/<) + J.±L
гь дг\ г / г дЬ Фиг-3-

2 ~ sin 6 а / \ 1 дщ
г дв \ sin 9 / г sin 9 ду

Ъ.֊г = —— + г — (— \ 
г sin 9 о'ф дг \ г /

Компоненты перемещения представим в виде

и г = иго(г, 6) + г sin 9 j [ 2^r — r~-

»4 = «оо(г» 6) H sin 6 — sin 9 — Ur 
sin 9

(1.3)

Wc = ито (е.сГ sin 9 — uh cos 9 — ur sin 9) c/tp 

где цг(), не(|, «со—произвольные функции г и 9. Предполагая, что тен­
зор напряжения, следовательно, и тензор деформации не зависят от 

из (1.2) и (1.3) получаем выражения для компонентов деформации
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2՝.

dr

г
дг

29

Щр

1 <>«9о . Ин»
7J + 7 

в _._й

п., _ ',ит 1 °ип) 
г1> дг Г 0^ Г

2՝, и = sin6*•* де
Ц?о 

г sin 6
а <м>

где В = const — крутка. Полагая далее отличными от тождественного нуля 
только компоненты напряжения , ~-г и компоненты деформации^., 
Тг , для перемещения можно получить

иг — Во cos е, Uf> = - - Во sin 0, w? = и-0 (г, 0) 4֊ Er sin 0

г- 1 /Л 'О\ (' ’ ‘*/2) Г Г 1£=—м.0(г\ ^2)------------- -----------г ЧГ1, г2]
г* Or

Из выражений для 7 и 7, (1-4) получаем уравнение совместности 
деформаций

die? 
дг

д / y \ 
sin й —I —:ъ I 

. ое \rsmO/
в

г՜ sin2 0 (1.5)

Вводя функцию напряжений

В ОФ 
'fr ~՜ r3sin20 10՜’

из (1.1) и (1.5) получим

д | f(T) дф ] . fi д— ---------- :— sin У —
Or I r։ sin՜ 0 дг | де

В ОФ 
г’sin’6 дг

f(T) ОФ I 1
г4 sin3 0 де | г2 sin3 9

(1.6)

(1.7)

когда (г, б) < 2 — ГЙ

Рассматривая условия на боковой поверхности стержня, приходим к 
условию Ф = const на контуре Г границы области меридионального попе­
речного сечения FQ. В случае многосвязной области на каждом контуре 
Г к (/? = 0, 1, 2..... т) функция <1> принимает различные постоянные значе­
ния. Таким образом, задача сводится к определению функции Ф из уравне­
ния (1.7) при условии <1> = const на контуре Г.

Выбирая начало координат за центр приведения на торцевой плоскости 
Ф = 0, вычисляем главный момент М и проекции главного вектора Pz, 

на оси х, 2 поверхностных сил

М- - В -7֊ — ^ 
г sin՜б дг
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Переходя к криволинейному интегралу, получаем

- в drJ

В случае многосвязной области будем иметь

Г г-с№ т с dbФлф֊А_=о
J Sin" у Ы J sin՜ У

Го Г,

так как все интегралы в этом выражении равны нулю. Здесь Фо, Фл — зна­
чения Ф соответственно на внешнем и внутренних контурах Г0, Гк.
Принимая Ф„ ~ 0 на внешнем контуре, находим

Pz = - В V Фа. (£—------ -°- Г-Г т 28 ( f----- ֊— (1-8)
*=1 J г sin 8 г2sin28 JJ г3 sin3 8

Г,

В случае односвязной области будем иметь

Л- = IB f С---- --— (1.9)
J Jr’sin’6 
2

Аналогично находим

,, d к £ cos 8^8 dr г> Гт к i' cos 8^8 drРх = ВФ. (Г)------------- |----------------- В V Фа h-------------- |------------- == ОJ г sin2 9 г2 sin 8 J г sin2 9 г2 sin 8
Го Гл.

так как

cos 9(/9 
г sin՜’ 9

dr
г2 sin 8

(к = 0, 1, 2,..., т)= О

Таким образом. Рг будет равнодействующей данной системы поверх­
ностных сил.

В области меридионального сечения возьмем произвольный замкнутый 
контур Г*. Область, ограниченную этим контуром, обозначим й*. Инте­
грируя обе части уравнения (1.7) в области £2* и переходя к криволиней­
ному интегралу, получим

j г3 sin3 6 [ dr г дВ J г sin3 8
Г, Г.

Имея в виду, что rdb =— ds cos (t, г) и dr—ds cos (t, 8), где 
t — направление внешней нормали к контуру Г*, a s — дуга этого 
контура, окончательно получим
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Полученное уравнение является обобщением известной теоремы о цир­
куляции касательного напряжения при кручении, которой можно пользо­
ваться при рассмотрении многосвязных областей.

2. Рассмотрим случай, когда меридиональное сечение стержня есть 
кольцевой сектор. Решение уравнения (1.7) при условии Ф = 0 на ГЫ 
ищем в виде

ОО 
Ф у /ф<. 

к^О
(2.1)

Преобразуя (1.7), подставляя в него разложение (2.1) и вводя новую 
к

переменную 0 = ——р со (—а со а), приходим к системе рекуррент­

ных первых граничных задач

С?3Ф„ 2 б*Ф„ , 3 х <)Ф„ , 1 д2Ф„
дг2 г дг г՜ ск» г2 дш2

когда (г,

Ф„ = 0, когда (г, Г2 (п = 0, 1, 2,...)

у>)£ <2 — Г2

(2.2)

где = — 1, а при 11 1

п — 1 п—I
(2п = У ^гас! /ч £гас! Фа-£-1 — V (^„-к-1 Гк 

к-О к=0

При V = 2

Рп — —--------- V £гас1 Фк §тас1 Ф,.-*
г4 соз4 с» "о

Здесь Фо характеризует линейно-упругое состояние.
Можно показать, что задача (2.2) имеет единственное решение и 

тождественно удовлетворяется условие разрешимости, а соответствующая 
однородная задача имеет только нулевое решение.

3. Решение задачи (2.2) ищем в виде ряда

ф„ =у (г) (3.1)
к л

где

к тс

'1
собственные функции задачи (2.2).
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Разложим r-Qn(r, ю) в ряд по Rtc(r)

PQn(r> <«>) = y(?nt(<0) Rk(r) 
k- J

(3.2)

Имея в виду, что 

при к I 
при к = I

получим для коэффициентов

Qnk \">) — I ~ Qn (£, <") Rk (5) </֊' 
J “

Подставив разложения (3.1) и (3.2) в первое уравнение (2.2), для 
коэффициентов получаем уравнения

р-2 Q
□^ + 318^-^ = ֊^, 1‘< = -=-+7 (3.3)

1п=^ 4

удовлетворяющие граничным условиям Qn>£ ( ± а) = 0.

Подстановка 2П* (ш) — (х2 — 1)։ ц„а- (х), х — sin <о переводит соот­
ветствующее (3.3) однородное уравнение в уравнение

(х2 —1)М;АЧ-6хИ^ + (4 + нл.)«я* = 0, |х| < 1

общий интеграл которого будет

и„„ = с,л (х) + c։q; (х), ±+
z ։ '2In — 

ri *
где P^ (л) и О (х) — сферические функции Лежандра первого и вто- 

к к
рого родов с индексом v*.

Общий интеграл однородного уравнения (3.3) будет

= С}к COS2coP.^ (sin w) Сгк coss<oQ^ (sin ю)

где (x) и Q:jx) — присоединенные сферические функции.

Разыскивая частное решение по методу вариации произвольных 
постоянных С|А и С2К, получим общий интеграл уравнения (3.3)
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2n.t(«) = &пк (со ) 4՜ 2П* (<•>) = Cucos2 со Р^ (sin V>) 4- С1к cos2 coQ? (sin со)— 

р Q„t( p) Р^(вшф) </ф
— COS2 10Q֊L.(Sint”) ------ ». r»2 z . .х'ЛЗ , -------- ^2 Z , V Г. 3 Z . | \. +

k J cos՜ ф [Р (sin Ф) Q, (sin ф) — Q (sin ф) Р ^sin ф)]_ а к к к к

, . . р Qnk (ф) (£ (sin ф) </ф
4 с о s2 со Р “ (sin«) I ----------- ------------ —---------------- —------------- -------------

к J со52ф[Р.” (sin ф) Q., (sin ф)—Q, (sin ф)Р^ (sin ф)]
_ а X: к к к '

Определив Си С2К из граничных условий (3.3), окончательно полу­
чим

М
(«) = — I Qnk (ф) ~ </ф — 

— а ‘ к

Р cos2 со [Q՜ (sin о») P’ (sin ф) — Р.2 (sin со)(sin ф)]
- си(ф)------------- /---------- И----------------г------------ т-------------- (3.4)

J cos՜ ф [Р., (sinty) (sin ф)— Q՜ (sin ф) P, (sin !>)]_7 к к к к

AR = cos2 со ГР” (sin «)(Zt (—sina) — Q2 (sin co) P^ (—sina)]X к к к к к

< [ Qj (sin a) Р* (sin ф) — Р՜ (sin a) Q; (sin ф)| к к к к

N = cos2|[Q2 (sin а) р: (— Sin а) — Р2 (sina) Q. (— sina)] X

X [P^(sin Ф) Q^(sin Ф) — (?\(sin ф) P.^(sin ф)]

Подставив (3.4) в (3.1). после некоторых преобразований получим ре­
шение задачи (2.2) в виде

Фи (г, w) = j i (’> Ю 'Р’ r’ °֊) 

2

где G(£, ip; г, (о) — функция Грина задачи (2.2)

G (;, ф; г, со) =

cos2 со ~ (Qt(sin sin ~ ^/sin sin
_ V* v О *■х К К К К

Н3 cos2 ф fc=i [Qv._ (sin а) — sin a) — p.^(sin a) (— sin a)]

[P^ (sin co) Q2 (sin a) — P2 (sin a) Qj (sin co)] к к к к
[Pv (sin P)Q’ (sin Ф) — Q; (sin ф) Р^ (sin ф)] к к к к

Rk (?) R к (г) при Ф СО



Пластическое кручение кругового стержня 43

G(;, ՛]>; г, <՛») =

cos’ <о ~ [Q^(sin sin а) — P^(sin «>) Г?’* ( sin а)]

;3 cos2 a*՜] [Q.2 (sin а) (— sin а) — (sin а) Q7 (— sin а)] к к к к

[Qv (sin а) Л; (sin ']>) — Р7 (sin a.)Q7 (sin 1)] к к к к
[рЗ (sin (sin ’!>) — Q7 (sin ф) P? (sin <J] 

к к к к

Переходя к доказательству сходимости ряда (2.1), отметим, что урав­
нение (2.2) в области Q является равномерно эллиптическим с коэффи­
циентами, принадлежащими пространству Са,, а։ £ (0, 1). Следова­
тельно, справедливы априорные оценки Шаудера [13]. Область 2 
и граничные значения Ф„ гладкие. При этих условиях Фо £ С? а։, так 
как Qo^Cri,, и вообще из выражения Qn (2.2) следует, что Qn^C»,, 
следовательно, Ф,։ £ Са-ю, •

Вводя норму в Са,
II Yf ' !УШЯЗ I

11A jj = max | Л (М ) | + max --------- -----------------
М<֊'2 М, N&3 MN

и применяя априорные оценки Шаудера || D~<bn с* ] Qn |j, где с* — 
постоянная, зависящая от геометрии области, аналогично [12] показы-

ОО
вается, что ряд (2.1) и ряды, составленные из производных V X £>Ф*, 

ГХо
СЮ
V л О2Фь, сходятся абсолютно и равномерно с некоторым радиусом 
jt=n
сходимости.

(V) Рк (г) при 6 <0

4. Рассмотрим тонкостенный стержень с замкнутым профилем (фиг. 4) 
в виде двухсвязной области, толщиной стенки 2/г (2а2г2 = 2Й)- Переходя 

к координатной системе ((, $), где / направлено по внешней нормали, а 
•5 — по касательной к срединной линии Г меридионального сечения, из (1.6) 
получим
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В о»Ф В АФ---------- —------------------ —
г2 з!п2 б дз г1 зФ’ & 01

Преобразуя уравнение (1.7) к координатной системе (/, 5) и пренебре­
гая ввиду малости толщины стенки компонентом напряжения тг, приходим 
к уравнению

где

5(з) =

д
01

/(Г) АФ '
д1

= 1,
В дФ 

5{з)
(4.1)

(гх 4՜ $)2 СОЗ2

г; з1п2 (----- Ь я---- — \
2 \ 2 г.)

(г. — я)2 сое2Я

При Г.», 0 = Тг/2 4֊ Я

при Г = Г.„ тс/2 — Я 6 < Г. 12 4֊ 7.

при Г, '՝‘ <С Г2, 0 = ^/2 — Я

при г = ГП ~/2 — Я ֊4 0 <1 к/2 4՜ Я

Интегрируя уравнение (4.1) при V = 1, получаем

5(։) я , 2>В , // . 5(5) Д’ 
----------- I 4-----------1 | х 4----------/2кВ 35(з)Р \ кВ / 4՜ &з($) (4.2)

где /(,(■$) и Л>($)— произвольные функции, определяющиеся из гранич­
ного условия,

I 5(5) Г , а;(5) 5(5)
I 2/5 ՛ кВ

Полагая на внешнем контуре Ф = 0. а на внутреннем Ф = Ф։, найдем

.... Л5($) 2X5 .// , Л5(з) V
2/5 З5(3) Г \ /-5 /

где л определяется из уравнения

л-4 4՜ Ьххл 4՜ Ср'Г2 — 4- <?1 = 0 (4.3)

где

3/ / /5 \2 2А2 97.-----------(-------- ՛ с, = • а, ~  
\5(5) / и-------------------- Ф*

277. , А4 / 5(з) х2в, —--------- 4 — I--------- I ,
■ 64Л։и 3-. \ ! В /

Ф1 + \=, а = 2 . у
>В \ 1.в / \ 5(5) /

Ф =
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Корни уравнения (4.3), как известно, совпадают с корнями двух урав­
нений

х՜ + — (öi 4՜ А) х 4֊ ( у -г ----֊1 — 0
2 \ А /

где А = ± V 8уbf — 4сх, а у—какой-либо действительный корень 
кубического уравнения

8у3 4֊ Ьу- - су 4՜ d ~ 0
где 

.9 *>
Ь — — 4с., с = 26^ — 8е1։ d — (4сх — b\) — d\

Пренебрегая двойным интегралом, из (1.8) получим

Подставив Ф, из (4.4) в выражение для х, а Ф— из (4.2) в (1.10), 
получим уравнение для определения В

В случае линейной упругости из (4.1) будем иметь

* = ֊-f-' + X։(s)/4-X<(s) (4.5)

Полагая на внешнем контуре Ф = 0, а на внутреннем Ф = Ф,. найдем 
произвольные функции Л;։($) и К4(5)

ф, 1 ,
А, —------- = const, К, = — (Ф, — Л2) = const

2А 2

Из (1.10) и (4.4) определим В, а затем напряжение

в _ (г; 4- Р. * _ В (г, — г._.) { |
2АМ(г,-г.)2 ' ’ 5(5) '■;+Й 1

Для простоты вычисления в общем случае закона упрочнения (1.1). 
ввиду малости толщины стенки 2/1, функцию напряжения приближенно 
можно взять также в виде (4.5). Тогда имеем

(г; + г;) Л________2лг,г. / г^Р, у "‘у ds
21-Н[Г1 - г.,)։ Н (г, - г.) ЬлН(г2 - г,) / У [3(5)Г+’/г

г

_ _ В r^r^Pz j
*£(s) 2BhH{rt — r2) J
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5. Положим г = ГсЧ֊ С, где | \ | < Л, гс = (г։ 4՜ Если <2Ь(ге <£ 1 
и Л/агс<^1, тогда будем иметь тонкостенный стержень открытого 
профиля, вытянутый по направлению полярного расстояния (фиг. 5).

£

Полагая *r. 0,
(1.5) получаем

Or r2 sin2 &

Ч'- ИЗ

(5.1)

Согласно (1.1) и (1.6), подста­
вим 7Вэ в (5.1) и проинтегрируем,
принимая = 0 при г — 
получим

г>Ф г2
/(П֊----- '

О Г Ге

Тогда

или в новых переменных

/(П
с*Ф (5.2)

Интегрируя (5.1) в пределах от гс до гс ~г >, получим 

в;
*9'* г2 sin* 5

(5.3)

Интегрируя (5.2), с учетом (5.3), получим

ф =
г- sin՜&

(5.4)

-л

где /* (Г) — 1//(Г). Параметр В определится из (1.9)

2
2В Г d*

J sin3 &
I Ду/1 

г2 sin2 6 df, —

АВ 
г2

л
Г 

sin3 б J 
о

г2 sin2 О
(5.5)

J—л — л

2

При V = 1 будем иметь

И = 0
2>.
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откуда

_1_____21ВС|
2Х 2 Г /.» Хг2зт26

Подставиз это выражение для Т в (5.5), окончательно получим

8Вг* (2 + соэ2 я) 51п а 8г;А2 51П а

45 X31 В31 >2В

4г;А 
+ ——

5/'В

2ХЛ IВ | 
г՜ эш2 5

3

Подставив (5.4) в (1.6), будем иметь

2в:

2 ВС
2Х|ВС| 
г2 б'ш2 9С

В случае линейной упругости /* = 1. Тогда из (5.5). (5.4) и ( 1.6) по­
лу чаем

Зг2Л- 
в=^—.

2НА3

' зрср£ ; ~ зл с
27777 (гг + С)2 мп2 6 ~ 27777

Аналогично можно получить решение и 
профилем, вытянутым по направлению г.

Институт механики АН 
Армянской ССР

для тонкостенного стержня с

Поступила 23 I 1973
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Պ. Վ. ԴԱԼՊՃՏԱՆ. 1Г. II.. ԶԱԴՈ:111.Ն

ՕՂԱԿԱՅԻՆ ՍԵԿՏՈՐԻ ՑԵՎ ՈԻՆԵՏՈՎ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԿՏՐՎԱԾՔՈՎ 
ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ՋՈՎԻ ՊԼԱՍՏԻԿԱԿԱՆ ՈԼՈՐՈՒՄ!?

U. մ փ ո փ ո ւ մ

Ուսումնասիրվում է շրջանային օղակի սեկտորի ձև ունեցող կ՚՚ր ձողի 

ո/որումր, երբ միջօրե ա կանա յին կտրվածքներն ունեն օղակային սեկտորի ձև։ 
Ձողը ոլորվում կ ծայրային կտրվածքներում աւլղող և օղակի աոանցքով 
ուղղված հակագիր ուժերով։ Ձողի նյոլթր ենթարկվում կ իզոտրուգ ամրա- 

։<լն գմ ան ։

Խնդիրը բերվում կ լարումների ֆունկցիայի նկատմամբ առաջին եզրա- 
յին խնգրին։ Այդ լուծումը փնտրւԼում կ աստիճանային շարքի տես­

քով, րստ մի որոշ ֆիզիկական սքսւրամետրի և հանգեցվում կ ռեկուրրենտ 

առաջին եզրային խնդիրների անվերջ համակարգի։ Կ ա ռուցվու մ են այղ 
խնդիրների լուծումները և ցույց կ տրվում շ(Արքի զուգամիտությունը։

ևերված են նաև փակ և բաց տ ր ա մ ա տ ա վո ր ութ յան բարակապատ ձողերի 
համար մոտավոր լուծումները։

THE PLASTIC TORSION OF A CIRCULAR BAR WITH A 
CIRCULAR SECTOR CROSS-SECTION

P. V. GALPCHIAN, M. A. ZADOYAN

Summary

The torsion of a curved bar in the form of a circular ring sector, 
whose meridional sections are of a circular sector shape, is considered. 
The bar is twisted by the opposite forces acting to the end sections 
along the axis of the ring. The material of the bar obeys the con­
dition of isotropic strengthening.

The problem is reduced to a^ first boundary one relative to the 
function of strain. The solution of the latter is sought in the form of 
a power series by certain physical parameter and is reduced to an in­
finite system of recurrent first boundary problems. The solutions of 
these problems are given and the series convergence is shown.

The approximate solutions for thin bars with closed and open 
profiles are also presented.

ЛИТЕРАТУРА

1. Gohner 0. Spannugsverteilung in einem an den Endquerschnitten belasteten 
Ringstabsektor. Ingr-Arch., 1931, Bd2, p. 381—414.

2. Freiberger IF. The uniform torsion of an incomplete tore. Austral. J. Seient. Res.
Ser. A, 1949, vol. 2, No. 3, p. 354—375.



Пластическое кручение кругового стержня 49

3. Larghaar Н. L. Torsion of curved beams of rectangular cross section. J. Appl. 
Meeh., 1952, vol. 19, No. 1.

4. Рабинович А. Л. Кручение элемента кругового кольца. Исследования по механике 
и прикладной математике. Тр. Моск. физ.-техн, ин-та, 1958, вып. 1.

5. Stein I. Stress analysis of a helical coil. Trans, ASME, ser. E. J. Appl. Meeh., 
1963, vol. 30, No. 1, p. 122 —126. (Руск. перев.: Прикл. механ., Тр. Америк, 
о-ва инж.-механ., Сер. Е, 1963, т. 30, № 1).

6. Reitsrter Е. Not on the problem of twisting of a circular ring sector. Quart, 
Appl. Math., 1949, vol. 7, No. 3, p. 342--347.

7. Freiberger W. The uniform torsion of a perfectly plastic circular ring. Common­
wealth of Australia. Aeronautical Research Laboratories, Report ARLSM 2B, 
1953.

8. Freiberger W'., Prager IF. Plastic twisting of thich-walled circular ring sectors. 
J. Appl. Meeh., 1956, vol. 23, No. 3, p. 461-463.

9. IFang A- J., Prager W. Plastic twisting of a circular ring sector. J. Meeh, and 
Phys. Solids, 1955, vol. 3, p. 169—175.

10. Freiberger IF. Elastic-plastic torsion of circular ring sectors. Quart. Appl. Math., 
1956, vol. 14, No. 3, p. 259—269.

11. Задоян M. А. Пластическое кручение неполного тора. Докл. АН СССР, 197?, 
т. 223, № 2.

12. Задоян М. А. Пластическое кручение сектора кольца. Изв. АН СССР, МТТ, 1977, 
№ 1.

13. Курант Р. Уравнения с частными производными. М., «Мир», 1965.

4 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 1



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ'ԳԻՏՈԻ^օՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

||4սսւ[',1ւլւ’11 XXXII.. V? 1. 1979 Мехаинкд

А. А. ЗЕВИН. И Г. ПАДВА

ОБРАЩЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА
В ЗАДАЧАХ НАСЛЕДСТВЕННОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Изображение по Лапласу решения квазистатичёской задачи наслед­
ственной теории упругости можно получить на основании принципа соот­
ветствия [I]. В простейших случаях оригинал может быть найден анали­
тически: в общем случае применяются численные методы обращения, ис­
пользующие значения изображения при некоторых дискретных значениях 
параметра преобразования р։.

Если сгойства среды описываются экспоненциальными ядрами к 

изображение ф(Р) известно в аналитической форме, то значения <р (/>,•) мо­
гут быть вычислены с необходимой точностью и серьезных затруднений 
при переходе к оригиналам, вообще говоря, не возникает. Однако, во мно­
гих практически важных случаях зависимость решения задачи теории упру­
гости от констант материала в явном виде нс известна, но задача может 
быть решена численно. Тогда значения <р(р։) могут быть получены с огра­
ниченной точностью, так как определяются из численного решения задачи 
теории упругости с константами материала, зависящими от

Эффективность ряда методов численного обращения исследовал 
Кост [2]. Большинство методов оказались крайне чувствительны к точно­

сти. с которой известны значения ф(р<). Наилучший результат получен при 
применения метода наименьших квадратор Шеперд [I], который основан 
на приближении решения в оригиналах линейной комбинацией экспонен­
циальных функций.

Если свойства среды описываются слабо сингулярными ядрами, при 
численном обращении могут возникнуть существенные трудности. Метод 
Шенсри становится очень чувствительным к точности, с которой задано 
изображение в узловых точках, что показано на примере в § 4. Более эф­
фективен метод аппроксимаций А. А. Ильюшина 13, 4}. однако он приспо­
соблен к с.цчаю, когда свойства среды описываются одним оператором.

В настоящей статье полученное ранее [5] интегральное представление 
функции дробно-экспоненциальных операторов распространяется на опера- 
горы более общего вида и на примерах иллюстрируется его эффективность. 
Развиты два метода численного обращения преобразования Лап часа, осно­
ванные на разложении решения по интегралам от дробно-экспоненциаль­
ных функции Методы применимы к решению задач для анизотропных или 
кусочно-неоднородных тел, свойства которых описываются несколькими, 
независимым:: операторами.

§ 1. Пусть свойства в общем случае анизотропного или кусочно неод­
нородного т ла описываются операторами
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С< = 6\У[1 -П] (А=1...... п) (1.1)

где константы, Г* - операторы типа свертки с ядрам։։ вида

ГНд £ Л/Э, (- О, -1 <«<0, 1>к>0 
»₽4

(1.2)

Э, (- /) дробно-экспоненциальная функция, введенная Ю. Н. Ра-
ботновым [6].

Выбор ядер специального вида по существу нс является ограничением. 
Дробно-экспоненциальные функции хорошо отвечают опытным данным, и 
для описания экспериментальных кривых I ,.(/) достаточно в представле­
нии (1.2) удержать от 1 до 3 слагаемых.

Изображение по Лапласу функции Э«( ՛>, /)

Ь |Э.(-И, 0}= ^е-.'Э,(- », /) Л ы (р) = 7 = 1 4-а (1.3)

Пусть <р(0 — некоторая величина, характеризующая напряженно- 
деформированное состояние в фиксированной точке тела, причем решение 
квазистатнческрй упругой задачи имеет вид

Ъ(0 6\и]У (0 (1.4)

Д<՜ у(0 — известная функция, пропорционально которой изменяются 
внешние воздействия. Тогда на основании принципа соответствия |1| 
изображение ф(О

?0>) г։1с„(1-у-^ )...
I \ р' 4 «>п/

՝’-—)]»(?) (1.5) 

X .-։ р —

В работе [5] получено интегральное представление оригинала выра­
жения (1.5), которое при {/.(О — 1 (нагрузка постоянна) приводится к 
виду

?(/) = /■„[&........ — I |’ехр(-«
7« I иП

№(и)4и 

и
(1.6)

Здесь 6'ю ; R (и) и V/(и) — мнимые части функ 

чий, получаемые из решения задачи теории упругости с комплексными 
константами материала, зависящими от действительного параметра н:
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Г(м) = 1тГД51(п)...... Яп(^|; 1^(а) !т ГДР, ДДи)] (1.7)

] _ у -----------------------------
и ехр (-/*«)-» ։»4,

Р* («) ■- Сы
(1.8)

I ехр ( />-) -•֊ гл^,

Условия, при которых справедлива формула ( 1.6). удобно определить 
следующим образом. Введем переменную (ч(р) = 1/(р* 4՜ А) ($ > 0 про­
извольно). I огда функция Г. из (1.5) может быть представлена в виде

.6\(к) С'..|

1 ֊ V ^к.и

Можно показать, что представление (1.6) справедливо, если функция 
/■(<՝>) аналитична в заштрихованной области, показанной на фиг. 1.

В [5] интегральное представление (1.6) получено при несколько более 
жестких ограничениях.

Выражение (1.6) позволяет эффективно вычислять ф(0. используя
.формулы численного интегрирования. Пусть (]'= I......г)—узлы вы­

Представление (1.6) можно

бранной квадратурной формулы, при­
веденные к интервалу 10. 1]. Значе­
ния функций R (и) я II7 (и) в узло­
вых точках можно найти, заменяя и 
решении задачи теории упругости 
константы (Ли величинами £>д(и/) 
и £)<■ (и ) и выделяя мнимую часть 
полученных выражений.

Можно показать, что подынте­
гральные функции в (1.6) непре­
рывны, поэтому вычисление ква­
дратур не представляет затрудне­
ний. Сходимость численной квадра­
туры при увеличении числа узлов 
иллюстрируется на примерах в §4.

обобщить на случай, когда свойства тела
описываются ядрами вида

/е*<п = е֊^у■֊ 1<’<0, »а.->0 (1Д0)
<1

Каждое слагаемое в (1.10) представляет собой резольвенту ядра 
ехр (֊"'() С/\ (' 1). предложенного А. Р. Ржаницыным [7]. Ядра ви­
да (1.10) и интегралы от них протабулированы [4].

Повторяя выкладки работы [5] и используя теорему смешения изобра­
жения [8], получим
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* 1 т.
?(/)== а; кла.»] - ֊1֊ Г ехР [֊ (Р 4֊ и')] 4-

л ~
0 -г?)

Г (о) ди 

(1 4 ри’*)«
(1-11)

Здесь 1 , а функции /? (и) и !#’(«) опре­

деляются выражениями (1.7).
§ 2. При численном решении задачи теории упругости для определения

R («/) и необходимо решить 2г задач с комплексными кон­
стантами материала, равными /34 («_,-) и £)*(«,•), / - 1...... г. Это может 
вызвать определенные трудности, так как в существующих програм­
мах для решения задач теории упругости обычно предусматривается, 
что константы материала — действительные числа.

Приведем два метода численного обращения преобразования Лапласа, 
использующие значения изображения в узлах на действительной положи­
тельной полуоси. Эти значения могут быть найдены из решения задачи 
теории упругости с действительными константами материала. Методы осно­
ваны на разложении оригинала по дробно-экспоненциальным функциям и 
оказываются эффективными, если свойства наследственно-упругого тела 
описываются слабо сингулярными ядрами.

Представим решение наследственной задачи в виде

•?(о=.7<о+ вы у а--> л (2.1)
о

где £/(/) известная функция, а изображение н (р) функции '՜’(/) 
может быть найдено в некоторых узлах р.. Для вычисления выраже­
ния (2.1) достаточно найти <-»(/).

Если ядра операторов, фигурирующих в исходных уравнениях состоя­
ния имеют особенности порядка а. то функция (“)(/) имеет особенность то­
го же порядка.

Рассмотрим сначала случаи, когда — 0.5 < а < 0.
Будем разыскивать приближение 0(0 в виде

Н (0 “л-(/) = У 7ЛЭ,( 0 (22)
1֊։

где 01( — заданные параметры, у>. — неопределенные коэффициенты. Пара­
метр <х в выражении (2.2) положим равным порядку особенности функции 
е(О.

Коэффициенты у,. определим из условия минимума квадратичной по­
грешности в пространстве оригиналов
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е* =
<1

в(0 У 7лэв( Од, f) 
к '1

■idt (2.3)

Приравнивая 
стему уравнений

Здесь

нулю производные но ';л выражения (2.3). получим СН-

= (/=!,..., Л') (2.4)
A- J

ь,

|Э. (- п.-. t)dt (2.5>

6

| А(Г)ЭО (-։♦;, Ddt (2.6)

0

Подынтегральные функции в (2.5) и (2.6) при / = 0 имеют особенность 
порядка 2гх > — 1. поэтому интегралы в нуле сходятся.

Гак как решение упруго-наследственной задачи стремится к конечно­
му пределу при действии постоянной нагрузки, интеграл

Н (/) d( ос 

о

(2.7)

Из последнего выражения и монотонного стремления функции 
Э,( ֊ 0, /) к нулю при /—ж следует сходимость интегралов (2.5), 
(2.6) на бесконечности.

Для вычисления коэффициентов 6« воспользуемся интегральным пред­
ставлением дробно-экспоненциальной функции, которое является частным 
случаем представления ядра аналитической функции дробно-экспоненциаль­
ного оператора, полученного в [5]:

Э. (- л, 0 = — .< ехр(— xt) dx 
2՝'х' cos vs 4֊

(2.8)

Подставляя (2.8) в (2.5) и учитывая, что внутренний интеграл после 
изменения порядка интегрирования равен изображению по Лапласу функ­
ции Эа(— Од, 0» получим

։«= p/(u)rfu; /(u) = . пг'Т'---------------- й*.' '=—(2-9)
J «(u + ’h) (и 4՜ и cos vs — Vt) ՝t

причем при 0.5 1 функция z‘։/(z) стремится к нулю, когда
стремится к нулю и к бесконечности.
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Интеграл (2.9) может быть взят с помощью вычетоа. Следуя схеме 
интегрирования, приведенной в [9]. найдем

ап у* (о; 4֊ &Ь__________

V 51П Л“ (>>? 2՝'), соб ՝*՜)
(2.10)

Аналогично, подставляя (2.8) в (2.6). изменяя порядок интегрирова­
ния и учитывая, что внутренний интеграл есть преобразование по Лапласу 
функции Н(') с действительным параметром преобразования, будем иметь

6,
х-0(х) <1х

х՝' — 2Н։- д* сое ՝*՜ - •>]
(2.Ц)

Таким образом, параметры Ь։ выражаются через интегралы по действи­
тельной положительной полуоси от известного изображения функции 6(0- 
При численном интегрировании удобно выражение (2.11) преобразовать 
к следующему:

։
( .у71 (у) <1у Т ‘ 7« (.0 (2-1 ->

V иП О

՝*“ \У + 2'1« у СО5 ՝,~ ’>,)

5։п*“ 1
/г(у> =---------------------—н0($) не )

(1 20, у СОЗ «С: ~ ՝Ъу՝]

В случае, когда изображение н (р) в явном виде не известно, для 
определения значений н0(у) и 0О/— \ п узлах необходимо решить 2г

V У / 
задач теории упругости с действительными константами материала 
(г — число узлов квадратурной формулы). Если, например, свойства 
тела описываются операторами вида (1.1), (1.2). то Функция н0(//) н 
узлах у{У определяется из решения г упругих задач для тела с 

константами материала, равными

ЙР = С„/1 (7 = 1......и (2.13)
\ г 1£/. -

необходимо решить г уи-Аналогично, для определения .
\ У յ 

ругах задач, в которых упругие константы принимают следующие 
значения;

^’=^(1-^1^^,) (/■=։...... г) (2.14)
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В выражениях (2.13), (2.14) у' и у՝ узлы (вообще, различные) 
квадратурных формул, которые используются для интегрирования вы­
ражений с весами у и у՝~ .

§ 3. Изложенный метод неприменим, если порядок особенности функции 
Н(/) «<—0.5. так как интегралы (2.5). (2.6) расходятся.

Приведем метод численного обращения, применимый при мобых 
«С ( ։. о|.

будем разыскивать приближение функции *4(0 в виде (2 2) Коэффи­
циенты определим и.» условии минимума квадратичной погрешности в 
пространстве изображений. 

1

Представим функцию Hv(:) Н(- in виде

V А.ом(։) (3.1 >

где

•”«> (։) = V ։',=ехр($ 1) (3.2)
* 1 : 4-։,։

—полная на интервале [0 ,эс j ортонормироаанная система функций. 
Значения параметров С..« приведены в [11].

Коэффициенты л4., определяются из выражения

~ ։

и с

֊ У Л“ 1 у\ | ^У (3.3)

Интеграл (3.3) можно взять численно. При этом для определения ко­
эффициентов -4л используются значения изображения Н..(;) в точках 
с, = ։/։ и \։=Ууг (։;, - узлы выбранной квадратурной формулы).

Возвращаясь к переменной р. получим

.V
•u = X АпСпк (3.4)

Функции (р' :Ь) ' представляют собой изображения дробно-экспо­
ненциальных функции. Переходя к оригиналам, получим приближение (2.2).

§ 4. Для иллюстрации изложенных методов рассмотрим задачу об из­
гибе длинной равномерно нагруженной прямоугольной пластинки, лежа­
щей на упругом основании и шарнирно опертой по длинным краям [ 12].
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Изгибающий момент в середине короткой стороны упругой пластинки

м -1 ql-u.C-), 
о

2 sh : sin ;
=4ch2Hco72'՜)’

3^(1
2 I £0/iii (4.1)

где I и — ширина и толщина пластинки, Ч интенсивность нагрузки, 
Л,. — коэффициент постели.

Вычислялась функция ((>(/) = М(I)/М(0), представляющая собой от­
ношение решения с учетом ползучести к решению упругой задачи. 11рн рас­
четах приняты следующие числовые значения параметров, характеризую­
щих размеры пластинки и упругие свойства материала: / 0.25 .и.

— 0.01 .ч. £ = 1910 МПа. У<> = 0.25, Ло—29.4 МПа/м. Реологические па­
раметры пластинки я основания варьировались. Выполнено несколько ва­
риантов расчета

Г. При решении задачи методом, изложенным в § 1, операторы, опи­
сывающие упруго-наследственные свойства пластинки и основания приня­
ты в виде

Е Е.(1 Г0, А- = Л0(1 R)

Г4(/֊ т) = /д ехр[— р (/ — -)1 Э, (— 1»1, Z — -) (4.2)

Числовые значения реологических параметрон:

Zj 1.16, I՛. — 1.54, 7,֊. — 0.3, 02 1, т = 0.8 (единица времени 10 гут).

Для вычисления <(•(/) на основе представления ( 1.11) находим

“.l-(#i(“). &(»))] цу. ч _ |n։ u-P (Z>i(tf), /Л(мП] 
u2 (; (Eq, k0)] ' и.. [; (Eq, £о) |

где функция В,(и) и определяются в соответствии с (1.8). При вы­
числении интегралов в выражении (1.11) использовалась квадратурная 
формула Гаусса. Число узлов варьировалось от 4 до 14. Результаты рас­
четов приведены в табл. 1.

Таблица !

х՝\^ 0.10 0.25 0.75 1.00 3.00 10.0 15.0

4 1 4&3 0.07141 0.00574 -0.00817 0.05672 -0,09137 -0.09759
8 0 13301 0.07049 0.00613 -0.00902 0.05753 -0.09047 ֊0.09627

12 0 13200 0.07087 0.00608 -0.00899 -0.05753 0.09048 -0.09627
14 0.13192 0.07089 0.00609 -0.00899 -0.05753 -0.09048 -0.09627

Как видно, расхождение при г — 12 и г — 14 не превосходит 0.00008. 
что дает основание считать верными 4 знака после запятой в последней и 
предпоследней строках таблицы. Максимальное расхождение при г — 4 и 
г — 14 составляет 0.019.



58 А. А. Зевни. II. Г. Падва

Отметим, что при численном интегрировании обычно используются 
квадратурные формулы с положительными коэффициентами, поэтому ме­
тод, основанный на представлениях (1.6). (1.11) мало чувствителен к точ­
ности, с которой заданы значения /?(м) и №(м).

2°. Приведем результаты решения рассмотренной задачи методами 
численного обращения преобразования Лапласа, изложенными в § 2 и § 3.

При решении методом § 2 реологические операторы приняты в виде • 
.4.2) при. ;• - 0 »՛. сс = — 0.375, то есть свойства пластинки и основания опи­
сываются дробно-экспоненциальными функциями.

Изображение функции Н(/)

*-» (р) -
4.[z(E(P). к tjp>l | 

U2|;(£0. U1
- 1

£(р) £0[J */1։\р 4֊ ’»j)L к(р) М1 Za/(P։ + М .1 (4.4)

Приближение нл’(0 разыскивалось в виде разложения по четырем 
функциям Э5 (—О*. I) с параметрами 0(,. равными 0.5, 1. 1.5. 2. При вы­
числении каждого из интегралов (2.14) применялась квадратурная фор­
мула наивысшей алгебраической степени точности [10]. использующая 
б узлов. Была исследована чувствительность метола к точности, с которой

известно изображение. Для этого на значения функций <_>и(у) и но( — )» 
\ У /

которые вычислялись на ЭВМ с точностью 6 значащих цифр, налагалась 
относительная погрешность гЬ в, различная по знаку для различных узлов. 
Величина е варьировалась от 0 до 0.06.

Результаты расчетов приведены на фиг. 2.

Яга

Фиг, 2.

Сплошная линия соответствует решению, полученному с точностью 
4—5 значащих цифр методом численного интегрирования, изложенным 
в § I.
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При >• = 0 максимальная погрешность метода численного обращен ня 
преобразования Лапласа составила 0.0075. Соответствующая кривая на 
графике сливается со сплошной линией.

Как вйдно из графика, даже при очень большой погрешности Е = :±6% 
приближение в оригиналах оказалось удовлетворительным, особенно при 
/Й 5.

При решении задачи методом, изложенным в § 3, параметр а принят 
равным —0.7 и р = 0. Приближение функции (-)(/) также разыскивалось 
п виде разложения по четырем дробно-экспоненциальным функциям, нп с 
параметрами ехр (Й—I). Интегралы (3.3) вычислялись по формуле
I аусса с девятью узлами. Погрешность г. налагаемая на значения функций 
<*Му) и 6.,( I и), варьировалась.

Метод оказался мало чувствительным к величине г.
При Е = 0 максимальная и средняя абсолютные погрешности прнблн- 

ження функции с[(/) равнялись соответственно 0.026 и 0.017. При f ±6% 
эти погрешности не увеличились.

Устойчивость метода объясняется тем. ««то процесс интегрирования 
при определении параметров сглаживает случайные по знаку погрешно­
сти, с которыми было задано изображение.

3 Задача об изгибе пластинки была решена также методом коллока­
ции, предложенным Шепери. .Метод Шепери основан на разложении ориги­
нала ф(‘) по функциям А.. ехр (— 0*0, причем параметры полагаются 
заданными, а коэффициенты Ал- определяются из системы линейных урав­
нений. правые части которой представляют собой значения изображения 
<]՝(р) в узлах О, [1].

Фнг. 3.

При вычислениях основание пластинки было принято идеально упру­
гим, параметры р и а первого из операторов (4.2) равными Он — 0.5.

Число узлов Л варьировалось от 4 до 14. При каждом V узлы 0* рас­
пределялись в интервале [Отм, О™.»] по закону арифметической прогрес- 



60 А. А. Зевни. И. Г. Падва

сил, геометрической прогрессии или к узлах полинома Чебышева, приведен­
ных к рассматриваемому интервалу. Параметр fynt* был принят равным 
0.01, а 0.-.1.1Л варьировался от 1 до 20.

На значения изображения в узлах налагалась относительная погреш­
ность ± н.

При к = 0 и V = 14 минимальная погрешность, с которой удалось по­
лучить приближение <|-(О. равнялась 3%. При я0.00 I во всех рассмот­
ренных случаях были получены неудовлетворительные результаты.

На фиг. 3 приведены графики ф(О. полученные методом, изложенным 
з < I. с точностью до четырех верных знаков (сплошная линия) и мето­
дом Шепери при различных /V.

Как видно, наилучший результат получен при А = 4. однако точность 
его невелика. 11ри увеличении Л' точность приближения ухудшается.

1 аким образом, если для описания свойств материала используются 
ядра i особенностью, обращение методом Шепери не может быть рекомен­
довано.
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CONVERSION OF LAPLACE TRANSFORMATION IN THE 
PROBLEMS OF THE HEREDITARY ELASTICITY THEORY

A. A ZEV IN. I. G. PADWA

o u in tn a r y

Integral representation of a fraction-exponential operator function 
is applied to an operator of a more general type.
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Л method о:' numerical conversion of the Laplace transformation 
based on integral expansion of the solution from fraction exponential 
functions is developed.

Both methods may be used to solve problems lor an anisotropic 
or lump-heterogeneous body, whose properties are described by several 
independent operators. Examples are given.
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А. Н. ГУЗЬ. А. В. НАВОЯ! 1

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕСЖИМАЕМЫХ ПЛАСТИН 
ПРИ РАВНОМЕРНОМ БОКОВОМ ДАВЛЕНИИ

Введение. В работах [1, 2| исследована соответственно устойчивость 
полосы (плоская деформация) и стержня кругового поперечного сечения, 
которые помещены без трения между двумя абсолютно жесткими стенками 
и к боковым поверхностям которых приложено равномерное давление. Ма­
териал полосы я стержня считался упругим, несжимаемым с произвольной 
формой потенциала. В результате исследования в [1.2] получен следующий 
вывод: состояние равновесия является устойчивым, если к боковой поверх­
ности приложено давление в виде «следящей» нагрузки и неустойчивым, 
если к боковой поверхности приложено давление к виде «мертвой» нагруз­
ки. В последнем случае критическая нагрузка для длинных полосы и стерж­
ня приблизительно в два раза меньше эйлеровой силы при осевом сжатии. 
Для проверки общности полученных результатов целесообразно исследо­
вать другие задачи рассматриваемого класса (для тел с поперечным сече­
нием другой формы).

В данной статье исследуем устойчивость пластин прямоугольной и 
круговом формы, которые помещены без трения в абсолютно жесткие ци­
линдры соответствующей формы' (что определяет граничные условия на 
горцах пластин) и к боковым (нижней и верхней) поверхностям которы.՝ 
приложено равномерное давление в виде «следящей» или «мертвой» нагру­
зок. Для опред» лсиия «следящих» нагрузок будем использовать соотноше­
ния [3]. которые в рамках теории малых докритических деформаций явля­
ются более точными по сравнению с обычно принятыми. Материал пластин 
будем считать изотропным, несжимаемым с произвольной формой потен­
циала. Следуя работам [ 1—5]. исследования выполним в общей форме для 
грехмерных линеаризированных теорий упругой устойчивости при конеч­
ных и малых докритических деформациях [6, 7]. При исследовании при­
меним лагранжевы координаты, которые в нёдеформиррванном состоянии 
совпадают с декартовыми (л,. х;;. х ) или круговыми цилиндрическими 
(<. 0. х.) координатами. Величины, относящиеся к докритичёскому состоя­
нию, отметил։ индексом «ноль», возмущения отмечать индексом не будем.

Заметим, что в рассматриваемых задачах в силу условия несжимаемо­
сти для докритичеекого состояния при его определении приходим к зада­
че о всестороннем равномерном сжатии. В связи с этим можно использо­
вать основные соотношения [3—5]. Следуя | I. 2, 4. 5], будем полагать, что 
выполняется неравенство

!\>>0 (0.1)

которое обе.: пг швает устойчивость состояния равновесия несжимаемого те-
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•а при всестороннем равномерном сжатии, когда ко всей боковой поверх - 
ости приложено давление в виде «следящей» нагрузки [4*. Величина ц0 а 

<0.1) определяется через упругий потенциал соотношениями (1.8) или (1.9).

§ 1. Основные гоотношемня. Следуя [I—5], представим s следующем 
виде линеаризированные;
уравнения движения

'.'-С1 grad div и — rot rot и -r- grad р— \*и =■ 0 (1.1)

условие несжимаемости

div и — 0 (1.2)

граничные условия в напряжениях на части S, поверхности тела

<2‘1о ” 3<d ('.‘г - r.oto «Ч* (1.3)

выражения для определения правых частей граничных условий (1.3) при 
действии на S, ֊'Следящей» нагрузки

Р ~ - 5в ( jV-vu т /V X rot (1.4)

1i (1.3) и (1.4) получаем граничные условия, когда действует «сле­
дящая» нагрузка, в следующем виде:

<2jia.V-7u - р0Л՝ rot и - Л» 0 (1.5)

Из ( 1.3) получаем граничные условия, когда действует «смертная нагрузки 

(Р — 0). в виде

1<2)Ч '«)'V-vu (Ро =«) \ X rot и 4- Np] ֊ 0 (1.6)

Примечание I. Из сравнения выражений (1.5) и (1.6) следует, что 
раиичные условия (1.5) при действии «следящей» нагрузки можно полу­
пить формально из граничных условий (1.6) при действии «мертвой» на­

грузки. если в последнем выражении положить п„ = 0. которое входит явно.
I раничиыс условия (1.5) и (1.6) относятся к боковым поверхностям. 

На торнах, которые соприкасаются без трения со стенками абсолютно 
жестких цилиндров, будем считать, что выполняются следующие условия

ип — 0; Q.s =■■ 0 (1.7)

В (1.7) введены обозначения: Нп—составляющая вектора перемещений, 

направленная по нормали к торцу; Qs —составляющая вектора напряже­
ний на поверхности горца, лежащая в касательной плоскости.

В (1.1)— ( i.6) и ниже введены следующие обозначения: и— возму­
щения вектора перемещений; о плотность материала в естественном (не- 
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деформированном) состоянии; Л —орт нормали к поверхности тела в есте­

ственном состоянии; /’—возмущения внешних нагрузок, действующих на 
•*>,; р возмущение величины, связанной с гидростатическим давлением (за­
метим. что вышеизложенные соотношения сформулированы относительно 

вектора м и скаляра р); <•„ напряжение, соответствующее всестороннему 
равномерному сжатию (заметим, что напряжение о„ является истинным к 
для теории конечных докритических деформаций, поскольку в силу усло­
вий несжимаемости при всестороннем равномерном сжатии площадь по­
верхности тела не изменяется): н„ величина, которая определяется через 
упругий потенциал из нижеприведенных выражении.

Следуя [4]. приведем выражения для определения величины ц,-. через 
упругий потенциал, который является функцией /1$— алгебраических ин­
вариантов тензора деформаций Грина. В этом случае для теории конечны՝ 
докритических деформаций получено следующее выражение:

— — )ф°
О A дАМ Uj. о

Ф> Ф°(Л?, Л?) (1.8)

а в случае первого и второго вариантов теории малых докритических де­
формация - следующее выражение:

=4ьф0 

а А*
-u z- Ф^Ф’ЧЛа, Лз)

Л?=0
(1-9)

Исследуем вопрос о применимости метода Эйлера к рассматриваемым 

задачам. В случае действия «мертвых.» нагрузок (Р = 0), как известно, 
можно применять метод Эйлера. В случае действия «следящих» нагрузок 
на боковые поверхности первое условие (17) обеспечивает выполнение до­
статочных условий [8] применимости метода Эклера. Таким образом, в 
рассматриваемых задачах как при действии «мертвых» нагрузок, так и при 
действии «следящих» нагрузок можно применять метод Эйлера. В связи 
с этим в дальнейшем будем применять уравнение (1.1) без инерционных 
членов в виде

grad div и rot rotu-г grad р = 0 (1.10)

Следуя |7]. запишем представление общего решения уравнении (1.10) к 
( 1.2). В данном случае оно имеет вид

где ф к у, ֊гармоническая и бигармоническая функции. В (1.11) через
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II к S обозначены нормаль и касательная к контуру поперечного сечения 
при х. = const.

Таким образом, рассматриваемые задачи сводятся к однородным за­
лечим: к уравнениям ( 1.10) и (1 2); граничным условиям ни горцах (17)- 
граничным условиям по боковым поверхностям (15) при действии <-сле- 
дящнхз плгрудок или (1.6) при действии • мертвых - нагрузок.

Примечание 2. Уравнения (1.10) и (1.2). а также граничные условия 
при действии «следящих* нагрузок (1 5) переходят и соответствующие од­
нородные соотношения линейной классической теории упругости, если ве­
личину |i. заменить ил постоянную Лимг р Граничные же условия (1.6) 
при действии мертвом- нагрузки и граничные условия па горнах (1.7) не 
переходя՛։ в соответствующие выражения классической ֊.инейной теории 
упругости при указанной замене.

Перейдем к исследованию устойчивости пластин конкретной формы.

§ 2. /7ря,мор?о.։ьныс плас:ины. Рассмотрим устойчивость прямоуголь­
ных пластин (0 л'։ и: 0 х (•՝, — Л дсэ 4 /i), которые при

0. и н хг = 0, Ь соприкасаются без трения со стенками абсолютно 
жесткого тела, а при л\ Л загружены равномерным даиленнсм и 
виде „следящей“ или „мертвой“ нагрузки.

Нл (1.7) получаем граничные условия при х, 0 и п п следую­
щем виде:

(2.1)

а также при х. = 0 и х. — b в следующем виде:

ir^ — О, (2.2)

Из (1.5) пглучзс.м граничные условия при х. = ± Л в случае действия 
«следящей нагрузки в форме

Из (1.6) получаем граничные уч лопни при \ — й в случае действия 
Юртвой:՛֊ нагрузки в форме

Согласно ( 1.11) общее решение представим в следующем виде- 
5 I'Lhicctb» АН Армянской CLP, Мс нитка. ,\v !
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С , о- д д* .
«։ := т~ Ф----- 7—:— z: «а = — .7— ?----- z

dx- дххох3 dxi дх.,дх3
к О'/ (2-5)

"։=r~W/: р=^

Гармоническую и бнгармоническую функции ։|՛ и Z. удовлетворяющий 
условиям из торцах (2.1) и (2.2). представим в следующем виде: 
для изгибной формы потери устойчивости

. л l • m , п „ „ / т~ . п- \A sn -, Х3 Sin г. ---  Х4 sin “ ---  X,, i ‘ — "* ( — | —- )
а b \ а՛ Ь': /

(2.6),
/ - (j5 ch •, Xj 4* С\л-3 sh * х3) cos - — x։ cos " — x. 

a b

для потерн устойчивости с образованием шейки

v = A ch sin " —х։ sin ~ — х., 
а b

т п (2։7)
/ (/Л.|| ;х։ г ( \.Vj rh ’(Xj) соь ” x։ cos ’ — x2

a b

Рассмотрим вначале случай действия «мертвых» нагрузок, так как при 
действии «следящих» нагрузок результаты можно получить из рассматрн- 
: аемого случая, следуя примечанию 1, $• 1. Подставляя выражения (2.6) п 
граничны»- условия (2.3). после ряда преобразований получаем характери­
стическое уравнение в виде

о = О, Й = det jг., ; 4 j 1, 2, 3 (2.8)

В (2.8) введены следующие обозначения:

- ^'^-K chf/i, а։2 - ^-^2(2^- ^) ch-f/)
b а

Ъ — - — •[" (2р0 з0) 7/» sh -f/» ֊ ~ — 7г2|‘о ch 7// 
а а

, (2-5)то пи па _— ап » я32 _ а12 — , — а13 —- • » аз։ — О
an b т b т

7зг ('2г‘о л.) 7ash ;Л, зза — (2«0 о0) ch 7Л |- s0-;Jsh 7/1

Подставляя выражения (2.7) для случая потери устойчивости с образова­
нием шейки в Граничные условия (2.3). также получаем характеристиче­
ское уравнение п виде (2.8) я (2.9). Таким образом, две различные фор­
мы потери устойчивости (нзгибная и с образованием шейки) соответству­
ют одному и тому гкс характеристическому уравнению и. следовательно, 
имеют одну и ту же критическую нагрузку. После ряда преобразований ха­
рактеристическому определителю (2.8) и (2.9) можно придать следующий 
вид:
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6 = - 7^(2^ — 1 _ 2;ьо г Др sh 2; Л 

2^0 ”” Зо
(2.10)

Следуя примечанию I. § 1 и положив в (2.10) а„ = 0, которое входит явно, 
получаем характеристический определитель для случая действия «следя­
щей» нагрузки в следующей форме:

(2.11)

Учитывая неравенство (0.1) и неравенство $112у/( 2> 2у//, из (2.11) полу­
чаем. что 6 > 0. то есть 6 ~ 0. Таким образом, приходим к выводу, что 
состояние равновесия при действии давления при х> ±11 в виде «следя­
щей нагрузки является устойчивым. Заметим, что этот результат получен 
для тела с потенциалом произвольной формы.

В случае действия «мертвой» нагрузки, учитывая неравенство (0.1), а 
сайже то обстоятельство, что при сжатии (Тл < 0, из (2.10) получаем одно 
уравнение, корни которого имеют физический смысл, в следующем виде:

1 2fr- -sh2?A- = о (2.12)
2^-=о 21А

Уравнение (2.12) по форме совпадает с соответствующими уравнения­
ми | 1, 4] для задачи об устойчивости полосы.

§ 3. Круговые пластины. Рассмотрим устойчивость круговой пластины 
(0 г R; —/1 хя 4՜ h) .которая при г = R соприкасается без тре­
ния со стенками абсолютно жесткого цилиндра, а при х, = ~ Л загружена 
равномерным давлением в виде «мертвой» или «следящей» нагрузки. Иссле­
дование выполним для осесимметричной задачи. Из ( 1.7) и ( 1.3) в этом слу­
чае получаем при r = R следующие граничные условия:

Ur=0, р0 — = 0 (3.1)
дг

“’CzL“Ti) = 0’ + (3.2)
Vxjj or / ох3

Из ( 1.6) получаем граничные условия при х. = ± h в случае действия 
-мертвой՝- нагрузки в следующем виде:

< dur , . \/^из àur \(2% ~ «о) ֊֊֊ ֊1- («и ֊ °à) ( -- ------— ) = 0
Ох, \ df дх3 /

-, (3.3)
(2?о-’в)^ + я=о

дх3

Согласно ( 1 1 1) общее решение для рассматриваемого случая можно пред­
ставить в такой фбрме:
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։де 7. — осесимметричная бигармоннческая функция.
Бигармоническую осесимметричную функцию ՛/,. удовлетворяющую 

условиям (3.1) на горцах, представим н следующем виде: для нзгнбной 
формы потери устойчивости

/ = (А сЬ ;х3 4- В֊х3 бЬ 7х։) /о (*г); Т - (3.5)
К

и для потери устойчивости с образованием шейки —

X «(ЛзЬ-гх, 1 #7*3 сЬ-;х3)/0 (•;?•) (3.6)

В (3.5) и (3.6) введены обозначения: У0(а)— функция Бесселя первого ро­
да нулевого порядка; хк — Л-ый корень уравнения Уп(') ~ 0.

Рассмотрим вначале случай действия «мертвых» нагрузок, так как при 
действии «следящих, нагрузок результаты можно получить из рассматри­
ваемого случая, следуя примечанию 1. § 1. Подставляя выражение (3.5) в 
граничные условия (3.3). после ряда преобразований получаем характери­
стическое уравнение в следующем виде:

о = 0, о = det i, / = 1, 2 (3.7)

В (3.7) введены следующие обозначения:

- — 73’2:»e 3o)ch ;A, — ;3[(2:1п—;<>)‘(Ash;// 2^сЬ7Л|

«8» — (2^ =о) «Ь 7А, -- — т’[(2ft» — =о) 7A ch 7/» sh 7 А]

После преобразований характеристический определитель можно пред­
ставить в следующем виде:

; = <з-«э
\ 2։1о 5о 2",А /

Подставляя выражения (3.6) для случая потери устойчивости с обра- 
• ованием шейки в граничные условия (3.3), также получаем характеристи- 
■ескнн определитель в виде (3.9). Таким образом, две различные формы 

потерн устойчивости (изгибная и с образованием шейки) соответствуют 
одному и тому же характеристическому уравнению, следовательно, имеют 
одну и ту же критическую нагрузку.

Следуя примечанию 1. § 1 и положив в (3.9) ov — 0, которое входит 
явно, получаем характеристический определитель для случая действия «сле­
дящей» нагрузки в следующем виде:

3=4^1֊ sh 2՜; А
2; л

(3.10)
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В результате анализа выражения (3.10), как и в случае прямоугольной 
пластины, приходим к выводу об устойчивости состояния равновесия при 
Ъ = ± /։ «следящей» нагрузки для тела с потенциалом произвольной фор­
мы. В случае действия «мертвой» нагрузки снова приходим к уравнению 
(2.12), анализ которого выполним в следующем параграфе.

§ 4. Примеры В настоящем параграфе рассмотрим примеры для слу­
чая действия “.мертвой» нагрузки при х, = Л, то есть выполним анализ 
уравнения (2.12) для различных теорий.

Из (1.8) и (2.12) для теории конечных докритических деформаций по­
лучаем следующее выражение для определения критическом нагрузки:

(=Лр=2 /А_ рАЛфо, 
и;-«

. |2Й-5Ь2-.Л 
т։п--------------------I '2уЬ + »11 2;Л (4-1)

Из выражений (1.9) и (2.12) для первого и второго вариантов теории 
малых докритических деформаций получаем следующее выражение для 
определения критическом нагрузки:

(°о)«Р = 2 —Ф°1 
дА*

. ! 2-,'Л — яЬ2-(Л 
։пш--------------------

|ЗзЬ 2*'Л—2;Л
(4.2)

Для тонкостенных пластин (уЬ < 1) из (4.1) для теории конечных до­
критических деформаций с точностью до (укУ получаем

2
֊֊(ЪА)= 1

С*
2
15

(Ъ*)* (4.3)

Для тонкостенных пластин (уИ < 1) из (4.2) для первого и второго 
вариантов теории малых докритических доформацнн с точностью до (у4)։ 
получаем следующее выражение для определения критической нагрузки:

(5Лр — — Ф°| I — 
сдА92 Дг3֊(•(-.ЛГ 1- (4.4)

В (4.3) и ։.4.4) введены следующие обозначения: ~ I ц՜՜ Ь

— для прямоугольной пластины: ', ։ =’^л1՜ ‘ — для круглой пластины.
Представим упругие потенциалы в виде рядов; для теории конечных 

докритичес к и х дефо рма ц и й

«М, А>) -X Со (Л?)' (Л?)' (4.5)

а также для первого и второго вариантов теории малых докритических де­
формаций

•ил’. Лз) (4.6)
>• /

В результате из (4.3) я (4.5) получаем для теории конечных докрити­
ческих деформаций
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9 ւ֊֊(^)= 4
Р.. ~(Գօ С01)(иА)։ (4.7)

а из (4.4) и (4.6) — для первого и второго вариантов теории малых докри- 
ти чес к и х деформа ни и

£» I

4
^ойхА)* (4-8)

О

В (4.7) и (4.8) через р,, обозначена эйлерова сила при равномерном 
сжатии в плоскости пластины, вычисленная с привлечением гипотезы 
Кирхгофа—Ляпа.

Из (4.7) ч (4.8) следует, что при действии «.мертвой» нагрузки при 
х = ± й состояние равновесия является неустойчивым.

/Зыаоды. Вышеизложенные результаты для прямоугольной и круговой 
пластин, а также результаты [I, 2] для полосы и стержня дают возмож­
ность сделать следующие общие выводы, относящиеся к вопросу устойчи­
вости упругих несжимаемых тел. которые помещены без трения между аб­
солютно жесткими стенками и к боковым поверхностям которых приложе­
но равномерное давление в виде «следящей» или «мертвой» нагрузок.

I) Состояние равновесия является устойчивым, если к боковой поверх­
ности давление приложено я виде «следящей» нагрузки.

2) Состояние равновесия является неустойчивым, если к боковой по­
верхности давление приложено а виде «мертвой» нагрузки.

3) В случае действия «мертвой» нагрузки величины критической на­
грузки для тонких (длинных) тел приблизительно в два раза меньше эйле­
ровой силы при осевом сжатии.

4) Изгибная форма потери устойчивости и форма потери устойчивости 
с образованием шейки имеют одну и ту же критическую нагрузку.

Институт механики АН УССР
Ереванский по мгтехиическнй

институт им. К. Маркса Поступила 10 ! 1973

Ա. Ն. Ա. Վ. ՆԱՎՈՅԱՆ

ՀԱՎԱՍԱՐԱՉԱՓ ԿՈՂՄՆԱՅԻՆ ՃՆՇՄԱս ԴԵՊՐ11ԻՍ'
ՉՍԵՂՄՎՈՂ ԹԻԹԵՂՆԵՐԻ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Աշխատանքում Հետազոտված I, չսեղմվող ուղղանկյուն և շրջանային 
իիթեզների կայունությունը, որոնք ասանը շփման ս. եղավ էէրված են բացար­
ձակ կոշտ պատ երի միջև և որոնց կողմնային մակերևույթներին կիրա ով ած / 
հավասարաչափ ճնշում «հետևող» կամ «մեռած» բեոնս/վ սրումների տես֊ 
բով։ Արղյունքնևրր ստացված են ընղհանուր տեսքով եռաչափ /քմայնացված



Об устойчивости несжимаемы пластин прн равномерном боковом давлении 71 

կայունության ւոեսոէթյունների համար վևրջաւքոր և փոքր ն/ախակրիտիկական 
ղեֆորմացիաների ղեսյրումւ

Աորոյյուցված են հետեյայ ղրոլյթներր' I) Հավասարակշռության վիճակր 
կ/ինի կայուն, եթե կողմնային մակերևույթներին կիրառված (ինի Հէհեէոեոդ ՛■ 
րեոնավորում, 2) հավաոտրակշոոէթյան վիճակը կլինի անկայուն, եթե կողմ­
նային մակերևույթներին կիրառված (ինի մեռած՛ րեոնավորում, 3) ոմեոած» 
րեոնավ որմ ան ղեսյրէոմ կրիտիկական րեոնավ որում ր րարակ թիթեղների Հա­

մար մոտավորապես երկու սւնղամ փոքր է յինում էյյերյան пи/իք, I) ճկման 
ձեով կայունության կորաստր ե կայունության կորուստր վղ իկի աէսոյաքման 
ձեսվ անեն նույն կրիտիկական րեոնավ որում ր ւ

ON STABILITY OF INCOMPRESSIBLE PLATES UNDER 
UNIFORM LATERAL PRESSURE

A. N. GOOZ, A. V. NAVOYAN

Summary

The investigation on the stability of incompressible rectangular 
and circular plates placed without friction between absolutely frigid 
walls, their lateral surfaces being subjected to uniform compressive 
forces of the "following“ and “non-following“ (dead) type, is described. 
The results have been obtained in general form for three-dimentional 
linearized theories of elastic stability for finite and small critical de­
formations.

The following statements have been proved:
1) The equilibrium is stable when jeompressive forces, applied to 

lateral surfaces, are of the "following“ type;
2) The equilibrium is instable when compressive forces, applied 

Io lateral surfaces, are the "non-following“ (dead) type;
3) When compressive forces are of the dead type, the critical 

forces for thin plates are about twice less than Eyler’s forces:
•1) The flexion type of stability loss and that forming a neck are 

of the same critical force.
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Г. П ЧЕРЕПА1ЮВ. В. М. СМОЛЬСКИЙ

К РЕШЕНИЮ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 
ОПТИМАЛЬНОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

МНОГОСЛОЙНЫХ ПАНЕЛЕЙ

Основными прочностными и пространственными характеристиками 
многослойной панели являются:

1. Изгйбная жесткость панели, пропорциональная величине [1|

с. (А ) с։(Л։. Ля) --У Е, (а! — а:-_։)
3 ,֊.»

а| = 2 Л0 0
;-и

2. Предел пропорциональности, характеризующей условие работы па­
нели в упругой области

3. Вязкость разрушения панели [2]

с,(Л) = Ас 4՝՝՝^’Л.
Л /-и

4. Вес панели, пропорциональный величине

с4(.Л) — Р — V

5, Толщина панели (объем панели пропорционален толщине)

с. (fl) = Л = У !и
<>=1

Здесь введены следующие обозначения: Л, - толщина /-ого слоя 
панели; Е<, зП1, Кс\ соответственно, модуль упругости, предел 

пропорциональности, вязкость разрушения и плотность материала 
7-ого слоя. Для многослойной панели через п, А'е, Р. Л обозначены 
число слоев, вязкость разрушения, приведенный вес и толщина соот 
ветственйо.

При выборе ;/ и Л? (7 — 1, 2......п) стараются добиться возможна
больших значении характеристик г։(й). c.(h) и с3 (Л) и возможна 
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меньших значений с4(А) и с.. (А). Поэтому общую многокритериальную 
задачу оптимального проектирования многослойной панели можно сфор­
мулировать следующим образом (критерий Парето (3)]:

шах V л?с (Л), /. ^>0’ У ' 2’ 3
П ' 1<0, / = 4, 5

V Гм |֊1 11.1)

Величины |/.;| характеризуют важность отдельного критерия в .мно­
гокритериальной задаче и выбираются при постановке задачи, либо по уже 
известным решениям однокритериальных задач [3. 4|. либо .нолевым- ре­
шением группой экспертов.

Другим подходом сведения многокритериальной задачи к задаче с од­
ним критерием является выбор одного критерия в качестве главного, при­
чем яа остальные характеристики панели накладываются ограничения в 
форме неравенств. Если при этом в задаче есть один параметр, по к ггоро- 
му критерии меняются монотонно, удается дать наглядную интерпретацию 
множителям ‘В нашей задаче в качестве характерного параметра можно 
взять параметр / пропорционального изменения толщины панели 
А» = А<*С /7о этому параметру критерии можно разбить на две группы: 
одни улучшаются с увеличением I (увеличение нзгибной жесткости пане­
ли). другие ухудшаются (увеличение вязкости разрушения, минимум веса 
и толщины панели); предел пропорциональности не меняется с измене­
нием /.

Многокритериальные задачи возникают тогда, когда есть критерии из 
различных групп (противоречивые критерии), иначе решение оптимально»։ 
задачи гривиально. Например, решение задачи

тахр,Кс—'7^0» 7 3, 4
п, Л,-

сводится к определению такого ։, при котором достигается 

шах ՝ (Л«о) —

После разбиения критериев на группы по характерному параметру 
удобно сначала оценить критерии по их сложности и наиболее сложный 
взять в качестве основного (в наших условиях это. по-вйдимому, первый 
критерий).

Рассмотрим следующую задачу:

шах сг (А) 
А<

при ограничениях

с,(А)>Кв

с}<Л) сд>’ > = 2’ 4» 5

(1.2)

(1.3)

(1.4)



К решению задачи оптимального проектирования многослойных панелей 75

Поскольку критерий ( 1.2) монотонно растет с увеличением толщины 
любого слоя, решение задачи ( 1.2) ֊( 1.4) находится на границе ограниче­
ний (1.3)—(1.4). Поэтому решение этой задачи распадается на решение 
нескольких задач с ограничениями типа равенства и проверкой выполне­
ния для этих решений оставшихся ограничений. Решение общей задачи по­
лучается выбором наилучшего решения из конечного числа решений этих 
задач. Полученные вспомогательные задачи методом множителей Лагран­
жа сводится к решению задачи с критерием (1.1): однако параметры >/ 
определяются в ходе решения задачи; таким образом, устанавливается 
связь между множителями /. и константами Кс„ с.р в ограничениях [5].

Следует заметить, что поставленная задача непрерывна по и дискрет­
на по П. Решение по дискретному параметру л производится полным пе­
ребором. В дальнейшем считаем П фиксированным и решаем задачу но не­
прерывным параметрам.

Из вспомогательных задач рассмотрим как наиболее сложную сле­
дующую задачу:

шаху \^Е/(а^— а, - V/г/, Л6 = О
3 ,-1 /-о

-а;]л; = п (1.5)
1-1

Остальные ограничений не выписываем; их учет производятся в конце 
решения задачи.

Составим функцию Лагранжа

Г(А.. X) ֊ V £, («’ <,) т хл,(К,У1 - £„) |

и необходимые условия для определения оптимальных значений к: и Л

ЯЕ '՛
— = V Еаа'1 - а1_.) - //,. (Л,-) = 0 (1.6)
о/),- к,-/

/, (Л,) = кН' ( Л,) - £, 4 Л, , ,-=1,2...... „

Вместо системы уравнений (1.6) рассмотрим эквивалентную систему, 
полученную из последнего уравнения системы ( 1.6) и последовательных 
разностей 1-ого и (։ -г 1)-ого уравнения системы ( 1.6)

ЕпЬ„ (кп '2 У А, 
\ • /

+ >/„(*„) = О (1.7)

& А, Л, - 2 V к, -г ЧЛ (Л/) ֊ ։ (Лм1)] = О (1.8)

(/ 1,2,..., п-1)
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Соотношение (1.5) дополняет условия (1.7). (1.8) для определения 
л, Л,.

Примечательно, что система уравнений (1.8) не содержит Л,„ поэтому 
можно, задавая рекуррентно по I выразить все А. через л и А,. Подставка 
/С из (1.5) в (1.7). получаем еще одну связь А„ и А,. Затем рением полу­
ченное уравнение численно и получаем для данного л оптимальные толщи­
ны всех слоев и величины Л<,(л). с (л) (/ = 2. 4, 5). По графикам этил 
монотонных функции от 7. определяем то значение л, при котором нее огра­
ничения выполнены (одно из них является равенством).

Таким образом, при решении задачи считается заданной не величина 
Л<„ а значение А, по которому потом определяется /(„(/.): поэтому важно 
указать границы изменения величин л и Л,. Для этого нужно провести кон­
кретное исследование функций /г(А,).

Удобна и реалистична следующая аппроксимация:

Лс (А,-) 2^

с,. = [к/£]՛, </, = | Хс" (Л,)]’ - с,. х, = - 1 о
п ,1)

В этом случае

л (А՛ ’=[°+(14-2х’)’ ՛ -

Отсюда следует, что при Аг. > 1.5 АП1> функция Д(ЙП) отрицательна и 
для выполнения соотношения (1.7) необходимо неравенство > 0. Тогда 
во всех соотношениях (1.8) будет

Л (Л. > —/, ։(А..Н<0

причем эта разность монотонно убывает с увеличением ։ (считается, что 
Е растет с ростом <). Это соответствует постепенному приближению А, к 
А,-о с уменьшением А

Примерный график функции /,(Л )- К-, показан на фиг. 1; при 

Кп шах 1\1с существует отрицательный относительный минимум /,(А. ) 

и поэтому, вообще говоря, две точки Ап и А^ (фиг. 1), которые удов­
летворяют необходимым условиям. Ясно, что точки Аг»^>лн надо брать 
для слоев с большим номером, однако они могут нс удовлетворять 
ограничениям (1.4*. Кроме того, в решении надо учитывать ;՛. гранич­
ную точку А.՜—Л,. Таким образом, непрерывная задача (1.2) . 1.4) 
сводится к проверке 3 точек вида

|А։.-о ......

(/, 0, 1. 2: I- I. 2...... л)
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Из проведенного исследования вытекает, что для многослойных пане­
лей из .материалов, у которых существенно различны модули упругости. 
Оптимальными будут следующие величины толщин слоев: для всех слоев, 
кроме последнего, надо брать а для последнего слоя Л,, = Лл8
Для материалов с близкими характеристиками надо проводить расчет по 
формулам (1.5) (1.7). (1.8).

Фи։. I. Примерный график функции /ДЛ^) + Л\,.

Построенный принцип выбора оптимальной многослойной панели по 
пяти основным се характеристикам следует рекомендовать как наиболее 
реалистический принцип оптимального проектирования авиационных слои­
стых Конструкций. Заметим, что в настоящее время в инженерной практи­
ке обычно проектирую! панели лишь по двум характеристикам (по жестко­
сти и весу).

Примеры. В качестве первого примера проведем расчет шесткслойной 
панели из следующих листовых материалов: алюминиевого сплава 7075-Тб 
(Лй = 0.26 см. К1С - 4200 к-ь!см'1. КсЦ10} 9165 Е 0.71 У
ХЮ6/сг/слг), титанового сплава ВТ14 (Ло —0.1 слг. К[с= 5500 л7.слГ\ 
А'с(Л0) 9420 ьч;см3 Е 1.15՛ КГ лг?’сл/''?), стали ВКС-1 (Ло 0.1 сл:}
Кгс— 6300 кг/слс' Ас(Аа) 9030 кг/елг Е — 2.05-10” л-/.слг|.

Графики зависимостей с.|( ('•) приведены на фиг. 2. Расчетом под­
тверждается решение для материалов с различными модулями упругости, 
изложенное выше.

В качестве второго примера спроектируем шестислойную панель из 
следующих алюминиевых сплавов с близкими характеристиками: сплава 
7075-16 (его характеристики даны в первом примере): сплава Д16 
(Ло - 0.2 СЛ<, К!С = 4000 к։>см1 ֊, Кс (Л„) = 9000 п см' Е =-- X 
X 10* хч/елг) и сплава АК8 (Ло -0.22 см. £= 0.73-10" л? см:. К;с 
= 4000 ло елг* ^с(Ло) = 8200 л-? с.и(;՜).

Графики зависимостей представлены на фиг. 3, 4.
Голщины отдельных слоев отличаются от величин /<՛„ при больших 

значениях вязкости разрушения и монотонно изменяются с увеличением X.

Замечание. Несмотря на то. что рассматриваемая задача решается ме­
тодами оптимизации по параметрам, она является задачей оптимального 
проектирования в начальной постановке, поскольку, как показано в [2], 
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ограничения в виде плоского напряженного состояния панели приводят к 
критерию ( 1.3). Разумеется, параметрическая оптимизация многослойной 
панели, предложенная в [2] и и настоящей статье, является определенным

Фиг. 2. Зависимость приведенного веса (к։/с.и2- 103). толщины (си), нагибной
местности (к։ с.и-10 ’) н вязкости разрушения (к> с.и՜'г) от X.

Фиг. 4. Результаты расчета для материа­
лов с близкими характеристиками (ме­

няется толщина третьего слоя)

Фиг. 3. Результаты расчета для мате­
риалов с близкими характеристиками 

(меняется толщина 2-х слоев).

упрощением общей задачи оптимального проектирования панели. Это упро­
щение основано на схематизации физического процесса деформации и раз­
рушения панели (что отражено характеристиками с,, с... с ). а также на схе- 
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.матнзации геометрической структуры панели (характеристики с.. с-.) Ойо 
не учитывает, например, динамических волновых эффектов, докритичеекого 
роста трещин н многого другого, когда следует оптимизировать другие кри­
терии. Общая задача оптимизации многослойной панели весьма неопреде­
ленна и ее решение невозможно без таких упрощений Рассматриваемая 
постановка может считаться начальной при наличии аварийного и безава­
рийного режимов работы панели [2].

Заключение. Предложенный подход оптимального проектирования 
многослойных панелей с помощью множителя Лагранжа дает возможность 
установить связь между этим множителем 8 общем критерии многокри­
териальной задачи и правой частью ограничения типа равенства в одно­
критериальной задаче. Общая задача оптимального проектирования много­
слойной панели распадается на набор вспомогательных однокрнтериальных 
задач.

Московский авиационный
институт Поступила 24 XI 1977

Դ '1. ՋեՐեՊԱՆՈՎ. Վ. 1Г. ՍՄՈԱՈւԻ

ԲԱԶՄԱՇԵՐՏ ՊԱՆԵԼՆԵՐԻ ՕՊՏԻՄԱԼ ՆԱԽԱԳԾՄԱՆ 
ՐԱԶՄԱՑԱՓԱՆԻՇԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

II. մ փ ո փ ււ ւ մ

Putt/il աշերա պանելի օ//y ա իմ ui( ն ա իւ tu tfd մ ան ր ա :յմ ա շա փ ան իշա ւին խրն֊ 
ղիրր k օմանղակ մ իա չափան իշային խնդիրներին, որոնք առաջարկ­
վում Լ /ուծե/ Լադրանմ ի բազմապատկիչների մ եթ ո դովէ

^աոոլւյվհք Լ ըսւո Հինդ Հիմնական բնորոշիչների օպտիմալ բաղմաշերտ 
պանելների ընտրութ յան սկզբունքը, որն առաջարկվում Ւ որպես շերտավոր 
ավիացիոն պանելների օպաիմ ալ նախազծմ ան ավելի զործնական սկզբւսնրէ

Այղ սկւլբսւնրի Հիման վրա լուծվել ի րայքայման ֆիքսված մածոլցիկո։ - 
թյամր և ծոման ամենամեծ կոշտությամբ բազմաշերտ պանելի օպտիմալ նա- 
խուզծմ ա ն խ Ն ղի րր .*

ON THE SOLUTION OF A MULTICRITERIA PROBLEM OF 
OPTIMAL DESIGN OF MULTILAYERED PANELS

G. P. CHEREPANOV. V. M. SMOLSKY

S u m m a r y

The multicriteria problem of optimal design of a multilayered pa­
nel is reduced to a set of auxiliary one-criterion problems. The auxi­
liary problem of design of the multilayered panel of maximum flexural 
rigid ity and given fracture toughness is solved as an example.
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