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К УСТОЙЧИВОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК
С ЗАПОЛНИТЕЛЕМ ПРИ СИЛОВЫХ И ТЕМПЕРАТУРНЫХ

ВОЗДЕЙСТВИЯХ

Устойчивость цилиндрических оболочек с упругим заполнителем до- 
статочно хорошо изучена при силовых воздействиях, когда, начальное на­
пряженное состояние однородное, устойчивость же оболочек, илходящихсн 
н произвольном температурном поле к при произвольных нагрузках, иссле­
дована недостаточно полно.

Ниже рассматривается устойчивость свободно опертой цилиндрической 
оболочки с заполнителем, когда внешняя нагрузка и температура на внеш­
ней поверхности цилиндра меняются произвольным образом вдоль обра­
зующей.

Решение задачи состоит из трех этапов:
а) определение температуры в оболочке я заполнителе;
6) определение температурных напряжений в оболочке и заполнителе 

(решение уравнений невозмущенного состояния);
в) определение критических параметров (решение уравнений устой­

чивости).
Каждый из этих этапов рассмотрим в отдельности.
1. Пусть имеется цилиндрическая оболочка радиуса R, толщины Л и 

длины /. которая наполнена упругим материалом. Принимается, что мате­
риал заполнителя во много раз податливее материала оболочки. Для про­
стоты принимается, что заполнитель — сплошной (не полый).

Как обычно, предположим, что температура по толщине оболочки ме­
няется линейно

2
(1.1)

где /(— заданная температура на внешней поверхности, а I-—искомая тем­
пература на внутренней поверхности (на контакте).

В заполнителе температура должна быть определена из уравнения 
теплопроводности (I ]

(,՜և 1 _
՚ ժ?՜° (1.2)

и на граничных условий

^о —/0(г) ”ри х О 
(г) при х = /

(1.3)
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Представим t. в виде ряда

2 f, . . , . k~— /0 sin t-kxdx. !к = —у
0

(1.4)/0 = V С к (г) sin f-kx, С к --

2
Умножая (1.2) на — sin'/* и интегрируя от 0 до /, при этом

учитывая граничные условия (1.3), получим [2]

֊֊ + - - 5G = ֊ [I ֊ 1 ft1 (г) ֊ <“ (г)] (1.5)
dr' г dr Г

Решение (1.5) при условии конечности С, при г —О имеет вид

Ck(r) = c^Q-kr) с(,к{г) (1.6)

где б£(г) — частное решение, соответствующее правой части (1.5). 
Представим /։ и I- в виде рядов

ОС ОО
ti = Ya*sin>*x, f., = yfosin'iX (1.7)

x=i i -i

Предполагая для определенности, что на поверхности контакта оболоч­
ки с заполнителем имеется идеальный тепловой контакт | I]

f = k = /о

кл= "р"г к (1՝8)
dz ° dr h ° dr

где К и К„— коэффициенты теплопроводности соответственно оболочки и 
заполнителя '. для неизвестных коэффициентов получим

К
ck — р

к 

Ь„ -с/։М) + с°(Я)

Здесь и в дальнейшем штрих означав! дифференцирование по г.
Сходимость ряда (1.4) можно улучшить, выделив из него

1֊ * + —<։(г)

) Здесь и о дальнейшем температурные и упругие характеристики оболочки обозна­
чаются без индексов, а заполнителя -с нулевым индексом.
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Таким образом, по (1.4). (1.6) и (1.7) определятся неизвестные тем­
пературы А и /0.

2. Для определения докритнческнх усилий в оболочке должны быть 
совместно решены уравнения равновесия оболочки и заполнителя.

Эти задачи также решаются весьма просто. В частности, необходимые 
нам перемещения и напряжения в заполнителе определяются формулами

сс

и ^итсоз>тХ,
ГГ|»”О

ос
1Г й1п /.тх

л։՜ ։
ОО

' = 2 СОЗ КпХ 
т—О

(2.1)

ит = >■
А

Ж■?п

R

) -г^(г)

(/г

1 -2у

<1и,
вг

R

{-

3 - 4ч 
R

= ’с^/и^г) с

Ъп = 20

3-2՝-

'■т /у (^щГ

1 — 2у0 ֊ 
гК

+ 2С0 \ дг ‘ 1 - 2г 

2б։0/֊„,

4-2^ аоС.(г)

в случае, когда на торцах отсутствуют радиальное перемещение и продоль­
ное напряжение

Здесь От и — частные решения, соответствующие заданной тем­
пературе.

Если искать решение уравнений оболочки

</'п0 । 
4/х'“

V </Ц>0
R дх

—[Х,° ֊Х։0 Г 4.«(1 4-,)^2 
£Л (/х

/г
12 (Ул֊4

Шр , 2_ <Ь1о .
№ R <1х

1—г 12»-/:”] +
С.П

(2.2)
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где

Ц _ м *1 ^2

ч.-֊7—
в виде рядов 

02 Ой
и0 = У Д„ СОЗ'тХ, Шл = У 8т в1П Лл1Х 4—Л 4м

т-М> гл —1

(2.3)

и при этом неизвестные контактные нагрузки от заполнителя на оболочку 
также представить п виде рядов

-ОО

Х-1 УЛтСО8/-п,Х, 
той

■х>
/г' У 2„У .$։п !.тх

г.ч-=1
(2.4)

то вместе с контактным։։ условиями

щ и,
«V Г,

л’
г!

при г — R (2.5)

получим шесть уравнений для определения шести неизвестных 
С<!\ Ст’, Ат, Х,„ и /п։ (их выражения из-за громоздкости не за­
писываются).

В конечном итоге необходимые для решения задачи устойчивости на­
чальные усилия можно представить в виде рядов

то £А ~
/։ —------֊ > <У,.,СО5/тХ.

1 — V* *՜՜1 т-0

7?=- Е1։ Уе„,соз>„х (2.6)
1 — >* „ п 

где в выражения <4 и вт входят внешняя нагрузка и температура.

3. Уравнение устойчивости оболочки берем в виде [3]

д"и } 1 — •/ д~и ( 1 4- у д'у у дш 
дх* * 2 №<№ 2 ЯдхдЬ ՝ R дх

I х ’ --гк- л V V л V м.'
2՜ Лдхдб ' ~Л? R1 6? ~дИ

№ д /д-хи 1 &ы\ 0
12/?։ /?2^/

V ди 1 А2 . ,
/? дх R2 до 12

(3.1)

1 — ՝<~ / ^од2^՛ д-ю \ 1 - ՝/-
~ЁГ{Т'^^Г2^) + ~ЁГ 2 = 0
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Как показано в многочисленных исследованиях (наир., в [4|). нагру­
зочные члены в первых двух уравнениях несущественно влияют на значе­
ния критических параметров, поэтому они пренебрежены.

По предположению на торцах оболочки имеются условия свободного 
опирания, следовательно, перемещения, удовлетворяющие этим условиям, 
будут иметь вид

0О •
и = COS «0 У U1COSC..X 

ч-о
ЭС

v == sin n(J У vt/ sin \х 
9-1 

(3.2)

co 
W — COS У, W4 sin 

9-1

Нормальное давление Z определяется из решения трехмерном задачи 
для заполнителя с учетом контактных условий с оболочкой "г0 = -л_ =■ О, 
zu — 1^; =г Z. для возмущенного состояния. Выражение для нормаль­
ного давления можно представить в виде

ОО
Z COS n!i У Zqn sin / .,х

9-1
(3.3)

Коэффициенты довольно громоздкие я сложные, но они сильно 
упрощаются, если воспользоваться их асимптотическим представлением для 
больших Ц и п [ 5, 6|

, --А-1 х’ + Д (3.4)

Как показано в [5. 6]. такое приближение дает вполне приемлемые 
результаты.

Учитывая (3.2)—(3.4), для и՛., получим следующую бесконечную 
систему [7]:
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-f(2 4֊

12/?« ? -Ь-”3.
R2

(3.6)

Критические параметры (нагрузка и температура, при которой проис­
ходит потеря устойчивости) определяются из (3.5). как наименьшие соб­
ственные значения матрицы этой системы.

4. Рассмотрим два примера. В обоих примерах принято, как наиболее 
интересный случай [6], что нагревается только оболочка к что она 
гиплоизолировака от заполнителя (получается как частный случай (1.8)— 
а именно: /о = 0).

Пусть на оболочку действует внешнее синусоидальное давление и такая 
же температура па внешней поверхности

Z1 — QSJH —

(4.1)
G -= /? sin у

Расчеты проводились для оболочки /?//։ = 302.1; л/?//=10; v=0.3; 
v„ —0.5; Е:Ео=](У как с заполнителем, так и без заполнителя в предполо­
жении бсзмоментности и момснтности начального напряженного состоя­
ния').

Изменение критического давления в зависимости от температуры по­
казано на фиг. I.

Как видно из фиг. 1, при отсутствии воздействия теп.мературы расчет 
на устойчивость в предположении безмоментиости начального состояния

*) Были рассмотрены определители третьего и четвертого порядков. Результаты 
■ практически совпадают.
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приводит к незначительным погрешностям в значении критического дав­
ления. независимо от того, есть или нет заполнитель. При наличии же тем­
пературного воздействия, если расчет оболочки без заполнителя должен 
был вестись, исходя из моментностн начального состояния, то уже оболоч­
ку с заполнителем вполне можно рассчитывать, исходя из безмоментнои 
теории.

Интересно отметить еще то, что существую։ критические значения 
внешнего давления и температуры, которые одинаковы для оболочек без 
заполнителя и с заполнителем (точки В и М).

Теперь изучим случай, когда на поверхности оболочки заданы постоян­
ное давление и постоянная температура. Тогда вместо бесконечной систе­
мы (3.5) получится одно уравнение, которое после упрощения [3] прини­
мает вид

Т2° /гтг ֊:А"’ Go Е 1
Eh 12(1 — ՝/՛) А'; ’ /*•„• £(1 <) h n

T'i [1 = Eq ■ ".-±
I £(1->C1) h l֊v0

(4.2)

Критические параметры и формы потери устойчивости определяются 
весьма просто.

Для параметров ч — 0.3; д> = 0.5; Е 10’ критические значе­
ния для выражений 10*q/E 20з7։ при различных E'h и Eli приве­
дены в табл. 1.

■— 105 20*/?

Таблица 1

/, R
100 300 500

1 0,9578 1.696 0.05936 0.4928 0.01642 0.3056
1.5 0.6122 1.520 0.05651 0.4928 0.01104 0.3056
2 0.4601 1.460 0.02945 0.4928 0.008227 0.3056
2.5 0.3885 1.429 0.02369 0.4928 0.006592 0.3056
3 0.3059 1.419 0.01737 0.4928 0.005634 0.3056

В первых столбцах для каждого Е/Н помещены значения критического 
давления для оболочки без заполнителя (£.> —0).

Из таблицы видно, как при наличии заполнителя критические пара­
метры очень быстро достигают своего асимптотического значения (оболоч­
ка «становится» длинной) и. во-вторых, чем длиннее оболочка, тем большее 
влияние оказывает температура.

Институт механики Al 1 
Армянской ССР Поступила 21 IX 1977
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Լ. Ա. ՄՈՎՍԻՍՅԱՆ

ԼՑՈՆՈՎ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ 
ՈՒԺԱՅԻՆ ԵՎ ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա մ փ ււ փ ո ւ մ

Կ՛ ի ս։ ա ր կվ ո ւմ Լ աղատ հենված [րիվ յցոնսւծ ղյանային թաղանթի կայու­
նությունը, երբ նրա արտաքին մ ակերևու յթ ի վրա տրված են բեռ և ջերմու­
թյուն, որոնք կամա յա կան ձեով են փոխվում ըստ թաղանթի ծնիչխ Ջերմու­
թյան բաշխումը, ինչպես և նա իրն ակ ան լարումները թաղանթում և լցոնում 
արվում են շարքերի տեսքով։ Լցոնի աղղեցռւթյունը հաշվի Լ տոնվում միայն 
որպես նորմալ ճնշում։ Կրիտիկական պարամետրերի որոշումը րերված Լ 
անվերջ մատրիցի ամ են ափ ոքրա ղո։ յն սեփական արժեքի ղանելուն։

Դիտարկված են երկու օրինակներ!

THE STABILITY OF CYLINDRICAL SHELLS WITH AN 
ELASTIC CORE UNDER TEMPERATURE AND 

STRESS EFFECTS

L. A. MOVSIS1AN

S u in m a г у

The stability of cylindrical shells with an elastic complete core 
is investigated, where axially symmetrical temperature and normal 
pressure on the external surface are given.

Two examples arc presented.
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СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ МЯГКОЙ ТЯЖЕЛОЙ ЦИЛИНДРИ­
ЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ПРИ ДЕЙСТВИИ В11УТРЕННЕГО 

ДАВЛЕНИЯ

I. В некоторых практических случаях представляет интерес задача о 
колебаниях мягкой цилиндрической оболочки, подверженной внутренне­
му давлению; в частности. эго относится к гибкому ограждению аппарата 
и.։ воздушной подушке. Но обычно при анализе колебаний таких оболочек 
вес оболочки не учитывается, причем возникающая при этом ошибка оста­
ется неясной. Для оценки этой ошибки ниже рассматривается задача о сво­
бодных колебаниях такой оболочки с учетом собственного веса.

Оболочка, которая считается бёзмоментной и нерастяжимой, закрепле­
на двумя образующими, расположенными п одной горизонтальной плоско­
сти (фиг. I). Считая задачу плоской, отнесем нее рассуждения к оболочке.
размер которой вдоль образующей 
равен единице.

Дифференциальные уравнения 
свободных колебаний оболочки в 
проекциях на оси х и у имеют 
вид [1] 

dt2 ժտ \ ds / ds

где / время, х($, /) и у (з, ё) 
координаты точек срединной по­
верхности, з — координата по длине 

Фиг. 1.

дуги оболочки. '■ и 7 масса и вес оболочки на единицу площади ее 
срединной поверхности, /V окружное нормальное усилие, зависящее 
от времени и координаты, р нормальное давление, величину кото­
рого мы будем считать неизменной.

Условие нерасгяжимости оболочки имеет вид

I ±.у^(£2.у = 1
' ds 1 ' ds /

(1.2)

Если в уравнениях (1.1) положить левые части равными нулю, то полу-
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чнм уравнения, определяющие форму равновесия оболочки: далее с уче-
« dx dii , -том соотношении ----  = cos ?, —— — sin - нетрудно найти [4]:

ds ds

ds С■ ■■ - = — ■ 
</? (р 4-9 coss)3

Р т Q cos ?
-Здесь «J—угол между касательной к контуру и осью х в состоянии равнове­
сия (фиг. 2): С—постоянная, которую можно вычислить по формуле

при (f<Zp

С~--------------------------------- --------------------------------------------------(14)
2 [ 2Р arrtK Ур -Я1 <7 sin ?и I

lip’— q: p-rq /' gcosrol

и ри 7^>p

где —угол между касательной к контуру и осью х в закрепленных точках.
—длина дуги оболочки. Эти формулы можно получить из рассмотрения 

равновесной формы оболочки.

2. При колебаниях можно принять

vj(s, /) — проекции на

х - х0(5)-г :($. о

у = у0 («) - О (2-1) 

м - л;(5) + (*, о

Здесь х0($) и у0($) функции, опреде­
ляющие равновесную форму контура 
(они находятся из решения статической 
задачи), окружное нормальное
усилие в состоянии равновесия, : ($, /) и

оси х и у перемещения произвольной точки
контура при колебаниях, N. (s, t) динамическая добавка нормального
усилия.

Подставляя (2.1) в (1.1) и (1.2) и пренебрегая величинами второго 
порядка малости с учетом условий равновесия, получим

Г.- 
Os‘ <У֊

+ р^֊
(is

(2.2)



Собственные колебания мягкой тяжелой цилиндрической оболочки 15

(2.з) 
ds ds ds ds

Далее вместо перемещении с и 1) используются нормальное и тангенциаль­
ное перемещения (фиг. 2):

u = ;sin?— tjcos© (2 4)
W = : COS ? + Т, sin ©

Для удобства перейдем от аргумента 5 к аргументу ф с помощью (1.3): с 
учетом (2.4) получим

С d-v / du \ dNA? ----------------- —• п cos ? I V — ) 4--------
(р 4՜ geos»)2 д? \ dp / г/э

С д'1 и , , ч (d-ц dv \ /r>֊ (р +7 cos?) (2.5)
(/> 4՜ q cos ■?) dt* \д?2 д? /

. / du \— ™л — q sin ? ( - -------v )
\ <7» /

(2-6)d's

Исключая из этих уравнений функции Ыл и и. получаем дифференциаль­
ное уравнение относительно перемещения С՛

С д2у д*у 2q sin ՛? d*v
(р 4՜ q cos ©)2 dt2 dt2d?2 p 4՜ q cos ? dt'։dy

+ (p 7 cos ©) —- 2q sin ® — +
г/э* dy*

-b(p-b7cos<?)^֊ 2gsin»-^- = 0 (2.7)
de- dip

Принимая по методу Фурье

v(b 0=2 ИД») ГДО (2.8)
n =J

и разделяя переменные, получим два уравнения

<г-тп 
dt2

(2.9)

(1 -l-acos»)— - 2asin-;^֊ -!֊ 
d^ d^

1 4֊ a cos ? (1 a cos r)՜-'

______ 22-------------- 1
(1 — a cos ?)’

dV.
d'r (1 4՜ cos©)7

K=0 (2.10)>4
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Ck'„
где = P — p*" ’ 3~9^։ ^«»—постоянная разделения, имеющая смысл 

собственной частоты.

3. Уравнение (2 10) описывает собственные формы колебаний и пред­
ставляет собой линейное дифференциальное уравнение с переменными 
коэффициентами. В частности, если а~0 (то есть без учета собственного 
веса), вместо (2.10) получается линейное уравнение с постоянными коэф­
фициентами; его решение имеет вид [3]

V»1' c։hsinzur сьсо5.’։я?Ч- c^chzj,,-? (3.1)

где

1/ । ֊й+2?.-։'+?.
*»=И >֊£ + 2₽.-1 К

2?.. = 1 + (XI4)’. (44)’ .= 1

А1.? —собственная частота при а =0. В противоположном случае, когда 
/>■—0, то есть а -оо, кз (2.10) получается уравнение для собственной фор­
мы колебаний тяжелой оболочки (цепи), не испытывающем внутреннего 
давления, ее равновесное состояние описывается цепной линией [1], |2]:

d'Vn о . </3Ип , I
COS ? --------2 53П ? d i •֊ COS S

2 sin ç
COS1 О (3-2)

где

(Пр _ . (А'е )' С г _ L д-
" ' ' 2 tg9e

Приближенное решение уравнения (3.2) и определение собственных частот 
колебаний тяжелом цепи приведено в работе [1]. В промежуточных слу­
чаях, близких к случаю <7 = 0. то есть при 1. собственные частоты обо­
лочки можно приближенно определить ил уравнения (2.10) методом Га- 
леркнна. Для этого примем в качестве базисных функций выражения (3.1) 
при соответствующих граничных условиях, то есть решения вырожденной 
задачи (а ~0).

Решение уравнения (2.10) ищем в виде

V, у. о. к,“0
R- >

где г—число членов, удерживаемых в разложении.

(3.3)
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При этом получится система алгебраических уравнений линейных и 
однородных относительно постоянных ап. Приравняв нулю определитель 
этой системы, получим частное уравнение. Для определения двух первых 
частот примем г 2; тогда получим: = а։ Из ’ а, к?". где

И1(0) (сЬ гп <р0/со5 ?0) со» — сЬ г2։?

Из'" (вЬ г2г»0 г։։г0) эт х.։с зЬ х;гф

базисные (координатные) функции, которые удовлетворяют граничным

условиям при ? = ± ¥6»

в уравнение (2.10), умножив 
— го АО ?о՝ получим систему

= — 0, — = 0. Подставив<70
на К!"(п = 1, 2) и проинтегрировав от 
алгебраических уравнений относительно

а։ и а.:

՛• <?в /V ”
а. р А + >оВ,) 4- (А, + £В.) = 0

—?о —т»
" л *о։| (Д, + ).&) У!՝»^ + а, | (А, + >,-В։) 0

—V» ~г»

где

Из условия существования нетривиального решения системы (3.4) полу­
чим уравнение для определения частот. Результаты машинного решения 
частотного уравнения для трех частных случаев /'/. = 0.3; 0.6366 ; 0.9 пока­
заны на фиг. 3, где л—номер частоты (вычисления были выполнены на 
ЭЦВМ «Нанри-К»).
2 Изъестня АН Армянской ССР, Механика, № 2
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4. В качестве общего заключения можно отметить, что коэффициент, 
•оценивающий влияние собственного веса на первую и вторую собственную 
частоту, практически пропорционален отношению ({>р и близок к единице. 
При е?/р<0.14 влияние веса на собственную частоту становится меньше, 
чем 5% даже при 1/1. 0.9. Это позволяет считать, что обычное пренебре­
жение весом во многих случаях вполне обосновано.

Ленинградский ордена Ленина 
кораблестроительный институт Поступи \л 4 I 1977

Ա. Ա. ՏԱԿՈ8ԱՆ

ՓԱՓՈՒԿ ԵՎ ԾԱՆՐ ԴԼԱՆԱ5ՒՆ ԹԱՂԱՆԹԵ ՍԵՓԱԿԱՆ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐ 
ՆԵՐՔԻՆ ՃՆՇՄԱՆ ԱԶԱՏՈՒԹՅԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ

II. մ փ II ՛ի ո I մ

/ փափուկ դչանա յին թաղանթի սեփական տատանումնհրի վե- 
րարԼրյաչ հարթ խնդրի լուծումր ներքին ճնշման ե թաղանթի սեփական կշ՚փ 
հաշվաոման դեպքումt

Ւաղանթր համ արվում Լ անմոմենա և չճղվող, իսկ ճնշում ր' չփոփոխվող: 
Մի քա^ի մասնավոր դեպքերի համար ո/ւ/ւշւ/ձշ է տ֊աւէէանման հաճախականու­
թյան վրա թաղանթի սեփական կշոի աղդհրոլթյոլնր ղնահատող գործակիցը)

NATURAL FREQUENCIES OF A SOFT HEAVY-WEIGHT 
CYLINDRICAL SHELL UNDER THE INFLUENCE

OF INNER PRESSURE

A. A. TCHAKHOYAN

S u m m a г у

The solution of a plane problem of natural vibration of a soft 
cylindrical shell, considering its weight and inner pressure, is given.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ И X У К АРМЯНСКОЙ ССР 
ՀԱՅԿԱԿԱՆ 1111Հ ԴԻՏՈհ^ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

XXXI. № 2, յ 978 Механика-

М. յ I М. АЛЛАМ. Б. Е. ПОБЕДРЯ

К РЕШЕНИЮ КВАЗИСТАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
АНИЗОТРОПНОЙ ВЯЗКОУПРУГОС ТИ

I. Рассмотрим линейную вязкоупругую анизотропную среду, для ко­
торой связь между напряжениями и деформациями имеет вид [1|

I

«ои <10
О

I
\11.А>('Г) (1-2)

О

Тензоры ядер релаксации и ядер ползучести П/д/(0 являются 
взаимообратными. Это означает, что если нам известен один из этих 
тензоров, например, /?он(0» то тензор ядер ползучести получается 
из решения следующих интегральных уравнений:

I *
(I •) </И А<тл (*) = Лг^я»<* /?,;!•/ (/) ’ Ч/тл (0> (1.3)

о

где

А/тл = -у (Ч«3> 4- ^/п.) (1.4)

И обратно, если задан тензор ядер ползучести П//«(0. то для тен­
зора ядер релаксации имеем

( (/ - -) (-) = д^я - и0„ (/) к„тп (0) (1.5)

I)

Экспериментально замечено [1|, что для большинства реальных вяз­
коупругих материалов объем изменяется по упругому закону. Из соотно­
шений (1.2) для изменения объема 0 имеем

»
I о р։«н (/-֊)«.,(•) (!.<>)■

и каков бы ни был тензор з4/
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— ~~ ֊   *■֊ ~ ' ֊2֊^--^— ■ - ■- ' ..   ■ .... . -------—

<>«==;,л (о (1.7)
где з-^ тензор-константа, а К {() единичная функция Хевисайда, 
величина О не должна зависеть от времени. Это означает, что не 
должен зависеть от времени тензор Вы — М./дг. то есть

Вы = П//л/ = Щш(0) (1.8)

Умножая левую и правую части (1.5) на 3«, и производя суммирование 
по / и /, получим

Вы^Ытп (0 = <»т1» (1.9)

го есть левая часть этого равенства также не должна зависеть от времени.

2. Частным видом анизотропии является так называемая структурная 
.анизотропия. Пусть материал составлен из двух компонентов, один из кото­
рых (армировка) является изотропным упругим материалом с модулей 
Юнга £а и коэффициентом Пуассона ՝/., а другой (заполнитель)—изотроп­
ным вязкоупругим материалом с модулем сжатия Кл и ядром «(/), го есть 
связь между напряжениями и деформациями для заполнителя имеет вид 
(индексы а и з. если это не вызывает недоразумений, мы будем опускать, 
то есть будем считать, что если индекс отсутствует, v = Уа, Е -= Ел, К К,)

s.. = ЗК j w (/ ֊ т) </е,у (т) == ЗА'ыео = Ю (2.1) 

о
где

։,/=»«- ’ = ֊֊’» (2-2)
о о

я обратно

t
в- — r.S,;-, Ь = ~ (2.3),J 3AJ ' 3K f К

Тогда различными способами можно ввести так называемые эффективные
ядра релаксации Е,уы (/) или ползучести П^/(0- При этом эти ядра
имеют вид [2]

7
(<) = ■?.(/)

а —•! 
и (2.0

п,_•*,(/) £1i!;Vz(,(()
3-1

где и И//АГ—тензоры-константы, зависящие от va, X՜-,, про-
центного содержания компонентов 7, геометрии ар.мировки и т. п.;
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՛!»:(/) —функция, представляющая собой или единицу, или «(/), или 
ядро А. А. Ильюшина [1]

1

1 4-
(2.5)

■ •(•') — функция, являющаяся или единицей, или или ядром (2.5).
В литературе известны эффективные модули упругости, построенные 

на основе различных подходов. Например, для слоистого композита, отно­
шение толщины слоя армировки в котором к толщине всего пакета, из ко­
торых составлен материал, равно у. эффективные ядра ползучести могут 
быть построены на основании эффективных модулей упругости [3]

+ п£1,Я31(0 + (?) + (?) (2.6)

где

Пй’п-па,- п^а=1—

} 2.Г7_(1_П(1_7) у (1 4-^(1 2у)
1*3503 ---------------------------------------  "1---------------------------------------

7(1 —у)?։Е (1 —у)Е

пЦ3 = п&з = 
4^

й, = _ 2.М1—)-(?, ֊2)

(?,֊₽։)£

М1 -X- м.

.2) 2г—(1 —т)(1 ֊ V) 7’ + (1—7)(1 —՝)
2243 —---------------------------------------- ------------------------------------------------

№

’{Е 

п<3) _2(1 + >)
н121: —----------—

п«՝ гг'<։ 2(1՜!)
1 ։՝:= 1*2323 = —7777— (2.7)
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֊—(1
£ Т

(2-8)

Л ■;

В соотношениях (2.7) выписаны только отличные от нуля компоненты тен­
зоров структурных постоянных с учетом симметрии [ 1 |:

г= I I АТ/у И.уд. (2. 9

3. Подставляя в ( 1.7) выражение эффективных ядер ползучести в ви­
де (2.4), получим вместо тензора-константы /Л/ выражение

I/
= (3.1)

3-1
Тензор £а/|7) отличен от постоянного тензора Вь։ и совпадает с ним 
только в случае 7 0> 7—1 или при любом 7, если Кл= К., (Е -
— 'ЗК(\ 2՝/)). За меру отклонения тензора Вы(() от тензора-кон­
станты Вы можно взять величину отнесенную к какой-нибудь ве­
личине, имеющей размерность упругой податливости:

, 6'։ х1.'2
; (3.2)

Ч—1 '

где суммирование ведется по всем ц, для которых /-,,(/) отлично от 
тождественной постоянной, 0\ II.

Для рассмотренного в предыдущем пункте примера имеем

: I + ' ^(4)

где

V) (а = 2, 3,4) (3.4)

Компоненты тензора /Л/(/) имеют вид

в;, = вй = л + (-ЦЛ- - л) (о
4 Л ' (3.5)

^=р։+р^
где для ядра (/) дается формулой (2.8), а постоянные Рп Р.:, Р} 

/’,= ^[3(1 ’) 7(1 ! ■-)]

9(1 7)Р1 + (1-7)(1-у)-2г I I 1 2у
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Следовательно, величина $ имеет вид

ИЯ ... > IВычисления показывают, что £ не превосходи г—•
Е

4. При решении квазнстатических задач линейной теории вязкоупруго­
сти для композитов может быть использован метод сведения неоднородной 
задачи изотропной вязкоупругости к последовательности задач однород­
ной анизотропной теории вязкоупругости аналогично тому, как это сдела­
но в упругом случае [2]. При этом для решения в каждом приближении за­
дачи однородной анизотропной теории вязкоупругости благодаря специаль­
ному виду эффективных ядер релаксации и ползучести (2.4) может быть 
использовано некоторое обобщение метода аппроксимаций [1].

Суть этого обобщения заключается в следующем. Пусть получено ре­
шение соответствующей упругой задачи для анизотропной среды и пусть 
в этом решении встречается выражение типа /(•)(?, где <2— известная 
величина, /( •) означает функцию от модулей анизотропном упругости. Под­
ставляя вместо этих модулей их выражения через величины Ел, 
К, и <։>, получим функцию / /(*։>), которую аппроксимируем с помо­
щью ядер % (/) и 7-з (/), входящих в представление (2.4):

V и и\- V
/И = У у В,М« 2 С(„». (4.1)

а*֊1 ®=1

где ^(0 представляет собой единицу или ядра ш(/), - (!) или (/)» 
определяемые соотношением (2.5).

Неизвестные постоянные С(а) можно определить, например, методом 
наименьших квадратов. Для этого записывается выражение

где (д' и (и" — границы изменения ядра ю(/), 1. например,

<у0 = о> (0), «>' =«« = 1։ш<»(/) (4.3)
. / — ••

п /Приравнивая нулю производные - -> получаем систему алгебраических

уравнении

— 0

(4.4)
1

и~ г 
2

6'+ V
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для определения величин После этого искомое вязкоупругое реше­
ние получается расшифровкой выражения /(•)<? в следующем виде:

и г
2 с(а) гЛ( (4.5)

Если пределы о/ и ы" заранее неизвестны а удобно вести интегрирование 
в (4.2) от 0 до I. иногда, чтобы исключить возможность появления сингу­
лярностей, полезно в подынтегральное выражение вводить некоторую по­
ложительную весовую функцию О(о»):

(">) /(<*>)֊ 2
и * г 3

(4.6)

5. В качестве примера рассмотрим задачу о растяжении силон Р в на­
правлении оси к бесконечной ортотропно»։ пластинки. Из решения упруго» 
задачи |4] следует, что максимальное напряжение -1; возникает ил кон­
туре окружности в точках пересечения оси х. проходящей через центр 
окружности, и равно

- (1 ! «. + •'-.֊) Р (5.1)

»■де х։ и х — корни бигармоничсского уравнения.

х* /1 27 \ 177֊° Й

причем

•„)+£ «

где £х. £;, уХ1/—модули упругости ортотропной пластинки [4].
В работе [21 для плоско-напряженного состояния даны , выражения 

тензора эффективных ядер ползучести. Компоненты этого тензора выра­

жаются через операторы 1, где

?, —— р = +9лт1—•). <5Л>
1 -е. в«» $ • '• '

Подставляя в (5.3) вместо модулей упругости соответствующие операто­
ры, получим

г/ \ • оЛ /л \ । /п|2 4- (1 - 9Л/)ь»Г' ,2р_т(1_,) + у _!_» +
гп 2 + (1 -9М)ш4-27Л/-(1 4-у>г Р* 1

ЗМ <о (2 4- и»)
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где

т = 1(1-1) (5.6)

Запишем аппроксимацию функции 7 (со) в виде

7՜ (о>) = Аг 4՜ А.,“ • (5.7)

Чтобы иметь возможность интегрировать в (4.6) от 0 до 1. введем весовую 
функцию й—й). Тогда

®Г(ш) = Вх 4֊ 4- (5.8)

где

А АВг = А.+^ В.. = А„ Вл = (5.9)
Р Р

Для нахождения величин ВД( = 1. 2. 3) имеем систему алгебраических 
уравнений

(5.10)

где

1 X

Д'; = ©։(/и>
0 0

(5Л1)

После решения системы (5.10) получим, учитывая (5.9) для коэффициента 
I ('Ч^ШВ!

концентрации к ~ —и-

к = 1+А Л'(0 + ^э(0 (5.12)

В частности, для ядра о>(() в виде

а> (О = а 4- Ье (5.13)

имеем

к 1-М։ + л
Ь

а (а ' Ь)
2 
а

«0+3«) ,
] вб " ։ + 3« :--------------------------------------------- е

1 4֊?а (14- ?а)(1 +
(5.14)
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На фиг. I показана зависимость /'(О при следующих параметрах:

ч, = 0.4, £.=?10‘ —, £.= 10տ—. т 0.1
елг СЛГ

а -0.01, 6 = 0.99, д = 1

Мое ков с хи и гос уда рот не нны к у ни вс реи гст
нм. М. В. Ломоносова Поступил;« 27 V 1977

1Г. Ն. Մ. ԱԷԱՄ, Р. Ь. ՊՕՈԵԴՐՅԱ
ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ 1րԱԾՈէ«81՚ԿՈԱՌԱսԴԱ’ւԱՆՈհԹՑԱՆ ՔՎՍԶԻՍՏԱՏԻԿ 

ԽՆԴԽՐՆէՐէ» ԼՈԻԾՄԱՆ ՎեՐՕՆՐՅԱԼ

Ս. մ «ի ո փ ո ւ մ

Այիէա տանքոէմ քննարկվում Լ րստ կէսւէէււքէէածքի անքրղո արոպ մած՚ււ- 
է) ր կ էէ էս ա ա ձ;յ ա 1[ ւսն մ իջավա յրհրի ծ ավա լա ւին դեֆ и ր մ ա ցիան տ

И. ւէլււլիււի միջավա էրերի համար րվաղիոտատիկ քսնդիրների լուծման ֊>Աէ- 
մար աոաշարկվոլմ Լ եղանակ, որր հիմնված Լ ապբոքսիմացիայի եղանակի 
րնղհանրացման վրա։ Տրվում կ թվային օրինակ:
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ON SOLUTION OF QUASI-STATICAL PROBLEMS IN THE 
NONISOTROPIC THEORY OF VISCOELASTICITY

M. N. M. ALLAM. В. E. POBEDRYA

S u m m a г у

The volumetric deformations of structural nonisotropic media are 
discussed. A method of solution based on a generalization of the ap­
proximation method is suggested for the solution of quasi-statical prob­
lems. A numerical example is given.
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I. Ильюшин А. А Побелря &■ E, Основы математической теории термовязкоупругостн. 
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2. Побсдря Б. Е. о структурной анизотропии в вязкоупругости. Механика полимеров, 
1976. № 4. с 622-626.

3. //обсдря Б. Е.. Горбачей В. И. О статических задачах упругих композитов. BecinHK 
Моск, университета, сер. 1. 1977, № 6.

4. Лсхни^ёйй С. Г Анизотропные пластинки. М. Л., 1947. 356 с.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Г 

ՄԼխաէիկօ» XXXI, № 2. 1978 =чЗМ 

в. М. АЛЕКСАНДРОВ, В. Г. БУРЯК

НЕОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА 
О КРУЧЕНИИ ШТАМПОМ УПРУГОГО полупространства!

В работе рассматривается задача о совместном колебании упругогЯ 
изотропного полупространства и жесткой на растяжение пластинки (штам՜- 
па), к которой приложен крутящий момент (фиг. 1) М.^"' (I зрения

Фиг. 1.

Изгибную жесткость пластинки: 
предполагаем пренебрежимо малом 
Между поверхностями штампа ОД 
полупространства в области их ко.1*1 
такта У осуществлено полное спеп-Я 
ление. В дальнейшем, для крат­
кости, говоря о напряжениях, пере-1 
мощениях, сдвиге фаз, подразуме-. 
ваем их амплитудные значения.] 
Истинные значения получаются] 
умножением на е' С помощь»! 
метода Винера-Хопфа получено] 
приближенное решение задачи и, 
достаточно простой форме для 
лосовой области контакта при боль­
ших значениях относительной чга 

стоты у- = <"(1 (р/(7)՛ ՛ (֊>, С—плотность и модуль сдвига упругого по­
лупространства, а полуширина штампа). Насколько известно анто-Ч
рам, подобная задача ранее не рассматривалась.

§ I. Граничные условия рассматриваемой задачи имеют вид

/ Л> I ПРИ Զ “ 2 = 0

*=А(М) I

з. О при любых х, у и г = О (1.1)

= ”у_ = 0 вне области У при г - О

Здесь и и V упругие перемещения по осям х и г/, =., 'л_, 
напряжения на площадке с нормалью г.

Пользуясь принципом предельного поглощения [Т], в правой части 
системы уравнений Ляме, помимо инерционных членов, будем учитыва 
член фшгн, е>0, соответствующий наличию вязкого трения. В этом слу 
чае нужно считать, что напряжения и перемещения на бесконечное?
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исчезают. Используя двумерное преобразование Фурье, поставленную сме­
шанную задачу сведем к системе двух двумерных интегральных уравнении 
первого рода

( | *! ( = . т|) ^11 (* '> У — + У ъ (с, *.՛) (х — ?♦ у — <^<Л“

= 4^Л(х, у), (х,у)£2 (Ь2)*

| I -1 (=՛ '.) Ж։2<^ — В, у - '.) ( | 'а (։> г>) К а Iх У — 7.) *1՜=

<2 9

= **%(х, у), (х, у№

Здесь -х(х, у)=~хг(х, у)=-“-п(х, у) Н\2(х, у), %(х, у) ֊— 
— (х, у) = *21 (.г, у) | /‘2>(х, у) — касательные напряжения в области
контакта,

по

1՛ [л,(3, 1, 1)[Г(7,

—ос

К.Лр, 5) Е,(«. ?. ъ к)[Рь,

к,.(р, ։)= У ^։(». Т. 4)|Г(1, *)]-1е"’,*мЛ1/3 

- - эо

(?. к) - + (ЗУ + V - к'֊) 1с + 4У /7=-г-

ЛО. ₽. к)^а?(4г֊Зк! — 4) ~‘^кГУ^-Ь^к*)

к) = У:^кГ[4,4՛ I У՜՜^ - (2;։-*■)=]

Л(’> *) = Л(₽, 7> г=

к֊ = рогС՜1 (1 ֊ Л), 6’ = (1 - 2^/2 (1 - V)

Е— коэффициент пропорциональности, характеризующий внутреннее 
трение, V — коэффициент Пуассона.

Для больших значений параметра [Л| и полосовой области контакта 

система уравнений (1.2) с точностью до членов порядка распадается 
|£|- 

на два независимых уравнения:
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и ОО ОС

Гл Ç rfy, С Г J—-с""1 4z’G/y(x,.v) (1.3)
J J JJ I т*-г

-u —OC —OU
(/ 1.2)

Принимая во внимание, что ]\ (х, у) — — by, /. (х. у) =-(>х и разыскн* 
вам решения ураннений (1.3) соответственно в форме

"i(*. .V) = !/*?(*). =-;(х) (1.4)

с учетом равенств

— ОО

1

— ОО

понимаемых в смысле теории обобщенных функций [2], убедимся. «нт 
т,"(х) и т.*(.х) должны быть найдены ил одномерных интегральных Урав­
нении первого рода, которые и безразмерных переменных будут иметь пнд

X =)]</֊ - ГД/;(х). (|х|< 1. / = 1,2)

ос.
4.[x(*-ï)|= f 

О

cos [ ' ( *__ ’ ) ni I dm
I nr ֊ (1 - it)

Здесь A — Ca \ f’ (x) = 5, /,‘(x) = $x, 6 — 0. -- /0а амплитуда yr.n 
поворота штампа. Используя метод работы [3], получим главный член 
асимптотики решения уравнений (1.5) для больших х. С учетом обоз­
начений (1.4) при г— 0 будем иметь

Mx, .y) = ֊AW|?-,,n^7l 7"«(1 4֊x՝)4֊erf | /х (14-х) 4֊ I

4֊ е՜’41՜’*/) 7-х (1֊ J)՜ 4- erf J fz (1 - x) - 1] y (1.7l

". (*֊ y) = rf*i I (x — -y'*) e 1 r> t\ *՜' (1 4՜ x)

4֊ x erf I h (1 4֊ x) - (x 4 -y /у' /гх(1 — x) 4՜

-- x erf F if ( 1 — x) — x J, (erf x =

Далее определим реактивный момент, действующий на штамп со его- 
роны полупрос грлиства. отнесенный к единице длины

М, = ifrf.r Ç
26 J J

[хт,(х, г/) ֊ ։/'t(x. у))<7 = Л/։ | iM> (1.8)
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Подставляя (1.7) в (1.8), получим

: Дб[(1 4-4/./)ег( /2/г-Ь 2/2хге“2։7/-— 2/7]/3 (1.9)

(М: - М, М-. = Л/, 4֊ /Л£.)

В формулах (1.8) и (1.9) учтено, что штамп нс бесконечно длинный, 
а имеет конечную, но достаточно большую длину.

■? 2. Получим формулы для подсчета угла сдвига фаз (р и модуля 
комплексной амплитуды колебания штампа 0Р. Запишем, уравнение враща­
тельного движения штампа относительно оси 2

/։ (0е'"') = М<,е‘‘" - М,е՛ ' (2.1)
(11~

где

> м0 = о, = 71/6֊, м. =

/. момент инерции штампа относительно оси г.
Выполнив дифференцирование в (2.1) и произведя разделение дей­

ствительной и мнимой частей, получим, принимая во внимание (1.9)

л/о=о1(дп֊7Х) + ^։Л» о Мп + М^-УУ) (2.2)

Решая систему (2.2) относительно 9։ и найдем

I» ( г) ~ °2/$1 = ^2’ (*7= ^22 )՜ ՛

й=[(</; (2-з>
Здесь

7. = /.-(о;-)՜'. л^=Лл)/д, (п,; = 1, 2)

Ч = (Ап6г 4։Л) л. М, (Л.,9, + Д։Л.) Д (2.4)

ЛЯ=Л„, Аа = А„, 8; = 0оЛ/К &, = («? -О։)’1’

Результаты вычисления величин

-։։ (0, 1)/^ - а1014- а202, тхг (0, 1 )/Л — а-А т п։6г

-п(1,1)/Д[0։ 0г-Р/(9։ 0с)] = а3, <։(1, 1)/Д = 6,0, 

^(1, 1)/Д = -6ДЧ 6А, <(1,1) = 1пптДх, 1)/1 X 
,т — 1

7И,/Д — с,0, 4֊ сЖ, Мул = — с20,4- с,0л 

с1 = -^и» с2 — А12
произведенные по найденным в п. 1 асимптотическим формулам, сведены 
в табл. 1. 2.
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Таблица 1 Таблица

7. Ь3 7. «а «1 С1

0.25 ֊0.3036 0.2526 0.598 0.199 0.25 -0.199 0.3168 ֊0.2750
0.50 ֊0.3077 0.3672 0.564 0.000 0.50 -0.282 0.3745 -0.3908
0.75 -0.2458 0.5132 0.576 -0.115 0.75 0.345 0.3825 ֊0.51»

1.00 - 0.1542 0.6982 0.598 -0.199 1.00 -0.399 0.3703 ֊ 0.6532
1.25 -0.0524 0.9213 0.624 0.268 1.25 -0.446 0.3517 - 0.8078
1.50 0.0469 1.178! 0.651 ֊0.326 1.50 -0.489 0.3345 0.9741
.1.75 0.1348 1.4628 0.678 -0.377 1.75 0.528 0.3226 -1.14Я

2.00 0.2054 1.7690 0.705 —0.423 2.00 0.564 0.3170 1.3244
2.25 0.2549 2.0897 0.731 -0.465 2.25 ֊0.598 0.3172 —1.5007.
2.50 0.2817 2.4182 0.757 -0.505 2.50 -0.631 0.3215 - 1.6745

На фиг. 2, 3 изображены зависимости величин ? и % от беэра* , 
мерной частоты х при различных значениях безразмерного момент! 
инерции

Видно, что для значений х > 0.25 модуль комплексной амплитуд« 
уменьшается с увеличением х иа угол сдвига фаз ? увеличиваете։ 
с увеличением х и что вполне соответствует физическому смыслу 
задачи.

Ростовский государственный 
университет 

Вирошнловградскин 
машиностроительный институт

Поступила 29 XII 1976
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'1.. 1Г. ԱԼԵ₽ԱԱՆԴՐ11Վ, Վ. Գ. М1Ф31М1

ԴՐՈՏՄՈՎ ԱՌԱԱԴԱԿԱՆ ԿԻՍԱՏԱՐԱԾՈԻԹՅԱՆ ՈԼՈՐՄԱՆ 
ՎհՐԱՐԵՐՅԱԼ ՈՉ ԱՌԱՆՑ4?ԱՍԻՄԵՏՐ1Պ 1սՆԴ1'ՐԸ

Ա մ փ ո փ ո I մ

Դիտարկվում Հ աոաձւյական կիսատարածոլթ յան և դրոշմի համատեղ 
տատանման վերաբերյալ ոչ աոանցքաиիմե արիկ lll^,rtbPB ՝ ^PP ՂՀրՈշմի վրա 
կիրա ովել է Րսւո մամանակի Հարմոնիկ օրենքով փոփոխվող ոլորող մոմենտ։

Խնդրի լուծսւմր ք-նրվևլ /. երկչափանի աոաջին սեռի ինտեղրա լ հա- 
կամարումներից բաղկացած սիստեմի։

հայց 4 տրված, որ տատանումների բավականաչափ մեծ հարաբերա՛կան 
ՀոՀախականութ յան դեպքում այղ հավա иարո ։ մներր կարելի Ւ, լուծել միմ­
յանցից անկախ։

վիներ-Խոպֆի մեթոդի սղնութ լամ ր и սլացվեք է ա и իմ պ ։ո ո տ ա կան լուծում 
պլանում խիււա Հղված ուղդան կ լումա ձև <}ր՚’շմի .տատանումների Համար;

THE AXIASYMMETRIC DYNAMIC PROBLEM ON STAMP 
TORSION OF A RESILIENT SEMISPACE

V. M. ALEXANDROV, V. G. BURYAK

S u m m a г у

The axiasymmetric dynamic problem on joint vibration of a re­
silient semispace and stamp is considered.

Torque changable by harmonic law dependent of time is applied to 
the stamp. The problem is reduced to a system of two two-dimensional 
integral equations of the first kind. It is shown that at a sufficiently 
great frequency of vibration these equations may be solved irrespective 
of each other. By the Wiener-Hopf method an asymptotic solution in an 
analytic space is obtained for the case of vibration of the stamp of a 
strongly expanded rectangular shape in plane.

All the major characteristics of the problem are examined nume­
rically.

А И T E P A T У P A
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2. Вдади.ад/Лш В. С. Обобщенные функции в математической финике. М., Наука . 1976.
3. .4.и֊,тс«ндрои В. М.. Буряк В. Г. Динамическая смешаннан задача деформации чистого 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մւ-խաքփկէս XXXI. № 2, 1978

Г Я ПОПОВ

К РЕШЕНИЮ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ МЕХАНИКИ
И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ ДЛЯ СЛОИСТЫХ СРЕД

Излагается подход к решению линейных задач механики и математи­
ческой физики для слоистых сред, основанный на обобщении известного 
метода начальных параметров [I] для решения дифференциальных уравне­
ний строительной механики на случай кусочно-постоянных (кусочно-непре­
рывных ) коэффициентов.

1. Рассмотрим линейную краевую задачу механики п области (для 
определенности ֊֊трехмерно։։), ограниченной координатными поверхно­
стями: : 70, : 7„: 7, 30, т, -֊ Пусть область коор­
динатными поверхностями : — a, (J 1,2...., т 1) делится на т 
слоев, б каждом из которых, вообще говоря, различны физические и 
механические параметры.

Допустим, что существуют интегральные преобразования дифферен­
циальных уравнений в частных производных рассматриваемой краевой за­
дачи по переменным 1) и - на интервалах ($<„ (i,) и (уп, у։) соответственно, 
позволяющие удовлетворить краевым условиям по граничным поверхно­
стям г -у/, - - (у 0, 1) и свести упомянутые уравнения в част­
ных производных к обыкновенным дифференциальным уравнениям по пе­
ременной

Дальнейший путь решения подобного рода задач заключается в по­
строении общих решений этих обыкновенных дифференциальных уравнений 
в пределах каждого слоя Содержащиеся в общих решениях произвольные 
постоянные (точнее, функции параметров интегральных преобразовании), 
количество которых пропорционально порядку уравнений и количеству 
слоев, находятся из граничных условий на поверхностях |= а,., с = а,.„ я 
условий сопряжения между слоями. При этом для некоторых случаев уда­
лось [2]. на основе рекуррентных соотношений для упомянутых постоян­
ных. снизить порядок алгебраических уравнений для их определения до 
порядка дифференциальных уравнений и ниже.

В настоящей работе предлагается общий способ подобного снижения, 
базирующийся на формулировке рассматриваемой задачи механики или .ма­
тематической физики в виде замкнутой системы Л уравнений в частных 
производных, содержащих производные не выше первого порядка. Эта 
система записывается относительно функций и, (£, ’]• *) (/~0. I...... '■ — 1).
входящих в наиболее общие краевые условия по граням, совпадающим с 
координатными поверхностями j. ц. С—const. Например, если рассматри­
ваются продольные колебания стержня, то в формулировку краевых усло­
вий (здесь только одна координатная поверхность .х const) будет вхо­



К решению краевых задач для слоистых сред 35

дить продольное перемещение п(х, /) и продольная сила Л'(х, /), то есть 
здесь А’’=2 (мо— и, .’/։ = Л') и уравнение колебаний стержня надлежит запи­
сать так:

— -еЛ = 0, ^-с — = 0, (е՜1 ЕЕ, c = pf) (1.1)

дх Ox at-

(<՛, £. F— плотность, модуль упругости, площадь сечения).
Если же рассматривается задача теплопроводности п декартовой 

системе координат (х. у. г), то в формулировку общих краевых условий 
по граням х. у, 2 “Const будет входить температура 0, тепловой поток У че­
рез поверхность х = const и тепловые потоки р и г через две другие поверх­
ности у, Z=COnst. Следовательно, здесь V = 4 («# = 0, «։=(?. р. 
и>=г) и дифференциальное уравнение теплопроводности следует записать 
я видь

Л141 + , = 0. k2^֊-t-p = o, = 0

Ох Оу Oz

dq др Or дЬ {.
-г V + — + рс — fix, у. z, /)

Ох Оу Oz at

где £> -коэффициенты теплопроводности, с — коэффициент теплоем­
кости. ?—плотность. / функция, описывающая источники тепла.

В случае осесимметричной задачи теории упругости в общие краевые 
условия на поверхности г — const войдут вертикальное ьу и радиальное и 
перемещения, касательное т.. и нормальное напряжения. На пло­

скостях же z— const краевые условия формируются из тех же пе­
ремещений и того же касательного напряжения, а роль выполняет 
нормальное напряжение 5.. Таким образом, для этой задачи N - 5 
(u0—w, их и, u., — -r։, ца = 5-, п։ = 03) и аналог систем (1.1) и (1.2) 
здесь имеет вид*

+ 2!1JL_>7^.+_l±.ruUo
Or Oz г \0z г Or J

-.о, । 4^-^- = o
Or 0z Or 0z p

(1.3)

1
Oz

n Ou . i'Ow 1 0 \
2j*-----  •[ /• -— ----- ru । - зг = 0

Or \ 0z r dr

(л, p — параметры Ламе).

Отмстим, что осесимметричные и плоские, (в том числе анизотропные) задачи тео­
рии упругости для слоистой среды были предметом исследований многих авторов (на 
основе других подходов), например ^2—6]
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Общим для получаемых таким путем систем является то, что те из 
функций и, (j =0. I. .... Л՛— 1), которые формируют общие краевые усло­
вия только на одной из поверхностей (например. ։] = const), могут нахо­
диться только под знаком производной вдоль нормали к этой поверхности 
(то есть д/д/,).

Отмеченное обстоятельство позволяет из систем, составленных на 
основе изложенных соображении, исключить функции и, ('i. q, £), не вхо­
дящие в формирование краевых условий по поверхностям t = Consi. Это 
делается либо непосредственно в системах, либо после применения инте­
гральных преобразований по всем переменным, кроме §. Если обозпачигь 

трансформанты функций и/(5, по переменным >, и . через 
и считать функции и,(-, у, *,) j 0. 1...... п— 1 (n</V) ответствен­
ными за формирование краевых условий по поверхностям ; — const, 
то мы придем к системе из п обыкновенных дифференциальных урав­
нений первого порядка, которую запишем в матричном виде

+ ( ПЛ)
d-

Здесь Р, (/=0,1) квадратные матрицы л-oro порядка det/-^0, 
а г(<) и /(:) -вектор-функции (матрицы-столбцы) того же порядка, 
и компонентами которых являются соответственно трансформанты 
функций и; (/ 0, 1,..., л 1) я правых частей систем типа (1.1) и
(1.2). Например, применительно к задаче теплопроводное, и для слоя 
(а0^х ар сс <^։у, следует к системе (1.1) применить пре­
образование Лапласа по времени и преобразование Фурье по пере­
менным у и z (соответствующие трансформанты будем помечать ин­
дексом а). Последующее исключение трансформант р (л՜» и г (л) 

приводит систему к уравнению (1.4). в котором следует положить

>■֊-՛■ -=О ՛ Ф "I

ГЛе kt. = \.ср Г> ?’> 7 параметры упомянутых интеграль­
ных преобразований соответственно по /, у, г.

Для получения такой же системы применительно к осесимметричной 
задаче для упругого слоя 0^г<<») следует из системы (1.3)
сперва исключить напряжение , как не участвующее в формировании 
краевых условий по плоскостям г=const, для чего следует воспользовать­
ся пятым уравнением из (1.3). Затем последовательное применение к пер­
вым четырем уравнениям преобразования Ханкеля (с параметром преоб­
разования а, с пометкой трансформант значком а) с индексами у функций 
Бесселя: 1. 0, 1,0 приведет к системе

(2и 4֊ >•) Ui — if — 0, ф- хтв = 0 
dz dz dz

, (1.6>
с, — (2u /.) — — /дц։ = 0, "d - — 'Л -֊- — 0

dz dz
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Заменяя первое уравнение в (1.6) линейной комбинацией первого и 
третьего, вновь приходим к системе (1.4). в которой следует положить

/ 0 ֊ «лл* 0 — ар*л* \

/><,= /; / 0; Л ֊
0 0 г 2 — I

1 0 - /-* 0 ЯЛ/.* 1 \ “՛

' Ма\-р-։ 0 — а о /
(/* = (2а -г /.)*’; Ц* ж 4<^(а -Ь <0)

Таким образом, сформулированная вначале задача для слоистой сре­
ды в общем случае сводится к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений, заданных на участках 7ХКвг։ (&=0, I  м—1). число 
которых /п совпадает с количеством слоев. На каждом из этих участков 
уравнение (1.4) имеет, вообще говоря, свои матрицы Р, и вектора то 

есть имеет вил

+ , ОД)
а: тп—I

Помимо решения этих Ш уравнений необходимо удовлетворить гранич­
ному условию

Лгт(а„) + Вг("-1։(=») = -Г (1.8)

Здесь /1, В—квадратные матрицы Я-ого порядка, а у—матрица- 
столбец того же порядка. Например, для задачи теплопроводности, если 
на одной из граней (х՜«.) задана температура Щ, а па другой (х = ат)— 
0,п. юн (1.8) следует положить

Наконец, еще следует удовлетворить условиям сопряжения

к 1, 2...... п֊- 1 (1.10)

Здесь А'" — тоже квадратная матрица н-ого порядка. В частности, 
если .4 '' /, то (1.10) соответствует непрерывности вектор-функции
*(•£՛) при переходе от одного слоя к другому. Это случай наиболее распро­
страненный. Например, применительно к задаче теплопроводности (1 2) это 
соответствует случаю, когда между слоями имеет место идеальный контакт 
(в случае же теплообмена по Ньютону А՝՝' ¥- /), а для задачи упругости 
(1.3) — случаю, когда между слоями реализовано полное сцепление.

2. Займемся решением одномерной краевой задачи (1.7). (1.8) с усло­
виями сопряжения (1.10). Если построен матрицам [6] уравнения (1.7). 

то есть матрица п-ого порядка, удовлетворяющая уравнению
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+ р\к,г{к} = о (2.1)

и обладающая свойством

■?<*'(<**) / (2.2)

то общее решение уравнения ( 1.7) можно [61 записать н виде

?“(() 2“1(иг'‘>(М + р'‘’(5.

(Кта, 1) - г“’(Е)[?„'*’(■/,)7(“ (’■.)] ’) '(2'3)

Отсюда находим

(2.4)

Г г,)/<"('.)</г,

®Л

Подставляя полученное выражение в условие сопряжения (1.10). по­
лучим

։(‘|(«4)=Д(Чг“-,’(։4)?‘ ”(։*_։) +Д'4У.“՜1’ (2(5)
Таким образом, получена рекуррентная связь между век горами 

г ''(’•*) 0, 1. 2> ). которая позволяет получить формулу

г։“ (»а =Л-> г "*(««) + <*>

Л1,“ ”(’»_>)> 1-0, 1...... к-1 (2.6)
У-О

<:~2
а*1« д՛*)^1*՜1) — V

у=»0

(при к — 1 сумму следует считать равной нулю).
Используя формулу (2.6), решение уравнения (1.7) с учетом (2.3) мо­

жем выразить непосредственно через начальный вектор г («0), то есть 

?*’(;) - 2<А)(:)^Лг<0)(’о) - 7а)(;)^'֊т К{к'(-, <)/(4>С'.)^ (2-7)

а*

(А- 0, 1...... т — 1)
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Воспользовавшись далее формулой (2.4), а затем (2.6). получим
F = г1-”I gm

(2.8)

Подставляя это выражение в граничное условие ( 1.8). приходим к ал­
гебраической системе (относительно компонент начального вектора 
:^(«о))

H-ßC-l ?•’(«.) -т g„
m֊2 (OÜ\

c„ = z<” ''(»j TM“"-'
j -0

такого же порядка п. что и система дифференциальных уравнении (1.4), что 
и требовалось (фактически порядок еще ниже, так как часть компонентов 
начального вектора заранее бывает известной).

Результирующие формулы (2.7) и (2.9) существенно упрощаются 

(А’’՝, §т 0), если уравнение (1.7) однородно 0). Чаще 

всего в условиях сопряжения /Г՜*՛ = /, что тоже приводит к упроще­
нию. Например, в формуле (2.9) в этом случае

ст=П^"’/՜" О.֊,) (2-ю)
С другой стороны, условия сопряжения нельзя записать в форме (1.9), 

если одна из компонент г^Ч?)(/в0, 1,..., n—I) вектора z(*՜'(;) на 

поверхностях, разделяющих слои, обращается в пуль. Например, 
применительно к уравнениям упругости (1.3), (1.6) для слоистой среды 

к = 0, 1,..., т — 1) это будет тогда, когда между уп­
ругими слоями реализован гладким контакт, то есть равны пулю 
касательные напряжения: za(hk) = O, к — 0, 1,..., т 1.

Обращение в нуль какой-либо компоненты z'*1 (:) на границе слоев, 
как правило, влечет за собой отсутствие в условии сопряжения (1.10) дру­
гой какой-нибудь компоненты (например, применительно к слоистой упру­
гой среде с гладким контактом, в условиях сопряжения между слоями бу­
дет отсутствовать горизонтальное смещение, то есть компонента ю.)• 
Если обращается в нуль несколько компонент, то такое же их количество 
будет отсутствовать и в условиях сопряжения.

В подобных ситуациях (для определенности считаем, что г^'(а0) = 0 

к ֊ 0, 1,..., гп — 1 и что компонента z՝?'i не входит в условия сопря­
жения) следует поступать так. Пользуясь представлением (2.3) для 
вектора z ՜ (0 (при этом ради простоты полагаем /1,л =0) реализуем 
условие
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Ан>=2#'(«։...иЧ) О

/«О

(через Хц] обозначены компоненты матрицанта /'н)), которое позер-
Г 4) а» ляет, очевидно, выразить компоненту гп .»(;) через оставшиеся компо­

ненты £</(։*), у -0, 1,..., п 2.
Если теперь ввести новый вектор (л 1)-го порядка г'-А) (£), от­

личающийся от прежнего отсутствием компоненты (;). то можно 
получить для него такое представление

4'’(г) (2.П)

где //’ — матрица (л — 1)-го порядка, компоненты которой доста-
7 (4) точно просто выражаются через компоненты матрицанта / .

Для введенного таким образом вектора условия сопряжения можно 
записать в прежней форме, то есть

^Ч(\) * = 1,2...... т— 1 (2.12)

Краевые условия тоже можно записать относительно введенного векто­
ра то есть

+ (2.13)

Применительно к рассмотренной выше слоистой упругой среде, на 
грани которой г Аа заданы напряжения т^0’ (А<>) 0, (Ло) "։,> а на
грани д —Л։п выполнено условие гладкого контакта (/։«,) 0,

11 (Лт) = 0, причем между слоями (то есть при з = /ц-; Л—1,2,..., 
т— 1) находятся упругие гладкие пластинки с жесткостями /)*, 8
(2.12) и (2.13) следует положить

/ 1 0 0 \ /10
>4/’ = 01 . Л* = 0 1

0 0 1/ \0 0

0. /° 0 ()\ /0\

0 ’ 5Л = 0 0 0 : 1 зо 1
0/ \0 0 1 ' \ о /

Если же пластинки между слоями отсутствуют, а слои между собой 
находятся в условиях гладкого контакта, то .4/' /.

Располагая соотношениями (2.11) и (2.13) и поступая точно так же. 
как и выше, придем к формулам (2.7) и (2 9). в которых следует положить 
/ > Ь'?'» Х.„ 0 и изменить /<4' и г на // и ?՝/'.

Мы рассмотрели случай, когда одна компонента вектора г обраща­
ется в нуль на Гранине слоев. 7 очно также можно поступить, когда обра­
щается в нуль несколько его компонент.

>. Нанбеле-. трудным этапом в реализации изложенного метода яв­
ляется построение матрицанта. Исследуем этот вопрос для дифференциаль­
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ных уравнений с постоянными коэффициентами. В этом случае уравнение 
(2.1) для матрицанта Z ' (;) можно записать в таком виде:

R P'։)Z’*'= О, (>, ■. Z(z4) = /, />'*' const) (3.1)

Согласно [6] в атом случае матрицант можно взять и виде

Z“’(։) = «p( Р“'(1 >,)| (3.2)

Иг.польэсяиннс такой формы матрицанта для решения краевой задачи 

(1.7), (1.8) и (1.10) (при Ро*՜ /, Р?“ Р*1) особенно удобно, если

Р(*> —>.*/Ч р/?. PQ=QP (4- 0.1...... /п-1) (3.3)

Действительно, в этом случае благодаря справедливости матричного 
соотношения cxpA’expQ ехр(Р-Q) формулы (2.7). (2.9) и (2.10) при 

/|а* 0, - / принимают вил

>?֊’,» ■■<?(։•»! !<‘2,)]«*”(«<>) (3.4)

(а4 < • 4,; «4 р к - 0. 1,..., гп — 1)
К (Л (֊ВС.)?•'(«,) ^-.; С, ехр[ A~-i —0|‘?2։1

Pi*’. Н*’] = 2Р* -»• S-/-1)

Однако, случаи представления (5.3). э основном, из-за требования 
перестановочности (PQ = QP) достаточно редки. Поэтому укажем еще один 
способ построения матрицанта. представляющего собой некоторую моди­
фикацию метода Коши [7].

Введем в рассмотрение матрицу

м<:։ = л+ />'*’ (3.5)

определитель которой, очевидно, будет многочленом степени И, то есть

|МС)| а о п’с- :,) (3.6)

;-0

Если С не совпадает ни с одним из корней итого многочлена, то будет 
существовать

.м-'(:) = л’С)Ог'С.) (3.7)

где Д’(0 — матрица, транспонированная к матрице алгебраических допол­
нений для элементов матрицы (3.5)

Покажем, что

■ Z,4>(i) = — (3.8>
2r.i ¥ Q, (С)
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(С — любой замкнутый контур, охватывающий все нули многочлена (&). 
Для этого подставим (3.8) в уравнение (3.1). примем во внимание, что 
матрица (3.7) является обратной к матрице (3.5) и воспользуемся теоре­
мой Коши. В результате придем к требуемому тождеству. Остается еще 
показать, что

2«/ j Q..G) 
с

(3.9)

Для этого достаточно подсчитать вычет подынтегрального выражения 
8 (3.8) при < = оо, учтя при этом, что для алгебраических дополнений Эле­
ментов матрицы (3.5) имеют место следующие асимптотические представ­
ления:

О(р'

-I- О (С՜2), j

4. В качестве простого, но типичного примера, иллюстрирующего су­
щество предлагаемого подхода, рассмотрим задачу о продольных колеба­
ниях (1.1) ступенчатого стержня: Л՜ 4Ь.р СЛ = EkFk, —

к 0, 1,..., т — 1.
Предполагая нулевые начальные условия, но произвольные граничные 

условия (при отсутствии загрузки и сосредоточенных масс в промежуточ­
ных сечениях), применяем к уравнениям (1.1) преобразование Фурье (с па­
раметром а) по времени на интервале (0. оо). В результате придем к крае­
вой задаче (1.7), (1.8) и ( 1 10), в которой следует принять (£ = х, ал=Ам)

К'

Полученное выражение (3.8) 
сать и в таком виде

для матрицанта можно, очевидно, запи-

Z<«(j)= g Res А* (С) I
(3.10)

В силу единственности решения уравнения (3.1) при (4 * * 7х,) ~ / по­
лученная формула (3.10) может одновременно служить и для подсчета 
показательной функции (3.2) от матричного аргумента.

P^=A(k)=l, /W = 0(4.1)

Для ее решения представим

С ({) °\ D=f° Г) (4.2)
\1 0/ \0 О/

и возьмем матряцант в виде (3.2). то есть

2(к>(х| — ехр | (х аА)(сАагС еьО} ] (4-3)
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В разбираемом случае от показательной функции можно избавиться и 
не прибегая к формуле (3.10). Вместо нее следует воспользоваться фор­
мулой

00 (а A АДГ1 __ sh | ab
ехр(аЛ -f- ЬВ)" — У;----------- ---------  /ch| ab (аА^ЬВ) -т-՜ (4.4)

л։ 1 аЬ

Здесь л, Ь — произвольные числа. А, В — произвольные матрицы, об­
ладающие свойствами

Л"*=0, Вт 0, т>2, ЛВ±ВА = 1 (4.5)

Вывод формулы (4.4) прост. Достаточно разбить суммирование в (4.4) 
по четным и нечетным степеням и воспользоват ься (4.5).

Очевидно, матрицы С и В. содержащиеся в (4.2). обладают свой­
ством (4.5), а потому на основании (4 4) будем иметь вместо (4.3) следую­
щее выражение для матрииаита:

Z,4'(x) Zcos Xj, {Det֊k Crck) sin x.,
R ** = I*I4U °*)- --'1 = <4֊6)

что позволяет записать решение разбираемой краевой задачи в виде

к 0, 1,..., тп 1

/ COS"), »in «Ч х
Bi ( )' = —аДъ1х1

\ 0^’«՜ SIR COS«’* 7

Начальный вектор z' '(an) определим из граничного условия

(A BZ?m)/4W = 1 (4-8)

Если один горец х = ат ступенчатого стержня закреплен, а другой за­
гружен продольной силой Q(O. то в (4.8) следует положить

Формулы (4.7). (4.8) и (4.9) одновременно дают решение задачи об 
установившихся вынужденных колебаниях разбираемого ступенчатого 
стержня при действии нагрузки (?(/) Q,e‘7/, причем и (х, ()— п.(х)е’՜՝ 
п N(x, t) /Че’՜’'. Если же рассматриваются свободные колебания, 
то частотное уравнение относительно « получим (7 — 0) из (4.8) при­
равниванием определителя к нулю, то есть
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+ (4.10,

Формулы (4.7) н (4.8) наглядно показывают, что предлагаемый здесь 
подход к решению задач для слоистых сред является обобщением метода 
начальных параметров [I] на случаи дифференциальных уравнений с ку­
сочно-постоянными (кусочно-непрерывными) коэффициентами.

5. Выше предполагалось, что для уравнений в частных производных 
первого порядка относительно функции и/ (я, / 0, !.•••> -V 1.

описывающих краевую задачу для слоистой среды '■ - (
(.4=0, 1,..., т 1), 2;1 ',<3։, существуют интегральные преоб­
разования по переменным Ч и ՝£. Это и позволило прийти к одномерно։'։ крае­
вой задаче (1.7). ( 1.8) и ( 1.10). Однако, предлагаемый подход можно реали­
зовать и в случае, когда таких преобразований нет. Для этого следует вос­
пользоваться идеей метода начальных функций В. 3. Власова [8] или симво­
лического метода Л. И. Лурье [7]. что позволит краевую задачу для слои­
стой среды записать по-прежнему в виде указанной одномерной задачи, но 
при этом в матрицах Р/ ֊ 0, 1) вместо параметров интегральных пре­
образований по переменным Г| и £ будут содержаться операторы диффе­
ренцирования по этим переменным. Применяя те же построения, приходим 
вновь к соотношению (2.7), выражающему решение рассматриваемой про­
блемы через начальные функции ^(«о) «,. (^, -), / = 0, 1...... п—1

и к соотношению (2.9). которое теперь будет представлять собой диффе­
ренциальные уравнения бесконечного порядка по переменным т] и £ для 
упомянутых начальных функций’.

Проиллюстрируем сказанное на примере стационарной задачи тепло­
проводности для слоистой среды ։ (4 0, 1,..., т 1),
% < У < Ьу, с(> < 2 < с։.

Считая в (1.2) операторы дифференцирования по у и 2 числами 
д1 ~ д;Оу, дг— д/дг и полагая д:дх — с/!</х, д;(У — 0, / (х, у, г)=0, 
посредством исключения из третьего уравнения п и г приходим к 
следующему аналогу уравнения (1.4):

Здесь ради упрощения принято, что кг — кл и введены обозначе­
ния •* = к,к_, а = кг .

Соответствующая система (1.7) в рассматриваемом случае будет вто­
рого порядка, и если считать, что V остается постоянным для всех слоев, а 
меняется только Л, то

1 В цитированной выше работа (8) применительно к задаче теории упругости для 
слоистой среды реализован иной путь получения дифференциальных уравнений беско­
нечного порядка относительно начальных функций. Отличие его 01 развива֊•мого здесь 
состоит з оссутстпни привязки •; соответствующей одномерной краевой задаче (1.7), 
(1.8) с общими условиями сопряжение (1.10), что приводит к потере общности и еди­
нообразия (но не исключает и отдельных случаях выигрыша о эффективности).
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р0(‘’=/, /’Г’=/4/>. р=( 0 1 \ 1т о (5.2) 
\ —о /

Таким образом, имеет моего случай (3-3). причем ’Л*=0 и на основа­
нии формулы (3.4) имеем следующее выражение температурного поля в 
А-ом. слое:

• 6(Хг) \ / О
( ш ) = ехр[-Р(Пх-?*а4+<Л)]( ° ) (5.3)
4 9 ■ 7 ' <7о 7

через начальные функции % (а0, у, г), до*-“ д(ао, ։/. '■}> причем по­
стоянные /•'/ определяются соответствующей формулой из (3.4) с 
заменой аА на ак.

Если для рассматриваемой задачи теплопроводности принять такие 
краевые условии

■ Си. А (у. *)“<»! 01л=ап=е„(у, 2) (5.4)

то уравнение для начального вектора, содержащееся в (3.4), приобретает 
вид

(А+Бе П’)(У ) = (”). /^^(«/<1 ау) (5.5)

Входящая сюда показательная функция от матрицы легко вычисляет­
ся с помощью разложения [61

I е „ = 2 (5.6)

л-о п!

Действительно, легко проверяется с учетом (5.2), что

Р‘!' (-.уД)Ч Р2'41 (-'Д)’Р

а. следовательно, на основании (5.6) имеем

<5-7» 
у=0 • у о ' "7 - 1 / •

Принимая это во внимание, соотношение (5.5) приводит к следующе­
му дифференциальному уравнению бесконечного порядка:

?֊,( к) 1т . 1„ \ & с-\' , . . ,.я,
—77.-.Т,' (1 - о՜: : 7՜) (-֊; ) 4о(у. =^(</. г) (5.8)

<֊/)' х 2/4-1 дг^)

относительно начальной функции </0(у, г), через которую согласно (5.3) 
выражается искомое температурное поле в исследуемой слоистой среде.
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При малых величинах ■ можно ограничиться конечным отрезком ря 
да и левой части (5.8) К полученному таким образом приближенном) 
уравнению нужно добавить граничные условия по цилиндрической поверх­
ности. если таковой ограничено рассматриваемое слоистое тело: о։|< с<ф 
При атом ати граничные условия следует записать в интегрально 
(передпенном) по толщине (а-.—а ) виде.

В заключение заметим, что в мелях наибольшей ясности существа раз-
ниваемого подхода иллюстрирующие пример»»։ проводились на задачах до-
статично простых'и хорошо исследованных. Включение же новых ил»։ мало 
исследованных (как правило, достаточно сложных и громоздких) увели 
\о бы сильно объем статьи. Поэтому такие задачи являются предме* 
дальнейших нее ледова инн.

Одесский госудлр'тигиимн умипгрентгт 
нм, II И Мсчникпил Посгут»« 29 XII 1976

Դ. 3». *П«Н1<

ՇԵՐՏԱՎՈՐ ՄԻՋԱՎԱՅՐԵՐԻ ՀԱՄԱՐ 111։1»ԱՆԻԿԱՈԻ 
ԵՎ ՄԱԹԵՄԱՏԻԿԱԿԱՆ ՖԻԶԻԿԱՅԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐ!» 

ԼՈՒԾՄԱՆ ՎԵՐԱՐԵՐՅԱԼ

Ամփոփում

Շերտավոր միշավայրերի համ՛ար շատ խնդիրներ ինտեգրալ ձևափոխու­
թյունների օղնութ յամբ բերվոս) են որոշ ինտերվալների վրա տրված միաչափ 
ղ իֆ> I, րեն ց իա չ հ ա վ։ս ս ա ր ո լմնե ր ի որոնց թիվր հավասար է շերտերի թվինւ

նշված հավա սարումների [Ոէծումր բերվում Լ շերտերի թ վ ին համեմա­
տական կամավոր ' աստա տունների որոշմանր:

ՀՈղվածում աոաջա րկվում է նշված կամավոր պարամետրերի թվի, մինչև 
շերտերի րանակութ շանից չկախված, այ/ դիֆերենցիալ ', ավասարումների 
կարգով որոշվող րանակությանր, նվաղեցնե/Ոէ րնդհանուր եղանակ»

Ցույց ( տրվում, որ եղանակր կարող է ողտակար ւթեևլ նաև այն դեպ- 
բում, երբ էէկղրնական խնղիրր շերտավոր միշավայրի համար չի կարող ին- 
տեղրա/ ձևաւիոխութ յոէնների օղնոլթ յամ ր բերվեք մ իա չավ։ խնղրինէ

ON SOLUTION OF PROBLEMS IN MECHANICS AND 
MATHEMATICAL PHYSICS FOR LAMINAR MEDIA

G Y. POPOV

Summary

Many problems for laminar media are reduced by means of inte­
gral transforms to onc-dhnensional differential equations prescribed 
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for the reg-ions whose number is equal to that of layers. The solution 
of the aforesaid equations leads to the definition of arbitrary constants 
(from conjugate conditions) proportional to the number of layers.

A general method of reduction of the above arbitrary parameters 
Io the number determined by the order of the differential equations, 
independent of the number of layers, is suggested.

The method is shown to be useful in the case where the initial 
problem for the laminar medium may not be reduced (by means of in­
tegral transforms) to a one-dimensional problem.
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Ю. М. ПОЧТМАН. 3. И. ПЯТИГОРСКИМ

О ПРОЕКТИРОВАНИИ ИЗГИБАЕМЫХ ПЛАСТИН 
МИНИМАЛЬНОГО ВЕСА. ОПТИМАЛЬНЫХ 

ПО ПРИСПОСОБЛЯЕМОСТИ

I. В развитие работы авторов [1] в настоящей работе анализкруетс.։ 
проектирование изгибаемых приспосабливающихся пластин минимального 
веса при воздействии соответствующих статических и квазипостоянных 
нагрузок.

I [роектированне конструкций минимального веса так же. как н их опти­
мизация по другим характеристикам, обязательно ведется с учетом необхо­
димости обеспечить их прочность и достаточную жесткость. При этом рас­
пространенным является случай, когда одни нагрузки воздействуют на 
конструкцию систематически и. ввиду этого, их требования к жесткости 
конструкции значительно превышают аналогичные требования по отноше­
нию к другим нагрузкам, превышающим первые по модулю, но значитель­
но .менее вероятным (например, аварийным). В этих случаях, а также во 
многих других задачах инженерной практики возникает необходимость 
анализа предельного состояния конструкций. Предельное состояние кон­
струкции при квазнстатическом нагружении может быть установлено мето­
дами теории приспособляемости, одним из обязательных аспектов которых 
до недавнего времени считалась необходимость предварительного анализа 
работы конструкций в предположении неограниченной упругости материа­
ла. то есть предположении -- -ос. Указанное обстоятельство значитель­
но усложняло анализ приспособляемости и сдерживало его внедрение в 
практик}. Поэтому получение проекта оптимальной по приспособляемости 
конструкции без анализа ее работы п упругой стадии весьма актуально. 
В работе [ 11 показана такая возможность для ряда случаев нагружения 
прямоугольных пластин.

2. Рассматривается оптимальное проектирование пластин из идеаль­
ного упруго-пластического материала, подчиняющегося диаграмме Прандт­
ля Пластины нагружены силовой квазистатической нагрузкой, то есть на­
грузкой. изменяющейся достаточно медленно, чтобы можно было пре­
небречь динамическими эффектами, но достигающей своего максимума и ми­
нимума иеодкрэтно и ио неизвестной программе. В случае, когда отноше­
ние модулей максимума и минимума нагрузки близко к единице, нагрузку 
будем называть квазипостоянной. В работе [2] показано, что оптимальное 
проектирование приспосабливающихся конструкций позволяет получить 
проекты конструкций, для которых прилагаемые проектные квазистати- 
ческне и квазипостоянные нагрузки предельны, то есть воспринимающая 
их оптимальная конструкция находится я предельном состоянии: дальней-
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шее циклическое увеличение нагрузки приводит ее к разрушению в том 
смысле, что она неспособна ему сопротивляться. При этом проектируемые 
оптимальные пластины должны воспринимать нагрузку при упругой рабо­
те материала. Однако, в начальных циклах изменения нагрузки допуска­
ются ограниченные пластические деформации. Естественно, что эти пла­
стические деформации могут вызвать в пластине остаточные напряжения. 
Если сумма этих нс зависящих от времени остаточных напряжений в лю­
бой точке пластины с напряжениями, вычисленными для этой же точки в 
любой момент времени в предположении упругой работы материала, 
безопасна, то с этого момента пластина будет воспринимать квазистатиче- 
скую нагрузку яри чисто упругой работе материала (понятие безопасности 
конкретизируется теорией прочности).

Поиск таких остаточных напряжений базируется на фундаментальных 
теоремах приспособляемости Мелана и Койтера |3]. Статическая теорема 
приспособляемости Мелана утверждает, что если указанное выше стати­
чески возможное самоуравновешенное поле остаточных напряжений можно 
себе представить, то приспособляемость обязательно наступит, хотя дей­
ствительное поле остаточных напряжений может не совпадать с представ­
ленным: вид действительного поля зависит от конкретной истории нагру­
жения. Описанная в [2] методика позволяет запроектировать конструкцию 
без анализа истории нагружения, так как знание только пределов измене­
ния всех параметров нагрузки не даст возможности в общем случае опи­
сать всевозможные истории нагружения с последующим их перебором.

Примем, что всякая сложная нагрузка задана пределами изменения за­
висящих от одного параметра простых нагрузок, совокупностью которых 
она является. В качестве условия безопасности принимаем условие Мизе­
са. Можно показать, что для любой нормали к срединной поверхности на­
гибаемой пластины безопасное состояние точек нормали, лежащих на по­
верхности пластины, эквивалентно безопасному состоянию всех точек нор­
мали в целом. Поэтому условие безопасности Мизеса для всей изгибаемой 
пласI ины может быть записано в следующей форме:

Уг(х.у) -(А тах{М7. М'-М.-М., ■ ЗМ^, Л')... (2.1)

где Мх, М,։) Млд соответственно действующие изгибающие и кру­
тящий моменты в точке г (х, у) срединной поверхности пластины, 
/7 = г/г/6, Л толщина пластины в той же точке, -г предел те­
кучести материала пластины. В дальнейшем для остаточных усилий 
принят индекс „0“, для вычисленных к предположении упругой ра­
боты пластины индекс „ем. Состояние приспособляемости изгибае­
мой пластины постоянной толщины описывается Зависимостью (2.’) с 
подстановками:

м.—лг. м:-. м,. м°,+м;-. м.„ м՛., (2.2)

при одновременном удовлетворении этой же зависимости подстановками

М, = М',; М, = М",-, М„ (2.3).
4 Идпсствя .АН Армянской ССР. Механика. № 2
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для квазистатической нагрузки. Так как в любой момент времени 
М' = У. а, М} , где Лг—количество однопараметрических нагрузок.

.V
составляющих нагружение, то есть его параметров, 0<а 1, то за­
дача отыскания А может быть сформулирована в пространстве па­
раметрон а. измерения /V. Можно доказать методом математической 
индукции, что шах А достигается на границах области существования 
а., го есть либо 1. О, либо а,. = 1. Таким образом, для определения 
А в точке г(х, у) нет необходимости устанавливать экстремум мето­
дами математического программирования, а достаточно решить сле­
дующее уравнение:

А = тах (А (шах Мл), А (։пах А7?), Д (паах Мху)

А (пнп Мк), А (пип А (пип М'А) (2.4)

Здесь для М значения те же, что я (2.2) и (2.3).
1 аким, образом, рассмотрение приспособляемости пластины при дей­

ствии сложной квазистатической нагрузки может быть эквивалентно за­
менено рассмотрением взаимодействия статически возможного поля оста- 
точных усилий с полями огибающих.

3. Представляется естественной постановка задачи проектированк! 
пластины, удовлетворяющей следующим требованиям:

ЗЛ/° 0-(уг€Я-/(М'Ч Л79)<№)&

уЗ>) ֊> (Зг^^֊*/(.ЗЛ/‘+№),->№)& (3.1)

(V? - М(|)-) • (Зг С

Удовлетворяющая этим условиям пластина и поле возникших R ней оста­
точных усилий названы нами оптимальными по приспособляемости. Не­
возможность проанализировать возможные истории нагружения привела
к тому, что оптимальное по приспособляемости поле остаточных усилий
фиктивно п смысле теоремы Мела на: его существование доказывает способ­
ность пластины приспособиться к нагрузке. В то же время, оно не един­
ственно: существуют и другие оптимальные по приспособляемости поля 
Однако, все эти поля имеют одинаковые значения М в точках, где 
[(М* М՝՝) — Н~, так как именно этим обеспечивается экстремальность
оптимальной по приспособляемости конструкции (О. П. 1\.) и ее един­
ственность: проект пластины (ее толщина) определяется именно этими 
стационарными в указанном смысле значениями М°. В остальных точках 
срединной поверхности пластины значения М не единственны. Таким об­
разом. задача отыскания М* по ( 1.5) есть многоэкстремальная задача ма­
тематического программирования и в этом состоит главная особенность 
указанного подхода.
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4. Для полей остаточных усилий единственно известным в настоящее 
время является дискретное представление.

Условие самоуравновешенности названного поля в функциональной 
форме имеет вид

^+2^.|.«М=0 (41
Ох* Охоу Оу:

Аппроксимируя это уравнение сеткой на срединной поверхности пластины, 
заменяем его по известным формулам хннейным оператором

— 0.5 Л/ду .'Ицр՜ 0.5 МгУ?

М, 2{МХ-\֊М^) ЛЛ (4.2)

0.5М*уИ — 0.5М,/.՛-

Здесь р — соотношение сторон сотки р= \«// \х. Так как уравнений (узлов 
сетки) значительно меньше, чем неизвестных, приходится решать задачу 
математического программирования большой размерности: например, -. 
пластине с сеткой 5X5 количество управляемых параметров? достигает 47

5. Для численной реализации на ЭВМ задачи (3.1) с учетом (1-г4.7) 
используем моделирующий приспособляемость алгоритм случайного поис­
ка, описанный в |1], который обладает следующими особенностями:

а) слабой чувствительностью к повышению размерности пространства 
управляемых параметров;

б) возможностью получения множества оптимальных но приспособляе­
мости полей остаточных усилий:

в) возможностью получения траектории фазовой точки статически 
возможного процесс ? приспособляемости в пространстве компонент оста­
точных усилий;

г) алгоритм нс налагает никаких дополнительных ограничений на 
управляемые параметры поля остаточных усилий.

Последняя особенность алгоритма, по нашему мнению, представляется 
необходимой ввиду следующего обстоятельства. Многими исследователями 
(например, в работах [4]. [5| и [6]) к параметрам поля остаточных уси­
лий (напряжений) обычно проявляются некоторые интегральные требова­
ния (на стадии формулировки задачи — в [4| и [5| или в алгоритме ре­
шения— в 16;) С их учетом представляется необходимым дополнительно 
доказать тождественность полученного проекта оптимальному по приспо­
собляемости, что достаточно сложно в многоэкстремальной задаче. Кроме 
того, алгоритм случайного поиска требует лишь непрерывности функции 
цели и функций ограничений, тогда как большинство регулярных методов 
поиска требуют [7] их дифференцируемости.

Необходимо обратить внимание, что применение данного метода при­
водит к множеству статически возможных полей остаточных усилий и для 
случая простого нагружения.
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6 Рассмотрим проектирование О. П. К. — пластины, нагруженной ква- 
зипостоянкой нагрузкой, область безопасности материала которой описы­
вается условием Мизеса. Существование приспособляемости для конструк­
ции из такого материала доказано в [3]. В работе [8] авторами предложе­
но поле остаточных напряженки о(ЛГ') п приспосабливающейся конструк­
ции представлять в виде

з(ЛГ) з(ЛР) (6.1)

где Л/ -составляющая поля А/ . самоуравновешенная и сечении, a M'(N)— 
составляющая поля М'. приводимая в сечениях к полю .V усилий и лиш­
них связях и самоуравновешенная в конструкции в целом Составляющая

М". естественно, является функцией формы сечения. Для прямоугольного 
сечения, а, следовательно, и для пластины в краевых волокнах

тах|з(ЛР)| = 0.5 5г

Рассмотрим прямоугольную свободно опертую пластину, нагруженную 
в центре сосредоточенной квазнпостоянной силой Р, такой, что

/- Р Р 1-А • л . J (6.2)

Р

Введем следующие коэффициенты: /•, — коэффициент расширения обла­
сти упругой работы конструкции (определяется как отношение предельном 
приспосабливающей нагрузки Р՝ к нагрузке Р*—предельной по усло­
вию отсутствия пластических деформаций при нагружении пластинки из 
естественного состояния), —коэффициент снижения несущей способ­
ности конструкции при изменении характера нагрузки со статического на 
квазипостоянный (определяется как отношение предельной статической на­
грузки Р , превышение которой недопустимо ввиду образования в пласти­
не механизма разрушения с пластическими шарнирами, к предельной при­
спосабливающей нагрузке Р, ՛.

Р, вычисляется по известным формулам из [8]. а Р, определяется 
по описанной выше методике ((2.1). (2.2), (2.4), (4.2), (6.1)) Получен­
ные для различных отношений сторон пластины р величины этих коэффи­
циентов приведены в таблице.
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В рассмотренных случаях имеет .место отмеченное в [ 1 ] равенство пре­
дельной квазнпостоянной нагрузки Р, и верхнего по модулю предела ква- 
зястатической нагрузки, когда нижним пределом является нуль, то есть 
разгрузка. Малейшее нарушение условий приспособляемости для рассмат­
риваемой кваэкпостояниой нагрузки приводит к пластической диссипация 
•нергии в точках, прннда лежащих по напряженному состоянию к поверх­

ности нагружения и. естественно, к приращению пластической деформации.
Полученные здесь результаты свидетельствуют, что для определенных 

случаев предельная статическая нагрузка Р< недостижима даже теорети­
чески. если учесть, что « идеальных• статических нагрузок нс существует. 
Отмеченное явление внешне в определенном напоминает ползучесть, одна­
ко наблюдение его затруднено тем фактом, что подавляющее большинство 
конструкционных материалов обладает свойством упрочняться, а так как 
для упрочняющихся материалов приспособляемость имеет место [9|. то 
после некоторого периода нарушения условий приспособляемости к кэаэн- 
ПО1 тояниой нагрузке, когда исчерпывается площадка текучести и начинает­
ся упрочнение, пластические деформации прекращаются, ибо наступав»' 
приспособляемость при новом, увеличенном значении предела теку­
чести зг.

Днепропетровский инженерно-строительный
институт Поступила 1ճ XI 1976

Яп. Մ. ԿՈՏՏՄԱՆ. ?. Ь. ՀՅԱՏհԴՈրՕԱ*

ԱՄԵՆԱՔԻՉ ԿՇՌՈՎ ԵՎ 1!ԱՏ ՀԱՐՄԱՐՎՈՎԱհԱՆՈԻԹՅԱՆ 
ՕՊՏԻՄԱԼ ԾՌՎՈՂ ՍԱԼԵՐԻ ՆԱԽԱԳԾՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո է մ

Դիտարկվում է դվադիստատիկ ամային բեոով բեռնավորվող 
о պ Աէ ի մ ա < նա իւ Ш ղ ծ ո ։մր է

Թհւյէ են սւրվամ սահմ անափակված պյաստ իկակտն դեֆորմ արիաներ 
Լ նրանցով պա յմ անավ սրված մնացորդա յին /արոււքներւ Վերք ու <) ու (I յան ր կա 
տարվում I; հարմարվոդւսկանռւթ յան տեսա)! յան ‘‘իման վրսա

Բեռնավորման սյա.տմով}յուեր անհայտ Է յուրաքանչյուր անկախ բեռի 
մւսէէին Հայտնի ( միայն նրա ւոեսակր. Նրա կիրառման ս>եղր և նրա մեծու- 
քէյան փոփոխ ութ յան սա 'մաննհրրէ

ետացված արդյունքների Հիման վրա վերլուծվում են կոնստրուկցիա յի 
աոաձդական աշիւատանրի շրջանսրկի յայնադումր րվաւ/ի Հսասւաաան բեռ֊ 
նավորման է/հսյրում, ինյւդես նաե բեոի բվադի Հաստատուն կիրառման մա~ 
մանակ նրա ռաՀմանային մեծս,/)յան փոբրացւսմր ստատիկւոկան րե/ւի Հևա 
Համեմ ատած է

4.րդյէ<ւնր}ւերր ստացվեք են պատահական որոնումների եդանակովւ
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THE DESIGNING OF BENDING [PLATES OF MINIMAL WEIGHT, 
OPTIMAL IN SHAKEDOWN

Yu. M. POCHTMAN, Z. 1. PYAT1GORSKY

Summary

The optimal designing of plates loaded quasi-statically is conside­
red. A limited plastic deformation and the resulting stresses are per­
mitted. The analysis is made in terms of the shakedown theory. The 
load history is unknown; only the shape, the place of its application 
and the limits of variation in its value are known.

The expansion of the field of the structure’s elastic work under 
quasi-constant load as well as the lowering of the value of limited load 
under quasl-constant loading, compared with its statical application, 
are analyzed on the basis of the results obtained by the random search 
method.

Л И T E P A T У P A

1. Почтман К). M.. Пятигорский 3. И О влиянии истории нагружения на предельные 
состояния некоторых оптимальных ио приспособляемости конструкции. Иза. АН 
Арм. ССР. Механика. 1976. т. XXIX, № 4.

2. Пгчгчкн Ю М . Пятигорский 3. И Оптимальное проектирование приспосабливай՝ 
Щнхся конструкции как Метод установления их предельного состояния Докл. Mi 
СССР, 1974, т. 216. № 6.

3. Л'оитср Н. Т. Общие теоремы теории упруго-пластических сред М.. 1961
4. Чирас 4. 4.. 4?кочюнлс Ю. Ю Математические модели поверочного расчета упруго- 

пластического тела при повторно-переменном загружении. Вильнюс. Литовский 
мех. сборник, 1970, № 2 (7).

5. Чирас .'1. 4.. Аткочюнас Ю. Ю. Математические модели проектного расчета упруго- 
пластического тела при повторно-переменном загружении. Вильнюс, Лиговский 
мех. сборник. 1971. № I (8).

б. Лаигух Л. Г.. Псре.юмугер 4 В К вопросу о приник обляг мости пластин. Пробле­
мы Прочности, № 6, Киев. -Паукова думка», 1970.

7. Волынским Э И.. Почтман Ю М. Алгоритм метода случайного поиска для оптими­
зации стержневых и континуальных систем. Строительная механика и расчет 
сооружений, 1974, № 5.

8. Прочность. Устойчивость, Колебания. Справочник иод общей ред. И. А. Биргера и 
Я Г Пановко. М, 1968

9. Киракосян Р. .4. Теорем.։ о приспособляемости гсл к переменным внешним воздей­
ствиям пр:։ произвольном упрочнении материала. Докл. АН Арм ССР, 1971, 
т. 52. ,\՛.՛ 4



ՀԱՅԿԱԿԱՆ 1111Հ ԴԻՏՈԻԹՅՈհՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄՒԱ31* ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК Л Р м я н с к О И ССР 
ւրւխանիկս, XXXI. № 2, 1978 Механика

А. М. СИМОНЯН

К ВОПРОСУ О ВЫБОРЕ ФУ11КЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ПАРАМЕТРОВ ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ 

МЕТАЛЛОВ

Как известно, при изучении высокотемпературной ползучести метал­
лов, в особенности при высоких напряжениях, обычно наблюдается боль­
шой разброс экспериментальных данных. Увеличение числа образцов, ис­
пытуемых при одних и тех же температурах и напряжениях, приводит к 
большей достоверности усредненных данных, иначе говоря, приводит к 
сближению этих данных к их математическому ожиданию, то есть к усред­
ненным данным из предполагаемого бесчисленного множества однотипных 
экспериментов.

При решении задач о напряженном и деформированном состоянии в 
конструкции обычно используются только эти усредненные эксперимен­
тальные данные, факт же разброса, естественно, имеющий место и в реаль­
ных конструкциях, не принимается во внимание. Однако, в зависимости 
от специфики задачи, разброс данных о ползучести материала по-различ- 
ному влияет на напряженно-деформированное состояние элемента кон­
струкции, причем влияние это может быть весьма значительным. Для изу­
чения этого вопроса необходимо задаться функцией распределения пара­
метров, определяющих ползучесть материала.

В настоящей работе исследуется вопрос о выборе функции распреде­
ления основного параметра ползучести сплавов Д16Т и хромо-никелевой 
стали Х18Н10Т. а также рассмотрен пример построения функции распре­
деления напряжении в простейшей статичсскн-неопределимой стержневой 
системе.

1. При статистической обработке экспериментальных данных о меха­
нических свойствах материала большое распространение получил нормаль­
ный закон распределения. Этому, в известной мере, способствовало то об­
стоятельство, что нормальный закон изучен наиболее полно, а непосред­
ственное построение действительного закона плотности распределения 
экспериментальным путем требует очень большого количества эксперимен­
тальных данных.

Однако, соглас.чо нормальному закону распределения рассматриваемая 
вел;. ,:на с конечной вероятностью может иметь отрицательный знак, и, 
вследствие этого, использование его для некоторых параметров ползуче­
сти. как. впрочем, и для модуля упругости, коэффициента Пуассона и ря­
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да других механических характеристик а вероятностных расчетах вряд ли 
прием \емо.

Выбор функции распределения для некоторого параметра х здесь осу­
ществляется следующим способом: на основе экспериментальных данных 
определяются выборочные несмещенные значения некоторых вероятност­
ных показателей, которые затем сравниваются с аналогичными показа ге­
лями. определенными из того или иного выражения функции плотности 
распределения f(x). Затем производится проверка согласованности вы­
бранной функции распределения согласно критерию согласия А. Н. Кол­
могорова. В качестве вероятностных показателей» здесь, кроме математи­
ческого ожидания '•'? и дисперсии D, рассматриваются также первый абсо­
лютный момент *... характеризующийся средним отклонением, третий цен­
тральный момент v , характеризующийся асимметрией функции распределе­
ния. и медиана Me, характеризующаяся, в основном, функцией рас­
пределения в средней се части 1 1иже приводятся формулы для определения 
этих вероятностных показателей из аналитического

ОО со

т ( xf(x)dx, D (х — m)-f(x) dx, vu = 

— со —оо

ж сч

; (х — тУ\((х) dx, f(x)d

— оо Me

а также для определения их выборочных несмещенных значений на основе 
экспериментов в тождественных условиях | 1]

1 л 1
т* = V х,. D* = —У (х. ֊ /п ' )֊

11 Т п 1Т

\ । xi ~ т' I’ "=  ?------ о՜ S <xi - т*V <1 *2>

2. Рассмотрим значения деформации кратковременной ползучести об­
разцов из сплава Д16Т при температуре 207 С и напряжении 18 кг/лт.и2 че­
рез 20 час после нагружения. Пользуясь данными гистограммы 293 кри­
вых ползучести 12 J. согласно формулам (1.2), получим

/< ; п~   ОП Z .

Ме*=дгв при условии /—1,2...

Вышеприведенный способ оценки функции плотности распределения, 
по-видимому. может быть использован и при наличии нс очень большого 
количества экспериментальных данных. Действительно, для такой оценки 
следует иметь выборочные значения вероятностных показателей с некото­
рой заданной точностью.

выражения i\x)

'i I х m\f(x)dx

— 00
(1.1)

_ 1
2
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т’ - 0.3-10 Л - 0.19 т*’. 0.35 т*

‘/3= 0.068/п*3, Ме* 0.89 т*
(2.1)

Отметим, что определение Ме из гистограммы мало эффективно, так 
как при этом возможна ошибка, равная шагу, принятому в гистограмме, 
что а рассмотренном случае составляет 0.056 т ։:.

Следует оговорить, что гистограмма, заимствованная из [2], построена 
была на основе данных ползучести, где напряжение к температура были 
специально взяты с некоторыми отклонениями от своих средних значений, 
гак что данные гистограммы определяются не только свойствами материа­
ла, но и выбором этих отклонений.

При изучении 3-й стадии одноосной ползучести хромо-никелевой ста­
ли Х181-110Т при 700'С и при напряжении о~ 11.15 кг.млг для аппрокси­
мации доли деформаций ползучести, протекающей с возрастающей скоро­
стью. использовалось выражение [3]

(П =- (2.2)

где с помощью подбора л можно с достаточной точностью описать экспе­
риментальные кривые для каждого отдельно взятого г-го эксперимента. 
Значения л, дл.ч 17 однотипных экспериментов приведены в табл. 1.

Таблица 1 
Экспериментальные значения х(

г 1 2 3 < 5 6 7 8 9

-10՜ 8 — 
чйс’.

0.020 0.022 0.035 0.038 0.065 0.068 0.073 0.078 0.078

/ 10 11 12 13 14 15 16 17

Л-. .10՜*—к
часл

0.083 0.090 0.099 0.100 0.124 0.182 0.183 0.284

Вероятностные характеристики ( 1.2) оказываются равными

т* - 0.955-10՜ 9 —— £)♦ =- 1.503т*2, < = 0.4984т*
час3

Ъ 0.216т*3, Ме* = 0.818 т*

3. Рассмотрим некоторые функции плотности распределения /(х). па­
раметры которых подобраны так. чтобы математическое ожидание т и 
дисперсия О совпали бы с выборочными значениями /И* и I)՛; остальные 
же статистические характеристики V.,, V, и Ме. подсчитанные для этих 
функций распределения, сравниваются с соответственными выборочными 
значениями.
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Плотности распределений [(х) должны удовлетворять условиям
ос
) /(х)<Ух= 1

ОО

ОО

\ х/ (х) дх т*

ею

( (х — т*У‘/(х)(1х = 1)*

— ос՛

Здесь рассмотрены лишь простейшие функции распределения, которые не 
зависят от выбора размерности измеряемой величины, соответствуют не­
прерывным случайным величинам, не включают в себя чрезмерных ограни­
чений в отношении распределения и удобны в применении. Например, здесь 
не рассмотрены закон Пуассона, требующий выполнения равенства £)=.’П; 
1-й тип распределения Пирсона [4]. соответствующий двусторонне ограни­
ченному интервалу изменения х; 2-ой тин распределения Пирсона, опреде­
ляющий зависимость кривой распределения от размерности х и ряд других 
более сложных функций распределения.

а) Нормальный закон распределения предусматривает следующий 
вид плотности распределения:

(г-т*):

= е

Функция ,'(х). согласно (3.2), удовлетворяет условиям (3.1);
"I* и О’ для ползучести сплава Д16Т из (2.1), а также (1.1).

(3.2)

используя
получим

= 0.347, = 0, Ме = гп

Аналогично для сплава Х18Н10Т, согласно ГП* и Р* из (2.3),

(3.3)

получим

*а — 0.5623 т, - 0, Ме — /п

6) Третий гни распределения Пирсона 14]

(3.4)

Г (7)

О

, о '>՝, 7 >1,
(3.5)

удовлетворяет условиям (3.1)

гласно (1.1), для сплава Д16Т

ггг /П'“ „
при а = р-;-’ I == -р» • При 

будем иметь

этом, со­
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V. - 0.343 т, >л = 0.072 тп\ Ме = 0.9568 т (3.6)

.։ ДЛЯ сплава X 18Н ЮТ

*» = 0.6084 т, •*, = 0.5060 т1. Ме = 0.84 т

в) Рассмотрим функцию распределения вида

[Ьх* Ц- сх*)е֊" , 0< х< ■ . 6 > 0. с 0

0 х<^0. п^>0, к>()

(3.7)

(3.8)

.Можно показать, что функция /(х). определяемая по (3.8). удовлетворяет

условиям (3.1). если соотношение-------- удовлетворяет нижеследующим
т՞'

равенствам:

(к-п?
ЗА (к, п)В(к, л) 

(к֊п)-
8 (п + 1) А'-(к, л) 

где

(3.9)

1՝ гамма-функция.

В табл. 2, согласно (3.9). для некоторых значений к и ч приведены 
О*

интервалы —-р« для которых функция (3 8) может являться функцией 
ли*

плотности распределения.
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Интервалы значений ----- £
т**

Таблица 2

п *
О*
7^ п з 1

ъ 
10

՛ *

0.5 1 0.274 ֊0.422 1 5 0.090 ֊0.306
0.5 3 0.132 0.373 1 7 0.067 ֊0.330
0.5 5 0.0866 0.411 1 11 0.0428 0.416
0.5 7 0.0643-0.463 1 15 0.033 ֊0.503
0.5 9 0.0515-0.514 1 17 0.021 ֊0.535
0.5 13 0.0363 -0.626 3 5 0.089 -0.1325
1 2 0.178 -0.284 3 17 0.0281 0.2434
1 3 0.133 0.273 3 25 0.0195 0.3315

Как видно из табл. 2. чем больше различаются к и п, тем для бол:֊- 
п*

.них интервалов —- можно использовать формулу (3.8). 
т

Параметры в. Ь и с определяются из условий (3.1) по формулам

(I- п)|-п;:
а —------------------й--------------4(£>*4-т*2)Л(А, п)

| М (3.10)

где

(к-пУ'т*՛ кА֊ 1
16(£*Ч-т‘Л)гЛ’(*, п} 2(ОЧ/п*2) 2Л(£, п)(ь>с гпг ’)Г

Отметим, что функция плотности распределения (3.8) обычно соот­
ветствует более быстрому затуханию плотности при больших х, чем это 
имеет место при нормальном законе и, в особенности, при распределении 
(3.5). Кроме того, при соответствующем подборе параметров п и к функ­
ция /(х). согласно (3.8). может описывать и распределения с отрицатель­
ной асимметрией, хотя, как правило, она соответствует положительном 
асимметрии.

Соответственно данным (2.1), согласно (3.8). для значений парамет­
ров н= 1, к — 2 будем иметь
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•>э 0.3499 т, \։ = 0.05845 т\ Ме 0.9633 т (3.11)

Для данных (2.3) при значении параметров я =0.5, Л = 9 будем иметь

V., = 0.583 т, V, = 0.3097 т\ Ме = 0.8044 т (3.12)

Данные сравнения экспериментальных выборочных показателей рас­
пределения с теоретическими приведены в табл. 3.

Сравнение выборочных показателей распределения с теоретическим:։
Таблица 3

Вероятностные 
показатели

Эксперимен­
тальные 
даяние

Нормальное 
распределение

11։ тип [՝ас- 
пределсинн 

Пирсона
Формула

(3.8)

т-10’ 0.3005 0.3005 0.3005 0.3005
D 0.1894 0.1894 0.1894 0.1894

Сила а 
Д16Т

■•л-™՜1 0.3501 (1.3470 0.3430 0.3509

Vj-OI ■' 0.0680 0 0.0720 0.0685

Ме-т՜՛ 0.9450 1 0.9568 0.9633

т/-Ц|х10*
\ час3..1

0.955 0.955: 0.955 0.955

Сплав
X18HJ0T

4i|<10” 0.456 0.456 U. 456 0.456

’.֊«-՛ 0.4984 0.5623 0.6084 0.5828

va.m“3 0.2150 0 0.5060 0.3097

Мс«т՜ * 0.818 1 0.840 0.804

Из сравнения данных табл. 3 видно, что рассмотренные вероятностные 
показатели для ползучести двух рассмотренных металлов лучше описыва­
ются распределением в форме (3.8). чем (3.2) или (3.5), это и естественно, 
так как в (3.8) имеется возможность удачно подобрать параметры н и к. 
Поскольку вероятностные показатели дают лишь ориентировочную оценку 
выбранного распределения, проведем проверку (3.8) для данных (2.3) 
согласно критерию согласия А. Н. Колмогорова по методике [1. стр. 157]. 
Соо встствующие вычисления показывают, что гипотеза о распределении 
параметра ползучести, согласно формуле (3.8), соблюдается с вероя'1 ко­
стью 0.89. Отметим, что для определения вероятности р нахождения ве­
личины х в любом заданном интервале [а. р] достаточно проиитегрнро- 

£
вать в этих пределах выражение f (х). р ։( f(x)dx. Для оценки до- 

у X
верительного интервала здесь можно исходить из неравенства Чебьг 
шева, справедливого для любой функции распределения: ] т՜ — м-|<3 

соблюдается с вероятностью р >1 1------ —> то есть, имея
n'S по՜՜
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число однотипных экспериментов (л) и выборочную дисперсию /)*, 
/ £*

задаваясь вероятностью (,«.), можно вычислить ''~1/ у-—,— •
Г (* Рь)п

являющееся верхнем границей наибольшего расхождения среднем 
арифметической (тн1*) и математического ожидания (лп).

4. В качестве иллюстрации приложений функции распределения ниже 
рассмотрен расчет на надежность статически-неонрсдслимой системы 
(фиг. 1). состоящей из жесткой балки, шарнирно закрепленной левым кон­
цом и поддерживаемом двумя подвесками I и 2. Положим, что подвески 
имеют одно и то же поперечное сечение /’’ и сделаны из одного и того же 
материала, деформационные свойства которого описываются уравнением 
установившейся теории ползучести [5]

8,(0 == х. । з₽ (-:)</:; ?>1, /.-=1,2 (4.1)

о
или уравнением [3]

где пренебрегаются упругие деформации, а параметр х,. будучи случайной 
величиной, определяется одной и той же функцией распределения для 
7=1,2.

Фиг. 1.

Нашей задачей здесь является построить функции распределения уси­
лии в стержнях 1 и 2. то есть дан» вероятностную оценку того, что усилия 
в стержнях будут заключены в тех или иных пределах, вследствие разбро­
са экспериментальных данных о ползучести материала. Решая уравнения 
статики и совместности деформаций как для (4.1). так и для (4.2). получим

Р(0 Р(0

=,(<) = ----------- ---------х-; »։ W = --------- -----------т (4.3)
1 . ? ] — (х* У
2 ’ \ xj 2 \2xJ
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Построим функцию плотности распределения £(у) для величины

У -- -------------- ---------Г <4-4)
1 . / 2*|\ ’
2 \ X, )

определяющей <ъ(/).
Положим, что параметры ползучести xJ распределены по нормальному 

закону. Тогда плотность 1(х„ л;) системы величин х, и т., не зависящих 
Друг от друга, определяется по формуле

/(*»• *») == ■^7;ехр| (*а ,п)1[ (4-5)

Для определения функции распределения О(у) необходимо проинтегриро­
вать выражение (4 5) в области х, и х где соответсгвениые значения у 
меньше некоторого фиксированного Пэ атого условия будем иметь

при и <С О

где обозначено ( )х = | х р 81£п •.

Для плотности распределения £(//) — после ряда ныкла*

док получим

4՜

1 1 I’-’ ‘ ИД1».4 Т 1 2£)с
"II+ »</)?
•ЛП ՝<•/•!

.V 1 V ’=(</)

т I г2т. Г)
[1 + за(//)Г

|1 □(!/)|сг(
I 20 1' 1 • ^у) I

(4.7>

ме»(») ( )4֊('֊-4-У-
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Отметим, что при у 0 или при у — 2, что соответствует О 
или =2 = 0, плотность распределения также равна нулю, причем ско­
рость устремления к нулю одна и та же, типа (-\у) хотя при 
у >‘2 и у<0, соответствующих -։<^0 и ? •_ 0, имеющих место со­
ответственно при Х1<^0 и х2<^0, плотность распределения #(у) ко­

со

вечна. Проверка условия д (у) <1у 1 осуществлена.

— со

Рассмотрим теперь распределение параметров ползучести х, согласно 
формуле (3.8). Тогда плотность распределения /(х,. х.) определяется по 
формуле

/ (х,, х2) ֊ (бх; 4֊ сх։ь) (6х? 4- сх|) е (4.8)

После ряда выкладок, аналогичных проделанным выше, получим

Еще ’юлее простое выражение £(р) имеет место при распределении Пир­
сона ( 3.5) для параметров ползучести х(

о<<;<2 (4.10)

Формулы (4.7), (4.9) и (4.10) позволяют определить вероятность р 
нахождения, например, з։ в любых заданных пределах, скажем,
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5;<5։<С’г 4-<я этого, вычисляя соответствующие у — —и у" 
р

Г .
=—э|։ искомую вероятность р определяем, интегрируя #(у) в этих

Р
У*

пределах р — £ (у)Лу. Для определения вероятности нахождения

V՛
в заданных пределах о* и з’ соответствующие значения у и у"

берем из г/' 2 ----- з' и г/ =2---------з”. Такой расчет позволяет
Р Р

определить вероятность соблюдения условия прочности в стержнях 
системы.

Институт механики А11
Армансхон ССР Поступила 4 VII 1977

II. Մ 0ԻՄՈՆ5ԱՆ

ՄԵՏԱՂնաԴ |։ԱՐՉՐՋեՐ1րԱՍՏԻՃԱՆԱՅԻՆ 11114.ՐԻ ՊԱՐԱՄեՏՐՆԵՐԻ
ԻԱՇԽԱԱՆ ՖՈՒՆԿՑԻԱՅԻ ԸՆՏՐՈՒԹՅԱՆ ՎԵՐԱՐԵՐՅԱԼ

И. մ փ ո փ II է մ

Աշխա տանրում դիտարկված Լ բարձըջերմաստիճանա յին սողքի Հիմնս։֊ 
կան պարամետրի բաշխման ֆունկցիայի րնտրության ընթացքը փորձնական 
Հավանականաթ յան տարբեր կարգի մ ոմ են տներ ի նրանց տեսական արմեք- 
ների Հետ համեմատո։թ յան Հիման վրա-. Ցույց է տված, որ 0167 և Ճ181՜11(^ 
միահ ա[ոլյթների սողքի Համար աոա ;արկված և Հետազոտված բաշխման 
ֆունկցիան ավեքի յավ է համ ընկնում փորձնական տվյրպների Հետ, քան 
Պ իրսոնի ե նորմա յ բաշխումները! Տրված Լ բաշխման ֆունկցիայի կիրառ­
ման իլյուստրացիան ձողա յին ստատիկորեն անորոշ սիստեմի Հաշվարքի 
Համար։

ON CHOICE OF THE DISTRIBUTION FUNCTION FOR 
PARAMETERS OF HIGH-TEMPERATURE CREEP IN METALS

A. M. SIMONIAN

Summary

I he method of choice of the distribution function for the principal 
parameter of high-temperature creep is discussed on the basis of compa­
rison of experimental probability moments of different orders with the 
theoretical ones, it is shown that with respect to creep of alloys D16T 
r> I'hhrcnia АН Армянской ССР. Механика. № 2
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and Х18Н10Т the distribution function under examination offers a bet­
ter coincidence with the experimental results than the distribution of 
Pirson and normal distribution. The application of the distribution func­
tion is presented to calculate the reliability of a pivoted statically-in- 
definite system.
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И. Е. ПРОКОПОВИЧ. Е. У ЕНЬКОВ

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЛОСКОГО НАПРЯЖЕННОГО 
СОСТОЯНИЯ ЖЕЛЕЗОБЕТОНА С ТРЕЩИНАМИ 

ПРИ ДЛИТЕЛЬНОМ ДЕЙСТВИИ НАГРУЗКИ

К настоящему времени теория расчета анизотропных оболочек разви­
та достаточно полно | 1]. 1 1сдапно было показано, что методы этой теории, 
в определенной степени, могут быть обобщены на случая, когда анизотро­
пия создается вследствие появления и развития трещин, например, как это 
имеет место в железобетонных тонкостенных элементах [2. 3].

Разработанная теория кратковременного деформирования железобето­
на (3) учитывает влияние процесса образования и развития трещин, а так­
же характера их расположения. Согласно этой теории железобетон с тре­
щинами является анизотропным материалом, причем эта анизотропия за­
висит от величины действующих усилий. Поэтому, в общем случае, анизо­
тропия связана как с уровнем загружения, гак и с геометрическими коор­
динатами.

На базе теории [2. 3] создан метод расчета железобетонных плит с 
трещинами, учитывающий влияние на анизотропию уровня и продолжи­
тельности действия нагрузки, а также места расположения сечения [41

Настоящая статья посвящена выводу основных уравнений для расче­
та железобетонных конструкции . трещинами, работающих в условиях 
плоского напряжение!состояния при длительном действии нагрузки. По­
лученные результаты базируются на работах |2. 3] и линейном варианте 
наследственной теории старения |5. 6, 71.

Последнее связано с рассмотрением эксплуатационной стадии, то есть 
стадии, в которой сжимающие напряжения в бетоне обычно нс превышают 
0.5 7?ор, но возможно появление трещин.

При низком уровне нагрузки, не вызывающем трещин, железобетон­
ная конструкция приближенно может рассматриваться как изотропная. Это 
относится и к зонам (элементам) конструкций, где трещины не образую:- 
|ся. Для плоского напряженного состояния изотропного и однородного те­

ла. обладающего линейной ползучестью, получено иитегро-дифференпиаль- 
иос уравнение [6, 7]

■ ■ V*</• ՛

Л” (О
~ ду- '~Ы՜ дхду

где б(/, т) —полная относительная деформация:

(1.1)
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') = -?Т7+ €('■ "> (12>
Д (')

£(т)—модуль упруго-мгновенных деформаций: С (I, т)— мера про­
стой ползучести при сжатии — растяжении.

При отсутствии вынужденных деформаций (/) = (f) 7՛,՛,,. (О Ч
( 1.1) вырождается в однородное интегро-дифференциальное уравнение Воль* 
терра 2-го рода. В этом случае, если граничные условия нс зависят от пол­
зучести (контур свободен от связей: или на контур наложены абсолютно 
жесткие связи и можно считать, что коэффициенты поперечной деформа­
ции ползучести и упруго-мгновенной дефо.мации ч(Л') - М՜) '(’й) =
— const), при действии внешних сил напряжения не зависят от ползучести 
и определяются путем решения соответствующей упруго-мгновенной зада­
чи [5. 7].

Для описания плоской задачи теории железобетона с трещинами при 
длительном действии нагрузки, кроме обычно применяемых в теории упру­
гости гипотез, характеризующих статическую и геометрическую сторону 
задачи, привлечены дополнительные предпосылки, обоснованные в рабо­
тах [2.3. 5, 71:

а) применим принцип наложения воздействий к определению средних 
деформации железобетонного элемента с трещинами:

б) трещины образуются по площадкам главных растягивающих на­
пряжений. Рассматривается схема непересскающ.ихся трещин (фиг. 1). как 
наиболее распространенная [3];

в) арматура в виде ортогональной сетки считается «размазанной» по 
длине сечения с интенсивностью fnr и коэффициенты армирования 
равны

Фиг. 2. Распределение напряжений 
и сечении с т рентной

Фиг. I. Схема грещнн и напряжений 
и железобетонном элементе
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г) арматура в наклонных к ней трещинах воспринимает, помимо растя­
гивающих. также и сдвигающие усилия (фиг. 2);

д) в направлении осей х и у деформации железобетонного элемента с 
трещинами складываются из проекций средних деформаций арматуры и 
деформаций полос бетона между трещинами

< (О ~ 5«(0 + <,(0 
^(0 = ^(0 + ^у(0

(1.3)

е) при определении деформаций полос бетона вдоль трещин влияние 
арматуры и поперечных деформаций бетона нс учитывается;

ж) в сжатом и растянутом бетоне между трещинами развиваются де­
формации упругие, пластические и ползучести. Связь деформаций с на­
пряжениями принимаем в виде [71

^(0 3И0 . 1__ у Гу.
£(0 ' V £(т։) ] дх '

•»

(1.4)

где V учитывает быстронатекающие деформации ползучести, развивающие­
ся при загружен»»;

з) влияние усадки бетона может быть учтено отдельно.
В теории [3]. построенной применительно к кратковременному дей­

ствию нагрузки, сложный характер работы арматуры в трещинах учиты­
вается с помощью коэффициентов X- и которые определяются из спе­
циальных экспериментов, а усреднение деформаций арматуры производит­
ся с помощью коэффициентов типа Мурашева В. И. фвх и фву.

Естественно, что при длительном действии нагрузки следует положить:

X/՛” X, (0; (7 х> у)-

Средние деформации арматуры на участке между трещинами равны

(1.5)
*-а։

% (0 напряжение в арматуре 7-го направления в трещине. Из 
условии равновесия (фиг. 2) и совместности осевых и тангенциальных пе­
ремещений арматурного стержня в зоне трещины [3] с учетом (1.5) полу­
чены зависимости [3. 2]: 

-1(0 (О^а
Е„ и, 

с(о 

£ |1 пу ‘ у

/•.’(и (0
(1.6)

где с’(0> 3у(0 и Т,у(О — напряжения с учетом ползучести в железо­
бетонном элементе с трещиной; а — угол, образуемый трещиной и 
осью х; Еа1 —модуль упругости арматуры 7-го направления (7 = х, </)►
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Проекции на оси х и у деформаций полос бетона между трещинами 
записываются так:

<П) = <(0cos2a

<('» <(0sin=a
(1.7)

Гак как армирование полос бетона не учитывается (гипотеза с), то
можно считать, что

<(0 = <(/); <(0 з;(п U.8)

Используя известные из курса сопротивления материалов соотношения

3^(0 <(0 <(/)tg2 =*(') <O)ctga (1.9)

деформации s’(f) и s'(Z) с помощью (1.3), (1.4), (1.6), (1.7), (1.8) и 

(1.9) можно связать с напряжениями

г’(/)=й)

{!-’ (0 " <(r)ctg7]a*,(/) Ф* (/) cos"* Ф’у(/(/) sin * cosx

(1.Ю)

{[% (О <(0 tg3I О* (О ֊г ф’ (/)sin- ։-Ф*„ (/, ') sin a cos а|

где

п? (/)
<(/) = —->;.(/) <(о (lid

՝<■

т.о) <'■ х-^ <։л2>

ф:(0 CW ՛ —-FTT’«(-,)֊^(0 (1.13)
V Е (Tj) J d-

Ч

Фу (i) и Ф*у(0 определяются по формуле (1.13), если в ней заменить 

с.г соответственно на з,{ и ,v.
Углы сдвига определяются по теории малых деформаций, то есть по 

формуле [3]

=<(Octg։ + e;«)tS’֊’ДО-------- -------- (1-14)
sin a cos х

Деформация г’Д/) выражается через (1.8), гд^ □’(/) следует заме­
нить на [3]

(Н — У (f)cos*a ֊г з* (/)sin=x — 2<у (/)sin«cosa (1.15)
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Тогда

7^(0 = -1֊;: <9 (/) [< (') С*Г 1 "
£. (0

+ <(/) 1§2а| - 1’1»; (0+Ф* (/)]Спасов 5 - Ф*у(0} (1.16)

Физические зависимости (1.10) и (1.16) позволяют учитывать нели­
нейность деформирования железобетона, вызванную трещннообразованием 
и ползучестью бетона при обобщенном плоском напряженном состоянии. 
При /=Т, они совпадают с соответствующими выражениями для случая 
кратковременного действия нагрузки [2].

Если известны а], то есть /'{, У,- (1.11). то уравнения равновесия, 
уравнение совместности деформаций и формулы (1.10) и (1.16) об­
разуют полную систему уравнений, описывающую напряженное состояние

Если ввести функцию напряжений Г' (/) = А ՛’ (х. у, /). причем

=?>) =
дУ՜

&Г* (/) 

дхг

<?аГ* (/) 
дхду

(1.17)-

то система уравнении состояния может быть сведена к такому интегро- 
дифференнналыюму уравнению:

д:г*(<)]+д1 г’(о+—V £(т։)

—Е(0 -- О'- = 0 (1.18)

Д1 - дифференциальный оператор следующей структуры:

Да 70:1
/В , г/

——;-------- 1՜ в-։ г—
дх*ду- " дх՝

/% да1х Оа,Л О3 /,2 да.. да.Л д3 . /да33 3<>Даэ\ &

\ ду дх / ду3 \ дх ду / дх3 \ оу дх / дхгду

/да33 3<?д„\ д* , /<>:ап а»д„ \
\ дх ду / дхдуг \ дуг дхду ,) ду-

1 
дхду

д-а23 \ дг  / д-а.у. д։о->з \
дх- / дхду \ дх2 дхду ) дх- (1.19)

и котором обозначено

а1։ = а;(0; аз։ = а։’(0 с1яг« 4 а’(О

аи = а’г (0 с1£ а; а234։' (0 1? а (1.20)

Де то же, что и (1.19), но с заменой а.; на 6,;, причем
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-- со$2«; 6։г-՜ З1п*а; Ьм = 1

— этасоза
(1.21)

Решение уравнения (1.18) удобно выполнять путем разыскания функ­
ции Е* н определенные, наперед заданные моменты времени, то есть путем 
построения вектора значений этой функции. Если использовать известную 
зависимость между интегральным оператором и произведением вектора на 
матрицу 181. то задачу можно свести к решению матричного уравнения

Д1|1до|-/гч^] о (1.22)

где /• '■* {/к) ~ вектор функции напряжений для моментов времени /։, 
... /х; ■ Д'< треугольная матрица вида

1/>
А10 ди
Д20 \1 Д: (1.23)

Дхо Д;։ А« ... Д*<-

Элементы матрицы (1.23) определяются формулами

Д.0 = £(/,) Чл, м) ֊'>(//, ’:)֊И֊֊֊—

Д.1 = £՛(/,•) 0 (/; (1.24)

{/, п 1, 2,..., А; ('п- - ",)

*п—I
полная относительная деформация (1-2), средняя в смысле

удовлетворения равенства

С.

О՜ * «1
1п -։

(1.25)

При выполнении практических расчетов приходится принимать 

в чем, собственно, и заключается приближенность замены интеграла в (1.18) 
конечно։։ суммой [7|.

При кратковременном действии нагрузки ((=т,) может быть исполь­
зован алгоритм, описанный в [3]. Для последующих моментов времени
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расчет принципиально нс отличается от решений, основанных на исполь­
зовании метода Ы. М. Крылова—Н. Н. Боголюбова. Таким образом, ре­
шение сводится к системе дифференциальных уравнений в час тных произ­
водных 4-го порядка с переменными коэффициентами относительно функ­
ции напряжений /’для моментов времени / ~т։, /в, ....

При этом влияние ползучести учитывается коэффициентами этих урав­
нении. При записи уравнения (1.18) и построении схемы его решения пред­
полагалось, что функции о,-; заданы. Фактически эти функции связаны 
с напряженным состоянием, то есть являются неизвестными. Описанный 
выше шаговый способ решения позволяет использовать для определения 
этих функций величины напряжений, подсчитанные на предыдущем шаге 
во времени. В случае необходимости соответствующие итерации могут 
производиться внутри каждого шага.

Зоны (элементы) без трещин могут быть рассчитаны по уравнению 
(1.1), которое также представляется в дискретном по времени виде.

Дискретизация по координатам с помощью одного из численных ме­
тодов дает возможность для решения конкретных задач применить ЭВМ.

Как уже указывалось, коэффициенты а4; (1.11) зависят ат Р и 
Методика определения величии \ требует дополнительного экспе­
риментального обоснования: соответствующие опыты применительно к ме­
тодике [3] для случая кратковременного загружен։։« проводятся в настоя­
щее время в Одесском инженерно-строительном институте.

Коэффициенты ^а1. могут определяться ио формуле, полученной на 
основе решения, приведенного в | 7] для случая изгиба (обозначения сохра­
нены )

л. (О

1 /, (•,) А7б’О, :,)

(/=л-, у) (1.26)

Для создания определенного представления о характере и величинах 
коэффициентов л', у*։. и влиянии трещинообразования па деформации 
е‘, ниже рассмотрены два простейших случая.

Растяжение в направлении. п Стержни ортогональной
арматурной сетки расположены иод углом а = 45 к образовавшейся 
трещине (£„,р։ £.!')■ В этом случае можно считать [2]

>',(*) М‘։) = ' = соне!; >‘,(П-=-Г(О> (/ х, у)

Исходные данные: :„ = з=2.4 МПа, £„ = 2.1 • 10’ МП«, !՛■ 0.01: 
бетон из опытов ОИСИ (I серия) [7], 20 сут.

Коэффициент затухания напряжений в бетоне между трещинами вслед­
ствие ползучести Л/б, (/, *-։), входящий в (1.26). определяем, воспользо­
вавшись аппаратом наследственной теории старения для случая простого 
растяжения железобетонного элемента без трещин [71.
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По формулам (1.26) (1.10) и (1.16) получаем: уа (“։) — 0.5694;
Мъ) М-1) = 65.07-ю՜5; Ьуех) -Х130-10՜5; У (900) = 0.6809;

<(900) -= з* (900) = 77.72-10՜5; 7^(900) 155.52-10 \

Растяжение со сжатием (о„~о(— -о). Квадрат, выделенный 
в пределах такого элемента под углом а = 45с, находится в условиях чисто­
го сдвига. Исходные данные те же, что и в предыдущем примере.

В силу этого и ՛>% равны соответствующим величинам из пре­

дыдущего примера.
Деформации (1.10) и (1.16): г, (тх) (тх) = 56.16* 10 7Д1/(-1)

147.95-10՜5; < (900) =< (900) 49.91-10 5; -^(900)֊ 211.22-10՜5.

В первом примере деформации растрескавшегося железобетонного эле­
мента возрастают вследствие ползучести бетона до 20%. Во втором при­
мере деформации з*. и < уменьшаются, но углы сдвига увеличиваются 
на 43%.

Необходимо иметь в виду, что уравнения (1.1). (1.18) и (1.22) опи­
сывают весьма сложное напряженное и деформированное состояние. Учи­
тывается характер, расположение, направление и ширина раскрытия тре­
щин. особенности деформаций арматуры как в трещинах, так и между ни­
ми, и. наконец, ползучесть бетона. Это открывает возможности для деталь­
ного описания поведения железобетонных дисков при достаточно широком 
диапазоне уровней нагрузок.

Одесский инжснсрно-стринтельиый
институт Поступила 17 X! 1976
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THE BASIC EQUATION FOR PLANE STRESS 
IN FERRO-CONCRETE WITH CRACKS UNDER 

PROLONGED LOAD

I. E. PROKOPOVICH. E. U. ENIKOV

S u hi m ary

The permitting integral-differential equation for the plane problem 
is obtained, taking into consideration the anisotropic character of work 
of reinforced concrete with cracks under prolonged load.
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