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ОПРЕДЕЛЕНИЕ СТРАТЕГИИ И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
АЛЬТЕРНАТИВЫ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ИГРЫ

С НЕСКОЛЬКИМИ ЦЕЛЕВЫМИ МНОЖЕСТВАМИ 
ПРИ МЕНЯЮЩИХСЯ СИСТЕМАХ

Рассматривается дифференциальная игра с несколькими целевыми мно­
жествами. когда порядок встреч строго зафиксирован, но после каждой 
встречи меняется система дифференциальных уравнений. Определяются 
куСОчно-позицконные стратегии, доказывается альтернатива о существова­
нии f-равновесия в этих стратегиях, когда плата имеет довольно общий 
вид.

§ 1. Постановка задачи. Пусть движение конфликтно управляемой си­
стемы описывается дифференциальными уравнениями

xk> — m) (1.1)

Здесь ) A” A Qi — R непрерывная функция;
p q

^4 c R \ <z R k компакты» характеризующие возможности иг- 
роков (/с=1..... гп). Предполагается, что функции Д удовлетворяют
условиям

I < /. (t. X., ик, V,) I < V.k (1 - I л-41-)

при
(6 xfc, uL, vk} <(Aj, x) x R" <■. P՝< Qi

где xkf . скалярное произведение векторов x. и х,л | евклидо­
ва норма вектора х,; /k - постоянные числа. Для любой ограничен­
ной области G с А'' выполняются следующие условия Липшица:

fk(t, x'k ՝, Uk, А-? . uk,
при

(t, х . uk, vk) ~ G’ А< X Qk (7 = 1, 2; k. 1..... zn).

Предполагается также, что выполняются условия седловой точки маленькой 
игры |]1 (стр. 55) для каждого Д {k ■= I..... m), то есть

min max s‘Jk (/, хк. ик, vl;) = max min л\. v.J (1-2)
uk^ pk ft/zQk " '-’k Qkuk('pk

при s£An; (Հ x.)^^. го) Հ A ', 1= 1...... m.
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Рассматривается дифференциальная игра, = которой плата определена 
равенством

•((</[•]) .....  -(у| ])) П-3)

Здесь через у [ • । обозначается следующая непрерывная п-мерная 
вектор-функция:

!/(•]- 1ч-1 К р]ь МЛ'*Р1))’ -0=/с;

X* [\] == ** - 1 I’*]; * = 1» —» т՝ Л'т-1 И = Хт !'!• *

х. [/] реализовавшиеся движения системы (1.1): ՛ : [/0, р - ( 
4֊ <՝] заданная функция:

М*Л1) = пЙПе:т£П*Л֊], Л, ЛГ)|

где 7՝(хл | •], М, .¥)= -: , (хх._ ,[■]); (ЛхДИб-^ при (-, хДт|)£

у ЛА } ("0= /6); ЛА- (/с՜ 1.....  /и) и /V—заданные компакты; з случае

Т{хк | • ], ЛА А ) — 0 полагаем "л. (хА, | - ]) г . Предполагается, что пер­
вый игрок, которому предоставлены управления и._ , стремится ми­
нимизировать значение платы •(, а второй игрок, выбирающий управ­
ления 'и4.}, максимизирует значение у. Функция з удовлетворяет сле­
дующим условиям:

(1) на множестве [/0, )“ она принимает конечные значения и
непрерывна;

(2) з(т։,..., т„; \ — со, если хотя бы одно “4. ос;
(3) множество =“’((— , с]) ограничено для любого конечного 

кисла с;
(4) неравенство з(?п..., т._р <, ..... . -,։1) < з (тр..., < ,

"...р---, "т) справедливо для любых наборов (-1,..., \-_р "р
и Г։..... р "1гр—> 7,п)» где ' ^'г Покажем, что существует рав­
новесная ситуация в классе кусочнопозиционных стратегий.

Пусть, как определено выше, переключение системы происходит к мо­
мент сближения траектории с соответствующим целевым множеством, и 
это право предоставлено первому игроку.

§ 2. Фор.иулмровно альтернативы. Рассмотрим следующую систему:

х=/(/, х, и, у) (2.1)

где



м= к = 2,..., т.
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Здесь х (л -г 1)-мерный вектор-столбец; /: [70, <») X А X Р У. О. 
— /?""* непрерывная вектор-функция, удовлетворяющая всем усло­
виям, наложенным на каждую из функций Д (1.1); множества Р— РхХ 

■ Р2Х-" Рт~1 (Рт+1 — {1, 2>-.» гп}) и <9 — С?։Х<22Х- X <2т ком­
пакты; функцию ч можно определить выражением ^(”т.ц) =

X [(& — 1) 1 (т — к) ! ]՜ 1. Предполагается, что величина ити4 прини­
мает значения из множества Р,п-\ по строго фиксированному порядку 
1, 2,..., т.

Пусть заданы моменты времени Л • • /щ сс. Опреде­
лим следующие множества:

ЛЛ = {(/, л՜) : (/, у) Мь} к = 1,..., т

Л',= (/, х):(/, у„+1 -/}

՛('.*) = (Л уК/У: у„+1

гч »=։
Предполагается также, что .։;ч։2։ Тогда сформулированная игро­
вая задача станет эквивалентной задаче сближения со всеми целевыми 
множествами ЛЛ и уклонения хотя бы от одного из них внутри со­
ответствующих множеств при фиксированном порядке встреч си­
стемы (2.1) с показателем 7(х1-]).

Кусочно-позиционной стратегией первого игрока КПС 1У назо­
вем набор т •• 1 отображений

: л-1 •; /с„ /] — -£{ (х[ •: /0, /]) € Ро, -< ] (/ = 1 »-•>

«:(/, X, — X, 1^..., (т)^Р

Здесь ■ ); х[-; /0, '] Сг,-1(/0, 1)(С- ։(/0, /) — пространство не­
прерывных функций л-[՛; /0, /]: [/0, /] — R1' ’); функционалы *. опреде­
лены на множестве С* = I) С„-1 [/<,, /]. Предполагается, что функцио- 

Го ֊ 1<-
налы ф. удовлетворяют следующему условию. Пусть Г'£[/о, ’ )> 
•«*[•;/»> И ч С-1 Ро, /*]. (*) и х” рс„ /] — сужение функции
х*|-; /р. на отрезок р6, /), тогда либо «Дл**’ | 6?. ^’]) - 00 и 
М** Н '<» И) = ПРИ Н- либ° ?,(**[■; ^о» (՛■]) = {՝։” 
?, (л*[-; /0, /]) = I- при Р. при /* -

Аналогичным образом определяются КПС V второго игрока

1^, /]— Ь.(х[■; /0, '-1 и՜ 1,...,.^)
(2 3)

V : (/, х, (р..., ) — у (/, х, /р..., 1т) - (2

Определение КПС И (2.3) удовлетворяет всем предположениям, которым 
удовлетворяет КПС О (2.2) первого игрока.



6 М. С. Габриелян

Движения, порожденные КПС и (2.2) вводятся следующим обра­
зом: пусть первым игроком выбрано разбиение А = |՜., 7
= 0, 1',...: ') — А)» т. — •х?л при 7 —* со, = (Здесь неЛ = 1...., т '.

нарушая общности предполагается, что при любом разбиении А числа 
являются точками деления). Предполагаем, что при этом разбиении

КПС С (2.2) формируется управлением пл|«| ио закону

<[*1 = «(’,-» 6. •<]. =п։ид1-; /0. -,))
(9 4) 

^=^/«1.2....)

Здесь х ",] ломаная Эйлера [1] (стр. 31), составленная из
решений системы (2.1). Для рассматриваемой КПС I (2.2) символом 
х(-; *0. л«. С] обозначим движение, определенное предельным пере­
ходом от соответствующих ломаных Эйлера [•:/4л;Л О. 4*11 

(/ = 1, 2,...; х</> — хл; эир, (-[^ — т’Л) — 0 при оо).
Аналогичным образом вводятся движения л-[ ;/а. х0, И], отве­

чающие КПС V (2.3). Из приведенных определений следует, что пара 
КПС С и КПС И всегда осуществима. Докажем следующую аль­
тернативу.

’Ге о рем а 2.1. Для любой начальной позиции (/9, х0) и для лю­
бого числа с всегда либо существует К11С АЛ- такая, что неравен­
ство *(</[•: /«, Л’о. £А.])-Сс имеет место для всякого движения 
1/[-; У)՛ ^4]> либо существует КПС К- такая, что неравенство
Т0/[՛; А). К]) > с справедливо для всех движений #[•: уп, К;.

§ 3. Задачи сближения. Докажем первую часть альтернативы. По­
строим систему мостов («-стабильных), по которой с помощью экстремаль­
ной КПС ( можно провес ти движение и обеспечить выполнение неравен­
ства у(х[*|)^с, если исходное положение х.) принадлежит началь­
ному множеству этой системы.

Обозначим через Л/„ г следующее сечение Л/(. = М, П {((, х) : 
:л*£ Т? "*՜1!. Символом ՛> обозначим такое число, что лп-мерный куб 
|(т,..... ֊.•■,):/,| <1 < ՛>, 7 1,2,.... ?п{ содержит множество ^(с)

|(-։.....  т-г.) •'(~1.....  -,-п) -<е). После этого предполагается, что псе
числа А֊ £ ! »>].

Перейдем к формальным построениям системы п-стабильных мо­
стов. Пус-ь/,)-< 7. любой набор чисел, определим мно­
жество

  /,п •’ ) ՝ и 
֊ (7, х) : (7, х)^Л/т.............................=(7։,..., 7«-1, 7)<-г

пусть 1^. I (7։,..., —множество позиционного поглощения цели
Ьт I (7։,.... 1)(3.1) при фазовом ограничении (/, х) ՛< А.„. то есть

7т-1)—совокупность всех позиций ((*, л Д, для которых как 
для начальных существует позиционная стратегия 1՛ и(/, л), гарант։։-
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рующая выполнение условий (9.1) из [1], где следует полагать Л/с = 
= Lm j (Z,.....  6n-i). М=М». Предположим. что для целого числа к
(2<k<m) определены .множества /m-4Ti) и ։ (Z1։...,
t-. i j) в пространстве 7, x). Тогда полагаем

£«-*(Z։,..., /т-Х) = |и[1Г„,_А_։ (/,,..., tm֊k. Zjn.'W-n-i 1.J:

(3֊2>
Множество IV’m х) определим как множество позиционного
поглощения цели L,n- b(tv..., 1т к) (3.2) при фазовом ограничении 
(/. х)^ ZVm_A.,j. Пусть указанным способом построены множества Л։(Л) 
11 для любого G €[/<!> Н Полагаем

Ао = / U [ U'/ (ZJ П М. J : /0 < U < «I (3.3)

и пусть W”Q множество позиционного поглощения цели £( внутри 
Л\. Из приведенных выше построении следует, что все множества 

...../,) (J 0,1,...,тп — 1) являются замкнутыми и »-стабиль­
ными относительно соответствующих целевых множеств (Z։,) 
по движениям системы (2.1). Причем мосты обрываются на соответ­
ствующих целевых множествах не позже, чем в момент времени *>.

Определим КПС U{'\ экстремальную к системе мостов U^,(fj,..., 
/•). С этой целью определим сначала функционалы - (7—1,..., zn). 

Пусть х*| ]: pf„ о.)—*/?’՜1 — некоторая непрерывная функция. По­
лагаем

/?о U» *) ֊ Ш» «’о) : ({’ «’о) € И7е» х — -rt r = min {| л՜ w ii при W

(/, w) ’ ; /' min 7 > : 7?0(/, х[/]) П/-о == 0] (3.4)

Предположим, что число х’ >. существует, тогда из определе­
ния множества /-с, следует, что

(*;. х* И) П «) П /< 0 (3.5)

Полагаем

[ОС при tb

i при /’<1/ << ос

где х [•; /с, сужение функции х*[ ] на отрезок |f(l, /j = z* . 
Если же число не существует (это может быть тогда и только 
тогда, когда lt70 — 0), то ?-։(х*[-; /0, /]) - г для любого I [70, <»). 
После этого предположим, что ^СТ0- Продолжим по индукции 
дальнейшие построения.

Пусть определены <• чисел Z* и k функционалов ?։ (/=!„.., к). 
Полагаем
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х, /;..... /*)—'(/, ш«):(б и’։))£ й^(?;....... ф,

К.г— п>0!| = пип] .г — о.» | при (/, «.•) ֊ .....  1{У. (3.6)

х;>։ тт {/> /;:/?*(/, х*И. /].....  /;)ПЛ (/;...... <.) = С| (3.7)

В рассматриваемом случае из построений па предыдущем шаге сле­
дует, что множество 1Р'х .....  1'к) 0. Поскольку это множество к
моменту •> обрывается на целевом множестве Гк). то число
'■к ։1 ■< ՛> существует. Из определения множества ..... О вытекает,
что

г ։],/;... /рпи’л и/;.....х.эп.ш. ■.=/= (з.з>
Полагаем 

эс при

Сн "РИ <.!</<-
(3.9)

где /;и = х;+1.
Наконец, для последнего функционала полагаем, что число 

х"_ Ги. Заметим, что R случае IV՜', • 0 все числа ՛>. С другой 
стороны, из определения множества Ь,„ ; (/;,..., : I (3.1) следует,
что имеет место неравенство

с о;... г) <с (зло)
Для того, чтобы завершить построение КПС С ' . остается опре­
делить функцию и'1 :(1, х, /,..... (т) ֊• п- I/, х, /р....

Полагаем, что при Л = ъ стратегия 4/ определяется функцией 
л՛) для всех позиций (£, х) ~ [7(>, .՝■?)> R' как позиционная 

стратегия, экстремальная к множеству М7,,. Для любого & при 6< эо, 
а 6-ц = КПС Ь" определяется функцией и' (1, х) для всех пози­
ций (/, х) [б,, ) X R" 1 как позиционная стратегия, экстремальная
к множеству й^\(/։,..., /*)» Таким образом, КПС V ' построена.

Покажем, что в случае, когда (/0, х0)КПС У՝' достав­
ляет решение задачи о сближении. Рассмотрим произвольную лома­
ную Эйлера л.|-] хА[-;/а, х% 1} ' . х»[ ]]. гдег»[ ] (г[Н (?} неко­
торая реализация второго игрока. Пусть .....  /’ —моменты времени,
когда происходит переключение значении ?1(х[՛; /0, /|)..... м՛ Н)
соответственно.

Рассмотрим первый промежуток [/0, /’). На этом промежутке 

первый игрок, руководствуясь стратегией и“' (Л х), чисто позицион­
ной экстремальной относительно моста 1^0, сблизится с целью £0. 
Полагаем, что начальная позиция (/0, хД лежит вблизи моста 
Тогда эта стратегия будет сохранять позицию (/, х |/|) вблизи моста
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вплоть до ее сближения с целью Ас, которое происходит в мо­
мент (р Поэтому имеют место оценки

Р<(*. Id), ^о) >МД) при

M(d, -V,р;]), Z-o) tj(A); М-М — о При (3.11)

diam (Д) = sup (t/+J — т?) — 0 и р Ц/6, х»), UZ0) — О

Здесь р((Л а), £)) — расстояние от точки (t, х) до множества DclR"՜2. 
Из (3.9) и определения множества £.о следует

p((d» *jd])> (3.12)

?(</;, [/;d. м։к«.(д) (3.13)

На следующем промежутке Q первый игрок в моменты > ремени 
(Zj. /’>) формирует постоянное управление нл[/| = мд |"f] С • <С՜, ։.

/ ч {/j,..., i-- - 1 ) в соответствии с позиционной стратегией U экс­
тремальной к множеству (см. определение Z7lf)). Из (3.12) следу­
ет, что эта стратегия сохраняет позицию (Z, хд |/]) вблизи моста 1^։ (/') 
вплоть до ее сближения с целью £,(/*), что произойдет н момент /j։ 
Следовательно, будут справедливы оценки

р((/, х,р], ir։(/;))<з2(д) при

?<(/j, xj/j], £։(Zj)) <»-(А), где 7С(Д) — 0 при diam (Д)-» О

110 определению множества Л։ (/’) из этой оценки следуют неравен­
ства:

?((/;. *л<3). о) мд); но;, л-д/у), м,у с«5(д)

Продолжая эти рассуждения, получим оценки

?((6 > Jd). 1Г4-1 (zi,..., d_։)) <мд)

Р((С ^К])> М*Х*А(Д> <3(Д) (3.14)

а (Д) — 0 при diam (Д) — 0, у х'р, IF©) — О

Рассмотрим произвольное движение х [ ; Zo, r,;, ], определенное
предельным переходом от некоторой последовательности ломаных 
Эйлера хД ] х2 [•: (0, хл, С'՝'՝, иг [■)] (г = 1, 2,...), где diam(u,) —О,

| — 0 при г — г . Пусть 7, —а (Аг), - min {'■ :՜ £ 7՝(х,[],
О 1
r, 7V, )!, где G замкнутая 7-окрестность множества G. Посколь­

ку множество вложено в Л; ։. то из (3.14) получаем нера­
венства ("/'-՝С/У* (i 1,..., т: г = I, 2,...), где — моменты времени
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определенные для движения хг[ ]. Можно полагать, что выбран­
ная последовательность хД- (г = 1. 2,...) такова, что “/'“•՝*■> —
—/*, (£= I, 2,..., т) при г-*сг. Поскольку з с и

то ՝ силу наложенных на функцию з( ) ограничений получаем 
неравенство з Заметим, наконец, что по определению
чисел "։(х [ •]), 0՞ - 1...., для движения х[-] = .<[•; /а» х0, 0(и] 
предела ломаных х,[] (г—1, 2,...) справедливы неравенства 'Дх[-])£> 
<5Поэтому из неравенства -(Д,..., >с следует оценка *(х(«]) =

= ('1(х(!)>•••• '„,(*[•]») с- Таким образом, доказано следующее 
утверждение.

Лемма 3.1. Если (/„, х0)< 1Г0, то КПС 6'՜', экстремальная к си­
стеме множеств 1Тх-^) (I- — 0  т — 1), обеспечивает выполне­

ние неравенства %(*[•; ха, с для любого движения, порож­
денного этой стратегией.

£ 4. Задача об уклонении. Покажем, что когда (/0, Хо)< И70, су­
ществует КПС Ис, которая обеспечивает выполнение неравенства 
7(х[-; /0, х0, У с])>с для любого движения хр; /0, ха, К]. Здесь по- 
прежнему полагаем, что множество П70 построено для выбранного 
значения с. и этот параметр во введенных ниже обозначениях опущен. 
Задачу построения КПС V. будем называть задачей об уклонении. 
Пусть £>0 — некоторое число. Для набора .г0</։ <• •-</«,-։ мно­
жество : (/р..., /„,֊•.) определим соотношением

Д.т, ։,= (£.....  /т-1 ) = '(£ (£•*•■)< Мт. :

з(^,.... /т_։. /)<₽ + -} (4.1)

(Здесь и а дальнейшем символ (7 обозначает замкнутую г-окрёст- 
ность множества 6’).

Полагаем далее, что 1Гт ։, (/։. ։) есть множество пози­
ционного поглощения цели 1т-\) внутри Мп.

Предположим, что множества £т-ц 1,:(£••••» -а-м) и 
1У,п-к+1, ((։.... где 2 К копределены для всякого набо­
ра -< Тогда

Ьт к, : (?!,...» 1пг-к) = I 47[ И7т-1-։. ։ (^.....  4п- *,/<)(! Мп ■. 1. Г.) •
I,

:1г. к I* < » (4.2)

Полагаем, что <-) есть множество позиционного по­
глощения цели £„,_а.«Лн-а) внутри Пусть определены
множества и П7։.«(О» тогда полагаем

До.. = {и [ и7-:.. (/,) П м;, г.] : !0 < / с о. (4.3)
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а П7о,. определим как множество позиционного поглощения цели {4.3) 
кнутри М*.

Введенные здесь множества £՛.»(/,.....  /,) и П7/,, (/։.....  />) (у = О,...,
т — 1) при 5 = 0 совпадают с соответствующими множествами 

и «У,('։,.... /,). Можно проверить, что множества 
.(/р..., .*/) и П7-,,(/ . />) зависят от параметра : полунепрерывно

сверху относительно включения. Поэтому справедливо следующее 
лоложсние. Если (/<,, х0) И^о, то существует число ։ такое, что

(/о 1Ро’ (4.4)

Ниже будем исходить из соотношении (4.4).
Полагаем я дальнейшем □ = ։ 2. Введем функционалы У» • входя­

щие н определение КПС И. .
Пусть х՝'[]: Рс» *>) — /? ’’ — некоторая непрерывная функция и 

пусть

= т!п {/:/£ Т(.г*[-], Л/|, ЛГГ)} (4.5)

(символ 7*( • > определен в § 1). если здесь */՛(•) = 0, то полагаем 
^' (х*!՛: /«, /]) для г 1,..., т: I Если же в (4.5) 7( ) Л0, 
то полагаем

( ос при /в < / < 
(Х*[-; /в, /])==<

I /. при t 1}

где /;==;.

Предположим, что для А-мно жеста М*,..., определены числа 
L %•••<_ ос. Определим число

= min t: i - 7’(л'[ ; /], МЛ>, M\i), f > 4/ (4.6)
Если здесь /(-)— 0, то полагаем -/ (х‘[ : ?е, /)) = ■ для всех 
; = к -г 1,..., т; t fy. Если же в (4.6) Т( ) - 0, то полагаем

/с. Ф = { при

при /

$+Г“’<4Г

Указанным способом определяются все функционалы >‘/'(7= 1,... 
.... т>. Для определения функции у'՛'1: (Л х, ^) —у(Л х. /,.....
<ч)С^2 введем вспомогательные определения. Пусть А'- совокуп­
ность точек х- £ Л ‘. для которых существует решение уравнения и 
коктнигенция.х

х(/) со |/(/, х[<], и, V): «/£ Р, о (/в < г<т)

удовлетворяющее услоиияи |хрс] хв| . &: хр.) х,. Здесь Р>0 
определим ниже. Полагаем Н (/, х):^ Г И, х £ X, I. При сде­
ланных предположениях относительно функций Д (к 1,..., т) множе-
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ство Н является компактом. Пусть б и О ■ некоторые компакты в 
Rх[ ]:ро> ՝)“* Я — непрерывная функция. Будем говорить, 
что для функции х[] имеет место (С, £)) уклонение, если из условия 
(6 при всех -] следует, что (“, х [-]) £ в.

Итак, обратимся к определению функции и"'. Предположим, что 
для заданного набора функция г»՛" для любой пози­
ции (Сх)-р0, ) X Я" определена как позиционная стратегия
V’1՛1 </с'(/. х), гарантирующая (£>.,. М’) уклонение для любого
движения х( ; /в, х0, Г ’] при всяком выборе точки Хд ^х^х^ х| 

£). Существование числа и стратегии И՜*’ следует из альтер­
нативы для позиционной дифференциальной игры |1] (стр. 68), усло­
вия (4.4) и определения множества IV э.,.

Пусть набор чисел Л такой, что ••• </1. Полагаем, что
для этого набора функция с»*' ( ; /։,.... /*) определена как позицион­
ная стратегии У* ■+• о’ (/, х), которая гарантирует (Д4, ։ (/։,..., 6), 
№н) — уклонение для любого движения х (•;/., хе, И*] системы 
(2.1) при произвольном выборе точки (/., х») из множества ((/, х): 
: (/, х) £ /У: (/, х) • 1Г£,(/։.... /»)՛♦ где «՛ = ։/4. Существование такой

стратегии И’ следует из альтернативы для позиционной дифферен­
циальной игры и определения множества 1УТ, , /;). Для всякого
набора : ••• < , где функция :։(с)(-: 4՛—» ^«)
определяется произвольно.

Итак, КПС У: полностью определена.
Рассмотрим ломаную Эйлера л-.[ ] = х, [-: х*, и[•], Ус], где

||х* — Пусть С/;-С-•— моменты времени, когда про­
исходит переключение значений -х (х. [ : /0, /])  : /]) со­
ответственно. Будем полагать сначала, что...................Тогда согласно
(4.4) и (4.6) выполнится включение

(6 х. р])^.У4*ц при С/(А =0,1  т — 1) (4.7)

На первом промежутке [^0, т<։ ] управление и [•] формирует позицион­
ную стратегию Уо ։»0 (/, х). При выборе достаточно мелкого раз­
биения Д существует движение х[ ] = х[*; /*. л*. Уо] такое, что

—хдИ1<т<«/2 при ^1^0. ՝Г.] (4.8)

Учитывая (4.7), замечаем, что (/, х(/|) £ ЛТ при I < т/։. Поскольку 
для рассматриваемого движения х[ ] стратегия Уо гарантирует 
(/.о.., М)-уклонсиие, то для момента Л <должно выполняться со­
отношение

(4.x [6])£Д>.. (4.9)

По определению момента 1՝. справедливо включение (/[, х[/[])^ Л/։', 
поэтому из (4.8) следует
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(й, хЙ)(М' (4.10)

Из (4.3), (4.9), (4.10) заключаем, что (б, л*[/։]) £ й5'?. (6). Используя 
еще раз (4.8), получаем, что при достаточно малом значении разно­
сти (Г։ — •/,) при мелком разбиении Д будет справедливо следующее 
соотношение:

€1^:. . (/0 (« = »/2 = 5/4) (4.11)

Согласно определению функции на промежутке “։.) управле­
ние у. [•] формирует позиционную стратегию, которая при выполне­

нии условия (4.11) обеспечивает выполнение соотношения (’.^ Хд[\-։|)С 
§ й). Это положение выводится такими же рассуждениями,
как и соотношение (4.11).

Продолжая эти рассуждения для последующих этапов, приходим 
к последнему этапу. Получаем

.......С_։) ,4Л2>

На промежутке [’. , ) управление V. [ •] позиционная стратегия• о։ »м
И* ֊:֊ V* (/, х). Определим движение л[] х[-. . х[т |, И®]

так, чтобы выполнялась оценка

при (4.13)

(При достаточно мелком разбиении А такое движение хд[] сущест­

вует). По определению момента /'т имеем (Г։, х֊1[^])^Мп. поэтому из 
(4.13) при .* — следует

(4 (4-14)

Далее из (4.7) и (4.13) получаем

(6 х[фС при К*’т (4.15)

С другой стороны, по определению функции у’с' стратегия И*՛ такова, 
что при наличии (4.12) для движения л-|֊] имеет место (Ьт-1.

Лп-1). ЛЩ-уклонение. Поэтому из (4.15) следует, что х[.*т|)£ 
•<£-, ։,«(/1......./«-։), а отсюда и из (4.14) получаем неравенство

= (/;,..., О>с + е (4.16)

Неравенство (4.16) доказано в предположении, что ՛ при /=1.....
т. Если это предположение не выполняется, то з (<р-., 1т) °°
и неравенство (4.16) выполняется очевидным образом.

Итак, при достаточно мелком разбиении Д для любой ломаной 
Эйлера выполняется нера1?енсгво (4.16).
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Пусть »[•; /с, л(1, И, ]—произвольное движение, отвечающее 
КПС К, Хд I • I — л’д I Л.» X ", и '* | •], К I (/ = 1, 2,...) — последо­

вательность ломаных Эйлера, сходящаяся к этому движению.
Пусть (У* лп; / = 1, 2,...) — числа, определенные ука­

занным образом для ломаных д-։ [-]. Можно полагать, что

-.ри / —* . г = т. (Здесь не исключен неособый случай, когда 
Л0'՝ ■ е» (у- 1, 2.... и (/ — )). Из (4.16) в силу непрерывности ъ 
имеем неравенство

= (•<-•> /т)>сЧ-։ (4.17)

Заметим теперь, что (х | • ])2>/1' (см. определение -;-(х[ ]) в § 1 и 
числа Г. в (4.5), (4.6)). Поэтому из (4.17) и свойства функции з по­
лучаем неравенство

= (ч(х !•]),..., г,,(х[]))>с-М

Таким образом, доказано следующее утверждение:
Дельна 4.1. Если (/(,, х0) е то построенная КПС К обеспечи­

вает выполнение неравенства 7 (х[•; /0, л;,. 1Л])>с для любого по­
рожденного ею движения х|-; (0. хс. И |.

Из лемм 3.1 и 4.1 сразу следует справедливость теоремы 2.1.
Автор благодарит академика Н. Н. Красовского за постановку задачи 

к ценные советы.
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1Г. Ս. ԳՍյ՚ՐԻԵԼՅԱՆ

ՄԻ ՔԱՆԻ ՆՊԱՏԱԿԱՅԻՆ ԲԱԶՄՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐՈՎ ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ 
ԽԱՎԻ ՀԱՄԱՐ ՍՏՐԱՏԵԴԻԱԻ ՍԱՀՄԱՆՈՒՄԸ ԵՎ ԱԼՏԵՌՆԱՏԻՎԱՅԻ 

ԱՊԱՑՈՒՅՑԸ ՓՈՓՈԽՎՈՂ ՍԻՍՏԵՄՆԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

II. »1՜ փ и փ и ։ մ՜

Դիտարկվում է մ ոտեցման-շեղման դիֆերենցիալ խաղը մի քանի նւդա- 
ւոակային րաղմութ յաններով, երբ Հավասարումների սիստեմը յուրաքանչյուր 
՜անդիպումից >ետո փոխվում պահպանելով Հետադծի անընդ հատ ությունրւ 
ադմ ութ յուննեըի Հետ հանդիպման կաըդր խիստ ֆիքսված է, բանի որ ',ա֊ 

կաոակ ղեպքոււէ ստացվում ' հակասությունւ Ս ահմանվւսմ են մ արս իմ ւպ 
ձ-օտարիլ կամուրյների սիստեմ և կտոր առ կտոր դիրքային ս տրա տե ղիանեը 
վեր<յաւ(որ հիշողությամբ, սահմանված են նաև սյ1ր] կամուրջների նկատմամբ 
: ոսարեււ ա/ կէ/ւոր աո կտոր ղի {> ք"11 ի11 ո ա ր ատ եւյ ի ան է> ր ր է Նման ձևով սահ­
մանված են երկրորդ իյաղաքողի կտոր աո կտոր դիրքային սսւրատեդիաներրւ 
Այնուհետև այդ սարսւտեդիաների դասում ապացուցված Լ սւլսւեււնասւիվան.
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п/'/п/ հիմնավորվում Ւ, Հ-հավասարակշոութշունը ներքևիդ կխւաանրնղհաա 
արմերով դիտարկվող խաղում:

DETERMINATION OF THE STRATEGIES AND THE PROOF OF 
ALTERNATIVE FOR A DIFFERENTIAL GAME WITH SEVERAL

AIM SETS UNDER CHANGEABLE SYSTEMS

M. S. GABRIELIAN

S u in in a г у

A differential game of rapprochment-deviation with several aim 
sets is considered where the system of equations is changed after each 
encounter, provided the continuity of the trajectory is maintained. The 
order of encounters is strictly fixed, otherwise a contradiction occurs. 
Tiie piecewise-position strategies with a finite memory are defined, a 
system of maximum u-stable bridges is constructed and the piecewise 
position strategies extreme to the bridges are determined as well. The 
piecewise-position strategies of the second player are similarly found. 
Then in the class of these strategies an alternative is proved whereby 
the E-equilibrium situation in established in the game in question with 
a semi-continued plate on the underside.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЛОСКОЙ НЕИЗОТЕРМИ­
ЧЕСКОЙ УПРУГО-ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ ТЯЖЕЛО НАГРУЖЕННОГО КОНТАКТА КАЧЕНИЯ

В работе исследуется плоская неизотермическая упруго-гидродинами­
ческая задача для тяжело нагруженных цилиндров. Качение цилиндров 
происходит с проскальзыванием. Смазка считается несжимаемой ньютонов­
ском жидкостью. Температурная деформация контактирующих цилиндров 
не учитывается, а температуры их поверхностей считаются заданными.

Указанная задача численно исследовалась в работе [ 1 ]. В [2] предло­
жен метод определения силы трения в упруго-гидродинамическом контак­
те. основанный на приближенном решении .'.адачи о распределении темпе­
ратуры 7 поперек слоя смазки.

В условиях тяжело нагруженного контакта давление почти во всей об­
ласти контакта, за исключением малых зон входа и выхода, близко к гер- 
цевскому. В зонах же входа и выхода на величину и характер распределе­
ния давления существенное влияние оказывает течение вязкой смазки. 
Именно в этих зонах формируется толщина слоя смазки. Поэтому возникает 
необходимость детального исследования решения задачи в зонах входа и 
выхода. Обычно применяемые сквозные численные методы решения могут 
привести к значительным погрешностям, особенно при режимах недостаток^ 
ной смазки и масляного голодания.

Аналогично 13]. исследуем поставленную задачу методом сращивае­
мых асимптотических разложений.

I. Займемся выводом уравнения Рейнольдса для неизотермической за­
дачи в случае ньютоновской жидкости. Использовав обычно принимаемые 
допущения [4|. для скорости смазки Г/(х, - ) вдоль направления качения 
получим

а(л*։ д) = н։ ֊г (о- <*Р 
4х

Здесь л и < — координаты элемента смазки, измеряемые соответственно 
вдоль и поперек смазочного слоя (фиг. 1); и, и и:— линейные скорости 
поверхностей цилиндров; Л = /1(х) — зазор между цилиндрами; р = о(х)— 
давление в слое смазки: н = н(х, г) — динамическая вязкость смазки.
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С помощью выражения (1.1) я уравнения неразрывности

о и </?<՛
дх дг

К уравнению (1.2) необходимо добавить граничные условия в точках на­
чала х х; и конца х — л, области контакта

р',х.) = р(х1) = ~-(х1)- 0 (1.3)
с/х

также уравнение для определения Л(х) [3]

: '• Х>
А А/+^-^'- + -1-Г /’('»'"-Г՜<1Л) 

Л |х — /(
Х։-

п усдОвие равенства интеграла от давления по области контакта прижи­
мающей нагрузке Р

Х1
\ р{х)с/х = Р (1.5)

х.-

Здесь (ц - Л (л՛,) — толщина слоя смазки в точке выхода из области 

контакта; £' —приведенный модуль упругости материалов цилиндров, 
.՛ г՛՛, гкя ,\Ь| -Хрмянскон ССР. Механика. .\с 6
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I 1/1 -V՜ 2__уг\
֊ _ -__ ( L -_1 х 2. I; Æ — приведенный радиус кривизны кеде-
Е' '2 \ Е, Е., /

формированных цилиндров.

грузка.
Положим, что вязкость смазки р подчиняется закону

{* = *(р)ехр[Д(Гв—Г)] (1.6)

где \՝{р)—известная функция давления Р; А — температурный коэффи­
циент вязкости: Т„ — температура смазки вне области контакта. 
7' = 7՝(х, г) — температура смазки в области контакта.

Поскольку вязкость смазки зависит от температуры, то возникает не­
обходимость определения температуры в области контакта. Отметим, что 
тепловыделение з слое смазки связано в основном с наличием вязкого сдви­
га в направлен качения. Рассматривая теперь уравнение энергии я учи­
тывая гот факт, что потоки тепла поперек слоя смазки значительно превос­
ходят потоки здоль слоя, уравнение для температуры запишем в виде [4]

С помощью выражения (1.1) приведем уравнение ( 1.7) к виду

К уравнение- I ! S) необходимо добавить граничные условия

ГГ1(х). т(х,2£\ = Гщ(х) (1.9)

Здесь 7'it t(x; и 7^2 (л) — температура поверхностей контактирую­
щих цилиндров; к = к (р) — коэффициент теплопроводности смазки, 
зависящий лишь от давления р.

Таким образом, получена замкнутая система существенно нелинейных 
интегро-дифференциальных уравнений (1.2)—(1.6). (1.8) и (1.9) для 
определения функций р(х), h (л՛), Г (л, д) и постоянных х, и Л/. При 
этом функции Гйх(х) и 7'яъ(х), а также постоянные л\, /?', Е. Р. 

А и Г() являются заданными. Кроме того, предполагаются известными 
функции давления *(д) и ■՛•(/?).

Имея в виду использование аппарата [3]. необходимо исключить тем­
пературу Т(х. ՝) из уравнения (1.2). Для этого Т(х, 2) должна быть явно 
выражена через р. k, V и 2 из уравнений ( I.6), (1.8) и (1.9). что связано с 
определенными трудностями. Однако, для ряда случаев с помощью асимп­
тотического подхода удается исключить из (1.2) температуру Т к затем 
применить методы работы [3].
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- Введем безразмерные переменные

А՜X;Ь/р 2՛ 2^1, = Р = Р!Рц> к - Ь:!г

Т'= Т/То—Л, Тш — Т]^!Т0 — 1, а — х.;Ьц, с^х^Ьн 
(2.1)

где г-ц '՛֊ р{;—соответственно полуширина герцевской площадки 
синальное гериевское давление. Тогда уравнения (1.2)—(1.6), (1.8)

разуются к виду (штрихи опущены)

֊\^֊^ ]
ах I ах по .1 _|)

р(и) = р(е)= -^•(с) = 0 
с/х

Но (А — 1) - х2 — с2 Т — | р (/) 1п -

л

1 ]₽(')<"= у

и мак- 
и (1.9)

(2.2)

(2.з)

(2.4)

(2.5)

I/ дЬ
Н<? <!х

Г(х, ֊ ֊֊) = (х), Т^ х, = Лг2(х) (2.7)

у-7((2,,р), /=/.(^,р) (2.8)

Л/2 Л;2 : Л,-2 Л/1 г

•г։(х) — хе 'с/5 е с/бс/г 1 е 'с!5— ’ с/$</2^ (2.9)

-Л/2 ֊ Л)2 -Л/-2 -й,<2 -Л/2 - Л-2

Л.<2 2 А.’2

Л;(х) = ^ е1 е"Ус/5 (2.10)

-Л.-2 -Л.-2 -л;2

при этом

й= ДГС. =
и2 -Г иХ 

(Ы1 4- иг) ■.•0£'3 
4/?Х

/.
!»0Л (и2 гг, Г 

8ч

к, R' 

Ьн

(2.11)
/4

достоянные 0, и (^. в (2.8) характеризуют скорость изменения функ- 
цвй у и / с изменением р.
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В дальнейшем будем рассматривать режимы, для которых $/=^0.
Исследуем, задачу для температуры Г в случае режимов масляного го* 

лодания и недостаточной смазки в тяжело нагруженном контакте. Будем 
предполагать, что для этих режимов имеет место соотношение

1 1, х6|а,с]
И V </х

(2.12)

Временно будем считать Л(/>). \'(р). р(х) и л'(х) известными функциями 
х. а. х, 6. V, 5/ в 7/, — известными постоянными. При этом решение уравне­
нии (2.6), (2.7) следует искать в виде равномерно пригодного на отрезке 
[а. с| асимптотического представления [5].

Г(.г. .-)֊ 2^’1 ^.у Л (х. ж)
1^0\ V Лх)

(2.13)

Заменив в (2.6՝. (2.7) 7'(х. г) его разложением из (2.13) и приравняй

Нь 1 <1Р
коэффициенты при одинаковых степенях дт՜ “—• получим уравне­

ния для определения 7*(х, д)*

л;з

/ * — — 8х՝<е ‘' ՛• е ’</ь-

-Л."2

Г, (ж, -£-)= Г,г:(х), (2*Н)

(2*15)

Функция - (х. ֊.) удовлетворяет нелинейному интегро-дифференциаль­
ному уравнению, в то время как все Гл(х. г) (/г I) удовлетворяют *.и- 
ейным уравнениям

Предположим, то температуры поверхностей одинаковы

7’ип (х) Лг2 (л*) 7'ц՛- (х) (2.16)

й Указанная процедура легко обобщается на луча։՜ когда функннн Г.. ։ ; (:) 
։ редстанкмы к ннде рядов, аналогичных (2.13).
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Тогда непосредственной подстановкой легко убедиться, что

(2.17)

улоплстпоряст краевом задаче (2.14).
Используя линейность краевой задачи (2.15). получим 7 ,(х, г) в виде

л =

2:
* А (2.18)

Аналогичным образом могут быть построены и решены уравнения для 
Ти{х,2) при к 2. Однако, как будет показано ниже, для исследования 
в главном задачи относительно р(х), Н и т. д. достаточно знать лишь 
функции Тл(х, 2) и Т,(х. £).

С помошью соотношении (2.17) и (2 18) удается з аналитическом ви­
де вычислить функции 7‘|(х) н /’.-(х)

(2.19)
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T -i

ärsh j / ՛■՛■— e w - I — 21nÇl ■ ՝ — e

In ch udu

и F,.(х) их выражениями из3. Заменив в (2.2) функции /*,(х) 
и (2.20), получим

d

dx dx

V dh

Hô dx

p(a) - p(c) — ~(c) О 
dx

e

.Vf (А —J ) = л։ — Ժ -=-|p(/)ln------ Ту °7

(2.20)

(2.19)

(3.1)

(3.2)

>3.3)

(3.4)

- 2

V —
1 ~x — e

H>(.v)

In ch и du

i-|/ ՝f ~ZT ir 
arsh [/ y —֊e

arsh

V
1 (- ՛/■ հ~ e

-^7^ 
e

H'. ! dp 

V y dx,
(3.5)
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где

» « » 1 х (__11«՜ 1՛։
1псЬ.^=*-х1п2^-^֊-֊^ -̂-------е (3.5)

|Л 2 2 Г?։
б

При 3—0 и х-*о функция 1Г(х)----- —• что соответствует изотер-
V

мическому случаю.
Для широкого класса задач упруго-гидродинамическо:: теории смазки 

уравнение Рейнольдса приводится к виду (3.1), причем функция IV (х) 
определяется особенностями задачи. ! ак. например, в изотермической по­
становке для жидкости Ри-Эйрина при 5/ ֊ 0 функция №(*) имеет вид [6]

1Г(х) = 3 А> исЬи-зИи, (3.5")
•V и1 ^Х

Здесь
Р՝н 

вЕ՛
С модуль сдвига жидкости Ри-Эйринга.

Исследуем случай тяжело нагруженного контакта, при котором давле­
ние почти во всей области контакта близко к герцевскому. Это означает, 
что в уравнения (3.1)—(3.5) входит малый параметр ш. связанный с па­
раметрам) . , 0. и (2 таким образом, что в облает։

х—а^։1, с—х^г, при « *С - (3.6)

имеет место неравенство

(3.7)

Здесь - и. г,—характерные размеры малых окрестностей соответственно 
точек х = а (зона входа) и х = с (зона выхода), то есть

ПРИ * =‘“(К <?*. <2>) <1

Область, определенную неравенства.мн (3.6). будем называть герцевской 
зоной контакта.

С помощью неравенства (3.7) из уравнении (3.1). (3.3) и (3.4) в гер- 
невскон эоне контакта получим

-г сЧ — 1 Р (/) 1п ■֊—7Г сП = 0.
-Л 1X — 11 

и

\р(Г)<Н = - 
■ ।

1 ֊г 2ас 4֊ С- — (а -г с) х

р(х)=1 (х-а)(с-х) 4------------—---------
2 р (х — а} (с —х)

Предположим, что координата входа а равна

(3.8)
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а = — 1 4- «։£у, з, ~ 1 при w < 1 (3.9}

Введем внутренние переменные в зонах входа и выхода

х — а х — с
г — ------- • s = --------г гч О

•о.-да асимптотиками внешнего представления /?(х) в виде (3.8) соответ­
ственно будут

;Мх-) = £;;- I ‘2г а!
I 2г

при г - fix

Р(х) г I _.2s---------
I -2s

4 О (sj *') при s = fix
(3.10)

Is? условия сращивания решений н зонах входа и выхода с внутренним 
представлением внешнего представления в виде (3.10) следует, что

р(х) О (&*•')> ~-==О(%12) при r=fix
с/х

(3.11)
р(х) О(£’2», ֊Р =О(2Г։гг) при s fix

dx

Поэтому решение задачи (3.1) — (3.4) при условиях (3.6) и (3.7) з зонах 
входа и выхода будем искать в виде

р(х) =£’-</ (г) -ор;֊), </(г)~1 при г—I

р(х) = £?(s)4- o(ej'), при s~l

Неизвестные постоянные, входящие в уравнения (3.1) и (3.4). будем 
искать в виде

W0=^w>(<o)4- o(//w), ям«1; С 14-у։4-о(з?), 3։ 1 (3.13)

Ниже исследуются лишь те режимы смазывания, при которых с каж­
дой из сторон герцевской зоны находится по одной зоне неоднородно- 
. .и [5]. Это требование накладывает определенные ограничения на разме­
ры эон входа и выхода '-q и сверху. Конкретный вид этих ограничении 
зависит от функции №(х). Например, для функций П7(х), определяемых

/>3 О рп՝
(3.5), (3.5՜) или 1Г(х) = ----- при ՝f (Q, р) -^1, v = e ' (zn^>0) и w

будем иметь ограничения в виде

%■?%. = 0.՜’” (3.1Я

В случае ид’хх V 4 1 первое из ограничений (3.14) остается без изме­

нения, и второе при О. ■ К՜'" ' принимает вид [7]

(3.15)
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Отвлечемся на некоторое время от конкретно։«. вида функция №(х). 
Рассмотрим более общую функцию ^'(л) по сравнению с (3.5) и (3.5 ), а 
именно, предположим, что в зонах входа и выхода

1г/1х)-=л;„на',1г7 '■') .... Гк1 при 1Г ~1 (3.16)
ЧГ» \ $ / X 5 / I 5 I

а и герцевской зоне выполняется неравенство (3.7). Из (3.16) в частном 
случае Я-А -/=-0 может быть получено выражение №'(л) для некзотерми- 
ческом задачи.

Исследуя уравнения (3 1) и (3.3) в зонах входа и выхода с помощ о 
метода сращиваемых асимптотических разложений, получим

з -г , 1V я (3.17)

При атом были использованы представления (3.9). (3.12), (3.13) и усло­
вие (3.14).

С помощью соотношений (3.8). (3.12) и (3.13) из уравнения (3.3) г. 
зонах входа к выхода \егко получить асимптотические представлен:։:։ для 
<//։ 

----  при 
<1х

(3.18)

Здесь для краткости принято е — г(/ Далее с помощью метода сра­
щиваемых асимптотических разложений, используя соотношения (3.12 
(3.18). из уравнений (3.1). (3.2) и (3.4) получим в зонах входа и выхода 
систему уравнений для определения функций ц(г) и £(>). а также постоян­
ны* А и р.

л՜ - ՛ а

2 <Лг

Го ( д) А -= ± ------1-~- <//,
с/г " 2 / г

<)

д (0) = С • 3.19)

2/ _?1
1 2/

(И = 0

—֊— — -(о)=о (3.20)
1 аз аз I “2 / - я
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о
( |!?0)-|/=й+?^г|Л=0 

— ГА

Здесь интегральные условия для с/(г) и й(л') получены из рассмотри 
уравнений (3.3) :•՛. (3.8) в зонах входа и выхода с привлечением уело։ 
(3.4) и условий сращивания с (3.10). Кроме этого использовались равен 
ства (3.9). (3.12). (3.13) и (3.14).

К уравнениям (3.19), (3.20) необходимо добавить в качестве недос 
щих граничных условии асимптотические соотношения, вытекающие из 
условий сращивания (3.10)

при г — X՝ (3.2!)

£;(>)֊• | — 2$ При 5 — - (3.22)а
। -

Замена условия — (0) - 0 на условие (3.22) правомерна, так как

</ 'г
система урав ч-: ! (3.19) — (3.21) с условием —— (0) - 0к система 

Из
(3.19)—(3.22) эквивалентны, если решение первой из них существует и 
единственно,решение второй системы единственно.

При асимптотическом анализе уравнений задачи для постоянной Нм, 
кроме того, получаем оценку

1
ню = А и.-"։’-*)'՜”, .4 = л(«., г, 7, т,...)-֊ 1 (3^

2
Из первого неравенства (3.14) и (3.23) следует е ( И։> ") + 1

Это соотношение совместно с (3.16) определяет область применимости 
изложенного метода. Примерами этих областей являются (3.14) и 
(3.15).

_3,'2
Отметим, что при £ " << с точностью до -ут֊ функция зазора

/•( <■)— 1 при хг\а, с|, а поэтому Функция 1^0(...) не зависит от А. 
Следовательно, при £' ‘ уравнения (3.19)—(3.22) замкнуты. В
этом случае система уравнений (3.19) (3.22) расщепляется таким 
образом, что коэффициент А в (3.23) определяется только давлением 
д (г) в зове входа, а затем уже определяются давление £ ($) и по­
стоянная Р։.

Б случае, когда Г“ — при 1, функция зазора А (.г) на от­
резке [л. г] меняется, вообще говоря, на свою величину. Поэтому 
для замыкания системы уравнений (3.19)—(3.22) необходимо к ней 
добавить уравнение для Л (л), так как к этом случае функция 
зависит от А.
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Отметим, что можно получить иную систему уравнении для <7(г) .։ 
:•?(«) в зонах входа и выхода

It

q (г) - 1 2r 1
2֊ V2t (t - г)

s(s) = I

A՛ 3

2s

d_

dt

~at

IF,«?) ֊֊ dt 
at

I 27 "

(3.24)

։_ef
d_
dt

»,(») -i- I dt 
dt I

2r.

d ՛

dtf-3 p
о

>։w֊£- dt 
dt

I ~2F

эквивалентную системе уравнений (3.19)—(3.22). Для этого достаточке 
представить исходные уравнения (3.1)—(3.4) в виде, точно решенном от­
носительно давления р(л<). входящего в уравнение (3.3). Дальнейшее ис­
следование полученных таким путем уравнений производится методом, не­
существенно отличающимся от изложенного выше.

4, Вернемся к неизотерми ческой задаче для ньютоновской смазки в 
условиях тяжело нагруженного контакта. В этом случае -г/, .4 ( ;*)՝ .
Отсюда с помощью (3.8) и (3.12) можно убедиться в справедливости не­
равенств (2.12) и (3.7) для режимов масляного голодания

[ ♦ . О? р"
Для определенности предположим, что >((/,р) = 1 и у = е 

Кроме того, будем считать, что малый параметр ••• ՛• ((Д £•,) обе-
починает выполнение одного из соотношений

Q ' I/՜"5

% « Г։-
(4.1)

.Рассмотри:։ случаи, когда

՛££՛(— 1 -г -г) = Тя-(( О (is). / «■•( 1 -25) - Г гп — О (" )

Г1։>0 = const, 2>0

Тогда решение системы уравнений (3.19)—(3.21) при /1 = £=Т=0 ( <ьюто- 
яоаская жидкость) выражается через соответствующе? решение системы 
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уравнений для изотермического случая. При этом №,»(//) - №<,(?) =
7՜ ' —const и A где Лг-«о * один из компонентов

изотермической задачи. Учитывая, что при условии (4.1) 
уравнений (3.19) (3.21) при произвольном ?։<^0 имеет вид

решения 
решение

<?*» Ф:!'2<7о

= (4.2)

■•лмула для толщины слоя смазки в точке 
стой вид'

л = с принимает особенно про-

с2
Л, - Ац I«, Г* (И։-')1* -_4. А„ = 1.2613 (4.3)

К

Функции . (г), н постоянные /1„ и 0,.. являются решением изо­
термической задачи при а, = — 1.

Рассмотрим режим обильной смазки для ньютоновской жидкости ч

случае, когда ՛՛ — т/1 и С?, Г ’при атом = И՜՜’. Перейдем в

՛. дрм.уле 1,3.23) рормально к пределу з—при п — к — / О,
Л/ * 1 а'

л-г да получим, что /7,,;. — V'՛ Для величины —• входящей

ч левую часть неравенства (2.12). получим в зонах входа ։։ выхода 
«щепку

_^Г_1 1 /4 4>
V дх V ' 1 ' '

ЭКИМ образам, а случае обильной смазки использованный мсгид по­
строения решения для температуры Г(х. 2) неприменим. Это связано с тем.

■:.՛ в зонах входа и выхода тепловыделение, вызываемое относительным 
проскальзыванием поверхностей, становится соизмеримым с тепловыделе- 

дем. вызываемым сопротивлением качению. Поэтому исключить из рзс- 
и :отрения температуру Т оказывается невозможным.

Изложим метод решения системы уравнений (2.2) — (2.10) при Л=1. 
позволяющий в данном случае также получить асимптотически справедли­
вые уравнения в зонах входа и выхода.

Отметим, что в герневской зоне —у------- — I/‘ «1. поэтому, как
V у вх

п ранее, в этой зоне оказывается возможным исключить из рассмотрения 
•-•чпературу Л(л, <) и свести задачу к уравнениям (3.1)—(3.5). Поэтому 

с помощью (3.6) и (3.7) из уравнений (3.1), (3.3) и (3.4) получим глав-

В случае, когда значения показателей степеней п, к и А отличны от нуля, в
2

/֊з соотношениях (4.2) изменится лишь равенство для то есть >}(«•) .4,) «։(
Сс ՝ । .-тственно изменятся и формула (-1.3) для Л,.
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член асимптотики давления в герцсвской зоне б виде (3.8). Огсюдз 
нлехаст справедливость формулы (3.10), (3.11). Поэтому решение задаг 

• ! (2.2) (2.10) в зонах входа и выхода для р(х), Н.. и . будем искать в 
виде (3.12) и (3.13), а для Т (х. г) — соответственно

Г(х. д) = Т.(г, г) 4-0(1), ГДг, г)-1 при г-1

Т{х, 2)= Т0(я, г}~ о(1), Л,(я, д)-1 при з~1

При этом можно показать, что = УГ и в зонах входа и выхо­

да справедливы оценки

гуг0(П, Г V 1 при { г 1 ~1, 1 = 1, 2 (4.6)
\ Я / ՝. Я / ' 5 I

асимптотических разПрименяя изложенную выше методику сращиваемых 
л олеил։՜!. < помощью соотношении (3.12). (3.13). (4.5) и (3.18) в зонах
Пода н выхода получим связанную систему нелинейных интегро-диффе- 
генцнальиых уравнений

A* d \r dq , я/

•/(о! = О,

?Т; 8/е

л.(и U-

</(г)- I 2г
(>

12^:e-w оЧ'

dt (4.7)

!■ 2/

\/г

dt = О

2



30 II И. К уди л

Для того, <--тобы система уравнений (4.7) стала замкнутой, к и- 
обходимо добавить уравнения для определения зазора /л, (г) в зоне вхо; 
и Л։ ($) а зоне выхода

о
^Мг)'֊1|=;|[ |<и) I 1п<Л-

— ОО

Кроме того, з процессе вывода уравнений (4.7) и (4.8) из сравнения П1
рядка членов получим оценку

Ноо = А 1’> А — А (тп о, б/, *, т) — I

Таким образом, как в случае масляного голодания, так я в сдуч. 
обильной смазки удается достаточно подробно исследовать зоны входа 
выхода.

Формулы (3.23), (4.3) и (4.9) для толщины слоя смазки по структу, 
полностью совпадают с соответствующими формулами для нзотермнчссх 
го процесса смазывания [7] и отличаются лишь постоянными А.
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Остановимся на формулах для касательных напряжений

!■»(■>■ <--■■■) = -•֊V. * | , _
26, Г I

։ ет<1։

-А;2

., А> А/2
■ -^т-йН л-|՜“^11 (4Л0> 

- л. 1 -1,12

Оценим разность касательных напряжений, возникающих на рущихся по- 
йрхяостда. Тогда из (4.10) получим

Ь \ _  Ю Д
(4.11)

ЙТоотОмч з условиях масляного голодания, как это следует з (2.12). в ка­
честве касательного напряжения на обеих поверхностях с ошибкой порядка

— - I можно принять

аг։Ь | XVе՜"7'“'- 1 + 'V '

Ал_։2_г-Г^ '[ ^Г’7՝“’
\ А /

(4.12)

О.,р
Эта ..ормула при л 1 и ч — е совпадает с формулой, получен­
ной в работе [2].

Для рассмотренного выше режима обильной смазки формула (4.12) 
справедлива лишь в герцевской зоне, а в зонах входа и выхода касательное 
напряжение т՛ необходимо вычислять по формуле (4.10). где температура 
Е давление определяются из решения системы (4.7), (4.8): это непосред­
ственно вы:екает из (4.4). Тем не менее, приняв 1 С?. — (?.(:) V ,
с малой ошибкой силу трения можно вычислять по формуле (4.12) как для 
режима масляного голодания, так и для режима обильной смазки. При этом 
в (4.12) следует положить /։ = 1, р = 1 1 — л-2 .

В случае, когда в герцевской зоне функция V остается ограниченной..

х/

расчет силы трения ЛР = ’л!х необходимо производить по формуле

(4.10).
В заключение отметим, что изложенный метод без существенных изме- 

н'.ннн может быть применен к контактно-гидродинамическим задачам для 
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голстой полос֊-։ при различных зависимостях зязкост։« от давления ։: тай 
п е р а туры, н а п р им ёр,

!' = 4-1(7֊ 7,)j

При других зависимостях вязкости ог температуры в результате асимпто­
тического анализа может быть получена система уравнении, в определен­
ном смысле аналогичная системе (4.7), (4.8).

5. Проиллюстрируем полученные результаты на примере числснног 
решения системы уравнений (3.19) — (3.22) при I = 0 и №’'.(х). вычисляемо 
։ помощью (3.5) и (3.12). В силу справедливости неравенства ^՝ ՜ .. 
для режимов масляного голодания в (3.5). полагалось /։ = 1. Вычисления 
производились с помощью разностной схемы, аналогичной |3}; при это.Ч 
ошибка не превышала 2% Расчеты были проведены для ц = 1 я ц -О 

при т 1 и различных значениях я., т. ՝/. и й7^ч> Сем. формулы (4.2)1. 
Значения А (а։, т. приведены в табл. I. Для сравнения в это*
же табл. 1 приведены значения коэффициентов т, у). соотз-т-
ствующие изотермической постановке задачи при температуре счазги 
7 70 = Ту; ■> — 0 и •/, = !, т, — 0 и т — 1.

Таблица I

у-. 7. 3 Л «о 
1.9789

А 
1.9613

—2 0.008 0 1 1.8919 1.8849

—5 0.008 о 0 3 7648 3.7149
1 3.5843 3.5792

е. 0.5 А 0 3.7648 3.4015V 1 3.5843 3.2817
С п 1 0 3.7648 2.5684□ 1 I 3.5843 2.4857

п s 2 0 3.7648 1.8831
1 3.5843 1.8186

Из табл. 1 видно, что при 7ji-.i = 0 неизотермическое поведение смаэм 
слабо сказывается на величине А. а, следовательно, и на толщине слои- 
смазки Л/, к то время как при 7ц/о—1 и /кч>= 2 имеет место существен­
ное уменьшение Л. по сравнению с полученным в изотермической поста­
новке задачи. Кроме того, из табл. 1 следует, что для приближенного зычис* 
ления /п в условиях масляного голодания можно пользоваться формуле» 
(4.3) при s Q՜2"'

А, = 1.2613:1 ։,|зд(|/<2 <5.11
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На [.иг. 2 приведены кривые £:(?) для некоторых значений а,, х и 
'•Гп’з при 1| = I и т ֊ 1. Отметим, что эпюры при и = 0.008 практи­
чески совпадают с соответствующими эпюрами, полученными из решения 
изотермической задачи. С увеличением а, локальный максимум (пик)

Фиг. 2 Распределение данл.-ния и 
зоне QM.tO.ti при m 1 и - Q ' ՛.
I . Tj -2. 7. -0.003. Two И;
2 1, 5. х 0.008. Г и ■ 0;
3 . t։ -S. х 0.5. Tw՝> 0;
4 5. л 0.5. Гц-> I:
5 . а, -5, 7. = 0.5, '.Ггд 2:
6 п» Герду —«)1 —2*- 

2(8) смещается к центру площадки контакт । и увеличивается по величи­
не. При увеличении х пик &($) уменьшается и также смещается к центру 
области контакта; при этом наблюдается более медленный выход на гер- 
цевское решение. С увеличением '*/«-<՛ иик £($) незначительно смещается 
о сторону выхода из области контакта. Давление в зоне входа является мо­

Фиг. 3. Профиль зазора между пилки- 
драчи и зоне »хода при т 1. О՜"

к 7, ֊5.
1. а-0.003. Т н'о 0; 2.7. 0.5. Т\\ ՛.. 0;
3. /. 0.5.'.Тц/0 ];4. 7. 0.5, < ?’«•. 2.

Фиг. 1. Профил։, зазора между пил*:։
Драчи в зоне выхода при г» I. - Q՜ 

и ։. —5-
I. /. 0.008, Two 0: 2 х=0.5. Two 0:
3. 7. 0.5. '.Tiro I: 4.x 0.5. '.Two 2.

нотонно возрастающей функцией. При этом в окрестности, примыкающей 
к а,, оно несколько выше, а в области больших давлений несколько ниже 
давления, полученного в изотермической постановке. Поведение зазора 
Мх) такое же, как в изотермической постановке, однако значения /։( ••) мо­
гут существенно отличаться от полученных в изотермической постановке 
(фиг. 3. 4). Это отличие в основном связано с поведением величины А при 

изменении х и ЗГ»™.

3 Илнес-ия АН Армянской ССР. Механика. № 6
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Фиг. 5. Профиль температуры 7*(.v, 0» 
в зоне входа при т 1. : Q՜՜ 5- —5 

и 7. «0.5.
1. Гц/о- 0; 2. 5Т»т 1: 3. ?*Tu/i>։ 2;

Фиг. о. Профиль температуры Т(х, 0) ՜ . п- շ а зоне выхода при m 1. ; U
з: —5 и /. 0.5

1 Г и . 0; 2. ITwq 1: 3. : Tuzo=2; тс»
температура, вычисленная по Герцу:
4. 7170 =0; 5. чГго 1; 6. ?«Гфф= 2.

псратура Г(х, 0). вычисленная по Гер- 
цу; 4. Гиф 0;5. оГ|уг 1; о. ^Гиф

На фиг. 5 и 6 изображены графики функций / (х. 0) соответствен! 
в зоне входа и выхода, характер которых, как следует из (2.17). определяй 
ся поведением давления.

Всесоюзный научно-исследовательский 
конструкторско-технологическим институт 

подшипниковой промышленности Поступила 23 VIII 1977

Ւ. I». «ւՈՒԴՒՇ
ՃԱՐԹ ԱՆճԱՎԱ11Ա1'ԱՋԻՐ11’ ԱԴԱ11ԳԱ-ճ1»ԴՐՈԴԻՆԱՄԻԿ ԽՆԴՐԻ Ա11ԻՄՊՏՈՏԱԿԱՆ ՎԵՐԼՈԻԾՈԻՄՍ ԾԱՆՐ ԲԵՌՆԱՎՈՐՎԱԾ ՃՈՃՄԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԻ ՃԱՄԱՐ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ
Ասիմպտոտական վԼրքո։ ծ nt թ յԱէնների միակցման մեթոդով ուսումնասիր­

էք ել Լ Հարթ անՀավասարաջերմ խնդիրը նյուտոն յան հեղուկի Համար ծանր 
րեոնավորված ճււճման կոնտակտի դեպքում ։

Յուղային քաղյյիէ անբավարար ե լիաոատ յուղման ոեմ իմների համար 
..֊ տարվել են ա սիմպտոտական դնահատականներ յուղման շերտի Հառտտ- 
թյան Համար։ Յուղային քաղցի դեսյքի Համար ստացվեյ են և թվային եղա­
նակներով լուծվել են աս իմ պա ոտ իկ ճնշման ղյխավոր անդամների Համար 
հավասարումները խնդրի ւդարամ ետրների տարբեր արմեքների դիպքումէ 
Յույց Լ տրվում, որ յուղման շերտի Հասաությունր որոշվում է ինշսքես մուտ­
քի, այնս/եէէ կլ ելքի ղոնաներով։
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ASYMPTOTIC ANALYSIS Or A PLANE NONISOTHERMAL 
ELASTO-HYDRODYNAMiC PROBLEM FOR A HEAVY-LOADED 

ROLLING CONTACT

I. I KUDISH

Summary

A plane nonisothermal elaslo-hydrodynamic problem for Newtonia.՜ 
Ilquid is studied by the method of matched asymptotic expansions in 
Case of a heavy-loaded contact. Asymptotic estimations for the lubricant 
film thickness were obtained for starved and fully ilaoded conditions. 
In case o! starved conditions the equations for major members of pres­
sure asymptotics were derived and numerically solved for various values 
of the problem parameters.
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ИЗВЕСТИЯ А К Л Д Е м И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մ1.|սա&իկա .XXXI, Хз 6, 1978 .Механик»|

О. Б. АГАЛАРЯН

К ЗАДАЧЕ КРУЧЕНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНОГО 
УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЛА С ТРЕЩИНОЙ

Рассмотрение вопросов пластического перераспределения полей на­
пряжений и деформаций в телах с трещинами позволяет глубже понять ме­
ханизм процесса разрушения и подойти к описанию его реального разви­
тия. В связи с -лим упруго-пластические задачи теории трещин привлека­
ют к себе большое внимание.

В общей постановке эти задачи связаны с большими математическими 
■ нудностями. Однако случай более простого деформированного состояния 
такого, как антиплоское. исследован достаточно подробно [1—3]. Построе- 
.-:не их решении основано на свойствах интеграла, не зависящего от пути 
интегрирования, введенного Раисом [4| для плоской задачи.

С другой стороны, большом интерес представляет также изучение по- 
•..ч напряжений и деформаций в телах, имеющих острые надрезы и трещи­
ны и испытывающих кручение. Решения подобных задач для упруго-пла­
стических тел важны при анализе работы скручиваемых стержней, валон, 
цилиндров и других деталей машин.

В данной работе изучается задача о кручении упруго-пластических 
осесимметричных тел. содержащих концентраторы напряжений. Предла­
гается общим метод решения, позволяющий в ряде случаев эффективно 
) с. пол ь зевать имеющиеся результаты расчетов для антнплоской деформа­

ции. В асимптогическом приближении получаются результаты, совпадаю­
щие с известными данными для антнплоской деформации.

I. Рассматривается кручение осесимметричного тела из упруго-пласти­
ческого материала, которое содержит концентратор напряжений (кольце­
вую выточку, надрез, трещину). Вводится цилиндрическая система коор­
динат, ось 2 которой направлена вдоль оси тела, радиус обозначается че­
рез г, а полярный угол—через ф. По условию задачи с =е. :г= — (),
и имеется лишь одно уравнение равновесия для неизвестных напряжений

— (гг֊,;)+—(гЧ.)-О (1.1)
ОГ 1)2

Это уравнение удовлетворяется тождественно, если определить 'ге в 
через функцию напряжений <1> ֊ Ф(г, <) по формулам

= (1.2)
г՝ дг г (1г

Для упруго-пластического тела сдвиговые деформации ;яв­
ляются функциями и вида
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= 7г, 0.3)

г.'.г Т интенсивность напряжений ( Т՝ = — '?-)• Подстановка (1.2)
9 (1.3), а (1.3) в соотношение неразрывности

мет уравнение для функции напряжений

д
дг

<тф1X- >'т| о 
г3 дг дг г3 дг

(1.4)

(1-5)1 1

причём

На границе тела предполагаются заданными напряжение ’ ( ■> — внеш­
няя нормаль к поверхности). Для определенности будем считать, что 
•1Ь = 0. С помощью функции напряжении это условие записывается в виде

дф </ф
----  соя (п, д)-------- сок (и, Г) = и
дг дг

(1-6)

Б случае, когда тело не ограничено вдоль оси г, па бесконечности за­
дастся скручивающий момент М. Задача состоит в решении уравнения 
(1.5) при заданных условиях (1.6) на границе и фиксированном моменте Л/ 
на бесконечности (в случае неограниченного тела).

2. С целью использовать особенность рассматриваемых задач, состоя­
щую в наличии концентраторов, запишем (1.5) в эквивалентной форме, вы­
делке члены, содержащие вторые производные.

,4Ф - СФ =0 (2.1)

где
I Дф=/(г«)^ + ^֊/(Г^ + < 

дг՝ дг дг дг- дг дг
К СФ= - — ДГ:) —

г Ог

Вторые производные функции Ф, входящие в выражение для АФ, 
имеют, согласно (1.2). решающее значение в местах высоких градиентов 
напряжений. В частности, вблизи острых углов, вершин выточек и тре­
щин (2.1) заменяется уравнением /1Ф = 0. Это уравнение отвечает задаче 
об антиплоскон деформации призматического тела с тем же поперечным 
сечением, что и рассматриваемое осесимметричное тело. Методы решения 
задач об антиплоскон деформации хорошо разработаны [1—4]. Решение 
уравнения .4Ф = 0 либо само по себе обеспечивает достаточную точность. 
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либо может служить удачным начальным приближением при отыскании 
Ф(С 2) в зоне концентрации. При нахождении такого решения необходи­
мо осущсстзля ь стыковку функции Ф при переходе к области, где граднен« 
ты напряжений не столь велики, как вблизи от концентратора.

Отмеченная связь с задачей об антиплоской деформации, легко обна­
руживаемая с помощью функции Ф. может быть использована и в непосред­
ственном приложении к исходной системе дифференциальных уравнений. 
С целью получить результаты в форме, по возможности, близкой к фор­
ме, используемой в работе |2|. перейдем в уравнениях (1.1). ( 1.4) к новым 
переменным, считая координаты г и г функциями неизвестных деформаций 
н напряжений. Преобразования дают

дх ()г
о՜. д-.1 -
дс дг

- о

где

В этой системе функции и малы по сравнению с другими слагаемыми 
з местах высоких градиентов напряжений. Их отбрасывание приводит к 
уравнениям задачи об антиплоской деформации. Другим существенным об­
стоятельством является то, что при задании этих членов как функции но­
вых координат уравнения (2.2) с помощью частного решения сводятся к 
однородным. Поэтому, задав начальное приближение для функций и Д:. 
выполняя указанные преобразования и используя хорошо разработанные 
методы для антиплоской деформации, получим универсальную процедур? 
решения задач о кручении последовательными приближениями. Эффектна 
ность этого пути зависит от удачного выбора начального приближения. Ж 
сказанного выше следует, что в местах высоких градиентов напряжений з 
качестве такового можно принять ֊?, = £?• = 0 Вне этих областей обычна 
выполняются соотношения линейной теории упругости, что также облегча­
ет выбор начального приближения.

3. В качестве иллюстрации рассмотрим концевую зону в вершине пря­
молинейной трещины, расположенной вдоль радиуса на расстоянии а от 
оси тела. Для определенности примем степенной закон упрочнения, то есть 

положим /( 7'т) = ֊—ВТ՝', где В^>0, 3 0. Для линейно упруго!

тела р = 0 3 = —- (6՜ модуль сдвига). 
О
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С помощью преобразования переменных г а(1—pcos-1), с — Р sin 0. 
вводящего полярную систему координат в вершине трещины, полу­
чаем уравнение, эквивалентное исходному.

_1_Ф?.._кФ;+2|.фЧф.г ^_Фрф4<ь + 
а*у о* <г | <гр*

л р

фз (4E-3Uin'J (])
<1V (1 — ? cos 6)

(4р I- 3) sin 0

1_1_ ; (4? - 3) cos 9 
I а*р а*(1 — peps 9)

+ J_4L-ф։__
а*р? (i — р cos (j) а*р (] р cos 0)

23
о’?3

Фе-1----- -
п*.

Фе Ф.Фв о

Представляя Ф в окрестности вершины в виде Ф =/^/'(0), где К и 
а — постоянные, А функция угла 0, после перехода к пределу при р, 
стремящемся к нулю, получим

F" . «3[* 23(з 1)}Г* 7.[a4-4ftx--2fl/™ _ п „ 1.
F ‘ № -(1-?-2?)Г'=

I раничные условия для /'(&) имеют вид

F — 0 при 0 = -, F' = 0 при G — 0 (3.2)

Величина ~ определяется из условия, чтобы свертка имела асимп-

тотнку вида — при р, стремящемся к нулю, ото условие дает 
Р

֊ 2 1 ~ь
2 1֊Ь?

Решая (3.1) при граничных условиях (3.2), получим

Г(6| — С։[] 1-г2? 92cos-0 -f- (1 -|- t3) cos&j' * X
a

. .11/1 + 2?+р»cos«e ֊?cos5]’l,+B (3.3)

Подстановка F(Ь) в Ф(р, 9) и вычисление \ и дает явные выра­
жения для этих напряжений

т,= = Л'1о-’£1(։)£:(0)[?со50+ I 1 -I 2? . ?’с05=е ]
______________ (3.4)

• - (6) / (6) 1 6$шаЬ — СО5 9/14-28 }- ргсо$г9 

где/к, ֊ постоянная, D 2 (1 + 6) p՜ ’՜՜ '"
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£, К(1 ?!cosO-Г1 + 23 , ?’cos50

L, (I 1 2? -i- ji=cos;0 -JcosS։®1”'

Линии постоянной интенсивности напряжений (-; ՛■ Т՜) легки
находятся из этих формул. Переходя к декартовой системе 
х —5СО&6, у рзГпО, имеем

[л- ^(Т)

где

Х{Т)

R ( Т) ֊

3(1 -7 23)* А?՛1 ”
(3.5)

(1 4-23)1 23 
2’*’(1 -ИГ

кГ ■?՛
у 2(1 (3.6)

у -(I 7.0

1 аким образом, линия постоянной интенсивности 7' является кругом 
с центром \ ( 7’) от вершины трещины и с радиусом /?(/'). Этот резуль- 
։ ат. как к следовало ожидать, совпадает с результатом Нейбсра | I ] и Раи­
са [2].

В случае, когда пластическая зона мала по сравнению с характерны­
ми размерами тела, множитель Л, можно найти с помощью инвариантного 
интеграла [4|-

J I Udz | cos (л, г) 4֊ т cos (п. z)j — dl
J * ‘ ’ Or

U)

С. - / *' f ։ tSодной стороны, J-—7^> где Аш - - коэффициент интенсивности напря­

жений - ... С другой стороны, вычисляя J по контуру внутри пласти-
н , А? г.1 2<): ■

ческой зоны, имеем / ------ :— ---------- :— ------- где 7.. предел те-
2 (14-3)'-7» -

кучести. ; 0 деформация на пределе текучести. Учитывая инвариант­
ность J, получим

241-НГ
-(1 4-2?,)’^’

Подстановка этого выражения
совпадающие с результатами Райса [2].

я (3.5). (3.6) дает выражения, пол

Институт механики
АН Армянской ССР Поступила 17 \
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н. ԱՂԱԼԱՕՏԱն

Ճ1Ա'11Վ ԱՌԱԱԴԱ-Պ ԼԱՍՏԻԿ ՊՏՏՄԱՆ ITHPIHit’ ՈԼՈՐՄԱՆ 
հ»ՆԴՐ1’ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

П. մ փ ո փ ո ւ մ

էհվսաւոանրոէմ ուսումնասիրվում է լարումների կոնէյհնտրասէորներ պա- 
/ունւսկող աոաձգա- պլաստիկական պտտման մարմինների ո/որման խնդիրր ւ 
\Լոպքսւր կվում է, լուծման րնէլհանալ- մե[)ոէլ, որր ք^՚՚՚Ա է տալիս մի շարր էքհպ֊ 
լ-ԼրՈէմ էֆեկտիվ օգտագործեք '.ակա Հարի) գեֆորմագիս։լի գեպրում ուներ ած 
.աշվարկներր: Տույր է տրվու մ, որ ա ս ի մ պ ս> Օ տ ի կ մ ո տ ա վ ո ր ուի լա մ ր ստաց- 
‘/'•"՚ արգլանրներր ամ րողջո։ ի յամ /• ’Համրնկնոէմ են հակահարքե գեֆորմ ա 
տ/1էՀ!ւք' քլեպրոէմ հայտնի “>րգյունրների Հհս։։

ON THE PROBLEM OF TORSION OF AXISYMMETRIC 
ELASTIC-PLASTIC SOLIDS WITH A CRACK

O. B. ACALAR1AN

Summary

A problem of torsion of elastic-plastic axisymmetric solids, con­
taining concentrators of stress, is studied.

A general method of solution permitting in some cases to use effec­
tively the results obtained for antiplane strain is suggested. In asymp­
totic approximation the results are presented coinciding with the well- 
known data on antiplane strain.
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Л А. ШЕКЯН

ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА НЕЛИНЕЙНОЙ 
ТЕОРИИ НЕУСТАНОВИВШЕЙСЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

ДЛЯ ШЕРОХОВАТЫХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ*

Работа посвящена решению осесимметричной контактной задачи тео­
рии ползучести с учетом старения материала и поверхностной структуры 
контактирующих тел.

Плоская контактная задача нелинейной теории ползучести »первые 
была рассмотрена Н. X. Арутюняном [1]. Затем, на основе идей рабо­
ты [1] при аналогичных предположениях о свойствах материала рассмотре­
на пространственная контактная задача о вдавливании эллиптического, е 
частности, круглого в плане штампа в полупространство [2], В указанных 
работах, в частности, предполагается, что поверхности контактирующих тел 
абсолютно гладкие. При исследовании контакта реальных поверхностей, 
имеющих шероховатость, это условие, очевидно, не выполняется Несмотря 
на исключительно малые размеры неровностей, составляющих шерохова­
тость, они оказывают существенное влияние на самые разнообразные 
'эксплуатационные свойства деталей. Поверхности контактирующих тел в 
результате технологической обработки имеют весьма разнообразные фор­
мы. зависящие как от способа обработки, так и от фнэнко-механнчееккх 
свойств материала. Поэтому при исследовании контакта реальных поверх­
ностей встречается ряд трудностей, не позволяющих получить точное ре­
шение соответствующей контактной задачи.

Плоская контактная задача для шероховатых упругих тел впервые 
была рассмотрена в монографии И. Я. Штаермана [3]. где шероховатость 
учтена согласно гипотезе о пропорциональности в каждой точке контактной 
зоны дополнительных локальных перемещении и нормальных контактных 
давлений. При этом предположении решение задачи сводится к решению 
интегрального уравнения Фредгольма второго рода с логарифмическим 
ядром. Решая это уравнение другим методом и проводя эксперименты на 
оптически активных материалах, автор работы [4] отмечает, что экспери­
менты подтверждают теоретические выводы. В этой постановке затем бы­
ли рассмотрены пространственные контактные задачи [5].

С другой стороны, многие экспериментальные исследования (6—9] по­
казывают. что для многих деталей дополнительные локальные перемеще­
ния. которые обусловлены шероховатостью поверхностей соприкасающихся 
тел. и каждой точке контактной зоны пропорциональны некоторой степе­
ни контактных давлений. Такая степенная зависимость между сближением

Работд хочожеид ид Эсссоюлмок конференции <Смешамныс идти механики де­
формируемого тела» а г. Ростове-кд-Доиу п сентябре 1977 г.
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1: давлением получается и в теоретических вычислениях [7—12], где ше­
роховатости поверхностей моделируются набором конусов, пирамид, сфер 
и г д„ а деформации контакта принимаются упругими, пластическими или 
пластическими с упрочнением. Далее, рассматривая вероятность встречи 
выступов, в работе [ 12] изучено влияние обработки поверхностей на эту 
зависимость. Некоторые контактные задачи для шероховатых упругих тел 

>йря степенной зависимости между дополнительным перемещением и кон­
тактным давлением рассмотрены в работах [13—15]. При таком учете ше­

роховатости поверхностей контактирующих тел в работе [16] решена пло­
ская контактная задача для шероховатых твердых тел со степенным упроч­
ением материала.

В настоящей работе рассматривается осесимметричная контактная за­
дача нелинейной теории неустановившейся ползучести с учетом шерохова­
тости контактирующих тел. При этом шероховатость поверхностей контак­
тирующих тел учитывается также по степенному закону. Задача матема­
тически формулируется в виде нелинейного интегрального уравнения типа 
1 йммерштейна, С помощью аппарата классических ортогональных много­
членов Гегенбяуэра решение этого уравнения сводится к решению бесконеч­
ной системы нелинейных алгебраических уравнений, исследование которой 
проводится на основе принципа сжимающих отображений. Получены чис­
ленные результаты для контактных давлений и взаимного сближения тел.

§ 1. Постановка задачи и вывод разрешающею интегрального урав­
нения.

Предположим, что ползучесть материала описывается реологическим 
уравнением [1, 17]

лг-1(пе17«) = (/-Л)=;/(о пл)

где А — физическая константа материала, р — показатель ползучести.

— интенсивность деформации сдвига, ֊. (/) компоненты дефор- 
։-’:щин, э ։ (/) — девиатор напряжений, /- - интегральный оператор Воль- 
терра

г
С(Г, ч = ?(■)(!-е-'"-”] (1.2)

• — единичный оператор, а I — время.
С учетом всех основных предположений о свойствах материала ; 1| для 

вертикальных перемещений граничных точек абсолютно гладкого полупро­
странства от нормального давления р(х, у. :) имеем [2]

֊<<)

1
7П = ---

1*
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Здесь 2 (И область контакта, с (р) коэцкрициент. зависящий только 
от |1, причем из результатом работ [2, 18] имеем с(1)=Г4~. с (2/3) 0.

при 2 3<р<1. с(р)<^0 при 0<и<2;3. На основе этого 
примем, что для реальных тел 2/3<^р<^1.

Далее, вследствие шероховатости поверхностен контактирующих тел 
» зоне контакта возникают дополнительные перемещения, которые, исхо­
дя из ряда экспериментальных и теоретических исследовании |6—12]. в 
каждой точке контактной зоны и в каждый момент времен« примем про­
порциональными некотором степени нормального давления

w,(x, у. t) = К\р(х, у, f)Г (1.4)

Здесь Л' и * определяются экспериментально, притом |9. 11. 12) число *Х 
обычно лежит в пределах 0.3 < а 1. а коэффициент К — а пределах ог 
4 до 129 мк, когда р(х, у. t) измеряется в к։/.м.м7. Формула (1.4) справед­
лива и диапазоне 0.01—1.0 xt м.м- для р(х. у. t). Отметим также, что с уве­
личением чистоты обработки поверхностей контактирующих тел числа « 
и К уменьшаются.

Условие контакта приводит к разрешающему уравнению

с(։.)МГ’-гЛ-’|!(/-£) [Г—/»<֊.<’• о*«*’ |- +I J (V «)։- (у ֊»■)']՛' ’ (
— А'|р(х, у, /)] = о(/)֊ Д(х, у)-/2(х, у) (1.5) 

где .-4, и -4:— физические константы. 6(0—мера взаимного сближении 
тел, /,(л. у) и /,(х. у) —функции, описывающие поверхности контактирую­
щих тел.

Поскольку рассматривается осесимметричная задача, можно положить

/«(«» y)~fs(x. у) =f(r), р(х, у, t) = p(r, t), (г = ] 'x- -j՜ y: ) (1.6)

Тогда уравнение (1.5) примет вид

J
(/»•(«» ')]’ T -j (/ А) а* (О | AG. т,)р0(то O’X/’ij =%(0 — /оG. 0 (1-7) 

о
Здесь

К(«-’»)=( + Т 22’icos7) d~, z — —-—- «• = — (1,8)
J п(0 2 ■

p»<=՛ 0 = МГ"+ л,—Г>(г, о. о,(0 = + ДГ]՝’ (1.9)

гд/) 5(0 А.”1 И,—+ Д.’Г. о f(r)K '[А,-" + АГТ‘ (130) 

н(’) — радиус круговой зоны контакта.
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Далее, ус \овне равновесия дает

1
■ 2a-(Z)^„(;, Oidl P,(t) (1.11)

D 

где

LM[.4,-"’+ ДГ*Г"и։',/»(О (1.12)

/'(О— равнодействующая внешних сил.
Теперь, взедя обозначение

<7(5, О “läoW-4 ('-■)֊ Pj(?.<)}’. 3 ֊■ (1.13)

и (1.11) в (1.7) получим

2<»5(')][«.(«-А(5. <)֊<г(;, 0lS5rf; = P։(0 (1.141

о

<?((. 7) = (/֊ /.)oj(0 [кВ, l)P,(f)-A(4, /)-<7”(г„ 1)М (1.15)

О

Таким образом, решение задачи, когда а(О наперед задано, приводит­
ся к определению </(с. /) н ‘МО из нелинейного интегрального уравнения 
(1.15) и из условия (1.14). А если а(О неизвестно, то, кроме (1.14) н 
(1.15), имеем еше условие непрерывности нормальных контактных давле­
ний

р (а (О, I) — 0 или %(/) - /0 (1. f) — gw(l, Z) (1.16)

Отметим также, что когда а(О задана и не зависит от С то вместо (1.15) 
будем иметь

q(;, О = aj(/—Д) ОРо(0 М'.) - OJ’Wn (Ы?)

•о

На основе формул 6.561( 14) и 6.684(1) из [19] ядро К(с, ц) предста­
вим в виде ...........

ое
К(;, *j) - -֊г"}----- ; ( Л («•*) /и (dx

2 ։( I —<■•>) J
о

где /’(2) — амма-функция Эйлера и J (г) функции Бесселя.

(1.18)
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С помощью формул 8.451(1) н 3.751(4, 9) из [19] получим

'ЛС. = ֊Х,—I £ 1 .՛->՛+ у?(:’ (։л9>
։ (1 — «О 1։ ֊ М

где Я(с. и) — функция, выражающаяся формулой

п/. х Г^ГН Г , „ ч , , ։ 2'Ч։Г(1 — .о)
Л ; х /0(;х)./0(^) ах ——-------—---------

2 । (1 — «О.) Г֊(1 ։ — >21

(1.20)

и регулярная при 0<՜;, ц.^-1. При с- ц = 0 эта функция имеет особениосто 
вида

7?(е, т<) — 0[(; -}- ъУ *] при $4-^—0

Для решения интегрального уравнения (1.17) будем пользован 
спектральным соотношением’ [20]

J

(ч - v)՜’?. (’.)</'.= — «. (О, » - 1. 2......... (1.21)
*• GI 

о 

где

Г (п) Г (1 — i4’s»n zw 

гТ (п — и)

С„(г) многочлены Гегенбауэра.

§ 2. Сведение разрешающего интегрального уравнения к бесконечной 
системе нелинейных алгебраических уравнений и ее исследование.

Ограничимся рассмотрением частного случая, когда a<.(f) = ou = const. 
1огда, обозначая

*о = ЭД 1. г«4в = аСРо ’ (/) (2.1)

и представляя решение интегрального уравнения (1.17) в виде ряда

Здесь фактически применен способ сведения осесимметричной .мдачн к плоской 
задаче. Конечно, можно было бы непосредственно исходить из осесимметричной задачи 
оотвстствующсй ядру (1.18). н для этого ядра использовать известное спектрально' 

.оотношгнне из работы [20], где фигурируют многочлены Якоби. Однако, при таким 
способе решения задачи, который н был использован нами сначала, исследование полу­
ченной нелинейной бесконечном системы связано С определенными своеобразными труд 
костями. Поэтому применение метода ортогональных многочленов Якоби в разбираемой 
задаче представляет самостоятельный интерес н будет дано в дальнейшем.
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ОС 30
4) = Л՜ '2 х.(0<'=.(:). л=- V < ,:?п(0> (2.2)

«-1 ««I

Лэ (1.14) к (1.17) известным способом получим бесконечную систему ие- 

мшейных алгебраических уравнений относительно (х„ (/) — х„'.Г-.о

■ 1՝ х,= —21А«. 2 (Г(;. Т)։<Г;| 1. Л = (ха. х,,...)

1 I
■(/-4)|7'(.. Х>{ь.(.) ■ ^֊уяг:. г.)(: ;>) ,.(:>а=р,(2.3)

1 ՛* «
л ~ 1. 2, ...

где

2^Г(1-Н)
Г’(1 —ш)Лао J

(2.4)

Теперь перейдем к исследованию бесконечной системы (2.3). которое 
проводится на основе принципа неподвижной точки Банаха. С этой целью, 
как в (161. введем з рассмотрение (А — 1)-мсрное вещественное эвкли­
дово пространство £л։и . метрика в котором дается формулой

?(^л> >л ) = шах | У [Хп (т) —(-)]■
•*<*« 1 ri

Ar«[x»(f). Xj(f).........x.v(n], Kv [уэ(0. yt(0............ ,y.v(01 (2.5)

Пусть 5(0, R) замкнутый шар и £\.: с центром 0~ (О, О,... 
.... 0) и радиусом R. Рассмотрим н 5(0, R) оператор Yn = Л (X.v), 
определяемый формулами

№ ’ ' 12 I ф (:. XN) ;rf? | - 1 (2.6)

I 9 I

(/ rj(։-r)-

ИЬ ” • 9

n = !. 2........./V (2.7)

где
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Ф (;, Хл ) =
•. ։ л"

(2.S)

Пользуясь неравенством Коши-Буняковского для сумм и учитывая 
(2.2), получим

֊■]/ Зх’.<-)|/ а 22>.;’'л,(0) а <2,я 

л—։ ՛ л«* '•=։

(■с - < О

С помощью элементарного неравенства

Ц4Г-1ЯГ1 ՛ |*||Л — В| шах( 1.4 |ЯГ՜՛) (2.10)

из (2.6), (2.8) и (2.9) получим, что если

Л (О > о’(Л - R" А где /. тах/(;) 4 0 (2.11)

ТО

(« 1 ֊ /. ֊ /?”)’<Ф(5| Хл՛) <(14- Л)’го՜՝
(2.12)

1-. где АС]*< 1
* ~1

Далее, из (2.7), на основе неравенства Бесселя, найдем

.V 2 9 2-л Л՜
2 у2,.<ж [(/֊Ш + —
- 1 и 1 

где

Л.(0- >■«(/ А) A-)«/,, j /?(;, Ч)(£- S’)՜*?. (5) л (2-Н) 

О о

п — 1, 2, ...
Теперь, учитывая значение интеграла [ 191 (для п ֊ 2. 3....)

2 | (г/ —v)՜ çn (т;՛)^ = 

о

= <---■-■ []/■■■ п(2՞Г1՜՛1 .т. „(9-Н1 21) ТЛ) (2.15)՝ 
п 1 I (и ;»)(2п — 1 р)

> беря внутренний интеграл в (2.14) по частям, получим
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Л„(0= ֊ —(/ Д) [ф(л, **)</'. X

л — I .1
а

~-Т;)-0-г*>- "14"?" 1 (5) + (։ -2г)#»‘£И</։ (2Лб) 

о

ЙЙ 6^=[л(2л 1 ֊’։)]* * [(/<-?' (2л 1 н)] 1,7 •

Далее, из (2.16) следует, что

Я.
(/ -Д)ф(,„ ад.^ЬЛ^г, (։

<>

•, 1
+ 2с=| [[(Г—£)Ф(»„ ад 

МЛ
I' ' ?о ՛ ■

где

сь = яир ------ -
п-2. з.... п — 1

֊П

с։ = 5ир ------ -
л-2.3„..п I

(2.17)

”)՜ 4,(0

(2.18)

Наконец, опять при помоши неравенства Бесселя получим

Л' 
2>1ал(0 
■>2

2(4+0?) р/֊д)Ф(т„ ад оК 7|) и, (=֊;’) <!■

о о

млн

У А"л (/) < 2 (со -!•■ с?) тах [(/ ■— А) Ф (:, Лл-)]': 7 
а-2 °^։

О (I

(2.19)

Кроме того, из (2.14) имеем

1 1
Л,(0 тах Ц/ Л)Ф((, А\)] |՝\'|Л(։, у,)|(5֊ И՜ (2-20)

Таким образом, учитывая (2.13). (2.19) и (2.20), получим

|/ 2 а>В№ тах [(/-£) Ф (=. X)] <2-21)

где
4 Известия АН Армянской ССР, Механика № 6
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В(\>) =
4 (с; ֊с?) г г

л2 Ли о о О'

о о

г)”>• (;) </:</>.
2

21+211тТа(1 »1'2
=5\ш Л?(и

г*(1— ш)л։ .!
о

Теперь с помо&ью (2.12). (2.21) и (2.5) получим

(2.22)

так
1

(2.23}

Отсюда следует, что если г1} R, то оператор У.՝; = .4 (Л’.у) 
хает замкнутый шар $(О, R) в себя

Пусть теперь

%^’ = (х«1. х{п......хХ>)€5(0,/?) и Г^"=.4(ХА1;2

Тогда, используя (2.6). (2.10) и (2.12), получим

отобра-

(2.2®

■՛ аналогично (2.21)

тглК'

(1- ^)

I х(.1) — г|2) I - [ Ху Л|) [

(П (2.25)

| 2(.<А" !/?’>’ <а“В(1֊) тах | (/- Д) [Ф (=, 
п-1 0<и1

(2.26)

I пгрь, учтя (2.10). (2.12) и (2.26). находим

пт-1 / Л՜
+ Л—I 2(х<֊>-*«)=

Наконец, из (2.25). (2.27) и (2.5) получим

(2.27)

Х2о
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Ий1, ГРх^’.Х!?) (2.28)

гхе

£ = мах [ тах Д։(՜); тах /Л(')|

(1 + С։-.

| 2т^<-.} К1"՝՜2

1(1 г,(^]3+’''
2а?‘5г(н)

[1 С(֊., ֊<,>]=

(2.29)

ТЙ}' ’ 

}'՜ (2.30)-

Из (2.28) следует, что если т < 1. то оператор )\ А (Хх՛) в 
5(0, Л) — сжимающий. Следовательно. согласно принципу сжимающих 
Отображений [21]. существует единственное решение системы уравнений 
?<\ = А (Ал՛), которое можно найти методом последовательных приближе­
на. исходя из любого начального значения из 5(0. R). При помощи тео- 
ремы А. Лебега о предельном переходе под знаком интеграла [22] можно 
доказать, что решение урезанной системы Ху А (Хх) при V —оо 
совпадает с решением бесконечной системы (2.3).

Обозначая через X* - (х(*„ х[, ... ) решение системы .2.3), из фор­

мул (2.1), (2.2) и (1.13) находим

МО = г(7։ (Л [1 I -ч’ЛО]

л.<М)=к(0 /,(0 л '2 (0=П=) (2.31)
1 1

Принимая, что условие (2.11) выполняется, гс < R и е<1, можно, 
исходя из А'՝՝' = 0, прурекуррентным формулам X ’1’ = А (X"'), / = 0, 

1, ... найти X . В первом приближении будем иметь

)
С (')=֊-{г 

о
։

■Л' «) - (|Ч<гЛ + ^֊г(/?(г. >>)(5- :։)’" гЛ(1)^1(/
г| | Айо ,)
о о

-£)Р,-՛ (/)֊/«( ’.)}> (2-32)

С помощью (1.19) — (1.21) получим

со 2
V (/)?,.(•;)= ч(/֊Л) I 1^’(/) ֊ .)</'; (2.33)

в-1

Для вычисления интеграла (2.33) можно пользоваться разложением [5,20]
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A'i'. -I)
2֊Г (<0) “ Г2 (n 4-1 — <»)

где Pn'(z) многочлены Якоби.

§ 3. Численный пример.
Рассмотрим задачу о давлении штампа с круглым в плане основа, 

на степенно упрочняющееся чугунное полупространство. Тогда /. (;) = О 
А { = 0. А։ ֊ 10՝ кг/см'. Считается, что поверхности тел определенным, об! 
разом фрезеров«* иные (Р = 2, А - 100 мк) или полированные (;3 = 3, 
Л — 46.4 .чк). Вычисления, проведенные на ЭВМ «Наири-2». показыва! 
что п случае р — 2 и ц = 0.7, если принять R = 0.05, а = 2 с.ч, ; = 
Р(/) = 10՜'/7С—т„) кг, где Н(1) —функция Хевисайда, рассматриваем: 
оператор в замкнутом шаре 5(0, R)—сжимающий. При таких значениях I
раметров с помощью формул (2.3) и (2.31). принимая нуль в качестве ну­
левого приближения, методом последовательных приближений вычислены 
вторые приближения для контактных давлений и меры взаимного сблимйй 
ння. На фиг. ! по результатам этих вычислений построены граф! 
р(г. т.,). Отметим, что при увеличении чистоты обработки поверхнос 
контактирующих тел. что соответствует возрастанию параметра р, даал$
ние в концах контактной области возрастает и в предельном случае а( 
хютно гладких тел приобретает традиционную особенность. Последнее 

возрастании ц, когда р фиксироеастоятельство имеет место также яри

рах сплошные линии соответствуют случаю и — 0.7, а пунктирные — сл] 
чаю ci = 0.9.

Автор благодарит С. М. Мхитаряна за внимание к работе

Институт механик»*.
АН Армянской ССР Поступила 17 Ш 19’
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1.. Ա. ՇհԿՈԱՆ

2ԿԱՅՈԻՆԱՅՎՕ ՍՈՂ*հ Ո2 ԴցԱՅԻՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 
Ա1ՒԱՆՅ-ՐԱՍԻՄԵՏՐԻԿ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐС ԱՆԶԱՐԹ 

ՊՆՆԴ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ

II. մ փ ո փ и ւ մ

Դխոարկվււդ խնդիրր բերվում Լ Համ մ երշւոեյնի տիպի ոչ գծային ի՛. - 
էոէպրսէք հավասարման լուծման. ԳեկենբաուԷրի օրթոդււնալ բաւ։մանդամների 
ապարատի օդն ու թյամ ր այդ հավասարման չուծումը բերվում л- գծային 
Հանրահաշվական անվերջ համ ակարդի: Վերջինիս ուսումնաււփրություՆր կա­
տարվում Լ սեղմող արտապատկերումների սկդրանրի Հիման վրա. Նշված է 
քնութադրիշ պարամ ետրերի փոփոխման միջակայքր, որի դեպրում խնդրի 
լսխումր կարելի է ստանալ հաջորդական մ ոտավորոլթ յունների մեթոդով։

թերված Ւ, թվային Օրինակ:

THE AXISYMMETRIC CONTACT PROBLEM IN THE 
NONLINEAR THEORY OF NONSTABILIZED CREEP 

FOR ROUGH SOLIDS

L. A. SHEK IAN

S u m m a r y

The problem is reduced to the solution of Hammerstein’s nonli­
near integral equation. By the set of Gegenbauer's orthogonal polynoms 
the solution of this equation is reduced to that of the infinite system 
of nonlinear algebraic equations. This system is examined in terms of 
the principle of compressible transformations. The interval or variation 
in characteristic parameters, wherein the problem’s solution may be 
found by the method of successive approximations, is defined. Nume­
rical results are presented.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С ?

XXXI, № 6, 1978 Механика

М. А. ЗАДОЯН, Г. Б. ШАХАЗИЗЯН

О НЕСУЩЕЙ СПОСОБНОСТИ КРУГЛОЙ ТРЕХСЛОИНОЙ 
ПЛИТЫ ПРИ ПОЛЗУЧЕСТИ

Рассматривается вопрос несущей способности круглой шарнирно- 
[слашйж гибкой плиты с двухсторонними симметричными тонкими уси- 
йющими покрытиями и с начальной погибью, направленной против осе- 
шетрично-распределенной нагрузки <?(.') (фиг. I). Материал покрытий 

[считается упругим, а для среднего слоя имеют место соотношения нзс:- ед- 
ственной т-’орик ползучести Маслова—Арутюняна [1].

Фиг. 1.

Потеря устойчивости е виде «хлопка с учетом явления ползучести 
для металлической арки (балки) рассмотрена в работе Вопросам 
'•стончивостн при ползучести посвящены работы [3—9] ;՛. др Подробная 
библиография и анализ работ 8 этой области дань а монографиях 
К). Н. Работнова [3—4] и Н. Хоффа [5].

1. Соотношения между внутренними силами и деформациями средин­
ной поверхности плиты. Если принять гипотезу прямых нормалей

«,= ег + М С'*»®) (1.1)

где ег, е4— деформации, а \ кривизны срединной поверхности 
плиты, напряжения в крайних слоях плиты определяются : рму оГ

}՝
=г.= ֊֊. [ел Н- \е^ ± (хг 4- V-») Л] ®) (I-2)

‘ 1—VI

В бетонном слог имеем
/7 

эг —; 1«г < -ь + ™9) ֊
1 —V3

г
I ] Г^72^г + ■•)</■ (л (1.3)

'1
где /?(/, т) — резольвента ядра ползучести
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А'(6-) = £(Л —[-А--?(-)(!<1.4> 
I £(-) I

• ։ имеет бил

АЧ/. Г.Ь|£(:Н^|£(:)С ’
£(-) £с).

л(-) «л[1 -г ?(•) £(-)], О(Հ(-.) -г Հ (•։) - гд-.)

Для старого бетона ч (է) = С. £(т) £ и будем иметь

/?(/, -) = /е-’<'-\ / = Т£С

(1.5)

(1.6)

Для Простоты толщину покрытия \ по отношению к толщине бетонш
слоя считаем малой и напряжение и нем по высоте принимаем пос՝гоянн(1П> 

տ֊ Ид условии статики (фиг. 2) имеем

Фиг. 2

Используя выражения напряжений в слоях (1.2) — (1.3). из (1.7) получаем

.V, = .4։ (ег -г >е*։) — I Ве (е, + >е։) 7? (/, т) </- 

г
•и. = .4, (ж, - »,) - С В, (Хг -֊ ■„,) R ((, -.) </֊. (г, 8) (1.8)

где введены обозначения

А(0 А(')р.(О. = + 11 — >* 1 — V, £ (0 л

л,(0 = 3(014(0. = 1՝. 1 + 3Г^-^7Г<1-’>
3(1-П 1— V, Е(/)Ь

Между компонентами перемещения и деформациями срединной поверхно­
сти плиты имеются зависимости

•е. = -^- + -|Г—У-(—։У1- I
О г 2 | \ дг / \ О г / I г

1 ^и։ У< 1Л1» т։=г------------  (110)
<>г* г с*г
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<»

из

Здесь ^(г) — начальная заданная погибь, и*(г. /) — прогиб от воздей­
ствия внешних сил, а К’* = и?« 4- (£».

Краевые условия плиты будут

л; = о. и՝ о. а и՝ ..—— 0 при г = и
дг

^ = 0 
с/г

(1.11)
при г О

В дальнейшем для упрощения принимаем, что коэффициенты 11уас.о-
на для бетона и усиливающих слоев равны V, — V.

2. Вариационное уравнение задачи. Согласно принципу возможных ае- 
ещений имеем

(ЛСое, 4՜ Л/з<1е# 4 Л/гО'Л? — М^х9) гдг— \ ^/лсг.Уг 0 (2.1)

I
Уравнение (2.1) эквивалентно дифференциальному уравнению равновесия 

алъных сил

— (гН, ) - М = О 
Ог

и вариационному уравнению

։7ЛЛ
дг дг

ды, 
аг

ъыдг — О

Вводя функцию напряжений Ф{>, I).

(1.8) и (1.10) находим

— ( -<։>) = Ог

(2.2)

(2.3)

г дг

1—4

Лэ — д2Ф
дг

(2.4)

(2.5)

Подставляя выражения М, и Му из (1.8) в (2.3) и преобразу:-՜ с 
учетом краевых условий (1.11), получим

гш — \7 (/, ") (Ут дг ֊
о
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1 й /дФ д™* \1, л------------1------------- ) ‘•изгдг О
Г О г \ о г О г /I

Положим

^=֊-/0Л-4У’ ^=/(/)6֊4У (2.7)1
\ «V \ а /

где /<,— заданная начальная погибь в середине плиты, а /(О неизвест­
ный. изменяющийся во времени прогиб в середине плиты.

Подставляя (2.7) в (2.5) и производя необходимые выкладки с уче­
том краевых условий, получим

-1-1։|л0(/ = -2Л/)- С50(/ = ֊2/0/)>?(Л-.)Л Пг) (2.8)
Ог ъг | 3

где

г<г)=з4 +
а‘ а'

4 — - ֊
ас й5

Далее, внося (2.7) и (2.8) в (2.6), интегрируя и вводя обозначения

“■(О =/(»)//.. ,(/) = <,,(/).£•. ։=Л/2Л (2.9)

получим единенное интегральное соотношение для определения 
г 

ро-р к., (о? 3'г 2<о) — д и 3։ (/, <7՜ -

+ ?։(«֊!) ( («■’ ֊ 2֊") Л (Л -) </■ (2-10>

Здесь 

°1(0 = ’г(0 = Н’Л.(О

А=^./21у, ?г=^,/2Ау (211)
3(1 — 'г) \ а / 7 \ а /

Полученное с гниение (2 10) сводится к системе нелинейных интегральны՝, 
уравнений типа Вольтерра 

։

СрЧ («I — 1)1»֊ д ВЦ 1'/Д> (7, '-)</•:

2 (м>։ 2^) = у ֊ 32 I (<•/•' 2<*>) Л (/, -) (1՜ (2.12)
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где у(0 наряду с <о(О определяют характер движения плиты зо времени 
вследствие ползучести бетона.

3. Критическое вр.елгя плиты. За критерий потери несущей способно­
сти принимаем условие безграничного возрастания скорости прогиб.) 
('.՛•—оо). Соответствующий .момент времени I — 1 при данной нагрузке 
Я называется критическим временем конструкции.

Принимая для простоты 7(,֊. О = Ч — const и рассматривая случай 
старого бетона (1.6). из (2.10) дифференцированием no t получим

t
|1։4 «ДЗл5 ֊ б*» 4-2.) >?,. |(ш- 2о0е'ц/՜' d-. —

— q — Л t» — H (i»՛1 — Зе»՝ j- 2«>) (3.1)

где ։» = ш,

I A = < (՛**“-)’ s = 4’։61’--) <3-2>3(1 — V՝) \ 1. / 7 \ Y| /

Обозначая начальные значения w и ;• при / = т через и . . из (2.10) 
н (3.1) находим

’։‘°л “ «з (U>J — 3wJ 4 2<’>о) = 7

q — Лш0 — В(wj — 3>’*֊ 4֊ 2՛"?
г,<։=r՛ —8^з;(Я֊б«0 ri)— ( }

Определим значение <? ~ при котором потеря несущей способности 
( хлопок») происходит в начальный момент Т = Приравнивая нулю 
знаменатель <’.> из (3.3). получим соответствующее значение относигель- 
ного прогиба

(3.4)

где

: =1-^1 (3 5)
■ 3 1 n֊v‘)p4
Из формул (3.4) следует, что для явления «хлопка» необходимо, чтобы па­
раметр удовлетворял условию Подставляя значение из (3.4) в
первое уравнение (3.3). находим значение 7-.. при котором з начальный мо­
мент I = т, происходит хлопок

Яа = К \ (Ч. — 3«-^ 2‘-"w) (3.6)

Индексом (х) обозначим величины, соответствующие значению / оо.
Применяя правило Лопиталя, из (2.10) и (3.1) находим
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Л">* В (■••“ ■ 3՝о; -|֊ 2,ь$) =-</
<7 — Л<*>^ — В («>2 — 3«>; 4- 2и#) . I

V., = ----------------------------------------- ------------------- (3.7)1
_ Х։(3^ __ + 2)Ч?- (<% - 2,%)

У4

Г'.р;.рапннвая -:улк> знаменатель г»*, находим значение "ъА0, при котором 1 
возможен хлопок (/ — )

• /* * 2 - •

՝%» = ։ + 4 V 217-4 (3՝8>
где

ч = —А=- (3.9)

Очевидно, для возможности хлопка при I • <х> необходимо условие 
Подставляя значение •■՛> .. из (3.8) в выражение <,՛ из (3.7), на­

ходим значение ц.{, при котором хлопок „происходит“ в бесконечности 
(/-«):

7„ в Л-»л0 - 5(и>?0— 3-.«>?0 т 2՝%0) (3.10)

При с} < £?;?, как видно из формулы (3.7), скорость прогиба плиты в 
течение времени затухает (у֊- 0 при /—ос)

Значение <7. определяемое по формуле (3.10). будет верхним значением 
«безопасной» нагрузки п смысле исчерпания несущей способности плиты. 
Для значения, находящегося между (]„ и ?>, существует критическое вре­
мя, когда происходит потеря несущей способности в виде ««хлопка».

Исключая интеграл из (2.10) и (3.1). приходим к системе дифферен­
циальных уравнений

со — V
(ЗЛЯ

V — тд/ — т (<о) 4- п (ш) V3

Здесь введены обозначения

(ч) [■$,"> (2 -։•«) —5\] [г/— Л»' — Д(՝'>3 Зч>: 2<о)] 1

•т (1и) (1 —[<? — Лы — В(,՛»3 — з<о2 '2՝։,)1 * (3.12)

5^А_!!.=з, 5, = -^-('Зи։-2±՝)г 1
֊% = Д-/—(2л- -) + ֊֊ (^֊ ֊) (3.13)

3 (1 - V*) \ \ / 7 \ 7} /
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На основании численного интегрирования системы дифференциальных 
ранений (3.11) с начальными условиями (3.3) при значениях параметров 
Д, = 210' м1см:, Е֊=2 10' кгем'. 0’= 0.9-10՜5 елг к։, » = 0.3, 
[1-0.026 1'день, Л/Л = 0.03, :с=4.5, произведенного на ЭВМ „Наири-2“, 
достроены графики ՛■՛(/) и !•(/) от момента '։ до Т (фиг. 3, 4). На

•1Й Х-А5

1

Я

|ф»<г. 5 построен график зависимости ф от Т для различных значений 
^/Л. Из графиков заключаем, что с увеличением толщины усилинаю- 
фгто слоя Л увеличиваются ув, о. и <;» ф0.

Институт мсшшкн Л11 Хрмякгмой ССР.
С,-'Г1 «1>(МКЛ поли՝гхничт<кий ингтитут 

КМ. К Маркса Посту ։՛՝.։ 26 Х!1 1977
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II. մ փ n փ n ։ մ

Հողվածում ուսո։ մնասիրվում է յայնական բախշված բեոին հակառ-^1 

ուղղված սկղբնական ճկվածքով եռաշերտ կ/՚՚ր սայի կայունության խնղխրԱ
Արտաքին շերտերի նյութը րն ղունվ ում է աո աձղսւ կան, իսկ միջին շերրֆ I 

համայւ հաշվի Լ տոնվում սողբր րոտ Ս ասյով֊Հար-ությանյանի ժաոան?««1 
կան տես ութ յան։

0 դավ եյով Լա ղրանմի վարիացիոն հավասարում ից, ներմ ուծևյով քաթումՏ 
հերի Փ(ր,է) ֆունկցիան, խնդրի քուծումր բերվում Լ *Լոյտերի տիպի ոչ qjffl« I 

յին ինտեղրտյ Հավասարումների սիստեմի, որից սա արվում Լ փուիոիւսւ^ .\հ f 
•[ործ սւկիցներով ղիֆֆերենցիւպ հավասարումների սիստեմ։

Բ՛վային ինտեւյրման միջոցով կառուցված են (0 (է) է Ն'(է) և ([ (T) ֆւ>։ն!բ I 
բիտների դրաֆիկներր տարբեր դեպբերի համար։

Ակնթարթային (l "*>) և երկարատև (է *ՕՕ j կայունության դեպքեր"մ. 
Հավասարաչափ բախշված հաստատուն բեռի ((խ) և կրիտիկական ինւոենսի» I 

վության որոշման համար ստացված են անայիտիկ արտահայտություններ։ I

ON SUPPORTING POWER OF A ROUND THREE-SHEET 
PLATE UNDER CREEP

M. A. ZADOYAN. H. B. SHAHAZiZiAN

Sum m a r y

The prob’em on stability o‘ a round three-sheet plate with itil{9 
deflection opposite to a transverse load is discussed.

The material of outer sheets is thought to be elastic and fo. էհճ 
medium sheet the creep is considered in terms of the Maslov-Arutiunaa 
theory.

By using Lagrange’s variational equation and introducing the tensiol 
function Փ(ր. t), the problem is reduced to a system of nonlinear tM 
tegral equations of the Volter type. From this a system of differentն1 
equations is obtained with variable ratioes depending on a rela՛. e 
deflection.

By numerical integration the diagrams v(t) and q ( fl at®
constructed for various cases.

On determining the critical intensity </., and q} of continuous 
the analytic expressions are obtained with instant {l = ՜;) and conti­
nuous stability {t - co).
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В. II. МАЛЫМ. О. М. КОЧИН. Н. С ГУСЯТИНСКАЯ.
В. И. КОЗЛОВ, Ю. Н. КОРОВКИН ■

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПАРАМЕТРОВ ФОРСИРОВАННЫХ 
УСТАЛОСТНЫХ ИСПЫТАНИИ КОНСТРУКЦИЙ

В работе [1| на основе анализа общей структуры выражения для крн-Я 
вых Велера конструкций, ведущих себя линейно при изменении действ?» 
«них нагрузок, предлагается определять величину параметра форсирования 
/'(Л',. /V) натурных ускоренных испытаний конструкций на усталость сЛ 
гласно соотношениям

<Г(А.) I
Г( Л, Л) = шах к, (Л„ Л՜). *,(Л։, Л') =-■ ֊֊^֊ <|Л>

■? •*<; V ’ '

ИЛИ

-• (/у р\
Л(^. Л') = шах Ь, С%. А, Р). Л, (Ар А. Р) ֊ 4—^ *1-21 

«- Р ’’у И*» * /

в которых набор кривых Велера =’ (Л՛՛). Ц = 1,2.... или набор кризы!
'„ ( V, Р), ։/ = |, 2, ... равной вероятности разрушения Р должен быть дт-Ч 

статочно полным, чтобы описать все ожидаемые случаи усталостного р*з- | 
рушения используемых в конструкции материалов. При этом форсиро ։.■■- 
ным испытанием с параметром форсирования / называется усталостное ис«| 
пытание конструкции с увеличенными в / раз по сравнению с нормальный] 
режимом величинами амплитуд внешних нагрузок. Испытуемые коне;рух- 
ции предполагаются линейными в том смысле, что при пропорционально՛*՛ 
изменении режима циклического нагружения амплитуды напряжении зс»| 
всех элементах конструкции должны изменяться пропорционально п,:рл-] 
метру /. а также простыми в том смысле, что и в нормальном, и в форсп-| 
рованиом режимах не возникает других видов разрушения, кроме уста-] 
лостного. При использовании определений (1.1) или (1.2) можно угверж?! 
дать И|. что если при испытании в форсированном режиме с параметром! 
рорсироиания / = /^(А',. /V) долговечность конструкции окажется не ний*1 
՝ I. то ее долговечность и нормальном режиме будет не ниже А. или соот­

ветственно. если в форсированном режиме разрушение в какой-либо тйч-1 
ке г конструкции происходит с вероятностью Л при А', циклах, то в вор-1 
мальмом режиме вероятность разрушения Р в точке г при Л циклах будем 
меньше Р„

Практически функцию /'(А՛՜,, Л) можно достаточно надежно о::ре.:е 
лить, обработал все доступные опубликованные кривые Велера и кривее, 
равной вероятности разрушения для различных конструкционных м.ке-1 
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риалов в разнообразных состояниях и условиях эксплуатации и определив 
для них корреляционные отношения к.,( У։, или 4'/(Л/։. Л, Р).

Показано [I]. чго определенные таким образом значения параметра 
^форсирования /■(А,, А ) в общем случае линейных конструкций уже нельзя 

уменьшить без потерн надежности сформулированных выше выводов из 
результатов форсированных испытаний.

По описанной методике было обработано более 3000 экспернмемталь- 
ИНЫХ кривых Велера и кривых разной вероятности разрушения из 260 мо­

нографий и статей по усталости. Максимальные из полученных значении 
корреляционных отношений Л(Л',. А՛) представлены на фиг. 1, 2 и 3. соот՛ 
мтственно, для трех значений коэффициента форсирования А-Л՛, = 10.5 к 
2 и различных Д’.

Фи,. I. Максимальные значения корреляционных отношении ‘ О,. М кри­
вых Велера при Д'/Л , — 10.

Цифры рядом с точками на фигурах указывают порядковый номер 
источника з списке литературы [2—71], где описана экспериментальная 
кривая усталости, для которой получено данное значение корреляционного 
отношения.

Необходимо отметить, что данных о кривых равной вероятности уста­
лостного разрушения о (Л, Р) опубликовано значительно меньше, чем дан­
ных о кривых Велера о*(.\ ). Однако, имеющиеся данные говорят о том, 
яте кривые Р) при различных Р и кривая Велера всегда близки по 
Форме и характеризуются близкими значениями корреляционных отно­
шении.

Поэтому два определения (11) и (1.2) параметра форсирования
V), практически, оказались эквивалентными. Например, даже при 

таком большом различии кривых пу(А'. Л) для различных Р. как это на­

блюдалось при испытаниях стыковых соединений из алюминиевого 
сплава при пульсирующем растяжении 167]. значения корреляционны.՝ 
отношений fe(A*., ;V, Р) не зависят от Р и совпадают с k(NА) для соот­

ветствующей кривой Велера.
5 Ииасстня АН Армянской ССР. Механика. № 6
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Корреляционные отношения £(Л,. \ ), грубо говоря, характерна; 
наклон кривой усталости» и поэтому точность их определения во мно 
типичных для усталостных экспериментов случаях оказывается довол| 
низкой. Гак бывает, например, когда кривая Велера построена по малом; 
числу точек, когда особенно велик разброс экспериментальных точек, хогд?
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Фиг 1. Максимальные лкачення корреляционных отношений А’(ЛЛ') кри­
вых Велера при Л А ( = 5.

‘V, или /V находятся на краю интервала чисел циклов, для которых пс 
строена кривая усталое.и. Использование таких кривых усталости може 
привести к неоправданному завышению величины / (Л,. Л ). Поэтому, 
частности, кривые усталости, построенные всего лишь по двум эксперимет 
талызым точкам, при обработке нс учитывались.

Ш5 210 5-10 ш* 2-ИГ 5-Ю6 Ш’ «
Фцг. 3 Максимальные значения корреляционных отношении /.'( \ г, 

вых Велера при А А’։ 2
кри-

Анализ полученных данных показал, что:
1) для гладких образцов корреляционные отношения Л). кал 

правило, имеют низкие значения (например, около 1.1 4- 1.5 при 
= 10 .V,);



Определение параметров усталостных испытаний конструкции 67

2) для образцов с сильными концентраторами, для образцов большо­
го размера, для хромированных, никелированных образцов и образцов с 
другими покрытиями в условиях фреттинга при наличии сварных швов 
(особенно с непроварами) в случаях натурных испытаний конструкций и 
■։х узлов к(.\ Л) достигают более высоких значений (например, до 
17 2.2 при .'V = 10 /V.):

3) при воздействии коррозионных сред и высоких температур встреча­
ются и более высокие значения А(А,. Л՛'), однако они на фигурах не приво­
дятся, так как эти специфические условия испытания в данной работе не 
рассматривались.

Для больших V >■ 107 циклов использованные литературные данные 
явно менее полны в смысле охвата разнообразных условий эксплуатации 
конструкционных материалов, и здесь необходимы дальнейшие исследо­
вания.

При Л 10' циклов полученные результаты позволяют рекомендо­
вать использовать независимо от А для параметра форсирования /’(/V,. V) 
ускоренных испытаний значения 2.2, 1.87 н 1.35, соответственно для зна­
чений коэффициента форсирования \7А‘, = 10, 5 и 2.

При проведении форсированных испытаний для А/А',. отличных от 
этих значений, можно пользоваться интерполяционно»! формулой

ПЛ՜,, Л’) 1-1-1.218—
■^1

которая при \/Л, 10. 5 и 2 дает значения /'(№,. /V) = 2.2. 1.84 и 1.36.
соответственно, которые несущественно отличаются от полученных выше.

Отметим в заключение, что в общем случае линейной простой кон­
струкции. то есть без привлечения какой-либо дополнительной информа­
ции о конкретной испытываемо»։ конструкции, нельзя использовать более 
низкие значения параметра форсирования /'(А1,. А’), чем значения, уста­
новленные в данной работе на основе соотношении ( 1.1) и (1.2). В против­
ном случае будут существовать конкретные примеры конструкций | 11 для 
которых погрешность ускоренного определения долговечности будет идти 
нс а запас прочности.

Всесоюзный научно-нсслсдопателдекяй институт
физико-технических и радно-техянчееккх

измерении Поступила 12 XII 1977

Վ. I՛. ՄԱԼԻ. 0. Մ. ԿՈՏԻՆ. Ն. И. ԳՈԻԱՏԱՏԻՆ11Կ11.3Ա.
'1. Ի. ԿՈՒԼՈՎ ճո.. Ն. ԿՈՈ-ՈԻԿԻՆ

ԿՈՆյրՏՐՈԻԿՏԻԱՆւյՐԻ ԱՐԱ4Ո.ՅՎԱՕ շՈԴՆԱԱԱՅԻՆ ՓՈՐԱԱՐԿՈ ԻԱՆ1;14-
ՊԱՐԱՄԵՏՐԵՐԻ ՈՐՈՇՄԱՆ ԱՄՐՈ1'Մ?.ԱՆ ՊՐՈ ՐԼԵՄՆԵՐ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Մշակվել հն ՅՕՕՕ-իր ավելի Վելերի կորերր և շաՀագործման էոարրեր պայ- 
ՅէսննԼրում տարբեր կոնստրուկցիոն նյութերի րայրայման Հավասար Հավա-
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ՆականությոէՆր նկարագրող կորերը։ Արոշվեյ են կորեյյաոիոն հ սւրարերա- 
թ յուններր, որոն ցով բնորոշվում են հ ոցնածություն կոր երի թերութ յէսննհրլւ 
ք}1'կ1,։1'Ւ թ՚1Ւ փոփ"խ>’է-թ/ան տարրեր միէակա յրերի ւիւա,

Ս ասւցվեյ Լ կոնստրուկցիաների արա էչա է-մա ձ 'ւէէյնածային փորձարկում- 
Ների պարամետրերի որոշման համար արտ ա \ ա (սւութ յունլւ այնպիսի մեիո 
>{ով, որը թոէ([ ք տայիս ներքևից էի/տաՀեյի ձևով ցնահասէհյ բեռի տրվւսձ 
յայնու յթների ցհպրէսմ կոնստրուկցիայի հարատևությունը;

ON DETERMINATION OF PARAMETERS FOR FORCED 
FATIGUE TESTS OF CONSTRUCTIONS

V. I. MALY. О. M. K0CH1N. N. S. GUSJATINSKAIA.
V. I. KOZLOV. Y. N. KOROBK1N

Summary

Move than 3000 Veler carves for various constructional materia 
have been analyzed under varying operating conditions. The dependent 
of the slope of fatigue curves on the number of cycles Has been est; 
blished. A relation to determine parameters for the forcing of aw 
lerated fatigue construction tests has been obtained.
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А. М. СИМОНЯН

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЕЕМСТВЕН- 
НОСТИ ПРИ ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЙ ТРЕХСТАДИЙНОВ

ПОЛЗУЧЕСТИ ХРОМО-НИКЕЛЕВОЙ СТАЛИ

Для проведения расчетов элементов конструкций на ползучесть кро­
ме общей информации о ползучести данного материала при постоянных на­
пряжениях и температурах необходимо иметь достаточно надежное пред 
сказание о деформациях ползучести при напряжениях и температурах, про*՛' 
извольно изменяющихся во времени. При изучении влияния истории на­
гружения на деформируемость металлов и работах [1 3 и др.] приведены 
экспериментальные данные, подтверждающие общий тезис, что скорость 
ползучести тела, претерпевшего некоторую необратимую деформацию, тсу 
больше, чем при меньшем напряжении была достигнута эта деформация. 
Этот тезис, названный преемственностью, изучен в свете предсказаний пс 
различным теориям ползучести в работе [4]. Подтверждения его наблюда­
лись и в третьей стадии высокотемпературной ползучести хромо-нике левой 
стали [5]. хотя эти эксперименты единичны.

В настоящей работе приведены экспериментальные данные, показы­
вающие, что преемственность для ползучести в III стадии проявляется: 
большой контрастностью, что предопределяет учет его в соответствующих 
расчетах.

I. Эксперименты проведены на машине типа Zsi 502.10 Рауэнштенк с 
усовершенствованными термоизмерительными и терморегул ирующнмн 
устройствами. В процессе испытания на ползучесть температура измеря­
лась непосредственно у поверхности образна и регулировалась автомати­
чески путем периодического включения и выключения печи с периодо« 
Г 5—2 мин В процессе опыта температура контролировалась с помощью 
одного и того же милливольтметра. Образцы 0 8 ,ч.м вытачивались ю| 
прутков 0 15 з;.м при непрерывной подаче масла на обрабатываемую по­
верхность с целью предотвращения нагрева в процессе изготовления.

Исследования проводились на образцах хромо-никслевой стали 
X181 ГЮТ при 700°С, причем изменение напряжения в образцах в процес­
се испытания производилось g течение нескольких секунд, но без допуще­
ния динамических воздействий. Испытания производились по программам

= (о = | =՞при г֊՝(0*г’ ил)
I 'а при (0 > S,,

где были взяты: г„ - 0.02; •" = 1 1.15 кг ч.ч’, а для <7„ принимались значе­
ния 9.30 т!мм՝. 11.15 кг'.и.и'. 12.40 кг/мл։2. 15.52 кг/.мм- и 18.56 кг՛՛ л; г.
Всего испытано по этой программе 55 образцов.
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2 Как показано в работе [5|. третья стадия ползучести для сплава 
ЙС18НЮТ при указанных значениях напряжения проявляется уже задолго 
•до достижения е = 0.02. 'Гам же показано, что деформации с возрастающей 
-г.простью, определяющие наступление третьей стадии, не могут быть след- 

вгансм только изменения поперечного сечения и длины образцов, а следо- 
рйуельно, изменения напряжения и базы измерения деформации, а имеют 
иную природу.

Напряжения пг. при которых осуществлялось достижение деформации 
ВВОлзучести Ел, были взяты в большом диапазоне с точки зрения сопротнв- 
Кмемости ползучести. Действительно, если при о 9.30 кг/.чч- дсформа- 
дин ползучести 0.02 у некоторых образцов достигались за время до 
1000 час. то при Оп — 16.56 кг/.ч.м* — за время до 20 мин.

Ф*։՝- 1. Крнвмс полаучссги стали Х18Н10Т 
700՝С и при " 11.15 х-ь'л.и- в хоор- 

дянатох : — :<։ /—поело лсформнрозанив 
дс -0,02 при 1) тг =-9.30 2) :г
-П.15«Лкл2. 3) ?„ = 12.40 кг .члР. 4) =-
-15.52 К1 5) 18-55 кг.лг.ч2, 6) крн֊
М» ползучести при : -11.15 кг/.члгг от на- 
идыюго ЧОМЛГТй прллож'шин н.чгрулси

Иф о. ч 0).

На »риг. 1 сплошными линиями показаны деформационные кривые пол­
зучести в координатах г—(е(Г>) = 80). то есть продолжения 
кривых ползучести после достижения деформации 80 = 0.02. Все эти кри­
вые соответствуют ползучести, протекающей при одном и том же напряже­
нии о., - 11.15 кг .илг. Рядом с каждой из сплошных линий приведены по 
две пунктирные линии, между которыми с вероятностью 0.9 заключается 
««тематические ожидание соответствующей кривой ползучести согласно 
формуле 17]

тт? т <Г т
т т

(2-1)

где т— математическое ожидание деформации в некоторый момент вре- 
к:н:. то есть среднее арифметическое значение из бесчисленного множе­

ства экспериментов, >/< ֊֊ среднее арифметическое значение деформации
<| из имеющегося количества экспериментов (л)

Как можно заключить из фиг. 1, кривые ползучести при одном и том 
напряжении с„ после достижения одной и той же деформации г., суще-
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ственно зависят ат того, при каком напряжении <7.-, была достигнута дсфор 
нация к,., причем зависимость эта значительна не только в течение нек<1 
торого времени после изменения напряжения, а в течение всего дальнейш։ 
го процесса деформирования.

Ограниченные пунктирными линиями области нахождения действ« 
тельных кривых ползучести (математических ожиданий) позволяют сделан 
вывод, что для каждом пары смежных кривых полз) чести с вероятностью 
большей 0.95. можно говорить об отмеченном эффекте независимо от рал 
проса экспериментальных данных, причем вероятность 0.95 соотвстс гноил 
ла бы случаю, когда границы отмеченных смежных областей соприкасалис] 
бы друг с другом.

Линией 6 представлена кривая ползучести при том же напряЯ^^И 
п 11,15 кг м.м3, но от начального момента приложения нагрузки, то есть 
и координатах < •' Легко видеть, что если предварительное дсформярол.1- 
ине имело место при меньшнх напряжениях или при том же напряжении, то 
проявляется разупрочнение .материала с точки зрения сопротипляемости пол» 
«умести. Если предварительное деформирование имело место при HeCkOAWll 
больших напряжениях (о = 12 40 кг л։.ч ). то имеет место упрочнение лишь 
и начальной стадии дальнейшего деформирования, после чего материал 
быстро разупрочияется. При более значительных напряжениях npeflMipi 
тельного деформировании имеет место упрочнение, причем довольно устый 
чиное. Если же. например, предварительное деформирование было осу*« 
шествлеио пр;։ 18.56 лч/.млг, то дальнейшее деформирование ПМ 
<Ъ~ 11.15 лч ».ч- происходит вначале с возрастающей, но незначнтельног 
скоростью (до 200 час). после чего имеет место деформирование с практя 
чески постоянной скоростью 3.33-10 ՝ 1 час в течение почти 300 час 
после чего скорость вновь возрастает. При этом деформирование пронсхо 
двт значительно менее интенсивно, чем это имеет место во второй стадн| 
ползучести недеформированного образца (-и = 7.73-10 1 час), то Сеть
упрочнение распространяется, не только на долю деформаций, протекал^ 
щнх с возрастающей скоростью, нс, и на деформации установившейся пол« 
зучестн.

Таким образом, несмотря на то. что третья стадия ползучести обычно 
объясняется разупрочнением материала, деформации в этой стадии могут 
оказывать как рззупрочняющее. так и упрочняющее действие в зависимо­
сти от того при большем или меньшем напряжении имеет место дальней­
шее деформирование. Эти факты могут иметь вполне наглядную физиче­
скую интерпретацию при рассмотрении весьма общего механизма ползуче­
сти. Как известно, деформации ползучести в поликристаллах слагаются из 
пнутризеренного и межзёреиного скольжений, причем межзеренные сколь» 
жения, сопровождающиеся образованием меж зеренных трещин, образуются 
уже при незначительных деформациях задолго до разрушения (8), причем 
они определяют пронес։ разрушения при длительно»։ ползучести, так как 
с увеличение՝։ »ерна хромо-никелсвых сталей долговечность их сущестш 
но возрастает |9].
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В работе [ 10, стр. 154] отмечено, что при низких напряжениях основ- 
Риую роль в разрушении играет трещинообразование, причем, согласно 

.111. трещины в похикристаллах образуются между зернами и определяют 
основную часть увеличения скорости ползучести. Доказательство решаю­
щей роли скольжения по границам зерен в сопротивляемости хромо-нике- 
левых сталей длительным силовым воздействиям дано в работе f 121. где 
при прочих равных условиях образцы с непрерывной пленкой карбидов по 

•Границам зерен показали в 10 раз большую долговечность, чем образцы 
с массивными, но прерывистыми выделениями карбидов. В работе [ 13] на 
основе металлографических исследований также делается вывод о том, что 
периоды возрастающей скорости связаны со скольжением по границам 
зерен.

Учитывая 31 и факты, а также и то, что, согласно, например, [14], до- 
я деформации ползучести, возникающих за счет скольжений на границах, 

повышается в сравнении с долей деформаций, накопленных в результате 
-знутрнзереиного скольжения, с увеличением полного времени ползучести 
или что то же с уменьшением действующего напряжения приходим к вы­
году о том. что одни и те же деформации ползучести должны приводить 
г тем большему разупрочнению с точки зрения сопротивляемости похзуче- 
cni, чем при меньших напряжениях эти деформации были достигнуты, что 
Находится в совершенном согласии с полученными здесь эксперименталь­
ны,мн данными. Труднее дать объяснение упрочнению, причем довольно су­
щественному и устойчивому, имеющему место после деформирования при 
высоких напряжениях. Вероятно, упрочнение зерен кристалла, являющееся 
превалирующим при деформировании в случае высоких напряжений и 
имеющее место, в частности, вследствие полигонизации [15. 16], настоль- 

■Хо велико, что создает большие препятствия для межзеренного скольже­
нии. Согласно интерпретации .Мотта [17, стр. 26], процесс полигониза­
ции может быть рассматриваем как переползание краевых дислокаций из 
плоскостей скольжения вследствие термической активации, связанной со 
временем, и, следовательно, не должен проявляться при пластическом де- 
формировании. Действительно, в отличие от деформаций ползучести пла­
стические деформации несущественно влияют на упрочнение металла с точ­
ки зрения его сопротивления ползучести [18, стр. 208].

Обращаясь к модели Ю. Ы. Работиова [ 101

C/î . C/uj
— — = ? =, ") (2.2)
üt ot

где и— параметр повреждснности, например, в случае степенных зависи­
мостей [10]

/(=, ю) =֊-6=т(1 ֊">)”, ?(=, v)-c3°(l ֊Ч"Г (2-3) 

легко видеть, что преемствен кость будет соблюдаться при т > п не­
зависимо от г и 7.
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Действительно, из (2.2) и (2.3) получим

1 -<у 5 (г — <7 - 1) (2.4)

откуда видно, что при достижении некоторого значения деформации е,.(О 
параметр поврежденностн тем больше, чем при меньшем напряжении а бы­
ла достигнута эта деформация. Дальнейшее же деформирование (•'>?.,), 
согласно (2.2). определяется лишь значением ы(/„) и дальнейшей историек 
изменения напряжения о(7>/,).

Преемственность соблюдается и в 
стыо (2.2)

используемой н [ 18] разновидно-

/(-. ">) — Д-з'՝иг, «(-> ч>) = (2.5)

и случае >->т. как это было показано в [4]. Однако, согласно разновидно*
стям модели Ю. Н. Работнова в виде (2.3) или (2.5), предварительное де­
формирование может привести лишь к увеличению поврежденностн и, то 
есть к разупрочнению материала с точки зрения сопротивляемости его даль­
нейшему деформированию. Факт же упрочнения материала в результате 
иго деформирования в третьей стадии ползучести, проявляющийся доволь­
но контрастно в настоящих экспериментах, мог бы быть описан моделью 
(2.2) лишь з случае знакоперемеикости функции ф(ст. ю).

Ограниченность программ проведенных здесь экспериментов не позво­
ляет дать какие-либо конкретные рекомендации в отношении функции 
ф(а. (о), и решение этой проблемы требует детального изучения.

Институт механики АН 
Армянской ССР Поступил?. 15 XI 1977

Ա. Մ. Սւ՚ւրՈՆՏԱՆ

1ս1»Ո1րԱՆԻ«ւև1.ԱՅԻՆ ՊՈՂՊԱՏԻ ԺԱՌԱՆԳՈՐԴՈՒԹՅԱՆ 
ՓՈՐՁՆԱԿԱՆ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒԹՅՈՒՆԸ ՈԱՐԱՐՋԵՐՄԱՍՏՒՃԱՆԱՅՒՆ

ԵՐԵՔ-ՓՈԻԼԱՅԻՆ ՍՈՂՔԻ ԴԵՊՔՈՒԱ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Բերված են \I8H1OT պողպատի հրեր-փուլայիս սողքի փորձնական 
ուոումնասիրութ յան արդյունքները այն նմուշների Համար, որոնք ունեցել են 
միևնույն նախնական սողքի դեֆորմացիան ։ Ցույց է տրված, որ լարման մհ~ 
Հարամով, սրի ադդեցության տակ յոեդի Լ ունենում նաիւնական սողքի, 
աճում է նյութի դիմ աէլրսղականութ յւոնր Հետադա սողքին և աւդ Լֆֆեկսւյ՛ 
բավական մեծ լարումների դեպքում կարոդ Լ րերել նյութի ամրապնդմանը։
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AN EXPERIMENTAL STUDY ON SUCCESSION UNDER 
HIGH-TEMPERATURE THREE-STAGED CREEP

OF CHROME-NICKEL STEEL

A M. SIMONIAN

S u m m a ։• у

Experimental results arc presented on three-slaged creep of spe­
cimens of X18H10T steel subjected to one and the same creep prestrain. 
It is shown that as the stress, under which a certain creep prestrain 
takes place, increases, the resistance o( material to subsequent creep 
increases as well, this effect being rather evident. It is also shown that 
deformation at the third stage of creep, under sufficiently high stress, 
may result in the hardening of the material.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ И Л УК АРМЯНСКОЙ ССР 
ЕрЧ^ XXXI. № 6, 1978 Механика

А. И. ДИ К АРЕВ

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ПОЛЗУЧЕСТИ 
ДЛЯ ТЕЛ С СИСТЕМОЙ УПРУГО-ПОДАТЛИВЫХ СВЯЗЕЙ

Применение упругой аналогии при экспериментальном решении задач 
зучести позволяет, используя хороню разработанный аппарат поляри- 
ионно-интерференционного метода [1]. определять иапряженно-деФор- 

мйрованное состояние трехмерных тел сложной конфигурации при гранич­
ных условиях, заданных в перемещениях и в напряжениях [2, 3. 4|. При на­
личии упруго-податливых связей, как показано в работах [5, 6], нс приме­
нимы теоремы Н. X. Арутюняна я том виде, как их сформулировал автор. 
Обобщения этих теорем, сделанные з работах [3. 4] и других, открыли но­
вые возможности при теоретическом и экспериментальном решении задач 
ползучести.

В настоящей статье предлагается способ экспериментального решения 
задачи для трехмерного упруго-ползучего тела, на которое помимо усилий 
и смещений, не зависящих от его деформированного состояния, действует 
система упруго-податливых связен, создающих усилия в заданном на­
правлении.

Задача поставлена применительно к расчету массивных, предваритель­
но напрягаемых бетонных конструкции, а которых усилие натяжения соз­
дается троссами при отсутствии либо пренебрежимо малом трении их о бе­
тон.

В этом ел,. чае связь скреплена с телом только в крайних точках кана­
ла, что позволяет считать изменение ее длины равным прираще­
нию перемещений в теле по линии связи (^нб)- Напряженное состояние 
упруго-ползучею тела, нагруженного упруго-податливой связью, пропор­
ционально изменяющемуся ио времени усилию н связи.

Пусть па тело действует система из упругих связей, «М» силовых 
воздействий н «т> участков поверхности тела испытывают заданные сме­
шения. Материал тела обладает свойствами ползучее:и и усадки, для опи­
сания которых используется линейная теория упруго-ползучего тела 
Г. Н. Маслова — Н. X. Арутюняна [2] Приращение перемещений Ди, 
в этом случае выразится вектором

■£т —V ~Р т , “<2 и = и —и — и —и (1.1)

где

['/’]/ = •••
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(>?], к)

— вектор приращения перемещений в теле по длине связи«/" от из­
менения усилий в связях;

Н

вектор приращения перемещений б теле- ио длине связи от из­
менения во времени силовых воздействий;

5>;.ю
-?=։

вектор приращения перемещений в теле по длине связи „1“ от из­
менения во времени вынужденных смещений участков поверхности;

и -/) = 5/ и, у, 2, /) 61

где - т;) перемещение по осп связи „/“ от усадки тела за вре­

мя (/ — ’;)

I - 1.я; I — / — 1...пг, с/ —

Деформация усадки, согласно [2]. равна

-5г (х, у, г, /) = 5? (х, г/, г)(е е‘Л') (1.2)

I
+ См(0-^֊—(1-3)

А Р(,\_ /- I _ _ Л(՜/)
֊ Ч[; '0 £0^

г
+ !>;(-•> -֊֊^-^1 М

V "■ V */ 1

Ди:д (/) = п/9 (0 - и1ч (■:,); и)' (/) «?<? И, (() (1.5)

где и.։ — перемещение по осн связи от единичного вынуждены 
смещения участка поверхности „д'1.
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В полученных зависимостях существенно, что коэффициенты 

/•л, В‘ и и находятся из решения упруго-мгновенной задачи в пере- 
•мщениях для указанных воздействий.

Для определения усилий в связях необходимо записать систему из «п. 
ургьченнй, которая в векторно-матричной записи имеет вид

л'(-) = О

1$Ы],= (1.6)

1^(0]/- М (0-^(0:
Д- 11:ау (К; 1 диагональная матрица коэффициентов жесткости связей; 
и и {() вектор приращении перемещений (см. зависимости (1.1) 
— (1.5)) за время I.

Раскрывая векторно-матричную запись и приняв, что усилие в связях 
.‘. растает по известной зависимости <р(0 за время натяжения от 1 
/..՛ *у՛", после которого усилие нс контролируется, можно записать

при
-с-< лмо=о

Л'ц/) = -И/)

М 10 = Л', (-.;•■՛՛) 4- Л'{ V В?, I л',и> _ 
[£(/)

_и։»Н
Мй4*

11.7)

Р‘<>) ^(--г> . Г„... Щ,-.) ..
Е(1) Лт-) ЕС-)

Полученная система интегральных уравнений типа Вольтерра относи* 
т-.льио усилия (/) решается с применением ЭВМ. Вид ядра ползучести 
забирается в зависимости от характеристик материала.

Коэффициенты В// и В^ определяются на основе упругого решения 
в перемещениях с применением способа «замораживания» деформаций ֊ 
моделях из оптически чувствительного материала. Помимо данных о ка- 
՛ Известия АН Армянской ССР, Мехлпнка, № 6 
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пряженном состоянии конструкции, получаемых в результате поляриза­
ционно-оптических измерений, поля перемещений определяются на тех же 
моделях методом муаровых полос [7, 8]. Для этого на срез из «заморожен­
ной» модели наносится фотоспособом ортогональная сетка. Картины по­
лей перемещений в двух направлениях получаются последовательным сов­
мещением эталонно։։ сетки с семействами линий на отожженном срезе 
В случаях, когда деформированное состояние на срезах не симметрично и 
точное совмещение с эталонной сеткой (без поворота) затруднено, может 
быть применен способ искусственного создания симметрии. Для этого по 
обе стороны вдоль исследуемого сечения вырезаются два тонких среза с 
минимально возможным удалением друг от друга. Картины нзотет на пло­
скостях. обращенных к сечению, отличаются тем меньше, чем ближе распо­
ложены срезы. Искусственная ось симметрии получается зеркальным раз­
мещением срезов друг относительно друга. На зафиксированных в этом 
положении срезах печатается одновременно одна и та же эталонная сетк£. 
Далее песь никл получения картин изотет аналогичен изложенному.

Фиг. 1. Картины полей перемещении (илотет) и и на несимметричном сре­
зе с искусственно, осью симметрии. I—! — искус: тпениая ось симметрии.

На фнг. 1 показаны поля перемещении и и V, полученные на несиммет­
ричном горизонтальном срезе из модели корпуса энергетического реакто­
ра. спроектированного из преднапряженного бетона. В данном случае мо­
делировалось действие единичного горизонтального пучка предиапряган- 
щен арматуры, лежащего в плоскости среза.

Для определения коэффициентов В), находились приращения полно­
го вектора смещений от точки к точке по длине преднапрягающего пучка.

Последующим суммированием проекций приращений вдоль линии 
/ получали величину изменения длины анкера ип (т0)

«к (ч>) - J ֊ со$(1-8) 

?
где ит полный вектор смещений; о угол между направлением пол­
ного вектора смещений и касательной к линии /.
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Перемещения определялись от действия усилия в /»-ом преднапря- 
Тсющся пучке Л.(т.) в начальный момент времени т., совпадающий с х։о- 
кентом приложения первого воздействия.
Тогда

■ (Г9)
Коэффициенты В'ц находились по картинам изотет. полученных при мо­
делировании внутреннего давления. После определения коэффициентов 
проводилось решение системы интегральных уравнений (1.7) относитель­
но усилий в связях Л. (/).

Для реализации решения на ЭВМ была составлена программа на язы­
ке «АДГОЛ-60» для транслятора версии ГА-1М. Счет проводился на 
ЭВМ типа БЭСМ-4М.

Полученные величины изменения усилии в преднапрягающих пучках 
корпуса энергетического реактора для «старого» бетона марки 500 пр.; 
-емпературе 20'С составляют к 160-ым суткам 1.5%, а при температуре 
80’С это падение увеличивается до 17%.

Упруго-мгновенное решение в напряжениях определялось на основе по­
ляризационно-оптических измерений. Связь между полными напряжениями 
и напряжениями соответствующей упруго-мгновенной задачи в данном слу­
чае, при отсутствии вынужденных смещений, осуществляется но зависи­
мости

= 5о-(0Нл -1) (1.Ю)

где А(/, Т|)—функция, зависящая от деформатнвных свойств материала

лф) 
ЛЧ.Ъ)

Изложенная методика позволяет удачно сочетать наглядность к эф­
фективность поляризационно-интерференционного метода и метода «муаро- 
т:-:х полос» с использованием для учета ползучести и старения георим 
I. Н. Маслова—Н. X. Арутюняна, наиболее полно отражающей основ­
ные свойства к поведение бетона во времени под влиянием внешних воз­
действии.

Московский НШКСНСрНО-СТрОПТсЛЬНЫЯ 
институт им. В. В. Куйбышева Поступила 15 XI 1977
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Ա. Ի. ԳԻԿՈՔհՎ

ԱՌԱՋԳԱԿԱՆՈՐԵՆ ԵՆԹԱՐԿՎՈՂ ԿԱՊԵՐԻ ՀԱՄԱԿԱՐԳՈՎ 
ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ II ՄԼՔԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ

ՓՈՐՁՆԱԿԱՆ ԼՈԻԱՈԻՄԼ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Աո աջարկվոլմ / առաձգականորեն ենթարկվող կաս/հրի Համակարղով 
հոաշափ մարմինների Համար սողրի գծային տեսության խնդիրների փորձ- 
հական լուծման եղանակ, որբ Հիմնված Լ առաձգական անալոգիայի մեթոդի 
վրա բհեոաբման-՚յս/ ւոիկական չափումների և մա արային շերտերի մեթոդի 
կիրառում ովւ

Առաջարկված եղանակի ցոլցադրմ ան '.ամար բերվում Լ էներգետիկ 
ռեակտորի բետոն յա իրանի չարված - դեֆորմարված վիճակի որոշում ր, երր 
այն նախապես լարված է որթ ո դոն ալ խ արի ո իւն հր ի Հ ա մ ակար գով։

AN EXPERIMENTAL SOLUTION OF CREEP PROBLEMS
OR BODIES WITH A SYSTEM OF ELAS! O-YIELDING ANCHORS

A. I. DIKAREV

3 u m m ary

The method of experimental solution of linear creep problems for 
three-dimensional bodies with a discrete system of elasto-yielding an­
chors is discussed. The method is based on the elastic analogy' theory, 
using photoelastic measurments and the Moire method.

The method is illustrated by the examination of a stress-strain of 
the concrete casing of a power reactor prestressed by the orthogonal 
anchor system. .
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