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С. М. МХИТАРЯН. Ф. С. ТОРОСЯН

О КОНТАКТНОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ КРУГОВОГО ДИСКА 
И БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ С КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ, 

ПОДКРЕПЛЕННЫМ ТОНКИМ КОЛЬЦЕВЫМ ПОКРЫТИЕМ

Контактные задачи о вдавливании кругового упругого диска в беско
нечную плоскость с круговым отверстием близких радиусов, когда контакт 
осуществляется через их контуры, ввиду их важного прикладного значения 
стали предметом исследования многих авторов [1—6]. Характерной осо
бенностью постановки этого класса задач является то, что к ним не приме
нимы классические гипотезы Герца. Последнее вносит определенные коррек
тивы в структуру разрешающего интегрального уравнения, усложняя се, и 
в конечном итоге приводит к некоторым трудностям при построении его 
эффективного решения.

В настоящей работе рассматривается контактная задача о давлении 
кругового упругого диска на контур бесконечной пластины с круговым от
верстием. когда ее граница усилена тонкостенным элементом в виде прива
ренного пли приклеенного к ней кольцевого упругого покрытия. Усиливаю
щее тонкое покрытие трактуется в рамках теории тонких цилиндрических 
оболочек, основанной на известных гипотезах Кирхгофа-Лява, не учиты
вающих поперечное обжатие материала. Определение законов распределе
ния контактных напряжений под диском сводится к решению интеграль
ного уравнения Фредгольма первого рода. При помощи известного аппара
та ортогональных многочленов Якоби это уравнение сводится к эквивалент
ной квазивполне регулярной бесконечной системе линейных уравнений. По
лучены числовые результаты. В определенной мере выяснен эффект под
крепляющего тонкого кольца.

Обсуждаемая здесь задача в известном смысле представляет аналог 
задачи из [2], встречающемся в вопросах трения и износа.

§ /. Постановка задачи и вывод основных уравнений. Пусть б круго
вой вырез радиуса г: упругой бесконечной пластины, усиленный тонким 
кольцевым покрытием малой толщины А՛, вставлен диск радуиса г։. Диск 
прижимается к пластине силами Р՝., Р; и скручивается моментом М (фиг. 1). 
Считается, что механическое поведение этих тел описывается уравнениями 
теории плоской деформации или обобщенного плоского напряженного сос
тояния. Разность 8 = г. - Л - г, предполагается величиной порядка уп
ругих перемещении. Требуется определить законы распределения контакт
ных напряжений под диском и размеры области контакта.

В качестве физической модели усиливающего покрытия принимается, 
как уже говорилось, геометрическая гипотеза Кирхгофа-Лява теории тон
ких оболочек [7] .
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Обозначим через и т/О) соответственно нормальные и тангенци
альные контактные напряжения под диском, а через <?г(Н) и Тг(Н)—контакт
ные напряжения, действующие на границе бесконечной пластины, то есть на 
линии соединения усиливающего кольца с основанием. Участком контакта

Фиг. 1.

под диском пусть будет | - 0։, 6Д. Да
лее, через т/'1, и обозначим

соответственно радиальные и танген
циальные компоненты упругих переме
щений граничных точек диска и беско
нечной пластины от внешних и указан
ных нагрузок. Через ъ г-, и V՜, 

обозначим компоненты перемещения гра
ничных точек усиливающего кольца, где 
индексы „4-“ и „ — “ соответствуют точ
кам, находящимся на окружностях с 
радиусами г2 и г0 = г., — Л.

Теперь перейдем к выводу основ
ных разрешающих уравнений поставленной задачи.

На линии соединения усиливающего кольца с основанием можем за
писать условия

(-*<0 о)

Но поскольку толщина Л усиливающего кольца предполагается малой 
(7|/г2 1/20 [7]). то пренебрегая его поперечной деформацией и принимая

и5՜ т>0՜, будем иметь

(֊-<9 <»)

Учитывая эти соотношения и предполагая, что во всей зоне контакта 
действуют только силы сцепления, легко показать, что там должны выпол
няться следующие условия (1.2]:

— х/,1) -г г/2) = о соз 9 - $1п О — « (1 — соз б)

Ц1 ՝ — ур = 2гр-}>$йг —
2

ИхМ) (1.1)

Здесь 6—жесткое смещение диска в направлении оси оХ, а ф—угол 
поворота диска относительно первоначальной точки касания, возникающе
го кз-за наличия скручивающего момента Л7. вследствие чего область кон
такта становится несимметричной относительно указанной точки.

Далее, на основании известного комплексного представления плоской 
задачи теории упругости [8] легко получить, что компоненты перемещений 
и;։,> г'о։)> н ^2) выражаются формулами:
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„(1) =. 1)Г' Г „ (;) 1п 2 6Й>
4-^, 3,

</; Ь

(1.3)
со ~й со 7}

Л / /9\ I • (1П V — АН> V &~к 1*62р2(1»<2> + н’М = - *2г21 -------те ~ £ 7՜՜՜, е
к=2* 1 к~0К 1 1

где

г
а֊—-— ] |%ф-мок“^ — X

(А- 0, ±1, ±2,...)

При этом имеют место условия равновесия диска

Г1 [ 1<7х С) ֊֊ СО] е = Л ֊ л. г? С Ч (:) - М (1.4) 

-о, -о։

Здесь /.'=3 —4у (/ - 1, 2) для плоской деформации и х;

= (3 уу)/(1 ՛! 7у) Для случая плоского напряженного состояния; =
= 29/2(1-1՝^), а Е, и -^ — соответственно модули упругости и коэф
фициенты Пуассона для материалов диска (у = 1) и бесконечной 
пластины (у — 2). Кроме того, введены обозначения

К “> (0 - 5) = .(у- - 1-)-Г|- А’,, (О О ֊ (0 - =)
4ТТП, 8гг
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Кт (0 - 5) = К+В-Ь (0 -$) + 
4к|*։

+ (*1-~1)'՜1 /?м (0 - 0 ֊ (0 -5)
8-Н1 8«^

где

/?1։ (։։-«)=2*1п։Цр1п2 ат
9-5 

2

А12 (й- :) = [* — |9“?|]5։п(б — :)«՛։£* (О — ։)

/?8։ ($ — ■) ~ $։п (® — 1П 2 1 5*п —

^м(& — 0 = — 2|»~ |0֊-;|]$։п2-^—— 5։£п(& —;) 

•л

Л (0) = ЬЛ Вл С 71 (У & + л _ □_ Р1 со։ 0 -
8-^։ 3 8п-л 2кр։

— —------ Р-р 55П Ь — /-1 ֊ Р 005՜ 0 1п ( 2 СОБ — -------------- ֊----------Р* СОЙ б
8*ь 4г.|4 V 2 / 2кр։ (1 -I- /։) ‘

/М - -р^м + '֊1
4-«,^ 4~Н

Рх55П 1п

—?Л0сО5&4-
8«н

1
2^Н1 (1 -гМ

Р251П О

Легко видеть, что функции А'(1)(0 ;) (у = 1, 2) непрерывны в
области —0, 5, ;^Ог и имеют квадратично суммируемые частные
производные первого порядка.

Теперь, рассматривая усиливающее кольцо как цилиндрическую тон
кую оболочку, запишем уравнения его равновесия в перемещениях

<Л42>\ А
"^5՜/ ч ^'Ч = ГП^) — 9г(5)

О

ту \
/

V /д^ </?^-։>\ л /<Г42> <**(?)\
7у / --4 (2р°+ 'о) \Тб2“ ';՜

(1.5)

Здесь 2) = ^оЛ3/12 — жесткость усиливающего кольца на изгиб; 
2,ао + *о= (1 ~ '0/(1 4՜ (1 — 2ч>о) Л-'« плоской деформации ։։2|104-
4֊ - 0 = Е^( 1 ՝А) для плоского напряженного состояния, а Еи и у0-
соответственно модуль упругости и коэффициент Пуассона для ма
териала усиливающего кольца.
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Отметим, что при выводе уравнений (1.5) за перемещения срединной 
линии оболочки приняты перемещения линии соединения усиливающего 
кольца с основанием, поперечная деформация тонкого кольца взята равной 
нулю, а для выражения поперечной силы через перемещения использованы 
известные формулы сопротивления материалов для кривого бруса. Следу
ет еще отметить, что уравнения (1.5) с точностью коэффициентов совпада
ют с соответствующими уравнениями цилиндрической оболочки, ныведсн- 
ными п [7] на основе классических гипотез Кирхгофа-Лява. Однако, ука
занные предположения, лежащие в основе (1.5) и являющиеся модифика
цией этих гипотез, для обсуждаемой задачи представляются более естест
венными и, поэтому, в дальнейшем будут использованы именно они.

Поскольку требуется определить только законы распределения кон
тактных напряжений под диском </։(0) и т։(0). то система уравнений (1.5) 
будет использована для исключения </;:(□) и Тз(<)). Для этого достаточно 
подставить в правую часть (1.5) разложения функций д. (0), тДО) 
(/=1, 2) в ряд Фурье, в левую часть выражения и ^2) из (1.3), 

а затем приравнивать коэффициенты при ек/ (к =0, ± 1, ±2, ...).
Упомянутые разложения имеют вид

- <7։ (?) 4֊ / (б) = £ АксК'\ 
ь-----

К>
-?.(<>) +*.(<։)֊- £ Ле“՛,

О,
Аи — —7 ( [7x0 -

R

&=--֊7р<?;:(0֊<\(5)]е՜'^

Выполняя поочередно указанные операции, получим

Ее /30 — -—-— Ее До, 1т = 1т .40, 5։ = А։, = А -1/(1 а 4-6)
14-6

Ж № <1,6)
Вк = ֊“*- Ак- В-к = 4- Ак 4- ֊ А х, (к 2, 3,...)

а к ак а к и к 

где

а = /)/2г2Гг, 6 = (2и0 4֊ Ч) к‘2гуу.., 4° = ак1 4֊ ак2 4֊ Ьк 4֊ 6 4֊ 2

42> = ֊ ак3 4֊ ак2 +Ыс-Ь. 43> = ֊*2«<-3 '^к' ֊1֊ \Ьк 4- *26

4-։) = '^.икл — ‘^ак~ 4՜ 7Фк — -/:,Ь 4- 2

<1к 2улаЬк2 (к* -1)4֊ \ак2 (к-1) Ь ак2 (к 4֊ 1) 4֊ 

4-726(Л֊1)4-М<'4-1) I 2

Подставляя выражения / 1, 2) из (1.2) п (1.3) с уче

том (1.6) в систему ( 1.1), затем умножая второе из уравнений (1.1) на отри-
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цательную мнимую единицу — : и складывая с первым, после некоторых 
элементарных выкладок придем к интегральному уравнению

(14 ^-1) fl f I In -Г------ j-гг + f-5- ; sijrn (9 - 5) I X (։)</: +
‘‘"lb 2 sin 2 «1+ 1 I

•. ч
+ jG, (9-5) X (•;)« +^6,(9-J) Z7F)</- /(в). ( 9,<9<9։)

-»։ ֊»I

I 1ерсндем к новым переменным

уравнение запишем в виде

(!՛•-н

О , t — 3J J 2 sin--------
2

/ = е + ?. 5 ֊ 'Н- 3, ? = (0։ - 03>/2. (0։ 4֊ 60/2 - «

Считая, что диск упругий и отличен от жестком шайбы, предыдущее

— / ~ 1Ь "р 51яп 0 — $) | 7.0 ($)</$ •

(1.7)

+ ^((-3)7^3)43 + 

— * — «
где

‘Ь -Н = ֊(*>-!)/(>! +1)

В ядре уравнения (1.7) выделены его главная (сингулярная) часть в 
виде ядра 

и регулярная часть в виде непрерывных функций

Кх (t-S) = 4ru,G, (t - S)/(X, ... ]),„ A-։(f֊s) = 4zu1G1(Z-s)/(x, + l)r1 

где

G, (t - s) = K՝" (t - s) + 7^֊ I a'" cos k (( - s) +

------ —’—— COS (/ — s) 4֊ 
4rjs(1 4- a 4- b)
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с֊з
С1Л — х) ~ У. сох /с (/ — х)-------сох (/ - - х)

4՞?: Л...2 2-Н1

(—»</, х < а)

Здесь

а‘;> = [2х.аЛ4 4 2х2аА* 4 2\Ькг - 2х, (А- 4- 1) 4-

+ 2 (Л 1) + 2хЛ]Д^֊ 1) с/д.

а™ = - [4х2а^4- 4х.,6/< 2/.. (Л 4֊ 1)- 2(к - !)]/(*«-1)

— 2(72о£2 — х26)/(/л (А = 2, 3, ...)

Через Хо(0 обозначена комбинация компонентов неизвестных контакт
ных напряжений в комплексной форме, приведенных к безразмерному виду

■/0(/) = г։7 (0/4к^е = р.{1) Н- /то(О

Ро(О = г~р - г.,д- (( — ₽)/4-р2е

•о (0 = г2՜ (0М~Ь€ ~ г.>-ч (I — ?)/4кр4в

Функция /0(/) имеет вид

/о(О = — *)/(*! 4֊ 1) ^!е =/(>!| (0 + //(Р (О

/«"’«֊л, [±+/——
1.2 \2(Иа + 4)

2 \֊ ——)еоз(/ а)
14֊ *!/

— СОЗ (/ - £) 1п ( 2 сох —) - — -1— - (/ |3) хт (/ — ?)
2 / 2 X, |- 1

_______1_
.2(1 4-а 1 6) (1 т-х,)2.

0а4- 1)^0 сох (/ — 3) —

— Ыо3‘п — 0) ~ '( р0(/) <//—а0-֊-М1 + 6)
2*

/о<2)(/)=^о(1֊^)-^о Яо 
2(1 а 6)

Х1П (/ — ?) —

-։1п (/ ֊ р) 1п (2соз + у (/-?)соз(/-?)

о / Яо ■*20 1 ~՜
\2(1 4 а I 6)

— Мо5‘П (/ — ?) ~ [1 - сох Ц — й|
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Здесь введены также безразмерные величины:

Ло = r.Pxi'4-.-Ai.2r^, Р^ = r^PjA^r^, Мо >= г2Л^/4-|чг‘;

К = ?о = rjû/s, - rtl5.'r։«2(1 Ч- Xj)

Ядра К, (/ — $) (/ = 1, 2) непрерывны в квадрате — а < С 5 ^֊а и 
имеют квадратично суммируемые первые частные производные.

В частном случае, когда усиливающее покрытие отсутствует (Л — 0), 
будем иметь следующее интегральное уравнение:

1
. t — $ sin--------

2

III - j sign it — s) 4 (s) <1' -r

- a

9 л _____
“ Ti-------- \—Г cos (/ — s) Zo(s) ds = / l"' (t)

(1 -rxx)[l 4֊ (1 +*2)^ol J
— Ï

имеющее вполне аналогичную к (1.7) структуру. Здесь

th г.~ = (•/., — !>[(■/. ֊ 1) г^Д-х, ֊ 1) r։|t3 1]/[1 4(1-1֊ •/-.) (1 + *i) “ ft>

2Æ0 (/ - 5) - 2Æ„ (t - s) - (t - s) +

t i (2Лч (t — s) - ft,/?« (/ — s) 4- (/ — s) So]

/*’’<0 = 1 fi'1 (0 + if^(l) ֊ 1/2 (Ло + P№} So cos (/-?) + 

a
Яо J' Л, (0 dt + Z[.Wo?o + 1/2 (Ло + Ло) Яо sin « - P)]|/[l ֊ (14- *,) ?p]

В заключение приведем определяющие уравнения также в том случае, 
когда при контактном взаимодействии указанных тел возникают силы ку-» 
лоновского трения, то есть когда т(/) = 7.р(1) [8]. где X - коэффициент 
трения. Эти уравнения будут иметь вид

In -
2

1 ___
. t S sin--------

2

+ — tg 1 sign (/ — s) (s) ds 4֊

— s) p0(s) ds = /I (0 (1.8)
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Здесь i = I — для общего случая, а / = 2— для случая /: = 0. Кроме 
того,

£ (/ - s) = Rc |Л', « - $)] + К.а ֊ S) (/ - $)|

й(/—«) = Re [ А'о (/-֊$)] — 2cos(f — $)Д1 -Hl -h*s)g0!U + *1) —

— /1т(Л'0(/ — $)]

/Г(0 = Ке1Л(О1. /;(П-Ке[/։0|(П]
iff-Vth = — '■(*, ֊ !)/(»> 4- I), « Фо

Легка,’»метить. ЧТО формальной заменой р на ։р главкам часть уравне
ния (1.7) перейдет и главную часть уравнения ( 1,8). Последнее даст воз
можность их решение построить единым аналитическим методом.

Таким образом, решение рассматриваемой задачи свелось к решению 
интегрального уравнения ( 17). откуда определятся законы распределения 
неизвестных контактных напряжении ро(0 и то(О- Подлежат определению 
также размеры области контакта а |), жесткое смещение 6- и угол относи* 
гелыюго поворота ՝| диска. Поэтому к уравнению (1.7) должны быть до
бавлены условия равновесия диска (1.4) и условия ограниченности контакт
ных напряжений на концах зоны контакта [ 1. 3, 9].

*о(±*) = 0 (1.9)

$ 2. Сведение инте гральною уравнения (1.7) к бесконечной системе 
линейных алгебраических уравнений и ее исследование. Возможные осо
бенности контактных напряжений на концах зоны контакта должны иметь 
вид [5, 10—12]

Хо(/) = 0((з— /)'(«-Ь 0”) при /-±х

Следовательно, /,п(/) .можно представить в виде

■/•оСО^^֊/)1 (я 4-ОГ’Хо(О^ (sin-(ып*-֊֊’} /"(f) (2.1)

где а = j0-1 е - 1/2 — />. f — 1 = — 1/2 -f- j>, а (0. Zq‘ (О - ре
гулярные функции на отрезке | — s, з], притом /**(/) О (б0—/՜) при 

f - ± а.
Исходя из формулы (2 1). решение уравнения (1.7) представим рядом

ОО
МО ш(0 yz./<'-”(x) (2.2;

•»-О

с неизвестными KO9iH>HijHcitTav.H \Zm При этом, ввиду ( 1.9). долж
ны иметь место условия

2 А/^ ”(± 1) « 0
,л- О
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Здесь

1 / / у»*’*'/ ֊ в_./у/ # ах/у
Ы (/) — ----( Бес----- 1 ( 81П -------- ) ( 81П -------- ) *

2 \ 2 / \ 2 / V 2/

{Р\п г\х)}т֊о (Кс (-, {>) — 1) — многочлены Якоби, ортогональные на

отрезке [ 1, 1] с весом (1 — х)'(1 4՛ х)г.
При сведении задачи к бесконечной системе нам понадобится соотно

шение

111 »Р $1£П (/ — 5) ги ($ ) Р-п (.V)

(т == 0, 1, 2, ...)

которое следует из результатов работы [13]. 
Здесь

5 I »=‘*17 а
2"0 = /=" 1Ь -а зесЬ к|1 —

— 2՜ зесЬ “1-1 [1п 2 ? (0.5 — /» — у (1)]

7т = г.пг ЧесЬпи, (/п = 1, 2, ..»)

։
Ьй при т — 0
0 при т = 1, 2,../

2''”’Г(1 + =)Г(1 + р) 
(14=-Н')Г(Ц-= +р)

- г. зесИ

(т= 0, 1, 2, ...)

Г (г) *։։амма-функция, у (г) -пси-функция Эйлера.
Подставляя (2.2) в (1.7) и учитывая (2.3), уравнение (1.7) известным 

способом сведем к бесконечной системе линейных уравнений

<х> со

Л + ЛЛ +н„ = Н,.п-'Ь„ (2.4)
гл ֊■! т=1

(.'.’ = 1, 2, ...)
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Кроме того, получим соотношение

- 7,7’ 2 ’ -г 2 л, 4" + V к^1„ =
т—О т—0 т-0

откуда можем определить коэффициент /о.
Здесь введены следующие обозначения:

К'.1’. ֊ » (0 /><’■ ”(.*) (' ֊ ֊0] «’о (։) -°™֊!’ ■' " (у) Л

■ Уа —<Х

г а
Л - [ ^Й7) р':՝0) (х) л С 0 - [К2 (/ 5) 1^77) ° ’> (.7) л

3 V*
—а — а

(я, т=1, 2, ...) 

а
б„ = С (О]7мо р’'-,'՛’*11 (х) л - ^!>о- 

з

а

7 1 ® / • 1 \’43+? 1 [*, I ------ 777 р(0 + 1. в+1>- 4/охес— ( яш —- \ —- В? — п’0(/)Р.,_1
4^ \ £» / £ ։ •

(Л = 1, 2, ...)

а / я \-3-2о֊г?П~ -1 сЬ "И СОБ-----  ( Б’ш —- )
2 \ 2 /

(Ал)’1, (н = 1, 2, ...)

а в

к£*т = н„ м7) л к,« - ։)«(։) ?) (з) *

— а —а

5 а

Ао,3т — НЛ ф (/) (1( К2^ — $)«о ($) Р՝;п '՛ (у) с/з, (т — 0, 1, 2,...) 

— в —а

— а

где

<%= ^0(/)Р^։''г‘1}(х)<// $) 1^(5) с/х 
и
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’ с։
^/,“о ( «МО * }>(х)(Л ֊ |/С (/ — з)| то($)</з,

— ՝т -а

«’о (О — (соб / сох а) ы (/), /Уо = сов" 
£

(л = 1,2,...)

-2(1-г.+о)
(70Аи)՜’

~ ;п-------֊?- («֊-О, 1,2,...)
п. (2л т 1 -г- з — р) I (л — 1 4" 3 4՜ Г')

I / а х / ал=М‘*т У=1*7Г7
Исследуем систему (2.4) на регулярность. С этой целью 

неизвестные по формуле
введем новые

2п — л1՜*՛ гп, (л = 1, 2,...)

где е,—сколь угодно малое положительное фиксированное число. Тогда 
придем к бесконечной системе

.. оо . . сс —
А, + —"" У— £—£.% = —п'^, (п = 1, 2, ...»

П т-1 т'՝ П т 1 Пг'1 П՜щ— 1 ГП - 1

которая квазиБПОЛнерегулярна, то есть Л’]1', 5,!՜ — О при п — со, где

Л՝."’ п՝- у т-1 I, х.<։) = п՛. у т-1 к^>„ I
П пГ՜՝ Ц .7՜!Я!"" )

Действительно, пользуясь известным асимптотическим представлением 
для функции / (г) [14], легко показать, что

Нп}п ~ 2՜-՜ : с1£ — сй”рл[1 1-0 (л ’)] при п ֊» эд (2.5) 
2

С другой стороны, следуя [ 12. 15], на основе асимптотического пред
ставления многочленов Якоби [16]

Р1’՝ ” (с<в -) ~ с05||п (1 Д+0/21?-(1 4-2Лщ'4} _
Р" (С°5,,~ ^1/2  ̂ +°(П Ч

(и — со)

R© ( г» р) > - - 1, О <С ? “

я с учетом (2.5)для достаточно больших п. т будем иметь

51” ‘У—1— I к,1,'!.՜ I < м.п՝ ■-"У у (А^У

к. т /-1 >п
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Здесь А'։. ЛА— некоторые постоянные, а через обозначены
значения Ал, ц\ для больших /1 и /И, которые здесь в явном виде не при
водятся. Отметим лишь, что их можно представить формулой

4 
кП)*? _ л(Л т — 7 ^п. т

/=։

где А— коэффициенты Фурье некоторых квадратично суммируе
мых функций /. (Л $) (/= 1 -4) ( ««</, х < а) по полным ортого
нальным системам многочленов

{иг. (х) ит (г/); и. (х) Ти (у)-, л (х) ит (у); Тп(х) Тт (у)}֊ П|,.о

где 70(х) и соответственно многочлены Чебышева первого и вто
рого рода. Следовательно, для каждого разложения будет иметь место ра
венство Парсеваля, откуда будет вытекать сходимость рядов

(/ = 1,2, 3,4) 
п. т

Тогда сходятся и ряды [17]

• ОО ОО
£ 1(4!.%)’] 

я /п -1

Следовательно, по крайней мере.

Е(Л*.Л- ГххО^11”"1], п-оо
ГП ГП

где — малое положительное, но фиксированное число. Отсюда следует, 
что

5?) = О(н“-’)г я-со

Выбрав з։<^=2, будем иметь 5«' >0 при я — ос. Аналогичным обра- 

зом можно показать, что 5«՜' -• 0 при п — ос, а

Нпп,,Ь„1'п՝ ~ О(п 11 :՛՜'՛’) при я — со

3. Конкретный пример. В качестве конкретного примера рассмотрим 
два случая:

I) когда усиливающее покрытие настолько гибкое, что можно прене
бречь его нзгибной жесткостью (7) = 0);

2) когда толщина усиливающего покрытия Л = 0. то есть граница бес- 
конепцод пластины не усилена покрытием.

В обоих случаях считается, что отсутствуют тангенциальные контакт
ные напряжения, вследствие чего следует принять М = 0. Тогда в зоне 
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контакта будет действовать только нормальное контактное давление р(0, 
притом р(—О = р(0, и область контакта становится симметричной отно
сительно оси оХ ((1 = 0, '|՜ = 0). Условие равновесия диска (при Р\ = 0) 
примет вид

у ($) СО5 5(/о - Ло

В обоих случаях задача сводится к следующему интегральному урав
нению:

1____
. I— 5 

51П -----------
2

$) ро(«)^=/(/,(0. (֊։<*<«) (3.1)

где / — 1, 2 соответственно случаям I) и 2), а

6Э
Ка ‘(! 5) — А’н(/ -5) 4- ?։/?1;(/ -5) -Г \\а1(созк({ — я)

Х-2 

2К(7 (/ - 5) = 2/?1։ (/ ֊ з) - (г - з)

Лт/(։)р) = Л0[^/2(1 4- 6)-2/(1 4֊^ 4-2/(1

~ 4՜ *>)] соз1 -г (% I 1) & соя I ֊

а
+ [1/2 - й/( 1 + 6) + 2^/(1 «,)] [ Ро (/) л - 2։ 

֊ и

([} = Р.„ [2/(1 + «,) - 2/(1 - х,)’] со։ / +

чс
֊( Р)(0 ^о-г (%-Г 1) ^осоя^

а. ֊֊ (Ъ-1Ьк - 2?М -1- 7.^ ֊ 2',к 4- к -г -х| - 1)/(А։ -1) ^0

Здесь

ь = (■/, -1 )/2 (1 + ■■<,) Л'”, = 2гд1 X,) л11’, л(1> = 1 4-^(1+«,)

Л"' = 1 4- (1+«*) ?». 4м = (к - 1) + Ь(к + 1) + 2

Решение интегрального уравнения (3.1), к которому сводится рассмат
риваемая задача при отсутствии тангенциальных контактных 
и схема получения численных результатов даны в статье [6].

напряжений,
поэтому на

этих вопросах здесь не будем останавливаться.
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В обсуждаемых случаях 1) и 2) числовые расчеты для различных зна
чении а были проведены при плоской деформации, когда упругие постоян
ные диска и бесконечной пластины одинаковы Е: — Е?. Затем было приня
то Е Ег = 12, /г <2 — 0.05, а коэффициент Пуассона \’о V! - Ч’з 0.3. 
Кроме того, положено г։ « г,„ в то время как принимается е #= 0.

При указанных значениях параметров вычисления проводились на 
ЭМВ ֊ Наири-2 . Бесконечные системы решались методом редукции, при
том, чтобы получить максимальные контактные напряжения с тремя верны
ми знаками, достаточно было, как выяснилось, брать четыре уравнения из 
бесконечной системы.

Таблица 1

Случай 1) (Л-/>0) Случай 2) (Л 0)
а 30" а-.60- а-30е 7=60“ 4.-75’

Ри 0.0295 0.2003 0.4972 0.0281 0.2110 0.7778
0.2144 0.7686 1.5370 0.1938 0.8904 2.6330

Л, 0.0097 0.0730 0.1911 0.0093 0.0770 0.3057
-0.0096 0.0710 —0.1966 -0.0093 -0.0750 -0.2965
-0.0001 0.0018 0.0060 0 -0.0020 -0.0084

0 -0.0002 ֊0.0005 0 0 -0.0008

РоСОшв։ 0.0371 0.1420 0.3225 0.0359 0.1500 0.4865

Значения постоянных Р.п, 6,.. коэффициентов Хп(п ~ 0, 1, 2 3) и 
максимальных контактных напряжений р0 СД -.»» при <Х = 30°. 60՜' и 75 при
ведены в габл, !, а на графиках фиг. 2 показано влияние изменения длины 
участка контакта на закон распределения нормального контактного давле
ния ,п„(0) (сплошные и пунктирные линии соответствуют случаям I) и 2) ).

При больших значениях а контактные напряжения резко возрастают, 
то есть существует критическое значение а < 90 [5].

На фиг. 3 приведены зависимости длины участка контакта 2<х и вели
чины жесткого смещения диска 6 от прижимающей силы Р>. Эти зависимос
ти на фиг, 3 даны соответственно кривыми 1 и 2.

Фиг. 2. Фиг. 3.
2 Известия АН Армянской ССР Механика, № 5
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При отсутствии тангенциальных контактных напряжений результаты
работы [5] в основном совпадают с изложенными здесь применительно 
случаю 2).

Институт механики АН Армянском ССР
Лснинаклк<киГ< филиал ЕрПИ нм. К. Маркса Поступил« 23 IX

U. 1Г. ՄԱ՚^ԱՐձԱԱ X. IL 1>(||41ՍՍԼՆ

ՇՐԱԱՆԱՑհՆ ՍԿԱՎԱՌԱԿԻ 1ւՎ ՐԱՐԱԿ ՕՂԱԿԱՅԻՆ ւրՕԿՈԻՅԹՈՎ 
Ոհ№ԼԱ8ՎԱ<1 ԿԼՈՐ ԱՆ8ՐՈՎ ԱՆՎԵՐՋ II ԱԼԻ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ 

ՓՈԽԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՍՍԼՍԻՆ

It մ փ и փ u t մ

Աշխատանքում ղիտարկվ ում Լ շրջանային առաձգական սկավ առակ} 
ե կյոր անգրով անվերջ սայի կոնւոակտսւ չին փ էէխագգե ջյու թյան խնգիրր, եյգ 
սայի եգրա գիծր nid եգաչյված Լ օղակային բարակ առաձգական ծածկույթւէւ/ 
Առաձգական ծածկույթի Համար օգտագործվում են գրռնային թաղանթների 
տեսության որոշիչ Հավասարումները* Կիրխով- Լյավի Հայտնի հիպոթեզների 
շրջանակներում t

Նշված ի՚Նդրի յուծումը բերված է ֆրեղհոլմի աոաջին սեռի ինտեգրա՝ 
հավասարման յուծմանր: Յակոբիի օրթոգոնալ բաղմանգամների մաթեմատի
կական ապարատի օգնուի յամ բ այգ Հավասարման համար ստարված Լ Լֆեկ- 
աիվ լուծում: (թվային արգյունրներր ներկայացված են աղչուսակով և գծագրե- 
րովէ

ON CONTACT INTERACTION OF A ROUND DISK AND AN 
INFINITE PLATE WITH A CIRCULAR HOLE SUPPORTED

BY A THIN CIRCULAR SURFACE

S. M. MKH1TARIAN. F. S. TOROSSIAX

Summary

A contact problem on the pressure of an elastic round disk
the contour of an infinite plate with a circular hole where its boundary 
is supported by a thin element in the shape of an elastic circular sur 
face attached to it, is considered. The supporting thin surface is in 
lerpreted in terms of the theory of thin cylindrical shells based on th՛ 
well-known Kirchhoff-Love hypothesis.

I'hc solution of the above problem is reduced to that of the firs 
kind Fredholm integral equation. Its effective solution is presented 
The numerical results are obtained.
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В. А. БАБЕШКО. В. Е. ВЕКСЛЕР

О НЕКОТОРЫХ СИСТЕМАХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПЕРВОГО РОДА. ВСТРЕЧАЮЩИХСЯ В ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКЕ

I. Описание системы интегральных уравнении. Некоторые краевые за
дачи теории упругости и математической физики со смешанными граничны
ми условиями сводятся к системе интегральных уравнений первого рода на 
отрезке

ь
( <'(х, у) о (у) <հյ = и (х),

л
В Հ а < Л- < Ь < Т (1.1)

где

* (х, у) = 5(т]я, х) К (Հ) Տ(րէո, у) С 1 (7}л)

1) — }о(х) — ф 6(х)9(та х) = гг(т>)Цт1, х) (1.4)
I г/х I

В)+*£>О'(Ъ #)=0 (1.5)

«7)0(-9. Т’)+^,0'(-9> Г) = 0, гг('б)-Т-С2 (1.6)

2) ■ х) = п-(>?)Л(-6. X) (1.7)
с/х I

В) + ^/Г(-<, В) -О 

^(■^ 7’) 4-^(9, Г) = о

л^։

К(х)
Лп (х) А12 (х) \ 
^(х) /^(х)/

5(7.
/9(7, х) 0\ 
\ О Л (7, х)/

(1.2)

(1.3)

Здесь о(у) — неизвестная вектор-функция, как правило, линейно свя
занная с контактными напряжениями, н(у) известная на («, 5) вектор- 
функция, характеризующая перемещения в области контакта.

Случай одного интегрального уравнения подобного рода исследовался 
в работах [1—3].

Предполагается, что функции 9(у(п, х) и А(\,, х) (п = 1, 2,...) явля
ются собственными функциями соответственно следующих задач Штурма- 
Лиувилля:

(1.8)

(1.9)
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Пусть спектры обеих задач дискретны, совпадают и состоят из точек т?„ 
('} = I, 2....) и пусть имеют место следующие соотношения:

|6(г«к» x)G(Tjn, х) dx = ъпК, А(^, х) Л (т1п, X) dx = п’(^) (1Л0)

X в
•

Здесь —символ Кронекера.
Различные условия, при которых имеют место вышеприведенные свой

ства функций 6(>yJA-» х) и А(г1дг, лI, рассмотрены, например, в [4, 5].
Предполагается, что <՝(х) принадлежит классу вектор-функцнй таких, 

что их компоненты допускают разложения в ряды соответственно по 
*) и Л(т/К, х).

Пусть существуют функции л(.\) и ц(х) такие, что 
I 

а(х) s (х), q (л-) = >.« (х) — / (л ) л (х) — р (х) >/ (х)

Их)-г(х)֊Их)«'(х) р(х) /'(х) р(х)|‘"(х) (1.11)

А (Ъ х) = а (х) б (г„ х) — [«(х) 0 (тн к)]'

п (ъ) б (г6 х) = /• (х) А (//, х) -Ь Iх (х) А (?й х) (1.12)

Обозначим х(1], х) и ш(т), х) соответственно решения уравнении (1.4) 
и ( 1.7). линейно пезаписи.мые с 0(г|, х) и А(ч). х) и связанные теми же ре
куррентными соотношениями (1.12). что и 0()], х) с A(q, х).

Относительно функций К--.(и). Kjjfw), Ку.(и). и~(и) Кп(и), 
предположит.։, что они целые, четные или нечетные одновременно.

Введем функцию

△ (</) = n2(?/)det /С(п)

Пусть на вещественной оси имеет место, асимптотика

К-и (и) G՜ ‘ (и) — п" (и) Агг («) G \и) С]«!՜1-}-О( w|՜՜՜՛)

Х«(»)<Г,(«) = В|иГ։Ч-О(|пГл-) (/ Д Сг-В=>0, ։>0 (1.13) 

и —• + со 

а в комплексной плоскости существуют правильные системы кон гурон 
(Ся} и |'Сд[ [6], иа которых выполняются оценки

] Kij (н) (7՜1 (и) | М\ и |՜и^Са, М = const

~ = 1 при 7 ~ j — 1; 7 ='1 при 7֊^/; 7 3 при i = j — 2

| Kt, {if) G (и') Д '{и) | ^Л7| и' I , u^C„

z — 1 при 7 = j 1; ■/ = 0 при i^՜ j-, /. 1 при 7 -- j = 2 (1.14)

Тогда оцененные функции допускают разложения в ряды по простей
шим дробям [6]. Предположим, что эти ряды сходятся абсолютно.
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Пусть нули функций (3(и) и ;\(и) простые. Ввиду (1.13) на действи
тельной осн их число может быть лишь конечным. Обозначим /-л- и рл- 
(К — 1, 2....) нули соответственно Д(й) и б(и), лежащие в верхней полу
плоскости или на положительной полуоси.

2. Разрешимость и единственность. Определим пространство Н. [В, Т) 
как множество вектор-функцнй ц(и) таких, что

<»
Ч Т) = £ \Мп ч’„ г < оо 

п =1
г
\ й„(х)д(х)<1х

где

1 /С В\ 
р с/

(2.1)

х) О
(2.2)

/7 - соп$1

Введем пространство II (а, Ь} как совокупность сужений на (а, 6) 
обобщенных вектор-функцнй из Н (В, Т). В пространстве /7>.(о, Ь) 
вводится норма

। <7 1//х(а, Л) “ ,п^ • (О. 7) (2^1

1п( берется по всем вектор-функциям с/г £ /7.. (В, ’Г), сужение которых 
на (а, Ь) совпадает с д.

Обозначим через Со (а, 6) множество всех бесконечно дифференциру
емых вектор-функцнй, рапных пулю вне компактных подмножеств в (с. Ь).

Пространство Н (а, 6) определим как замыкание множества 
С? (а, 6) в норме 1'։11//л(В| ту

Норма элемента д£Н, (а, Ь) совпадаете его нормой в Н. (В, Т).
Введенные пространства заимствованы из [7], где изучены их свой

ства.
Указанные в пункте 1 свойства системы интегральных уравнений обес

печивают выполнение следующих теорем.
Теорема 2.1. Пусть Кп (?1п) С՜1 (г։Д >0, Д (^) в 1 (т^)> 0, 

(п - 1, 2,...). Тогда система (1.1) однозначно разрешима в /7֊о=(а, Ь) 
при любой правок части, принадлежащей 11}=, (а, Ь).

3. Преобразование ядра системы. Преобразуем ядро системы инте
гральных уравнений. Для этого разложим функции К1} -{г) 6՛՜՛ (г) 
(7=1, у — 1; 7 1, / = 2: 7 = 2. у — 1), (г) п (г) (I 1 (±) на простей
шие дроби [6] и подставим в (1.1). Поменяв местами порядок сумма՜ 
рования и вычислив внутренние ряды, получаем
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к (л-, у) ֊ — 2
К ։ К ' ®։2 ( 'V, у, х)

1Г^?։2( IV, X, ։/)\ & 

т'гз (IV» х> у)

Здесь

^5 = ^,/(1^,) [6’’(!^)] ‘ (' = /= 1 или / (3.2)

И = ЛГ=г(։*л->«’ад [ с՛ адг1 <3-3)
9п (1, х,

<?-(ъ

= Мм •кЖ'Ь У>. х>У 
1т (Ь .0Ш х), х<у

«■"(■;) г ('Ь х)^(7, у), х>г/ 
Яъ х)/(Ъ у), х<у

/(Ъ х)я(7, у)> х>у 
/(".• У) #(Ъ х), х< у

(3.4)

(3.5)

?(>, х) = А [/.(к, х)֊/(7’)0(Х>х)]

'?(>, х) Л-’С^ХР., х)֊/(В)&(/., хД

/ (X, х) =-- А [лп (л, .г) 5 ( Т) Л (к, х)1

# (к, х) = А՜1 [/и (к, х) — «(В) К (>., х)]

где А — произвольная постоянная.

■/(/) = [х!։)Х(л, /)֊Ь7.Рх7а, /)][а!1,е(>., О-ь^&'О֊, ОГ

5(0 = [Й։>т (), /) + (к. /)][;<}Л (А, 0 4- Й27г (л, /)]■1

С,= (а(х)Г <7.(л, х), 0(л, х) >[■/.(£) ֊ЧП]՜1

С5 = 1а (х) Г ( т (/., х), Л (л, х) > [я (В) - 5 (Г)]}՜1

Здесь № < ..> означает вронскиан, в котором дифференцирование 
проводится по второму параметру. Ввиду известных свойств вронскиана 
Сз и С5 — постоянные.

2^) 1
*(В) *(Т) '

с, =

4. Сведение спсте.у.ы имте?р«льных уравнений к бесконечной алгебраи
ческой системе. Пусть элементы вектор-фуикции и(х) допускают представ
ление в виде рядов соответственно но Чч՛’ л) 11 V՜’ х)- Тогда доста
точно ограничиться правой частью системы (1.1) вида

хС(а, Ь) (4.1)
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Продолжил: правую часть системы (1.1) па весь отрезок (В. 7) некото
рой неизвестной вектор-функцией. Тогда, обращая уравнение ( 1.1) и ис
пользуя преобразование, аналогичное описанному в пункте 3. получим сле
дующее представление решения системы ( 1.1):

/ « (*]) 6 С՜*!» *) + У <”«(' "• х) + У х)\

= (х) = 4.2)1
| оо оо '

\ х) + 2x1,’)/(>.„. х) + £ х)/
п — 1 н =1

’Ь) = СМ Д֊> (,;) п~֊ М[К22 М - Кк (ч)]
(4 3)

2(т.) = 6’(л)Д-։Ь)[^1(т.)֊.А'11(г))1

х՛'', х^, у՝;1 (п — 1, 2,...) неизвестные постоянные, между ко
торыми имеют место следующие соотношения:

+ пЧ'") км*? -*= о
хя(Ч0?’+едь.)»?’=о (4֊4)

Подставим (4.2) в уравнение (1.1) с ядром (3.1) и произведем инте
грирование. После приравнивания коэффициентов при ? (*л, л՜), ?('«» х/> 
/{'», л), £՛('«> л') с учетом (4.4) получаем следующие равенства, выполне
ние которых является достаточным условием того, что ясктор-функцня (4.2) 
является решением уравнения (1.1)

< Ь), ?(рл,, А) ՛ —

- А)> 
п’(/֊х) Л.22 (>.5)

Х(? +

“ гХл(|»,)
+ 2 т-ТТ 6)1 ?(^֊ 6) -

*>« *) > 1УЙ՝
Ай (М ।

К а (МГТи\ *(*•<) ՛ А>- ?(|1Х֊ 4) > - ₽<’•> *)>/^К֊ *)> М
74 а \> .<՛

ос

V
5-1

А/Н։^) ,
—; ? ՝ л «2(11АГ)^.2(’^)

а)» 'И11ло а) > —

4(^)
п; (>.$) К22 (/..у)

</0л а), у(рк, а)> 4>4-
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< у (>-л а), V (“А., а)>-

\ < S ('*> a), g о) > 
<*22 \**S)

•<л (рА-) а U) 
К« (l\-) п‘ (!lJ «). ? (нк. a) —Ph) /։ (<,«), g(а) (4.6)

</(!,«), А(2, «))= (г-рТУ(а) /(7, а) ■ -

_А(3,а)^А)
da

։ = 1, 2; А = 1, 2. 3,... (4.7)

Будем рассматривать равенства (4.5) (4.6) как бесконечную систе
му линейных алгебраических уравнений для определения х’,1' и у^՝. С 
помощью бесконечных матриц и векторов система (4.5) ֊ (4.6) записывает
ся в виде

Buy -тВпх =Di (4.8)

By, у тВ&х - В-2 (4.9)

Элементы строк матриц Ви, В<\ совпадают с коэффициентами при 
У к соответственно в (4.5) и (4.6), причем для нечетных строк г = 1. для 

четных i = 2. Аналогично определяются и матрицы В\2 и В;;.
Предположим, что имеет место асимптотика

х) l֊s?(l‘s. х) .
------&~ = p-----ЙТ)-----П + О<5> ))

I = ,
Ох р (.v) L — ՝

р = const; S, АГ» 1 (4.10)

Разделим строки системы (4.8) на />(|\ ՜ ^’) !l(^) г (b;> 6), а 

строки системы (4.9) на p(JV՜՜ Q՜ ’4«) ?(llA-> о) и сделаем замену

= а)*<Л Уз = •?С^, 6) у^ (4.11)

Преобразованную систему обозначим

Яп/+ ^12Л'=< (4.12)

(4-13)

Исследование асимптотики элементов матриц В,, и В:: при 5'. >-оо 
позволяет расщепить каждую из матриц Вп и В22 на две

Вп = .4 Ь Сп, В.֊. = А 4- Сй (4.14)
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где матрица А (ак$) »«еет элементы

/ ('•«$) \ .. . 1С,
“’л'-։-5 \^-С)К,,^к) (4Л5)

/ Ла ад Л։1(М ........
“г'-՛-՝՝՝ \(|*А.-С)К~ад ' (ТГ^Хйм/’՝-5՜1*«) (4Лб)

5. Обращение матрицы А. Построим матрицу А 1 ~ (х/у) та
кую, что А-А 1 = Л !-Д — / (/ единичная матрица). Для построе
ния матрицы А 1 в случае отсутствия действительных >.у и рл. рас

смотрим следующую систему интегральных уравнений на полуоси:
ОО
(л(х—£)?(?) </1 = /(х), 0<х<> (5.1)

О

где
со

Л(х)= [Н(«)(Г|(В)։‘"Й (5.2)

■ ОС

\(ы 4- С) А21 (и) п- (и) Агэ («)/ \ ^{х /

ф(х) — неизвестная на (0. <*>) вектор-функция.
Решая (5.1) методом Винера-Хопфа [5] и заменяя все входящие в ре

шение интегралы рядами по теории вычетов, получаем

°°
9 (л) У\Ск(1)е ' (5.4)

К—1

где вектор С%(Г) имеет вид

(5.5)

причем

М Й1 (/) 4- - С) АоДМ Ср (/) = О (5.6)

Здесь
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« (и) Д± (и) Л/՜1 (и)
/ «Ц («) «i2(«) 

«22 («)

Н(и) = Н+(и)Н- (и) (5.7)

б. (и), А (и), Н (и) результаты факторизации функций (г (и), Л (и) 
и матрицы Н(и) относительно вещественной оси [6].

Подставим решение в виде (5.4) в (5.1). Разложим ядро Н(и) в ряд 
по вычетам я произведем интегрирование. После приравнивания коэф
фициентов при экспонентах, получаем следующие соотношения:

-2-[G'(MF’W %cK<j)—±— =(" W 
x-i \н/

5=1,2,... (5.8)

Заменив Ск} (I) через С’л’ ՛ (/) по формуле (5.6) и положив один раз

2H|t;֊ C)Ân(։9
/• •=--------------/^7 к-------- ’ JA — ОÛ (н.)

другой раз

■. К=0- И =------ GW-----

получаем, что элементы обратной справа к А матрицы А 3 
(А-А'՜1 = /) имеют вид

՝1,: ф)й+(|‘,)^-|*։)

f^ï2 (l1/) [«il (М «и (ï1/) Up ('s) (•*,)], К 25 — 1
I X (5.9)l(|A, т С) ^.>(j‘/) ia՜ (/..y) a£(ja,)4֊(•■s) a22 (^)j. K = 25

Равенство A -A = I проверяется непосредственно. Также непо
средственной проверкой можно убедиться в том, что A ’’А Л՛ А 1 = / 
и в случае наличия действительных рА. и /-к, если факторизация про
водилась относительно контура г, совпадающего с вещественной осью 
всюду, за исключением окрестностей действительных ;’А. и причем 
11А и /-к обходятся снизу, а —рА, и — —сверху.

6. Вырожденный случай. Некоторого упрощения удается добиться, если 
множество нулей функции G(ü) содержится в множестве нулей «рункцнн

Подобное распределение нулей G(՝d) и \(и) характерно для систем 
интегральных уравнений, к которым сводятся задачи, допускающие разде
ление переменных.

Будем в дальнейшем под ‘ к подразумевать лишь тс нули \(и), ко
торые не совпадают с нулями G(u).
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Общий вид решения (4.2). (4.3) и системы (4.5) н (4.6) остаются преж
ними, но в каждом из систем (4.5). (4.6) К-ос уравнение для I = / экви
валентно Л’-го.му уравнению для ։ = 2.

Таким образом, для определения х$’ и у У служат системы (4.5). (4.6) 
для ։ » 1.

Дальнейшие преобразования и замена (4.11) сохраняются. В итоге 
приходим к необходимости обратить матрицу

/ \ . .1
‘ и,- СКП(М / 4‘ <6,1)

Так же, как в предыдущем пункте, но с учетом условия, наложенного 
на нули функции б(и). получаем двустороннюю обратную к ?! матрицу 
.4 положив и (5.8)

2=п:(р/)^а(нД
О’(и,) . * и

Тогда, использовав матричное равенство

△ . (и) //_ (и) = и (и) Н(и)

получаем

(> х) [ой (УА) П - (Л/) - Оц (ил,) а~ (/■/)] 
'1К

7. Переход к операторным уравнениям второю рода. Построив матри
цу А \ умножим уравнения (4.14) слева на матрицу' .4 ՝. В результате 
приходим к уравнениям второго родз в пространствах числовых последова
тельностей

У 4֊ А ’1 Сп У 4֊ А “ = Д ’’с/:, X 4֊ А’’Вп У 4- А 1 СпХ = А՜'
(7.1)

Свойства уравнений (7.1) зависят от свойств матриц б’՜1 («)//(«) 
и 6Т1 (и) Н. (и}.

Введем пространство числовых последовательностей, убывающих с не
сом К'. Обозначим его С(л). После введения нормы

С (У.) превращается в банахово пространство [ 10].
Теорема 7.1. Пусть и условиях вырожденного случая имеют место 

оценки (4.10) и пусть, кроме тою. выполняются следующие асимптотичес
кие оценки при 5. К — оо:

а)
/5 аЛ7 4 6։ 0(5 ), — аК։ г /л О(Л'
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-■ "' ■ " ' .......... :----------------- -- ----- Հ ՜՜՜ ■■■•■■• —.՜՜ -~ ■՛—- ՚ ----------------------- ՚ - .1 .-=ւր֊=

б)
I “՚ճտճ Ր(1 + Օ(1)), -S4I-I Ô(D)

△- ('֊.î)
в)

Հւ [(-Ч ֊ С) Kn (xs) Г1 = О (1 ), 1m .րճ. » 1, = |»,

Тогда матрицы A 1О11Г А'՝СП, А~'ВУ.> А'В.Л порождают вполне 
непрерывные операторы в пространствах С(з) (0<Հյ<Հ0.5).

8. При меры
а) Симметричные или антисимметричные колебания двух штампов на 

параллельных поверхностях упругого прямоугольника. В этом случае

?("[> х) -/ (՝;) cos Հ.Հ, /{՛;, х) т(-;}Ап-,х

։
А., հո{հ) определяются из граничных условий на торцах.

б) Осесимметричная задача о колебаниях штампов, приклеенных к про- 
нвоположным основаниям упругого цилиндра конечной длины. Здесь

<?(Ն х) = I h) քԿ> *) = т(1) ./,(1, Հ)

Mï)i zn (7) определяются из граничных условий на боковой по
верхности.

в) Осесимметричная задача о вибрации штампа на поверхности упру
гой сферы со свободной или закрепленной внутренней поверхностью

х) = |'„Ч 0.5 Р. (х), /( Հ, х) = |/ո՜+0.5 /Հ” (х)

Во всех приведенных примерах распределение нулей функции G(u) и 
-V-՚Օ удовлетворяет условиям вырожденного случая.

1НИИ механики и прикладной математики
Ростовского государственного университета
Ростовским имжсксрно-стронтсльныи институт Поступила 20 VII 1977

Վ. Ա. ՈՍ.ՈԵ<*ԿՈ. Վ. հ. ՎԵԿՍԼհՐ

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԵՋ ԵՎ ՄԱԹԵՄԱՏԻԿԱԿԱՆ 
$Ի,9.ԻԿԱՅՈՒՄ ՀԱՆԴԻՊՈՂ ԱՈԱՋԻՆ ՍԵՌԻ ԻՆՏԵԳՐԱԼ

ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՈՐՈՇ ՍԻՍՏԵՄՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ ։|։ п փ ում

Դիտարկվու մ է Շ տ ուրմ-Լիոլվիլի որոշ խն էլիրն հր ի լուծումներով նէրո- 
րւ::/քրվորլ կորիւլներոէէ հատվսւծի վր>“ աոաջին սևոի երկու ինէոհ էքրա[ հավա֊ 
սարումներից կազմված սիււտեմ. նման սիսաեմներր րնորոշ են աոաձզա- 
կանության տհւէուի րոն հ մ աքէե(է ա աիկական ֆիզիկա լի մի Հարը խաոը 
խնդիրների համար/ Սահմանվել են միակության և Լուծելիով)յան որոշ պայ-
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։iuAtiiLpt Mun!, ирш( > <ч'/inч<п (inи/Ъ 1‘С/։ tifiutttlitf ft [triAin if n pAfb/A/ !, ^Ulbpui- 

^nijif utljiMi *>u»tfuHUU(tHtii\ifipft uAiiflipc tiftnmliif ft: Ikpf uftuutbcfp Ifiut 1[1П11р(щш- 

tjftui(fi tflifhtqfi oqlinipfiuiJp nht(ni[iinpnigtfmtf l։:

ON SOME SYSTEMS OF INTEGRAL EQUATIONS OE THE 
FIRST KIND OCCURRING IN THE THEORY OF ELASTICITY 

AND IN MATHEMATICAL PHYSICS

V. A. BABESHKO. V. E. VEXLER
*

Sum m а г у

A system of two integral equations of the first kind on the length 
with kernels, described in the solutions for some problems of Sturm- 
-Liouville, is dealt with in the paper. Such systems are characteristic 
of a number of mixed problems in mathematical physics and the theory 
of elasticity in the case of complete separation of boundary conditions. 
Some conditions of solvability and uniqueness are given. The general 
type of solution is found. The solution to the system of integral 
equations is reduced to that for an infinite system of linear algebraic 
equations. The latter is regularized by the factorization method. A 
special case of distribution of kernel peculiarities in the system of in
tegral equations is singled out permitting a substantial simplification of 
the infinite system.
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В. С. ПРОЦЕНКО, Е. Д. ФЕСЕНКО

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ В ОБЛАСТИ КОНТАКТА 
И ОБЛАСТИ КОНТАКТА В СЛУЧАЕ СЖАТИЯ ДВУХ 

КРУГОВЫХ ЦИЛИНДРОВ, РАДИУСЫ КОТОРЫХ ПОЧТИ РАВНЫ

Задача определения давления Р(ф') в области контакта и области кон
такта [ — гро, фи] в случае сжатия двух круговых цилиндров, радиусы кото
рых почти равны, была впервые поставлена И. Я. Штаерманом [1]. Эта за
дача в настоящее время вызывает особый интерес в связи со строительством 
магистральных трубопроводов.

Известно, что сохранение целостности изоляционного покрытия труб 
при транспортировании, хранении и укладке их в траншеи — одно из усло
вии качества строительных работ, в значительной степени определяющее 
функционирование трубопроводов. Рассматриваемая задача дает возмож
ность определить напряжения, развиваемые в изоляционном слое трубы, 
лежащей в траншее, а также напряжения, развивающиеся при транспорти
ровке труб на плетевозе.

Сжатие упругих тел, ограниченных цилиндрическими поверхностями, 
радиусы которых почти равны, описывается системой интегральных уравне
ний вида [1]

СО5 (? ?*) 1П *£՜ ՜ 9՜'------ /Сч։п | з — «' | ֊г С'|- а^՛ =

-■3

= (л. — г։)(1—соз?)—асоз1» (1.1)

Р{՛?') соз = Р՛/г} (1-2)

где

- то < ? < ?о> — ?0 < < < ?0 

.4=2 (V! ֊1 У2Г2), 2? = 7-11 у ֊1֊ ЛаГе, С = 2'/։Г։

•Хх - [4 ()•! 4 Рх)]՜', = [4 ('< 4 Ра)]՜1

у։ — ч ֊ '՝֊ ~
4“р։(Х։ 4 Н) ‘ (л2 4 и2)

'•I. л;. 1*1. р — упругие постоянные сжимаемых тел. Р*— сжимающая си
ла, а — сближение цилиндров при сжатии.

Величина а — неизвестная постоянная величина.
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Чтобы определить функцию Р(ф') и угол <ро из системы (1.1), (1.2). 
необх ди.мо. прежде всего, определить постоянную величину а. а < О — Г\.

Для определения Р(ф'), <),. а из системы уравнений (1.1), (1.2) исполь
зуем дополнительное условие, что функция давлении Р(ч՛ ) в граничных 
точках области контакта обращается в нуль

П“®о) = °> ^(?о) = О (1.3)

и рассмотрим краевую контактную задачу.
При решении краевой контактной задачи (1.1), (1.2), (1.3) воспользу

емся методом решения, рекомендованным в [I]. Предположим, что искомая 
функция Р(ф ) изменяется не непрерывно, а скачками. Функция P(q) яв
ляется четной функцией и, следовательно, в области контакта |—фо; 0] ее 
значения в соответствующих точках раины значениям функции Р(ф') облас
ти [О, ЧТ,]. Интервал ! —<ро, q |, н котором изменяется функция Р (ф'), 
разобьем на 2м частей и предположим, что в каждом из 2« подннтервалов 
функция Р(ф/) постоянна. Надлежащим выбором дискретных значений 
Л(<Г), а имение Р/, ։ = I. .... ± п, и значения угла фо мы можем до
биться того, чтобы интегральные уравнения (1.1), ( 1.2) удовлетворялись 
в 2п точках интервала [ — фо, фо]. Тогда систему интегральных уравнений 
(1.1), (1.2) и краевое условие (1.3) преобразуем в систему вида

S *

/п=1 •

sin (Z — Л + 1)In tg ——L+1L «И- 
n 2 n

sin (/ - к)----- In tg------------- ------  г sin (/ -- к)----- In tg------ - ---------------
n 2 n n 2 n

- sin(/ - к - 1) ֊°- In tg 17 - 2
n 2 n n

i(l - k) (cos (Z ֊ £ -(- 1) —- - cos(Z - k) + 
\ n n /

+ cos(Z+*)——cos(Z+<t-l)A + 2C֊M + 
n n n ]

acosZ —— ֊ (r2—rj Л ֊ cos / — (1.4)
n \ n /

при 1 = 1, 2,.՛.. n.

2.VpJ sin4^--sinU —1)-^]-— 0 (1.5)
А.։ L Л n | r։

Pn=0 (1.6)

՝ В монографии | 1] условие (1.3) для определения (р0 не используется, что приво
ди- к существенной погрешности вычисления Р((р).
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где
?(/-£) = ! при / £>0

о (I — А-) = — 1 при / — к <20

Р}, Р..... Р„ 1, Рц — дискретные постоянные значения искомой функ
ции контактного давления Р(ф') в области контакта [0, ср0].

Имеем систему п 4՜ I уравнений с п + 1 неизвестными. Искомыми ве
личинами системы (1.4), (1.5), (1.6) являются величины Р}, Р-:,..., Рп-ъ 
величина а и угол фо.

При решении системы ( 1.4). ( 1.5), ( 1.6) применим метод итерации.
Пусть нам известно некоторое приближенное значение угла фо (фо ~ 

= г0). При значении угла <?*, переменные коэффициенты при искомых ве
личинах т и А, к — 1..... н — 1 системы (1.4) преобразуются в постоянные
коэффициенты. И, следовательно, система п трансцендентных уравнений 
преобразуется .ч «том случае в систему П линейных уравнений. При решении 
системы Я линейных уравнений применим метод Гаусса [2] и определим 
значения величии Рх, Р„ у. А затем значения Р„-\, Рп
подставим в уравнение (1.5) (условно считаем это уравнение контрольным 
уравнением). Если при этом уравнение (1.5) преобразуется в тождество, 
го .что значит, что значения Р^-., Рп 1> « являются решением системы 
(I 4), (1.5), (1.6). В противном случае счет продолжается до тех пор, пока 
будет найдено такое значение угла фд и значения Р,..... Р,-1, при которых
уравнение ( 1.5) превратится в тождество. В результате решения системы 
(14), (1.5), (1.6) получим значение области контакта [—ф.», фо], значение 
сближения цилиндров при сжатии а и кусочно-постоянную функцию Р(ф'). 
меняющуюся скачками. Построив график значений г’։, Р_>-~>, Рл-и 0 и 
сгладив скачки, получим кривую, изображающую приближенное решение 
системы интегральных уравнений (1.1), (1.2).

С помощью ЭВМ мы решили систему (1.1), (1.2) для пяти вариантов 
исходных данных Л, г2. Р , И|. X։, V», V? (табл. 1). Решение системы (1.1),

Таблица 1

№ 
п/п г։, с.ч г5. см кГ/см 7.|, СМ*/К Г 7.,. См'^кГ •*,. см1 кГ •'3. С.м’.-кГ

1 71 72 6.9 1.24 10՜7 5.2 -10“< 1.45-10՜7 5.8 10-‘
•/2 71 72 6.9 1.24-КГ7 5.77-10' 4 1.45-1О՜7 8.1 10՜4
3 71 72 6.9 1.24-10 7 4.4 10 4 1.4510-7 1.0410՜3
4 61 62 4.46 1.24-10՜7 5.77-П)-1 1.451О՜7 8.1 -10՜4
5 71 71.1 6.9 1.24-10՜7 5.2 -10՜4 1.45-1О՜7 5.8 -10-’

(1.2) мы получим при разбиении интервала [0, <| о] на 20 подннтервалов и 
при разбиении [0. фо] на 50 подннтервалов. При решении системы (1.4). 
(1.5), (1.6) мы поставили условие, чтобы при подстановке полученных зна
чений =1, Рц.,., Ря-1» Рп в контрольное уравнение (1.5) его левая часть от
личалась от правой части в седьмом знаке после запятой. В результате по- 
3 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 5 
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лучим, что решение системы (1.1), (1.2) при и =20 и п = 50 практически сов
падают. Полученные зависимости функции давления Р(у') и углы контакт 
<ро представлены на фиг. 1, 2.

Фиг. 1. 1 - Заянснмрсть /-’('/) для 
1 нярипгпл напалппыя данных; угол 
контакта у, 7 17'; 2 Заппспмостп 
/’ (г) дли (I варианта нпчплкнмг 
дани их; -, 8 16'; 3 Записи моеТ։ 
/* (; ) дли III иарнинта начальны! 
данных; у, -9'55': 4 Заппсичооп 
Pli՝) для IV пармантл начальны!

данных; 7’13'

Фиг. 2. 5 — Завхсямпсть Р (?՛) дли V варианта 
начальных данных; «։ 29'33'

В расчетах на прочность покрытия труб при их транспортировании, ког
да имеют место динамические нагрузки, следует учитывать увеличение вели
чины Р*. Представляет интерес определение такой предельной величины Р’. 
при которой начинает разрушаться изоляционный слой трубы, с целью на
ложения определенных ограничений на условие транспортирования труб.

Кисщкнн государмпенный униперсктгт
им. Т. Г. Шейченко Поступила 7 VI 1977
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Վ. Ս. ՊՐՈ8ԵՆԿՈ. Ь. Դ. ՖԵՍԵՆԿՈ

ՃՆՇՄԱՆ ՈՐՈՇԱԿԻ ԿՈՆՏԱԿՏԻ ՏԻՐՈՒՅԹՈՒՄ ԵՎ ԿՈՆՏԱԿՏԻ 
ՏԻՐՈՒՅԹԻ ՈՐՈՇՈՒՄ!! ԵՐԿՈՒ ԿԼՈՐ ԳԼԱՆՆԵՐԻ ՍԵՂՄՄԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ, 

ՈՐՈՆՑ ՇԱՌԱ’ԼԻ'ԼՆԵՐՐ. ՀԱՄԱՐՅԱ ՀԱՎԱ11ԱՐ ԵՆ

Ա մ փ ո փ ո I մ

1,արումների որոշման խնզիրր ի< ո ղո։[ in կի մ եկուոարմ ան շերտում Հան֊ 
ւյրոմ է աոաձղականւււք) յան ահս tn fl յան կոնտակտային խնդրի յուծմ անը։

ենդրի յուձումր ս տտյյւ/եյ Լ Հետևյաք եզրային պա յմ անիր' ճնշումը կոն-
•ւ՚սւկտի սահմանային կետերում հավասար Լ ր1ր,՚!ի

DETERMINATION OF PRESSURE IN THE CONTACT AREA 
AND OF THE CONTACT AREA PROPER FOR THE CASE 

OF COMPRESSION OF TWO CIRCULAR CYLINDERS
WHOSE RADII ARE ALMOST EQUAL

V. S. PROTSENKO, E. D. FESENKO

Summary

The problem of determining the stresses in the pipe- insulation 
layer is reduced to solving the contact problem in the elasticity theory 
(Io determining the pressure in the contact area and the contact area 
proper). The solution is obtained, using a boundary condition: the pres
sure at the boundary points of contact vanishes.
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3. А. МАРТИРОСЯНО ДВУХ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ КРУГЛЫХ УПРУГИХ ЦИЛИНДРОВ КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫОсесимметричные контактные задачи с определением площади контах-1' та для однородного цилиндра и жестких штампов исследовались в работах1 [5—7] и др. Контактные задачи с определением области контакта для слу-1 чаев двух контактируемых тел. когда одно из них или оба имеют неограниченные размеры, рассмотрены в работах |8—221 и др. Определение области]контакта между двумя упругими конечными телами мэ различных материалов исследовано в работах [23, 24] и др. Контактная задача для двух цилиндров при учете переменного коэффициента сцепления рассмотрена в работе [25], где изучен характер распределения контактных напряжений.

В настоящей работе рассматриваются две ос с с и м л։ стр и ч и ы е за да ч к теории упругости для двух цилиндров с различными упругими свойствами.имеющих конечные длины и одинаковые диаметры, которые контактироэа- ны между собой торцами при сжимающем внешней торцевой нагрузке. Н։ боковых поверхностях цилиндров нормальные перемещения и касательные напряжения равны нулю. Контакт между цилиндрами принимается гладким. то есть без сцепления, а зона контакта двух цилиндров считается неизвестной и определяется в процессе решения задачи. Осесимметричная ежи-1 мающая нагрузка берется таким образом, что образуется контактная область в виде круга. Решения рассматриваемых задач представляются в виде рядов Фурье-Дини, при этом для коэффициентов этих рядов получены парные ряды-уравнения, содержащие функции Бесселя. Далее, следуя [4, 5], определение искомых коэффициентов сводится к решению квазн-вполпе регулярных бесконечных систем, свободные члены которых стремятся к нулю. Окончательные выражения для контактных напряжений получены с выделенной особенностью. Для конкретных внешней нагрузки и размеров составляющих цилиндров вычислены размеры контакта и напряжения н» контактных и боковых поверхностях цилиндров.1. Пусть два цилиндра конечной длины и одинакового диаметра, изготовленные из различных материалов, прижимаются по торцам друг к другу (фиг. 1). На других торцах цилиндров приложена осесимметричная сжимающая нагрузка таким образом, что образуется контактная область в виде круга. Сцепление на поверхности контакта отсутствует. На боковой поверхности цилиндров нормальные перемещения и касательные напряжения равны нулю.В дальнейшем все величины, относящиеся к левому цилиндру, отмечать индексом 1, а к правому индексом 2.Граничные условия рассматриваемой осесимметричной задачи 
будем
имеютвид
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I — р. О < г < «I 00М--= 11 =^М-Уа?7Р(М (1.1)( 0 а < г <՜ /?) Ь1-W(r, Z,) = 0 (1.2)Ч2(Лг)=о «<•)(/?, г) = о (1.3)Из условия контакта имеем

^(г, 0) = <^(г, 0) -<Jf>(r, 0) = т<2>(г, 0) (1.4)
пШ(г, 0) = -и™(г, 0) 0<г<с (1.5)3(;>(г, О) = о с<г</? (1.6)где 1, - длины, R — радиус цилиндров, Jn lx) —функция Бесселя действительного аргумента первого рода, а 'Лк — положительные корни уравнения (fU/?) — U, расположенные в порядке возрастания (/ — 1,2).Решение задачи сводится к нахождению функций Ляпа Ф ' (/-, z), которые удовлетворяют бигармоннческому уравнению [2]д-’Ф«> = + А+ ^.\ г) = ° (1.7)

\ Or' г дг dz'Jграничным условиям (1.1 — 1.3) и условиям контакта (1.4— 1.6).Напряжения и перемещения выражаются через функцию Ф՝"(г, г)следующим образом [2]:
о<О =

3«> = д 
Ог

О 
~дт

V/ ) △Ф<°
V/) ДФ<0

дг /

дг՜ гАР(/)1 
дг-Й(Л _ —L 

* ֊ 4G.
2(1 7,)дф(/)_

dz"

ы(0= _ 26\ drOz
(1-8)1 д°Ф(П

^Ф(0

где (7, —модули сдвига, а ^—коэффициенты Пуассона.Решения уравнении ( 1.7) ищем в следующем виде [ I]:
Ф։о (г, 2) -= z (R, Z- 4- С, г) + У (Д՛1 sh -t- ВТ ell 3« + 1—14- CP^Z sh ?A.Z + ch 3^Z) y0 (3fcr) (1.9)
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Удовлетворяя условиям (1.1—1.6), согласно ( 1.8) получаем

й ■ В‘՜ 6(1-7,)
«V’ —27(с1Л

сГ’= - $1» Ра-/? с!1 Ра/г — /к!, у , яй 4՜ ^к1; с!ч '^к1( 
&[зКЫ-&£] * ՛’ Й(зЬ=ЙЛ Й/?) (1.101

/УО _ 5Ь- Ра-// х За// бИ (/)Й(з^ЪА֊Й/?) к Й(зЬ^а-// Й/;)Здесь неизвестные коэффициенты Хь определяются из следующих пары рядов-уравнений по функциям Бесселя:
.У, + V (1 + Мл) ֊֊ /о(М = Е 1ШМА=1 рй А--=1 0<г<с (1.11)«!? ^^а/о(Раг»=О с<г<А‘

к—1где введены обозначения
(1-2^)0,4-671 -2у2)С£1->х4֊О(1-м (1.12)

Л/4 = 7Л/1]) + (։֊«)^я <2л:=«Р1”а1” (1-։)/>4|о?>

М’= 511^Л(сЬ^//-8ЬМ») й/.(1 гМ/)
5ь;ад-з֊/;

р!Л, зЬ ". сЬ 3^.', рл.зь։м,— ^й) (1.13)
1֊ у.а = -------------------*----------1 — у, ֊г 6՜ (1 — у2)Приведем парные ряды-уравнения всстиые Хк ищем в виде

ск бесконечной системе 14, 5]. Нсиз-
<8 г֊?՛2 /214 1?\ (А — 0> Ъ 2,- ) (1-14)(Рас) /о (?ал) т֊^»
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Подставляя (1.14) во второе уравнение (1.11) и пользуясь разложением

(с5 - Г/(г) = ։>5+т

г 12 (Л (М

А-и
(з : 1, 2,...)

О
О

с

(1.15)
получим

I |. ла()-6..1ип֊ 0 (5е4-о (рлс) = 0)
ь0 = |/2 г(3/2)4։)= |/ 2-4’

Подставляя (1.14) и первое уравнение (1.11), затем умножая
г

(1.16)
получен-ное соотношение на г(с՜ —гг) 5, 5 4- 1

£
далее инте*грцруя по г в пределах от 0 до с и используя значение интегралас

(1.18)где Г(х) гамма-функция, /"’(а, 3, л) гипергеометрическиЙ ряд.Выражение (1.18) представляет собой бесконечную систему алгебраических уравнений первого рода относительно Ьт.1Ьльзуясь значением ряда2 й ■ ■ -1 * ■ -■> _ 0,я< I
СЮ

.!. I)՞’՜4 I (у) ЗяЫ.2 А I 2»! +1/2 (СУ) (Ы9)о
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бесконечную систему (1.18) приводим к лидуОО6.= У а,т Ьт 4- <!. (’Ж

л։ — 0где введены обозначения
(֊1Г ’2(4։+1) Г 1 г'"+1'։\ Я ) ։.нв^ д )

---------------------- г.------------- -- ]---------------------- УЩ---------------------’ 1 о-------------------------- |
- 2 (4։ +1) У Л-1 ГдУоС/лЛ)

<1. ֊• 2 (4։ (- 1) /с У ֊^=- Л,+1Л (₽»с) (1.22)
З/п« —символ Кронекера, /„ (.г). А» (х) — функции Бесселя от мнимого аргумента соответственно первого и второго рода.Покажем, что сумма модулей коэффициентов бесконечной системы (1.20) при возрастании 5 стремится к нулю, то есть

+ 1։т 2(45 + 1)„У УI Л,■ (М | ֊ о (1.23)
Для первого члена ( 1.23) получим оценкуСО2(45 |-1) Г

2» I-1/2
т ֊-О

2т 12

2(45-1)
4։ -1,'2 2т-I

О

0

= 21^1^77 (1.24)- 3 у/Лу) -։+1л А’/ Ч те/ 2 R ՝!оИнтеграл (1.24) сходится абсолютно и равномерно по параметру 5 и, следовательно. выражение (1.24) является ограниченной функцией от 5.
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(1.25)

следовательно, интеграл, входящий в (1.24). при возрастании 5 стремится к нулю.Аналогично можно доказать, что второй член выражения (1.23) стремится к нулю при возрастании к, откуда следует, что система ( 1.20) квази- вполне регулярна.Из (1;22) видно, что свободные члены </« также стремятся к нулю яри 5 -> оо.После решения бесконечной системы ( 1.20) из первого уравнения ( 1.11) ври фиксированном / определяется уо.Значении второго ряда системы ( 1.11) в области 0 г < с представляет собой контактное напряжение, а значение первого ряда в области I < г <. R — перемещение вне контакта.Подставив значение Аь по формуле (1.14) во второй ряд (1.11) и пользуясь формулой ( 1.15), для контактного нормального напряжения получим следующее выражение: О с \ г Rл_ 1<2 /и 4-1/2, 1------ у Ьт------- -------------------------------/2 с £о Г(/н4-1/2) (1.26)
Коэффициент при особенности 1 с" г'՝ в формуле (1.26) в окрестности г — с имеет вид

(1.27)
Вопрос определения размера площади контакта связан с исследованием нормального контактного напряжения с определением его величины и знака.На основании (1.26) .(1.20) и (1.13) приходим к выводам, что если «'?' = и /| — то размеры области контакта не зависят от интенсивности внешней нагрузки и от свойств материалов.2. Рассмотрим теперь аналогичную задачу, когда нормальные перемещения на одном из торцов цилиндра равны нулю, а остальные граничные условия контакта остаются без изменений. Принимается, что нулевые нормальные перемещения относятся к левому цилиндру, то есть отмечаются индексом 1.



42 3. А. Мартнрбся::
Граничные условия задачи имеют вид

Ч” (<-. 1=) = + Е а?1/» (М (2-1)
42 (п *)=<> (2.2):/,) = 0 (2.8П•<2 (Я. Z) = о, и» (Я, г) = О (2.4)Условия контакта ( 1.4— 1.6) остаются без изменения.Напряжения и перемещения представляются в виде (1.8). а функции Ляна - в виде ( 1.9).Удовлетворяя условиям (2 1 2.4) и (1.4— 1.6). при помощи (1.8)получаем

С^-31^ (2.5)
q(I) ___________ sh՜ fyly___________Хкsh .3*4 ch 3*4 4- РЖ fyl. о , . о , v (2.6)_ ____sh |'*/: ch р*/г _ Xk* ■ sh?*4ch₽*4 4-^-4 Й

Коэффициенты В,-, А'р, B[՜՛, С?՛, D\՜՛, /Г*1, B՝£՛ находим из соотношении (1.10). Неизвестные коэффициенты Л* определяются из решения парных рядов (1.11), где
м«) = — sl> (ch ^Z| ~ sh t՝1՝) + Р' п - О (2.7) sh ch р*/, 4 '3*/1а Л/*՛’, Р\՜', и л даны формулами (1.13).Представляя выражение А* в виде (1.14). аналогичным образом получаем для определения коэффициентов /л„ квази-вполне регулярную систему бесконечных линейных алгебраических уравнений типа (1.20), где

и^= -2(4x4 1)VJ _ я sh р*4 (ch р*/1 - sh р*4) 4- ?*4 sh р*/։ ch 3*/։ 4- 3*/։sn 3*4 (ch ;>*/.j — sh fy-lA -- Л-/? (1 4- Л-'4 shs3*4֊&£
.z J‘2i+j ■.>(/<<■) J(?*c)x КЛ’(Зл/?)

( irl։2(4s4-l)f К / 2’+։4 r) ,-------------------------------I------------------------- —— ---------------------- dy (2.0)
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Л - 2рс (4»+1)5 (1 ■ «) У8 У^’А.. ,В (М (2-9)у* (51։* рл/г — \>к12)После решения бесконечной системы аналогичным образом определим У., а при помощи (2.5) С .Контактное нормальное напряжение определится по формуле (1.26). а коэффициент особенности — по (1.27).3, Чцеленные примеры.а) В качестве примера рассмотрим два цилиндра одинаковой длины я одинакового диаметра, которые прижимаются но горцам друг к другу без сцепления. На торцах цилиндров приложены равномерно распределенные нормальные нагрузки (фиг. I)И ='/> (г.1. ) | ' "Ри °<'<“ (3.1)I. О при а \ гВ атом случае размеры контакта не зависят от свойств материалов.При этих условиях имеем
= = = ау. = ^ = а. = - (3.2)
После удовлетворения граничных условий и условий контакта для определения коэффициентов Ь„. получим систему бесконечных линейных алгебраических уравнений типа (1.20), гдебЬ Ы(сЬ М֊бЬ М) ֊ МП + М

_ ей?,/ -3,/сЬ^/Л 3ИяЬ\3А./ - № ак
(3.3)
(3.4)

График зависимости площади контакта от длины цилиндров для значений = 0.125 и 0.25 показан на фиг. 2.№&Распределение нормального контактного напряжения при различных значениях / и и показано на фиг. 3 и 4.Зависимость длины цилиндров (•') от размера участка приложения нагрузки (а) при условии, что цилиндры остаются в контакте по всей площади (с = /?), приведена на фиг. 5.6) Рассмотрим теперь случай, когда нормальные перемещении на одном из цилиндров равны нулю, а остальные граничные условия и условия контакта совпадают с условиями первой задачи.При этих условиях имеем
а(|| = аП1_. А а(21_____—о а(2) ֊ аг =(3 5)
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Для определения коэффициентов 6« аналогичным образом получин систему бесконечных линейных алгебраических гдеЛА и (Д. определяются по формуле (1.13). уравнений типа (1.20).

В этом случае при 6 — А размеры контакта зависят от свойств материалов.График зависимости площади контакта от длины цилиндров (/։ = /.•) для значений — ֊ 0.125 при Оя=0: 0.25; 0.5; 0.75; 1 показан па фиг. 6.Если а = 0. то напряженное состояние в двух задачах совпадает.При полном контакте (с = R) и отсутствии особенности напряженийна крае контакта зависимости между длиной цилиндров и а При =0.125; А0.25 показаны »га фиг. 7.
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Распределение нормального напряжения па боковой поверхности г = 7? при значениях / 0.1 R, а -0.125 R, V. -■֊ 0.01; 0.49 показаны на фиг. 8.
Ереванский ноли.-схкн’геский институт 

им. К. Маркса Поступила 24 XI 1977

Ջ. Ա. ՄԱՐՏԻՐ Ո В ՅԱՆ

ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԵՐԿԱՐՈՒԹՅԱՆ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ԿԼՈՐ ԳԼԱՆՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ ԵՐԿՈՒ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆԱ մ էի ո ւի ո I ։ք
Դիտարկվում է Հսսկատներով հպված, ուարբնր աոտձ զական հատկւս֊ 

•Iյէէւններ և միևնույն տրամագծեր ունեցող երկու շրշանալին գլանների առա- 
Փողականով) լան ւոեոության երկու սսւանց րաոիմ ոտրիկ խնդիրներ։ Նորմա} 
տեղափոխումները և շոշափող լարումները զլանային մակերևույթների վրա 
Հ-ովԱէսար են գրուի.՝ Գրսնների կոնտակտի ո՚/էր՚էէլքքր ընդունվում Լ անհայտ 
և որոշվում Լ իէն դիրն եր ի լուծման րնթացրումէ
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Խնդիրների /т Ժ п ւ մն /. րր ն ե ր կաfin у վո ւ if են 3> tn ր յե ֊Դ ին ի ի շարբերի մի- I 
հոըովւ //■/»/ շարրերի գործակիցների որոշման Համար ստացված են գհւրյ 
շարքեր֊հավասարումներ, որոնց պարունակում են (•եսսեյի ֆ ո ւ ն կ у ի սւն ե р ր 1 
^ույգ շարրեր-հավտսարումնհրի լուծ ամներր Հանդեցվա ծ են րվագի֊լիովին | 
ռեգուլյար գծային Հանրահաշվական Հավասարումների անվերջ սիստեմների 
I tti ծմ ան ր, որոնց աղսէա անդամները ձգտում են գրսյիէ ներված թվային Օրի֊ 
նակներում որոշված են կոնտակտի տիրույթ(ւ չափերը և հաշված են նորմալ 
լարումները կոնտակտի տիրույթում և գլանային մակերևույթների վրւա

ON TWO CONTACT PROBLEMS FOR CIRCULAR ELASTIC CYLINDERS OF FINITE LENGTH
Z. A. MARTIROSIANS u m in aryTwo axisymmetric problems is the elasticity theory for two cylinders of finite length and equal diameters, with different elastic properties contacted to each other on the butts under external compressive butt loads arc considered. On the lateral surfaces of the cylinders the normal displacements and shear stresses are equal to zero. The contact between the cylinders is assumed to be smooth. The contact zone is unknown and is to be determined in solving the problems. The solutions are presented as Fourier-Dini's series. To determine the coefficients of these series the dual series-equations, containing Bessel’s functions, are obtained. The dual series-equations are reduced to ihp solution of a quasi-quite regular infinite system of linear equations with free terms tending to zero. For the specified external load and dimensions of the cylinders the contact dimensions and stresses on the contact and cylindrical surfaces arc calculated.
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Э. X. ГРИГОРЯН

О КОЛЕБАНИИ МАГНИТОУПРУГОЙ СРЕДЫ. ВОЗБУЖДАЕМОЙ 
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ ГАРМОНИЧЕСКОЙ СИЛОЙ

В работе рассматриваются колебания изотропной безграничной среды 
под действием сосредоточенной гармонической силы и при наличии одно
родного магнитного поля, параллельного плоскости движения среды.

С помощью преобразования Фурье строится решение, характеризую
щее колебания магнитоупругой среды под действием сосредоточенной гар
монической силы. Далее при помощи метода Лайтхклла [1] при больших 
расстояниях от точки приложения силы получены асимптотические форму
лы для перемещений в зависимости от интенсивности внешнего магнитного 
п<՝ля. Кроме того, из рассматриваемой стационарной задачи, отличным от 
традиционного образом, получено решение нестационарной задачи о сосре
доточенном импульсе.

Задачи о движении безграничной магнитоупругой среды, когда в ней 
действуют объемные силы тина сосредоточенных импульсов, рассмотрены в 
работе [2].

Аналогичные нестационарные задачи для анизотропных тел при от
сутствии магнитного поля исследованы в работах [3—5].

1. Отнесем прямоугольную систему координат к идеально проводящей 
упругой среде и рассмотрим движение данной среды при наличии однород

ного магнитного поля Н(На, 0, 0).
Линеаризованные уравнения, описывающие движение указанной магни

то-упругой среды, когда в ней действуют объемные силы, не зависящие от г 
и имеющие нулевую составляющую по оси ֊՝. в случае пренебрежения тока
ми смещения имеют вид [6, 2]

С։ дх՞ 4 Оу" + (С| с^дхду 1 р Л (а’ 'л

.2 д^> . 2 д*и™ , . , . д"֊<^
+(с? с1)^-у

^/։)
д^ 
дР

(1.1)
с

'■« дх֊
֊-Т(х, у, /) =

где

с\7 ----------- - с; — —> с-. — с? 4- а՜,1 р - р 3 1
"■Нь<? = 4пр

Л И С — постоянные Лямэ, р — плотность упругой среды, р — магнитная 
проницаемость среды, С1 и с; — скорости распространения волн расширения 
и искажения в среде, а — скорость Альфвена.
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Пусть А - 0, У(х, у, I) о(х)Ч։/)е В таком случае 
г; '(х. у, 0 (п = 1, 2) можно искать в виде

и"(х, у, 0 — ип(х, у) 0 < «՛>

Подставляя выражения и (х, у, t) в (1.1), для определения ип (х, ?;) 
получим

с\ '*՜ с2 , л -Н<ч - с2> —Г 1 111 ° 
дхг дц- Охиу

>2 м 1 <1’2>
<=’֊= 1-с|Цг-|-(с’-с|)-Ц^ |-«Ч —Чх)Му)-0
'дх1 ду2 дхду р

Построим то решение уравнения (1.1). которое при № -г У2 ” 00 пред
ставляет уходящую волну. С этой целью применим к обеим частям диффе
ренциальных уравнений (1.2) преобразование Фурье по переменной х. В 
результате придем к системе из двух обыкновенных дифференциальных 
уравнений, общее решение которой при у =# О имеет вид

“■ = - ъЗ-ЗЗг ֊ с^' + De"lvl)
z> с3 ' 1 | i?'

I - _ JL Ce,w +

2|tcJ rj - f |

■Г + (&-*+ рг.1,|;
I? -K

Здесь

U(c} = Z‘(a)֊-4clclclc^։-k])^-k^ = k, = —
C-4 C։

Z(o) — (c|4-cpu>2 4-(ejej c|c5)a’

Теперь для получения нужного решения однозначные ветви функций
Тз(°) выберем таким образом, чтобы 7„(Л)-* ,3| (п = 1, 2) при 

з • ֊. Отметим, что точки kl, ± к.., ± &3 — ± <՛» (с3 — с2) а (с‘{ —

— С:)’*), ± 4։ " (сЛ-г с^)/а(с1 — С2 )'2 являются точками ветвления
для функций 7П (з), причем — ± являются точками ветвления
4 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 5 
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второго порядка для внутреннего радикала в выражениях функц 
7п(з). На этом вопросе мы подробно о танбвимся в дальнейшем. А1 
логично, как в (7], разрезы, выделяющие однозначные ветви ятях 
функций, должны быть проведены так, чтобы вещественная ось об
ходила точки ветвления Л-։, С, Х’4, А*։ снизу, а точки — &։, 
— — сверху.

На основании вышесказанного для определения нужного решения надо 
в формулах (1.3) подставить С = О=0. Остальные постоянные определя
ются при удовлетворен ин соответствующим уравнениям при »/ — О. Оконча
тельно для Иг, (х. у) получаем следующие выражения:

— ее-

1 р ։ с' (з* — А ■) - р- •* •2^֊] ^~схр[

— л>

Теперь приступим к исследованию функций (п 1. 2). обладающи 
вышеуказанными свойствами.

Очевидно, что точки ±А\ являются точками ветвления инутренж 
го радикала в выражениях функций (л 1, 2). При достато’ 
малых а Лг։) < 0, /( ± А ) >0. Отсюда следует, что при достг 
точно малых а точки ± к., ± к։ будут соответственно точками ве'
вления второго порядка для внешнего радикала 
72(՜). Следовательно, имеют место разложения

(8] функций -(։ (1),

!„(») = а֊Г - ± ка 4------, I з — кп -= - г Г кп — г

1 — з — кя = — / I з ֊4֊ к„

< = —Ч~» (л-1.2)

7 (Л,) ՛ [г- (С- — С-) - а-с] — а1)

Очевидно, что эти разложения верны только при тех значениях а, которые 
находятся в интервале 0 в < о;, где ш <.а? определяется из урапненря

Л(^ = 0, О,= -Д^р'с։(|4с?֊3е’ с։)

а о, из уравнения

2(к^ = 0, а, — — /с; — 
с.
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Отсюда непосредственно следует, что при а = а։ точки - к2 ==֊ _ к3 
’паяются точками ветзленйя четвертого порядка для а точки 
1 к։ остаются точками ветвления второго порядка для и (з). Значит,

'"•’[а1 2с՝,. (с, ; с.Л сг I (с3 4֊ с2)? ел]
2^

Так как при а = а՝ 7. — 0, то отсюда следует, что при <и < а < аз 

(а | с|- с,). /(кгХ0 и Х(41)<0, следовательно, 72(а) точек 
ветвления не имеет, а для функции у։ (з) точки ± кх, ± к2 будут точ
ками ветвления второго порядка. Следовательно,

7։(*) = И 3 1: *« + •••

2^(с? д) л՜ = 1/ 2щД1с; ск, </; —йг. (П=1.2)

При а = |/ с: с?; точки /<г = ± к2 уже не будут точками вет
вления для 7։(=). в этом случае 7, (<з) в окрестности точек кх имеет 
разложение следующего вида:

. , .,,11 - 8<->2а=
71 (3) =<Х г. е=-/֊-2—-у

С1 сз

В случае о —с., (из 1.4) следует, что точки ==■ ±.к'>. будут точками 
ветвления четвертого порядка для функций 7п(3)(н = 1, 2). кроме того, 
точки ± к. опять будут точками ветвления второго порядка для 71 (с). Та
ким образом.

։ -, _Г ։
7П (3) = У7 3 ± Н----- > з — ^ = е кх — о

_______ ________
а —кг=^е V кг 4֊ з 

е.; = г 24? [а * 4 2с2 (с,. ֊ с3) о2 4֊ (с84-с3)2 с|]

1Т '՜4'
е2 =е е£, е~ = е еу, = — геу
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Аналогичными рассуждениями можно показать, что при аз < а < а 
точки гЬЛ? являются соответственно точками ветвления второго поряд
ка для функций Уг(а). У1 (<*)•

Зная особые точки функций ’(п (“) при разных значениях а. методой 
Лайтхилла можно получить асимптотические выражения для и‘:2Цх, О, Г 
поскольку и(։)(х, 0, 0^0 при I Л-1 СС

+ 2 |/Г|хГ ехр +

+ в аГТЙ55 ехр| ~' V " А՛1 х 1 “ т) * 0 < I * I՜5'’)

{ ___________с? с* (с?—ср вГ__________
(г? — с|) [(с'{ — ср с? — ср5]

.42 = 1ип 2 I з — Аз —- —|/5~£,ял(з)
(Ь

2. а — аг

(21/ л л А* (1'4) | . /, ? । । Згс\1
н'-> ^х, 0, /) = -р=г—|--р֊ ехр | - I - к, I X) - —) +

. /12г-
+ “й^еХР

^3Г(3/4)
I 2 ^|.г|34

А/Т (1/4)
41 2«|хГ

ехр

ехр

ехр

34,/Г(3/4) ~ л
1/0՜ _ , |7М ехр

|- В -֊—=/----<.=- ехр —
• 2 I г. |х|32 Ч

Г (г) - гамма-функция
>0-1 2 (С1 — с2) 

26С4СЗ(6Г)3

Остальные коэффициенты не приводятся ввиду их громоздкости.
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3. Ui<^ а<^ а^, но а-/-а..

(х> °՝ ° = рТ (“]7F՜+ехр [- ' (“< ֊ ^1 *I -

֊т) ехр '‘б’'-М*1--|)] + ։,(1«Ги)
1 / ֊ | •՝ I Л | \ I /

Л — С՜^1__ /» _ _ С‘ с2 (с> '՜՜ С?)
1 46\֊>С4 1 26’2(^)(с2-с2)

Л0 = Г։т2|/ = —I 5 — к-, - у 5 — ка и.(5) 
»-*» rffl (Л

4. а = а2

с2 с?
u'^{x, 0, /) = -J-rZT^T^ехр[:-/(<.7 kt I x |)] 4֊ 0 (| x |՜ ')

5. a ~ a3

(x, 0, t) = -4^֊^- exp —֊
I 2 -| x I \ b /

A/T (1/4)

Г (г) - гамма-функция.
A 1 - c*____ •

' У2 СсЦе/У ’

Остальные коэффициенты нс приводятся ввиду их громоздкости.
Случай аз <2 а ■< оо аналогичен случаю 0 a <Z ai и поэтому не об

суждается.
2. Представляет интерес также получение асимптотических формул для 

случая у#=0. Для этого случая, причем без ограничения общности, можно 
считать у.>0, х>0. Приступим к исследованию функций

)՝П («я) “ COS 9 («л) Sill 0, »п — =я4-/'я» (п 1,2) (2.1)
(0<9<»/2)

Функции /«(<։„) являются регулярными функциями комплексного 
переменного «я, п соответствующим образом разрезанной комплексной 
плоскости ^пу отмеченной выше. Заметим также, что функции «л (^л) — об
ратные к fn('Jn) алгебраические функции, поскольку они удовлетворяют 
алгебраическому уравнению четвертого порядка с полиномиальными коэф
фициентами, получающемуся из (2.1) простыми выкладамн [8, 9|.
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Исследуем критические точки функций 1-п (^п), то есть нули функш 

'•„(%). Легко видеть, что нули функций Хм («я) должны удовлетвори- 
при каждом 0 уравнению

где

г — = (— О --------------------- :—,,- -т=----------------dan 1Ч„ ]' U (ап)
(п = 1, 2)

Отсюда следует, что рассматриваемые уравнения будут иметь рсше-

ния только и том случае, если / будут вещественны. В зависимости 
и

от значения а рассмотрим следующие случаи.
I. О^и^а,. В этом случае числитель при —О п выражении

<— '՜ —положительный. а у?(а:)— отрицательно мнимый. Отсюда еле- 
с/а2

дует, что точки а?—«го из интервала (—/г>. 0) являются нулями первого 
порядка функции л/(аД поскольку, как легко видеть, л/ (<Ао)#:0. н нм 
соответствуют значения б С (0, г/2). Диалогично при 0<3)<<я/2 точки 
—ki <ccjo<0 будут нулями первого порядка функции Ai'(oti). Тогда, в си
лу известной теоремы об обратной функции из теории аналитических 
функций [8], точки A20-=a2^cos 0 —/•(„ (я20) sin 9 будут точками ветвления 
второго порядка функции «2(л2), где х4(Хг) является решением урав
нения (2.1), а точки /10 — «10cos 9 — Л'х(а,0) sin О точками ветвления 
второго порядка для з։ (л։).

2. <n<Za<.U2. Так как числитель в выражении i—— при —^£<Caw<CO 
</а2

положителен, то отсюда следует, что z ^->»0 и, следовательно, в силу 
</л.

вышесказанного точки /.2o=aaocosO — ^(ccaOsinO будут точками ветвле
ния второго порядка для функции а2(>.2:). Поступая аналогичным образом, 
можно показать, что точки Хи, = ajocosti — iyi(aio)sin0 при —Л1<ац><0 
будут точками ветвления второго порядка для «|(л ). Помимо этого, точка
ми ветвления для ai(Xj) будут и точки Хю — ttiocosO - fy։(«io)sin0, где 
—^з<С<хю< — k2. причем в этом интервале значений Yj(ui) положительно 
мнима. Отметим, что □ этом случае точкам —/?з и —й? соответствует одно я 
то же значение 0 — 0. Отсюда следует, что при некотором значении из 

интервала (—-kt, —k2) функция достигает своего минимума н, ело
(/«J

довательно, tgO—своего максимума. Значит, при изменении а։й от — k.. до 

значения aJ0 ՛> изменяется от нуля до 6* arctg (id h- ":о, а 
при изменении я10 от л’ до — О изменяется от 6* до нуля. Кроме
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того, отсюда следует, что d-'ti при «х = «։’о, указывающее
Яд то, что точка /.j0= i’jCosO* — г;. (а[0) sin будет точкой ветвления 
третьего порядка для «х (\). Единственность нуля d-՛՛^ (^d1^ следует 
из того, что </jTj ¥- 0 при — ^3<<«։<С k2, в чем нетрудно 
убедиться. Значит, каждому значению 0 из интервала (0, б*) соответ
ствуют три точки ветвления второго порядка функции ах (>.,).

Аналогичными рассуждениями можно показать, что для остальных 
значений а «„(>.,,) (п=1, 2) имеют следующие точки ветвления:

'io ֊ «н>cos6 — ?7։(а։0) sin 0, «։<.€(— *2. °)> 7зоС (~ ^։» ~ ^з)

для <С а <՜ а3

«i»cos0 —/7։ (а։0) sin О, Zrt = — А «до < 0 для 7.j (/,) при а = а2

• ։с «го cos С — r;x (aja) sin 0, — к2 я.о < 0 для при «3 < я < 00«1(՝Ч)

ЙюI= а;дcos $ ~ (a.-u) s։n £'։<яго<° Для агОд) ПРН а 2 ° <2 аз

л20 — «20cosO — /ф։(х20)з1п О, — кг •< яг0 <՜ 0 для при а3 а оэз.,(/.2)

причем при некотором xj,' £ (— kv A'J точка л"=՛^’cos ffj (aJJ) sir.5“, 

где б’* = arctg (id՝;Jd'Jt) ’ «х — -io, будет точкой ветвления третьего 
порядка п отличие от остальных точек, которые являются точками 
ветвления второго порядка. Нетрудно заметить также, что во всех 
случаях л։о <0, h3 0.

Подробнее исследование функций, аналогичных Т„ («л), с другой точ
ки зрения, приводится я работе [5].

Имея в виду эти свинства функций «п (/■«), (л = 1,2), функции аи(х, у) 
можно представить в виде

(4֊ с2)«„ </ап „|arj.
2<^(Т? IP rf?

п2(г, б) -
2
У (- 1)”
и —J 2^ТЯ(7|֊7?>) (2.2) 

d>

). = cos 0 — г;п (аЛ) sin О, О <С "/2 

г = J х‘ -֊г ys , х - - г cos 0, у = г sin &
(л -1,2)

причем контуры интегрирования обходят точки ветвления —^пп снизу, а 
>„•)—сверху. Эти представления функций (,г. 5) позволяют по методам 
Аайтхнлла получить асимптотические формулы этих функций у==0 и г->оо.

Для доказательства возможности такого представления функций 
•л(г. 0),л..(/՜, 0) ограничимся рассмотрением одного из интегралов, входящих 
в выражение ^2(1՝, 0) (2.2), так как остальные получаются аналогичным об-
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разом. Рассмотрим случай О^а<01. 0<0<я/2. После замены перемен: 
х = гсо$0, у = /гИпО этот интеграл представляется в виде

/= J Л(с)ехр| / (о cos & z\ .(з) sin 6) rj t/з

А =֊-
с;(з2—к-) 
2чб\5(т?֊1|)

Рассматриваемый интеграл представим в виде суммы интегралов

/—А| 4 -р А, /։= Д (з) ехр[—? (о cos 0 — z’72 (o) sin 0) г]</з

— со

к,
4 = i А(«)ехр[ Z(ocosO — Z.'2 (3)sin

CG
4 = J А (з) ехр [/(□ cos 0 ՛- гр2 (з) sin 0) г] </з

*»
и каждый из этих интегралов в отдельности приведем к искомому виду.

Рассмотрим сначала интеграл h. После замены

л = з cosO — /•(., (с) sin Ь (2.3)

этот интеграл преобразуется к виду

причем контур Ь (фиг. 1) обходит точки А/. А/. соответствующие точкам 
А’-1. Аз на плоскости л, указанным образом.

Теперь заметим, что функция «>(/.2), как решение уравнения (2.1), 
аналитична в области Р, ограниченной контуром /- и отрицательной полу
осью —оо<?,2<—АасозО, за исключением точки Х20, которая, как показано 
выше, является точкой ветвления второго порядка для «^(Лг).

Очевидно, что значения о.(л_) = <т(К) являются значениями функции 
а.. (Х2) на /-.

Рассмотрим функцию .4 (з;.) </х2/Эта функция аналитична в 
области О, за исключением точки лй0 и совпадает со значениями 
Л (з) на £. Следовательно, независимо от того, какую именно 
ветвь функции аг(лй) мы выбираем, интеграл от Д (։.,) е/а5/</л2 по любому 
замкнутому контуру, не содержащему точки л„0, равен нулю. Значит
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СА

d/..— О при з2

Действительно.

J d>n
СА

е d‘

о

1'։

di., 

d‘:
е'։' dv

1____
I о2 cos lJ [

\ — и '■ iv, v0 ֊ — sin 6, и = 32cos 0 = 3cos rJ

Поскольку интеграл, стоящий в правой части неравенства, ограничен при 
|о*( ьоо ввиду наличия экспоненциального члена в подынтегральном вы
ражении, то отсюда следует наше утверждение.

Но, с другой стороны, при — а • — оо точка А стремится к беско
нечности по линии а точка С к бесконечности ио отрицательной полу 
оси. Отсюда следует, что

А= f (2.4)

— ЭС

где контур интегрирования обхо- 
ходит точку \0 снизу, а я։(Ц) оп
ределяется из уравнения

«j (Ц) cos Q — zy... (x2) sin О

Функция х. (Ц), определяющаяся из 
этого уравнения, характеризуется 
тем, что в окрестности Цо имеет 
разложение Фиг. 1.

7-2(/-2) — Ojo if | >■*, ;՛•••,

Действительно, поскольку каждому значению л2 из интервала 
--Л'2соя$ соответствуют два значения аа, то «2(Ц) получает 

значения —&а-С°зСя2о в точках а20 ֊< —А:2со5б, для которых
I Цо —Ц —/ЕЦ Цо , то есть при обходе точки Цо снизу, а 
остальные значения в тех точках, для которых | Цо — Ц =/КЦ—Цо» 
то есть при обходе точки сверху.

Далее, сделав аналогичную замену (2.3) в интеграле получим

Здесь аа(Ц) — вышеупомянутая функция. Теперь, имея в виду выше
сказанное относительно получаем
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Д'.со»?

4 + 4 = (’ А е՜"'^ (22
и

- -со

причем контур интегрирования обходит точку ветвления , сверху. 
1 !оступая аналогичным образом, как и выше, получим

О© 05

J A (s)exp[/(3 cos0 4- z'-f,. (с) sin 6) г| </з = j А (я2) А ՛ rd՛^ (2.6)

А։ Хг-.лохб

где определяется из уравнения

Хи — cu cos 9 rn. (х..) sin О

а контур интегрирования обходит точку ветвления—?.го функции aj(Xs) 
сверху.

После применения операции сопряжения в равенстве (2.6) окончатель
но получим

ее
4 = J /(a։)^-e-Vrfl.։ (2.7),

jt։eo։5

где Яс(л?) определяется из уравнения

л2 = а2 (л2) cos О — i -[2 (cu) sin 6

Здесь уа(«2) положительно мнима при —а контур инте
грирования обходит точку ветвления —лго уже снизу.

Таким образом, из (2.5), (2.7) следует, что

со

— со

где

л.. г. ().„) COS о («,)sin б (2.8)

Определяемая из (2.8) функция аг(Ха) характеризуется тем, что в ок
рестности точек ветвления ±(’<>о опа имеет разложения

7з (**а) ~ I ХпЦ л2 — Д дг

= я;о I ~ ^2 "Г •••> 1 7ео г л2 — ! )

Представления фуйкцнн п,(г. 0), .'.,(/՛, 8) в виде (1.6) для остальных 
шачеиий а получаются аналогичным образом.

Приступим к получению асимптотических формул для рассматриваемых 
функции при 0*<(Хл.'2 н Г->оо. При выводе этих формул ограничимся 
случаем л։<а<.аз, поскольку для других значений а эти формулы имеют 
тот же вид, что и при отсутствии магнитного поля.
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В рассматриваемом случае, например, при £л<а<а2 функция «։(?»։) 
при каждом фиксированием О из интервала 0<0<0* имеет три точки вет
вления второго порядка

= а‘рсо$9— г‘‘(1 (До) я։пО при До«֊(- &1, 0) 

Мо=До'со5 0 £•;, (Д?) я1п О при До£(—А:3, ап,) 

Ди — До СО5 0 — / 7։ ь։п 0 при До £ (До, — А։2)

а «;՛(/.!՛) — точку ветвления второго порядка Лго- При 6=0* точка яв
ляется точкой ветвления третьего порядка для <м(/.|), а Х*о— точкой вет
вления второго порядка для ОзСЛг). Имея в виду вышесказанное, методом 
Лаитяилла получим следующие асимптотические формулы для н(л)(г, &, /)
(л =1, 2)

где

Л(А) _ _2_____________ (С| <фДх0>________
" 2-6՛ 2с’К(ацо - $(«$>)] /Ч (Д?Г

Л(.)„_____ I

6) Случаи 0 = 0*

„(»>(г> 6> /) = ехр [_ ,• (Ш<_| I г ֊^/3] +
2՜ у г

В,.Г (2/3) г ։ г. . /Д1
4- —7-3,2— ехР I 1 (<у/ -1 'ю!г - ”/61 - 

2'г

֊ Ж ехр [ - I - | I г - Я/4)] ■ ■ 0 (г՜*3 >. (п 1, 2)
V -г 

где

I ]' 6 (С1 — С2)________ 7ю___________ 1
бС.'Сз (я10) — ', 2 (1։о)

-Ф;Ко)-ч№-^) 1
6с՝зО ;։ (а10) [75 (а|0) — (։(0)] |/ л1" 
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Ввиду громоздкости формул вЫраягения коэффициентов /3,- и С, не при
водятся.

Отметим, чю в случае а2<С«<а., асимптотические формулы имеют поч
ти аналогичный вид. Случаи а —аг и 0'<0<л/2 не рассматриваются, по
скольку вид асимптотических формул в этих случаях такой же? как и при от
сутствии магнитного ноля.

Далее отметим, что из решения рассматриваемой стационарной задачи 
нетрудно получить решение нестационарной задачи, когда в магнитоупру
гой среде действует сила У(х, у, I) = Ь( х)Ь(у)Ь( 1).

Действительно, введем преобразование в виде

itn (х, ։/, оэ) = и'՝п)(х, у, /)е л"' d>, (n = 1, 2) (2.9)0 <. ••> < со,

Тогда мя(х, у, »•>), являющиеся решениями уравнений ( 1.2), будут вы
ражаться формулами (2.2), которые, как можно убедиться, представляются 
в виде

z л х 1 Гп '<4 —4>$" - х
«1 (г, ">) = —г Re L (— 1) 7Т7Г-2-------— cos («”' *r) <*' *

о

1 / 1х" dsn . , . ч ,+ —֊. Ьи 4֊ 1) 3” sm d>* +
4“G J п-1 С3' 11 • ’ ) а к*

— ОО

00

н ֊Лт 1՜ У (- "■cus (2.10)
4nG J 4<ъ —V) d**

-- ОС

Z 0 X 1 Го <1/ 1ХЯ С1<4“СГ2)-4Ъ2 ds„ , , , r. , 
W G, <u) = —— Re У (— 1)-----де- />“՛_ .;;?x-------— cos (*■•%/•) ^ -j-

2"u J л-։ • ֊» > d0

i Г. Л, 1V. 4(4~cr2>-4v’</s,. . .. 4, , 
+ —ту hn \_ (— !) ----  2v. . .f- ;,gr-----—sin (y>>*r)d>* +

4-G J r. — 1 сз • r> ՝ • 1 • 2 1 d
—00

7 f°. <-1/ 1ХП 4(4dsn zx X,
ЬУ. (—1) —-7*21-----— cos (u։>.,r)rfA*

4kG J ,, i сз«И’1 •2/
— ОО

Здесь произведена замена ой.s„ ~ хчлп кл(/^) опреде- 
деляетея из уравнения

> * — sn cos 0 — zf’ (s„) sin 9
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где

Теперь после замены \г 6 сопоставления формул (2.9) и (2.10) и 
при учете четности функции ик{г, 0, <•») по переменной а», получим искомое 
решение рассматриваемой задачи в виде

«<»>(/֊, 0 /)=~r-Re У (-1)" 
4r.Gr «-։

z (cj — Օշ) Sn dsn 

c’Ch2՜ Ն2} ժ/*
I 2ս(պր, քյ, ^_ЬКеУ( լ)'

2r.Gr ո ։ 4Հ(Հ’֊ն։) ds„ 
d7՜,

В частности, при у- 0 получимս<։> (.V, 0, 0 = 0

1 2
^(х, 0, /)- —L—ReSt-l)" 

2-G I X I ”-։
CiW-cr2)~c^7 ‘քՀ(Հ2 ֊V) ՜

Решение обсуждаемой нестационарной задачи при другом подходе по
лучено в работе [2].

Отметим, что вышеуказанным образом можно получить подобные ре
зультаты для анизотропной среды. Кроме того, аналогичным подходом мож
но провести исследование задачи Ламба для анизотропных и магннтоупру- 
гих сред.

Институт механики .АН Армянской ССР Поступила 23 I 1978

Լ-. Խ. ԴՐԻԳՈՐ6ԱՆ
ԿԵՆՏՐՈՆԱՑԱԾ ՀԱՐՄՈՆԻԿ ՈՒԺՈՎ ԳՐԳՌՎՈՂ ՄԱԳՆԻՍ ԱԱՌԱԱԳԱԿԱՆ ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ՏԱՏԱՆՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո ւ|ւ ո I մ
Աշխատանքում դիտարկվում I, կենտրոնացած հարմոնիկ ումի աղդեցու- 

թյան տակ անվերջ իդոտրոէդ առաձգական մ իշավայրի տատանումները, տվյալ 
միջավայրի շ արմմ ան հարթութ յտնր դու դահեո մագնիսական դաշսէի առկա
յության դեպքում է Ֆարշեի ինտեգրաք ձևափոխ ութ շան միջոցով կառուցվում է 
մագնիսաաոաձգական մ իշավայրի տատանումները րնոլթագրոդ դիֆերեն
ցիալ հավասարման լուծումը/ Լայտխիլի մեթոդով, ուժի կիրառման կետից 
մեծ հեոավորությունների վրա գտնվող կետերի համար, կախված մագնիսա- 
կան գաշաի ինտենսիվութ յունից, ստացված են տեղափոխությունների հա
մար ա ս իմ >գւո ոտ ի !ք րանաձեեր։ ^էսցի դրանից դիտարկվող ստացիոնար 
խնդիրից ստացված Հ կենտրոնացած իմ սյուլսի վերացեր յալ ոչ սսւս/ցիոՆար 
իմւդրի լուծումը։
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ON THE VIBRATION OF MAGNETOELASTIC MEDIUM 
EXCITED BY A CONCENTRATED HARMONIC FORCE

Ed. Kh. GRIGORIAN

Summary

The vibration of an isotropic infinite medium under the effect of 
a concentrated harmonic force, in the presence of a homogeneous mag
netic field parallel to the plane of the medium motion, is considered. 
The solution characterizing the vibration of a magnetoelastic medium 
is obtained by Fourier's transformation.

Further, by Latchill’-s method the asimptotic formulas for displa
cements at large distances from the point of the force application, de
pending on the intensity of an external magnetic field, are derrv<՝d. 
The solution for a nonstationary problem on concentrated impulse is 
obtained as well from the above stationary problem.
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A. 1I. ГУЗЬ. А. В. НАВОЯМ

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕСЖИМАЕМОГО СТЕРЖНЯ ПРИ 
РАВНОМЕРНОМ БОКОВОМ ДАВЛЕНИИ

Введение. Вопрос об устойчивости упругого тела, которое помещено без 
трения между двумя абсолютно жесткими стейкам»։ и загружено ио боковой 
поверхности равномерным давлением, рассматривался к [ I, 2]. В этих рабо
тах указанный вопрос исследован на примере задачи об устойчивости поло
сы из сжимаемого и несжимаемого материалов и получен следующий вы
вод. Состояние равновесия является устойчивым, если к боковой поверхнос
ти давление приложено в виде < следящей» нагрузки, и неустойчивым, если 
к боковой поверхности давление приложено в виде «мертвой» нагрузки. В 
последнем случае критическая нагрузка для тонкой полосы приблизительно 
в два раза меньше эйлеровой силы при осевом сжатии. Эти результаты по
лучены только для одной задачи (об устойчивости полосы), поэтому при
ставляется целесообразным исследовать задачи для тел другой формы с 
»»елью проверки общности вышеизложенных выводов.

В настоящей статье исследуем задачу об устойчивости цилиндрическо
го стержня произвольного поперечного сечения, который помещен без тре
ния между двумя абсолютно жесткими стенками и к боковой поверхности 
которого приложено давление в виде «следящей» или «мертвой» нагрузки. 
Материал стержня будем считать несжимаемым, изотропным с произволь
ной формой упругого потенциала, а стержень будем считать сплошным, что 
обеспечивает существование однородного докрнтического состояния. Как и 

քու [3—5], исследование проведем в общей форме для трехмерных линеари
зированных теорий упругой устойчивости при конечных и малых докрити- 
«ескнх деформациях [6, 7]. Будем применять лангранжевы системы коорди
нат, которые в «^деформированном состоянии совпадают с декартовыми 
(хь X‘j, хе) или круговыми цилиндрическими (г, 0, хз) системами координат. 
Все величины, относящиеся к докрнтическому состоянию, отметим индек
сом «ноль».

Заметим, что и силу условия несжимаемости для докрнтического состоя
ния при его определении приходим к задаче о всестороннем равномерном 
сжатии, следовательно, можно использовать основные уравнения и соотно
шения [3—5]. В случае же сжимаемых материалов [ 1] уже не приходим к 
задаче о всестороннем равномерном сжатии.

§ 7. Основные соотношения. Линеаризированные уравнения движения 
при отсутствии возмущений объёмных сил. согласно [4. 5]. можно предста
вить в следующем виде:

-* -♦ ՝•
l-Çgrad div и — roi rot и -f- grad р — ou — 0 (1.1)
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Линеаризированное условие несжимаемости запишем в таком виде:

div и = 0 (1.2)

Линеаризированные граничные условия в напряжениях на части Si поверх
ности запишем в форме.

А (? = (2i‘*~ з0) N-v и -г (’.‘о — ’о) X rot и -f- Л?р (1.3)

В выражениях (1.1)— (1.3) введены следующие обозначения: Цо—ве-
—"•

личина, которая определяется через упругий потенциал, и — возмущение 
вектора перемещений; р— плотность материала в естественном состоянии;
•*
Л’ орт нормали к поверхности тела в естественном (недеформированно.м) 

состоянии; Р -- возмущения внешних нагрузок, действующих на S(, р — 
возмущение величины, связанной с гидростатическим давлением; По— на
пряжение. соответствующее всестороннему равномерному сжатию. Заме
тим. что напряжение 0с является истинным и для теории конечных докрити- 
ческих деформаций, поскольку в силу условий несжимаемости при всесто
роннем равномерном сжатии площадь поверхности стержня не изменяется.

В случае, когда давление к боковой поверхности стержня приложено в

виде «.мертвой» нагрузки, Р - 0. Если давление к боковой поверхности 

приложено в виде «следящей» нагрузки, то для определения Р в [3] по
лучено следующее выражение (более точное, чем п других работах по теории 
малых докритическнх деформаций)

Р = 50 (N • V и 4- ivxrot и) |Л1 (1-4)

Совместим ось стержня с осью 0х4 (0^х5^/). где I — длина стержня. 
Учитывая, что по постановке задачи стержень при хз = 0 и х.з֊՜/ соприкаса
ется без трения с абсолютно жесткими стенками, из выражений (1.3) полу
чаем следующие граничные условия при хз=0 и хз=/:

u3^0; ft = 0; Q2=0 (1.5)

Учитывая (1.3), граничные условия (1.5) можно сформулировать и че
рез перемещения

п3 = 0;

(2^0 Зо)
ди.
К

^ = 0 
dxj

дх3 \axi
(1.6)

На боковой поверхности в случае действия «следящей» нагрузки согласно 
(1.3) и (1.4) должны выполняться следующие граничные условия:

2|1O/V. V и 4- p0/V х rot и 4- Лр = 0 (1.7)



Об устойчивости стержня при равномерном боковом ;i явлении 65

В случае действия «мертвой» нагрузки, согласно ( 13). при Р -֊ 0 на 
боковой поверхности получаем следующие граничные условия:

(2^0՜ °о) T(Ho~ %) Л X rot и -|- Л/р = 0 (1.8)

Необходимо отметить, что изложенная выше задача сформулирована

относительно вектора w и скаляра Следуя [4|, приведем выражения 
для вычисления величины |и через упругий потенциал, считая последний 
функцией -4. — алгебраических инвариантов тензора деформаций Грина. 
В этом случае для теории конечных докритнческих деформаций имеет мес
то выражение
| = & + ф0 = ф0(^^) О.9)

(7/42/ я,-’»

а в случае первого и второго вариантов теории малых докритнческих дефор
мации — следующее выражение:

!Ь=Лф’ о Ф^Ф’И;. (1.10)
оА-2 л. - о

Рассмотрим вопрос о применимости статического метода (метода Эй
лера) к рассматриваемой задаче.

Когда на боковую поверхность S| действует «мертвая» нагрузка
••

(Р = 0). как известно [7]. статический метод исследования можно при
менять. Рассмотрим случай действия «следящей» нагрузки на боковую по
верхность. Будем считать, что боковая поверхность пересекается с плоскос
тями хз=0 и хз —/ по кривым L. В этом случае в [8] доказано, что доста
точные условия применимости метода Эйлёра выполняются, если на /• обра
щается в нуль одна из величин и?, или ил. (через од. обозначено перемеще
ние, направленное по нормали к поверхности S’i). Первое условие (1.6) 
обеспечивает выполнение следующего условия:

ua|4=0z (1.11)

Таким образом, как при действии «мертвой» нагрузки на боковую по
верхность. так и при действии «следящей» нагрузки на боковую поверх
ность выполняются достаточные условия применимости метода Эйлера. В 
связи с этим будем применять уравнение (1.1) без инерционных членов в 
виде

grad div и — рд rot rot и 4֊ grad p — 0 (1.12)

Таким образом, при изложенной постановке приходим к задаче на соб
ственные значения: R случае действия «следящей» нагрузки на боковую по
верхность— к уравнениям (1.12) и (1.2). к граничным условиям на торцах

5 Известия АН Армянской ССР. Механика. № р 
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( 1.6) и граничным условиям (1.7) на боковой поверхности; в случае дейст
вия «мертвой» нагрузки на боковую поверхность к уравнениям (1.12) в 
(1.2), к граничным условиям на торцах ( 1.6) и граничным условиям (1.8) 
на бокной поверхности.

$ 2. Исследование устойчивости. При исследовании устойчивости необ
ходимо учесть, что уравнения (1.12) и (1.2), граничные условия (1.7) пол-: 
костью переходят в соответствующие выражения линейкой классической 
геории упругости, если вместо постоянной Ляме р ввести величину ц.. От
носительно величины Цо, как и в [2—5]. будем предполагать, что выполня
ется следующее неравенство:

!'о>0 (2.1)

которое обеспечивает устойчивость состояния равновесия упругого тела при 
всестороннем равномерном сжатии «следящей» нагрузкой, приложенной ко 
всей поверхности тела.
■Следящая нагрузка». В этом случае, как отмечалось выше, приходим к за
даче на собственные значения ( 1.12). (1.2), ( 1.6) и ( 1.7), которая не совпа
дает с соответствующей линейной задачей классической теории упругости 
в силу структуры граничных условий (1.6). Представим решение уравне
ний ( 1.12) и (1.2) в следующем виде:

111 — \хг> хг)соэ“-у- и.. ит. (хх, X.,) СОЗ я-у- Л'3

и3 = (хх, Хи) зт Г -у- Р (л-։. Х2) СО8 - ֊у х3
(2.2)

Выражения в виде (2.2) удовлетворяют граничным условиям (1.6) на тор
цах При ХЗ=0 и Х3=/.

Подставляя (2.2) в (1.12). (1'2) и (1.7). получаем двумерную однород
ную задачу относительно (л,, хг) (։ — 1, 2, 3, 4). которая полностью сов
падает с соответствующей однородной задачей линейной классической тео
рии упругости, если в последней параметр Ляме р заменить величиной Цо.

Последняя задача, как известно, имеет единственное, тривиальное реше
ние. если выполняются условия (2.1). Поскольку принимаем, что условия 
(2.1) должны выполняться всегда, то в данном случае состояние равнове
сия будет устойчивым независимо от формы поперечного сечения стержня.

Таким образом, пришли к выводу, что состояние равновесия стержня 
произвольного поперечного сечения, который помещен без трения между 
двумя абсолютно жесткими стенками, будет устойчивым, если к боковой 
поверхности давление приложено в виде «следящей՛՝ нагрузки. Заметим, 
что этот вывод получен для материала с произвольным упругим потенциа
лом.
«Мертвая* нагрузка. В этом случае рассмотрим стержень кругового попе
речного сечения (О^Г^/?; О^хлСО- Общее решение уравнений (1 12) и 
(1.2), следуя [7], в данном случае представим в виде
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1 дь дг/. дъ 1 д-/.------   -------; и —------_--------- --------  
г дк---- дгдх* ог г д$дхл

где ф — гармоническая, а х— бигармоинческая функции.

<5? _1 д 1 д* , сР
Л-1 ՛՛ г дг ' г’ оО’ + <М

Из выражения (1.8) получаем граничные условия на боковой поверхности 
при г=/? И виде

/п ч(2Ра- ’о)— * Р
Ог

.п \ (,иЬ I(2!‘о ~ эо) — + (Рь — Зо
Ог

ди, д
~г 7՜ги»(Я Ог
диг ди3 \ |
ох. дг )

(2.4)

Функции ф и /, удовлетворяющие граничным условиям ( 1.6) на торцах, вы
берем в следующей форме:

СО5 т~ 51П пЬ

5»п т — х3 В/> Ст ~ г/п. I ^т —
(2.5)

■соз л&

(2|‘о М -77

О

= 0

В (2.5) и ниже через Л (’) обозначена функция Бесселя первого ро
да. Л-ого порядка от чисто мнимого аргумента, через .4. В. и С обозначены 
произвольные постоянные.

Подставляя решение в форме (2.5) в граничные, условия (2.4) и учиты
вая (2.3). в результате обычной процедуры получаем характеристический 
определитель, который по форме совпадает с характеристическим определи
телем задачи, рассмотренной в работе [9].

По аналогии с [9] рассмотрим «стержневую» форму потери устойчиво
сти (т«Л = 1) И для длинного стержня (։ - с—<1 ) вычислим харак

теристический определитель с точностью до двух членов разложения по па
раметру а. Как и в |9|, в результате вычислении получаем следующее выра
жение для характеристического уравнения:

4֊ Зз0) — (1*о 4- з0) (2^ — ав)] 4-

а»
8

|2|‘в (7^ 4֊ 6 3О) — (2но «о) (4р0 4- За.)), (2.6)
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Как следует из граничных условии ( 1.7) и (1.8). граничные условий 
для «следящей нагрузки (1.7) можно получить из граничных условий да« 
«мертвой» нагрузки ( 1.8). если в последнем выражении формально поло
жить п» —0. которое входит явно. Аналогичным образом из (2.6) получаем 
характеристический определитель для случая «следящей» нагрузки в сле
дующем виде:

, зф"
'՛ (2.7)

В силу (2.1) из (2.7) следует, что <^>0. то есть бт^О. Следовательно, I 
при действии «следящей» нагрузки состояние равновесия является устойчи
вым. Это обстоятельство является иллюстрацией вышеизложенного ре-:! 
зультата для стержня произвольного поперечного сечения при действии 
«следящей» нагрузки.

3. Пример. Рассмотрим в рамках теории конечных докритическнх де
формаций пример для тела с потенциалом Трелозра (нсогуковского гнпл) 
при действии «мертвой нагрузки. В принятых здесь обозначениях потенци
ал для неогуковского тела представим [7] в следующей форме:

ф° = 2с10д՛; (3.1)

Подставляя (3.1) в (1.8). получаем следующее выражение для опреде
ления Цо:

Для тонкого стержня при „стержневой“ форме потери

устойчивости (т п = 1) представим п следующем виде:

(3.3)

Подставляя (3.3) в (2.6). с точностью до а2 получаем следующее выраже
ние:

. _ 1
0 2 ^ОА’

_ 3 г „ 
Р»Л — '-‘К՝. (3.4)

В (3.4) через р>л обозначена эйлерова сила при осевом сжатии. Следова
тельно, в случае действия «мертвой» нагрузки состояние равновесия явля
ется неустойчивым.

Вывод. Вышеизложенные результаты дают возможность сделать сле
дующий вывод, относящийся к устойчивости несжимаемого стержня, кото
рый помещен без трения между двумя абсолютно жесткими стенками н к бо
ковой поверхности которого приложено равномерное давление. Вывод за
ключается в том. что состояние равновесия будет устойчивым, если к боко
вой поверхности давление приложено в виде «следящей нагрузки, и неус
тойчивым. если к боковой поверхности давление приложено 8 виде «мерт- 
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ион- нагрузки. В последнем случае для тонкого стержня критическая на
грузка приблизительно в два раза меньше эйлеровой силы при осевом 
сжатии.
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Ս. մ ф ո փ ո I մ

Աշխատանքում հետազոտված Լ չսեղմվող ձողի կա յունությռւնը, երբ ձողը 
\.nuAty շփման տեղավորված է երկս։ բացարձակ կոշտ պասւերի միջև ե նրա 
կար: նայ [էն մակերես։ յ[1 ին կիրառված Լ Հավասարաչափ ճնշում։ Արդյունք- 
հերը ստացված են ընդհանուր տեսքով եռաչափ ղծայնացված կայոլնոլք}յան 
ւսեւէուիյունների համար վերջավոր ե փոքր նախակրիսւիկակւսն դէմիորմ ացիա- 
ների դեպքում։ Ապացուցված է, որ ավ'ասարակ >։։։։։[)յան վիճակը կչինի կա
յուն, եթե կողմնային մակեր1ւէէէյ[1ի վրա կիրառված ճնշումը (փնի էէհետեող . 
րեոնավրրման տեսքով, ե անկայուն, եթե կողմնային մակերևւււյթի վրա կի
րառված Հնչումը չինի էէս եոած^ բեռնավորման տեսքով։ Վերջին դեպքում, 
>}Ոէյց է տրված, որ րարակ ձողի համար, կրիտիկական բեռնավորումը մո
տավորապես եյ/կսէ անդամ փոքր [ կյլեր / ան ումից առանցքային սեղման 
դեպքում ։

ON STABILITY OF AN INCOMPRESSIBLE BAR UNDER 
UNIFORM LATERAL PRESSURE

Л. N. GOOZ, A. V. NAVOYAN

S и rn m а г у

The stability of an incompressible bar placed between two abso
lutely rigid walls, its lateral surface being under uniform pressure, is 
examined. The results are obtained in general form for three-dimensio
nal linearized theories of stability for finite and small critical defor
mations. It is proved that the equilibrium is stable when compressive 
forces arc of „following“ type and is unstable when the forces are of 
„nonfollowing“ (dead) type. In the latter case for a slender bar the 
value of critical forces are about twice as lower comparing to Eyler’s 
forces in the axial compression.
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ИЗВЕСТИЯ А К А Д E М II И НАУК АРМЯНСКОЙ С С Р 
irb|uu։G|ti|iu XXXI, №5, 1978 Механика

С Н. КУКУ ДЖАНОВ'

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ 
ПРИБЛИЖЕНИИ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КРИТИЧЕСКОЙ 

НАГРУЗКИ НЕРАВНОМЕРНО НАГРУЖЕННОЙ ЦИЛИНДРИ
ЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ

Приводится путь решения задач устойчивости цилиндрических оболо
чек переменной толщины, находящихся под действием переменного внешне
го давления на •.■снова։:։;;; метода последовательных приближений, который 
дает возможность провести двусторонние оценки приближений наименьше
го собственного числа. В отличие от известных работ [4] — [9] наряду с 
оболочками средней длины рассмотрены длинные оболочки, когда края обо
лочки закреплены в продольном направлении. Получены простые формулы 
:: построены соответствующие кривые зависимости критической нагрузки 
Вт амплитуды толщины. Приведены двусторонние оценки полученных ре
зультатов. Показана различная степень влияния переменной толщины на 
критическую нагрузку для длинных оболочек и оболочек средней длины, а 
также существенное увеличение критической нагрузки при закреплении кра
ев в осевом направлении.

1. Учитывая слабовыраженное волнообразование в продольном на-
правлении п сравнении с окружным, для определения критического давления 
использовалась полубезмоментная теория ] I, 2|. Уравнение устойчивости 
для оболочки переменной (вдоль образующей) толщины относительно ра
диального перемещения № имеет вид

2L /21
V?3

w •(
г>-

<9ла
/>М —

£(«) = КМ 

12 А2 (1—■*■')

Р(а) & / д' \ _
■--------------- | —- 1 ) w = О

Е др \ др /
(Ы)

A(<W.(«). Г°(*) = <?/,(*) Я

Ra, /?р — координаты в осевом я окружном направлениях; R, I — радиус и 
длина оболочки; E, v — модуль упругости и коэффициент Пуассона; /։(<х)— 
функция изменения толщины; Н(я) —функция изменения внешнего дав
ления.

Для решения уравнения (1.1) в случае замкнутой оболочки необходи
мо удовлетворить четырем граничным условиям в продольном направлении 
(по два на каждом краю) в уел՝՛ вию периодичности в окружном направле
нии. Поэтому решение уравнения ищем в следующем виде:

«• A'(a)C0Sfl? (1.2)

Подставляя это выражение в (1.1). получаем
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1Л«^1։!1га+/?(а)7(п)Л=71«^. * = --- -------------- з (1.3)
12 л՜ (1 — ՝г)

/—/•՛>(«), ю(п) -л4(п'՜— 1), •( (п) = гл4 (л2—I)2, I (1.4)
ЕЛ

Граничные условия при а.-сопз! на основании гипотез полубезмомент- 
ной теории и выражения (1.2) принимают вид

и = 0(Х = 0), и .֊=0(Л' = 0), Г։ = 0(Г=0), 5 = 0(Х'"=0) (1.5)

11, и — осевое и окружные смешения: Т,. Е — нормальное и сдвигающее уси
лия. ”1 аким образом, приходим к задаче на собственные значения для урав
нения ( 1.3) с граничными условиями типа ( 1.5).

2. Поставленная задача решалась методом последовательных прибли
жении с использованием постоянных Шварца [4], Для краткости записи 
представим уравнение (1.3) и розничные условия типа (1.5) в операторном 
виде

Л/[Х]_л/2(Л)Х, (/4[Х] = 0 (2.1)

Как известно, в методе последовательных приближении исходят из вы 
бранной функции Хе и каждую последующую функцию Хь Хо, .... получа
ют, решая краевую задачу (при этом для задачи на собственные значения 
7.Х заменяют на X). Далее определяют, так называемые, постоянные Швар
ца:

а*= (х,-ХА /</«, *»0,1,2,...» (2.2)

у
(О, /-)— интервал определения дифференциального уравнения. Затем на
ходят отношение Шварца — аАал2։. Существует теорема [4]. на основа
нии которой следует, что если задача на собственные значения является са
мосопряженной, полностью определенной и собственные значения не входят 
в краевые условия, то отношения Шварца образуют монотонно убы
вающую сходящуюся последовательность, ограниченную снизу первым соб
ственным значением При этом для первого собственного значения спра
ведлива оценка

ч, — 14 ।
!1х +1 ~ 6 '•։ < 6 “ ֊1 _ । ’ 14 . ։ < ₽1 Ч (2-3)

№+1 1

Таким образом, чтобы найти нижнюю границу для >.|, необходимо знать 
нижнюю границу рг для второго собственного числа л?. Нижнюю границу 
!՛? нетрудно установить путем сравнения с задачей на собственные значения, 
коэффициенты которой постоянны.

Для сложных задач на собственные значения, к которым относится н 
вышеприведенная задача устойчивости, повторное решение часто наталки
вается на определенные трудности. Поэтому важно выбрать достаточно хо-
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рошо начальную функцию, чтобы уже в начальном приближении получить 
достаточно точные результаты. Для этого класса задач можно исходить из 
функции Х1 (которая удовлетворяет всем краевым условиям), а Хо опреде
лять на основании равенства М [Х։] = ЬДа)Х При этом, чтобы начальная 
функций была достаточно хорошей, к функции Х| прибавим удовлетворяю
щие краевым условиям функции ?/։ умноженные на константы С< , вы
брав последние так. чтобы функция X так же удовлетворяла краевым усло
виям, то есть возьмем

л7 (2.4)

и определим Хо из нышеотмечепного равенства

X. ֊ ЛГ [ЛГ.Ч/Г'С») (2.5)

гдс/’(«)-^0 я рассматриваемом интервале. Далее определяем постоянные 
Шварца п соответствующие отношения. Для уравнения (1.3) они являются 
функциями параметр» и

4 Ь 4

а0 (л) = Ло </«, а։ (п) = | ХвЛ։ </а, а» (л) — ( (X) )•</*

;о и о
К (л) = а0(л)«Г։(^)| р,(л) = а։(л)а/(л) (~'6)

Если ограничиться вторым приближением, тогда получаем

р3(л) (л) =/л4(л: — 1), ^(лХ'л^л՜ — 1) (2.7)

Соответствующая критическая нагрузка /# будет при л — п*, реализую
щем минимум выражения (2.7). При этом оценка (2.3) примет вид

Н»(л,) —2(л.) Мл,) ? И (л.) — !‘э(л»)
-лТ(л;֊1) 2’8)

Далее были рассмотрены две задачи, представляющие определенный 
практический интерес. Во-первых, была рассмотрена задача устойчивости 
цилиндрической оболочки переменной толщины (синусоидального типа), 
находящейся под действием равномерного внешнего давления. При этом ис
следовалась степень влияния как утолщения, так и утоньшения центральной 
части оболочки (наиболее чувствительной) на величину критической нагруз
ки. Во-вторых, рассматривался случай действия переменного давления на 
оболочку переменной толщины, изменяющихся по степенному закону. При 
этом, как было отмечено, края оболочки считались закрепленными в танген
циальном направлении гг=«=О и, с гедователъно,

Л(0) = %(£) = %'(о) = Х'(Л) = 0, £=///? (2.9)

3. Рассмотрим случаи синусоидального изменения толщины

<,(։) = 1 -а ։1п«Л՜՛, 0<о<0, |0|<1, /,(։) = ! (3.1) 
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I Ьгжнюю границу ?<> найдем, решив вспомогательную задачу с постоянным.: 
коэффициентами. Для этого в исходном уравнении (1.3) заменим функцию 
(1 asinnL ‘7.) постоянной величиной и притом наименьшим ее значе* 
ние.м в интервале О^а^'С При а>0 наименьшее значение будет ( 1—а), а 
при а<0 это 1. Обозначим собственное значение полученного таким обра
зом уравнения с постоянными коэффициентами через ?. При этом 
имеем X(i' XX, где введено обозначение (при а^>0) А»=р(1 а)՜1— 
— 7 (л) (1 — «)г, (при а < 0) А = р ֊7 (л).

Второе собственное значение этого уравнения для краевых условий 
(2.9), как известно, будет А, - (7.853 L 1)4, следовательно,

(7.853£')*(1-а) 4-7(л)(1 а)\ (а>0) (3.2)

?с = (7.853£“1)‘4֊7(л), (а<0) (3.3)

На основании теоремы сравнения [4] для всех собственных значений 

я ч- имеем
Далее нетрудно показать, «ito поставленная задача на собственные зна

чения ( 1.3). (2.9). (3.1) является самосопряженной и полностью определен
ной при I а | < 1.

Перейдем к непосредственному решению задачи ( 1.3), (2.9), (3.1). На 
основании вышесказанного будем исходить из функции X,, которая удов
летворяет граничным условиям (2.9) и имеет вид (3.4). Константа С- опре
деляется из условия, чтобы функция Х:.(а) удовлетворяла одному из глав
ных граничных услсвий. Итак, введя обозначение — ъЬ . имеем

л; = c։aj («; _1)Э4֊2с2 sin1 гл։ (3.4)

Ло = [(1 —- a stn =га,|Л (3.5)

Подставляя выражение X’(ai) в (3.5) и удовлетворяя условию 
Х<։(0) 0. либо Хо( I) 0. получаем я силу симметрии одно и то же соот
ношение

С։ = 41(1+^)^ус\ (3.6)

Следовательно, после подстановки выражений (3.4), (3.6) в (3.5) получаем 
функцию Хо(а>). которая удовлетворяет условиям Хо(0) — =0.

Далее на основании (2.6) нетрудно определить ао(п), а^п). аХп). вы
числив соответствующие интегралы. В качестве примера приведем случай, 
когда а - — 0.5. 11ри этом получаем

И (л) =• 7 (л)-3.07665 4- Д՜4.544.1816 -4֊------------ 107.1217 Ь------------------
7(л)£ 4 ■ 2.5604 • 10՜3 4֊ 0.5271

|1.,(п) = 7(Л).3.0244 4 Д"4-622.б5б7 

тогда, согласно соотношению (2.7), имеем

I = 3.0244 г (п- - 1) 4֊ 622.6567 Ь ~4 л "4 (л5 - 1)”’ (3.7)
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Первоначально рассмотрим оболочки средней длины, для которых 
(г/?.' ։)-VJ,2^>l. При этом будем считать, что п2Э> 1. Отметим, что это до

пущение не существенно для критической нагрузки оболочки средней дли
ны. Тогда соотношение (3.7) примет вид

/ = 3.0244 е;г ֊г 622.6567 L ‘ п՜6

Отсюда получаем следующие критические значения для л* и /*:

п?= 1.05395 з-1;4б, /* = 4.25015 s:’\ 0 = 4.73/. 1 (3.8)

Оценим точность полученного значения. Обратимся к оценке (2.8), где 
определяется выражением (3.8), тогда получаем

4.24016 ? 40 < < 4.25015 I* = (3.9)
Eh

Отсюда нетрудно видеть, что расхождение между нижним и верхним 
пределами будет менее 0.24%. Следовательно, во втором приближении мы 
получаем значение критической нагрузки (3.8). которое отличается от точ
ного значения менее, чем на 0.24%. Это расхождение можно уменьшить за 
счет оценки (3.9). если взять среднее значение между нижним и верхним 
пределами, при этом 4.2452 s"‘5.

Полученное выражение отличается от точного па величину՜ менее 0.12%. 
Под точным значением здесь имеется в виду точное решение задачи (1.3). 
(2.9).

Исследуем теперь длинные оболочки (а=—0.5). Рассмотрим, например, 

оболочки, для которых выполняется условие (~Rl )՜ ~ 10 s’ '. 1 огда выра
жение (3.7) примет вид

I [3.0244 (л* — 1) + 639.2182 л-4(л‘ —1) ’]s

Наименьшее значение I реализуется при л* - 2. Подставляя это 
значение п* н (3.10), получаем 22.3902 с. Оценим точность этого 
значения. Обращаясь к оценке (2.8), при п* '2 получаем

22.0058s <7, С22.3902s

Отсюда нетрудно видеть, что расхождение между верхним и нижним преде
лами будет менее 1.72%. Уточним полученный результат, беря среднее зна
чение. I !ри этом получаем

/«= 22.198s (3.10)

Это значение отличается от точного на величину менее 0.86%. Аналогич
ным путем нетрудно определить критические нагрузки и для иных значений 
и, однако надо заметить, что приведенное решение практически приемлемо 
только для интервала — 1^а^0.5, если мы ограничимся точностью не бо
лее 2%. При меньшей точности этот интервал можно расширить.
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На фиг. 1 для оболочек средней длины приведена кривая 1. зависимое՜;. 
д^д» от параметра а и кривая '2 зависимости от а (характеризую

щего амплитуду изменения толщины): д*, — 
критическое давление для оболочек перемен* 
ной и постоянной толщины; п:?_, п0 соответ
ственно критическое число волн; п£ = 

— I Зг '՝■>, —1.755Кривую 2 в

интервале (— 1 < а < 0.5) с достаточной для 
практики точностью можно аппроксимировать 
кривой (пунктирная кривая фиг. 1)

(л»/п0)“֊(1-аГ՛՞ (З.П)

В работе [7] для оболочек средней дли
ны исследована такая же задача в случае

и <С 0, когда края оболочки шарнирно оперты (фиг. 1, кривая Г). 
При сравнении кривых I и Г. нетрудно видеть, что критическая нагрузка 
существенно увеличивается при закреплении краев в продольном направле
нии. При выводе формул критической нагрузки для оболочек средней дли
ны было сделано допущение п: 1. Предполагаем, как обычно, что это 
условие выполняется при л..։>4 13]. Тогда, подставляя в выражение (3.11) 
п* > 4, получаем следующее неравенство:

4<оЧЧЬЧ'2(4)'’ *=1-5 <зл2>
ограничивающее / сверлу для оболочек средней длины. Условие (3.12) эк
вивалентно условию ("/?/ ՝)М 1֊.-;-60(1 — и). На фиг. 2 для длинных

Фиг. 2.

оболочек приведены кривые изменения безразмерной критической нагрузки
в зависимости от безразмерного геометрического параметра
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о =(-/<7 )"е‘՜ для фиксированных значений а. При (0^60(1—а) приве
денные кривые лают значения М՜1» которые стремятся к значениям 
полученным на основ?.кии формул для оболочек средней длины, тем самым 
соотношение (3.12) подтверждается также графически.

Условием применимости полубезмоментной теории для пилиндрнчсс- 
ких оболочек переменней в осевом направлении толщины являются соотно
шения [2]

О(,)^ , О(«)=—— 
дг ф I а«2 \ д?)\ г2/?2(1 -ч։)

которые на основании выражения (1.3) сводятся к следующим:

(ОХ)'” «л2 (ОХ) (3.13)

где п... определяется равенством (3.11). Учитывая приближенное решение 
(3.4). а также выражение для вышерассмотренного интервала
— 1<а5^0.5 на основании расчетов получаем

Х|2|/Х<25:, (ОХ)'27(ОХ)<2бг (3.14)

Еза Исключением малых зон. примыкающих к краям оболочки. Тогда соотно
шения (3.13) сводятся к условию 26= -С пЛ Подставляя сюда выражения 
& и л», на основании (3.8). (3. И) получаем

1 / 1 _ а \ и / /. \Ъ2— >Мак( ) ( —) .* = 1.5 (3.15)
R " к ) \--г) \К)

В работе [ 10] в случае шарнирного закрепления краев оболочки посто
янной толщины (/е= 1, «т =0) получена аналогичная оценка, при этом 
Л/(1=15. Используя это значение М<> для неравенства (3.15). получаем ус
ловия применимости полубезмоментной теории оболочек переменной толщи- 
вы, ограничивающее I снизу.

4. Поместие начало координат в середине образующей оболочки, рас
смотрим следующий случай изменения толщины и давления (симметричные 
относительно середины оболочки)

Л(а։) = Л [1 4֊ а (1 — а?)], 7(*х) = 7[1 -6(1—а?)] ՛, (4.1)

/. — половина длины оболочки. Поставленная задача на собственные зна
чения является самосопряженной и полностью определенной при а^0, 
0<6<1.

Удовлетворяя граничным условиям (2.9), будем искать Х|(«|) в сле
ду «ощем виде:

Хг = С։£4(х2-1)®+С^в(*1֊1)л (4.2)

Тогда на основании равенства (2.5) получаем следующее выражение для 
Хо, (где аА — I 4՜ а, 6Х = 1 — 6):

Х() - ,[(а։ а*\) X]2 ] 7 (л) (а1 — а*;)*Хх} (6։ 4՜ 6а?) (4.3) 
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Подставляя выражения (4.2) в (4.3) и удовлетворяя условиям Х-:։( 1)=“=0. 
либо Х«(—1) = 0, получаем

= 2CV 24-112а

288-192а
(4.4)

Следовательно, после подстановки выражений (4.2). (4.4) в соотноше
ние (4.3) имеем функцию X (а/), которая в силу симметрии удовлетворяет 
условиям Хо(1) = Хо( — 1) — 0. Далее на основании (2.6) легко опреде
лить соответствующие отношения Шварца. Полученные таким образом вы
ражения, в общем виде, приводить не будем, ввиду их громоздкости.

Рассмотрим первоначально оболочку постоянной толщины, находящую
ся под действием переменного давления (л = 0. ՛> =£ 0), например, случай 
Ь — 0.5 (при этом наибольшее значение давления в середине оболочки в 
два раза больше, чем у края)

!Ч (л) - 7 (л)-0.550121 18.36829
9.8731 £՜8__________

7 (л)-0.25606 4՜ £ *-8.17315

и, (л) = 7 (л) -0.544477 + 17.37904

Тогда, на основании (2.7)

I (п) = 0.544477 ։(л։-1) + 278.0646 п՜' (п- - 1)՜ 'Д՜4 (4.5)

Отсюда, подобно предыдущему случаю, для оболочек средней длины 
имеем

п2 = 1.32269 г՜G, 0.94214 sS/40</«< 0.96023 Л

Если взять среднее значение между верхним и нижним пределами, то полу
чим следующее выражение:

!, 0.95119 Л, /*=•££- (4.6)
Eh

которое отличается от точного значения на величину менее 1%.
В рассматриваемом случае b -- 0.5 наибольшее значение давле

ния max q (0) — 2q, следовательно, безразмерная амплитуда max/# 
3,։<вбудет max/#- 2/#՜ 1.90238е՜5'։՛. Сравним это значение с критическим 

значением равномерно распределенного давления (/й)0 [3]

max (,/(/„)„ = 1.084, (Q։=- 1.755։3'4« (4.7)

В то же время практический интерес представляет сравнение получен
ного критического значения (4.6) с критическим значением осредненного 
давления (/$.)։. На основании (4.1) получаем

(*♦)-/(**)<> =l/ (arc tg | ЬЬГ՝ )՜’ (4.8)
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Для 6-0.5 отсюда имеем (/,л)»= 0.6366 тогда как из выражения 
(4.6) получаем = 0.54199 С*)о- Следовательно, значение (/*)« больше 
/. па 17.5%, то есть осреднение давления приводит к сравнительно 
ощутимому завышению критического значения Л

Рассмотрим теперь длинные оболочки (а = 0, 6 = 0.5) с вышепри- 
веденными размерами (~л/ )• = 10 г’ . В данном случае на основании 
(4.5), (2.6) получаем 4.6383з (3)< 4.7963с. Отсюда имеем 
(. = 4.7173с, которое отличается от точного значения на величину 
менее 0.6%.

Сравним критическую амплитуду давления тах 6 с критическим зна
чением равномерно распределенного давления (для оболочки с вышеприве
денными размерами) (?*)и0

«пах/* 2/* = 9.4346 г, (/*)(;>5 =8.793=, тах—1.076

Далее, рассмотрим случай оболочки переменной толщины о =7= 0, нахо
дящейся под действием постоянного давления 6 = 0. Например, рассмотрим 
случай а = 0.5. При этом для оболочек средней длины имеем

пг 1.05261г "б, 4.2865^ Ч <<4.3170 г1'4 &

Взяв среднее значение между нижним и верхним пределами, получаем сле
дующую формулу для критической нагрузки:

/, = 4.3017 г3'4 0 (4.9)

которая отличается от точной на величину менее 0.35%. Полученное значе
ние (4.9) сравним с значением критической нагрузки оболочки осредненнон 
толщины. Формула для критическом нагрузки оболочки осредиеииой тол
щины на основании (4.1) будет

П.).= ('1 +я(/,),= 1.755?49 (4.10)

Для нашего случая и - 0.5. (ГД - 2.053 (Л.>:)0. Из формулы же (4.9) 
имеем /* = 2.4512(/«..)□. Отсюда получаем, что (/Д меньше на 
19.4%. Следовательно, осреднение толщины приводит к ощутимому 
занижению критической нагрузки.

Рассмотрим теперь для этого случая (« 0.5, А 0) длинные
оболочки с вышеприведенными размерами (~/՝?/՜1)2 - Юг1“՛. При этом 

имеем л. — 2, = 22.2925 г. Полученное значение отличается от точ
ного на основании оценки (2.8) па величину менее 1.6%. Формула 
для критической нагрузки длинной оболочки осредненной толщины 

/ 9 \3имеет вид (/#)с ( 1 -г«-՜-) (/*)оо> (/*)оо = 8.793г. Следовательно, при
\ 3 /

а 0.5 (/^)с = 20.8426 г. Если сравнить это значение с полученным 
значением 22.2925г, то нетрудно видеть, что оно меньше на 
6.5 %, тогда как для оболочек средней длины мы получили расхож-
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дение более, чем на 19.4 %• Следовательно, по мере увеличения 
длины оболочка переменной толщины становится менее жесткой в 
смысле устойчивости.

Далее, исследуем случай оболочки переменной толщины, находящейся 
под действием переменного давления я т= 0. Ь 0. Рассмотрим, например,

« 1 А 1
случаи а = —» о ■ • то есть, когда толщина и давление в середине обо- 

•• о
лочки увеличивается в 1.5 раза в сравнении со значением у края. При этом 
для оболочки средней длины, подобно вышерассмотренным случаям, полу
чаем

Հ 1.0625 А’Ч 2.9923 з՜3 ’9 (4.11)

Полученное выражение критической нагрузки на основании оценки (2.8) 
отличается от точного на величину менее 1.1%. Сравним полученное значе
ние (4.11) с критическим осредненным давлением оболочки осредненном

толщины (/*)։.
1,1- 

для а — 6= — При 
2 3

этом получаем /,,'(/*)*. —

= 1.08.
Рассмотрим теперь длинные оболочки с вышеприведенной зависимостью 

(г.К1 ')*' - Юз12. При этом имеем — 2, = 15.6754г.

Приведенное выражение критической нагрузки на основании опенки 
(2.8) отличается от точного на величину менее 2.2%. I !рн этом получаем 
/♦/(^)ъе=0.98.

Аналогичным путем нетрудно определить критические нагрузки для 
н ых а и &, однако надо заметить, что если мы ограничиваемся точностью 
не более 3%, то приведенное решение приемлемо только для интервала 
0 а. 6 0.5.

Отметим, что, с другой стороны, сама полубезмоментная теория спра
ведлива для сравнительно небольших показателей изменяемости толщины 
и внешней нагрузки. Поэтому для случаев, когда мы с успехом можем ог
раничиться начальными приближениями и привести оценку полученного ре
зультата. такой путь решения представляет определенный интерес.

Тбилисский математический институт им. А. М. Размадзс 
АН Грузинской ССР Поступила 1 IX 1977

Ս. Ն. ԿՈԻԿՈԻՋԱՆՈՎ

ԱՆՀԱՎԱՍԱՐԱՉԱՓ ԲԵՌՆԱՎՈՐՎԱԾ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ՀԱՍՏՈԻԹՅԱՄԲ 
ԹԱՂԱՆԹԻ ԿՐԻՏԻԿԱԿԱՆ ԲԵՌԻ ՈՐՈՇՄԱՆ ՀԱՄԱՐ ՀԱՋՈՐԴԱԿԱՆ 

ՄՈՏԱՎՈՐՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐ ՄԵԹՈԴԻ ԿԻՐԱՌՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ п փ п ւ մ

8այրյ է տրվում Փոփոխական հաստությամբ գլանային թաղանթների կա
յունության խնդիրների լուծման ճանապարհը։, երբ թաղտնթներր գտնվում են 
փոփոխական արտաքին ճնշման ազդեց ութ յան տակ։
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0ւլսւււ>ւլորք1ւ[ոէւ1 Լ հաջորդական մոտավորությունների մեթոդը, որր հնա
րավորություն I, տալիս կրիտիկական րեոի սրոշմ ան 'ամուր բերել երկկսղ֊ 
ւ!ւսնի I/binհասւ ականներ ւ

Դիտարկվել են մասնակի խնդիրներ!

ON THE METHOD OF SUCCESSIVE APPROXIMATIONS 
FOR DETERMINING CRITICAL VARIABLE LOADS, 
ACTING ON SHELLS OF VARIABLE THICKNESS

S. N. KUKUJANOV

S и m tn a г у

The way for solving problems on stability of cylindrical shells of 
variable thickness, acted upon by a variable load (in the axial direction), 
is given on the basis of the method of successive approximations. The 
estimates of upper and lower bounds for the critical load are pre
sented. Some particular examples are considered.
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В. И. МАЛЫЙ

ОБ УСКОРЕННЫХ УСТАЛОСТНЫХ ИСПЫТАНИЯХ 
КОНСТРУКЦИЙ

Натурные усталостные испытания в настоящее время являются единст
венно достоверным способом определения усталостной прочности изделий 
машиностроения, гак как е них воспроизводятся без искажений все разно
образные факторы. существенно влияющие на выносливость. Серьезные 
трудности при расширении объема таких испытаний возникают в связи с их 
технической сложностью и большой продолжительностью, которая часто 
соизмерима с ожидаемым временем эксплуатации создаваемо։։ конструкции, 
что заметно обесценивает получаемую информацию. Поэтому большие уси
лия направлены на создание надежных ускоренных методов испытаний [1— 
31. Однако необходимо иметь и виду, что эти методы создавались и отраба
тывались применительно к испытаниям лабораторных образцов материалов, 
и поэтому при формальном применении их к испытаниям конструкций, как 
будет показано ниже, могут возникать как иринципиалыгЫё, так и техни
ческие трудности.

Но прежде, чем приступить к их анализу, введем некоторые понятия.
Большинство ускоренных методов основано на использовании информа

ции об усталостном разрушении, получаемой при более высоких амплиту
дах нагрузок, чем в нормальном режиме. Если в нормальном режиме я точ
ках р = 1.2, ... конструкции создаются циклические усилия или перемеще
ния с амплитудами Л,., то режим нагружения будем называть пропорцио
нальным, когда в точках р конструкции соответствующие амплитуды имеют 
значения Лг /А',. Функция /(՝•'), определяющая параметр пропорцио
нальности 1՛ п зависимости от долговечности .'V в пропорциональном режи
ме, является естественным при многокомпонентном нагружении конструк
ции обобщением кривой Велера.

Параметр / в случае, когда / > I. будем называть параметром форсиро
вания, так как соответствующее ему значение долговечности Д' всегда ока
зывается ниже долговечности V в нормальном режиме при [ = 1. Соответ
ственно. пропорциональный режим нагружения при / > 1 будем называть 
пропорционально форсированным.

Об особенностях формы кривой. Велера I (■''՛ ) конструкции, п сравнении 
с кривыми Велера лабораторных образцов материалов, можно сделать до
статочно определенные для целей дальнейшего анализа выводы, если огра
ничиться рассмотрением конструкций, обладающих двумя свойствами.

Они должны быть, во-первых, линейными в том смысле, что при про
порциональном изменении режима циклического нагружения амплитуды на
пряжении во всех элементах конструкции должны изменяться пропорпно-
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нально параметру /. а во-вторых. простыми в том смысле, что и в нормаль
ней, и в пропорциональном режимах не возникает других видов разрушения 
конструкции, кроме усталостного.

Основными видами нелинейности являются физическая нелинейность 
и геометрическая. Заметная физическая нелинейность в металлических кон
струкциях связана с появлением пластических деформаций. Существенно 
поэтому отметить, что упругость, как правило, с достаточной точностью, со
блюдается. когда есть потребность в использовании ускоренных методов, то 
есть когда длительность испытания в нормальном режиме превышает одну 
рабочую смену. Действительно, так как типичные частоты испытании обыч
но превышают 5 Гц, в атом случае долговечность конструкции как в нор
мальном режиме, так и в форсированном режиме должна быть больше 10; 
циклов.

В то же время известно, что при появлении заметных циклических 
пластических деформаций долговечность во всех случаях меньше 10’—10' 
циклон.

Геометрическая нелинейность обычно связана с проявлением больших 
прогибов, потеря устойчивости или контактных явлений, когда при измене
нии нагрузки заметно изменяются размеры областей контакта, и даже во
обще исчезают старые и появляются новые контакты.

Наличие или отсутствие геометрической нелинейности, как правило, 
легко установит։, визуальным осмотром, по харатерному звуку при появле
нии новых контактов или другими видами контроля смещений и деформаций 
за значительно более короткое время, чем длительность устаг\остного испы
тания в нормальном режиме.

Выполнение законов упругости в ускоренных испытаниях и при пара
метре форсирования I ’> I проверяется в ходе самого ускоренного испыта
ния, если долговечность А՛': в пропорционально форсированном режиме ока
жется не меньше 10՜* циклов.

Поэтому проверка условия линейности не является обременительной 
при проведении ускоренных испытаний.

Необходимо отметить, что класс линейных и простых конструкции до
статочно интересен с точки зрения практики, так как сюда входят, напри
мер. конструкции типа ферм, корпуса кораблей, фюзеляжи и крылья само
летов, конструкции радиоэлектронной аппаратуры, газгольдеры и т. д.

Пусть в нормальном режиме распределение амплитуд напряжений по 
конструкции есть (г) с интенсивностью -1 (г).

Усталостное разрушение в каждой точке/* конструкции описывается 
некоторой кривой Велера

где функция з’(Л/)։ естественно, зависит от вида тензора амплитуд 
՝”;(/*) и статического напряжённого состояния и от других факторов, 
влияющих на разрушение, таких, например, как неоднородность напряжен
ного состояния в точке г, состояние поверхности материала, условия фрет
тинга и т. п.
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Но определению кривой Велера f(N) конструкции можно утверждать, 
что для линейной и простой конструкции

c’(Æ)
/ = /(?/) = (1.1)«

/• с 1' J

и разрушение происходит именно в той точке/*, где при данном .V достига
ется минимум. Очевидно, в общем случае кривая Велера !(N) конструкции, 
п отличие от кривых Велера лабораторных образцов материалов, не может 
описываться единым гладким аналитическим выражением, а является ку
сочно-гладкой функцией, при этом точки излома /(Л՛) соответствуют тем 
значениям параметра /. при которых происходит изменение локализации 
разрушения.

Для конструкций нелинейных или непростых на простейших примерах 
легко показать, что вид кривой Велера может существенно зависеть от ин
дивидуальных особенностей перераспределения напряжений при f-# I из-за 
нелинейности и хи от закономерностей появляющихся при ^^1 видов раз
рушения, отличных от усталостного. Поэтому для таких конструкций изла
гаемые ниже общие соображения явно недостаточны и, по-видимому, вооб
ще не MOiKCT быть общих методик ускоренных испытании рассматриваемых 
ниже видов.

Во многих ускоренных методах используются предположения о пред
ставимости кривой Велера в виде некоторых конкретных аналитических вы
ражений. Оказалось, что при использовании одной только общей структу
ры (1.1) кривых Велера конструкций уже возможна определенная оценка 
применимости таких методов к испытаниям линейных и простых конструк
ций. Действительно, каждый из группы ускоренных методов экстраполяци
онного типа [4—7] основывается на единственном предположении, что ана- 
литнчегкое выражение кривых Велера О*6V) имеет одну на следующих 
форм:

3* = 3r+A^v-H4) и (1.2)

s* = 3r4-AûV~m (1.3)

^ = a-b\%N (1.4)

a*=--ÂW-m (1.5)

где зг—предел усталости, з*—предел текучести, К и т эмпи
рические константы.

Экономия времени здесь достигается за счет того, что эксперименталь
ные константы л (1.2 — 1.6) определяются в сравнительно кратковременных 
экспериментах при больших амплитудах б. после чего значения больших 
долговечностей получаются экстраполяцией по формулам (1.2— 1.6) к ма
лым амплитудам и.
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Но кривая Велера конструкции (1.1). в общем случае, не описывается 
единым аналитическим выражением. Как следует из (1.1). в диапазоне зна
чений / при которых разрушение происходит в точке л՜, кривая Велера 
'1(М) описывается простым выражением

(1-7)

Если же при I < Ь разрушение переходит в другую точку у, го при 
/ < согласно (1.1). имеем

/W = %(*) <(/У)
=*(?) 4 3<‘(лг)

В таком случае определяемая экспериментально в области j > и кри
вая Велера конструкции (1.7) при экстраполировании и область ( <. {, при
водит к опасному завышению усталостной прочности. Описанная здесь 
теоретически возможность, по-впдимому, наблюдалась [8] при испытаниях 
заклепочных Соединений с раззенкованными отверстиями. Кривая Велера 
имела обычный вид при малых долговечностях, ио при. больших долговечнос
тях имела крутой падающий участок. В такой ситуации, экстрапочируя 
G՝(h ) из области малых в область больших долговечностей, по любой из 
формул (1.2—1.6). получим опасное завышение ожидаемой долговечности 
ло отношению к реальной.

Таким образом, ни один из ускоренных методов экстраполяционного 
типа [4-֊7] в применении к испытаниям конструкций не может давать на
дежных результатов, хотя и имеются удачные примеры их использования 
[9].

Большая группа ускоренных методов [10—14] для определения преде
ла усталости лабораторных образцов предполагает проведение испытаний 
при линейно или' ступенчато возрастающих амплитудах. Не будем останав 
ливаться на анализе возможностей этих методов в применении к испытани
ям конструкций, так как они не дают информации об ограниченной долго
вечности. когда предела усталости вообще нс существует (например, при 
использовании в конструкции легких сплавов), или при амплитудах, превы- 
шающнх предел усталости, в тех случаях, когда он существует.

В методе Кордовского [15] для определения долговечности 7V(sn) 
при амплитуде зл предлагается: 1) определить долговечность /У(՜*) 
при более высоких амплитудах так что ЛЦз*) /У(з„), 2) осуще
ствить две одноступенчатые программы циклических нагружений, в 
которых образец подвергается действию различного числа Л'„ циклов 
при амплитуде з„ и доводится до разрушения при э* с определением 
средней длины Nk второго блока программы, 3) обработать резуль
таты с помощью некоторого соотношения, которое нам удобнее пре
образовать к виду

/V, р(-։

1g N
=*)wLv(^)№ lsW(’',) - 1

(1.8)
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Однако экспериментальная проверка [3, 161 показала, что коэф
фициент з*) нельзя считать независимым от /УЛ> то есть экспе
риментально определенная зависимость Л''л = М (Зя, Зь М.) не опи
сывается выражением вида (1.8).

Что это действительно так, видно и из самых общих соображений, так 
как величина № (зп։ сд, /V,,), по-ес определению, должна при уменьшении 
Nn стремиться к А^(з*), а не к нулю, как это получается для (1.8). Но 
применению этого метода в испытаниях конструкций мешает еще одно не 
менее существенное обстоятельство, которое не было помехой при испытани
ях лабораторных образцов: при определении одного значения Л;('») не
обходимо довести до разрушения большое количество образцов | 16], тогда 
как в практике испытаний конструкции часто приходится иметь дело с един
ственным опытным экземпляром создаваемой конструкции.

В таких областях техники, как автомобилестроение, тракторостроение и 
т. п„ где тип конструкции, используемые материалы и уровень технологии 
мало изменяются при переходе к новой серин изделий, используется мето
дика форсированных испытаний [ I], по которой определяют долговечность 
А 1 изделия в форсированном режиме и пересчитывают ее в долговечность 
.V для нормального режима по эмпирическим зависимостям, основанным на 
опыте эксплуатации к испытаний предыдущих серий изделий такого типа. 
Более широкому использованию этой методики препятствует отсутствие ре
комендаций по следующим вопросам:

1. В каких пределах можно выбирать параметр форсирования?
2 По каким соотношениям можно определять долговечность А1' в нор

мальном режиме, если известна долговечность А'՛ для параметра форсиро
вания )?

3. Как интерпретировать результаты форсированных испытаний при 
малом числе и. в особенности, при одном экземпляре испытываемых изделий 
с учетом того, что из-за большого статистического разброса долговечность 
/V; в форсированном режиме нередко Может оказываться даже превышаю
щей среднюю долговечность .'V в нормальном режиме?

Ниже предлагается общая методика, дающая ответы на эти вопросы и 
позволяющая, и случае положительного результата форсированных испыта
ний, гарантировать, что долговечность конструкции в нормальном режиме 
будет нс ниже заданного числа А' циклов.

Будем считать допустимыми значения параметра форсирования /. при 
которых поведение конструкции остается линейным. Выполнение этого усло
вия. как указывалось выше, может быть проверено в ходе самого ускоренно
го испытания. Этим условие линейности принципиально отличается от 
считавшегося необходимым требования неизменяемости при форсировании 
места локализации в конструкции усталостною разрушения [1], так как 
место разрушения к нормальном режиме, в общем случае, не может быть 
установлено в ходе испытаний в форсированных режимах или из каких-либо 
соображений.
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Независимо от специфики распределения напряжении з°(г) и уста
лостной прочности материален по элементам линейной конструк
ции из определения (1.1) получаем оценку

а' (Л.) aC^) з’(ЛА)/ (М) ~ пйп </(ДГ) шах ֊^</(77) Д') (1.9)

Л'Ч, .V) -тахММ, /о
<7

< (М) М*р

Здесь корреляционное отношение Л,г) характеризует крутиз
ну кривой Велера Т (Л ) на интервале I Ч, Л'|. а значение максимума 
определяется для набора кривых Велера а* (/V), достаточно пол
ного, чтобы охарактеризовать все ожидаемые случаи усталостного разру
шения в элементах испытываемых конструкций, например, в стержнях, 
пластинах, болтовых, клепаных н сварных соединениях и т. п.

Практически, функция V) должна определяться при обработке, 
согласно соотношениям (1.9), известных литературных данных о всевозмож
ных кривых Велера Т(ЛГ).

Существенно, что в общем случае линейной конструкции неравенство 
( 1.9) нельзя усилить, так как знак равенства в нем реализуется в случае 
конструкции, разрушающейся при обоих значениях параметра форсирова
ния /(А՛1 ) и /(Д') в одном и том же месте л՛, где материал к условия его ра
боты таковы, что корреляционное отношение /с.« (Л'р А՛') кривой Ве
лера =*. (ЛО совпадает с максимально возможным значением Г(Л\, Л’).

Теперь можно утверждать, что если долговечность конструкции при 
испытании в форсированном режиме с параметром ( = А') окажется
не ниже Л’ь то ее долговечность в нормальном режиме / = 1 будет не ниже 
А՜. В этом убеждаемся, исходя из того, что при /*бА-Т|, Д') /'(Л ) из (1.9)
следует оценка I ^/(А ).

С учетом статистического разброса усталостная прочность в точках г 
конструкции описывается семейством кривых >(А/, /•’) рапной вероят
ности разрушения Р.

Для набора всевозможных кривых равной вероятности разрушения 
(/V, Р), включающего, конечно, и кривые з’(Л7, /•’), определим кор

реляционные отношения Д'. Р) и функцию Р(А/.. /V) согласно
соотношениям:

/ (М.

Г(Л\, 7У) = |пахЛ./(Л/1, Д', Р)
7. Р

Тогда можно утверждать, что если в форсированном режиме с парамет
ром / = /(Л՛,. А/) разрушение в какой-либо точке г конструкции происходит 
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с вероятностью Р» при Л՛'■ циклах, то при / = I в нормальном режиме ве
роятность разрушения Р з точке г при \ циклах будет меньше Рь Справед
ливость этого утверждения вытекает из того, что при

г(М. л/)3о(г) = 3;(^. р։)

выполняется неравенство

< (Л^р Г1
”(г)= <^р'}

В указанном смысле и необходимо понимать результаты форсированных 
испытаний при малом числе н. ։։ особенное г и. пр»։ одном экземпляре испы
тываемых изделий.

Прямых данных об усталостных испытаниях конструкции имеется весь
ма мало и их в настоящее время недостаточно для установления каких-либо 
надежных количественных закономерностей, позволяющих разработать об
щие методики ускоренных натурных испытаний.

В данной работе сформулирована и обоснована простам и достаточно 
общая методик.« ускоренных натурных испытаний, для которой необходимую 
количественную информацию об усталостной прочности конструкций мож
но получить, проанализировав по указанной методике имеющиеся в доста
точном количестве литературные данные об усталостной прочности раз
личных материалов и разнообразных условиях их эксплуатации, а также от
дельных узлов я элементов конструкции.

Автор выражает благодарность О. М. Кочину за полезные дискуссии.
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ON ACCELARATED FATIGUE CONSTRUCTION TESTS

V. 1. MALY

Summary

A reliable method of the forced test for the construction durabi
lity estimation under specified load amplitudes has been suggested. It 
has been proved that the necessary quantitative information for this 
method can be obtained from a large number of publications on fatigue 
strength of various materials under different operating conditions.
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