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НАКЛАДКАМИ

Исследованию напряженного состояния полуплоскости с упругим под
креплением частя границы посвящен большой ряд работ: отметим некото
рые из них [1—8]. Во всех этих работах строились и изучались неограни
ченные на краях подкрепления (накладки) решения. В работе [9| впервые 
поставлен вопрос о возможности существования таких режимов работы на
кладки. когда в ее концевых точках отсутствует концентрация контактных 
касательных напряжений.

В данной работе установлено, что решения, ограниченные на краях 
накладки, безусловно существуют в тех случаях, когда накладка соответ
ствующим образом нагружена. Выделен класс таких нагружений. Матема
тически строго обосновано, что отыскание ограниченных решений автома
тически приводит к решениям, обращающимся в нуль в соответствующих 
концевых точках. Исследование проводилось методом ортогональных мно
гочленов. При этом дан численный анализ для ряда конкретных случаев 
загружения накладки.

1. Постановка задачи, интегральное уравнение. Пусть граница упругой 
полуплоскости на участке х £ [—а, а] усилена упругой накладкой (стрин
гером) с жесткостью на растяжение 1Г. Пусть это подкрепление нагруже
но сосредоточенными силами Р, и Р- на его краях и распределенной на
грузкой интенсивности /(х) по верхней грани (фиг. 1). Предполагается, что 
между границей полуплоскости и накладкой осуществлено полное сцепле
ние при всех х £ I—а, а].

При сделанных предположениях рассматриваемая задача может быть 
приведена [8. 9] к интегро-дифференциальному уравнению Прандтля
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а
. л,.[Т(х) А(х)]. (|х|<а. >. fA (1.1)

J ; — -v \ 2 w /
—а

при граничных условиях

Г(֊а)₽Р։, Т(а) = Р, F(a) (1-2)

Здесь Е модуль Юнга для полуплоскости (случай плоского напряжен
ного состояния) и введены функция

(1.3)

где т(л) — искомое контактное касательное напряжение, действующее меж
ду накладкой и полуплоскостью в области |х| ^а.

Переходя в (1.1)—(1.3) к безразмерным координатам

х = х'а, : = 5'а, р = / а

и вводя обозначения

г (х) = Т(х'а), f(x ) F(x'a)

перепишем (1.1). (1.2) в виде

(|х|<1) (1.4)

- 1

?( 1) = ^, ?(1) = Л+/(1)

штрихи у х' н X՜ здесь и далее опускаем.
На основании результатов работы [10] и гл. V монографии [11] мож

но сформулировать относительно структуры функции т(х). определяемой 
уравнениями (1.1) -(1.3). следующие теоремы.

Теорема 1.1. Если F(x) £ В՜ ( а, а,), 0 а << 1 п при данном 
> С (0, ос) существует решение уравнения (1.1) (1-3) такое, что 
”(х)~4я(—а, а), 1<р<]2, то '(х) имеет вид

Мх) = „Т** ■ ■ >»(*К5’( а, а), 7 = 1п(Л, (1.5)
I а՝ — X- \ р /

Теорема 1.2. Если 1) 1՝(х)( В՝(—а, а),
2) F(х) ֊ В' (а — г, а), £^>0, 1/2<Сн< 1 « прч данном >.^(0, оо) 
существует решение уравнения (1>1) (1-3) такое, что 
V * (-г) С Bp ( а, а), 1 < р <_ 2; 2) | “ (я)!՝^ т при а - г < а. где 
т — const, то выполняется соотношение



0։ рэлнчеиные решения з задаче о полуплоскости с накладками 5

О « --------
р= = |‘[Г(:)-ГС;)] I / —(1.6)

и .) Г а — В
—п — и

и '(х) имеет вид

"(х)=|/ -—а, а), 7=1пЦа, 8 —Т’  ----- ’)

(1.7)

Теорема 1.3. Если 1) Е(х)^В (—а, а), 0<Са 1, 

2) /-'(хН^а-а, а), з>0, у<₽<1, 3) Г(х)^В\-а,֊ а г),

1_ .

2
оо. •, 1 и при данном )֊ < (0, се) существует решение

уравнения {1.1)—(1.3) такое, что 7) ~(х) Ьр(— а, а), 1 < р < 2;
2) । ' (-г) | < т при а — г х а; 3) | т (х) | $ п при — а х ■ а г, 
еде т и п постоянные, то выполняются соотношения

а

- «1
а 

0-||7(=) 

—и

(1.8)

и ”(х) имеет вид

* (х) = | а= х։ы(х), <ч (х) £ В (— а, а)

г = Ш, 7 4’—) <к9)
\ ֊ др/

Из теорем 1.2 и 1.3 следует, что если соответствующим образом 
нагрузить накладку по ее верхней грани, то есть подобрать функцию /'(л) 
так. чтобы выполнялись условия (1.6) или (1.8). то будут существовать 
решения, ограниченные на одном либо двух краях накладки вида (1.7), 
(1.9). В случае Л(х) 0 вопрос и существовании ограниченных решений 
остается открытым. Однако, численное исследование задачи при произ
вольных значениях сил и Р2 показало, что в диапазоне 0^А^120 ре
шение имеет вид (1.5), причем (о(±а)#=0.

2. Сведение к бесконечной алгебраической систел։с. Для отыскания при
ближенного решения задачи в общем неограниченном случае (1.5) приме
ним метод ортогональных многочленов [6, 7].

Представим функцию <в(л) в (1.5) в виде ряда
ос

а1е)(ах) = ?’(х)|/1֊ -х2 3— ^а^ГДх) (2.1>
п -О
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:г - ~ — ■ ■՛ "1՛ — ~.т*. ՛ ■ та

где 7'п(х) — полиномы Чебышева первого рода. Такое представление воз
можно в силу того, что о՛ (ах) £ В'( 1.1), при этом ряд (2.1) схо
дится равномерно.

На основании (2.1) имеем

<р(х)— Рг |- У«,,/7,, (х), Л, (л)----- -- 5’ш яб (я>1) (2.2)
л-О п

/го(х) ~—б, б — агссозх

при этом первое граничное условие (1.4) удовлетворено. Удовлетворяя вто
рому граничному условию ( 1.4). найдем

°о — 1е։-л+/(1)]

■>
(2.3)

Далее разложим /(х) С В' (—1, 1) в равномерно сходящийся ряд но 
полиномам Чебышева второго рода

00

/(*) = ЗЛ^-1(х) (2.4)
я— 1

Подставляя (2.1). (2.2) и (2.4) н уравнение (1.4) и принимая во внимание 
интеграл [12]

1
(, , ՛(х)՛ < ։ * к ։> (2-5)

Л | 1— <:•(: — х)
— 1

придем к соотношению

00
2«.

п = 1

5Н1 об _ 
ЯШ б

„ . ,л 'О / 5*п п(-՛

И ЛТаДп-б)- £ап-----  2 Л—Г
ЯГ։ л ", ЯШ®

(2.6)

Умножим обе 1асти (2.6) на Я1П0 и проинтегрируем в пределах от 
О до .т. В результате придем к бесконечной алгебраической системе отно
сительно коэффициентов

12 2 9
ат -Н —Ьт(/\-~-а0)--------аосл 4------- V а„Ктп /т (2.7)

(/и = 1,2,...)

Ь,и- 0 при т >1, 6) = — > ст — 2лп[(—1)'"՝ I] (пг — 1) “2 при тп^>1

сх——» Ктп=2т[[- 1)'" 1][(/п — я)՛՞ — I]՜1 [(тп + п)՜ 1]՜՝ при
4

т 4^ я — 1, т 4֊ п 4֊ 1, Кп-\,п — Кп ։<я О



Ограниченные решения в задаче <1 полуплоскости с накладками 7

Введем в рассмотрение сумму

(2.8)

На основании оценки для Б„., данной в работе [7], и с учетом того, что 
|/л,| -*• 0 при т -*■ со, может быть сформулирована следующая

Теорема 2.1. Бесконечная алгебраическая система (2.7) квази- 
вполне регулярная при всех н£(0» °°) и вполне регулярна при и<я/12.

Заметим, что для общего случая рассматриваемой задачи (когда полу- 
длина области контакта а фиксирована) имеет место принцип наложения 
решений для различных видов загружения накладки.

После решения алгебраической системы (2.7) коэффициенты при осо
бенностях у функции т(вх) — ։|/(х) при х=±1 могут быть найдены соот
ветственно по формулам

ОО ОС-

А (И = 2 ап, й2 (и) = 2 (- 1Уа„ (2.9)
п ֊0 я-О

3. Сведение к бесконечной алгебраической системе в случае ограничен
ного решения на одном крае. Пусть длина накладки 1~Ь-\а, Ь>а и по 
всей своей длине она нагружена по верхней грани распределенной нагруз
кой интенсивности /(х), а в точках х=- в и х — Ь силами Р1 и Р2. В го же 
время контакт между накладкой и границей полуплоскости осуществляется 
лишь на участке —а^х^а. При этом будем предполагать, что в точке 
х - а контактное касательное напряжение т(х) ограничено.

Фиг. 2.

Такая задача по-прежнему сводится к ингегро-дифференциальному 
уравнению (1.1) при граничных условиях

7’(-а) = Л, Г(а)=Р։ Л(6) (3.1)

Здесь функции Т(х) и Б(х) имеют вид (1.3).
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В старых безразмерных переменных интегро-дифференциальное урав
нение будет иметь вид ( 1.4), а граничные условия (3.1) запишутся следую
щим образом:

?(֊1)=л, »(1) = Л+ /(«). *=6о՜' (3.2)

Согласно теореме 1.2, решение задачи, ограниченное на крае х = 1, бу
дем искать в виде ряда

’ ։ + х (3.3)

Здесь Р'',*"'’(х) полиномы Якоби. Представление (3.3) возможно 

в силу того, что в соответствии с (1.7) функция <՛» (ах) £ В7( 1,1), при 
этом ряд в (3.3) сходится равномерно.

Интегрируя (3.3) и удовлетворяя первому граничному условию (3.2). 
получим

•? (х) = | 2 anF„ (х), Го (х) = “ — G 4- sin 0 (3.4)
л—О

,, . . (2л 1) !’ I sin (н 4-1)5 Sin дО о
6 = arccos х, /-г(х) = ---------- - ------֊—i—-— -------- (п — 1,2,...)(2п) И | п 1 п

Удовлетворяя второму граничному условию (3.2). найдем

ао=4[Л-Л-1-/Ы1 (3.5)

Разложим теперь функцию /(х)£/Г(—1, х) в равномерно схо
дящийся при |х|-<1 ряд по полиномам Якоби

оэ
/(х)= 3 '"’(х) (3.6)

л —О

Подставляя (3.3), (3.4) и (3.6) в уравнение (1.4) и принимая во вни
мание интеграл |9, 13]

[ Р{п- 1-1 (О (|Х| 1( (37)
3 5-х »' 1 4 -«
- I

придем к соотношению

-2а„Л'-’”'1'2)(х) -;֊|р, + 2«„^(х) 24/’'-1'՝’’1Я)(х)| (3.8)
о—О I л—0 п=0 '

Умножим обе части равенства (3.8) на | (1 х)/(1 — х) Р-„ 1,4 12> (х)

и проинтегрируем в пределах от —1 до 1.
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С учетом условия ортогональности полиномов Якоби [ 12] получим 
следующую бесконечную алгебраическую систему:

со
а‘п "Т 2 + и/« (т=0, 1,...) (3.9)

“ п =о

Здесь введены обозначения

. (2лп — 1)!! 
а =-----------------

(2т)’! <310>

КнЛ —

4
~"’4֊4 (т-0); — (т 1)

_____ 4________
(2* 1)42* 1)

_________ 4________
(2* 1)42*4-1)

(т '2к՝, к 1, 2...)

(т ֊2* -1; к = 2, 3...)

; 1-(-1)я4л1______________1 4֊(֊1)я"п
((/г'՜—т') (л 4՜ п1 4՜ 2) [(л 1)՜ пг\(п—т 1)

(л =7=т, л === т — 1, л =7= л? -} I)

4 . 8т
“--------Т (л = 7----- 7 (п = т 1)
2т 4՜ 1 4т2 — 1

-------------------- - --------------- (л = т 4՜ 1)
(2т 4-3) (2т 1)

л=1, 2,...
т-0, 1,...

Принимая во внимание (3.5). бесконечную систему (3.9) перепишем
в виде

со

< - 0 (3-п)
“ «-1

ос
< = -±-2^»< + *„ (т=1, 2,...) (3.12)

л ‘-■1

Отметим, что уравнение (3.11) является условием ограниченности ре
шения задачи на крас х = а (типа условия (1.6) ) и служит, после опреде
ления коэффициентов а*г.» из системы (3.12). для нахождения величины а 
при заданных Ь и законе нагружения накладки.
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На основании результатов, приведенных в работе [9|. можно утвер
ждать, что справедлива следующая

Теорема 3.1. Бесконечная алгебраическая система (3.12) квази- 
вполне регулярна при всех !' (О, ос) и вполне регулярна при^“\ 1 6/2.

4. Сведение к бесконечной алгебраической системе в случае ограничен
ною решения на двух краях. Пусть длина накладки 1=2Ь, а контакт между 
накладкой и границей полуплоскости осуществляется лишь на участке 
— а х а. а<Ь. По всей своей верхней грани накладка нагружена рас
пределенной нагрузкой интенсивности /(х). а в точках х-±Ь сосредото
ченными силами Р; и Р;. При этом будем предполагать, что в точках х=±а 
контактное касательное напряжение т(х) ограничено.

Фиг. 3.

Задача по-прежнему приводится к интегро-дифференциальному уравне
нию (1.1) при граничных условиях (3.1). При этом Т(х) имеет вид 
(1-3). а

Г(х)= р(1М (4.1)

-6

В указанных в и. 1 безразмерных переменных интегро-дифференциаль
ное уравнение будет иметь вид (1.4), а граничные условия-—(3.2).

В соответствии с теоремой 1.3 решение задачи, ограниченное на краях 
х=±1. будем искать в виде ряда

?' (х) = V «.{/„_! (х) (4.2)
о =1

Здесь ^Л.(л) полиномы Чебышева второго рода. Разложение (4.2) 
возможно в силу того, что в соответствии с (1.9) функция 
и>(«х) В (— 1, I). при этом ряд в (4.2) сходится равномерно.

Интегрируя (4.2) и удовлетворяя первому граничному условию (3.2), 
получим
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?(х) = р,+2<2,л,(х), вд = ֊^֊։ -у51՞2®) (4-3)

[(н4֊/п)?-1][(л -п0։֊1]

ЛW = 5i"(”+1i;< - ■sion,( 1̂l)G (л = 2, 3,...) 
2(л 4՜ 1) 2 (л — 1)

О arccos х

Удовлетворяя второму граничному условию (3.2). найдем

9
«1 = ֊ (Л- Л +/(«)] (4.4)

4Ь

Далее представим /(х) <■#’•( —*• *) в форме равномерно сходяще
гося при |х|^1 ряда по полиномам Чебышева первого рода

/(*) = 2АЛ(х) (4.5)
л -о

Подставляя (4.2). (4.3) и (4.5) в уравнение (1.4) и принимая во вни
мание интеграл [12]

J1'1 (|х|.<:1. п = 1։ 2,...) (4.6)

- I

получим соотношение

г**
У а„ cos лО - р >—1

n — 1

оо оо
ЛЧ- У (cos 0) /п COS л8 

slta«. л*՜։ л~о

(4.7)

Умножая обе части равенства (4.7) на СО5/Л0 и интегрируя в пределах от О 
до л, придем к следующей бесконечной алгебраической системе:

9ц
ета„, —^\апКтп р/ш pPjCm (т = О,1, ...) (4.8)

“ Z1

ет = 0 при т = 0, ет = 1 при т I, /f01 = -с/4

Коп= 4л(л:! 1) 2 при л > 2, Ктп 0 при л zn —1, л — ?п 4֊ 1

2л[(-1)т1п- 1] при n^=zn— 1, л т ֊| 1

Принимая во внимание (4.4). бесконечную систему (4.8) перепишем 
в виде

0= 2апАол-г^֊[^4֊^ 4֊/(X) 2/о] (4.9)

л-2
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9 / \ 2ч~[Л֊Л /(Н1(1 + -~֊) ֊ р/։ (4.10)

flm=-11- У.апК^Ьт (т^2, 3,...) (4.11)
“ п -а

Дн
V-f„֊֊ Кп1[Р, ЛЧ /(')] 

к-

Отметим, что соотношения (4.9) и (4.10) являются условиями ограни
ченности решения задачи на краях .\ = ±а (типа условий (1.8) ) и служат, 
после определения a!t из (4.11). для нахождения величины а при заданном 
Ь, накладывая вместе с тем некоторое ограничение на характер нагружения 
накладки.

На основании результатов, приведенных н работе |9|. можно утвер
ждать, что справедлива

Теорема 4.1 Бесконечная алгебраическая система (4-11) квази- 
зполне регулярна при всех р (0. оо) и вполне регулярна при Jl<C I 6 .

5. Числовые примеры. В качестве конкретных примеров были рассмот
рены следующие задачи при сцеплении накладки с полуплоскостью по всей 
ее длине (фиг. 1): а) / (.г)" 0, /\ — 1. Р., 1: б) / (л՜) 0, —1;
Р2 = 1; в) Цх) = 1, Рг = А=.0; г) /(>■) - х, Р, Р, = 0.

По формулам (2.9) были подсчитаны коэффициенты при особенностях 
на краях накладки в диапазоне .При решении системы (2.7) ме
тодом редукции в урезанной системе бралось 20 уравнений. В табл. 1 даны 
результаты вычислений Dt(p): гарантируется точность в 1%. Здесь сле
дует принять во внимание, что /).(,н) — —£).(р) для задач а) и г), и 
£>, (р) ~Ц»(м) для задач б) и в).

Таблица f

р- а 6 а 1 а о г

0.5 0.3867 0.8218 0.5949 0,08496 5.5 1.792 1.920 0.4189 0.1945
1.0 0.6472 0.9807 0.5622 0.1274 6.0 1.875 1.998 0.4101 0.1948
1.5 0.8479 1.121 0.5357 0.1402 6.5 1.955 2.072 0.4019 0.1948
2.0 1.014 1.248 0.5136 0.1663 7.0 2.032 2.144 0.3942 0.1946
2.5 1.158 1.363 0.4946 0.1766 7.5 2.105 2.213 0.3871 0.1942
3.0 1.286 1.471 0.4782 0.1832 8.0 2.176 2.280 0.3805 0.1937
3.5 1.403 1.571 0.4637 0.1876 8.5 2.214 2.345 0.3742 0.1930
4.0 1.510 1.665 0.4508 0.1906 9.0 2.310 2.408 0.3683 0.1923
4.5 1.610 1.754 0.4391 0.1925 9.5 2.374 2.469 0.3628 0.1915
5.0 1.703 1.839 0.4286 0.1938 10.0 2.436 2.528 0.3575 0.1907

Пользуясь принципом наложения решений, отмеченным в п. 2. рас
смотрим следующие комбинированные случаи загружеиия накладки:
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1) Р։ = Р.. — Р, I (х) = — ах; 2) Рх = Р2 = Р, I (х) - — я՝,

-- Р, /(л֊) 7: 4) Р{ Р, ֊ Р, /(х) хх՝.
5) Л - 0. Р, = Р, Цх}= - <?; 6) Л = 0, /< Л f (х) - ах:

7) Р1 - 0, Р2 = 0, / (х) я - ах.
В первом и третьем из указанных случаен соответствующим подбором 

величин Р, а, (/ при заданном значении р можно добиться одновременной 
ограниченности решения на краях х=:։ 1 В остальных случаях можно та
ким образом добиться ограниченности решения па крае х= 1.

Таблица 2

И 1) Р/Т 2) Р ч з)л? | 4) Р/а 5) Р/</ 6) Р/а 7) <?/ч

1 0.1968 0.8687 0.5733 0.1299 0.6907 0.1565 0.2266
2 0.1645 0.5065 0.4115 0.1337 0.4541 0.1475 0.3248
3 0.1425 0.3719 0.3251 0.1245 0.3469 0.1329 0.3831
4 0.1262 0.2985 0.2708 0.1145 0.2340 0.1201 0.4225
5 0.1138 0.2517 0.2331 0.1054 0.2420 0.1094 0.4522
6 (1.1039 0.2187 0.2053 0.09750 0.2118 0.1006 0.4750
7 0.09577 0.1940 0.1839 0.09076 0.1888 0.09320 0.4937
8 0.08902 0.1749 0.1669 0.08496 0.1708 0.08694 0.5091
9 0.08325 0.1594 0.1529 0.07986 0.1561 0.08152 0.5221

10 0.07828 0.1468 0.1414 0.07544 0.1440 0.07683 0.5334

В табл. 2 даны при различных р отношения Р/а, Р/я и 0/а для всех 
семи указанных случаев нагружения накладки, при которых имеют место 
ограниченные решения.

Ростовский государственный университет
Институт механики АН Армянской ССР Поступила 6 IX 1977

«I. «г. |ць₽иии-р||»ь Ь. ч. ‘|Пчи.1.11Ъ1|||, и. и. иыч>и.рзиъ

։|Ьии.2«.РР-П1«Р՝Зиъ Ь«1, 1МШй’ММ»и.Ъ Ч.ЬР1тРЪЬРЬ 
ФП1ии.ПЬ8ЙЬР-т 1иЪ'ЬРПМГ ии.21Ги.ШФ1Ц|

ЦПФПМГЪЬРЬ 208119.11 ИIIмквпьъс

II. Ч ф п ։|1 п ։ ։Г

1։ [>р Ь цри>цд[1 бф бши/и^ 1[[цт<1 ( птр1>Ъ^1»рп тбЬ- 
ЧШ9,СШ^ р^гр^рг 5п։./։у /,
игрфшЬ, пр /[прч.Рри'к псиЬЪ ‘Р’Р111 ’р'р!՛ р1т11Ш1[пр4и/Ъ 1/1ц1/р1>р,
Ьрр Ърш <}и/р1ш1{1ип11рпи1 ри1/]ш1ри^пиТ ( хприфпц 1{пЪи1ш1{и1иц1гЪ 1111рпц1‘- 
ЪЬр// 1/пЪдЬЪигршд/1шЬ:



14 В. М Александров, Е. В Коваленко. С. М. Мхитарян

Մաթեմատիկորեն խիստ ապարյուէքված Լ, որ սահմւսնսւփակ լուծումների 
որոնումր ինքնաբերաբար բհրում է համապատասխան ծայրակետերում >[/"> 
դարձող լուծումների։ Հեէոադոտութ յունր կատարված է օրթոդոնալ բազման
դամների մեթոդով։

Վերադիրի բեռնավորման մի շոէրբ կոնկրետ դեպքերում տրված է թվա
յին անալիզ։

RESEARCH IN FINITE SOLUTIONS FOR A PROBLEM ON 
INTERACTION BETWEEN A HALF-PLANE AND 

ELASTIC STRINGERS

V. M. ALEXANDROV. E. V. KOVALENKO. S. M. MKHITARIAN

Summary

A problem on stress state of a half-plane with its boundary partly 
stiffenned by an elastic stringer is considered. Some cases of stringer 
loading are found to occur where the concentration of contact tangen
tial stresses on borders of the stringer is absent.

It is mathematically strictly substantiated that seeking for finite 
solutions automatically leads to solutions vanishing at proper terminal 
points. The research is conducted by the method of orthogonal polyno
mials.

A numerical analysis for some concrete cases of stringer loading 
is presented.
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКИМИ 

СИСТЕМАМИ

1. В работе рассматриваются три задачи оптимального управления 
стохастической системой вида

Х = и+ |/2Г; (1.1)

где и — управление. 6 = const. |—скалярный стандартный ви
неровский процесс, а—некоторое постоянное число, характеризующее ин
тенсивность шума.

Система (1.1) описывает движение материальной точки под действием 
случайных сил. Уравнение Беллмана, соответствующее рассмотренным ни
же задачам, содержит частные производные по двум фазовым координа
там и времени. Численное решение уравнений с большим числом незави
симых переменных лимитируется возможностями современной вычислитель
ной техники. Движение материальной точки будем рассматривать в фазо
вом пространстве (х. х). Систему (1.1) запишем в виде

|х =-• у
I у = и I- 2" :

(1.2)

Первая из изучаемых задач состоит в следующем. Имеются две пря
мые л'՜-0 и х~<7,. Требуется выбором управления и максимизировать ве
роятность достичь прямую х֊0 раньше, чем х = ?։. Задача решается при 
помощи метода динамического программирования. Обозначим через а мо
мент первого выхода системы (1.2) из области а через И(х. у)—
функцию Беллмана сформулированной задачи. Тогда

V (х, у) = sup Р (х (7.) = 0)
<1

Соответствующее уравнение Беллмана имеет вид

у ֊ rsup^u + =֊ 0; 1/(0, у) = 1, (1.3)
Ox D Оу Оу'

у<0; 1/(у1։ у) = 0, у > 0

Из постановки задачи и ( 1.2) видно, что оптимальным будет управле
ние иф——Ь. Подставив и„ в (1.3). получим

д / dV (PVУ֊ 6—+^ = 0; И(0։у) = 1, ,у<0;
<1Х Оу Оу2

V(<7р у) = 0, у >0
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Если в полученном уравнении сделать замены переменных у—с^у^ 
и х--с։х։, то, потребовав с։=с/6 и с-. - з*!Ь\ получим уравнение, 
не содержащее Ь и з. Запишем это уравнение с прежними обозначе
ниями X, у, У
I </֊֊^Д+^Г=О; И(б,у) = 1.» 0; (1.4)

Ох ()у Оу

И<7, У) = 0> !/>0, у = ухс~г

Непосредственное решение разностного аналога уравнения ( 1.4) сво
дится к обращению матрицы, что затруднительно при большом числе то
чек сетки. Вместо этого аппроксимируем решение задачи (1.4) решением 
Г’(/. х. у) задачи

д\7 аУ (IV , &У 
■ у — ■ —।—— 
д( ' дх ду ду-

(1-5)

/(/, 0, у) = 1, у <0; |/(/, у,, у) 0, //>0

Здесь Т — параметр. Отметим, что при 7 ՜ - оо будет 1(7, х, ?/)-> 
-> I-' (х, у). Действительно, решение задачи (1.5) есть максимальная ве
роятность достичь прямую х = 0 раньше, чем х = С] за время 7'. Поэтому 
при 7 -оо решение задачи (1.5) будет сходиться к решению задачи ( 1.4). 
Следовательно, решение задачи (1.4) можно построить с помощью итера
ций по Т решений задачи ( 1.5).

Прежде чем перейти к разностной аппроксимации уравнения (1.5), 
построим ограниченную область на фазовой плоскости (х, у), в которой 
будем искать решение исходной задачи и зададим соответствующие гра
ничные условия.

Обрежем симметрично относительно начала координат ось у. Получим 
прямоугольную область, которая показана на фиг. 1. Согласно постановке 
задачи и закону (1.2) на границах полученной области должны быть вы
ставлены следующие условия: на линии 0/17) (фиг. 1) функция 
1 (/. х. у)= 1, на линии ВСВ (фиг. 1) функция К(/, х, у)~0. Так как (это 
видно из (1.2)) граница области на отрезках ОВ и ВИ недостижима, то 
на указанных отрезках граничные условия не выставляются. Недостижи
мая граница на фиг. 1 заштрихована. В указанной прямоугольной области 
строится равномерная сетка.

Обозначим через И*/ значение функции 1/(/, х, у) в точке фа
зовой плоскости с координатами х = 7/, у — //г в момент времени 
I = к՜, где /, Л и '--соответственно шаги аппроксимации по коорди
натам х, у и /, а 7, / и к — соответствующие индексы, меняющиеся в 
пределах 0< 7 < 5, —№ и К. Граничные условия па
отрезках ВС и АО (фиг. 1) будем задавать в форме

иЛу = о, 1, (1.6)

И*-.лг=1, 1<7<5—1, (1.7)
2 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 1
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При разностной аппроксимации уравнения (1.5) будем использовать 
для случая /^0 левую производную [2], аппроксимирующую дУ.'дх, и 
правую производную [2] в случае />0.

Это делается из-за недостижимости границы области. При этом вы
числения для случая /^0 идут слева направо с использованием граничны:
условий на отрезке О--1, а в случае />0 — справа налево с использова

нием граничных условий на отрезке СЕ (фиг. 1).
Поэтому, применив для аппроксимации уранисяия 

(1.5) метод дробных шагов [1], получим

(V,.! У.- ,0-5)/-- + (/41“- к‘7°'5) 1и/1 = о,» о (1.8)

(Иб- И^“) : + (^/'5- 1'А1“)ад/ = 0, /<0 (1.9)

- (֊ 2 ^‘т1 + И,‘7-.)Мг 0 (1.10)

Отметим [1], что указанный выше метод абсолютно 
устойчив и дает погрешность порядка Л2 и т соответ
ственно по фазовым координатам и по времени.

Для того, чтобы система уравнений (1.8), (1.9), 
(1.10) была разрешима, необходимо помимо граничных

Фиг. 1. условии (1.6), (1.7) и граничных условий

Ио‘7 = 1, К>£>0 (1.11)

И/,, = 0, К>к>0 (1.12)

задать начальное значение в момент времени 1 = Т во всех внутрен
них точках заданной сетки. Подчеркнем, что вычисления производятся 8 
обратном времени, начиная с момента / = 7' и кончая моментом времени 
/ = 0.

В момент времени / = Т следует задавать во всех внутренних точках 
сетки, исходя из постановки задачи, следующее начальное условие:

К*=о, 1</<5 1, -лг-м<хл'-1 (1.13)

Таким образом, имея граничные условия (1.6), (1.7), (1.11). (1.12) и 
начальное условие (1.13), можно разрешить систему уравнении (1.8), 
(1.9) и (1.10) и определить значения функции Беллмана на заданной нами 
сетке в любой момент времени

Из уравнении (1.8). ( 1.9) вытекают следующие две рекуррентные фор
мулы для определения значений функции Беллмана:

И*7М = (- П^)/(֊/Л ֊ '). / < 0 (1.14)

ИЛ05 (ИД-,^А^Ю/(7Л + 0, »0 (1-15)
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В вычислениях по формулам (1.14) и (1.15) используются сответствеи- 
но граничные условия (1.11), (1.12) и на первом этапе вычислений началь
ное условие (1.1.3), а затем на последующих этапах берутся значения функ- 
пни И/. ., полученные в результате текущих вычислении. Подставив 
результаты вычислений по формулам (1.14) и (1.15) в (1.10) и используя 
граничные условия (1.6), (1.7), мы получим разностную трехточечную 
схему, которую решим методом прогонки [21 при помощи рекуррентных 
формул. Для полноты изложения приведем эти формулы

Из (1.10) имеем следующее основное уравнение прогонки, которое по
лучается приведением подобных членов в (1.10):

(2-- + -.h) Vlfa (2Л> + 4. ) и,‘-] + (2---Л) -= -WV^ (1.16)

i = const

Введем обозначения

А = 2т -г -А, С 4т 4- 2Л’

Тогда уравнение (1.16) примет вид

AV!t-\~CV--y Fh /-const

Граничные условия для этой системы имеют вид (1.6), (1.7).
Метод прогонки состоит из следующего алгоритма:

Kfe1 - i,+i И‘7?, + J = N֊ 1. N - 2,..., 1 - N

Vl'.N = (is — '■,?«)/(! г,кк)

к^ = ВЦС к.А); к)А)

где ^_.v i = 0; i = 1.
Сначала вычисляются значения А, и '?>• при помощи рекуррент

ных формул (1-21). Далее вычисляется по формуле (1.20) значение
Затем по формуле (1.19) рекуррентно вычисляются значения 

функции Беллмана Л Эта процедура повторяется для всех 
/~1, 2,..., 5-1.

Устойчивость вычислений обеспечивается условиями [2J

Д>0, Я>0, С>Д + 5 11.22)

Значения функции Беллмана Ид вычисленные в момент временя 
‘ = 0, запоминаются на каждой итерации по параметру 7*. Если разность 
между значениями функции Беллмана , для нескольких заранее вы
деленных контрольных точек заданной сетки на предыдущей и последую
щих итерациях по Т не превышает заданной нами точности вычислений, 
го процесс счета заканчивается, и машина выдает значения искомой нами 
функции И(х. у) в момент времени ! —0 во всех внутренних точках задан
ной нами сетки на последней итерации.

(1.17)

(1-18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)
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Задача считалась на машине БЭСМ-ЗМ. Исходные параметры задачи: 
՝Я~ I. ОВ=О/1 ■ I: 2 (фиг. 1). Параметр 7 принимал следующие значения: 
2. 4. 6, 8, 10. Параметры сетки следующие: / = Л=0.1. Шаг по времени 
t 0.01. Точность вычислений \=0.01. Все константы задачи в безразмер
ных единицах. В качестве контрольных были взяты следующие четыре 
точки: х, — 0.3, ух = 0.4, х; 0.3, у., = 0.4, х. ֊- 0.6. у3 0.4. 
х., = 0.6. у,х — 0.4.

Результаты счета задачи для трех вариантов полосы ABCD (фиг. I) 
показаны в виде линий уровня функции Беллмана на фиг. 2, 3, 4. На фиг. 2 
дана картина линий уровня функции И(х. у) для полосы ABCD с парамет
рами q 1. OB — ОА—1, на фиг. 3 — для полосы ABCD с параметрами 
q=\, ОВ = ОА ~2, на фиг. 4—для полосы ABCD с параметрами q~\, 
ОВ- ОА=3. На указанных фигурах в правом конце каждой линии уровня 

указано соответствующее значение функ
ции Беллмана.

Процесс счета задачи для первого! 
варианта полосы ABCD (фиг. 2) сходился 
на второй итерации по Т (7'=4), для вто
рого варианта полосы ABCD (фиг. 3)— | 
на третьей итерации по Т ( Т = 6), для 
третьего варианта полосы ABCD (фиг. 
4) -на четвертой итерации по Т(Т~ 10).

Как видно из фиг. 2, 3, 4, значе
ния функции Беллмана в области OADF 
близки к единице, а в области ОВС!՛ I 
значения функции Беллмана, в основном, 
не превосходят 0.5. Кроме того, видно, 
что функция И (х, у) убывает как с 
увеличением х при у const, так к с 
увеличением у при х const. Из срав
нения фиг. 2 и фиг. 3 замечаем, что с 
увеличением длины полосы ABCD линии 

уровня становятся более крутыми. Сравнение фиг. 3, 4 показывает, что 
при Т 10, ОВ = 3 имеет место сходимость к решению задачи (1.3).

2. В этом параграфе рассматривается задача о максимизации вероят
ности успокоения системы (1.2). Формулировка задачи следующая. Пусть 
система (1.2) начинает движение при /—0 из внутренней точки области R. 
ограниченной квадратами ABCD и abed (фиг. 5). Выбором управления тре
буется максимизировать вероятность достижения квадрата abed раньше, 
чем линии ABCD за время Т.

Выпишем начальные условия 

и (Л X, у) 0: X, y^R (2.1)

г. соответствующее уравнение Беллмана в виде, не содержащем параметр» 
Ь и =, аналогично уравнению (1.5) (/ — зб՜2/)
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дУ ОУ .
77" У— —֊5>£П
0{ ох Оу

оу . <уу
(2.2)

о < / < т
ГдеЯ£П(£) означает знак выражения Ь.

Уравнение (2.2) так же, как и уравнение (1.5) в § 1, решается с помо
щью разностной аппроксимации я метода дробных шагов. Для указанной 
на фиг. 5 области построим равномерную сетку. В этом разделе будем при
держиваться тех же обозначений, что и в § 1. Дополнительно покажем гра
ницы изменения индексов 7 и у: 5 7 7--^5 при п у /V или
- /V у <1 п; — 5 < ։ •< т при — /V у -< №, т ^1^.5 при
“ Л М где индекс 5՝ соответствует л՜ СЕ), т соответствует 
х -с</. 1\' и п соответствуют у ВС и у ՝ Ьс (фиг. 5). Индекс £ про
бегает значения 0 к К, где Л' Г/՜. Индексы 7, у и £ нелочис- 
ленны.
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Из уравнения (1.2) и постановки задачи видно, что внешняя и вну
тренняя Гранина области в четырех участках ЕВ, ED, ае и [с (фнг. 5) не
достижим«. Так как шаг по времени т будем брать малым (т=0.01), то 
при разностной аппроксимации вместо sign (И?5-1)/2Л будем 
брать знак производной с предыдущего (половинчатого) слоя по вре
мени, то есть sign(V'?’7+J ^7--'15)/2Л.

С учетом § 1 работы и сказанного выше, уравнение (2.2) после раз
ностной аппроксимации и применения метода дробных шагов преобразует
ся в следующие три разностных уравнения:

(v'i ий0’)/- г (ий? j- ий“) hjii -о, J > о (2.3)

(V,4i ֊ ИЙ’՜’)/- + (И,Й°’ - ИЙ?’) hjH = 0, j< 0 (2.4)

(И,?,՜05- ИЙ՛)/- I (ИЙ՛֊ - ИЙ-֊) sign ( НЙи- ИЙ-))/2Л֊Ь

+ (ИЙ. -2 Ий1 + КЙ-1)/А* о (2-5)

Уравнения (2.3) (2.5) должны решаться совместно на интервале 
С учетом сказанного в § I и постановки задачи, граничные усло

вия задаются следующим образом:

Hs.y=0, 0<у N; И‘.;=1, п.<;<-1

ИЙ/ = 1. 0«;<Л! ИЙ,7 = 0, 1 (2.6)

к>к >о
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(ИЛу4- /и-!)/2 = 0։ — 5'4֊ 1 </< 5 1; ( И.-?я-г K/%xi )/2-- 

= 1, - mKT-Cm; ( Р7*-я 1 К; п i)/2 1. /n < i л։ (2.71 

(И/t „4֊ H*_.v4i)/2-0, -54 1<г<.5-1

k > О

Согласно постановке задачи начальные условия следовало бы задать 
в виде 1Л?/ = 0 во всех внутренних точках построенной сетки. Но при 
этом, как видно из уравнений (2.3) и (2.4), на временном слое Л—0.5 зна
чения функции Беллмана при J — Consi получаются одинаковыми для каж
дого /, а это приводит к тому, что под знаком Sign стоит нуль, то есть 
ЭВМ не может анализировать выражение sign ( И/t՜/ V — И/\.°։5) и вместо 

знака минус или плюс выдает нуль.
Установим, однако, что малому изменению начальных условий (2.1) 

соответствует малое изменение решений уравнения (2.2) при неизменных 
граничных условиях. Обозначим через И։ (/, х, у) решение уравнения (2.2) 
с начальным условием И» (7', х, у) = е и прежними граничными условиями, 
а через Qi {I, х, у) — функцию, определенную равенствами

Qt(6 х, у) ~ 1 

Q»u. х, у) = о 

в (Г. х, y) = s;

при ( х, у ebe U adf

при t Т; х, у £ B.CFl) EAD

X.ykR

Пусть далее а,((, х, у) момент первого выхода из области 
R-X Т] системы (1.2), рассматриваемой на отрезке [/, Г], при 
управлении о, = sign (<? И,/ду) и начальном условии х (/) = х, у (t) — у- 
Тогда имеем (М знак математического ожидания)

И.(/, X, y\^MQ, (я0(/, х, у), х(а0), у(«о))4- 

4֊A’7Q0(a0(t X, у), х(я0), y(*o)) AfQo(ao(t У)> х(яо)>

У («<>)) • H0(t X, у) ֊5

Аналогично устанавливается противоположное неравенство

Ио(/, х, у) > Л/$0(а«(/, х, у), х(а»), у(«П) +

4֊ Ж?< (а,(/, X, у), х(а։), у (^ )) — М(Л (а* (,, х, у).

X (а. ), у (Яе )) > И. ( /, х, у) - 2

Таким образом, окончательно имеем

I Ио (С х, у) — И, (/, х, у) |< г

то есть решение V, уравнения (2.2) отличается от решения не более, 
чем на г. Зададим поэтому для численного решения уравнения (2.2) на
чальное условие в виде

Г.-5 = 0.01 (2.8)

во всех внутренних точках построенной нами сетки.
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Для решения уравнений (2.3), (2.4) разобьем область R на четыре 
прямоугольника, продолжив прямые Ьс и ad до пересечения с прямыми АВ 
и CD (фиг. 5). В каждом из этих прямоугольников уравнения (2.3) в (2.4) 
решаются при помощи рекуррентных формул (1.14), (1.15) с граничными 
условиями (2.6) и начальными условиями (2.8). Уравнение (2.5) приво
дится к виду

A, V^\~ СУ,Ъ' + Я, •■= - FJt i = const (2.9)

At = 2z - u. ; -.h, С = 2Л’ | 4t, Bj 2-. 4- mZ։ , -Л (2.Ю)

. i «rjt-0.5 tzfc—0.5.U,։/= Sign ( K. ;+։ Vi, /-1)

Разобьем область R на четыре прямоугольника, продолжив прямые ab 
и cd до пересечения с ВС и AD (фиг. 5). В каждом из прямоугольников 
уравнение (2.9) решается методом прогонки с использованием граничных 
условий (2.7) и результатов решения уравнений (2.3), (2.4). Прогоночные 
формулы такие же. как и в первом параграфе, только вместо А и В исполь
зуются соответственно Д/ и В/- Устойчивость метода прогонки обеспечи
вается условиями (1.22), где вместо А и В используются соответственно 
Aj и В).

Задача решена на машине БЭСМ-ЗМ. Помимо значений функция 
Беллмана дается и синтез оптимального управления — машина выдает зна
чения оптимального управления, равного

sign(iz,‘;+V- v^), /г֊и к>0 (2.11)

во всех внутренних точках построенной сетки. Ниже приводятся параметры 
задачи в безразмерных единицах 7=1, т = 0.01, Л = /=0.1, S = A'=12. 
tn = n = 2.

Решения выдаются для следующих десяти моментов времени £=0, 0.1, 
0.2, 0.3, 0.4.......  0.9.

Результаты счета показывают, что с уменьшением I в фиксированных 
точках области R наблюдается монотонное возрастание функции V{I, л, у), 
то есть существует стационарное решение, рассматриваемой задачи при 
7 ֊>֊оо. Это стационарное решение V(х, у) было найдено так же, как и в 
§ 1, итерацией решения уравнения (2.2) по параметру Т. Параметр 7’ при 
этом принимал значения 2. 4. 6, 8. 10. Решения в трех фиксированных точ
ках R сравнивались на предыдущей и последующей итерациях с точностью 
\ = 0.01. Процесс сошелся уже на второй итерации (Т = 4).

Поскольку уравнение (2.2) обладает центральной симметрией, ю ли
нии уровня функции Беллмана и линии переключения оптимального управ
ления симметричны относительно начала координат фазовой плоскости 
(л, у) Поэтому на фиг. 6 совместно показаны соответственно для двух по
ловин области R линии уровня функции Беллмана для стационарного слу
чая. то есть при / =оо. и линии переключения оптимального управления 
для моментов времени / = 0.7 и / =0.3 при 7 = 1 и для стационарного слу
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чая (7՜ = оо). Выше соответствующей линии переключения и над отоезком 
Ьс оптимальное управление равно —1. Ниже соответствующей линии пере
ключения и под отрезком оптимальное управление равно 1 (фиг. 6). 
Отметим, что линия переключения в каждый момент времени единственна.

На фиг. 7 приведена зависимость функции Р (/. х, у) от времени для 
грех фиксированных точек с координатами: х։=0, у։— 0.4, х.= 0.3, у. 0.5 
и х,= 0.5, у:: 0.2 на интервале 0=^/=^1. Пунктирными прямыми, парал
лельными оси (, которые являются асимптотами для кривых, соответствую
щих определенной фиксированной точке, показаны значения функции 
Беллмана в данной точке для стационарного случая (Г = со).

3. В этом разделе рассмотрим задачу максимизации вероятности удер
жания материальной точки, двигающейся по закону (1.2). в некоторой 
квадратной области фазовой плоскости (л, у) за промежуток времени 
0^^7'.

Все обозначения и константы, фигурирующие в разделе 2. сохраним и 
для этого параграфа. В упомянутой выше области (фиг. 8) строим равно
мерную сетку с параметрами к и / (/7 = /). Так же, как и в предыдущих па
раграфах, недостижимые участки границы области (ЕВ и ЛО) на фиг. 8 
заштрихованы. Уравнение Беллмана для сформулированной выше задачи 
будет з точности совпадать с уравнением (2.2) параграфа 2. После разно
стной аппроксимации уравнения Беллмана данной задачи и применения ме
тода дробных шагов получим такие же, как и в разделе 2, три уравнения 
(2.3), (2.4). (2.5).



26 Г. Г. Егиян, В. Б. Колмановский

Граничные условия, согласно постановке задачи, имеют вид

, ֊ 0. - - 1; К?,; = 0, 0 Су < Л

К > к > 0
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( + И‘ ,у֊1)/2 = О, — 5 -- 1 < / 5-1

К,‘_^։)/2 = 0,-5+1<։<5-1 (3.2)

К>к О

Начальное условие имеет вид

И^ = 1, — 54-1<։ 45-1, I (3.3)

Уравнения (2.3) и (2.4) решаются рекуррентно с помощью формул 
(I 14), 1.15). граничных условии (3.1) и начального условия (3.3). Урав
нение 2.5 так же, как и в разделе 2, приводится к виду (2.9) и решается с 
помощью соответствующих прогоночных формул, граничных условий (3.2) 
п результатов решения уравнений (2.3), (2.4). полученных выше.

Условия устойчивости метода прогонки сохраняются такими же. как :։ 
з разделе 2. Задача считалась на машине БЭСМ-ЗМ для следующих па
раметров: 7=1, Й = /=0.1, т —0.01. 5 = Л'=10. Все параметры даны в без
размерных единицах. Кроме значений функции Беллмана, то есть макси
мальной вероятности удержания в области за время 0^/^Т. машина вы
дает по формуле (2.11) синтез оптимального управления во всех внутрен
них точках построенной сетки для следующих десяти моментов времени 
/-0, 0.1. 0.2.... 0.9.

На фиг. 9 совместно, в силу' центральной симметрии уравнения (2.2). 
показаны картина линий уровня функции Беллмана в момент времени 
(=0.5 и линии переключения оптимального управления в моменты времени 
■=0.9 и /=0.5 для соответствующих половин фазовой области (х, у).
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Значения оптимального управления в точках, лежащих над соответ
ствующей линией переключения, равны — I, а в точках, лежащих под 
соответствующей линией переключения, оптимальное управление равно ֊М 
(фиг. 9). Следует подчеркнуть, что линия переключения оптимального 
управления в каждый момент времени единственна. Функция Беллмана

принимает максимальные значения в точках, лежащих на оси у=0. Гло
бальный максимум функции К(/. х. у) в момент времени /=0.5, равный 
0.48. достигается в начале координат. При возрастании ;у| и фиксирован
ном х функция Беллмана монотонно убывает (фиг. 9). Аналогичный факт 
имеет место и для других моментов времени. Функция 1/(-\ х, у) в фикси
рованных точках со временем убывает, что можно проследить на фиг. 10. 
где показана зависимость функции Беллмана от времени для трех фиксиро
ванных точек с координатами: х, = 0, У| = 0, х3=—0.4. у. = 0.4, х։—-0.7, 
у,- 0.7.

Институт проблем механики 
АН СССР Поступила 13 VI 1977

Դ. Դ. եՂՅԱՆ. Վ. 1>. ’։Ո1.1111.Ն(1Վ11««|-

11Տ11ԽԱ11ՏԻԿ ՀԱՄԱԿԱՐԳԵՐԻ ՕՊՏԻՄԱԼ ՂԵԿԱՎԱՐՄԱՆ 
ՄԻ ՔԱՆԻ հՆԴԻՐՆԵՐԻ ԹՎԱՅԻՆ ԼՈԻԾՈԻՄ1!

II. մ փ п ւ|ւ ս ւ մ

Դիտարկվոլմ է պատահական ումերի աղգեցոլթյան տակ ն յւււթական 
տի շա քէէք ումր նկարագրող ղեկավարվող համակարգ: Կ՛րվում են հիշված հա-
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ihu կարգով ոպտ իմ:n / ղեկավա րմ ան երեր իւնդիրներ։ 11րպեււ օպտ իմ ա լոլթյտն 
չաւիանիշներ Սառածում են համապատա սխան հնարավոր !իո ւնկցիոնալներ: 
Դիաւորկվող խնդիրներիդ / ո ւ րա բան՛ յո ւ ր ր բերվում Լ 0 ե/մ ան ի հ ամա պա >ոա ս- 
իամւ Հավասարման տարբերական անալոգի 1;հՄ ֊ի վրա թվային լուծման: 
Հաշվումների համար հիմնական ալգորիթմ է ծտոայում կոտորակային բայ~ 
խրի մեթոդր;

NUMERICAL SOLUTION TO SOME PROBLEMS ON OPTIMAL 
STOCHASTIC SYSTEM CONTROL

G. G. EGH1AN. V. B. KOLMANOVSKY

S u m m a r y

Three problems on optimal stochastic system control, describing 
the motion of a particle under stochastic forces, are examined. The 
dynamic programming method is applied to solve the problems whose 
solutions are numerically computerised. The values for Bellman's function 
and optimal control synthesis are derived..
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ПЕРИОДИЧЕСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА 
С ТРЕНИЕМ НА УПРУГОЙ ПОуХОСЕ

Для обеспечения надежной работы твердосплавного инструмента, ши
роко используемого в разделительных операциях листовой штамповки (в 
частности, в таких операциях как резка, вырубка и пробивка), необходимо 
тщательное изучение как силонагруженности инструмента, так и процесса 
деформирования обрабатываемого металла в локальных зонах разделения. 
Напряженность твердосплавного инструмента, который с высокой степенью 
точности можно считать идеально упругим телом высокой жесткости (штам
пом) (Е'-6.0-106 кг/сл։2), естественно, зависит от характера контактного 
взаимодействия и деформации обрабатываемого материала в зоне разделе
ния. К настоящему времени отсутствует строгая теория этого сложного 
процесса [1. 2. 3, 4. 5].

Ниже представлено решение чисто упругой контактной задачи на по
лосе, моделирующей наиболее характерные особенности указанных процес
сов на упругой стадии деформирования. Заметим, что для тонколистовых 
материалов (.~ 1 .и.«) качественные и количественные данные для напря
жений контактного взаимодействия, полученные на основе упругого реше
ния, верны вплоть до критических значений нагрузок разделительных опе
раций.

Рассмотрим упругую полосу толщины 2(1, на верхней и нижней гранях 
которой расположены периодические системы штампов. Геометрические 
размеры штампов и их взаимное расположение указаны на фиг. 1. Все

штампы нагружены центрально одинаковыми прижимающими силами Р. 
Учет сил трения, вонзикающнх в зонах контакта штампов с полосой, ниже 
осуществляется по гипотезе Кулона с коэффициентом трения
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Периодический характер расположения штампов позволяет рассматри
вать участок полосы длиной 2(~а-~-Ь с условиями симметрии по торцам 
полосы (фиг. 2). Руководствуясь физическими соображениями, с самого 
начала полагаем, что контакт штампов с полосой в процессе нагружения 
имеет место не по всей подошве штампов, а лишь у их краев на участках 
длины А. По классификации контактных задач, используемой в работах 
[6. 7. 8], рассматриваемая задача относится к классу задач с уменьшаю
щейся площадкой контакта. Более того, как будет показано в работе, для 
весьма тонких полос исходная площадка контакта недогруженных штампов, 
совпадающая с их длиной, в процессе варруженйя скачком изменяется до 
участков постоянной длины А у краев штампов. Заметим, что контактные 
задачи с уменьшающейся областью контакта обсуждались, кроме указан
ных работ, также в статьях [9, 10. 11. 12 и др.].

Фяг. 2.

Общее решение задачи, схематически представленной на фиг. 2. стро- 
игся известными методами [13. 14| в виде рядов Фурье по декартовой, 
координате х. Для компонентов вектора перемещений имеем

2(7«,
ОО
У 4пзЬ>. Вп сЬ / „« 4֊

Зт — 4 , ». .----------- вп ляг — /яхсп >пг 
т

Зт?? — 4 , 
----------- сЬлЛг 1 >пг$:

т
$£п

2С1и- — гО0 4֊ У(.4лсЬ/ „г 1 Вп ьЬ /.„г ■

г С^ пг яй 4- 1>п'>-пг сЬ / Лг) соз / пх (!.!)•

где >.п * 6‘— модуль сдвига, т число Пуассона.
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В виде аналогичных рядов Фурье представляются и выражения дл: 
напряжений

1 1X1-֊а-з>т— 2 ,
.4п$Ьлп2 Вп сЬ Л„2 |

•В С;,
Зт 2

зЬ ллг ■ /-,<гсЬ/лг

сЬ л„г 4 >.„г бЬ > пг СОБ!пХ (1.2)

7) 
т 9 ° /77 £

Ап $11 4֊ Вп сЬ / пг 4

4 Сп (—--- — $Ь > „г >.,,г сЬ Х,,^ 4
\ т /

4՜ 7>„ —— сЬ >֊„2 4՜ Хяг зЬ / „г
X ГП

соа'/.„х

™ I
— у >■„ Л« сЬ /-«2 4- Вп зЬ >.пг

сЬ > о2 4 > вЬ Хпг )

4՜ О,։ (‘2 —-----— $Ь /.„2 |- ՝1-пг сЬ 4г
\ т

а'ш /пх

Записанные выражения автоматически удовлетворяют условиям сим
метрии (ил = 0, т,։ — 0) при х = 0 и х — 21.

Введем в рассмотрение неизвестные нормальные и касательные напря
жения в зонах контакта штампов.

<-|^л = <1+(А V-= —/ов+(*)» (/<х<а) 
= ’ «. = (6<х<2(-0 (11

Представим эти напряжения в виде рядов Фурье в соответствии с раз- 
ложениями (1.2)
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При этом коэффициенты рядов и., и Ьл находятся по формулам

• «
1 Г If

Ол = —\^1г(х)а'х. а„ =— I =* (х)cos t„xdx
2/ J /J

t

b.. — 3‘(x)sin >.„x</x (1«5)

.1 коэффициенты сл и d>, выражаются через и А„ зависимостями

с0 — <i,j, cn (—Ifa», = —- ( — 1)"Л„ (1.6)

Постоянные интегрирования. «ходящие и решение (1.2). легко могут 
быть пыражены через неизвестные коэффициенты разложений (1.4), удов
летворяя граничные условия для нормальных и касательных напряжении 
ил поверхностях полосы z=±.h. При этом оказывается, что постоянные

Cjk Ви ֊1 Du. 1 0. После подстановки найденных значений
для постоянных интегрирования в (1.1) и использования интегральных ра
венств (1.5) находим выражение для нормальных перемещений точек верх
ней грани полосы (г=А)

2(7«. = — С(£) (—-—— Л 4- У  ------------- f 2 —------ —
t J I 2 (nj 1) J. rn

chs().2jk-iA)cos(>.j*-j:) — /0 ( —-----— sh (/.2i-։Aj ch ) 4-
\ m

4- Q-ik-ih)) sin p-34-j:) | cos (/.jfc_ix) 4-

У—------ —-sh։(W)cos0.n{)-
4«1 L

sh (i-n A) ch (>?a Л) (*n h)) sin (/:) cos (<- 2; x) d:. (1.7)

где

Дд-1 sh ('j*- jA)ch (/-n ։A) —л.ч-|Л 
△ п — sh (*•:* A) ch On A) *?*/j

(1.8)

При вертикальном смещении штампов условие на участке контакт.։ 
можно взять в виде |7]

d7 ֊=■ О (1.9)

i Ппсстнп АН Армянской ССР. Мехлмнка. № I
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Это условие приводит к однородному интегральному уравнению Фред
гольма первого рода относительно неизвестного контактного давления 

(х). Выполнив асимптотическое преобразование рядов; в ядре интеграль
ного уравнения и использовав значения сумм [15]

, n 1 -Vsin х sin '2х sin Зх ֊}----- — cig ֊— (1.10)
2 2

cos х-f-cos 2х — cos Зх 4—• + ~*(x)> (—

(й(х) — дельта-функция Дирака), 

находим

2.ifo——------— = (х) -|- sin —
2(m֊J) 2/

С 

cos----- cos —
1 2t 2t

(1.11)с* (;)/С(х, \}d-

причем

oo 2aj^_ ]/i _ 7) л A
К (x. c) — — у --------------- [(1 -I- 2a2*_j/i 4- e ) cos ().»_ •/.) -

- sin (A24-ic)Jsin (Х«->х) ՛•- (1Л2)

— 2л21Л ~H.9lth
4- У------=------- [(1 т2>՝2лЛ — С ՝ )cos(/2*:) —

*-։
— /о 2'2k Л sin (i ?A-;)] sin > 24.x 

где

— 1 / -4лгх 5Л \ —
An -i = — ( 1 e }— i-ik-zhe

֊ 1/. -M\,»24 = — 1 - e \ -f- i-ifthe

Уравнению (1.11) можно придать стандартный вид сингулярных инте
гральных уравнений второго рола, если ввести замены

х = — arc cos У, ; —arc cos ?, —=LJ=֊ = ։r(b) (1.14)
л г. |/ 1 —и2

В результате можем записать
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о, ■%
/П-2 у (8)_±ç 11?) rf? — Г'!'(-?) К* (», T)rf» (1.15) 

2 (пт— 1) 'Jr՜'’ “J
», о«

Здесь fr0 = cos *՝)։ = cos—— (0 < Оо< *>։ < 1), а ядро £*(!>, ®) 

вычисляется с использованием (1.12) по формуле

А*(0, •) - I 1 arc cos fr, —arccos»^ (1.16)

Предполагая, что неизвестная длина области контакта Д=О—/ поряд
ка толщины слоя и что сам слон имеет малую относительную толщину 
{h.l\ < ֊

численным анализом был установлен практически линейный 

характер зависимости ядра /С (0,ф) от координаты ф и независимость его 
от 0. то есть 

А'*(0, ?)М(М-Н(»։)<? (1.17)

Аппроксимация (1.17) позволяет записать точное решение уравнения 
(1.15). Учитывая равенство 

»I ■
(>(?)<*₽ -Ь (x)rfx = -֊A (/>>0) (1.18)
J J z< z
». 1

п временно полагая

»I 
’Г (?) yd-о — М (1.19)

». 
можем записать (1.15) в виде 

». 
С(ь՛' (1-20) 

2(m—1) г. J © —0
».

К С(У1)=— 
Л t л ••

Решение уравнения ( 1.20) в классе функций, имеющих интегрируемые 
кооенности в концах интервала [<)„, <>«], приведено в [ 16]. Используя его. 
мпишем
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Постоянная О находится через С(0,) после подстановки Т(0) в (1.18), 
а неизвестная М исключается по равенству (1.19). После этого уравнение 
для определения площадки контакта (то есть значения (I,) получается из 
условия обращения в ноль контактных давлений при -0=-О։ (ст (I) = 
= '14^1) = 0) и записывается в виде равенства

При этом вычисление функций 0(0,) и ?($,) для поиска значения 
<՛,. удовлетворяющего уравнению (1.22), производится по формулам (1.12).
(1.16) и используется аппроксимация (1.17).

Формула для вычисления функции контактного давления ՝1 (0) имеет
вид

(1.23)

Возвращаясь к исходной координате л, находим

(Д = а-/)

(1'24)

Если трение отсутствует (/м = 0. а=0). то

Полученное решение позволяет заключить, что величина площадок
контакта при нагружении системой периодических штампов упругой поло
сы не зависит от величины прижимающих штампы сил Р и модуля сдвига 
материала полосы (в (1.12), а. следовательно, и в (1.22) нс входят Р и ('/) 
Для гладкого контакта они не зависят и от коэффициента Пуассона мате
риала полосы, а определяются лишь се толщиной и расположениями 
штампов.

С использованием полученного решения были выполнены расчеты пло-
А 

щадок контакта для полосы с отношением — 1— и числом I (уассона 
1

Д
41 3. Результаты расчетов для ~ (А — полутолщина полосы) в зав։։՛

А
симости от безразмерной величины зазора между соседними верхним ։
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нижним штампами —- (фиг. 2) и коэффициента трения представлены в 
Л

табл. 1.

Таблица '

\./o 
Ч-Л

0 0.1 0.2 0.3

0.025 0.41 0.61 0.87 1.17
0.050 0.37 0.55 0.80 1.08
0.100 0.31 0.45 0.66 0.93
0.150 0.25 0-37 0.54 0.79
0.200 0.21 0.30 0.44 0.65
0.230 0.20 0.27 0.39 0.57

Из данных таблицы следует, что величина площадок контакта су
щественно зависит от коэффициента трения. увеличиваясь с увеличением 
L. Уменьшение зазора также приводит к увеличению длины площадок кон
такта. Характер распределения нормальных напряжений в зонах контакта 
для всех случаев описывается формулой ( 1.24). Значения касательных на
пряжений в зонах контакта получаются умножением правой части ( 1.24) 
на коэффициент трения («. Касательные, напряжения всегда направлены 
так. что приводят к сжатию контактирующих поверхностен штампов, то 
есть к сближению угловых точек контакта штампов. Интересно отметить, 

"что особенность контактных напряжений при подходе к угловым точкам 
штампов с учетом трения сказывается немного ниже корневой особенности 

1
имеющей место в задачах гладкого контакта.

Полученные выше результаты по определению площадок контакта и 
характера контактных напряжении являются исходными для строгого ана
лиза напряженного состояния у режущих кромок твердосплавных элемен
тов на упругой стадии их работы.
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/уЬтурД լւււծէէէմր րերվսւմ է սինդուլյար ինտեդրա/ հավասարման՝ էւ/վւ 
ճշդրիտ լուծումր հաջողվել է դրանցել թվային անալիզի օդնությամր //zip/и/^ 
ռեգուլյար մասի կա պա կցր t թ յ ան ր ա րդում են ան ե ր ից գծային Օրենրով սսւ՝,- 
ման ե լո ։ց հետո։

Որոշվել են դրոշմների անկյունային եզրերի մոտ կոնտակտային զոնա
ները և կոնտակտային [Աւրո։մների ըաշիւման րնույթր։

Ոերվում են տվյալներ կոնտակտային մակերեսների, խնդրի երկրաշա֊ 
փական սլարամետրներից և շփման գործակցի մեծոլթ յունից, ունեցած կապի 
մասին։

THE RECURRENT CONTACT PROBLEM WITH FRICTION 
ON ELASTIC STRIP

V. V. DROBJASKO. V N. NIKITENKO. A. I՜. I'LITKO

Summary

1'he solution of the recurrent contact problem with friction on the 
elastic strip, modelling the most characteristic features of local defor
mation of divisional operations of sheet punching in the elastic stage 
of deformation is presented in this paper.

The exact solution of the singular integral equation to which this 
problem is reduced is written after determination by numerical analysis 
of the linear dependence of the regular part of kernel from arguments.

The contact zones near the angular edges of punches and charac-' 
teristics of distribution of contact stresses are determined.

The results are presented on dependence of contact grounds on 
geometrical parameters of the problem and on the coefficient of friction.
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Р. К. АЛЕКСАНЯН. С. А. МЕЛИК-САРКИСЯ11

О КРУЧЕНИИ АНИЗОТРОПНОГО ПРИЗМАТИЧЕСКОГО 
СТЕРЖНЯ С ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ В ВИДЕ 

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СЕКТОРОВ

Решелию задачи о кручении анизо тройных стержней посвящены ра
боты [1—6].

В настоящей работе строится точное решение задачи о кручении приз
матического стержня, составленного из двух призматических анизотропных 
тел с поперечными сечениями в виде эллиптических секторов, зависящих 
от анизотропии материалов. Материалы стержня обладают различными 
свойствами упругой анизотропии прямолинейного вида.

1. Поместим начало прямолинейной декартовой системы координат а 
точке пересечения линии раздела и контура поперечного сечения составно
го призматического стержня, направляя ось х по линии раздела. Через 
а и Г обозначим углы между осью х и радиальными частями контура обла
сти, а через Г, и Г. — замыкающие эллиптические части контура области 

поперечного сечения (фиг. 1), которые

Фиг. 1.

определяются коэффициентами ани
зотропии материалов.

Напряжения (<■ = 1, 2)

определиются (формулами

^>=_^ (и.
хе ду ** дх 1

где •!»»;(.г, у) — функции напряжении, 
удовлетворяющие дифференциально

му уравнению [ 3]

Л[ф,] = в։*>
дх“

24^ + 
дхду

л։ф г4-«^֊* =֊2- (1-2)

Здесь а^, с/-*1 (/< 1» 2)—упругие постоянные материалов»

а -■ относительный угол закручивания составного стержня.
Функции Ф* на ветвях контура области и на линии раздела удовлетво

ряют следующим условиям:

Ф1 {г соз а, г я!п ■։) ֊ Ф;. (г соз р, гз!пр) О (1-3)

ФДх, 0) = Ф2(х, 0) (1-4)
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fl(.A Uu>^l
45 дх 55 ду |,_о «£'? 55 АдУ у-0

2- Решение уравнения (1-2) представим в виде

Ф* (-<. у) = /ч (х, у) 4- Ф№(х, У) (к = 1,2) (1.5)

Частное решение Ф<>»(х» у) уравнения ( 1.2) будем искать в виде

Фол(*> у) = ЬкХг -г М„у1 4՜ Мкху (к — 1, 2) (2.1)

Удовлетворяя уравнению (1.2) и условиям ( 1.3), ( 1.4). получаем систе
му уравнений

I a^2-flgW24֊agW2 = -7

/-jeos2^ A/jSjn=a P Л՛! sin з cos т 0

L, cos՜' 3 4՜ Л/2 sin3 3 — /V2 sin 3 cos 3 = 0 (2.2)

Z-։ - L. = 0

֊ 2а^Ц - 4֊ (2a^. ֊ a^Nt = 0

Из системы (2.2) можно определить коэффициенты Lk, Мк, 
(А’ - 1. 2). Определитель системы (2.2) может обращаться в нуль лишэ 
при частных комбинациях упругих постоянных материалов и углов а и р. 
В этих случаях частное решение (2.1) можно получить соответствующим 
подбором коэффициентов /И», .V\. (k ֊ 1. 2) или предельным перехо
дом.

Легко заметить, что напряжения, определяемые частным решением 
(2.1), в начале координат исчезают.

Решение соответствующего однородного уравнения

А [/ч-] = 0 (к = 1,2) (2.3)

представим в виде [7]

к'к (*. у) = (х г Zky) (2.4)

где 6,. и л — постоянные.
Относительно 6,-. получаем уравнение [3]

(к) Л2 _  л го«41 --- 2«45 (>к «55 fjk — V

Из условия

«'5’ag)-(a^)3>0

следует, что корни уравнения (2.5) комплексные и сопряженные, то есть 

;42 = ^j = \ z\ (к = 1,2) [3|. Поэтому решение уравнений (2.3) 

представится в виде
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Fk (х, у) = Л* (х 4՜ ?>ку) -г Вь (х -} Ьу)՛ (2.6)

где Ah и В&— комплексные постоянные.
Удовлетворяя условиям (1.3) и (1.4), получаем систему

Аг (cos а 4՜ sin я)' 4- В-, (cos я 4՜ sin а)' - ()

A. (cos ft — o2sln Р)л •- В2 (cos / o2sin§)' О

Л։ 4֊ Вх - Az - В, = 0 (2.7)

р(Л։-Д)-Л։4֊В։=0

где ц-а <4 ^afc’ag’֊(<?)’]’'’ (к 1.2). 
с/2

Из условия существования нетривиального решения однородной систе
мы (2.7) относительно л получаем уравнение

(1 4֊ и) sin X (?։ 4- ։2) 4֊ (1 — р) sin X (?։ — ?2) = 0 (2.8)

где

?i = arg (cos а 4՜ sin а), ?2 arg (cos р — ?>2 sin ֊*)

Решения уравнения (2.8) являются собственными значениями трехто
чечкой самосопряженной краевой задачи дифференциального уравнения 
второго порядка Все корни уравнения (2.8) действительны. В случае по
ложительных простых корней, пронумерованных по порядку их возраста
ния, общее решение уравнения ( 1.2) представляется в виде

Ф* (-г, у) S |Л*„ (х 4֊ <чу)'п Вкп {х 4- ьку)'п 4՜ Фол (2-9) 

(U

где сумма распространена на все положительные корни Хл характеристи
ческого уравнения (2.8). Необходимость отбрасывания отрицательных Kopi 
иен вытекает из условия конечности накопленной потенциальной энергии 
деформации в конечном объеме стержня в окрестности конца линии раз
дела [8|.

Однородные решения, соответствующие кратным корням, строятся 
при помощи присоединенных функций [9].

Решение (2.9) п полярной системе координат (г. <| ) представляется 
в виде

чз 2/%н cos',.?, •. . ,л -
Фг — У----------- --------------------- r2" (sin /•«? — tg '/.?։ cos 4֊ Фо.

„_J cos i Sin t np.
(2.10

Ф, = — У ----- 2f&l C<)S ------ r'^n sin t cos /„9) 4- Ф&.

n~։ cos/„?j /sin/n<Pt

■где
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r* — [(cos ? 4* 3> sin ■»)* 4- У? sin’ «| г* -- г’р'

Так хак Ф».(г, ф) —действительные функции, то комплексные постоян
ные выбираем следующим образом

о cos#-.«։ 4-/sin
/>.,1 =т---------------- --------------------------Ол\

2/cos#.«,

где Н'„\ действительные постоянные.
Функции напряжений окончательно представляются п виде

~ , V
Ф* О’. г) V /Л (гр* ) " О1* s«n М tg#-n со»М > + **’•* (2-Й)

п-1

где

7 «= arg (cos Т 4՜ ’jSin « Л. sin«) при — ?<?<0

7 — arg (cos® 4- “х sin « #*։ si« «)’ при 0<C *r <C *

Если собственные числа являются корнями уравнения с<ь>.лф, = 0.

то в (2.11) появляется ряд вида У .4„г " cos# «7 [10].
И— I

3. Рассмотрим семейства кривых, являющихся частями замыкающих 
контура рассматриваемой области

г?։ = с, гу. = с

В декартовой системе координат имеем

(х 4- ^уУ 4- •&՝ = с’՝
(3.1) 

(х4-^)г^>У = с’

Эти кривые являются дугами эллипсов с совпадающими центрами и 
начале координат.

Для неопределенных коэффициентов входящих в (2.11). из уело- 
ПИЙ

Ф*< =0
1 л

получаем уравнения

’ (sin/.7-֊ tg/.T։ cos#.:) -/,(7)

00 , л
V ВлС (? sin #.7 - tg >соя л.7) - /, (7) 

я.-Т

(3.2)

где /։ (7)— значения Ф* (х, у) при М(х, у)^1\.
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Рассмотрим систему функции

i и п (7) = sin / „7 tg >.я?։ cos лп7 при 0 < 7 < ?։
Un = ( (3.3

I и2л (1) = J1 sin '„7’ — tg /.„у, cos при < 7 < 0

Система (3.3) является полной ортогональной системой в интервал։ 
—"=■> <С 7 с кусочно-постоянным несом

। [aWaVs’ (aV?)®]** при 0<7<?։

* d., - [awass*- (а«)5]'՜’ при — ?2<7 <0 |

как система собственных функций самосопряженного дифференциальйрг<: 
уравнения второго порядка

ик -г '^ик = 0 (к = 1, 2)

с граничными : контактными условиями

«l|7-51=0r °

I I dll, duz«111-0 - Мт=0’ 11 ~ 77
<?7 т-0 «7 7=0

Разложим функцию

J /• С՛»)» если Л/(х, у) £Г\
I /г (Г)» если М (х, у)£\\

я ряд по функциям (3.3)

Н7) У6,.ПП(Й 
п

На основании (3.2) для коэффициентов В„ имеем

Вп^Ьпс~'п 

где

6„ -------------------------

Подставляя (3.4) в (2.11), получаем 

а> /Гр \^‘л
ф* (г, '■?) = 2 b„( — j (u4՜1 sin /„7 — tg Art?j cos л„7) 4՜ Фо*

п =1
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----------- ----- ■ ~-~ ' ■-,- ■■■ .— ■ :■ х-— - •  .д—

Таким образом, решение задачи кручения однородного анизотропного 
'41 составного анизотропного призматического тела можно получить в 
замки} ՝ом виде для угловой области, если только замыкающие части кон
тра поперечного сечения являются дугами эллипсов, определяемые фор
мулами. (3.1). Каждое семейство кривых (3.1) характеризуется варами чи
сел (о.. V*). определяемыми упругими постоянными соответствующих ма
териалов. В случае изотропного материала, когда о»: = 0. а V,,- = 1, эллипсы 
вырождаются в окружности л 4֊ У՜ ~ с:. Приведенный угол у совпадает с 
полярным углом ф. Параметры р, и характеризующие растяжение или 
сжатие полярного радиуса приравниваются к единице.

4. В качестве примера рассмотрим задачу кручения анизотропного 
эллиптического сектора с центральным углом а (фиг. 2). которая ранее 
была решена вариационным методом и работе |2|. В этом случае предпола
гается, что материал призматического тела ортотропен, одна из плоскостей 
упругой симметрии которого нормальна к оси 2 стержня, а две другие нор
мальны к осям х и у.

Фиг. 2.

В этом случае функция напряжений w(x, у) удовлетворяет уравнению

(и) = ; -г а55 — = — 2 (4.1)
Ох՜ Оу

где

I I
«и = 7Г” 055=7՜

Мхх Му։

модуль сдвига в плоскости, параллельной xoz, 
G..: — модуль сдвига в плоскости, параллельной уог.

Общее решение уравнения (4.1), удовлетворяющее граничным усло
виям

и (х, 0) = н (г cos а, г sin а) О (4.2)



46 Р. К Алексанян, С. А Меляк-Саркнсян

представляется в виде

fn
л 2՜

и։ - 2 /?лг " (cos2 « -) v’ sin2 ®) sin лв6 4՜
<U

+ Gy:rz (sin г cos «Iga — sin2 ?) (4.3)

где

e = arg(x + ,֊^. ,= ^, ), = -

0։ = arg (cos a 4֊ zv sin a), 0 6 <

В случае кольцевого сектора a = л имеем 0, = л, Лл=п(п=0; ± I: 
± 2; ...), а общее решение уравнения (4.1) представляется в виде

ОС 1 _ д
и — Gy։yl -г V [#.. (л’г + <‘у՛) ՝ — В-„ (х! гу") 2 ] sin пО (4.4)

л-1

или

°° ™ "
и = 2 \B„rn (cos2? г ՝'*’ sin2»)’ B-nr-” (cos’f 4՜ Vs sin'2?) 2] —

п «»1

— Gyzrn sin2?

Решение (4.4) на дугах следующих эллипсов:

г" (cos2 ? 4- У2 sin2 ?) с?> (Г։)

г2 (cos2? 4՜ ?2sin2 ») = 1 (Г2)

удовлетворяет условиям

м|г։=°> «|г, = °

Для коэффициентов Вп и В п получаем уравнения

«I
2 [BnCj-— ß-ncf'1] sin HrJ GySr:s։n7 « |j.

n — 1Ä. (4.5)/]
. OO

2 [ßn ֊ В .J sin n6 = 6’7,r։sin2?|1 
я — 1

где

c? sin2 6 л ч , sin2 О
r’sin֊?|,.։ =----- -------• г1 sin »|։.։ = -^-
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II.- (4.5) имеем

=с В..2* = О

8(7„ сг2**« + с?
к՜’ ^(2к- 1)[(2*—1)* — 4] <-*֊« 4-с։“2**։

. _ ____________ 8^_______________ «Г1 ֊“
‘ “ -г (24- - П[(2А: 1Г 4| с2*֊» + с,

(4-6)

Общее решение (4.4) окончательно примет вид

86',,« V* мп лО • | С} * ' с, 
я-'»(л3 —4) | с;+с։-* (х* + 4-

В случае, когда призматический стержень имеет поперечное сечение 
п виде полуэллиптического сектора, ограниченного эллипсом

х։ 4՜ >»:։/: = 1 и осью у = О

ла основании (4.3) и из условия ограниченности напряжений в начале 
Координат для напряжений получаем выражения

ЛХ"» > 8(7«» V* 1^С У У I ։ • С | г|\
— 2и5.х։/Ч-------------/. ---------------- =-------------- ГфЯПлЬ-г ХСО5П9)

-* я-з.Х-- 4 —л’
(4-7)

-у-1
8бух V (х~ 4- ^8) , . б Лч

-у, — —; - \ ------------------------------- (х 5>П Л7 — чу СОБ п'->)
«V8 я«1.Х~ л2—4

Напряжения т,_. и т5.։, когда х = 0. у — 0. принимают значения

81 С.. ёу;
3-

(4.8)

Напряжения, получающиеся из приближенной формулы для фупкп.и ։ 
напряжений, приведенной п работе Н X. Арутюняна, в середине диаметра 
эллипса совпадают с напряжениями (4.8).

ВЦ АН Арм. ССР и ЕрГУ 
ЕрПН нм. К. Маркса Поступила ?.о IV 1977
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Ռ. Կ. ԱԼԵՔՍԱՆՅԱՆ, II. Ա. 1րԵԼ1*Ք-Ս ԱՐԴՍ ՅԱՆ

ԷԼԻՊՏԱԿԱՆ ՍԵԿՏՈՐՆԵՐԻ ՏԵՍՔՈՎ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ՀԱՏՎԱԾՔ ՈԻՆԵ8ՈՎ 
ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՐԱՎԱԴՐՅԱԼ ՊՐԻԶՄԱՏԻԿ ՍՈՎԻ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ ւ[ւ и փ n I մ

Դիտարկվում Լ Լյիպտա կան սեկտորի տեսքով Հատվածք ունեցող երկու 
Մ ։«//»/>// մարմ իններից բաղկացած պրիզմատիկ ձողի ոլորման խնղիրր։ 

ճողի Նյութերն օժտված են ուղղագիծ առաձգական անիզոտրոպիա յի հ ատ
էք ո ւ թ՝ յոլններո վ։ ճողի րաղազրիչ մառերր միացված են մ իմ յանց հետ կողմ
նային մ ակերևո։ յթ ի րնդհանոլր մասի երկս։ յն։։։թ յամ բ։ Նյութերի անիզոտրո
պիան յուրաքանչյուր կետում ունի ձողի կողմնային մակերևույթի ծնիչին 
ուղղահայաց առաձգական սիմ եէորիա յի հարթություն։

Լարումների ֆունկցիան ներկայացված Լ երկրորղ կարգի զիֆերենցիւպ 
հավասարման համաս եռակետ եզրային իէնղրի սեփական ֆունկցիաներով 
շարքի աե սքով։ ճողի ան համա ս եոոլթյան էէ նրա նյութերի անիղո ւորո պիւսւի 
հետ կապված լայնական կտրվածք!։ համար ստացված է փակ լուծում։

TORSION OF A PRISMATIC COMPOSITE ANISOTROPIC BAR 
OF ELLIPTICAL SECTOR CROSS-SECTION

R. K. ALEXANIAN, S. A. MELIK-SARKISSIAN

Summary

The problem on torsion of a prismatic bar consisting of two pris
matic bodies’with sections in the form of elliptical sector, made of linear 
anisotropic materials, is considered. The components of the bar are 
joined together along the common part of its lateral surface. The an
isotropism of the materials at any point has a plane of elastic symmetry 
perpendicular to the generator of the bar lateral surface.

The stress function is represented by the series over eigen-lunc
tions of the three-point boundary problem for a differential equation 
of the second order. For the cross-section, depending upon the bar 
non-homogeneity and the material anisotropism, a closed solution Is 
obtained.
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Е. А. ВОЛЬМИР

ИССЛЕДОВАНИЕ ИМПУЛЬСИВНОГО НАГРУЖЕНИЯ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК С УЧЕТОМ ПЛАСТИЧЕСКИХ

ДЕФОРМАЦИЙ

В предыдущей работе А. С. Воль.мира и автора [2] было изучена 
упруго-пластическое поведение пластинок и пологих оболочек при импуль
сивном нагружении. Там же приведен перечень других трудов з области, 
относящейся к выпучиванию тонкостенных конструкций при динамических 
воздействиях. Однако, в [2] исследовались лишь две формы импульса. 
В настоящей статье с помощью зависимостей, полученных в [2]. изучается 
ряд воздействий иного типа: ступенчатым импульс, экспоненциальный, тре
угольный. прерывистый ступенчатый с постоянной, а также увеличиваю
щейся и уменьшающейся амплитудами нагрузки при различной скважно
сти (фиг. 1).

Рассматривается прямоугольная в плане пологая шарнирно опертая по 
всем кромкам панель, подвергающаяся динамически приложенному сжа
тию вдоль образующей. Используется теория малых упруго-пластических 

деформаций; при этом не учитывается эффект разгрузки и предполагается,
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ню пластические свойства материала проявляются лишь в направлении 
основного напряжения в срединном поверхности. Допускается, что секущий 
и касательный модули являются функциями средней интенсивности напря
жений в срединной поверхности. Время действия нагрузки считается боль
ший. чем время прохождения возмущений по длине п?։; .и, поэтому в ис
ходных геометрически и физически нелинейных уравнениях учитывается 
лишь инерционный член, соответствующий нормальному прогибу панели. 
С помощью метода Бубнова-—Галеркина в форме Папковнча задача сводит
ся к решению обыкновенного дифференциального уравнения

Здесь через ' и Со опоанячййы полный и начальный прогибы, отнесен
ные к толщине панели Л, л = а/Ь отношение длины панели а к ши
рине Ь, измеренной по дуге, к - параметр кривизны, где
R - радиус кривизны срединной поверхности; /п и п - числа полуволн 
вдоль образующей а и по дуге 6; л0 отношение касательного модуля 
к секущему. Введены безразмерные параметры времени

. . I /" -'ЕЯ՛'2 (12)
՛ I 3(1-р=)7б’

и нагрузки

’?(<) р(֊У 
\ о /

З(1֊на)
-2Е

(1.3)

где о - Ь/Ь.
Решение уравнения (1.1) при начальных условиях

дГ.
д'.

при х=0 (1.4)
= 0
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проводилось на ЭВМ БЭСМ-6 с применением метода Рунге—Кутта. Рас- 
четные параметры, характеризующие пластически'- свойства материала, 
брались из диаграммы сжатия для дюралюмина Д16Т.

Находились зависимости стрелы прогиба от времени ч(т). причем, по
добно предыдущим исследованиям, варьировались числа полуволн по об
разующей т и вдоль дуги о. Предполагалось, что реализуется та форма 
волнообразования, которой отвечав! кривая, лежащая ближе всего к оса 
ординат £. Во всех рассмотренных примерах по ширине образовывалась 
одна полуволна п I. В некоторых случаях происходила перестройка вол
нообразования с уменьшением «критического» числа полуволн т вдоль об
разующей по времени.

По графикам ч- т определялся момент, в который прогиб при том или 
ином параметре нагрузки достигал значения, равного, например, толщине 
панели или половине толщины ֊ конкретные вычисления могут быта при
ведены для любого интересующего нас уровня прогиба. Затем вычислялся 

импульс ] полученный конструкцией к этому моменту. В резуль

тате были выявлены зависимости, подобные представленным на фиг 2

В данном случае нагрузка считалась изменяющейся ио треугольному зако
ну (фиг. 16). Вычислении проводились для удлиненной пластинки (л-2) 
с отношением толщины к ширине б = 0.75- К) . Здесь сплошными линия
ми изображены кривые, полученные в предположении о применимости за
кона Гука, штриховыми из решения уравнения (1.1). Для ф։, 10 оба
решения совпадают — напряжения в материале нс- превосходят предела про
порциональности. Кривые I отвечают предельному прогибу, равному тол
щине панели, кривые 2— прогибу, равному половине толщины. Здесь, так
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же. хак и для других видов нагружения (ступенчатого, экспоненциально
го). обсуждавшихся в работе [2]. величина импульса для конструкции, де
формирующейся п упруго-пластической области, резко снижается по срав
нению со случаем идеально упругого материала.

Из рассмотрения графиков, отражающих зависимость между парамет
ром единичной нагрузки и импульсом, необходимым для достижения того 
вли иного значения прогиба, можно заключить, что учет упруго-пластиче
ских свойств материала существенным образом сказывается на характере 
таких зависимостей. Применение модели упругого материала приводит к 
завышенным значениям импульсов и поэтому нс может быть использовано 
при определении расчетных нагрузок. Характер же формы прикладывае
мого импульса не вносит значительных изменений в картину этих зависи
мостей. Скорее можно отметить, что существенной оказывается лишь вели
чина амплитуды приложенной нагрузки независимо от того, остается ли 
она постоянной, как в случае ступенчатого, или уменьшающейся, как в слу
чае треугольного или экспоненциального закона изменения нагрузки.

До сих пор обсуждались лишь единичные импульсы. На практике име
ют место случаи, когда конструкция воспринимает прерывистый импульс, 
причем он может иметь как постоянную, так и изменяющуюся амплитуду.

Фиг. 3.

На фиг. 3 изображены кривые «амплитуда нагрузки - импульс ՝ для 
удлиненной пластинки с отношением сторон, равным 2. в упруго-пласти
ческом области, причем сплошная кривая относится к непрерывно воздей
ствующей нагрузке, а штриховые — к нагрузке прерывистого типа той же 
амплитуды. Все кривые отвечают предельному прогибу, равному толщине 
пластинки. Из рассмотрения этих зависимостей можно заключить, что не
прерывно воздействующая нагрузка представляет большую опасность для 
конструкции Об этом же свидетельствуют данные экспериментов, приве
денные в [1]. Время, в течение которого действу«՛ч сигнал, для обеих штри
ховых кривых одинаково: оно составляет по (1.2) 0.06. а время разрыва
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.между отдельными импульсами для кривой I составляет 0.01, а для кри
во» 2— 0.02. Таким образом, можно сделать вывод о том. что с увеличе
нием скважности конструкция способна воспринять больший импульс.

Фиг. 4.

На фиг. 4 приведены данные, относящиеся к удлиненной пластинке, 
подвергающейся действию волн нарастающе։* интенсивности (они изобра
жены штриховыми линиями), а также волн, следующих друг за другом в 
обратном порядке (пунктир). Время действия отдельного импульса состав
ляет 0.06. время между отдельными импульсами — 0.01. Параметр нагруз
ки по (1.3) изменяется от 17 до 23 с интервалом, равным 2. Таким обра
зом, каждое из воздействий само по себе заведомо не является опасным. 
Две ломаные внизу отражают закон изменения импульса от времени для 
обоих случаев нагружения. Максимальное значение его составляет 4.8. Кри
вые характеризуют изменение прогиба пластинки во времени. Из рассмот
рения этих зависимостей можно заключить, что для достижения одного н 
того же значения прогиба (в данном случае равного 0.55 толщины пластин
ки) в случае увеличивающейся нагрузки необходим импульс меньший, чем 
п случае уменьшающейся. Этот вывод подтверждается экспериментальны
ми данными, приведенными в монографии [1] В [ 1] изображены кривые, 
с качественной стороны совпадающие с представленными здесь. На этой 
же фигуре сплошными линиями отражены результаты, относящиеся к не
прерывно действующему ступенчатому импульсу средней по отношению к 
предыдущим амплитуды. Можно отмстить, что время, необходимое для 
достижения того же уровня прогиба (0.55 от толщины) и импульс, воспри
нимаемый к этому моменту конструкцией, здесь меньше, чем для прерыви
стого характера изменения нагрузки.

11ИИ иитоматмческнх систем Поступил.։ 30 VIII 1977
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THE INVESTIGATION OF THE IMPULSE LOADING OF 
ELASTIC-PLASTIC CYLINDRICAL SHELLS

E. A. VOLMIR

Summary

The influence of the mode of impulse compression loading upon 
the behaviour of rectangular in plane circular cylindrical shallow panel 
is considered. The elastic-plastic deformations developed during the 
finite deflections of the panel are taken into account.
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Г. А. БАБАДЖАНЯН

ТЕЧЕНИЕ РЕАЛЬНОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 
В ТРУБАХ С ПРОНИЦАЕМЫМИ СТЕНКАМИ

В последние годы проявляется большой интерес к задачам о течения 
жидкостей (несжимаемой и сжимаемой) вблизи проницаемых поверхностей. 
Подобные задачи связаны с многочисленными явлениями в различных от
раслях современно։! техники, промышленности и сельского хозяйства.

При решении вышеуказанных задач теоретически существуют три 
основных направления. Первое из них можно назвать гидравлическим, за 
основу исследования которого берутся идеи гидравлики. Одним из первых 
исследований в этом направлении явились известные работы Л. С. Лейбен- 
зона | 1]. В дальнейшем появились работы других исследователей [2|. [31-

Второе направление развивалось на основе полных уравнений Навье- 
Стокса [4], [5], [6]. В третьем — за основу исследований берутся уравне
ния пограничного слоя [7]. [8].

Имеются, конечно, и многочисленные экспери ментальные работы |9]. 
[10].

Нужно отметить, что почти во всех перечисленных теоретических ис
следованиях применялись или приближенные методы интегрирования, млн 
решения численным метолом.

Ясно, что точность решенных задач строго зависела от выбора того 
или иного метода. В смысле точного интегрирования дифференциальных 
уравнений движения некоторое преимущество имеет первое направление, 
согласно которому падение напора по течению полностью расходуется на 
преодоление силы трения от вязкости жидкости. В работе [2] учтено из
менение давления, соответствующее изменению скоростного напора. Но 
при движении капельной жидкости в длинных трубопроводах с дозвуковы
ми скоростями обычно оказывается возможным пренебречь этим измене
нием. Это обстоятельство еще более усиливается при малых дозвуковых 
скоростях. Уравнение движения в этом случае будет иметь следующий вид:

(0.1)
дх 8о

где р. и и р — средние по сечению трубы давление, скорость и плотность 
жидкости, с — коэффициент сопротивления трения, б — гидравлический 
радиус трубы, х — направление потока. Второе уравнение получается, исхо
дя из закона сохранения масс втекающей и вытекающей жидкости в рас
сматриваемом объеме. Это уравнение имеет вид

+ О; (р֊р,) = 0 (0.2)
ох
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здесь О — постоянная, зависящая от геометрических характеристик грубы 
и от степени проницаемости стенки. Для плоской трубы

/?= — (0.3)
2Л

Для цилиндрической

D 2х

а
(0.4)

рв — в уравнении (0.2) есть внешнее давление. В формулах (0.3), 
(0.4) а есть коэффициент, показывающий степень проницаемости стенки, 
которая вдоль канала принимается непрерывной и постоянной: 2Л 
ширина плоского канала, а радиус трубы. В работе [2] вместо урав
нения (0.2) берутся значения и в виде Петрова Г. А. [11]. Если в 
Формуле (0.2) р р^>0. имеет место отсос жидкости, в случае 
р вдувание. Из (0,2) видно, что скорость отсоса (вдува)
через проницаемые стенки равна х (р - р*).

I. Предположим, что режим движения жидкости ламинарный, а труба 
плоская, тогда коэффициент сопротивления трения с будет иметь следую
щее значение:

. 12* 
hu

(1.1)

где V — кинематический коэффициент вязкости жидкости. Подставляя 

значение (1.1) в (0.1) и учитывая, что для плоской трубы —» получим

dp — /----  — OU
dx

(1.2)

, 3’1

Исключая из уравнений (0.2) и (1.2) переменное р(х) и принимая 
р = СОП$1 (жидкость несжимаемая), получим

d'u i.b л 
dx' 2Л

Решением уравнения ( 1.3) будет

(1.3)

, \ г 2Л ■* , и (х) = сге т с.ус (1.4)

Для определения постоянных интегрирования с։ и с,. зададимся следующи
ми граничными условиями:

при х = 0 м = и» а
2Л
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и р рп или

(/и а (/? — р )

<*-5>
где ип и ри — скорость и давление и начальном сечении трубы, 0„ — 
начальный расход жидкости.

Из (1.5) для с։ и с2 получим

р.-р../~ «. р.-р.,/~
‘ 2 2 1' 2АА' • 2 2 | иь

Подставляя значения с, и с. в выражение и(.х) и производя некоторые ма- 
тематические преобразования, получим закон изменения скорости в сле
дующем виде:

Из (0.2) получим закон изменения давления

рМвр. <р„ р.՝сЬ |/ х-",. <г7>
Предельная длина участка отсоса или вдувания определяется из (1.7), 
если принять р(х) = ра

, _1/2Л . Ри~РаГ~
£п₽ел ՜) т.Ь аГС Ь «„ |/ 26Л (1։^‘

Продольный расход изменяется по следующему закону:

<7|Ф — рзи — 2Лир£։ (1/))

Расход жидкости через стенку канала определяется но формуле

(7<т = *(/? —ра)р£х1 (1.10)

Здесь /-, — ширина канала в поперечном направлении.
Если плоская труба заканчивается закрытым концом, то есть гранич

ные условия имеют вид 

при х = О 

при х = Ь
(1.11)

и О

то для постоянных интегрирования с, и сг получим

ц.ехр(-|/

2зЬ|/^А

ц-.ехр(|/ а՜1
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В этом случае законы изменения скорости и давления будут 

«М =---------֊=— зЬ I , ^(Д-х) (1.12)

| -ч/й‘ 1
|/ 2Л£

Продольный и поперечный расходы будут определяться по формулам (1.9) 
и (1.10) соответственно.

В случае цилиндрической трубы вместо уравнения (1.3) получим

efiu ‘2?bx
--------- -------------------------.|

dx' а
(1.14)

где 6։
32 у 

d*
-Если учесть граничные условия ( 1.5), значения скорости и давления я этом 
случае будут

и (X) = 0. ch |/ 2^- - ]/ (,. - „.) sh |/ 2^- X (1.15)

р(^) = /\ + (ри —Р.)сЬ|/ — -х —ин|/ ՝27shj/ ~—*<1Л6)

Предельная длина отсоса (вдува) будет

/ 1 а «к Р" р" т ' ~7 И 17)
л=|/ 2^Г arC th а’бГ (1Л7)

Продольный расход жидкости определится по формуле

Сир = т.а^и (х) (1.18)

Расход жидкости через стенки будет

G’CT= '2~агл{р р„) (1.19)

В случае закрытого конечного конца, то есть при граничных условиях (1.11) 
для значений скорости и давления получим

а(х)

uMsh|/-^-(£.֊x)

(1.20)
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Р (л-) Ри 4֊ и,, а____ "
/ 27б7 

а

Продольный и поперечный 
формулам (1.18) и (1.19).

расходы определяются соответственно по

2. В случае турбулентного режима движения значение коэффициента 
сопротивления можно принять постоянным и зависящим только от гидрав
лического радиуса грубы. Если жидкость движется՜ в плоско)։ трубе, то из 
уравнений (0.1) н (0.2) получим

(1 ՝и
<!хг

(2.1)

где

Обозначая н'(х) = 2(*). из (2.1) будем иметь

։ = ֊- 1 Г—Аи3+с (2.2)

I .3 г/.т

Перед корнем берем знак минус, гак как — < 0. Если граничные V, до- 
(]х

вия возьмем в виде ( 1.5), то для с получим значение

1 рУ
2 4Л-- 3

11з (2.2) получим

в и

I ±Аи' + с

Ь1л основании граничных условий ( 1.5) получим

Из формулы (2.5) следует, что функция «(х) выражается через эллип
тическую функцию Вейерштрасса у(х).
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Для нахождения инвариант функции Вейерштрасса £а, £л преобра- 
/1а

дуем (2.5). Обозначая с=----- — я производя общеизвестные математичё-
6

окне операции, получим окончательно

ч (*) = •?( |/ —- ■։֊ с.) (2.6)

где

Имея значения и„, но таблице можем вычислить
В нашем случае первый инвариант равен нулю, а из теории эллип

тических функций известно, что и этом случае имеет место следующее 
соотношение:

- •— I ։ -
ТО: 0; я») = »' 0; 1) (2.8)

Для функции у(./; 0: I) составлены таблицы, из которых можно вычислить 
значение самой функции и значение с< первой производной.

Давленнс жидкости в трубе в этом случае определится из выражения

I ₽(*) р.-~1 4-'1| 4*+с,։ (2-9>
Максимальная длина участка отсоса (вдува) определится из выражения

Продольный и поперечный расходы жидкости определятся согласно фор
мулам (1.9) и (1.10).

В случае цилиндрической трубы коэффициент А в уравнении (2.1) бу
дет иметь значение

4 " 2а-

Примеры расчета
В случае ламинарного движения жидкости п цилиндрической трубе 

возьмем следующие данные:

ип = 510 ' лг/се/с. а = 2 -10 ‘ .и, 7. = 10 ----------
к Г се к
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=»

р,=0, ,. = 10-’^^-. Р = Ю2-^^
.и* № м*

Законы изменения скорост»։, давления, продольного и поперечного 
расхода, вычисленные по формулам (1.15), (1.16), (1.18). (1.19), представ
лены на фиг. 1, 2, 3, 4. Предельная длина отсоса пористой трубы, вычис
ленная по формуле (1.17). будет А = 323.5 л։. В случае турбулентного двн- 

1)(м/сек)

С!_3_1__1_3--------1---------
60 120 180 323 Х(м)

Фнг. 1.

ження жидкости в цилиндрической трубе конкретный численный пример 
подсчитан для следующих данных:

4 = 4 — . а = 5-10՜’ л, а ~ 10՜3 ■ />, = О,
сек к Гсек

р =2.ю* А/֊, ֊ = 0.012, р = 102 .кГсек-- 
'11 /> ’ 1 1.И” ЛГ

Законы изменения скорости, давления, продольного и поперечного 
расхода жидкости, вычисленные по формулам (2.6). (2.9), (1.18) и (1.19). 
представлены на фиг. 5, 6, 7. 8.
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Предельная длина отсоса пористой 
(2 10), в этом случае будет I- — 1000 .и.

трубы, вычисленная по формуле

Щ м/СЕК)

օԱ1- I —1—'
60 12(1 180 240 312.5 Х(м)

Фиг. 7.

Из сопоставления полученных кривых 5, 6. 7. 8 с аналогичными кри
выми в работе [2] видно. что между ними имеются качественные совпа
дения.

Ереванский государственный 
университет Поступила 2 XII 1976

Դ ճ. բաօաջանտան

ԻՐԱԿԱՆ ԱՆՍԵՂՄԵԼԻ 2ԵՂՈԻԵԻ 2Ո11ԱՆՔՐ
ԹԱՓԱՆՑԵԼԻ ՊԱՏԵՐՈՎ ԽՈՎՈՎԱԿՆԵՐՈԻՄ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ
ձողվածում քննարկվում է հարք] և զլանայ/ւն ծակոտկեն պատերով խո

ղովակներում հեղուկի մ իա լավ։ ստացիոնար, իզոթերմ շարժոլմոէ Դիտարկ
վում են հեղուկի շարժման լամինար և սրուր բոլլենտ ւէեժիմներր: Ստացված 
են շարժման ուրացության, ճնշման, երկայնական ե լայնական ելքերի փո
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փոխման оրենքներր։ Հաչված են թվային օրինակներ և կաո-ուցված ե՛ն գրա
ֆիկներ որոնելի ֆունկցիաների փոփոխման օրինաչափությունների նկա
րաւքրմ ան վեր արեր յար

THE FLOW OF A REAL NONCOM PRESSIBLE LIQUID 
IN PERMEABLE WALLED TUBES

G. A. BABAJAN1AN

S u m m a r y

One-dimensional isotropic flow of ja real liquid in flat and cylin
drical permeable tubes is considered. The laws for variation in the rate 
and the pressure of longitudinal and transverse discharge of liquid for 
laminar and turbulent conditions of flow are found.
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И. II. КУ ДИШ

УПРУГО-ГИДРОДИНАМ11ЧЕСКАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ ТЯЖЕЛО НАГРУЖЕННОГО КОНТАКТА КАЧЕНИЯ

В работе исследуется плоская изотермическая упруго-гидродинамиче
ская задача для тяжело нагруженного контакта качения двух бесконечно 
длинных цилиндров, разделенных тонким слоем вязкой жидкости. Смазка 
считается несжимаемой ньютоновской жидкостью.

Минимальная толщина слоя смазки является одной из наиболее важ
ных характеристик упруго-гндродинамического контакта. Определению тол
щины слоя смазки посвящено большое количество работ, из которых пер
выми являются работы [1. 2, 3].

В тяжело нагруженном контакте толщина слоя смазки мала, а область 
контакта близка к гсрценскон. Поэтому почти по всей области контакта, за 
исключением малых зов входа и выхода из нее. основной вклад в решение 
вносит упругое взаимодействие цилиндров; при этом давление в указанной 
области весьма близко к герцевскому. Это означает, что в рассматриваемой 
области смазочный слой практически не оказывает влияния на величину 
н характер распределения давления. В зонах же входа и выхода вклад сма- 

Г зонного слоя соизмерим с вкладом сил упругости, поэтому пренебрегать 
первым из них уже нельзя. При дальнейшем удалении от герцевской зоны 
основной вклад в решение начинает вносить смазочный слой. Как будет 
показано ниже, толщина слоя, в основном, определяется поведением реше
ния в зонах входа и выхода, существенно меньших герцевскон площадки 
контакта. Поэтому очень важно детально изучить поведение смазки именно 
в этих малых зонах. Однако, обычно применяемые методы решения постав
ленной задачи как. например, метод сквозных численных расчетов, обходят 
этот вопрос и лишь весьма приближенно выявляют механизм образования 
масляной пленки.

Наиболее эффективным методом решения поставленной задачи являет
ся метод сращиваемых асимптотических разложений [4. 5]. позволяющий 
подробно исследовать поведения смазки в каждой из перечисленных зон 
в их влияние на толщину слоя смазки. Этот метод использован при реше
нии данной задачи. Получена система асимптотически справедливых урав
нений, разрешенных численно. Для толщины слоя смазки найдены асимпто
тические оценки.

I. Как известно [I. 2]. поставленная задача сводится к системе урав
нений

5 Известия АН Армянский ССР, Механика, № I



/>(\.) ֊ = 0, ( /•' (1.2)

При этом л — пространственная переменная, отсчитываемая поперек по» 
доски контакта в направлении движения смазки; х.. х,- — координаты точех 
входа и выхода из области контакта: р(х) я Л(х) — распределения давле
ния и зазора между цилиндрами; р(х) динамическая вязкость смазки: 
и — вязкость смазки при атмосферном давления и температуре контакта;

а — пьезокоэффициент вязкости: т — показатель степени: и = — (», +

։ 1 11-.) — полусумма линейных скоростей поверхностей цилиндров; к — 
~г>

1 1/1^1
Е' ' 2 \ £, ’ £2 /:

толщина слоя смазки в точке выхода из области кон гак га; Л —-------г—а
А\ - А’.

приведенный радиус цилиндров: £ — приведенный модуль упругости ма

ге риал о в цилиндров /■’ погонная нагрузка.

2 С помощью безразмерных величин

х՛ — х!Ьн, р’~ Р;Рц* - МЬ։, ;՛' « = .г/Ан, с - л*, Ь1{

преобразуем уравнения (1.1) к (1.2) к виду (штрихи опущены)

4р V Ь I 
(1х Н<1 /)3

т О (2.1)

/Уо(/1 1) = дг —с* I р (7) 1п ~ <// (2.2)
“Л |х —/|а

р{а} р(с) -0 (2.3)
V
Ри)Л=— (2.4)

а

Здесь Ь/[ и рп, соответственно, полуширина герцевской площадки кои- 
такта и максимальное герцсвское давление

у= 12-5)
(2 2А 6//

Задача состоит в отыскании величин I. //„. /?(л) и А(х).
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Условимся называть контакт тяжело нагруженным, когда

О» 1

Применение метода сращиваемых асимптотических разложении к зада
че (2.1)—(2.4) при Ц I осложняется ее нелокальным характером, что 
проявляется во взаимном влиянии решений в зонах входа и выхода в при
ближениях одного порядка.

Согласно терминологии [4] под внешней областью будем понимать зо
ну. для которой х 4с 1 = 0(1). а под внутренними областями -- зоны вхо
да и выхода, характерными размерами которых являются величины 
£. ■ ( V, ф։ т) для зоны входа и £, О, т) для зоны вы
хода. При этом х 1 - 00,), х — 1 - 0(е,) и 0(ел, -С 1 при СГИ.

Введем внутренние переменные следующим образом:

х 4֊ 1 х—1г —------- • $ =-------
% Ь

Предположим, что координата а точки входа представима в виде

а = — 1 4֊ ах— 1 (2.6)

тогда во внешней области (х4с I = 0(1) и Р = 0(1) при 1) при 
ограниченной величине //,, получим из уравнения (2.1) с экспоненциаль
ной точностью

А—1=0 (2.7)

Перейдем в (2.2), (2.6) и (2.7) к пределу (? ► оо; учитывая, что 
с — 1 —0 при 3 со. получим

1
2 г 1_ /

хг-1 4֊— р(01п~------- = 0 (2.8)
— I

решением которого является герцевское давление

Ро(х) |Т=?9(1֊г) (2.9)

Гак как внутренние асимптотические представления решения должны 
сращиваться с р0(х), порядки главных членов этих представлений равны 
-*'2— в зоне входа и е’2 в зоне выхода.

3. Рассмотрим случай масляного голодания, когда

(3.1)

Зная порядки решения и зонах входа и выхода, на основании (2.9) 
будем искать решение в виде асимптотических рядов: 
а эоне входа
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р(х) - г;՛2 (V, (2, т)ргк(г), Ргк(г) = 0(1), \0 1 (3.2)
*-о

н и зоне выхода

р(х) */А ( V, О, т)р1к($), ргА($)=0(1), = 1 (3.3)
к -о

В герцевской зоне (х± I 0(1) ) будем иметь

р(х) = V :Ч(К а т) рк(х), рк(х)=0(1), Ио 1 (3.4)
к-0

Величины с и И(, будем искать в виде

с = О, /и)^, ^ = 0(1), &։41
л-1

то (3.5):ОО
<2, т)2^(1/,<2, т)7(., 7։ = 0(1), т0 = т„ = 1 

к -о

При этом 7,*|> 1\А1> и (•*! Представляют собою асимпто
тические последовательности функций большого параметра ф.

Ограничимся в дальнейшем исследованием почти всюду главных чле
нов асимптотических представлений (3.2)—(3.5).

Перейдем к решению задачи (2.1)—(2.4) при заданных а, V и 
Заменив интеграл, входящий в (2.2). суммой интегралов по зонам входа, 
выхода и герцевской зоне, с помощью (2.2). (3.2)—(3.5) получим равно
мерно-пригодное асимптотическое представление для Л(х)

2 00 
/у0(л-1)=//0(Лн(л-) Ш+-5; М Рк(/) 1п

“ *=-0 •֊’

с. — I
х — I

(11 -I-

с 4֊ 1 — /%■
х 1 — гг,

(1г - Ра(֊1 + г£г)Х

с֊1

X 1п
* к-о /*

С 1 — 55/
х— 1 — 55/

</$ —

о
(/М1 4-$£/) Ь С ֊ 1 55/

X— 1 55;
(3.6)

с + 1 —
X -|- 1 — гег

п
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где

Я0(Л//(х)-1)-[|х|/?;-1֊1п(|х|4֊ | ЗЛ=Т))0(х։-1) (3.7)

при этом 0(х) — функция Хэвисанда.
Пользуясь соотношениями (3.1)—(3.5). а также формальными раз

ложениями в ряды Тейлора, представим (2.3) и (2.4) в виде

(Л 0,1,...)

где

Р,к | 5‘ • ։ 5 2 ) = V -т Р՝^ (°> К ■ 1 «- 2 (3.9)

Из сравнения порядка членов в уравнении (2.1) в зонах входа и вы
хода, используя соотношения (3.2)—(3.9), получим асимптотические оценки

0^,) = О(£/) = е, Л(1Л2)’\ Л ֊ Л(а։, т) 0(1) при 0»1 
(3.10)

а также систему уравнений для определения ргП (г), /?/0($)։ Л и ?։

‘‘Рл 
дг

п —

(0֊ О(0/201п|г /[<// ’.р"о е

Р,и(а1) =0, [[Рк, (/)-Ч0Т'2/]Л“-|?։

'•>’։ (’т<0)
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_ Ал-3 Нрго(0- I 2И1п-Ц-^''Р'°, г>0 (3.11)
дг т. |г-/|

г»

рго(О) = о, ^„(о-։ а| л = ֊■?,. ?, о

6

О При € < <2 21 ,П

1 при г — О'՜՜՝т

где произведена замена переменной 5 на г- х.
Интегральные условия в (3.11) получены из рассмотрения (2.1).

(3.6)—(3.10) в зоне входа и герцевской зоне с учетом сращивания 
рг0(г) и ^/0(г) с I 2г при г—со [4, 5]. Кроме того, получено [6]

1ч = *3”. г, = «1Я, Р|(*)֊֊--к֊=- ?,<о (3.12)
3 | 1— X-

3'"2При выводе системы (3.11) предполагалось, что г ֊ « А/о, что имеет 
место в силу (3.1) и (3.10).

Таким образом, получена система двух нелинейных интегро-диффе
ренциальных уравнений (3.11) относительно главных членов асимптотик 
давления р/Г>(г) в зоне входа и д/0(г) в зоне выхода, а также величин 
А и р։ при заданных «։, т и ■՛,. Решин систему (3.11) и задавшись, 
кроме того, определенным удовлетворяющим’(3.1), из (2.5) и (3.10,1 
получим формулу для толщины слоя смазки

Л, = Л(«„ (3.13).К

Исследуем систему (3.11). Если при т։ 0 известно решение А , 
?։• Рго(г) и 7-,/о(г) Лля ах = Т то Для любого а։ (а։<0) решение 
(3.11) имеет вид

Л-4Ч«։|2'3, ?, р;|а,|3։Л

?»(>) = к |։%;<>

Очевидно, что при >| = 1 для главных членов решения системы (3.11) 
при ■Х,|<С1 (а,-<0) также справедливы соотношения (3.14).

В работе [7] показано, что з случае неньютоновской жидкости Ри-Эн- 
ринга при 1 и и. и., при использовании метода сращиваемых асимпто
тических разложений задача также сводится к системе (3.11).

Изложенный метод решения может быть распространен на задачи с 
различными зависимостями вязкости масла от давления.
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4. Рассмотрим случаи недостаточной и обильной смазки. Недостаточ
ной смазкой будем называть режимы, для которых выполняются соотно
шения

(4.1)

а при обильной смазке

(4.2)

Полагая в (3.11) = а^гС/ ' и учитывая соотношения ргС)(г} —
= 0(1) и р,։1(г) - 0(1), из сравнения порядка членов в уравнении 
для /?,0(г) системы (3.11) при г 0(а։) получим

А ~(агОгт)5'6 (4.3)

а из интегрального условия будем иметь

(4.4)

Положив з = (2 ‘в формуле (3.10) для /70, с помощью (3.5), 
(3.12), (4.3) и (4.4) получим

Н<,~։?6(ИО,“)։'3, с (4.5)

Последние соотношения справедливы как для режимов недостаточной 
смазки, так и для режимов обильной смазки.

В случае обильной смазки будем иметь

гг~(ИО։"”)։Л Н'0~( |/<?';"'А С — 1 ~ (1Л2՜1"")1'2 (4.6)

Асимптотика /7„ в (4.6) несколько отличается от величины Но, полу
ченной в [3] иным путем.

Оценки /7,„ аналогичные (3.10). (4.5) и (4.6). могут быть получены и 
и случае пространственной изотермической упруго-гидродинамической за
дачи для ньютоновской смазки.

5. В силу сращивания функций р,0(г) и р/0(г) при г—> -с с гер- 

цевским давлением &(г)| 2г из (3.11) получим

I М

1>ш Ц/?г0(/) ֊1 2/]1п|г -/ 
о

. (5Л)

1л = |1- 2<|1п/л

й

Продифференцируем уравнения (3.11) ио г и добавим граничные 
условия р.0(г), /?/0 (г) — 0 (г) |/2г при г — со. Будем иметь
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А1 <! / д-„, , ։ ГРи.(0-5<01/2*
—------- ( е ----- } = — | - 2гЧ ( — г) --------I----------------------------
2 </г \ с1г / "3 (— г

М*։) = 0. Р„(г)^2г

Р/9(0) 0. р/0(г) — 1'2г

(5.2)

й₽м(п֊»'2<1^ = -֊■?. 
С

| 1, 5=р-7*Р։<:01 Но. I

Системы (3.11) и (5.2) эквивалентны при условии существования и 
единственности решения системы (3.11) н единственности решения систе
мы (5.2).

Уравнения (5.2) имеют более простои вид по сравнению с (3.11) и бо
лее удобны для численного решения. При численной реализации (5.2) ре
шение регуляризуется членами типа вторых производных от искомых функ
ций [8].

Численное- решение (5.2) производилось методом итераций. Полубес- 
коиечные отрезки интегрирования [а,, ос] и [0. ос] заменялись конечными 
отрезками [х1։ г,п(] и [0, г. {], которые разбивались узлами г/։ у 0,..., 
/V—1, причем г—0 и гл,_. г.в|. Для одновременного определе
ния величин рг<|(г) и .4, а также величин р,0(г) и организуем ите
рационный процесс следующим образом:

Т7г|схр1-г'<^ I— । I

4; ~А1 (Д*.|-Д*)~|ехр[֊г4(/^)т] —■

ПпГ 
2Л(-Г) .

I г
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/#’(»,)-о,

^+1(<) 40/27] л -֊₽? (5.3)

. г!п( , . ___
Ал.. а („Р|-,«.л . а । >■;" !Л Л
2 (1г ( аг ] г. 3 I г

о

/’«’(0)-0, I 2г,

{(^'(О-! 2<]л
О

где индекс Л означает номер итерации.
Заменив интегралы, входящие в (5.3). суммами с помощью квадратур

ных формул [9]. а производные — конечно-разностными отношениями, по
лучим две системы линейных алгебраических уравнений

+ -л*)=А / = о......* (5.4)
Н

.V -1
= ; = /0„... /V-! (5.5)

]=(»
где

II, 7 = 0
4 Ю. 7^0՛

а* =(1’> = ЛГ 1

1<и = -^+14--֊^-. /=1...... УУ-2 (5.6)

(0, у^ЛГ-1
с< -Р’

л'7՜ К 7^
7=0,...,

к 3 5* |Р?()(г/.։)֊(??Ч-^.1)Л(Г/)-Г։??/^.^.-!)
~ Ак л,-

/= 1,..., ^-֊2

йг/ — 0 ‘ ~ 1 ’ /։ ' •՝ /=1.....  /V- 2; ] -0,.... 1)

/; = 0: //_, = /2гы ;
/=.>։

/? ֊/^27,о (-г,.) 2 %/2^. <’=1..... ^֊2
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Далее

б‘/=
1о,7¥-4

1, 7 = ^-1
О, 7*/7- I 70.....  /V֊ I

6/.-1 = 4֊ — ь‘‘ = •■« А« » I <»„
.1/

, 4՛О// = »՛> /4-1; /=/оМ.....  /7 — 2: 7 = г0,
(5.7)

Ы-\)
____  .V-! _

«Хм 2 “•оР2г;. Г = »о + 1..... ЛГ-2
/-*. м

при атом

(Ла> схр
1֊у-

с*р| г‘
2

(5.8)

На каждой итерации методом Гаусса решалась система (5.4), (5.6) и 
(5.8) относительно р^г(г ) (} — 0 V — 1) и /к֊:. После этого с 
известным уже коэффициентом /к-1 методом Гаусса решалась система 
(5.5), (5.7) и (5.8) относительно д^'Чгр (/ 'о.....  1); 110 найден
ным р^ Чгу) вычислялось новое >*-’ с помощью соотношения

3 л'~։ Л—?г=4 2 м^։(г)֊/2гу] (5.9)

и итерационный процесс возобновлялся. Проверка сходимости процесса 
осуществлялась с помощью интегральных характеристик А и (),. Граница 
г1п( выбиралась п зависимости от величин а,, ц и Ш таким образом, что

бы ошибка, обусловленная заменой полубесконечных интервалов конечны
ми, была малой.

1. Случай *։ = 1 (= (?՛'"),
В области ’։ г 41 г1п( выбиралась равномерная сетка с шагом 

Д/= 0.5. Получены решения системы (5.2) для т 0.25; 0.75; 1; для 
а։ — 2 и а։ 5; при этом г.1։(, соответственно, раины 40 и 50.
На (риг. 1 дана втора />,9(г) и давление по Герцу и зоне входа, из 
которой видно, что давление на входе монотонно растет в увеличе
нием г.
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На фиг. 2 даны эпюры р1()(г) и давление по Герцу в области выхода 
для некоторых сочетании а, и т. Из фиг. 2 видно, что при ш - 0.25 давле
ние па выходе по мере уменьшения г монотонно падает, а при и։ =0.75

Фиг. 1. Распределение давления R зоне входа. 1. 2. гп=0.25; 2. *։ —5.
т—0.25: 3. по Герцу 0 (г) | 2г .

функция р[0(г) имеет локальный максимум и минимум, причем при увели
чении |а,| (а,<0) максимум растет и смещается в сторону центра обла
сти контакта. При уменьшении ш максимум давления уменьшается, а про-

Фиг. 2. Распределение давления в зоне выхода. 1 2, тп = !; 2. '։ —2,
т 0.75: 3. —2, гп 0.25; 4. а։ —5, га—1; 5. з։ —5, т 0.75; 6. ։։ = —5,
л։ — 0 25; 7. по Герцу 0 (г) | 2г.

тяженность зоны, примыкающей к максимуму, увеличивается. При одном 
н том же ос, и различных т более медленный выход на герцевское решение 
наблюдается при меньших /Л. что объясняется более сильным влиянием 
гидродинамических эффектов.
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На фиг. 3, 4 изображены профили Ли» (г), Лд>(г) и Лнн>(г) = 
2(- 2г)^ 
ЗЛ (а։, т) 0(—г), связанные с зазором Л между цилиндрами соот

ношениями

Фиг. 3. Профиль замора между цилиндрами ■ зоне «хода. 1. - — 2, m=s1;
2- ’| = — 2< гп = 0.25; 3. я։ —5, т 1; 4. ։։ = — 5. т 0.25; Заяор по Герцу:
5. = — 2. т ֊ 1; 6. а։ ~ — 2. т 0.25: 7. з։ — 5. т = I; 8. з։ — 5. m 0.25.

Фиг. 4. Профиль «взора между цилиндрами в ։оие выхода. 1. х։ -2. т «■ I; 
г«|'-2. т 0.25; 3. х։ ֊ 5. m - 1; 4. *։ ’ -5. m 0.25.
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3"'
А(.г) = 1г^/1(др

*‘00

|Лю 
™) I Л1Л/0

при х -г 1 ~ а 
при х 1 ~ -

зд
Л«(х) = 1 + Т7~ Л (а,, т) Ьцго(г) (5.10)

‘‘оо

Функции Лго(г) и Лю (г) легко вычисляются по найденным р,0(/-)’ 
/>№(г) и А по формулам, вытекающим из (3.11)

, л-/ \ ’•РгО ^рг(1 ՝,Рк> (1р1й
Лго= Л-(а։, т)е —-г—» Л» = — Л* (з։> /и)е —т— <5.11)аг аг

Из фиг. 3 видно, что в зоне входа зазор монотонно уменьшается с уве
личением г, причем скорость уменьшения существенно зависит от П>. По
ведение зазора я зоне выхода зависит от т (фиг. 4).

Фиг. 5. Зависимость А А (г։,. т) 
I. т 1; 2. т 0.25: 3. = 0.

На фиг. 5 даны кривые А~А(а„ т՝) для различных /н. из которых 
видно, что при изменении т от 0 до 1 коэффициент А (а, следовательно, 
толщина слоя смазки) изменяется в пределах 30%.

2. Случай т{ = 0 (ь^ОГ*՛՝)-
В данном случае систему (5.2) достаточно решить для а, = — 1: рас

четы выполнены при Д/ 0.25 и г։я£ = 40. Эпюра давления и профиль 
зазора в зонах входа и выхода весьма близки к полученным при ц I и 
т =0.25. Кривая .4 = А |а։|” показана на фиг. 5 пунктирном линией.

Как показали численные эксперименты с вдвое меньшим шагом \/ и 
большей областью интегрирования ошибка в величине А не превы
шает 1%.

Настоящая работа доложена и обсуждена на объединенном заседании 
семинаров «Контактная прочность» и «Гидроаэроупругость • Ростовского 
государственного университета.

Всесоюзный научно-исследовательский
Конструкторско-технологический институт Поступила 3 V 1977

подшипниковой промышленности
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Ի. Ի. էւՈԽԴԽէ.

ԾԱՆՐ ՐԻՌՆԱՎՈՐՎԱԾ ԳԼՈՐՄԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԻ ՀԱՄԱՐ 
ԱՌԱ2ԴԱ-ՀԻԴՐ11ԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ ԽՆԴԻՐQ

Ա մ փ и փ и I մ

Ասիմպտոտիկան վերլուծությունների միացման մեթողուէ nt սումնասիր- 
վե[ է նյուտոնյա ն '.եղուկի համար հարթ իդոթերմիկ խնդիրր 'Ц"Р'1шЬ կոն 
տակտի ծանր րերւն սւ վորման դեպքում :

Յուղման կարիքի և ւիաււաա յուղման ււեմ իմների համար ստացվել են 
ասիլք պտոտական գնահատականներ յուղման շերտի հաստության համար։

3 ուղմ ան կարիքի դեպրոլմ ստացվել են հավասարումներ և նրանք լուծ
վել են ճնշման ասիմպտոսէիկա յի գլխավոր անդամն երի Համար խնդրի պա- 
րամ եւորների տարրեր ա րմ ե բների դեպքում ։

Յույյյ Ւ, արված, որ յուղման շերտի հաստությունը որոշվում !, ինչպես 
մուտքի այնպես էլ ելքի ղոնաներով։

AN ELASTO-HYDRODYNAMIC PROBLEM FOR A 
HEAVY-LOADED ROLLING CONTACT

I. 1. KUDISH

S il m m a г y

A plane isothermal elasto-hydrodynamic problem for newtonian 
liquid is studied by the method of matched asymptotic expansions in 
case of a heavy-loaded contact. Asymptotic estimations for lubricant 
film thickness are obtained for lubricant deficiency and abundant lubri
cation conditions. In case of deficiency conditions equations for major 
members of pressure asymptotics are derived and numerically solved 
for various values of the problem parameters.
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