
ISSN 0321 — 1339
; ԱВԿ II.>11).Ն II 111 'l l'.SllhH (III ի |> (,Ul'b I). 4 I).'I-1; II Ի II 
АКАДЕМИЯ НАУК АРМЯНСКОЙ С С. ՚

ДОКЛАД Ы

LXXII1, № 4

1981

Խմթազրական կօլեզիա Редакционная коллегия

Դ. Ա. ԱՐյէՈՒՄԱՆՅԱՆ, տեխն. ղիտ. թեկնա
ծու (պատ. քարտուղար), է. Դ. ԱՖՒԻԿՅԱՆ, 
ՀՍՍՀ ԴԱ թղթակից-անդամ, Ա I*. ՍԱՐԱ
ՏԱՆ. ՀՍՍՀ ԴԱ ակադեմիկոս, Ա. Ա. ^Ա- 
ԼԱԼՅԱՆ, ՀՍՍՀ ԴԱ թղթակից-աեղա մ, Վ. 
Մ. ԹԱՌԱՅԱՆ, ՀՍՍՀ ԴԱ թղթակից-աև- 
դամ, Վ. Հ. ՀԱ1րՐԱՐ2ՈԻ1րՅԱՆ, ակադեմիկոս. 
Վ. Հ. ՂՍԼԶԱՐՅԱՆ. ՀՍՍՀ ԴԱ ակադեմիկոս 
(պատ. իւմբսւղրի տեղակալ), Հ. Դ. Ս՜ԱՂԱ՚Ր- 

ՑԱՆ, ՀՍՍՀ ԴԱ ակադեմիկոս, Ա. Դ. ՆԱՉԱՐՈՎ. 
ՀՍՍՀ ԴԱ ակաղեմիկոս (պատ. խմրաղիր) , 
Դ. II ՍԱՀԱԿՅԱՆ. ՀՍՍՀ ԴԱ թղթակից-անդամ. 
(Լ Մ. 11ԱՊ11ՆՋՅԱՆ. ՀՍՍՀ ԴԱ թղթակից- 
անդամ. 1Г. Լ. Sbr-ւրԻՔԱՅԵԼՅԱՆ. ՀՍՍՀ 
ԴԱ թղթակից անդամ, Վ. Р. ՖԱՆԱՍՋՅԱՆ, 
ՀՍՍՀ ԴԱ թղթակից-անդամ:

В. А. АМБАРЦУМЯН, академик, Г. А. 
АРЗУМАНЯН, канд. техн, наук (отв. 
секретарь), Э. Г. АФРИКЯН. чл.-корр. 
АН АрмССР. А. Т. БАБАЯН, академик 
АН АрмССР. В О КАЗАРЯН, ака
демик АН АрмССР (зам. отв. редактора), 
И. Г. МАГАКЬЯН, академик АН Арм 
ССР. А. Г. НАЗАРОВ, академик АН 
АрмССР (отв. редактор). Г. С. СААКЯН, 
чл.-корр. АН АрмССР, О. М САПОН- 
ДЖЯН, чл.-корр. АН АрмССР, А. А. ТА- 
ЛАЛЯН, чл.-корр. АН АрмССР. В. М. 
ТАРАЯН. чл корр АН АрмССР. М Л 
ТЕР-МИКАЕЛЯН, чл.-корр. АН АрмССР. 
В. В. ФАНАРДЖЯН. чл.-корр. АН 
АрмССР

ՀԱՅԿԱԿԱՆ IIՍՀ ԴհՏՈԻՒՅՍհՆՆհՐԻ ԱԿԱԴՆԱԻԱՅԻ ՀՐԱՏԱՐԱԿՏՍԻ^ՅՕՒՆ 

Ь Ր Ь Վ Ա Ն ЕРЕВАН

Доклады Академии наук Армянской ССР, т. 73, А? 4. с. 193—255.



Основан в 1944 г
Периодичность—10 номеров в год 

На русском языке

Ր I) Վ Ա Ն Դ Ա Կ II Ի I* 3 II I* Ն

ՄԱԹԵՄԱՏԻԿԱ

1Ւ. Ա. 1!աւ||» ।ս։(ւ — Շրջման բանաձև և Ս. Ն. 1’երնշտեյնի ընդհանրացված անհավա- 

սարութքան ճշղրտումր • «•«••••

1հ. Ա. 1Լ||ւ քսան յան— ^1* [*ի ի*(^ Ւ Ւ'1,րւՒՐՐ 'անրաղոլմ արեքի ֆունկցիաների ցասում չոր

րորդ կարդի ճչդրիտ (լ/ւպտք>1ւ հավասարման համար . > . .

Գ. 9, *Ն 1.11 ր < | յ ա ն— Ֆոլրյեի ինտեղրալն! ըի համար միակության ս ա դմ ութ յ ունն և ր ի մասին

195

202
211

ՄԵԽԱՆԻԿԱ

Լ. Վ. Աբրահամյան, Լ. Ա. II ա|ս|ւսյան— ճեղր ունեցող ուղղանկյուն սայի աղատ տա֊ 

տան ումնե րր ••••••••• 219

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՏԵ11ՈԻԹՅՈ ԻՆ

II. Մ. Մխխ' Ш Г | ւս ն — Ա ո ա Л ղ ա կ ա Ն ^քւՍա^աթ^ու^/ահ կամ *արթոլթյան և կիи ա անվ ե րք 

ան ', ամսւ иե ո վերղրակի լք ի ք և կոնտակտային փ ո քո ա րլրյ ե ղ т թ յան խն դ ր ի ^Ոլրքր 226

ՔԻՄԻԱԿԱՆ ՅԻԱԻԿԱ

Կ. Ւավթյան—Վառելանյութերի դի ա պե ր դ ա ցմ ան միջոցները և նրա /րիվ ա յրմ անր 

նպաստող մյուս ղոբծոնն!. րր ներքին այրման շարժիչներում (ՆԱՇ) . . . .. 234

ԲԻՈՔԻՄԻԱ

Ա. Ա. Բսւքինյան — Տարրեր պ ր ո ս տ ա գ[ ան ղ ինն ե ր ի ա ղղե ց ու // յ ուն ր երկշերտ ֆոսֆո/ի -

ւղիղային թաղանթների հ ա դո ր ղ ա կ ան ո։ թ յ ան վ ր ա 241

ԱԻՋԱՏԱ₽ԱՆՈԻ1*ՅՈՒՆ

II. Մ. Ш р | ПI] ու| — հւն й II Րյ 1Ա յ , 1Г. Ա. 1Г 1Ս ր^ւսհյ ւս1|—Չրխկան րղեղների ղոլղավորման 

Այրոց Լոր է Լղե աղուսի կառուցված րր /; Сз Г(1 (Ор11ОГ Ա Տ Е Տ С 11 Լ սեոի նոր են ի! ա սե ո ի 

նկ^րաղրուрյունը (Со1еор1ега, Е1а1егиае)........................................................................................... 244

ԱԿԱՐԱԼՈԴԻԱ

Վ. ր. ՇևշԼնկո, Ա. 2. Պւս|ռսու|ւս—Հա թստանում սոճիների (րնտ, ?յՈ2ք€36) *[Րա 

Հանղիսյող րաոոտ տղերի ( Aca 11 (ՕքՈ1 ԸՏ, I քՅ է> 0 <111 | ) ֆաունայի վերարերյայ նոր տե

սակի ն կա ր աղ րո <. թ յա մ ր •••••••• •••••• 250

Издательство АН АрмССР Доклады АН АрмССР. 1981.



С О Д Е Р Ж А Н И Е

МАТЕМАТИКА

Р. А Багиян—Формула обращения и уточнение обобщенного неравенства 
С. Н. Бернштейна ...........

Р. А. Алиханяч—Задача Дирихле для эллиптических уравнений четвертого 
порядка с суммируемыми граничными условиями . . . . .

Г. Г. Геворкян—О множествах единственности для инте>рала Фурье

МЕХАНИКА

Л. В. Абрамян, Л. А. Мовсесян—Свободные колебания прямоугольной пла
стинки с разрезом ...........

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. М Мхитарян—К задаче контактного взаимодействия между полубеско- 
нечным неоднородным стрингером и упругой полуплостью или л искосило

ХИМИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

О К Давтян—Способы диспергирования топлива и другие факторы спо
собствующие полному сгоранию в двигателях внутреннего сгорания (ДВС)

БИОФИЗИКА

С. А. Баджинян—Влияние различных простагландинов на проводимость би
слойных фосфолипидных мембран .......

ЭНТОМОЛОГИЯ

С. М. Яблоков-Хнэорян, Л1 А. Марджанян—О процессе совокупления и 
строении эдеагуса у жуков щелкунов с описанием нового подрода р роде Саг- 
<11ор1юги5 ЕзсЬг (Со1еор1ега, . ........................................................................................

АКАРОЛОГИЯ

В, Г. Шевченко, А. Р. Погосова—К фауне четырехногих клешей (АсагИог- 
и։е&, Те ։ га род 1111» встречающихся на соснах (сем. Р(пасеае) в Армении, с опи
санием нового вида ...................................................................................................

Стр

195

202
211

219

226

234

241

244

250



Индекс 77730

СО NTENTS

Р.МЛ [HEMATICS

R A. Hughi'ai-h converse f >rmula and precision of generalized S. \. 
Bernstein's Inequality............................................................................................

/?. .4. Allkhanian—The Dirichlet's problem for the elliptic equalion of the 
fourth order •

€/. G. Gevorkian -On sets of uniqueness for integrals of Fourier

195

°02
211

MECHANICS

L. V. Abrahamian. L A. Mousissian — The free vibrations of the reclan- 
gular plate with cut..................................................................................................

THEORY OF ELASTICITY

S. At. Mkhitarian $. M. Mkhitarian —On ihe problem of the interaction 
between the half infinite non-hoinogeneous stringer and elastic half plane or 
plane. •••••••............................................................................j ji

CHEMICAL PHYSICS

O. K. Davtian - Dispersing ways of fuel and other factors favoured to the 
full combustion of the Internal-combustion engines................................................ 231

BIOPHYSICS

S. A. Badjtnian— Radiobiological department, Ministry of Public Health 
Arm. SSR • • • • ••••••••••••• jl l

ENTOMOLOGY

S. M. labloko/J-Khnzorian, M. A. Mardjanian- On the process of copu
lation and structure of the aedeagus of the click beetles (Coleoptera, ElaterIdae). 
wilh the description of a nev subgenus of the genus Cardlophorus Eschs • • 24։

ACAROLOGY

V. G. Shevtchenko, .4. R Pogosova—To the fauna of the four-legged mi
tes (Acariformes, Teirapodlll) on pines (fam. Pinacae) In Armenia, with the des
cription of new species........................................................................................... 250

Техн, редактор АЗИЗБЕКЯН Л. А.

Сдано в набор 18 1181 Подписано к печати 28 II982 ВФ 05060
Бумага № I. 70х 1О8‘/|в- Плоскопеча гь. Печ. лист 4.0 Уел. печ. лист 5,6 

Учет.-изд. 4,23. Тираж 500. Заказ 891. Издат. 5591
Адрес род. 375019, Ереван, Барекамутян. 24 г. II эт.. I к.

Типография Издательства Академии наук АрмССР. 378310 г. Эчмиадзин



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՋԵԿՕԻՅՅՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

БХХШ 1981

УДК 517.53

* МАТЕМАТИКА

Р. А. Багиян

Формула обращения и уточнение обобщенного неравенства
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(Представлено академиком АП Армянской ССР М. М Джрбашяном 1/У1 1984)

Целые функции типа Миттаг-Леффлера определяются посред
ством разложения

р) — \ ~
Л-0 р

(Р>0, —оо<р<+<М

и, как известно (։), для любого значения параметра р имеют поря
док р и тип, равный единице.

Интегральные представления и свойства, полученные для этой 
функции в работе (23), позволили расширить сферу приложения как в
некоторых задачах анализа (4>5), так и в теории целых функций ко-II

немного роста (6).
В работе (2>3) было получено точное неравенство для последова-

тельных производных функций типа Миттаг-Леффлера, а именно, для

значений параметров р>1 и —<р<^Ч-оо 
Р

Р)1^ ? է 2........
г(н+-) 
\ Р /

где знак равенства достигался в точке 2=0.
В связи с этим возникает вопрос о получении такого же точного

неравенства, но уже для произвольных целых ункций конечного ро
ста. Отметим, что для целых зефункций экспоненциального типа—это
известное неравенство С. Н. Бернштейна, а для функций произвольного 
роста некоторая попытка в таком направлении предпринята в работе 
(6). Для значений параметров р и з(1^р<^2, 0<5<ро) в этой ра-
боте был введен класс целых функций роста (р, я), ограничен-
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пых в специальных угловых областях комплексной плоскости. При 
Р = 1—это известный класс В, С. Н. Бернштейна целых функций 
экспоненциального типа, ограниченных на вещественной оси (7).

При помощи функции ФР41(0» подробно исследованной в работе 
(3), получена связь между классами В(а^ и Ва, т. е.
если В(г)£В^(\^ь<2՝ 0<5<-|֊ео), то

о
/(гОФрД/)^։

где /(г)^3։/р. (см. (•), теоремы 1, 2).
Ссылаясь на этот результат, отметим следующее: если снова про

смотреть доказательство теоремы 2 статьи (6), то можно увидеть, что 
в ней доказывается больше требуемого. А именно, из формул (2.16) и 
(2.18) на с. 203следует, что функция/(г) принадлежит не только клас
су Ва՝гр, а в силу теоремы Винера—Пэли— и классу М'А/рСГЯл/р. Как из
вестно (;), и՛';—это класс целых функций экспоненциального типа, 
суммируемых с квадратом на действительной оси. Таким образом 
справедлива следующая дополненная

Теорема А. Пусть В(г)£В^( 1<р<2, 0<^д<^+оо). Тогда име
ет место на всей комплексной плоскости представление (2) с 
/(*)€

Целью данной работы является получение обращения для пред
ставления (2), с помощью которого решается вопрос уточнения обоб
щенного неравенства С. Н. Бернштейна. На пути решения этой задачи 
существенно используется аппарат теории интегральных преобразова
ний, изложенный в монографии (։).

В центре нашего внимания будет следующее интегральное пред
ставление:

Г(х)--=

СО

Г(р) (при 1<р<оо, |1> —
J РО

Г(р) ( /(х/)б/аи(/), при р=1, 1^р<4-оо,

где функции ФР.И(О и аи(^) определяются посредством формул

ФМ1(/)=±- I
2“/՛ л

т(»/3)

(о контуре т(е, р) см. (Ц, с. 126). 
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1. Прежде всего рассмотрим случай р=1. При определенных 
условиях на функцию /(л), т. е. /(х)^А(О, /), 0</<ос, из (3) и (5) 
будем иметь

4֊

/?U)=r(iO
о О

Отсюда заменой х( = и получим

Л(л)х‘֊» = (г֊1) /(tt)(x-w)'>֊2tZw = r(H)D-^-։)/(x), 
•у о

(6)

где 7)՜“—дробный интеграл порядка а в смысле Римана—Лиувилля 
(см. (*), с. 567). Ясно, что при и = 1 Л(л)=/(л).

2. Обратимся теперь к вопросу обращения интегрального пред-
ставления

(7)

однако полагая, что функция /(л)£С[0, 4-°°1 удовлетворяет также 
условию /(л)£72(0, ос) (А2 и С—известные классы суммируемых с 
квадратом и непрерывных на |0, -рос] функций). 

1
Лемма. Пусть при 1</><Ъо и — функция Ф.ХО оп-

Р
ределяется посредством (4). Положим

яр,։1(х) —
II

Ф?.и(0^,

Тогда

1) функция €£2(0,+оо) двойственна по Меллину

функцией Kp.h(s)
1 —s

ар,«>( л)

2) sup|Kw(s)|<+Po. „ I Res=2՜
В интеграле
■ +® л /•
; Л(Х)=г(|.) /(х/)фр.д/)<// = г(н)
I о О

делая замену л/ = и, получаем
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хЛ(х) = Г(и) du.
о

Введем в рассмотрение функцию

Пн) J f(“YY^(ux)du, 
О

заметив, что если /(х)£С|0, -f-o©|, то этот интеграл абсолютно схо
дится на полуоси 0<^х<^4֊оо в связи с быстрым убыванием функции 
Фр,40 (см. (3), с. 492).

а (х}
В силу леммы ——------ (JZ?(O, -I֊00)» следовательно, при допол-

X
нительном предположении /(х)£Л’(0, 4֊оо) функцию g(x) можно так
же представить в виде

g(x) = — —- /(и) du
dx ( J и 

о

Если /(х)£/?(0, 4-^о)> для интегрального представления

Л(х) = Г(и) j /(хОФр,Д/)^ 

О
почти всюду имеет место формула обращения

/(*) =
1

Пи) ф*6+* ^-V(-*)l.
\ dx/

О)

где на полуоси (0,4֊о©)

п

(10)

Доказательство. Если положить

Ф։(5)=Н(5).= 1, K(s)^Kt.As) =
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IФ։($) =
Лр.Д«)

то выполнены следующие условия:

/<($)//( 1-$)Ф2($)Ф։(1—։)г=1, Ре$=—, 
2

։чр |А'($)Ф։(«)||<4֊оо,
Не? -гг

з

а?.а(х)
££*(0,4-оо) и ет ч-оо)

двойственны по Меллину соответственно с функциями

1—5
и //(5)

причем

Итак все условия доказанной в монографии (։) теоремы выполнены 
(см. (’), с. 96). Применяя ее, получим, что если всюду на (0, 4-©о)

+ оо
£(Х)= Г(|1) СьАих) /(и)с1и] /(х)€£։(01+оо),

ах ( « I
о

1то почти всюду на (0, 4՜^) имеет место двойственная 31ормула

/(-<) =
1

Г(р)

Преобразуем полученную формулу, учитывая, что

у- I ^ф/֊и-^-\ё(и)аи, £(х)££'*>՝(0,-!-оо). 
ах и \ (1и/

О

г
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откуда получается утверждение (9)—(10) теоремы, если учесть, что 
1 / 1 \ с/х

3. Применим теперь полученную нами формулу обращения к уточ
нению неравенства С. Н. Бернштейна на случай целой функции произ
вольного роста.

Теорема 2. Если /?(г)^^^>(1^р<^2, 0<а<о©), то при любом 
вещественном а и любом вещественном х^(0,֊Ьоо)

|51па/?'(х) — оР со5аЛ(х)| <3р----- шах 1

б) зир |Л(Л)(х)| Бпр Ф

(И)

(12)

где оператор Ф2 определяется посредством (8).
Доказательство. Из теоремы А следует, что /(г), фигури

рующая в представлении (7), принадлежит классу ,*/₽. Следо
вательно, для функции /(х) справедлива также теорема 1, т. е.

I *\ г6*+՜)
/(х) = Ф, 1+х—)|Л(х)|, х€|0, + ое). Ф-(*) = ■ (13)\ и А / 1 (о /

Для получения точных неравенств (II)—(13) остается сослаться на
статью (см. теорему 3 и ормулу (2.20)). заменив там значение1

1

т/ = шах |/(х)| соответствующим обращенным значением (13). 
Рассмотрим частные случаи этой теоремы.

а. Пусть а=—, р = р = 1. Тогда, как легко следует из (3) —

֊(6), Г(хН/(х), Ф։А+хАу(х)=/(х) = Г(х) 
\ ах/

классическое неравенство С. Н. Бернштейна

и мы получаем

зпр | Е' (х)| □ зир 1/Дх)!.

б. Пусть типа Митта г-Леффлера.1Е

200



տսբ |е“х| = I

и из (12) в частности мы получаем

что совпадает с точными неравенствами (1).
В заключение выражаю глубокую благодарность М. М. Джрбашя- 

ну, как за постановку задач, так и постоянное внимание при выполне
нии данной работы.

Ереванский политехнический 
институт им. К Маркса

1Ւ. Ա. ՒԱՂԻՅԱՆ
Շրջման բանաձև և Ս. Ն. РЬг նշաԼ |նի ընդհանրացված 

հշդրտումը
անհա վա սարութւան

Միտտադ-Լեֆլերի տիպի ֆունկցիաների համար ստացված Մ. Մ. Ջրբաշ֊ 
յանի և հեղինակի կողմից ինտեդրալ ներկայացումները և հատկությունները 
թույլ են տվել րնդարձակել կիրաոությունների ոլորտր, ինչպե 
շակի խնդիրներում, այնպես էլ վերջավոր աճումով ամբողջ 
տեսութ յան մեջ։

Մ իտտադ-Լեֆլերի տիպի ֆունկցիաների հաջորդական 
համար ստացված է եղել ճշդրիտ անհավասարություն։

անալիդի որո- 
ֆունկցիաների

ածանց յալն երի

Ներկա աշխատանքում ընդհանրացվում է ա յդ արդյունքը կամայական 
վերջավոր աճումով ամբողջ ֆունկցիա յի >ամար։

Նախ' ստացված է շրջման բանաձև մի ինտեդրալ ներկայացման համար, 
որր ֆունդամենտւպ դեր է խաղում վերջավոր աճումով ամբողջ ֆունկցիաների 
տեսության մեջ։

Այդ շրջման բանաձևի օդնութ յամբ ճշդրտվում է Ս. Ն. Բերնշտեյնի հայտնի 
անհավասարոէթ յունր կամայական աճումով ամբողջ ֆունկցիայի դեպ բում։

Այդ խնդիրների Լուծման ժամանակ էական դեր է խաղում ինտեդրալ ձևա
փոխությունների ապարատը, որր դարղացված է Մ- Մ. Հրբաշյանի մենադրու- 
թյան մեջ։

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 М. М. Джрбашян, Интегральные преобразования и представления функций в 

комплексной области, Наука, М., 1966. 3 М. АТ. Джрбашян, Р. А. Багиян, ДАН СССР, 
т. 223, № 6 (1975). 3А1. А1. Джрбашян, Р. Л. Багиян, Изв. АН АрмССР. сер матема
тика, т. 10, № 6 (1975). 4 Р. А. Багиян, ДАН АрмССР, т. 61. № 3 (1975). 5Р. А. Баги
ян, ДАН АрмССР. т. 71. № 3 (1980). 6 Р. А. Багиян, Изв. АН АрмССР. сер. матема
тика, т. 15, № 3 (1980). 7 Н. И. Ахиезер. Лекции по теории аппроксимации, Наука. 
М., 1965
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
ЕХХШ ?981 — -4

УДК 517.946

МАТЕМАТИКА

Р. А. Алиханян

Задача Дирихле для эллиптических уравнений четвертого 
порядка с суммируемыми граничными условиями

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 8/У1 1981)

Пусть Г—достаточно гладкая замкнутая кривая на плоскости 
(х, у), разбивающая ее на две области: ЛИ (конечную, содержащую 
начало координат) и О՜ (бесконечную).

Пусть функция г = а(/) взаимно-однозначно отображает кольцо 
4-е на некоторую замкнутую двусвязную область, принадле

жащую О~ -рГ, причем окружность Щ = 1 отображает на Г с сохра
нением ориентации и якобиан отображения отличен от нуля.

Будем говорить, что заданная в Э՜ функция «(х, у) принимает 
граничное значение ъ(х, у), (г^АДГ)) в смысле если для любой 
отображающей функции а(/), описанной выше, имеет место равенство

Нт 1 խ(«(^/))—է/(օվՕ)|^տ = 0. 
յ

ч» |/|-1
Рассмотрим правильно эллиптическое уравнение

*

Г!о " дхкду*-1' = 0,

(1)

(2)

где ан —комплексные числа, а ц(х, у) — искомое комплеснозначное 
решение.

Для уравнения (2) рассмотрим задачу Дирихле в следующей 
постановке: найти регулярное в области решение уравнения (2), 
растущее на бесконечности не быстрее Л!|г|, (Л1 =соп81>0) и удов
летворяющее граничным условиям:

। , к дии|г = г'։(г); — =г>г(г), (3)
ОН ।

д е л—внешняя нормаль к Г, а т'։(г) и т>2(г)— заданные функции. 
Граничные условия (3) можно переписать в виде
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(4)

(5)

ди ди— =/(х, у), - = %(х, у),
с/х г ау г

«(-То. Уо)=г',(^о. У»),
причем /и £ удовлетворяют условию

/(*, У)4х+в(х, уМу = 0,

а (хо> Уо)—Фиксированная точка на Г.
Предполагается, что / и £ принадлежат и условие (4) .пони

мается в смысле £։.
В конечных областях, когда функции /, # принадлежат гельде- 

ровским классам, эта задача исследована в работах (1֊3). Первая крае
вая задача для уравнения второго порядка в конечных областях в
классе А2 решена в (4). 
Са и С, задача Дирихле 
в бесконечных областях

В настоящей статье

В том случае, когда граничные функции из
для эллиптических систем второго порядка 
изучена в работах (5в).
доказывается фредгольмовость поставленной

задачи, а для области |г|>1 доказывается однозначная разрешимость 
и указывается метод построения решения в явном виде.

Пусть а(/) и Р(/) достаточно гладкие 
позначно отображает кольцо 
окрестность Г, лежащую в О՜, причем 
пусть при К|=1.

Введем следующие обозначения:

__£(_0_______ 1_ ։
1-2

Л

функции, взаимно-од- 
на некоторую замкнутую

|/[=1 отображается на Г, и

(6)

I а(0~а(2)

(л=0, 1, 2 . . .),

(я == 1, 2, . . (7)

(8)

где |/|«= 1, 1<|г|<1Н-е.
Имеет место следующая
Лемма 1. Для функций 5;,л(/. г), (/=1,2; я=0, 1) справедлива

оценка

(9)

где С)П—положительные постоянные.
Доказательство. Для функций 5։>л(/, г) легко убедиться в 

справедливости неравенства (9). Поэтому доказательство проведем
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доказательстволишь для 521(/, г) (для остальных 
мало отличается от приведенного).

ункцнй 52>л(/

Сделав замену а(О=Д, а(г) = и>, а(/) = /0, получим

где

^21(С ■г)__Л^0’

1

Л'С. /р. »») 
(:֊«>)*

(Ю)

-«ОМи-М'рНЭЛ»)
/('<,. «•) =

г.-«)з;с )֊ з>(^) + Р1(“)

а—։(՝) 1(/о) <1Л)С֊<о)
а-Д’)—функция, обратная к а(т), ^(;) = Р(а֊1С)).

Гак как AG, /0, «>) и ее производные по удовлетворяют усло
вию Гёльдера по всем аргументам при /0, ^Г, то второй ин
теграл в правой части равенства (10) ограничен (7). Вычисляя /(^0, ш) 
с помощью вычетов и возвращаясь к переменным С г, получаем

/(/0. “>) = ?(О֊Р(г) 
а(/)-з(г)

Из (10) и (11) следует справедливость оценки (9) для функции 
52>1(С г).

Рассмотрим теперь семейство операторов

Л.я(/, г)= /€^1(1И = П, (7=1.2; « = 0,1). (12)
14-։

Лемма 2. Для операторов Т)։П(ф, г) имеет место следую
щая оценка:

I ^),п{ /, |/(х)|^, (13)

где С=солзС>0 не зависит от / и, г.
Доказательство леммы 2 непосредственно следует из леммы 1.
Лемма 3. Пусть /£Св(|/|=1) и а(/)~ сохраняющий, ориента

цию гомеоморфизм единичной окружности на Г, я(/) £ Са
(|/| = 1). Справедливы следующие неравенства:

1Ш О| =

^-(04/(0
«(0֊^ <Ь(0

|/|-1|Г|-1

^(0-/(0 
31(0—2

1/(01^,

(14)

(15)
|/|-1

1А(Л 01 =

где , (—комплексно сопряженное число к (, С—постоянная, 
не зависящая от / и г, а РЩ)—предельные значения интеграла 
типа Коши 
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Доказательство. Согласно •» ормуле Сохоцкого —Племеля

/Ж) = - ֊/(/)+ 2_ с жм 
2г/ ։1 /0— / (16)

1

I

Заменяя в (14) и (16) / на а-։(т) и /0 на а. ,('о)» т» 'о€Г, получим

т—г 
г

7'_(»-1(’))“Ф'(’) Г ^1.о(то> •')/(։-1(то)Ж>

. (17)

(18)

где

■) определяется формулой (6).
формуле Коши

Г

\ о»
По »•

/(а֊1(^0))бГх0
. (19)

о-2

Внося выражение для ^-(а_1(-:)) из (18) в (17) 
(19), имеем:

и имея в виду

$1.о(хо» 2)/(а-1('о))^'о- (20)

>
■В
и Из (20) и леммы 2 следует требуемая оценка (14). Аналогично 

доказывается и неравенство (15).
В Исследуем теперь задачу (2), (4), (5).
В Вначале покажем фредгольмовость задачи Дирихле, когда /,

а //(х, у) ищется в классе функций, принадлежащих в окрест
ности Г (включая Г) Сл. Затем докажем однозначную разрешимость
этой задачи в области |г|>1. Эти результаты будут использованы
для исследования задачи Дирихле для суммируемых / и £.

Пусть характеристическое уравнение имеет простые корни /2, 
Х3, *4» причем 1пй։>0, 1пи։>0, 1тл3<^0, 1т>ч<0. Тогда общее реше
ние уравнения (2), растущее на бесконечности не быстрее Л/|г|, вы
ражается формулой (։)
I 4

А-1

где <и*(х֊рч*у) — исчезающие на бесконечности произвольные аналити

(21)
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ческие функции от аргументов х-Н*у при (х, у)£О-, а а и ^—произ
вольные постоянные, удовлетворяющие условию

С1+с2-с3—с4 = 0, 

причем в окрестности Г ш*(х֊рХ*у) принадлежит тому же классу, что 
и решение и(х, у).

Подставляя выражение для и(х, у) из (21) в граничные усло
вия (4) и (5), получаем: 

ди 4 
֊֊ =2 ?1.(х+>.*у) =/(х, у), (х, у)ег, 
дх ГГ1 

ди 4 
— X МР4*+х*у) = £(*, У). (-"С. у) г, 
ду ь -1 

4
= Уо) — 5 <М*о+х»Уо)'Н*1п (*о4-хлУо)-<АЛ'о—^гУо. (24)

(22)

(23)

где

(25)

Из (25) следует, что <рА(х Нлу) в окрестности Г принадлежит классу 
С, и является аналитической функцией от своего аргумента при 
(х, у)£Е> , причем ^(ос) =<р2(ос) =0, а ф3 и <р.։ в окрестности беско
нечности ограничены.

Задачи вида (22), (23) исследованы в работе (8), где доказана 
их фредгольмовость. ]

Пусть теперь характеристическое уравнение имеет кратные кор
ни. Для определенности допустим, что Х1=Х8=/, Х3^Х4 (случай 
'•з=*4 рассматривается аналогично). Общее решение уравнения (2) в 
этом случае имеет вид (։)

_ 4
//(х, у)-ш1(г)֊4-2ш2(г) Д- У |шк(х-{-ллу) фс* 1п (лфХ*у)| з-с^пгЧ- 

Л —3

НА^Ф^гУ»

где и дк те же, что в (21), а ск удовлетворяют условию 

Су ~~ ^4--- 0.

Подставляя (27) в граничные условия (4), получаем:

?1(2Н?а(г)4֊У ?*(х + Хлу) =/(х, у)4-/(?а), (х,у)(Т, я-З
4

^1(-г)-^,(г)+Х Х*<р*(х+Хйу) = £(х, У)+'/(1Р։). (-*. у)€Г, А-֊3
где

(27)

(28)

(29)՝
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Чг(г)=шг(г).

Г

<7/, (30>

а <р*(х -}-кку) при 6 = 3, 4 определяются формулой (25), причем <р*£С,
Л=1, 4 в окрестности Г.

Так как интегральный оператор (30) вполне непрерывен из 
Са(Г) в Са(Г), то фредгольмовость имеет место и для системы .(28), 
(29). Таким образом задача Дирихле для уравнения (2) является 
фредгольмовой при сделанных предположениях относительно гра
ничной и искомой ункции.

Пусть Г={г; |г|=1} и л։=#Х։, >.3=£Х4. Ясно, что

х |-ХаУ— ■

Мг+р**),

^(г+|1*г),

причем Ы<1 при £=1, 4.
Введем в рассмотрение кусочно-аналитические функции с ли

нией разрыва |г|=1:

И> ।.

. НО-з( ■ . М<1, ’4 —I-

Так как при |г|= 1

( '+?(«) = ?»(■«+> ку)- Ф» (г) = ?*+։(■* 4-'֊*+։У)՛

то задача (22), (23) сводится к эквивалентной

(31)

задаче сопряжения от
носительно вектор-функции (<р1։ 0,1

՝ I ։ / ՝ та <

решение которой имеет вид:

•?>(«) ■=
(>.,-/..)֊1|С(г)->.4Л(г)|, |г|<1,

<32>

где
|г|> 1 •
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(33)
Г /(/)(//

10“1

_1_ с

2-1 ։) /—г
1'1-1

Применяя формулу Коши для функций ?л(х-р*у) при £=!, 2 
и (х-рду)՜1 <рл(х֊Н*у) при £ = 3, 4 и учитывая соотношения (31), 
получаем

?л(х֊Р*у) =

1 С'Ь(О^ГН^) . . 9—---- |---------------------- —, « = 1, 2.
2՜/ J г—Н<гШ-1

— Г + <!>,_,(0), Л =3,4.
пГ 1 1

(34)

Из формул (32) —(34), (24)—(26) однозначным образом определяются 
10^,(х-гА*у), ск и с/и. Подставляя их в (21)» получаем явное решение 
задачи (2), (4—5) в области |г£>1.

Аналогично можно получить решение задачи Дирихле в облас
ти |г|>I в случае кратных корней характеристического уравнения.

Покажем однозначную разрешимость задачи (2), (4—5) в облас
ти |г|>1 при /,

Известно, что если /, £^£«(0» (0^я<1) и граничное условие 
(4) понимается в смысле £1։ то регулярное в I)- решение н(х, у) 
уравнения (2) принадлежит СД/?~4-Г). Следовательно, однородная 
задача в этой области имеет только нулевое решение.

Решение задачи (2), (4—5) при /, ££Са (|/|=1) обозначим через

и(г)=ъ( г) + 'и>^, г)+С,
где т» и да являются линейными операторами относительно / и £, а 
С = '^1(х0, у0) — постоянное. На основании соотношений (32—34) и не
сложных преобразований получим, что их и иу являются линейными 
комбинациями от значений операторов вида 7ЬО, Т11л /р /2, Л(0) и 
6(0) над / н Эти операторы определяются формулами (12), (14— 
15), (33). Используя леммы 2 и 3, получаем следующую оценку для 
производных искомого решения я(г):

|£(~)[^ (35)

/, (|"|=1), 1<>^1+е, С не зависит от / и
Пусть /, Я(: ^1(к| = 1 )• Операторы т>(/, г) и да(/, г) имеют смысл 

и при /, ££7., (|/| = 1), Так как Сл всюду плотно в Л1, то неравенство 
(35) имеет место также и для /, g^Lx. Пусть последовательности 
функций {/„} и {£„} из Сл (|/| = 1) сходятся в смысле А։ к / и со
ответственно. Поскольку /л,^л^Са (|/|=1), то для них задача (2), 
(4 — 5) в области |г£> 1 имеет единственное решение, которое обозна
чим через
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и„(г)=-и(/„, г)+ш(к„, г) + С.

Ясно, что и(?)-«„(г) = г)(2)+ш(^--^„, г)

«Л(г)-/(Ф)) = ± [И(2)_„л(г)| +_^<£2
дх дх

+ Л(з(’))-/(з(')),

(36)

(37)г = а(г'.

Из соотношений (36), (37) и неравенства (35) следует

У |Иг(*(г:))-/(а(т))|</$х-0 при г—*1, г>1. 

1И-1
| Следовательно, их удовлетворяет граничному условию (4). Ана
логично устанавливается

ди
ду г

п(х0, у0) — ^(х0, у0).

| Таким образом доказана следующая теорема.
[ Теорема 1. Задача Дирихле для уравнения (2) в области 
|г|>1 однозначно разрешима.

В случае произвольной области Г)~ с гладкой границей Г произ
водные их и му решения задачи Дирихле для уравнения (2) с точ
ностью до слагаемого

К։(г^)/(/)^4-I/<2(/, г)^(/)^
Г г

имеют такой же вид, что и в случае области |г|>1, причем ЗЕункции1

I

Л'։(/, г) и Л',(Л г) ограничены при ^Г, г£(£)--гГ). Так как эти сла
гаемые не вносят изменения в доказательство фредгольмовости рас
сматриваемой задачи, то имеет место
■ Теорема 2. Задача (2), (4—5) является Фредгольмовой.
К Если т^С^Г), т>2£С(Г), то, как было сказано выше, решение 
задачи (2), (3) принадлежит С'(£ ֊И Г). Отсюда и из теорем 1 и 2 
непосредственно следует
I Тео ре м а 3. Если <у1£С'(О, т»,^С’(Г), то задача (2), (3) в клас
се С'(Е) Ч-Г) фредгольмова, а в области |г£>1 однозначно разреши
ма.
I Вышеустановленные результаты справедливы для эллиптических 
систем вида (2), задача Дирихле для которых удовлетворяет условию 
Лопатинского.

Ереванский политехнический институт
им. К. Маркса

209



IE Ա. ԱԼԻ ԽԱՆ 9 ԱՆԴի ւ՝ |։ իւ [ Լ ի իւնդիրբ հանրաղւոմարԼ |ի ֆունկղիանԼ րի ղասում ճշգրիտ Լլիւղտիկ հավասարման համար չորրոր 9 կարգի
Դիցուք D-ե անվերջ հ եոու կետի շրջակայքր պարունակող տիրույթ Է երկու

չափանի տարածության մեջ, իսկ I ֊ն նրա ե դրա դիծն 
տարկվում է հետևյալ խնդիրք. դտնել չորրորդ կարդի 
դործակիցներով ճշդրիտ էլիպտիկ հավասարման

Էէ Աշխ ա տ ան քում դի֊ 
հաստս/տուն կոմպլե քս

к-0

д*и
dxkdy*~k

= 0,

ՎՕ(1>) լուծ ումնե ր ր,

(1k

րավարարու մ են«|ր=^Խ ди 
дп

ե ղրա յին պայմաններին և անվերջ հեոու կետի շրջակայքում աճում են ոչ արարք, 
քան ձ4խ|, №---ՉՕՈՏէ. Ապացու ցվւււմ է» որ դիտարկված խնդիրը էիրեդհոլմ-
լան է, իսկ ! խ|>1 [ տ իրու լիէ ու մ ունի միակ լուծում, որր կարելի է

Л ИТЕРЛТУРА— ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 А. В Бицадзе, Краевые задачи для эллиптических уравнений второго порядка. | 

На)ка, ЛЕ. 1966 2 А. И. Вольперт. Труды Моск. мат. о-ва выл. 10 (1961). 3 Г. В Бо
ярский, ДАН СССР. т. 124. № 1 (1958). * В. П. Михайлов, Дифферетиальные уравне- | 
ния. т 12. Л» 10 (1976). Н. Е.Товмасян, Мат. сб , т. 89 (131) (1972). 6 Э П. Меликсетян, 
Изв. АН АрмССР. сер. матем.. т. 15, № 5 (1980). 7 Н. И. Мусхелишвили, Сингулярные , 
интегральные уравнения, Наука, М., 1968. • N. Е. Tovmasian, Integral representations < 
of holomorphic functions by holomorphic densltiens and their applications. Springer- I 
Verlag. Berlin—Heidelberg —New York, 1979. 1
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2Ц5’|или.Ъ иил ТЬБПЬОЗПЬЪЪЬРЬ О.'|иЛЬ1Л>и.ЗЬ яьипьззъьп 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
ЕХХШ ~ * 1981 ՝՜ ՛ д'

* Рассма’ринается преобразование Фурье в классе —оо,-|-с»), т. е.

а
/(х)€/.։(—оо,+оо) и /(х) = 11т -Д=- I00,4-00).

— 3

** Вообще Пт /д(л)-/(л) п. в. на (—ло,Н֊оо).
Л’“>00

УДК 517.53

МАТЕМАТИКА

Г. Г. Геворкян

О множествах единственности для интегралов Фурье

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляном 25/У1 1981)

В настоящей работе для интегралов Фурье доказывается су
ществование множеств единственности меры нуль.

Определение 1. Множество £С( — оо.Н-оо) назовем мно
жеством единственности для интегралов Фурье, если из условий 

л
/■(лг)=О при х£Е и /\х)£Е,,( — оо,4֊оо)*  для некоторого р<^2 следует, 
что /{х) = 0 почти всюду на (—оо,4-оо).

В (։) доказана (см. (։), теорема 3)
Теорема 1. Для любого существует множество един

ственности для интегралов Фурье, мера которого меньше е.
В настоящей работе доказывается следующая
Теорема 2. Существует множество Е, р.£'=0, такое, что

если для некоторой функции /(х)£Л2(—о©,4-оо)
л

1 ) /(х)£А/,(—оо,-|-эо) для некоторого р<С%,
+» 45|п։

сходится к нулю при

ЛЬос для х££**,  
то /(х) = 0 почти всюду на (—оо,-|-оо).

Для доказательства теоремы 2 нам нужно несколько вспомога
тельных лемм.
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00

(7(0 X

з(х- /)4s I п2 ——-—- 
------------ ---- dt, 0<э<^1-оо, суммы Фейера ее интеграла Фурье.

Если Цх) непрерывно дифференцируемая ограниченная функция, то
1 , 2 а(*  —0

4sin2 ----
----------- ----- dt->

(x-t)h

—>0 при а-*-|-оо. (1)
Доказательство. Интеграл

4sin2 —----
1/0Н-*)֊/(0>-(0| ---------- — dt(x-t)^

разобьем на две части

16rfz U

16sin4 — 1

(2)

Из непрерывной дифференцируемости /.(/) следует, что для 
х и для достаточно больших а (зависящих от х)

|Х(х)-Х(<)|<։Л|х—/|, при |х—

где ix некоторое число, зависящее от х.
Поэтому

любого

(3)

16sin4
/2(0['(*)֊' - dt 2

16sin4 — р
I -------- -  dt р->0 при а֊*

“"00
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Лемма доказана.
Лемма 2. Для любых £>0, <?>2, (а, />)С( — 00,4-0©) и любого 
существует монотонная непрерывная функция %(х} такая, что:

1 ) ^'(х) = 0 при х^Е. где Е объединение конечного числа ин
тервалов, лежащих в (а, Ь) и \1Е=е.(Ь—а),

) К'С*)=  — при х£Е, г
3°) £(х) = 0 при х^а и £(х)=ъ(Ь—а) при х^Ь,

ь

а

Фактически эта лемма доказана в (’) (см. (х), лемма 2).

ществует монотонная сингулярная функция /(х) такая, что-.

ь
Г е1{лд\/(х) — х| е.

Доказательство. Возьмем г/ такие, что

/ 2-

а

՛ мы 2 следует существование такой монотонной непрерывной функ- 
ции /х(х), что:

5 1) /\(х) = 0 при х££р где Ех объединение конечного числа ин
тервалов, лежащих в (а, Ь) и ^Е1 — г1(Ь— а),

2) /;()=  — при х£ЕГ ‘*
61

3) /։(-<) =0 при х^а и /։(х) = 6 —а при х^Ь,
ь

а

X

4) 1 
С 2^֊

Я 
сП

Пусть Е[у 2,..., >։ составляющие интервалы ЕГ т. е.

Ех = 0 и при /^Уг- Функция /,(х) на £{ равна

Применяя лемму 2 для г— — 
I *։
олучим монотонные непрерывные

5) /2(^) = 0 при х(^Л где Ел2

, а»— и интервалов 2?{-=(а;, с '*1
функции /^(*)  такие, что:
объединение конечного числа ин-

£ 
тервалов, лежащих в £{ и цЕ^= —
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6) /2()  = — при х^Е^*
•14

7) //(х)=0 при х^а, и /{(х)^ — (/>’ —а’) при х>6/։
Б1

ь/ я ։
֊7=֊ I е‘'^(/>(х)֊/։(х)]
} 2՜ J I Ъ

Обозначим /2(х) — У /^(х) и 
/-։

Е2 = и Из 1), 5) и 4), 8) имеем 
/-։

Причем

е'^|/2(х)-х|

Л(Х)=А(^) при х$Ег

(4)

(5)

(6)

и

Продолжая этот процесс, получим последовательности монотонных
непрерывных ункций /п(х) и множеств Еп, которые удовлетворяют1

I

следующим условиям:

А) Ея—объединение конечного числа интервалов, лежащих в 
и = е*"՜ 3՞ (Ь-а),

>1 ... *л-1

В) /л(х) = 0 при х^а и /п(х) = Ь—а при х^Ь,

С) /л(Л)=0 ПРИ Л^ЕЛ, /л(Х) =/п+1(х) При Х$ЕЛ,
И) /л(х) равномерно сходится к некоторой непрерывной функ

ции /(х),

</ V
сП 7

л

Из А) —В) следует, что предельная функция /(х) сингулярная. 
Из В) и Е) по теореме Хелли (см. (2), с. 254) следует, что

е11хс1\ /(х)—х]

Лемма доказана.
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Лемма 4. Существует множество Е, у.Е — 0, такое, что ес- 
ли преобразование Фурье ограниченной функции /(х)£Л։(—©о,4-оо) 
принадлежит классу АД—оо,4֊оо) для некоторого р<^2 и интег

ралы
, ... 4։и.Ж=£!

2^ ,и(/) (х-0*№

9

сходятся к нулю при Лг-*оо  для

х£Е, то Дх)=О п. в. на (~оо,4-оо).
Доказательство. Пусть дп ; 2, в^>0, V и {/„)*  —

т,п
последовательность интервалов с рациональными концами. Тогда 
существуют сингулярные функции /^(х) такие, что

/ 2-
е‘"‘1\/"„(х)-х] 

п
сП

Ч т

Обозначим через Е объединение носителей мер ^/"(х). Покажем,
что Е—требуемое множество. Допустим, что Дх) отлична от нуля. 
Тогда существуют интервал 1п и число а>0 такие, что для доста
точно больших М

1 /(и)е,хиди

(7)

<№(*)

ПО метрике ОС,4֊ ОО ) схо-
* Интеграл

Л 
е(ик/(и)с1и

лится к /(л) при
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Выбирая т достаточно большим, первое слагаемое можно сделать 
меньше а/2. После чего, так как интегралы

4$1п2

(х

ограничены и стремятся к нулю при Л^->ею на носителе меры с!/^(х)у 
можно выбрать /V таким, чтобы второе слагаемое тоже было меньше 
а/2. Но это противоречит (7). Полученное противоречие доказывает 
лемму.

Доказательство теоремы 2. Пусть Еп. п = 1, 2, ... от
крытые множества, удовлетворяющие требованиям теоремы 1, ।

а £0 множество, удовлетворяющее требованиям леммы 4, 
' п

= Покажем, ։^то множество Е = ( ( | Еп ) П^о удовлетворяет \л-1 /
требованиям теоремы 2. Пусть для некоторой функции /(х)£ 
^£։(-оо,+ос)

(8)

л(Х) =

. . гЩх-Г)451 п2----=----
----------------------------------------------------------- ------ -----------------------  

(х-О'Н
при /V—’©с и х£Е. (9)

Обозначим
(7 = (х: Нт 5ир|/л(х)|> 11.

IV—-
(Ю)

Если 0=0, то /(х) ограничена и по лемме 4 /(х) = 0 п. в. на 
(—ос,4֊оо)- Допустим (7=^0. Тогда О—множество типа (7г и (7(3

оО
(3 и Е* п. Существуют интервал / и номер т такие, что (см. (3), с. 

л •*  1
548, лемма 6.17) •

0^оп/с/п^. Ш)

Возьмем произвольный интервал 7, лежащий в / и не пересека
ющийся с Е(п. Пусть л(х) бесконечно дифференцируемая функция с 
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носителем */.  V 1егко видеть, что преобразование Фурье произведения 
/(х)>(х) принадлежит классу £,(-оо. фоо). функция /(л)Х(х) огра- 
ничена и по лемме 1

Л ; 2 ^(Х—/)4з1п2 —-

\x-tyN О при и х££0.

Из леммы 4 следует, что /(х)л(х) п. в. на (-оо,-|֊оо). Следователь
но, /(х) п. в. нуль на Л Из выбора У следует, что /(х) = 0 п. в. на 
/[ Еп. Пусть ?(х) бесконечно дифференцируемая функция с носите
лем /. Легко видеть, что преобразование Фурье функции /(х)<р(х) 
принадлежит классу оо,4֊оо). Но /(х)<р(х) = 0 п. в. на £л, сле
довательно, по теореме 1 /(х)<р(х) ==0 п. в. на (—о©,4-о©). Поэтому 
/(х)=0 п. в. на /. Но это противоречит тому, что 0^/ 0 (см. 
(11)). Теорема доказана.

Замечание. Теорема 2 допускает формулировку в эквива
лентной форме.

Теорема 3. Существует множество Е, р£ = 0, такое, что 
если /(х)£72 (—<зо,-|-ос)Г)/.р (— оо,4-о©) для некоторого р<2 и

) — 1 
/2-

— з

то /(х) = 0 почти всюду.
Из теоремы 3 следует
Теорема 4. Существует множество Е, ?Е=0, 

если для некоторой функции /(х)£7.2 (—ос,-]-о©)
такое, что

1°) /(х)^£Д—ос,+оо) для некоторого р<2,

/(и)е'илди֊*О  при о—ос.

то /(х) = 0 почти всюду на (—ос,4-о©). ։
Теорема 4 является аналогом теоремы Мичела и Сорди (см. (*)).  
Теорема 5 (Мичел, Сорди). Существует множество Е.

1֊£=0, такое, что если < |а„|'><+~ для некоторого р<2 и
П~ — 90

У апе<п1 — 0 для 1£Е, то ап-0, /1 = 0, ±Н .......
R заключение выражаю благодарность чл.-корр. АН Арм.

А. А. Талаляну, под руководством которого выполнена настоящая 
работа.

Ереванский государственный университет 217



Գ. Դ. ԳԵՎՈՐԳ8ԱՆ
3>ուր|Լի ինտեգրալների համար միակության րագմությունների մասին/Հշ/սատ անքոլմ ապացուցված է.

Թեորեմ 2. Գոյություն եթե որևե /(x)£Լշ(-oc, -ք օօ) ուհի E րսւզմո» թյուն, ֆունկցիայի համար այնպիսին, որ
'•W>- 7֊և 1.1.m.

•’■*00

<5

e~itxf(t)dt^Lp (— ՕՕ,վ-Օօ) որևե թ<Հ2
<✓

— aհամար
2 )/л(А-) =

4տ։ո2
dt^O, երր x£E և W->oo,

(x-t)lN

Ш1ЦШ (—օօ,4֊օօ)՜ի վրա համարյա ամենուրեք f(x) = 0‘.

Л ИТЕРА ТУРA — ԳՐԱԿԱՆՈԻԹ9Ո ԻՆ
1 Г. Г. Геворкян, ДАН АрмССР, т. 72, № 4 (1981). 2 Натансон И. П., Теория 

функции вещественной переменной, Гос. изд-во техн.-теор. лит., М., 1957. 3 А. Зиг
мунд. Тригонометрические ряды, т. 1. ИЛ, М., 1965. 4 L. Michele, Р. М. Soardl, Bol- 
letino U. М. 1 14), 11 (1975).
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2U3WiUb UU2 ЧФЗПЬР-ЗППЪЬРЬ ичилыгмкзь ЙЬЧПЬЗЗ'ЬЬР 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
кхх։п 1981 “ “ ‘ д

УДК 534.014.1

МЕХАНИКА

Л. В. Абрамян, Л. А. Мовсисян

Свободные колебания прямоугольной пластинки с разрезом

^Представлено академиком АН Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 27/III 1981)

1. Рассматриваются свободные колебания прямоугольной изотроп
ной пластинки, свободно опертой по всему контуру. Пластинка по одной 
из осей симметрии имеет прямой разрез. Система координат выбрана 
таким образом, чтобы ось ОХ проходила через разрез (с<^х=^а) 
(рисунок).

Уравнение свободных колебаний пластинки имеет вид

Х)?2?2^ + рЛ = 0, 0-0
иг

где р—плотность материала, А—толщина, £)—цилиндрическая жест
кость.

Решение (1.1) ищем в виде

w(x, у, /) = V /m(y)sin —xsinwt 
Г-i а

удовлетворяющем граничным условиям на краях 
Подставляя (1.2) в (1.1), для /« получаем

ренциалыюе уравнение:

х=0, а.

(1.2)

следующее дид|ЦН
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(1.3)

Общее решение (1.3) в зависимости от величины т запишется сле
дующим образом:

а) при т^тх

= 4- C^'sli^y + C^’cos к2у + C^’sln *2у, (1.4)

б) при т^>т1

fm(y) = ch kxy + Q^sh^y 4- Су ch k2y 4- C«> sh k2y, (1.5)

где

при фиксированной частоте колебаний значение 
метрических и физических параметров пластинки.

Выражения (1.4), (1.5) содержат в себе как
и антисимметричные относительно оси ОХ рорм ы

тх зависит от гео-

симметричные, так 
колебаний. А фор

мулировка условий вдоль ОХ зависит от форм колебаний пластинки, 
поэтому в дальнейшем для удобства симметричные и антисимметрич
ные формы колебаний рассматриваются в отдельности.

2. Симметричные колебания. По условию вдоль у = Ь имеем

w=------- =
ду2

(2.1)

а вдоль у = 0, учитывая симметричность форм, будем иметь:
dJW 

б)у3
д31£}

дх2ду
= 0 0^ х^ а-у

dw 
ay

0 < x*=z с\ (2.2)

d2w , д1™---- L v---
ду- дх2

с <^х^а.

Удовлетворяя граничным условиям (2.1), (2.2) для определения неиз
вестных коэффициентов С<о (/= 1, 2, 3-. 4), получаем следующие пар
ные ряды — уравнения:

-мЛА - л«",'|/₽н
V су------- L---- --- ctgA?26sin i x р V cth k2b sin ) x = 0

(0<A<f);
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(fe~—>).*)*

m —
С13’ т ki + v>.«

(*,*+ »>•*)*
sill lx 4-

(2.3)

(.(3) th£ad — (k( —w.2)2
sln/x = 0,

а также

C<։>=C<3> m m
th k,b Ьг(/г2 — vZ։) 
W *,(« +֊>’)

C‘>> = - C”> m m
th£jZ> 
thftjd

С» = -C£>CtgM ^(^.. C£> = C < ”c th k.b ■ m m i A։(*3-w.2)1

C<,4>=֊Cg>Ctg^;

Введя обозначения

c™ =-C'L3lcth*./>. in m л

_ (;(3) 22&2ctg/?26 —>).2)2 th k,b — \gktb

(2.4)

Y __  z'(S)
(fr?-VA2)2

/?2

/Ь2_v/2)»
thO---- thV

k «2 ni
fn>fnx,

TX
>

r.c
a

(^-w>)‘

m - m j + ։

tn < m j

m

a

tMjtf —

m

парные ряды после несложных преобразовании приведем к виду

v A'm(l-A’m)slnrn։=0 ((Х։<?);
rn — I

(2.5)

V inXm sin /ла=0

где

т^т^,

лт/рА. (v‘+2՝-3) 
ы _ « _________г ____ _____ , m^>mv

a'-.-i a-^thM_fc2LthV
kt ' *1

i 1окажем, что Nm при m->oo имеет экспоненциальный порядок убы
вания. Для этого преобразуем выражения и следующим о [ аз
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1/2

= >(1 -Fl);

где

Используя (2.6), а также учитывая, что при больших т 
для Мт получаем

где б = 2г.Ь/а.

Используя формулы
Лежандра

тля интегральных представлений полиномов

парные ряды

y^(cosO) = Pm_j (cosO) 4֊P,„(cosO), 

Zm(COsG)=Pm-i (COS6) —Pm(COS&),

(2.5) после ряда преобразований сведем к виду 

$ А’т(1— Мт)ут (COS 0) = 0 (0<ае^?);
т - 1

— wX„ym(cos6։=0 
fn — 1 (28)

Как известно, для определения неизвестных коэффициентов Хт по- 
о»»»—՛

rn - J (2.9)
где

ym(cosS) y„(cos0)tg —
о

/lym(COS^) Zfl(COSp) — Anyff(cosft) Zm(COSp) 
м2 ■ • • 2

(2.10)

П 
^пп — yJ(cosO) tg-£-d0 = —| 2֊2Pn_,(cos?)P„(cos₽) +

4-P„։_i(C0S?)--PS(C0S?)—4 V Ph(cos;«)lcos'f>p*(cos?)—P»։i(cos3)| 
fc - 1

т

И

т

т
— —
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Для существования нетривиальных решений коэффициентов X необ
ходимо, чтобы определитель бесконечной системы (2.9) равнялся 
нулю. Из этого же условия определяются частоты колебаний плас
тинки. Можно доказать сходимость процесса итераций при опреде
лении собственных чисел. Для этого достаточно доказать сходимость 
рядов

л — I

| ^Л-1МЛ|; (йпт т)?.
п,т * (2.11)!

п^т

Учитывая, что для функций ут(х) и гт(х) при больших т имеется 
следующая оценка:

I Ут(х) |
|2т(х) I (2.12)т^ '

а также (2.7), (2.10), показывается, что ряды (2.11) сходятся.
3. Антисимметричные колебания. И для антисимметричных

форм колебаний условия вдоль у =-Ь 
вдоль у = 0 теперь будут:

(2.1) сохраняются, а условия

^.'=0 
дхг

О

(3.1)

д^и՝
— 4
ду3

д3^ 
дх2ду

Удовлетворяя граничным условиям (2.1), (3.1), получаем следующие 
парные ряды:

Л— и> т|
V -г:

— Ц)

мА8
С<4>01 VГП • 51П >Х = 0

с); (3.2)

V |^(^^{->).я)։с1ЬМ-^(Л1-՝Д5)2с1^^18‘п,Л +£1 т

4- V ул8)8с1ЬМ~Л։(Л12“՝*Х2)։с1Ь^։51пХл = 0т а? л 2 1 1гл-та + 1 — УЛ

(с<х^а).

Дифференцируя дважды первое из уравнений (3.2) и 
Других преобразований, систему (3.2) вновь приводим 
В этом случае для Мт имеем

— (Л + 2>-3)/п3ш 1/ р^-

л»‘ =1 - + ,к‘)‘ с։и кф - — ’Ь’)’ с’е ’

проводя ряд 
к виду (2.5).

(3.3)
22а

т^ тх;
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֊ (v«-2v-3) • «’«>1/pA.

^1(^2 ։ v'֊2)2 Cth ~ M^2t ~ v'-2)2 Ctg k2b ’ m^>mv

Пользуясь представлениями (2.6), в этом случае также можно пока
зать. что т при т-»оо имеет экспоненциальный порядок убывания.

4. В заключение приведем результаты численных вычислений, 
которые проводились на ЭВМ „Минск—22*. Для пластинок с пара
метрами > = 0,25, а/£ = 0,4; 0,6; 0,8; 1; 1,5; 2; 3 при разной длине раз
реза (3 = 0, г/4, -/2, 3-/4, -) были определены первые безразмерные 
основные частоты ш(гМ*/О)1г' колебаний симметричных и антисимм<ет-
ричных форм. Результаты вычислений приведены в таблице. В каж-
дой клетке сначала помещена частота, соответствующая симметрич
ной форме колебаний, а затем —антисимметричной.

В случае пластинок с а/Ь СО,8 для получения хорошей сходи- *
мости результатов в процессе итераций достаточно было решить оп
ределители третьего и четвертого порядка, а при а/6>0,8—восьмого 
и десятого. Наибольшее расхождение результатов при этом не пре
высило 1 %.

Решения для предельных случаев (? = 0, -) получаются из соот
ветствующих уравнений систем (2.3) и (3.2).

0,4

0,6

0,8

1

1,5

2

3

alb ?=0 ₽“Г 3 —3г 3—г.

63,564

29,389

17,401

11,820

6,200

4,123

2,469

63,582 
63,670 
29,761 
29,466 
17,647 
17,717
11,931
12,840 
6,321
6,867 
4,247
4,584 
2,564 
2,731

63,902
68,760
29,847
33,788
17,814
21,311
12,233
16,349
6.687
9,531
4,698
6,545
3,175
3,861

64,126
71,130
29,877
36,741
17,880
24.684
12,312
19.386
6.796

13.618
4,908

11,224
3,515
8,183

64,152
71,555
29,883
37,285
17,889
25,291
12,337
19,739
6,854

14,256
4,935

12.337
3,564

10,966

Как видно из таблицы, с увеличением длины разреза (уменьше
ние р) частоты, соответствующие формам как симметричным, так и 
антисимметричным, уменьшаются. И вот что интересно. Для любого 
₽ частоты симметричной и антисимметричной форм колебаний имеют 
различные значения. В предельном случае (? = 0) имеется одна частота, 
т. е. каждая форма и соответствующая частота такой пластинки при 
переходе к пластинке с разрезом (? £0) как бы разветвляется на 
симметричную и антисимметричную.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР
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Լ. Վ. ԱԲՐԱՀԱՄՅԱՆ, Լ. Ա. ՄՈՎՍԻՍՑԱՆ
ճեղք ունեցող ուղղանկյուն սա |ի աղատ տատւսնումնԼ րր

Ուսումնասիրվում է ուղղանկյուն աղատ հենված սալի աղատ տատանում- 
<ներր> երբ սալն ունի ճեղք սիմետրիայի աոանցըներից մեկի ուղղությամբ։ ճեղ
քով տարված առանցքի նկատմամբ սիմետրիկ և ոչ սիմետրիկ տատանումները 
ղիտարկվում են ա ռան ձին ֊ ա ոան ձին; Հաճախականությունների որոշումը բեր֊ 
վում է անվերջ մատրիցայի սեփական արժեքները ղտնելուն։ Ցույց / տրված 
ղրանց ղսւնե/ու հ ա շո րղա կան ու թ յան պրոցեսի ղուղամ իտությունր։ Բերված են 
թվային տվյալներւ



ՀԱՑԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Р
БХХШ ”” 198 Г“ “

УДК 539.3

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. М. Мхитарян

К задаче контактного взаимодействия между полубесконечным 
неоднородным стрингером и упругой полуплоскостью или плоскостью

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 13ДУ 1981)

Контактная задача о передаче нагрузки от бесконечного стрингера 
к упругой полуплоскости в рамках известных предположений впервые 
поставлена и решена в работе (’). Аналогичная задача для полубеско-
нсчного стрингера, нагруженного на своем конце горизонтальной со
средоточенной силой, рассматривалась в (2՜5). В работе (3) решение 
разрешающего интегро-дифференциального уравнения сведено к реше
нию разностного уравнения простой структуры, построенному в замкну
той форме. Эта же самая задача с точки зрения применения метода
Винера—Хопфа обсуждалась в (в;), причем в (7) сила приложена к
стрингеру на произвольном расстоянии от его конца. Задача о контакт
ном взаимодействии между двумя одинаковыми полуплоскостями и 
полубесконечным стрингером исследована в работе (8), где применя
лась методика Койтера (3).

Однако следует отметить, что развитые в указанных работах мето
ды не позволяют получить решение задачи в случае полубесконечного
неоднородного стрингера. Кроме того, в построенных в них решениях в
явном виде не выделена присущая тангенциальным контактным напряже- 
ниям особенность на конце стрингера. В настоящей статье на основе 
одного интегрального соотношения Гильберта вновь рассматривается 
задача о контактном взаимодействии между полубесконечным стринге
ром и упругой полуплоскостью или плоскостью. При этом стрингер об
ладает достаточно общей неоднородностью. К разрешающему интегро- 
дифференциальному уравнению, преобразованному определенным об
разам, применяется принцип неподвижной точки Банаха. Предвари՜ 
тельно его решение представляется формулой, содержащей в явном 
виде присущую тангенциальным контактным напряжениям на конце 
стрингера особенность. В одном частном случае неоднородности пол}՜
чсно простое решение задачи.
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1. Пусть упругая полуплоскость, находящаяся в условиях обобщен
ного плоского напряженного состояния, с модулем упругости Е> и коэф
фициентом Пуассона >2 на своей границе усилена приваренным или 
приклеенным к ней упругим полубесконечным стрингером с моду
лем упругости Е,, коэффициентом Пуассона у1։ шириной с! и пло
щадью поперечного сечения Пусть далее стрингер загружен на 
своем конце сосредоточенной силой Р, а на верхнем краю — танген
циальными силами произвольной интенсивности --оДх). В предположе
нии, что стрингер не обладает изгибной жесткостью и его модуль 
упругости изменяется по длине Е5 = Е^Е^х) (Е^О) = 1), требуется 
определить распределение тангенциальных контактных напряжений, 
а также их коэффициент интенсивности на конце стрингера. После 
перехода к безразмерным координатам и величинам, как в (3), для 
определения безразмерных тангенциальных контактных напряжении 
-(;) получим следующее интегро-дифференциальное уравнение:

ОО

(0«».-(М'Л го(’)

которое должно рассматриваться при условии

(1.2>

Здесь

где '0(;) отличается от т0,(х) только постоянной, а
/*($)=  1/£\(х); 

х=Е0АлЦЕ^.

(1.3>
(1.4)

Отметим, что когда Р=0, в ( 1.2) нужно формально положить
Решение уравнения (1.1) представим формулой

1 
/21

Ф(/.)соз(/1 2: (0<3<°о). (1.5)

где Ф(^)— неизвестная функция. Так как 
напряжений '(;) величина конечная, то 

вытекает сходимость интеграла от Ф('). 
редь вытекает, что, по крайней мере»

коэффициент интенсивности
11ш =Д<оо, откуда 
Е--
Из последнего в свою оче- 
ф(л) = 0(к-՛-) (е>0) при

՛ Если £,|х-о=О, то исходя из физических соображений следует считать Р-0.
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>.->оо. С другой стороны, по формуле обращения косинус-преобра- 
зования Фурье из (1.5) при помощи (1.2) обнаружим, что Ф(0) = 7 = 
= 2(1 —Далее, из (1.5) при помощи (1.2) получим

ОО

Ф(£)= — Дт})^ =

а

Г Ф(М-Т

и

51п (>У2; )Л (0<5<оо).

Теперь (1.5) подставим в уравнение (1.1) поменяем порядок интег
рирования*  и воспользуемся следующим интегральным соотношением:

* Перемену порядка интегрирования можно обосновать так же как в (3).

1 Г СО8 (И 2*№'1 81 п (>У2Е)
У2Т (0<к^)’ (1-7)

которое непосредственно вытекает из формулы для преобразования
Г ильберта юосинус-функции (9). Принимая во внимание (1.6), после
некоторых элементарных операций для определения Ф(Х) получаем сле
дующее уравнение:

[ КС-, I֊)

О

■-Ф(|1) =/»(>֊) (0«оо).

«где

8111 л и 51П |Л и(1и\

(1.9)

причем предполагается, что )*(;)֊*0  при $->оо с необходимой ско
ростью.

2. Так как потенциальная энергия деформации, накопленная в си
стеме стрингер—основание, величина конечная, то равнодействующая
тангенциальных контактных напряжений также величина конечная, 
что и обеспечивается условием (1.2). Поэтому будем считать, что 
'(;) £ £(0,оо). С другой стороны, хорошо известно (10), что если 
/(£) £ А( — ос,ос), то ее преобразование Фурье Л(а) на всей оси 
—оо</<оо равномерно непрерывно и исчезает при Х->±оо. Послед
нее наводит на мысль, что принцип неподвижной точки Банаха для 
уравнения (1.8) естественно провести в пространстве непрерывных на 
сомкнутой полуоси (0, ос] функций С|0, о©|, принимающих на беско
нечности конечные значения и наделенных нормой
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|ФЦ= max |Ф(/)|.
0«£>< -

С этой целью во всем дальнейшем будем предполагать:
1) ИХ(и ։/2)^£(0,о©) (/?=!, 2) (;--=и2/2);**
2) функция н2/(н 2/2) на (0, ос) не возрастает.*

Тогда из (1.9) мы вправе написать

Ж10= ֊ |S(>-+i0-$(P-i֊|)1 (х, Н>0),

где

1 —cos' //
о

По известным результатам М. Г. Крейна (1112) отсюда вытекает, что 
ядро А'(Х, р)(0=сХ, и<4) является положительно определенным яд
ром. Более того, из предположения 2) и теоремы о синус-интег- 
ралах Фурье ((13), с. 223) следует, что А'(Д у)>0 при X, и>0.

Теперь введем в рассмотренное оператор

1 р Y—Ф(ц) ,Ф(А) = КФ^ — р) -։------~%4֊/о(М.
м ио

действующий в пространстве С[0, ос]. Покажем, что оператор А 
пространство С|0, ос] отображает в себя. Действительно, можем за
писать

|«Г(/.+Дл)֊-Ч-(/.)|=1
«■г Л

[А(Х+ДХ, I1)—А'(Х, и)| ՛ --*<£) dp

причем согласно (1.9)
Н(/., А),, р)^К(Х + ДХ, р)-К('-, 10 =

О

Далее фиксируем X из (0, ос) и положим
Н(К, a)., I0SCJX, А>.)ш։(|0 при Р -0;

//(>., Д/., 1*)»С ։(Х, Д0М10 ПР" I՛-'4՝՛
Очевидно, что ш։(р)-.О при |*-*0  и >'>։(!*)՜*̂  при р ֊ос. О > <ето.. 
последних формул мы вправе написать

К(н)1 1т—Ф(н)1^-г
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Н(1, ДХ, ։1)1^ -Ь|Са(/, НМ 
и

|т—ф(|*)|</р,

где %—достаточно малое положительное число, а Л — достаточно 
большое положительное число. Эти числа выберем таким образом, 
чтобы было

ос

О

|С։(х, Д/.)| Г™||1-Ф(Ю№<֊.
3 зл

и зафиксируем их. С другой стороны, легко видеть, что 

\Н(1, ДХ, |1)|<1||й(|г.+Д).֊|1|)-й(|Х-|1|)| +

4֊|Л(к-|-Ал4-|А) — Л(л-}֊|1)|],

где

Л(М = ш. соз X и Ли.
о

ь, воспользовавшись свойством равномерной непрерывности пре
образования можно утверждать, что

(’//(К, дх, р)1^> |//(Х, ДХ, р)| |7-Ф(р)|
и

б/р<

если только |ДХ|<о(е). Из этих неравенств обнаружим, что |’Г(/.-ь 
4֊ДА) — ЧГ(Х)|<Ч, если только |ДХ|<&(е). Последнее доказывает требуе
мое.

Приступив к выяснению условия сжатия оператора Л, можем 
записать

|Ф1(р)-Ф2(н)|

<>

Отсюда

||Ч-։-Ч-։к зир 1 Г ^рЦФ.-ФЛ. 
о<х<- т: J ц

о

Следовательно» при условии 

230



• К(>., ,.)
5ир — ։
0<А<« г J

О ►

(2.1)

оператор К сжимающий. Для упрощения условия (2.1) положим

О'(> •) = */<(>-, Р) (Л\1. 81П>И8|П|1«</и.
Р

Меняя порядок интегрирования, что легко обосновать, получаем

О().) =

откуда видно, что при условии

о

(2.2)

оператор А' сжимающий.
Таким образом, при условии (2.2) согласно принципу неподвиж

ной точки Банаха (14) решение уравнения (1.8) в С|0, ^о| можно пос
троить методом последовательных приближений.

После того как найдена функция Ф('О, коэффициент интенсив-
ности тангенциальных контактных напряжений До определяется сле
дующей формулой:

1 
/2Д0 = Игп т(;))= Ф(Х)^/֊.

Следует отметить, что если, в частности, положить 

ик*(и*/2)  — е~?и (?>0).
то в законности указанной перемены порядка интегрирования можно 
убедиться непосредственным вычислением, причем

к

(7(а) —--------- — .
2(32-н։)

Условие же (2.2) в данном случае ласт £>1/2. С другой стороны, 

— 1 из достаточно общего класса можно пред- 
2 /

ставить рядом Дирихле (191в)
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ււ^(ւ։2/2)
л-

апе-'пи,
։

где последовательность —положительная и возрастающая.
Положив 

Л'
и2/2)^ V але~кл“, 

л • 1 I
Н/Л(

можно провести метод последовательных приближений в случае та
кой функции неоднородности.

В заключение заметим, что если л*(с)=1//2;,  то при помощи
(19)

Л'(>, Տ1Ո Ш Տ1Ոթ«Ժ« = Ч'—р).

где £(>)—дельта-функция Дирака, и, следовательно, уравнение (1.8)
допускает замкнутое решение в виде

Институт механики Академии наук 
Армянской ССР

Ս. 1Г. ՄԽԻ^ԱՐՅԱՆ

Առաձգական կիսահարթութ յան կամ հարթության և կիսաանվեր? անհամա-
սեռ վԼրդրակի մ|ւ?և կոնտակտա ||>ն փոիւագգհգոէթւան խնդրի շուր^յւ

Դիտարկվում է բարակ անհամասեռ կիսանվերջ վերդրակից, որի աոաձ-

րլականութ/ան մորլուլր րստ երկարութ (ԼսՆ փոփոխվում է բավականին ընղհա

նուր ահ սրի ֆունկցիայով, աոաձղական կ ի и ահ ա րթ Ո ւ թ յան ր կամ հարթությանը

ու<քի փոխանցմ ան վերաբերյալ կոնտակտային խնրլիրրւ Խնդրի որոշիչ ինտեդ- 
րո-դիֆերենցի ա լ հավասարման լուծումը ներկայացվում է Ֆուրելի կոսինուս- 
ինտեգրալով, որր բացա . ա (տորեն պարունակում / վերդրակի ծայրակետում 
շոշափող կոնտակտային լարումների Համար բնորոշ ե դա կ ի ո ւ թ յ ո ւն ր ր Զևափոխ-

ված Որոշիչ Հավ ա սարում ր հետազոտվում / 1՝անախի անշարժ կետի սկզբունքի

օ դն ո ւ թ յ ա մ ր ։ Դիտարկւք ում Լ մասնավոր դեւդր, </ երդրակի առաձգականու

թյան մոդուլր փոփոխվում / ցուցչային ֆունկցիայի օրենբովւ Մյուս մասնավոր 
դեպքում, երբ աոաձդա կանու թ յան մոդուլր փոփոխվ ում է րառա կուսի արմատի

օրենքով, կառուցվում / խնդրի փակ լուծումրւ
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УДК 541.1

ХИМИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

О. К. Давтян

Способы диспер! ирования 
щие полному сгоранию в

топлива и другие ЗЕ акторы, способствую-
двигателях внутреннего сгорания (ДВС)

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Б. Налбандяном 12/Х1 1980)

Согласно формуле (10) из (’) скорость цепных реакций, совершаю
щихся в ДВС, при данной температуре и данных парциальных давле
ниях реагирующих компонентов можно увеличить только двумя путя
ми: увеличивая скорость рождения свободных радикалов (?£’&) и умень
шая скорость их гибели. Первый путь в конечном счете приводит к
ЗЕракельному методу зажигания топлива посредством специальных фор
камер (2), а второй путь, как видно, сводится к сильному диспергиро
ванию топлива.

Метод диспергирования топлива с первого взгляда кажется триви
альным. Ведь хорошо известно, что вопрос о необходимости дисперги
рования топлива в ДВС возник с момента изобретения карбюратора, и 
вообще по существу с момента создания ДВС. Однако цель карбюра
ции топлива в основном заключается в его смешении с воздухом и ча 
стичном его испарении. В связи с этим возникла новая и весьма важ 
ная информация о том, что капельки топлива являются центрами гибе
ли свободных радикалов и что их способность поглощать свободные
радикалы пропорциональна квадрату их радиусов и величине их кон
центрации. Это значит, что при концентрациях капелек выше опреде
ленных пределов не только сильно уменьшится скорость цепных про
цессов, но и эги процессы могут полностью прекратиться.

В результате теоретических и экспериментальных исследований 
мы пришли к заключению, что существует несколько радикальных ме
тодов диспергирования топлива в ДВС, наиболее подходящим из кото
рых оказался метод смешения газов и газо-диспергированных систем с 
парциальным расширением их компонентов. Далее, оказалось очень 
полезным использование водо-топливной смеси с предварительным по
лучением водо-воздушного тумана.

Рассмотрим эти методы в отдельности.
1. Термодинамический принцип диспергирования жидкостей, в ча
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стности жидкого топлива, в ЛВС методом смешения газов. В химиче
ской термодинамике известно, что при смешении двух (или больше) 
газов или одного газа с коллоидной системой (диспергированной жид
костью), при котором происходит парциальное расширение каждого из 
газов или ^коллоидной системы в другом газе без изменения общего 
объема и общего давления (последние условия не обязательны), со
вершается работа и, обратно, при отделении этих газов друг от друга 
затрачивается работа, в чем и заключается энергетическая сущность 
разделения газов и газовых изотопов.

Если общая система объемом V’ состоит из двух газов, каждый 
из которых до смешения занимал объем 1/, и 172, причем
то в результате их изотермического смешения, а следовательно, пар
циального их расширения от объемов и 1/2 до объема И, совер
шается работа:

где и О2— количество газа в г; А41 и Л12 — соответственно их мо
лекулярный вес; /?—универсальная газовая постоянная; Г—абсолют
ная температура. В том случае, когда один из компонентов массой 
0'2 и объемом V, представляет собой коллоидную систему (насыщен
ный пар), состоящую из смеси капелек жидкости и пара данного ве
щества, приведенная формула принимает такой вид:

Здесь /.—доля жидкой фазы и 1—Л—доля парообразной фазы. Если 
при таком изотермическом парциальном расширении полученная энер
гия не расходуется на механическую работу, то она может идти лишь 
па увеличение внутренней энергии системы. В частности, если в этой 
системе имеются коллоидные частицы, то указанная энер։ия может 
идти на увеличение поверхностной энергии системы, т. е. на увеличение 
степени дисперсности коллоидных частиц—капелек жидкости.

Таким образом, парциальное расширение одного газа или колло
идной системы в другом газе, например, эмульсии топлива в воздухе, 
при определенных условиях приводит к вторичному диспергированию, 
к увеличению ее дисперсности.

Именно это явление мы и использовали впервые для диспергиро
вания топлива (и вообще жидкости) в ДВС.

Так как обычно исходный объем горючей смеси очень мал по срав
нению с объемом воздуха, то в уравнении (2) первым членом можно 
пренебречь, и тогда

(3)

235



Здесь Л13=Л1 гоп.1.—средний молекулярный вес топлива, который д.1я 
бензина приблизительно равен Л1бенз. -= 120 г; следовательно,

КОЛ.Ч — Л'х •-=
24— -г^ • Ю23

3

есть .средний молекулярный вес“ коллоидной частицы объемом 
4

14.ч= — В последнем выражении плотность жидкости в 
3

г • см՜3; №—число Авогадро. Работа (3) с определенным коэффи
циентом К, обусловленным термодинамической необратимостью про
цесса изотермического расширения и потерей энергии, будет затра
чиваться на увеличение поверхностной энергии коллоидной системы:

Л'Л = 4֊з(г’л47г֊л0), (4)

где з — поверхностное натяжение жидкого топлива в дин • см՜1; г и 
г0—радиусы капелек топлива; и п — число капелек до и после 
вторичного диспергирования.

Далее, если масса топлива в г (она может представлять
собой цикловое наполнение или другое количество), то объем жидкой 
։ , Офазы будет равен £ —. Это значит, что 

о

откуда
£(? г֊яс= ----------- .

4/3 • тлгй

И тогда согласно (4)

КА 4-
31.^0

'-'■о
4гзг2/г

Совместное решение первого из (5) и (6) дает
г 3£зО

ААо + 3£0՝/г0

(6)

(8)

Дальше, подставляя значение А из уравнения (3) в (7), окончатель
но получим

г = К
ТОПЛ. АЛ кол.ч

. _Т1 V , 3£з бКТ\п~ ------
2 го

(8)

Итак, в камере диспергирования жидкостей (в частности жидкого 
топлива) после первичного диспергирования жидкости в системе диф
фузоров дальнейшее (вторичное) диспергирование происходит в прост
ранстве (в объеме V ) камеры благодаря смешению первично дисперги
рованной жидкости с воздухом и ее парциальному расширению (3). 
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Согласно приведенной формуле (8) чем больше объем камеры, тем 
больше степень диспергирования. Температура камеры играет двой
ную роль. С одной стороны, она по формуле (») увеличивает степень 
диспергирования, с другой стороны, уменьшает коэффициент наполпе- 
ния двигателя и, следовательно, мощность двигателя

Согласно данным расчета по формуле (8) степень диспергирова
ния при определенных условиях увеличивается в 100—1000 раз (пер- 
воначальное значение г = 10՜3 см).

Уравнение (8) было получено при условиях, когда в процессе дис
пергирования доля жидкой фазы при постоянной температуре не и ме
нялась. Однако на самом деле после диспергирования она должна ме
няться. Действительно, получение тумана с большой дисперсностью, в 
котором содержатся капельки размером 10՜6 см и меньше, приводит 
к понижению упругости паров жидкости и, следовательно, к сильному 
испарению этих капелек. Согласно известному термодинамическому по
ложению давление пара (упругость паров) капелек жидкости зависит 
от их радиуса по следующей формуле Кальвина:

, р* 2М 51п — —-----
Р '>ЦТ

где рь и /г—давление пара капелек и недиспергированной жидкости 
соответственно; /И, □ и о соответственно средний молекулярный вес, 
поверхностное натяжение и плотность жидкости; R и Г—газовая по
стоянная и абсолютная температура. Для бензина при 7=353 К

1^ = 9334.2-120-30 2=0>9.10-,._1 
р 8,3-10’ 353 г г

Согласно этим соотношениям при радиусе капелек 10՜®—0,3*10 ’ см 
давление пара жидкости должно увеличиваться в 1,2—2,0 раза, т. е. 
капельки размерами 10 е см и меньше немедленно должны испа
риться при 7 = 353 К (температура внутри карбюратора).

Итак, при парциальном расширении горючей смеси в воздухе наря
ду с диспергированием происходит испарение мелких капелек—умень- 

9 

шение их концентрации.
Согласно же полученной нами формуле скорости цепной реакции 

в ДВС (') при такой степени диспергирования топлива и ею испаре
нии скорость цепной реакции крекинга и окисления должна резко уве
личиваться, и следовательно, должна увеличиваться экономичность 
Двигателя и уменьшаться токсичность выхлопных । азов.

2. Роль воды в процессе сгорания топлива в двигателях внутренне
го сгорания. Вопрос об использовании воды в качестве присадки в н п 
ливо в ДВС имеет долгую историю; эта проблема обсуждалась и оо- 
суждается во многих странах мира, и в том числе в нашей стране

Согласно нашим исследованиям при использовании воде 
ной смеси особо важное значение имеет предварительное сильное ди 
^пергирование воды. Чтобы это стало понятным, попытаемся да
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которое объяснение роли воды в процессе диспергирования топлива, а 
также в образовании свободных радикалов—зарождении цепей крекин
га и окислении углеводородов, приводящих к недотанацнонным про
цессам (неразветвленным цепным реакциям).

Как известно, вода и углеводороды (в том числе бензин, соляровое 
масло и т. д.) не смешиваются. Однако в диспергированном состоянии 
они взаимно адсорбируются. Это явление значительно усиливается при 
наличии незначительного количества поверхностно-активных веществ. 
II поскольку поверхностное натяжение воды почти в два с половиной 
раза больше такового для углеводородов, то взаимодействие этих не- 
смешивающихся жидкостей в диспергированном состоянии сводится к 
тому, что ядра капелек двойной системы всегда образуются из воды. 
При наличии же достаточного количества водяных капелек топливо 
может равномерно тонким слоем распределяться на поверхности капе
лек воды. Чем сильнее предварительное диспергирование воды, а сле
довательно, чем больше абсолютная величина водяной поверхности,, 
тем меньше толщина слоев углеводородов, покрывающих поверхность 
воды. Толщину этих слоев можно довести до нескольких молекулярных 
размеров. Увеличение абсолютной поверхности жидкого топлива ведет к 
сильному увеличению скорости его пенаре,ния, что очень важно при 
малом периоде времени испарения в процессе сгорания топлива в ДВС.

В водо-топливной смеси (как и во всяких плохо смешивающихся 
жидкостях) вблизи границ раздела фаз в какой-то степени происходит 
взаимное их растворение, что, как известно из теории растворов, до
вольно сильно снижает температуру кипения обеих фаз и, следователь
но, повышает давление паров компонентов. А это вместе с фактором 
увеличения истинной поверхности топлива сильно увеличивает скорость, 
испарения. Следует учесть, что в начале сгорания топлива в ДВС 
(в период задержки воспламенения) температура и давление в двига
телях таковы, что водо-топливная смесь, и вообще топливо с высоким 
давлением пара, термодинамически не устойчива и должна испарять
ся. Единственным препятствием этому процессу является только кине
тика испарения. За очень малый период времени задержки сгорания 
(15 30 угла поворота коленчатого вала) топливо обычно не успевает 
испариться полностью. Однако присадка воды в топливо в указанных 
условиях диспергирования способствует увеличению степени этого испа
рения.

Если водо-топливные капельки в период задержки воспламенения 
по каким-либо причинам не успевают испариться' (и это, как отмеча
лось, вполне естественно, то они теперь уже не могут быть центрами 
гибели свободных радикалов. Это объясняется тем, что бомбардирую
щие поверхность капелек свободные радикалы при цепных реакциях не 
растворимы в капельках воды; при их столкновении с молекулами 
углеводородов, тонким слоем покрывающих поверхность водяных ка
пелек, произойдет такая же химическая реакция, как при столкновении 
с молекулами топливного пара. Таким образом, водяные капельки, по
крытые предельно тонким слоем углеводородов, должны быть подходя- 
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ЩИМИ мишенями для активных бомбардировок свободными ратиката- 
ми. В этом и заключается одно из преимуществ водо-топливнои диспер
гированной системы.

Другое преимущество присадки воды в топливо состоит в том что 
в период задержки сгорания топлива при появлении электрической иск
ры или спонтанно возникающих и затухающих вспышек (для дизель- 
ных двигателей) благодаря наличию паров воды должно „меть место 
интенсивное образование свободных радикалов Н • и - ОН и, следова 
тельно, зарождение цепной реакции крекинга и окисления, например:

Н2О֊>Н-4֊ОН н+с,нв-н2 -С2Н5
•0Н+СН4->СНа+Н,0

Подобные процессы сильно э.ндотермичны. В результате этих реакций 
температура окружающей среды падает. Это способствует продолже
нию окислительной цепной реакции не по разветвленному механизму 
(с детонацией), а по неразветвленному (или по механизму вырожден
ные разветвленных цепей).

Благодаря указанным эндотермическим реакциям в период неви
димого сгорания (в период задержки воспламенения) в какой-то степе
ни увеличивается теплотворная способность топлива, что очевидно ве
дет к экономичности работы двигателя.

Существует мнение, что поскольку вода в ДВС будет занимать не
который объем камеры сгорания, при этом будет уменьшаться количе
ство поступающего в двигатель топлива и кроме того в процессе сго
рания топлива некоторая часть теплоты пойдет на испарение этои во
ды. Считается также, что эти факторы будто бы могут привести к по
нижению мощности и экономичности двигателя. Однако необходимо 
учесть, что вообще диспергирование жидкости не означает увеличение 
ее объема. Это значит, что объем, занимаемый водой, в основном ее ть 
объем жидкой фазы воды. Для данного цикла этот объем ничтожно мал 
К тому же расход топлива на испарение воды даром не теряется. В дан 
ном случае вода фактически представляет собой раоочую жидкое гь, 
как в паровой машине; при испарении она с остальным расширяющим 
ся газом совершает работу. Что касается уменьшения посту паюше 
двигатель топлива за счет объема, занимаемою водой, то очевидна 
это вполне (и, по-видимому, слишком) компенсируется вытрите м 
энергии, полученной в результате отмеченных эффектов увеличен 
скорости сгорания топлива и некоторого увеличения теплотворш г 
собности топлива. Эта точка зрения подтверждается нашими 
ментами.

НПО «Армсельхоэмеханизаини»
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Л. Կ. ԴԱՎԹՅԱՆ
Վաոելանյութերի ղիսպերգացման միջոցները եւ| նրա լր*|ււ| այրմանը նպաստող մյուս ցործոնները ներքին այրման շարժիչներում (ՆԱՇ)

Ներքին այրման շարժիչում վառելանյութի գ ի и պ ե ր գա ց մ ան համար մշակ֊

ված է նոր մեթոգ, որի էությունր հետևյալն է, սկգրնա կան փոշիացած հեգուկր 
հատուկ կամերայում (գի սւգերգացման կամերա ) գա գի հետ խառնվելու գեպքում 
կրկնակի գի ս սլ ե ր գա ցվո ւ մ է (տեգի է ունենում նրա պարցիալ լայնացում)։

Յուրաքանչյուր ներքին այրման շարժիչի համար վառելանյութի գիսւգեր֊ 
գա ցմ ան ավելի ունիվերսալ մեթոգ է հանգի սանում ջրի և վառելանյութի խաղ՛ 
նուրգի օգտա գո րծ ում ը գի ս պ ե ր գա ց մ ան կամերայի միջոցով։
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(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Э. С. Габриеляном 13/У 1981)

Простагландины являются универсальными регуляторами функ
ционального состояния клеток (’). Несмотря на большие достижения 
в области изучения простагландинов данных о механизме воздействия 
их на клеточные мембраны очень мало. Имеется ряд работ, показы
вающих, что простагландины способствуют вхождению кальция внутрь 
клеток (2>3). В работе (4) показано участие простагландинов в тран
спорте ионов через мембраны сердечных клеток и в генерации потен
циала действия и их способность оказывать влияние на транспортную 
функцию эритроцитарных мембран. Тем не менее неизвестны механиз
мы взаимодействия простагландинов с мембранами, их компонентами 
и роль их в ионном транспорте.

В настоящем сообщении рассматривается влияние проста!ланди- 
нов Е| (ПГЕ1), Е2 (ПГЕ2), Е2։ (ПГЕ2.), А, (ПГА,) и 12 (ПП2) на про- 
водимость модельных мембран из лецитина и кардиолипина для ионов 
калия, натрия, лития, цезия, кальция.

Бислойные мембраны из лецитина и кардиолипина формировали
по методу Мюллера (5). Электрические измерения проводили при ио- 
мощи высокоомного электрометра, используя пару хлорсереоряных 
электродов, погруженных в исследуемый солевой раствор. 0,1 М КС1, 
№С1, ЫС1, СзС1, СаС12 по обе стороны мембраны С). Измерения про
водили при температуре 22—24 С. Исследуемые модельные и 1 раны 
модифицировали введением в окружающий их раствор просгагланди 
нов, разведенных в аналогичных растворах.

Проводимость мембран исследовали при концентрациях 
до 10~10М включительно. Определение ицнной изоира1е-|Ь|И’с 111 ме ’ 
бран проводили по методу, впервые предложенному . ьвом 
Липосомы готовили по методу Банхема (8). озвучивали ультразвуко-

22 кгц в течение 15 мин. Со- 
0,3 мг/мл.вым диспергатором УЗДН-1 при частоте

Держание лецитина и кардиолипина в пробе составляло 
Спектры флуоресценции снимали на спсктрофлхорпмстре 
работе использовали лецитин и кардиолипин Харьковског
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терийных препаратов, простагландины фирмы «Upjohn Comp.» (США), 
линолевую кислоту отечественного производства, архидоновую кислоту 
фирмы «Сигма» (США). ' ®

Модельные мембраны, сформированные из лецитина и кардиоли
пина, имеют низкую проводимость (таблица). Проводимость рассмат
риваемых мембран повышается при модификации их простагландина
ми. Были исследованы простагландины различных серий Е, A, F и 
простациклцн (ПП2), которые по своей химической структуре несколь
ко отличаются друг от друга, но в общем представляют собой цикли
ческие оксигенированные жирные кислоты, содержащие циклопентано
вое кольцо. .■ S

Проводимость модельных мембран увеличивается при максималь
ных (10 4М — 10 ;5 М) и минимальных (10 9М—10-10М) концентраци
ях. Наибольшее увеличение проводимостей наблюдается при концен
трациях 10-7М—10 8М. В таблице приведены экспериментальные ре
зультаты проводимостей бислойных фосфолипидных мембран под влия
нием рассматриваемых простагландинов для ионов калия и кальция. 
Как видно из таблицы, простагландины увеличивают проводимость 
бислоев от 2—4 порядков. Подобная картина наблюдается и для ионов 
натрия, лития, цезия.

Проводимость бислойных мембран из фосфолипидов, 
модифицированных простагландинами концентрации 10-7М

.Модельные 
мембраны

Проводимость лецитиновых 
бислоев, ом՜1 • см՜3

Проводимость кардиолипи
новых бислоев, ом-1 • см-1

К + С։+*

Без модификатора 
ПГЕ։
ПГЕ2
ПГБ2а 
ПГА։
ПГ1։

(5,3+0,2).10֊8 
(3-2+0,2)-Ю֊5 
(4.3+0.3). 10~5 
(3.6+0.2). ю-5 
(2,1+0,2). 10֊’ 
(8,1+0.11-10—5

(6.5+0.2). К)֊8 
(3,2+0.2) 10 6 
(6.1+0.2). ю-5 
(4.3+0,3). IO֊5 
(1.2+0,3) 10 ’ 
(7,8+0,2)-10֊5

(6,3 + 0,2). 10֊8 
(3,2±0,3).10-5 
(6,4 0,4)10֊‘
(4.3 0,2) 10 5 
(3.2 + 0.2). ю -7 
(1.2±0,3).10֊-‘

(5.410.3)-10 8
(ЬЗ±0.2) 10 5 
(6.1 0,3)10 5 
(5.3 0,2). ю-4 
(1,2+0,2). 10 1 
(4.5 + 0,3). Ю *

Исследование ионофорной активности простагландинов показало,.
что они убывают в следующем ряду:

F'2a Ах.

Были также проведены эксперименты по определению влияния на 
проводимость рассматриваемых мембран ненасыщенных жирных кис
лот—архидоновой и линолевой, из которых синтезируются простаглан
дины. Проведенные исследования показали, что указанные вещества 
не меняют проводимость фосфолипидных мембран. Полученные резуль
таты дают основание предполагать, что в увеличении проницаемости 
бислойных мембран играет роль структура самих простагландинов, в 
силу чего они могут быть ионофорами или создавать каналы проводи
мостей для катионов.

Серией экспериментов по определению билонных потенциалов бы
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ла обнаружена специфичность рассматриваемых мембран, модифици
рованных простагландинами в отношении проницаемости одновалент
ных катионов, которые могут быть расположены в виде следующего 
ряда:

K+>Na+>Cs+>L|+.

немодифицированных осфолипидных бислоях
одновалентных катионов убывает следующим образом:

проницаемость

Cs+>K+>Na >Ll+.

Бислои из общих фосфолипидов создают аналогичный ряд (7).
Для выяснения возможного механизма влияния простагландинов

на проводимость росфол ипидныхЗЕ мембран были проведены исследова-
ния с помощью методов флуоресцентных зондов, в частности пирена. 
Полученные данные показали, что простагландины повышают вя жость
в глубоких слоях г

1 ос фол и пидных мембран. Это дает основание пред-
полагать. что структурные изменения, вносимые простагландинами в 
мембраны, лежат в основе их влияния на мембранную проницаемость.

Сектор радиобиологии 
Министерства здравоохранения 
Армянской ССР

Ա. Ա. Բ1Լ$?1’ՆՅԱՆ

SuirpL г ւդրոստադլանդ|ւնների ազդեցությունը երկշերտ ֆռսֆո|իւդ|ւդայ|։!« 
թաղանթներ|ւ հաղորդականության ։[րա

Հետազոտված է միավալենտ ու երկվալենտ կատիոնների >ամար երկշերտ 
ֆոսֆոչիպիղային թաղանթների հա ղո րղա կանութ յան մի քանի կարգով բարձ֊ 
բացման պ րո ս տ ա ղլան ղինն ե րի հ ա տ կ ո ։ թ յունր ։ հացաԿա յտվել /, որ րււտ իոնո 

ֆորային ակտիվության սյրոստաղյանղիններր նվաղում են հետևյալ . 
^>E>>F8a>El> Նկատված է, որ պրոստաղյանղիններով մողիֆի- 

կացված մողելային թաղանթներր ունեն կատիոնային աոանձնատս. /
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ЭНТОМОЛОГИЯ

С. М. Яблоков-Хнзорян, М. А. Марджанян

О процессе совокупления и строении эдеагуса у жуков щелкунов 
с описанием нового подрода в роде СагсПорЬогиз ЕзсИг

(Со1еор(ега, Е1а1еН(1ае)
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР В В. Фанарджяном 4/1Х 1981)

Хотя у насекомых имагинальная стадия служит в основном, а
иногда и иссключительно, для воспроизведения, процесс совокупления 
у них изучен очень отрывочно и неполно. В этой статье мы приводим 
некоторые данные об этом процессе у жесткокрылых-щелкунов.

У всех щелкунов эдеагус очень однородного примитивного, так 
называемого трехлопастного строения. Он состоит из пенисной 
трубки, тегмена (=«базальной пластинки») и парамер. При копуля
ции эдеагус вводит в брюшко самки длинный трубчатый беловатый 
сперматофор, который почти такой же длины, как влагалище вместе
с совокупительной сумкой; эта последняя имеется у всех щелкунов. У 
них в подавляющем большинстве случаев совокупительная сумка об
ладает специальным вооружением в виде игл, ребер или пластинок,
которое, вцепляясь в сперматофор, препятствует его выходу из влага-
лища при втягивании эдеагуса по окончании спаривания (’). У рода 
'СагсНорЬогиз ЕзсИг и родственных это вооружение состоит из 2—3
зубчатых пластинок, обхватывающих вершину сперматофора (рис. 1,2).
Хотя сперматофор обнаружен нами лишь у нескольких видов щелкунов.
следует допустить, что он образуется по крайней мерс у всех видов,
совокупительная сумка которых вооружена.

У жесткокрылых сперматозоиды выводятся либо как у позвоноч
ных, плавая в выделяемом секрете, либо сцеплены в пачки, называе-
мые у них спермиями, либо заключены в мешок—сперматофор. Раз
личают настояпщй сперматофор, образованный у самца перед копу
ляцией, от ложного, формирующегося во влагалище за счет выделе-
ний как самца, так и самки. У жесткокрылых исходный тип спарива
ния связан с образованием настоящего сперматофора. Следующие 
типы более эволюированные, наиболее молодым является первый из
упомянутых нами выше, он описан лишь у одного рода долгоносиков, 
но обнаружится, по-видимому, и у многих других.
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У жесткокрылых сперматозоиды выводятся обычно через пенис- 
ную трубку, через которую проходит семяизвергательный проток се
менников, часто расширенный здесь во «внутренний мешок», который 
может быть снабжен различными образованиями. У щелкунов внут
реннего мешка нет, семяизвергательный проток простой, но двух раз-

Рис 1. 1—4. Cardiophorus nigratissimus Buyss. из Джрвежа: /—эдеагхе 
дорсально-латерально, в начальной стадии спаривания; 2 то же латерально 
момент выхода сперматофора; 3—пеннсная трубка латерально; 4—совокхппнль 
паи сумка и овискапт со сперматофором; 5—6. С. megathorax Fald. из Мегри. 
5—эдеагус дорсально в процессе спаривания; 6 то же латерально, / 
С. atraincntarius Er. из Германии—дистальный отрезок правой парамеры с ос 
ионными хрящами и пучками мускулов; 8—Paracardiophorus permod 
из Еревана—эдеагус дорсально; 9—Negastnus pulchellus (L.) из Германии 
эдеагус дорсально при спаривании; 10— Melanotus rufipes in .инк» p

та—пеннсная трубка вентрально.
1—3, 5. 6. 8. 9X50; -/XI4; 5, 7X100; /9X29 
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личных типов, как и строение пениса. Пенисная трубка образует пла
стинку, края которой отогнуты внутрь, оставляя более или менее ши
рокую вентральную тель. Основные трубки вытянуто в 2 узких и 
длинных боковых отростка, к ним прикрепляется мускулатура, с по
мощью которой трубка может поворачиваться в сагиттальной плоско
сти. Тегмен также образован пластинкой с отогнутыми боками измен
чивой длины, часто короткий и седловидной формы. На его вершине 
прикреплены подвижные парамеры. У большинства щелкунов параме
ры построены однородно, имеют форму удлиненной треугольной полой 
трубки, вершина которой более или менее отогнута и несет несколько 
ресничек, часто также зубец, вентрально или латерально. Иногда они 
соприкасаются или слиты дорсальио у основания. Семяизвергатель
ный проток тонкий, проникает в эдеагус с дорсальной стороны выше 
гегмена. проходит затем между парамерами через трубку почти до 
самого ее конца; вдоль середины трубки имеется слабо дугообразно 
изогнутая игла.

У некоторых родов парамеры состоят из двух отрезков, плотно при
мыкающих друг к другу вдоль извилистого стыка, дистальный отрезок 
имеет выступ, проникающий в проксимальный, он отграничен кантом 
от остальной части своего отрезка, к этому канту прикреплены два 
пучка мускулов, примыкающих с другого конца к стенкам прокси 
малыюго отрезка. . У S

При копуляции у щелкунов парамеры в большинстве случаев 
раздвигаются слабо, вращаясь, обе, в одной и той же плоскости, пер 
пендикулярно к сагиттальной. У видов с двойными парамерами оба 
их отрезка раздвигаются, вращаясь каждый вокруг своей оси, прокси 
мальные слабо, дистальные сильно и по-разному у различных видов 
но всегда несколько вниз. У них семяизвергательный проток кончает 
ся над тегменом с дорсальной стороны между парамерами, спермато
фор толстый, выводится под пенисной трубкой, которая отгибается 
наверх и над парамерами (рис. 1, 2, 6). Перепонка, вентрально соеди
няющая парамеры, несет иглу, над которой проходит сперматофор.

Двойные парамеры нам известны лишь у подсемейства Negas- 
triinae (Negastrius Thoms, (рис. 1,9), Zorochrus Thoms., но не у 
Quaslmus Gozis, у которого они дорсально обособлены, но слиты 
вентрально) и у подсемейства Cardlophorinae (Cardlophortis Eschz, 
Neocardlophorns Gurjeva, Dicronychns Brulle (— Platynychus Motsch.), 
Paracardiophorus Schw.) (рис. У других семейств жесткокрылых 
такие парамеры неизвестны. Сходство в строении парамер у этих 
двух подсемейств указывает на их более близкое родство, чем это 
часто допускается.

Шварц (2) выделил в новое семейство Dicronychidae ряд родов 
щелкунов из-за строения их эдеагуса, также трехлопастного типа, но 
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лишенного пенисной трубки, у них парамеры очень длинные, они 
сдвинулись, изогнулись и сомкнулись (3). Хотя это строение и своеоб
разно. но оно явно является лишь крайним вариантом эволюции у 
щелкунов, у ноторого пенисная трубка атрофировалась, потеряв, как у 
Cardiophorus, свою основную функцию. Поэтому это семейство, сейчас 
называемое Eudicronychidae, правильнее считать лишь подсемейством 
щелкунов, как это делает и Жирар (3).

У щелкунов спаривание длительное, протекает двумя этапами. 
Сначала самец располагается на надкрыльях самки, его пенисная труб
ка и парамеры проникают во влагалище и расширяют его просвет, как 
и просвет самого эдеагуса, для прохождения сперматофора, при этом 
пенисная трубка приподнимается, а парамеры расходятся более или 
менее в сторону. У Negastriinae (рис. 1,9) дистальные отрезки пара
мер поворачиваются в плоскости эдеагуса, перпендикулярно к его са
гиттальной плоскости, у Cardiophorinae обнаружено два варианта: у 
рода Dicronychus и подрода Cardiophorus s. str. дистальные отрезки по
ворачиваются слабо и косо (рис. 1,6), слегка вниз, их основание упира
ется при этом в основание пенисной трубки по бокам от ее срединного 
отростка, выдвигая ее вперед. У подрода Zygocardiophorus п. эти от
резки (рис. 1, 1,2) не расходятся, но опускаются, вращаясь вокруг оси. 
перпендикулярной к оси трубки, при этом (рис. 1,3) их задний край 
упирается в зубец этой трубки, выдвигая ее вперед. На втором этапе 
спаривания партнеры располагаются в одной плоскости, спиной друг к
Другу.

Наличие у рода СагбюрКогиь двух типов парамер побуждает нас
разделить этот род на два подрода, несмотря на их полное сходство по 
всем прочим признакам. Эти подроды можно различать следующим 
образом:
1(2) Дистальные отрезки парамер (рис. 1,7) обособлены, обычно у вер

шины с вентральным зубчиком. Пенисная трубка с коротким сре
динным отростком, боковые отростки без зубца. При спаривании 
дистальные отрезки расходятся с пенисной трубкой в сагиттальной 
плоскости на 10—15е (рис. 1.6). Сперматофор выходит с вентраль
ной стороны эдеагуса, над вершинным краем проксимальных от
резков парамер............................................ Cardiophorus s. str.

Типовой вид: С. gramineus Scop. (Mequlgnon, 1930)
2(1) Дистальные отрезки парамер вентрально (рис. 1, /) соединены 

между собой склеротизованной перепонкой, у вершины с внутрен
ним зубцом. Пенисная трубка без срединного отростка, боковые 
отростки с дорсальным зубцом. При спаривании дистальные от

на 60—90° (рис
резки расходятся с пенисной трубкой в сагиттальной плоскости 

. 1./.2). Сперматофор выходит из просвета, образо
вавшегося между дистальными отрезками парамер и пеншнои 
трубкой . . • • • ZygocaгdiophorւlS МагЗ]ап1ап по\/.
Типовой вид: Сагб1ор1югн8 п1ёгаИ881ши8 Виуээ.
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Список известных нам видов рода СагсНорЬогиь ЕьсИг 
(звездочкой* отмечены вилы, изученные нами, прочие нам известны 
лишь по литературным данным) 
Подрод СагсИорЬогиз б. Бй.

1. gramineus Scop.*
2. miniatlcollis Cand.*
3. syriacus L.*
4. somchetlcus Schw.*
5. sacratus Er.*
6. discicollis Hrbst.*
7. kinderinanni Cand.*
8. persicus Schw.*
9. latescapulatus Buyss.*

10. araxlcola Khnz.*
11. nigropunctatus Motsch.*
12. quadrinaevus Rtt.*
13. rufipes Goeze*
14. atripes Buyss.*
15. vestigialis Er.*
16. tenellus Rche *
17. ruficruris Brulle*
18. ebeninus Germ.*
19. turgidiis Er.*
20. atramentarius Er.*
21. nlgerrimus Er.*
22. dolini sp. nov.*
23. hiekei sp. nov.*
24- tadzhikistantcus Gur.
25. olgae Sols.
26. chlvensls Step.
27. pellltoldes Gur.
28. opacus Gur.

Институт зоологии
Академии наук Армянской ССР

29. ecorculatus Gur.
30. badchysicus Dol.
31. eleonorae Gene
32. nlgricollls Er.
33. mutabills Gur.
34. asper Gur.
35. medvedevl Gur.
36. variipennis Schw.
37. scheuerni Chass.
38. aeneonlger Gur.*
39. aeneomlcans Gur.
40. glasunovl Gur.*
41. nanus Gur.
42. rorulentus Gur.
43. klnzelbachi Chass.
44. jermolenkoi Dol.
45. asellus Er.
46. maritlmus Dol.
47. tenelloides Dol.
48. hlemalis Dol.
49. tokgaejevi Dol.
50. arnoldli Dol.
51. kryzhanovskyl Dol. et Tschtl.*

Подрод Zygocardiophorus Mard. 
sbg. n.

1. nlgratlssimus Buyss.*
2. allenus Dol.*

II. Մ. ՅԱ14.ՈԿ11Վ-ԽՆԱՈՐՅԱՆ, IT. Ա. ՄԱՐՋԱՆՅԱՆ

Չրխկան բցԼզների զուգավորման սյրոցԼսր, էդեացուսի կաոուցվածքր և 

Cardiophorus Eschz սեոփ Gup bGpiuubnJi GQuipuiqpnipjni Gp 
(Coleoptera, Elateridae)

Հողվածում աոաջին անղամ տրվում է, շրխկան բղեղների и պ ե րմ ա տ ո ֆ ո րի 
և ղուղավորման ն կա բա ղ բութ շուն ր ւ Պ ա բ ա մ ե բն ե բ ի կաոուցվածբի հիման վրա'
ամբողջական և կրկնակի, րացահայտված է Լղեաղուսի երկու տիպեր» EklteTl" 
И<|(’ բնտանիբի տեսակների մեծամասնության մոտ էղեաղուսր ամբողջական 
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պարամերնհրով է, կրկնակի պարամերներր հայտնի են հետևյալ ենթարնտա- 
նիքների տեսակների մոտ' Negastrlinae (Xegastrius Thoms., Zorochrus 
Thoms., իսկ Quasinilis Gozis սեոի մոտ պարամևրներր դորսալ կողմից մե֊ 
կասեցված են) և Cardiophorlnae (Cardlophorus Eschz, Dicronychus Brid
le, Paracardiophorus Schw.)' Պարամերների կաոա ցվածքի նմանս, թ լանր 
էԱլղ ենթաընտանիքների մոտ ցույց է տալիս նրանց ազգակցական մ ոտիկո, ֊ 
թ րո նր I

Cardlophorus սեռում րստ սլարամերնևրի կաոա ցվածքի, նրանց ՚լոր- 
ծողութ լանր զուգավորման ժամանակ և սպե րմ ատ ոֆ п րի դտրս զտլա տեզի 
հիման վրա առանձնացված է նոր ենքժասեո Zygocardiophorus Mard. ո.

Л ИТЕРАТУРА—ԴՐԱԿԱՆ ՈԻ1*5(1ԻՆ

1 Е. Л. Гурьева, Фауна СССР. Жесткокрылые XII. Подсемейство Elakrinae, 
Наука, Л., 1979. 2 О- Schwarz, Wytsman’s Genera Insectorum, 51. Coleoptera, lam. 
Dicronychldae: 1—5 (1907). 3 C. Girard, Bull. d. Г1. F. A- N; t. 33, ser. X, 3:
549-650 (1971).
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АКАРОЛОГИЯ

В. Г. Шевченко, А. Р. Погосова

К фауне четырехногих клещей (Асап1огте8, Те(гаросНН), 
встречающихся на соснах (сем. Р|'пасеае) в Армении, 

с описанием нового вида
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР В. В. Фанарджяном 4/IX 1981)

К настоящему времени в Армении на соснах обыкновенной, 
Сосновского и крымской (Pinus Silvestris L., Р. sosnowskyi Nakai, P. 
pallasiana Lamb.) зарегистрировано 4 вида Tetrapodill, из которых 1 
новый для науки, а 3 впервые отмечаются для фауны СССР. Ниже 
приводятся: описание нового вида, сведения о распространении и 
кормовых растениях всех видов, а также их рисунки. В работе при
ведена определительная таблица четырехногих клещей, обнаружен
ных на соснах в Армении. Размеры приведены в микрометрах.

Setoptus Keifer, 1944
Setoptus pint Boczek, 1964 (рис. 1)

Boczek, 1964: 221

Обитает на поверхности игл Pinus Silvestris L.
Материал собран в окрестности с. Карчахпюр Варденисского райо

на (Севанский бассейн) 23/V1 1979. Сб. А. Р. Погосова.
Известен в Польше (’).

Platyphytoptus Keifer, 1939
Platyphytoptus sevani Shevtchenko et Pogosova sp. n. (рис. 2)

Близок к Platyphytoptus multisternatus К., 1939, описанному Ки-
ером с Pinus ponderosa Pougl., Р. tuberculate Gord. Отличается от

него отсутствием ребрышек и наличием тонкой неясной исчерчен-
ности на эпигинии, а также меньшими размерами эпигиния, дорсаль
ной щетинки и более длинной генитальной щетинкой.

Самка. Длина тела 170—200, ширина 80—82.’ Гело беловатое, дор- 
со-в^нтрально-уплощенное. Длина рострума 36—37 Длина щитка 41 — 
44, рисунок щитка из не ясно выраженных линий, доходящих до перед
него края щитка. Расстояние между бугорками 8. 17—18, длина в. и.
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3,5 4,5, они расположены перед задним краем щитка и направлены 
вовнутрь. Передние конечности 37—38, голень 8,5—9,5. лапка 7—8. 
коготок 5—6, перышко 4-лучевое. Задние конечности 33—34, голень 
6,5—/ 5, лапка 7, коготок 6, перышко 4-лучевое. Брюшко с сублаге- 
ральными желобками по обеим сторонам тела. Спинные и брюшные 
полукольца покрыты удлиненно-округлыми микробугорками, которые на 
спинной стороне ,не всегда четко видны. Спинных полуколец 56 ֊57, 
брюшных 79—85, з. I. на 66—71 полукольце, длиной 26—30. э. V. 1 на 
52—54 полукольце, длиной 27—28, б. V. 2 на 30—33 полукольце, дли
ной 24—25, ь. V. 3 на 6 полукольце от заднего конца тела, длиной 17— 
19, б. асе. 3—4,5, б. саш1. 62—65. Ширина крышечки генитального от
верстия 26—27. длина 18—21. Крышечка генитального отверстия без 
ребрышек, с тонкой неясной исчерченностью. Длина генитальных щети
нок 16—17, расстояние между ними 14—15.

Восгек; /-проподосома.тьный щиток; 2֊эпвгиннй, З-перистый 
эмподий; 4-участок покровов оппстосомы

Рис, 1. ЗеЩрШь р!п1
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Растение-хозяин՝. Pimis pallasiana Lamb., P. sosnowskyl Nakai.
Отношение к хозяину: клеши обнаружены на шишках и у основа

ния хвои. • ЭДИ
Голотип 9: в препарате № 645 (1). Армянская ССР, окрестность 

г. Еревана, I5/I.X 1965. Материал собран А. Т. Багдасаряном. Парати-

Рис. 2. Р1а1урйу1ор(из зеуап! 5йеу|сЬепко е! Ройозоуэ зр. п.: 1 -самка со спинной 
стороны; 2—эмподий; 3— лронолосомальный щнюк; 4— эпигиний: 5—участок покро

вов опистосомы
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пы: препарат № 21. Варденисский район, с. Карчахпюр, 23/VI 1979 Сб 
Л. Р. Погосова. Оба препарата в коллекции лаборатории акарологии 
Института зоологии АН Армянской ССР.

Platyphytoptus pinae Castagnoli (рис. 3) 
Castagnoli, 1973:3

Клещи обнаружены у основания игл Pinus pallasiana Lamb.

Рис. 3. Pl a t у ph у t opt u s pinae Castagnoli. /—самка co спинной i тороны, ֊ япнинии 
3—проподосомальный щиток; 4— эмподий* 5—участок покровов описюсомы
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Материал собран в окрестности г. Еревана 23/У1 1979, 10/ХI 1980.
Сб. А. Р. Погосова. . ?

Найден в Италии (2).

Platyphytoptus sablnianae Keifer (рис. 4)
Keifer, 1938: 188-189 <

Обитают на иглах Plnus pallasiana Lamb., Р. Silvestris L.
Материал собран в окрестности г. Еревана 10/1Х 1980, 3/П1 1981.

Сб. А. Р. Погосова.
Известен в США (зв), Италии (’).

Рис. 4. Platyphytoptus sablnianae Keifer* /—проподосомальный щиток; 2—эм подин;
3—эпигиний

Определительная таблица четырехногих клещей, 
обнаруженных на соснах в Армении

1(6) Тело дорсо-веитрально-уплощенное. Щиток с двумя щетинками.
2(3) Спинные полукольца гистеросомы гладкие, брюшные с бугорка

ми; число спинных полуколец 33, брюшных 92—100
...................................................... Platyphytoptus plnae Castagnoll

3(2) Спинные и брюшные полукольца гистеросомы мелкобугорчатые.
4(5) Число спинных полуколец 56, брюшных 80—85. Эмподий с 4 

парами лучей................................. Platyphytoptus sevanl sp. п.
5(4) Число спинных полуколец 65, брюшных 79. Эмподий с 5 парами 

лучей..................................... Platyphytoptus sablnianae Keifer
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6(1) Тело удлиненно-червеобразное. На щитке 3 щетинки.
Число спинных полуколец 63, брюшных 82. Перышко < -—9 
парами лучей.............................................. 8еЮр1и5 р1'п! Восгек

Биологическим институт
Ленинградского государственного университета 
Институт зоологии 
Академии наук Армянской ССР

Վ. Դ. ՇԵՎԱԵՆԿՈ, IL. Z. ՊՈՂՈ11ՈՎԱՀայաստանում սոնինեрի (ընտ. PinaCeae) ւ|րա հանդիպող ршппш աղերի (Acariformes, Tetrapodili) ֆաունայի վերաբերյալ նոր տեսակի նկարագրությամբ
Հայաստանում երեք տեսակի սոճիների վրա նշված են 4 տեսակի 7*2- 

թօ<ւ ւ հ, որոնք պատկանում են 2 սեոերի, այդ թվում մեկր նոր է դիտության 
համար։ Բերված է նոր տեսակի ն կարա գրութ /ունր ։ Տրվում է Հայտնաբերված 
ձևերի որոշման աղյուսակ։

Л ИТЕРАТУРА— ԴՐԱԿԱՆ II Ի I* Ց Ո հ Ն
յ J. Boczek. Studies on Erlophyid Mlles of Poland. III. Annales logic։, 22, 11 .

Warszawa, 221—222 (1964). 2 Af. Castagnoli, Contrlbuto alia conoscenza deg Aca 
Eriofldl vlventl sul gen. Plnus in Italia.—Redia, Fierenze, vol. L1Y, 1—6 (1973). 2 H. 
H. Keifer, Eriophyld studies.—Bull. Depart. Agric. California, 17, 2, 188—189 (1938 •. 
4 //. H. Keifer, Erlophyid studies UI. Bull. Depart. Agric. California. 18, 2. 146—147 
(1939). 5 H. H. Keifer, Erlophyid studies XIV. Bull. Depart. Agric. California, 33. 1 
(1944.) • H. H. Keifer, The Erlophyid Mites of California (Acarina, Erlophyidae). Bull, 
of the California Insect Survey, 2, 1 (1952).
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