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МАТЕМАТИКА

В. С. Захарян, А. Г. Унанян

Изменение на отрезке потенциала типа Грина

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 31/X 1980)

1. Пусть О единичный круг, а ц неотрицательное распределе
ние массы на О. Рассмотрим потенциал Грина

' Ц>(г) = С 0(2, $№(;),

I °
где 6(г, 5) функция Грина для П.

Карлесоном (*) доказана следующая
Теорема. Пусть 0<д><^ 1 и

ռ

для некоторого фиксированного р, Тогда для всех 7, 0<
кроме, быть может, некоторого множества с нулевой ₽- 

хаусдорфовой мерой при 0<^3<^1 и с нулевой логарифмической 
емкостью при ₽=0, функция ио(г) имеет конечное изменение на 
отрезке, соединяющем точки ое'т и е‘т.

Отметим, что под конечным изменением на отрезке [ре‘1, £'•] по
нимаем конечность следующего интеграла:

дП0(ге‘т) 
дг

Этот результат обобщен (2) одним из авторов для того случая, ког
да в условии теоремы Карлесона функция (1—1;|)? заменена функцией 
А(1 —|5(), удовлетворяющей некоторым условиям, и в терминах меры
Хаусдорфа, ассоциированной с функцией А, описывается мера того
исключительного множества, на котором изменение IIункции ио(г)1

I

бесконечно.
Определим теперь при Լ функцию

3



где

14

. ехр{-и7«(г;Е)} (-1<а<о©), (1)

14
(1֊х)‘хКй

о
1

14

Следующую функцию назовем функцией типа Грина:

Сф; Е) = 1О£|Ла(г; 5)|; г;Е^/Э. (2)
Функция Д,(г; Е) введена М. Джрбашяном при построении им теории
ракторизацииЭЕ классов Д\,(—1<Л*<Ъ©)—мероморфных в единичном
круге функций.

Заметим, что из (1), согласно (Г), имеем

А / СЧ 1*1
(3)

следовательно, из (2) при а=0 получим функцию

б0(г; 0= (4)

которая совпадает с обычной функцией Грина для I).
Потенциал типа Грина определим следующим образом:

^а(г) = I
й

(5)

В настоящей заметке приводятся теоремы о конечности радиаль-
ного изменения функции ^/Дг).

2. Из определения (2) функции ОД г; с), согласно (1), легко ус
мотреть, что

Ов(г; 5) = Ке| 1Г0(г, В)— ГДг; В)] ֊ |0£ |Д0(г; 0|. (6)
Для дальнейшего заметим, что, как известно (4),

| £габ | Ю'Дг; ;) — М/Д г; 0] | < с •
|1֊г£|2+* ’

где с —как здесь, так и в дальнейшем абсолютная постоянная. 
С помощью простых вычислений будем иметь также

1егаИ О0(г; ;)1 < (8)

Имея в виду (7) и (8) и равенство (6), получим:

' 0а(г; 5)^(0.

*; № 
(-1<а<0),

4



! | grad 0.(2; *) | < c (1 + ] (֊l<«<0). (9)

J Заметим, что для сходимости произведений ПЛ«(гДЛ) существует ус-

ловие, аналогичное условию Бляшке (3): для того, чтобы ПЛ.(г; с*) 
Н

было сходимо, необходимо и достаточно, чтобы

В 1(1 —|։*|)1+”<+во.
В

поэтому естественно для существования потенциала (5) потребовать 
условие

■ |(1-|Ю1+в^(0<+оо. (10)
I
■ 3. Следующая теорема дает важное граничное свойство .тля по

тенциала типа Грина.
I Теорема 1. Пусть р вполне аддитивная, неотрицательная 

функция в D. Если

I (1֊|(|)1+'<М0<+~.
О

֊ 1 «О,

то для всех у, 0<7<2“, кроме, быть может, некоторого множе
ства Е с нулевой (\+га)-емкостью, функция ПЛ(г) ( — имеет
конечное изменение на отрезке, соединяющем точки реп и е‘т, т. е.

дЩгеч) 
dr

при ?£[0, 2*]
Доказательство. Вспомним, что под 

мается величина
(1+а)-ем костью пони-

С1+в(Е) (12)

(Следовательно, для исключительного множества £0 должны получить 
С։+а(£Го) = 0; это значит, что

для любой меры р(;).

Докажем, что если существует на £0 мера р։(9) такая, что

(13)



Т. е. С1+в(£о)^О, то на этом множестве изменение потенциала 
остается конечным. Очевидно, что этим теорема будет доказана. Из 
неравенства (9) получим:

р

дЩгеЧ) 
дг

То, что /2 остается ограниченным на [0, 2~| кроме, быть может, не
которого множества с нулевой (1-{- а)-емкостью ( —доказано 
в работе (1).

Остается это доказать для /Р
Если покажем, что

2г,

I Л(т)^1(9)< +
о

то это означает, что вне некоторого множества, которое
имеет нулевую (1-|-а)-емкость.

11** 4ч(8) =1—г£|2 + а ‘ П
О О р О

1 2я

3 и Л |1-О р о
Оценим последний интеграл.

Заметим, что

Г ^1‘,(_9) 1 Г ^1(8)
Л1—г5|։+» 1-гр ] |1-г5|։+» ’
и О

Используя следующее неравенство:

имеем:

Г <*1‘1(_9) ,, 2и< Г
3 |1-г։|։+’ "1֊грЗ |е'։—Е|1+“ ’ 
о о

Но ввиду неравенства (13), которое имеет место и при |г|=1, полу
чим • >.՝уыЗЛК1



Значит,

Л

] |е'т-Е|'+» *'
О

С ^|(б) ^г14՛՛ = с,,
3 |1—г£|2+։ 1—гр 1—гр
О

Используя (15) и (14), получим, что
I 2л 1

• С С(1-|5|)։+Ми(() С-^-= •
J .՛ 1 — гр

Е 0 л р
|=С-СО ֊108(1 +р) Г (1-|Е|)14Ми(;)= 1оК(1+р) Г (1-|Ф14М1*(5).
’ р и р л

л о

Но так как нас интересуют те значения р, которые близки к 1, то 
можем принять, что

Г с • Ср ^1±?к <<։,

р
а согласно условию теоремы

[ (1~М)։+в^(0<^.

о
Таким образом,

2г.

Л(7М։11(б)^(1 •
о

где с1, Л/ и До абсолютные постоянные.
Значит,

I

всюду, кроме, быть может, некоторого множества Е, (1-Н)-емкость 
[ которого равна нулю.
* Так как из конечности радиального изменения вытекает суще

ствование радиального предела, то из этой теоремы получим важное 
граничное свойство для потенциала типа Грина:

I Теорема 2. Потенциал типа Грина £/։(г) ( — 1<^а<Т)) во 
всех точках единичного круга имеет граничные пределы

Ц։(е,т) = 11т ил(геч)՝г-1-0

7



кроме, быть может, некоторого множества, (I + *)-смкость кото
рого равна нулю.

Ереванский политехнический 
институт нм. К. Маркса

Վ. II. ԶԱՔ ԱՐՅԱՆ, Ա. Դ. 2ՈԻՆ1ԼՆՅԱՆ'Ւրփնի տիպի պոտենցիալի եզրային սւոնչություններ
Կատարված աշխատանքում դի տ արկված է Գրինի տիպի պոտ ենցիալր և 

ուսումնասիրված է նրա փ ո փ ո խ ո ւ թ յո ւն ր հատվածի վրա։ Ա,շխատանքր շա
րադրելու համար օգտագործված են Կաոլեսոնի և Ջ րբաշյանի կողմից ներ
մուծված գաղափարներ և ղրանց առնչություններ: Դրանք շարա դրված
են Հողվածի աոաջին և երկրորդ մասերում:

Աշխատանքի հիմքր կադմող երկու թ եորեմներր, որոնք բացահայտում 
են Գրինի տիպի պոտենցիալի վարքր հատվածի վրա և շրջանի եգրին, բերված 
են երրորդ մասում և հետևյալն են.

Թեորեմ. 1. Թող ը-լիովին աղիտիվ, ոչ । ացասական ֆունկցիա Լ ճ)-ում: Եթե
I)

-ւ«օ.
ապա բոլոր Հ՜երի համար' ()<Հհ<52հ, բացի միզուցե ինչ որ Е բազմությունից, որի (1-}-а) ունակությունը 0 Խ U*(z) ( — 1<JX<7)| ֆունկցիան և 
в'1 կետերը միացնող հատվածի վրա ունի վերջավոր փոփոխություն, այսինքն'

dU^re1!) 
dr

մր<Լ-\֊ օօ ֊1«Օ,
ЬРГ т£|0, 2՜ Iх/:'

Թևորեմ. 2. Դրինի տիպի պոտենցիալը' ձ/տ(շ)-ը (— 1<Հյ<Հ0) միավոր շրջանի բոլոր կետերում ունի եզրային սահմաններ.
— 11m ՍՀրխւ)

Г = 1 —Оբացի միզուցե ինչ որ սար ե 0-ի: բազմությունից, որի ( 1 -|֊а)-ունակությունը հավա
թ ե ո ր Л մ ի ապացույցր բերված չէ, քանի որ ա

ջին թեորեմից։

Л ИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 Լ. Carleson, On a Class of Merotnorphlc Functions and Its Associated Excep

tlonal Sets, Uppsala 1950 2 В. С. Закарян, Изв. AH СССР, сер. мат., т. 27, № 4
(1963). 3 М Л1. Джрбашян, Интегральные преобразования и представления функций
в комплексной области, Наука, М., * В. С. Закарян, ДАН ЛрмССР, т. 56, № 4
(1978). 
а



2ԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ2 ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

- ՜ ՜ - _ "■■■■■—՛ ■■ * ——- — у՜՛ , ՜՜ ~ ՜~ * ֊" _. ՛"
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УДК 517.956.226

МАТЕМАТИКА

Л. Ш Агабабян, А. Б. Нерсесян

О достаточных условиях корректности задачи Гурса для 
гиперболического уравнения второго порядка со 

степенным выражением

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 28/1 1981)

Введение. Рассмотрим уравнение

y2mUxx—uyy-\-a(x, y)ux + b(x, у)иу-[с(х, у)и=Дх, у), (0.1)
где я£>0, а(х, у), Ь(х, у), с(х, у), Дх, у)—непрерывные функции в 
четырехугольнике Z), ограниченном характеристиками уравнения (0.1), 
выходящими из точек 0(0, 0) и С(0, а). Через ОД и 08 обозначим 
куски характеристик, выходящих из начала координат 0(0, 0).

Задача Гурса. Найти r области О решение уравнения (0.1), 
непрерывное в О и удовлетворяющее граничным условиям

и1<м = Р1(у), «|ов = |12(У)- (0.2)

В рассматриваемой постановке задача Гурса, насколько нам из
вестно, не изучалась. В работе (’) изучается задача Гурса для уров
не ния 

У2и.хх — Wyy{-S/Zx = 0, a —const

в области, ограниченной отрезком |0, 1] оси л* и характеристиками, 
выходящими из точек Д(0, 0) и В(1, 0). В работах (13) изучается, в 
частности, задача Гурса для областей, содержащих кусок линии вы
рождения.

Без ограничения общности можно считать Ь(х, у) =ц1(У)я։Н1(У)“ 
|=0. Первое достигается введением новой неизвестной функции V по 
формуле

у
и = г»ехр {—֊ у Ь(х, з) <15 

л
а однородность граничных условий, например, заменой



г»(^, у) «(*. 71(У)-* 
ъ(у)-ъ(у)

11։<У).

где х = 1((у)— уравнения характеристик О А и ОВ.
В предлагаемой работе выявляются достаточные условия кор

ректности задачи

у^ихх-иуу+а(х, у)и*+с(х, у)и = /(х, у); (1)

«|ол = и|ов=0 (2)

при соответствующих ограничениях на коэффициенты уравнения (1), 
причем, как и в случае задачи Коши для уравнения (1), оказывает
ся, что основному ограничению подвергается коэффициент а(л, у).

Основным результатом работы является
Теорема. Пусть в области О выполняются условия:

3) /О. У)€С(О), 

где

Тогда существует единственное решение задачи (1), (2) из класса 
С(/Э), устойчивое относительно возмущений

Таким образом, оказывается, что для корректности задачи (0.2) 
достаточны примерно те же условия, что и в случае задачи Коши 
для уравнения (0.1) с данными на линии вырождения (см. (4), гл. 5, 
§1).

1. Сведение к интегральному уравнению. Переходя 
к новым переменным

и используя соотношения

приведем уравнение (1) к виду

2т

10



1

где

я։(:, г^а

(5)

Граничные условия (2) примут вид

(6)

Решение задачи (4), (6) ищется в области 0<С
<С17<С^о1 плоскости переменных т]. Рассмотрим, далее, уравнение

1 У2тИхХ—иу^тут-}их=/(х, у) (7)

при граничных условиях (2). 
ние (7) примет вид

После замены переменных (3) уравне-

23 • (8)

Решение уравнения (8) при граничных условиях (6) выписывается в 
явном виде (4):
I С Л

ч)=— /։(/, /> = 4( ——֊ ) . (9)
р .} 3 \ 2 /

о о

Запишем уравнение (4) в виде

■ ' :ч- • (10)

Используя теперь формулу (9), получаем 
с ч

ч)= — С (,]-/)-’<// | /,(/,

п



с
— — I (■>!—0֊₽Л 1 с։(<. «)(«—/)-’«(/, «)</« I-

р .1 J 
О о

с ч
+ ֊ [ I Л(/, $)($ —Г)-^,-^)^, (Ц)

р л 3
о о

где

Д('„ ^)=т (тг-’023՜՜1— ^). (12)
\ ** /

Третий интеграл в формуле (11) преобразуем интегрированием по 
частям:

с пр р
I (^—О՜3^ | Л(Л $)($—/)~?и^$֊4- 

V •'о о

I йз I Д(/, $)(?]—/)-'3(«—/)~'3д/^/ =
• / • 'о о

(*»—О՜3 4(М)(Г<—О՜3'^,^) —

м(/, $)[Л(/, £)(х —/)-р]дб/х | (И-\-

Д(^л)(^—О-3(5—/)-'1|/и(/,5)^

с с
^<-о-2М(/,7])М(/Л)^4- Сд(;։5)(т]-;)֊3(^_;)-рИ(:л)^_

•# </о о
* ч
I (^—о՜3^ С(5—о՜3

6 о
Л(/,$) 4֊ А(М) +

?Л(/л) 

19—/
и(/,$)г/$. (13)

Подставляя выражение (13) в уравнение (И), придем к интеграль
ному уравнению для неизвестной функции и('., 75):

р
I (19-/)-2М(/,-19)а?/ ф

Ь о
($֊-:)֊м(;,$)<>,$№-



+A«(M)+A(M) u(t,s)ds~Pu-]P\ (14)

где

I А 4
— (*Ь—0"₽Л С/1(Л^)(^—0՜^$.
р 3 и

о о
2. Доказательство теоремы. Применим обычную схему 

последовательных приближений: ип = Рип-\ -\-Р, ио=О, л>1.
Пусть функции А(’,.^), и непрерывны в области /Д 

и, кроме того, выполняются условия:
+ г>>0,

ki(’.’i)l<z (7)-՛.) 

I A(:.Ti)|<Ai, 

где «^-2?—1, Z.=const^>0. Имеет место

(16)

(17)
(18)

Л е м м а. В области Е)г справедлива оценка

М 
2/>(1֊0)г 

N = Ат +6,

;)2-23+*7

*-о (2-2Ж)...(2֊2?+^)’
(19)

п =
Доказательство. Используя условие (16) леммы, имеем:

ИС.Ч)|- dA<s- (20)

т.

Применим, далее, полную индукцию. Принимая во внимание условия 
(16), (17), (18) и (20), получаем:

с ч
I А4 Г ? /Ш-л—'Р-2Э

|«1(՝.’1)| = |/:՝('’,1;)|^— (i|-f)-Wt ({-()№< ՛ ‘ ;
р J .1 Я1-М2-2?)

о о

Ai(7)-:F-i’i
Ml- ?)(2-2?) + />=(1-?) Го р,'(2֊2?)...(2-2Р+^)

х| 2-2W+D7 'г2-2₽+(*+1)7-₽ +

+֊------------------------1-----------------------------+ •.
I2-2H (*+1)т](2-2Жт+»-₽)

Z
+------------------------ £---------------------------- +

(2֊2?4-(^+lh|(2-2?+*H֊7-₽ + l)

, ______________ 2»________________ 1 Af(7)--J2-»3
|2-2? + (A+l)7|(2-2?+*-f + a-?) П /,(1-р)(2-2р) +

М W*(,j—;)2֊23+(»+1)т

рг( 1 -Р) к» м‘(2-2?)...<2-2?+*т)[2-2?+(*+1И1 '

13



.Четко видеть, что

., 2* и ,___________?_________ <2.2«+р+1
■" 2-2?+*т + ’-Р 2-2? Ь*։4-«-?+1 “ ' 2֊3?+а + *т"՜

%

(22)

Подставляя оценку (22) в формулу (21), получаем окончательноЗЕ

Л1(г,-;)г-2з 
р(1-Р)(2-2?) 

/>•(!-?) *-о А2֊2»...(2֊2Жч)[2֊2Н-(*+1Ь1

откуда и следует оценка (19).
Нетрудно видеть, что оценка (19) может быть выведена и из 

аналогично доказываемого неравенства

|ця-цп_1|^Л1 (Л,£)п-։(тг֊:)2-2?+<я-1)т
р'*(1-₽)(2֊2₽)...[2֊2? + ('1-1)71

(23)

Полученные оценки (19) и (23) описывают скорость сходимости 
итерационного процесса в зависимости от значений а.

Пусть а = 2Р~ 1. Тогда 7=0 и оценки (19) и (23) принимают, 
соответственно, вид:

|М:, 2՛ : (24)
Йо (2р)‘*'( 1 -?г+2 (։֊?)|2р(1-й-ДА^]

|Ия(С.. (25)

Последовательность |«л('„ ^)| будет равномерно сходиться в к 
непрерывной функции «(’,, ■»]), если потребовать выполнения условия

2/>(1-Р)
К (4/иЧ-6)(т+1)

(26)

Легко видеть, что предельная ЗЕункция и(\, ъ) будет решением ин
тегрального уравнения (14). Единственность решения и его устойчи
вость следуют из того, что разность •&(*, ^) двух решений удовлет
воряет оценке

I®’.)| <
__ М___  

2р(1-?)

при любом п, и, следовательно,
Если а>23—1, то 7^>0 и последовательность (ия(*, ^)| будет 

равномерно сходиться в любой, достаточно малой, окрестности нача- 
14



ла координат при любом значении константы А, причем скорость 
сходимости будет факториальной.

Формально продифференцировав уравнение (14) по (или и 
применяя оценки типа (23), по известной схеме получаем, что не 
только удовлетворяются условия задачи (1), (2), но и гладкость ре
шения и соответственно повышается с повышением гладкости коэф
фициентов уравнения (1).

Сделаем теперь несколько замечаний.
1°. Все вышеприведенные результаты остаются в силе, если 

рассматривать уравнение

у2тК(х, у)иХх—«уу+я(х, у)мхф^(х, у)«у+с(х, у)ц = /(х, у),

где А(х, у)—достаточно гладкая функция, удовлетворяющая условию 

Л'(х, у) > const>0.

2 . Условие теоремы можно заменить более общим условием

/ Q /?/ \ -1 / гн — 1 \ “
-( у«-|±а(Л, у)) +у2та*(х, у) < Р —֊ ) у2^֊2>,
4 \/и-Н /у \m-f-1/

имеющим место хотя бы в одном из случаев (±).
3°. Нетрудно видеть, что в зависимости от условий на коэффи

циенты уравнения (1) можно было бы допустить неограниченность 
определенного порядка функции /(х, у) при у-»0.

4 . Используя функцию типа Миттаг—Лефлера £Р(г,н), (5)»
оценку для //(',, vj) можно представить в виде

!«('•, 7!)1^ 2л(>-Р)
• /И,

и, следовательно, (5),

Л

2^1(1—?)

[ЛЩН)Тexp ---------------
I Pl

что описывает степень устойчивости решения задачи (1), (2) относи
тельно / (см. (18)).

5°. Очевидно, что условия 1)—3) теоремы легко переносятся на 
случай общей задачи (0.1), (0.2).

Институт математики
Академии наук Армянской ССР
Ереванский государственный университет
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Լ. Շ. ԱՎԱՐ ИР ՅԱՆ, 2. Р. ՆհՐՍՒՍՏԱՆ

Աստիճանային վերացում ունեցոդ երկրորդ կարդի հիս]երյ՝ո|ական հավասարման համար Ղուրսաւի խնդրի կոոեկտութ |ան թավարար պայմանների մասին
Դիտարկվում է Գուրսայի խնդիրը

у-тихх—иУу+а(х, у)их-уЬ(х, у)иу+с(х, у)«=/(х, у)

հավա սարմ ան երբ у) ֆ ունկցիան հ ալտն ի է (0,0) ելնող
խարակտեր ի ստի կների վրա։

!'աըահալտվում են խնդրի կոռեկտ ութ լան բավարար պա լմանները։ Հիմ֊ 
նա կան սահմանափակումը Ղ(9լ1ոլմ է Հ) գործակցի վրա և ունի հեսւև լալ
տեսքը.

Լ = ԸՕՈՏք>0,

Ապացույցի հիմքում ընկած է հաջորդական մոտավորությունների եղա
նակի կիրառությունը համապատասխան ինտեգրալ հավասարման համար։

Л ИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 Т. 111 Калъменов, Дифференциальные уравнения, т. 8, № I (1972). 2 В. Н 
Врагов. Дифференциальные уравнения, т. 8, № I (1972). 3 Б. А. Бубнов, Сибирский 
мат. жури., т. 19, № 2 (1978). 4 51. М. Смирнов, Вырождающиеся эллиптические и
гиперболические уравнения, Наука, М., 19
образования в комплексной области, Наука, М.,

М М. 
1966.

Джрбашян, Интегральные пре-
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LXXIII 1981 ~ = “

УДК 514.7

МАТЕМАТИКА

Р. U.. Мусаелян

О регулярном погружении в целом в Е3 некоторых полных 
метрик знакопеременной кривизны

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 3/11 1981)

1. Пусть на всей плоскости хоу задана полная метрика отрица
тельной кривизны посредством линейного элемента

ds2 = dx2 + |В(х)4֊/>(у)|Му2. (1)
В дальнейшем будем обозначать м(х, у) = В(х) Предположим,
что и՝(х, у)^>0 в любой точке плоскости хоу. Пусть, далее, кривизна 
метрики К(х, у) = —&2<Ч), где к—положительная величина. Будем 
предполагать также, что |/?'(х)|<П для любого л;—ео<^х<^-|֊оо. 
Справедлива следующая

Теорема. При сформулированных выше условиях метрика 
(I) погружается в Е3 в виде регулярной поверхности.

Доказательство теоремы будет дано в пункте 3.
2. Известно, что при заданных первой и второй квадратичных

формах поверхность определяется в пространстве однозначно с точ
ностью до движения. Это значит, что при заданной первой квадра
тичной форме вопрос о реализации ее сводится к отысканию коэф
фициентов второй квадратичной рормы, которые принято обозначать
через L(x, у), М(х, у), /V(x, у). Эти коэффициенты должны удовлет
ворять системе уравнений Петерсона—Кодацци и I аусса, которая
для приведенных коэффициентов /, ту п второй квадратичной
мы (Ճ, /И, N деленный на дискриминант метрики IV'=/£G — Е2) в 
метрике ds2 = ^х2+у*(х, y)dy3 имеет следующий вид:

m / г> ? * - Ф у ,т х— —ձ — т  ւ
ф Ф

//.»—/Иу = ффх • I
In — т* = — k*.

(2)

Систему (2) после несложных преобразований можно свести к сле
дующей системе двух квазилинейных уравнений гиперболического 
типа (см. (։))
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*
| Гг4֊5Гу=Д/4-^а54-Д3г24֊^4^+Л5г25
I $л4-г$у=Л1$4-Д2г }-Л։$*4֊Л4г$ -|-Д5$2г

где функции г(х, у) и $(х, у) определяются из соотношений

п п

а /г = / — К(х, у) , где К(х, у)—кривизна рассматриваемой метрики. 
Заметим, что характеристиками системы (3) являются интегральные 
кривые, определенные обыкновенными дифференциальными уравне- 

йу . . йу . ч
ниями — = г(х, у), — = $(х, у), вдоль которых левые части систе- 

</х с!х
мы (3), очевидно, представляют собой полные производные функций 
г(х, у) и $(х, у). Коэффициенты А(х, у) (/=1, 2,..., 5) системы (3)
при заданной метрике представляют собой определенные ункции и
имеют следующий вид:

•^4=— — —Оу, Д5=—<Э= “- 1П
<р 2

Замечание 1. Система (3), вообще говоря, неэквивалентна 
системе (2). Однако если решение удовлетворяет условию г=£$, то /, 
т, п, определяемые соотношениями

2£г$
8—г

£($-+-/•) 2/?т =----- ,
8 —Г 8—Г

являются решениями системы (2).
Замечание 2. Для линейного элемента общего вида система 

типа (3) получена Э. Г. Позняком (см. (2)).
Замечание 3. Если метрика реализована посредством регу

лярной поверхности, то г(х, у) и $(х, у) представляют собой угло
вые коэффициенты асимптотических линий в параметрической плос
кости хоу.

3. Доказательство теоремы, 
метрики (1). Она имеет следующий вид:

Запишем систему (3) для

В'(х)
Нх, у)

^(У)
^•(х, у)

В'(х)
^(х, у)

£'(*)
1

»

(4)
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Пусть

г(х, О)=г0(х) = , 4х,0)-50(х)----- (5)

начальные данные системы (4) на оси ох. Предположим, что на ис
комой поверхности координатная сеть совпадает с сетью линий кри
визны. Это значит, что г(х, у) = — $(х, у). Полученное условие дает 
нам возможность решать систему (4). Вычитая из первого уравнения 
системы (4) второе, получим

(6)

Уравнение (6) подстановкой г(х, у) = 

тему линейному уравнению:

сводится к следую-

«г(л:, у) = —у)—2В'(х)ъи(х, у). (7)

Решая уравнение (7) (напомним, что <?(х, у) = — 1п Л(х, у), где к =
2

= /—К(ху у), а /С—кривизна метрики) и учитывая подстановку, 
окончательно получим

/1 -В’(х) /5(х)+*(у) (8)

Замечание 1 и сказанное в начале пункта 2 завершают доказатель
ство теоремы.

Замечание 4. Из формул (8) видно, что мы можем погрузить 
и неполную метрику, если на погруженной части выполнено условие 

у)|<1.
4. В этом пункте с помощью предыдущих результатов получим 

явное выражение для радиус-вектора поверхности, которая несет 
метрику (1) и удовлетворяет теореме.

Обращаясь к замечанию 1 пункта 2, учитывая (8) и обозначе-
А М
— ♦ л = — ♦
И7 1Г

ния (см. пункт 2) I — где А, Л/ —коэффициенты второй

.квадратичной формы, IV №—дискриминант первой квадра
тичной формы, получим вторую квадратичную форму искомой по
верхности

(9)
где

А(л) = - Ы(х,у)^(х,у)1Г\-В Хх) .

Будем искать поверхность в параметрической ••}>орме Х=Х(х,у),
I У = У(х, у), Х—Х(х, у), для которой квадратичные формы (1) и (9) 

являются соответственно первой и второй квадратичными формами 
поверхности.
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Пусть

/?(*■ у) = *(х, У)е։+Г(х, у)г։4-Л(х, у)е, (Ю)

есть радиус-вектор искомой поверхности. Эту вектор-функцию двух 
скалярных аргументов х, у будем рассматривать па всей плоскости. 
Будем предполагать, что в любой точке векторное произведение 

—* —» —• —♦
[₽х/?у] не равно нулю, т. е. касательные вектора и /?у неколи- 

■ Ф - Ф
неарны. Пусть Р=Р(х, у)—единичная нормаль искомой поверхности.

— ։Ф —"Ф —-Ф —-Ф - ~Ф

Известно (см. (3)), что векторы рхх, рху> /?уу, Рх и Ру можно пред-
—♦ —♦ —♦

ставить в виде линейной комбинации векторов рх, ру и Р
ционные ормулы Гаусса —Вейнгартена)- В нашем случае

(дерива - 
эти фор-

мулы имеют следующий вид:

/?уу= ֊^£г+ РУ +/УР

Будем искать решение (11). Из второго уравнения системы (11), ин
тегрируя по х, получим

#у(Х, у)~да(х, у)։(у).

где ։(у) —любая регулярная функция от у. Интегрируя последнее 
равенство, получим

Я(х,у)= | ™(х, у)а(у)£/у-|-й(х), (12)

где 3(х)~лк)бая регулярная вектор-функция действительного пере
менного х. Таким образом, мы получили радиус-вектор искомой по
верхности, в уравнении которой участвуют две произвольные 
вектор-фуикции действительных переменных. Наша цель—найти та
кие рункции а(у) и Р(х), чтобы поверхность, имеющая уравнение
(12), имела квадратичные рормы (1) и (9)ЗЕ как соответственно пер
вая и вторая квадратичные формы.

Из последних двух уравнений системы (12) после несложного 
преобразования получим следующее уравнение:



Используя последнее уравнение, а также уравнение (12), из первого 
и третьего уравнения системы (И) после нетрудного вычисления по- 
лучим следующую систему: 

$'(x)dx

Г* ~* г ՛ . । .   г* В” (хУ —• ( 13)
«’(У)+ «(y)dy=֊£'(*)?'(*)+/1 -В ։{Х) z -?(x)dx.

J J У 1 — В (х)

Будем искать решение системы (13). Из второго уравнения этой сис
темы получим следующее уравнение:

»"(У)+։(у)=О-
Это уравнение, очевидно, имеет решение

—* —♦ —♦

<։(y)=-COSy+3Slny, (И)
—► —#

где векторы т и з постоянные. Из системы (13) с учетом (14) после 
несложного преобразования получим уравнение

?"(*) = ֊
В'(х)£Г(лс) 
1-£։(лг)

Р'(Х).

Это уравнение имеет следующее решение:

Р(х)= V V\-В‘(х) dx. (15)

где вектор V постоянный. Таким образом, учитывая формулы (14) и 
(15), для радиус-вектора искомой поверхности получим следующее 
выражение:

/?(х, у) — J w (tcos y֊F а sin y)Jy-b * f V \ — В \х) dx. (16) 

—> —ф —*
Покажем, что векторы з, v попарно перпендикулярные и единич
ные.

Из того, что /?2=1. Rx • /?у = 0, Ry — w2(x, у), получим следую
щую систему:

В (х) • (17) 

0.

Из первого уравнения системы (17) получим я(у) • я'(у) = 0 (см. (14)), 

т. е. а_|_а'. С другой стороны а(у) • I а(у)г/у = О (см. (13)). Отсюда
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и из последнего уравнения системы (17) получим О = а(у)р'(*)^ 
-  —ф —* —* —•

= г 1— В2(х) V . з(у), т. е. *_|_а. Далее, рассуждая аналогичным об- 

разом, приходим к следующему факту — Нетрудно теперь за

метить, что и *_]_□. Далее поступим так. Продифференцируем 
первое уравнение системы (17) по у, второе по х и последнее по у. 
К полученным соотношениям добавим первое уравнение системы 

—ф —♦ —• —•
(17) . Учитывая, что *_1_т и >_1_о, получим следующие соотношения:

- o(cos* у sin2y) — (•’— 32)sin у cos у = 0
- > —* —» —• —*

"2sin2 y4-°2cos2y—2 з t sin у cos у = |>|2
- ф —• —♦ —>

- •sin^-f- 32cos2y—2 з sin у cos y = 1
-ф —Ф —• —Ф

-2 COS2y-+֊32 sln2y 4-2 3 T sin у cos у = 1.

(IB)

Из второго и третьего уравнения системы (18) получим |*| —1. Далее 
из последнего вычтем предпоследнее и возьмем его с первым.
Получим

3(cos2y—sin2y) — (х2-- a2)siny cosy — 0
- ♦ ■ ♦ —

• osin ycosy-f- ('2—32)'cos2y—slnJy)-^0.

Очевидно, эта система относительно -з и т2—а2 имеет единственное 

нулевое решение, т. е. ~з = т2—з2 = 0, Отсюда получим, что тДа и |т| = 

= |з|. Из (18) получим также |*| = |з| = 1. Таким образом, векторы з,

» взаимно перпендикулярные и единичные. 
- -+ —ф _ф

Выражение (16), в котором векторы т, а, > удовлетворяют вы
ше приведенным условиям, представляют собой радиус-вектор иско- 
мой поверхности с метрикой (1) и второй квадратичной формой (9).

—ф —ф —* —• —ф —*

Пусть з, V в базисе е2, е3 имеют координаты т—|х1։ т2, -л),
——*

з = [зг Зз1» 7 = Г#1’ ։'з1- Тогда очевидно, что параметрические
уравнения поверхности будут иметь следующий вид:

Х(х, у) = j w(x, y)(-xcos уЧ-OjSin у)^у + ъ j /1— B \x)dx

У)= J y)(V0S y-Hasln y)dy-Ha J \~B \x)dx 

(19)

■^(x. У)“ J w(x» y)(T3tos y4-o3sln y)dy4-va J /1—# »(x) dx.

Замечание 5. Известно, что кривизна метрики (1) (также по
верхности (19)) вычисляется по формуле 
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К(ХУ у) — ~
В"(х)

В(х)+Ь{у)'

Очевидно, кривизна К(х, у) для данной поверхности (19) может ме
нять знак.

Замечание 6. Метрика (1) реализована посредством поверх
ности (19). Из этих формул видно, что можно снизить требования 
регулярности по сравнению с требованиями регулярности в пунк
те 3.

Замечание 7. Отметим, что из семейства (19) можно выде
лить поверхность, напоминающую поверхность вращения, Именно, 

когда х={0, 1, 0), 0 = { —1, 0, 0}, * = {0, 0, 1}, то

Х(х, у) = у)соэ у— у Ь'(у)со$ у 4у;

К(х, У) = ^(Х, У)51П у—6'(у)51п у (1у\

с ______
2(х) = /1—в ’(х) Лх.

Автор приносит глубокую благодарность Э. Г. Позняку за пос
тановку задачи и внимание к ее решению.

Армянский государственный Педагогический
институт им. X. Абовяна

И. Я. ՄՈԻՍԱՅԵԼՑԱՆ
Նշանափոխ կորության որո^ լրիվ ;։սփե|փ ռեգուլյար 

ամթողչական ընկղմելիության մասին
Այս աշխատանքում դիտարկված է ամբողջ հարթության վ(,սյ որոշված 

մտ2 =֊ ԺՀ2 -|~ չտփր ( աբստրակտ տված մակերևույթի առաջին
քառակուսային ձեր)։ Սկզբում ենթադրելով, որ վերոհիշյալ չափր ունի փո- 
փոխակ ան բացասական դա ուս յան կորություն ե բավարարում է ՈՐՈ2 ւլյսյ!՝ 
մ անների ք ապացուցվում է. որ այն ռեալիզացվում է որպես մ ակերևույթ՝ 

պատկանող դասին։ Աշխատանքի երկրորդ մասում *»աջո ղվու մ է դտնել
մակերևույթների ընտանիք, որոնցից յուրաքանչյուրն ունի վերոհիշյալ չափր։ 
Դա հնարավորություն է տալիս նախ իջեցնել ոեգուլյարության ապրիորի պա֊ 
հանջի չափր, որր սովորաբար թելադրում են առաջին քառսւ կ ուս ա յին ձևին 

( այսինքն չափին), և երկրորդ ակնհայտ է, որմենք կարող ենք արդեն խոսել

այդ չափերի նշանակութ յան մասին:

Л ИТЕРАТУРА— 4М*1ШиЪАЬН>ЗП1‘Ъ

1 Б. Л. Рождественский, ДАН СССР. т. 143, № I (1962). 2 Э. Г. Позняк, Укр. 
геометр, сб, выл. 3 (1966). 3 Л. В. Погорелов, Дифференциальная геометрия. Наука, 
М, 1974.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻ^ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՋԵԿՈԻՅՑՆԵԻ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

СХХШ 198? 1

УДК Ы 7 948

МАТЕМАТИКА

А. О. Бабаян

Интегральные уравнения Винера — Хопфа с вырождающимся 
символом

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р. А. Александрином 25/П 1981)

В настоящей работе рассматривается уравнение

<ք(Օ֊ յ *(<-տ)?(տ)մտ=/(/)

О

с символомэ имеющим вид

1֊ВД = 1֊ в0(Х)(1-/У(Х))։

где Ре<С>0, б(/.)(1—//(>.) )^0 для всех X. 0(/.) имеет вид

0(/.) = с^О

|Х|>2г0(Х)=1

при некотором е и предполагается дифференцируемой везде, кроме 
точки ноль, а

//£/?( — оо. оо)

Исследование проводится в пространствах Ар(0, оо),
Уравнение (1) рассматривается в работах (1Л) в случае, когда 

символ уравнения не обращается в нуль на замкнутой вещественной 
оси. В работах (3՜7) методом левой и правой нормализации изучает
ся уравнение с символом, имеющим нуль целого порядка. В случае, 
когда символ имеет выделенные нули нецелого порядка, в работе (8) 
проводится исследование уравнения (1) в пространствах /.'’(О, оо) при 
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1<^<ЛО путем построения леаой нормализации с помощью операто
ров бесселева и лиувиллева интегро-дифференцирования. Случай, 
когда (1) исследуется в А” (0, о©), рассмотрен в (®) при условии, что 
символ имеет производную, удовлетворяющую условию Гельдера 
Там, где он отличен от нуля. В (10) уравнение (1) исследуется в 
пространствах А^(0, оо) при 1^/?<оо.

1. Сначала введем некоторые обозначения. Множество функций, 
имеющих вид

А£/?(-оо. оо), (3)

будем обозначать R. Множество функций, допускающих представле
ние (2) с А=0 п. в. на (—00,0), обозначается R*; множество функ
ций, допускающих представление (2) с А=0 п. в. на (0, о©), обозна
чается R՜. Легко можно проверить, что R. R —алгебры отно
сительно поточечного умножения. Кроме того в силу теоремы 
Винера—Леви, если С7(>-)£/? и (/(/.) не обращается в нуль на |—ос.оо), 
то и Аналогичные результаты справедливы для R^ и R՜.

Преобразование Фурье функции / из класса /_р(—о©, ос) при 
некоторых р будет обобщенной функцией, действующей на 5 (про
странство быстро убывающих бесконечно дифференцируемых функ
ций) таким образом:

(/,'!>)= (7(0’И*И

Здесь / преобразование Фурье функции /. Если функция А£ 
л л .

(Р(-о©,о©), то А/ будет обозначать следующую обобщенную функ- 
ци ю:

X
(А/, ф)=т | (Л*/)(/)ф(*)Л

Операторы и переводящие класс преобразований Фурье 
функций из 1.р(—о©, о©) в классы преобразований Фурье функций из 
/>(0, оо) и />(—о©,0) (здесь и далее класс А'(0, о©)(/./’(֊ос, 0)) бу
дем отождествлять с подпространством /г( оо. ею), состоящим из 
функций, обращающихся в нуль на отрицательной (положительной) 
полуоси) определим следующим образом;
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Для того чтобы исследовать уравнение (1), нужно сначала по
лучить более удобную форму функции !—/((/.). В (։) была доказана 
возможность факторизации невырождающейся части в представлении 
символа. Используя этот факт, символ, имеющий форму (2), можно 
представить в виде

|-кю- ,4(
\М* / \ X—I / \ к4֊х / ф+(л)

Здесь Кеа+>0, 1^Кеа֊>0, 7 —целое число, Ф^(а)С/?+, Фп (>-)£ 
С/?՜, Фо+(г)У=0 при 1тг>0, Ф֊(г)^0 при 1тг<0, [Х/(Х֊Н)]в+, Р՝/(х— 

г)|а— те ветви этих функций, которые аналитичны соответственно 
в полуплоскостях О+ = (г : 1т г>0}, £>-== : 1т г<0|.

2. Уравнение (1) можно записать в виде

X

?(/)— ( з)<р($)<й=£(/)ч-ЛО — оо</<оо.

Здесь ф и /доопределяются на (—оо, 0) равными нулю, а Ь(() опре
деляется следующим образом:

О

*(0 = •
ао

о

/<о.

После этого, переходя к преобразованиям Фурье и используя
представление (4), получим эквивалентное уравнение

Ф4(М

ФУ+(')
(5)

в случае, когда 7^0, и

(6)

в случае, когда 7<0. Здесь Ф+(а), ^(И —преобразования Фурье со- 
- т

ответственно <р(/) и /(/); у [;_7_>/(Х—/)*] — главная часть лоранов-
1

ского разложения левой части (6). Используя оценки на рост преоб
разования Фурье—Лапласа функций из 1-р, получаем следующие 
результаты.

а) Пусть Кеа». =^|Кеа4 ], уравнение (1) рассматривается в Ьр при 
1<р оо, а правая часть (1) допускает представление
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(7)

где $(')—преобразование Фурье

функции этом случае уравнение (1) имеет 
при т^--74-1 тогда и только тогда, когда выполнены

решение 
условий:

I
Ре ^-=0, 1, .

о

где ՛?!(/) — прообраз Фурье функции

ляется из (7).

к у֊ С(Х)
>—«■/ ФД>֊)’ а 6(к) опреде-

При т = — 7 существует единственное
ределяется как прообраз Фурье

решение (1), которое оп-
л

I
ункции

гп — а

I

При т<^—7 уравнение (1) всегда разрешимо, однородное урав
нение имеет — 7֊-т линейно-независимых решений, а общее реше
ние неоднородного уравнения определяется как прообраз Фурье 
функции

где г, — произвольные постоянные.
б) При Кеа<=|Реа+|, а4.^|Ке։+| в случае, когда (1) рассма

тривается в пространствах и՝ при результаты те же, что и
в пункте а). Пусть (1) рассматривается в //. В этом случае доста
точно предположить, что правая часть (!) допускает представление

^(>) = (8)

где /7/1=[Реа + ]֊ 1, О(/.) —преобразование Фурье функции из АЦО.ос), 
^1 С^?՜. Все результаты пункта а) сохраняются, если заменить т на 
от։ и подставить 6(>) из представления (8).

в) Пусть теперь а+=^[₽е«+|. В этом случае изменится резуль
тат, когда (1) рассматривается в А։(0,ло). Будем предполагать, что 
правая часть (1) допускает представление

/ф)
к

к—1
У’О(Х) + /=■,-(')■ (9)
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где /п2֊=|реа+|, (}(/) — преобразование Фурье функции а
Тогда результаты а) сохранятся, если заменить т на т2 и 

подставить С7(л) из представления (9).
В случае же, когда (1) рассматривается в /^(0, оо) при 1<р=с 
сохраняются результаты пункта б).

В заключение заметим, что вышеприведенные результаты не 
следуют из (1б), где методом неоднозначной факторизации исследо
вана задача (1) при однако не дается ответ на вопрос о
принадлежности решений пространству /^(О, оо).

Ереванским политехнический институт 
им. К. Маркса

Ա. Լ. ԲԱԲԱՑԱՆ
Վիներ — 2ոս|ֆի այլափոխվող սիմվոլով ինտեգրալ հավասարումներ

Աշխատանքում դիտարկվում է (1) հավասարումը 
սիմ վո լր ունի (3) տեսքըւ

Հետ ազո տ մ ան ժամանակ օգտագործվում է սիմվոլի 

այն պայմանով, որ

չայլափոխվող մասի
ֆակտորիղացիայի հն ար ա վո ր ո ւթ յո ւն ր ։

Պարզաբանվում են պայմանները, որոնց դեպքում (1) հավասարումը 
ունի լուծում, երբ աջ մասը թույլատրում է (/ ) , (8), կամ (9) ներկայացումը։

Հաշվարկվում է համասեռ հավասարման գծածին անկախ լուծումների
ք ան ա կր ։

Տրվում է 
ներովւ

այղ լուծումների տեսքը 'եուրյեի ձևափոխությունների տերս ին֊

Л ИТЕРАТУР А—Դ Ր Ա Կ Ա Ն П Ի И֊ 3 П Ի Ն
1 М. Г. Крейн, УМН. т. 13, вып. 5 (1958). 2 Ф. Д. Гахов, 10. И. Черский, Изв. 

АН СССР. сер. математика, т. 20. № I (1956). 3 В. Б. Дыбин, Нзв. АН АрмССР. 
Математика, т 2, № 4 (1967). 4 В. Б. Дыбин, ДАН СССР. т. 191, № 4 (1970). 

И. Г. Чеботарев, Изв. вузов, математика, .V։ 10, 1967. 6 М. И Хайкин, Нзв вузов, 
математика, № 10. 1967. 7 Ф. Д Г ахов, В. И. Смагина, Изв. АН СССР, сер. мате
матика. 26. № 3 (1962). 8 //. К Карапетянц, Дифференциальные уравнения, т. 13, 
№ 8 (1977). 9 Н. Е. Товмасян, Сибирский мат. жури., т. 19, X։ 4 (1978). 10 3. Прес- 
()орф. Некоторые классы сингулярных уравнений, М., 1979. 11 М /Л Хайкин, Нзп. 
вузов, математика, № 8. 1978.

28



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

СХХПГ 1981 “ ' 1

УДК 517.53

МАТЕМАТИКА

Академик АН Армянской ССР М. М. Джрбашян, С. Г. Рафаелян

паО целых ункциях экспоненциального типа из весовых классов■

(Представлено 27/У 1981)

В общих результатах об интерполяционных рядах, порожденных 
нулями целых функций типа синуса, установленных Б. Я. Левиным 
(1), в качестве частного случая содержится известная теорема В. А. 
Котельникова в следующей формулировке.

Для любой последовательности (1<7?<С+°°) Ря&

/(*  **)-«֊'շ (-!)*«> -5|паг-*  (0<?<+~)

* Формула эта при иных условиях на функцию / известна давно (см. (’), за
дачу 165.)

** В дальнейшем вместо такого рода двойных неравенств будем употребллть 
символ Ж.

а

(1)

равномерно сходится в любом круге а также по норме
и дает отображение всего пространства 1р на все 

пространство целых функций экспоненциального типа 
причем

(2)

где с/>0 (/ = 1, 2)—постоянные, не зависящие от
Цель настоящей заметки распространить этот результат на слу

чаи весовых пространств класса последовательностей {<։*}^*  с

конечной нормой

(3)
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и класса целых функций /(г) экспоненциального типа =^а с 
нормой

(4)

Ниже мы приведем несколько обозначений и наметим доказа
тельства ряда лемм.

I. Пусть и7''1!*] — подмножество множества 
/(г) экспоненциального типа с нормой

целых функций

(5)

где 1<С/’<С+П°- — 1<Сх’х+ос. —оо<^><+оо. Заметим, что 

и |/||,,о=|/Ь...

Пусть —{г; 81£п1тг = + 1 { — взаимно дополнительные полуплос-
кости плоскости г, а //^—классы аналитических в соответствующих
полуплоскостях функций <?*(£),  для которых соответственно

(6)

при том же условии
Из хорошо известных результатов (см. (г), теорему 4.6, а так

же (3), теорему 6.7.1) непосредственно следует
Лемма 1. Если то:

Г. т±(г)=/(г)(г±^)р е±192^Н^ (7)

2°. Уу^-оо.-Ьоо). (8)

Лемма 2. Классы ( — оо<*<֊|֊о©)
являются банаховыми пространствами.

Действительно, во-первых, поскольку

с нормами ||/Цр.ж. ,

|/(г)|^֊^֊ I |/(г+ре'»)|</1>, г-х+։у, 
2к Л

2

то пользуясь неравенством Гельдера, получим оценку вида
у + 1 Х4-1

у -1 л -1

|г>2(1 + Ы),
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откуда в силу неравенства (8) следует также оценка

|/(*  *•)1^( I + \z\fp , 0^|г|<4-оо, (9)

* Здесь и в дальнейшем зависимость постоянных от остальных
*• в и т. д., как правило, мы специально отмечать не 6} дем.

где са>0 не зависит от /*.  Из неравенства (9) легко будет следо
вать полнота всех пространств ( — оо<*<4-оо).

II. Тождественность множеств и Н>։[0] очевидна, хотя
нормы у этих пространств различны.

Лемма 3. Для любой функции /(г)€ !<*<
<4֊оо) и при любом —оо<^<^|-оо будем иметь:

1°. и։ \\ДР,\
2°. ||/(хН-Ь)к.жЦЛм, У^-оо.+оо).

(10)

(И)
Г. На и/^'х|0] определим оператор Т, положив 7/=Д 1Гу«х[*],  

где >£( — оо,4-оо) —данное число. Ясно, что Т отображает все 1Т^։|0| 
на все т- е- имеется обратный оператор Т՜1 такой, что при

т-у ^[О].

Разберем отдельно два случая:
1) Если х>0, то |х|’^|х-|-М։» и очевидно,

||/и<|/|р....=Г/к«... УД ^■■10], (12)

откуда следует, что

т. е. оператор Т~1 ограничен. По теореме Банаха ограничен и опе
ратор Т, т. е.

||7՝/и.,=1/и.<л.1/к... (|3>

Из (12) и (13) следует (10) в случае *>0.
2) Если —1<<0,  то |л֊НуГ^Мж и поэтому для любого /£*

С ^ ’[0]

|Г/к-=|/к-..<11/к.. <14)
г. е, оператор Т ограничен. Поэтому обратный оператор Т также 
ограничен и, следовательно,

|Г-1/Ь=|/|₽.^Л/Ь..л,у/€1Г?.-. . (15)

Из (14) и (15) вытекает (10) и в этом случае.
2 . Отметим, что из (10), заменив функцию /(г) на /(гх<՝*)« в 

силу (8) мы получим неравенство ,
|/(х± Ь)к.5£Л։||/(х± Ь)к.л< (16)

Для любого у£(—оо,-|-оо).
Положив <р(г)-/(г+6), в силу (16) для функции ? будем иметь

параметров р
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или, что то же самое,

07)
Из (16) и (17) следует утверждение (11).
III. Лемма 4. Если (1<^<4-о©, *>  —1), то для

любых Л£(—oo,4֊gq) и а£(0,4֊оо)

|/(^4-ZA)HH-p|rV <r||/U (18)

где с^>0 от / не зависит.
Рассмотрим в плоскости г с разрезом ( — оо, 0) функции /( ±*4-  

+й)г*.  Если х=0, то для любого £ = 0,± 1,±2, ..если же х^О, 
то для £ = ±1,±2, очевидно, справедливы неравенства

X
|/(«й+/Л)| Г|/С+/Л)| |’.|7|<Г.|, 0<р< -

2’ J 2
|С-ah| —р

Умножая на ud? и интегрируя по интервалу (0,а/2), в силу неравен
ства Гельдера следует

f J |/(С+։Л)И-.|-К.|, |*>1,
(19)

и, следовательно,

|*|>1

Но в силу (10) и (II)

|/('>+7(A+’։))|'G։+’i2)rd

ici> -
2

и поэтому

V|/(a*  + ZA)|<’(l4-|*|)-<c ։||/l;։.
1*1»։  •

(20)

Но из неравенства (9) следует, что

откуда и из (20) следует неравенство (18) леммы.
Условимся, наконец, обозначать через № соответственно клас

сы аналитических в полуплоскостях С?-’ функций <р(г), ДЛЯ кото
рых 
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м
, ■ ?±(г)гл (.н^.

Тогда согласно (6) справедливо неравенство 

пользуясь которым, аналогичным способом, но несколько проще по- 
лучим следующую лемму.

Лемма 4'. Если Ф‘(г)(/У^\ то соответственно будем иметь

V |'Н(^+^)р(14֊|Л|)«<с|ф±||рж. (18<)
Л“ -«

1\. Ниже мы будем опираться на следующую теорему о пред
ставлении и оценке линейного функционала в весовых классах, ко
торая следует из теоремы 4 работы (4) и из теоремы Хана-Банаха.

Теорема А. Пусть ^-ограниченный линейный функционал, 
заданный на пространстве Пр+Л (1<^р<^+ос, —1). Тогда су

ществует единственная функция С(г)£Н^ (д = ——, х։ = — — 
\ р-\ ’ р /

такая, что:
+ □0

1°. ф[Л]= [ Л(х)О(х)</л֊,

—ОО

(21)

Бир |ф[^||= 811 р
< Вр.

(22)

где ВР։Ж>0 не зависит от Р.
Лемма 5. Если [ак}£1р-1 (—1<^х<^4֊оо), то ряд (1) 

равномерно сходится в любом круге и его сумма /(г) будет 
целой функцией, удовлетворяющей интерполяционным условиям

/(-к) = ак (Л-0,±1,±2, ...). 
\ а /

(23)

Для любого X? существует целое число М = такое, что

то при |г|<А>

•Л1,т(^) —
2а а/? ™

( —1)*а*
з1п аг

а

1«*1  |ЛГ։.

Отсюда, пользуясь неравенством Гельдера, получим
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откуда, поскольку <7>1, мы заключаем о справедливости

всех утверждений леммы.
Теорема 1. При условии -оо,— 1<СХ<СР~ 1)

ряд

Sin az

представляет целую функцию f(z)£ причем

— я*  (^e0,i I,i2,...), |/||р.х<с||(ал 1||р,ж. (24)
\ ® /

Доказательство. Для произвольных значений —оо<^л<^/п< 
-Ь<з© обозначим

, . т . sin az
v (—1)‘а*  ------- ---=Sln az<f„,m(z).

г- —Л
а

Заметив, что /л,т(*)£  W'f՛’, согласно теореме А имеем, в силу (II)

<fn.m(x֊{-i)G(x)dx , где G(z)^H^^. (25)

Но легко видеть, что

dx —

(26)
Jt-л | 1

поскольку G(z) как функция класса в нижней полуплоскости
представима интегралом Коши (см. (5), теорему 7.5 и (4), теорему 1)- 

Пользуясь неравенством Гельдера, из (25) и (26) получим
ц/л,т||р.1 JI/»,» ( S

\ft ■“ fi +1
"(НН)

откуда в силу оценки (18') леммы 4', записанной для 
<7(г)£//^ж», получим

рункции

Н/л."»Цр.» ^31К*1Ь,ж 1|||я& )™+111р’к |11а,'։։ (27)

В силу того, что |яй) £ 1р ж, из оценки (27) в силу лемм 2 и 5
вытекают все утверждения теоремы, 
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Теорема 2. Если f(z)£ Wp■’ ^<СР<х+°°,~1<Сх<Ср —I), то
имеет место разложение в ряд

sin ог
(28)

как в смысле леммы 5, так и в метрике Мр՝\
Доказательство. Природа сходимости ряда (28) следует из 

леммы 4 и теоремы 1, причем если мы обозначим сумму этого ряда 
через /*(г),  то функция

«>(2) =/(г) -/*(г)  6

удовлетворяет условиям о>( — &։ = 0 (6 = 0,+I,+ 2, ...).
\ о /

Легко видеть, что для целой функции

?(г) =
“(z)
Sin a z

в силу неравенства (9) справедлива оценка вида

|Т(г)|^ФМ։+|г|)+,

х 
но так как —?'*< ------<С?”։<0> то целая функция ?(z)=a0=EConst.

Р
Поскольку w(z)£ но sin az(f то очевидно, что w(z)^p(z)=0, 
и тем самым разложение (28) и теорема полностью доказаны.

На основании теорем 1 и 2, а также леммы 4 вытекает
Теорема 3. Для любой последовательности (1<

</?<+оо,— 1<*<р  — 1) ряд (1) равномерно сходится в любом круге 
сходится также по норме и дает отображение всего 

пространства 1р* на все пространство функций f(z)£ \1р\ причем

||/Uxll|a*IU (29)

Результаты данной заметки были получены нами давно и час
тично легли в основу результатов одного из авторов, лишь анонси
рованных в заметке (в). Мы сочли нужным опубликовать их с дока
зательствами. хотя и в теореме 2 указанной заметки содержится и 
наша теорема 3 в специальном случае р=р=1.

Ереванский государственный университет
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Чр

Чр

C պարամ ևտրեՐի 1<СР<СН-°^ և —1<^<Լփօօ արժեքների համարւ 
U ի շարք օժանդակ լեմմաներից հետո ապացուցվում է հևտևլալ հի մնա*Ցանկացած |fl£j£Zp,։ նաջորղական ութ յան ճամար

/(Z) = a-'V
k ••—00 ~/kշարքը հավասարաչափ զուղամետ к ամեն մի |z|^Z? շրջանում, զուղամեօւ 

к նաև ԱՀ£*-ի  մետրիկայում, և տալիս к ամբողջ 1рл տարածության արտապատկերումը ֆունկցիաների U/'px ամբողջ տարածության վրա:
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дачи и теоремы из анализа, т. 1, отд. III. Наука, М., 1956. 3 R- Р. Boas, Entire func« 
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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Ш. Е. Бозоян

Алгебраическое описание схем, построенных на интегральных 
микросхемах

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 9/111 1981)

В работах автора (1-3) язык бесскобочной записи 
приспособлен к описанию схем из функциональных 
схем из функциональных элементов и задержек (23).

рормул (4) былЗЕ

элементов (։) и

В настоящей заметке приводятся аналогичные исследования для
схем из интегральных микросхем (интегральная микросхема имеет 
несколько входов и несколько выходов и реализует конечный авто
мат). Вводится понятие записи схемы (запись представляет собой 
конечную последовательность символов) и доказывается теорема о 
записи (она устанавливает необходимые и достаточные условия того, 
чтобы данная последовательность символов являлась записью некото
рой схемы из интегральных микросхем). Приведенный язык может 
быть применен в области автоматизации проектирования вычисли
тельных устройств.

Перечислим средства, необходимые для определения понятия 
схемы. Фиксируем некоторое непустое множество А (множество 
„сигналов1*), а также объекты („элементы**) следующих типов:

1) элемент, не имеющий входов и имеющий один выход (рис. 
1,о). Элемент этого типа называется элементарной схемой. На вы
ходе элементарной схемы в любой дискретный момент времени об
разуется определенный сигнал из X. Выходу элементарной схемы 
приписывается номер 1;

2) элемент, имеющий п входов и т выходов (п, 2,...) 
(рис. 1, б). Этот элемент реализует конечный автомат, 
выходов и переходов которого отображают множество Ал 
где С —множество внутренних состояний этого автомата.

рункцииЗЕ

Каждому
входу (выходу) приписан определенный номер так, что разным вхо
дам (выходам) приписаны разные номера. Такой элемент обозначается 
символом £=1. 2,... , где тройка <л, т, различает раз
ные элементы этого типа. Каждому элементу Р{кп՝т} приписывается
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множество отмеченных пар номеров входов й выходов
= <Л* Л» (£(/?(я'п,)։ может быть пустым), где в

(х=1,г) есть номер входа, а /5 —номер выхода элемента
и из вообще говоря, не следует 6¥՜֊^' или _д=А/>, 

Физический смысл пары <6, /4Е(Р'“՝т>) заключается в том, что 
выход элемента (автомата) Л(я ш) с номером у5 непосредственно не за
висит от входа с номером Л, т. е. функция выхода с номером /', 
зависит от входа с номером Л фиктивно.

I ,п

Рис. 1. Элементы а—не имеющий входов и имеющий один выход;
б—имеющий п входов и т выходов

Но индукции определим понятие схемы.
Определение. Базис индукции. 1) Элементарная схема яв« 

ляется схемой. Выходом этой схемы является выход элементарной 
схемы, которому приписывается номер 1 (рис. 2, а).

2) Если х։,...,хп—элементарные схемы, то отождествляя выхо
ды этих элементарных схем со входами с соответствующими номерами 
элемента получим некоторую конструкцию, которая является
схемой (рис. 2, б). Выходами этой схемы являются выходы элемента 

Номера выходов элемента /7(яп։> приписываются к соответству
ющим выходам схемы.

Индуктивный переход. 1. Пусть определены схемы 5։ и 52, 
которые не пересекаются. Пусть 5։ имеет г выходов, к которым 
приписаны номера 1, 2,..., г соответственно, а 52 имеет 1—г выхо
дов с номерами 1, 2,..., 1—г. Теоретико-множественное объединение 
5 = (51։52) есть схема с I выходами, причем выходами схемы 5 с 
номерами 1, 2,..., г являются выходы схемы 5։ с теми же номерами 
соответственно, а выходами с номерами г 4-2,,./—выходы
схемы с номерами 1, 2....... / — г соответственно (рис. 2, в).

Для изложения следующего пункта индуктивного перехода 
введем понятие проводимости пути в схеме. Последовательность пар 
номеров входов-выходов и элементов

(К. Л). П;-"Ч (/„ Л), ....... (/„ Л), А*՞/’՞1'’
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называется путем в данной схеме, если выход элемента с

номером Л отождествлен со входом элемента ^<^+1- «ч+р с номером 

4+1 ($=1» г~’!)• Началом этого пути является вход элемента 
с номером /х, концом— выход элемента с номером Будем

говорить, что указанный путь не проводит, если для некоторого 5 
(4, в противном случае он проводит.

2. Пусть схема 5' с числом выходов /4-1 содержит элементар
ную схему х, и любой путь, началом которого является выход 
элементарной схемы х, а концом —выход схемы 5' с номером /4-1, 
не проводит. Пусть для некоторого выхода 5' с номером г(1^г«^/) 
существует путь, началом которого является выход элементарной 
схемы х, а концом —выход 5' с номером г. Если исключить из 5' 
элементарную схему х, заменив ее выход выходом схемы 5' с но
мером /4-Ь то получится некоторая конструкция 5, которая являет
ся схемой (рис. 2, г). Выходы схемы 5 с номерами՛^!, 2Д Л, / бу
дут выходами 5 с этими же номерами соответственно.

Рис. 2. Индуктивное определение схемы

а
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3. Пусть определена схема 5' с числом выходов /. Если выходу 
схемы 5 с номером / приписать номер /4-1, а выходу с номером 
/-Е1 —номер /, то полученная конструкция 5 является схемой. Вы
ходами схемы 5 являются все выходы 5', причем выходы с номерами 
1, 2,..., /—1,/4-2, - • / совпадают с выходами 5' с этими же
номерами соответственно, выходы 5 с номерами / и /4-1 совпадают 
с выходами 5' с номерами /4-1 и / соответственно (рис. 2, д).

Из определения схемы следует, что в ней жестко фиксирована
упорядоченность выходов схемы, а также входов и выходов ее
элементов. Такая иксация нужна для однозначности записи схемы,1

I

определение которой приводится ниже.
Для определения понятия записи схемы перечислим средства и

понятия, позволяющие кодировать схему при помощи конечной 
последовательности символов. Рассмотрим множество А^ЛЛ|),

где 1^*^^; к, / € (1, 2, 3, ...|. Каждому символу 
из /9 поставим в соответствие некоторое число, называемое его 
весом, следующим образом:

ш(х;)= и>(А(л;.т>) = — 1, а>(А°<л’л։)) = л —1.

Весом последовательности символов из И назовем число
Л՛

10(51 . . . 5дг) = ^со(5/). 
/-1

Пусть А’лл։) обозначает А(2*.л։) или А՝п<л.-'л). Описанием символа 
А в данной последовательности символов из А) называется мини
мальный отрезок этой последовательности с весом —л, непосред
ственно следующий за символом А^(Л։Л'> (при некотором /, 1=^/^лг) 
из этой последовательности. Из этого определения следует, что 
А^л,т) в данной последовательности может иметь одно описание,
несколько описаний или вовсе не иметь описаний. Описание символа

обозначим через Оп (Ркп1,т}). Символы называются под
чиненными символу А°։л в данной последовательности символов.

Определение (индуктивное). В последовательности 
символов из £)

если некоторое описание символа А'^"1' 
то Азависит от Р
если Г'(п1'т^ зависит от А‘[л'лда'\ а Г

содержит

зависит от

символ

то А ’л»"։։) зависит от А,(л»-"’«):
3) А^Л։'т։') зависит от А'<л”'”>) только согласно п. 1 и 2.
Любое описание символа А’1Л;'И> в данной последовательности 

9

символов однозначно можно разбить на п непересекающихся компо
нент следующим образом. Слева направо выберем минимальный от
резок с весом —1. Он будет первой компонентой. Отбрасывая ее, вы
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берем следующий минимальный отрезок с весом-1. Это будет второй 
компонентой и т. д.

Определение (индуктивное). 1) Пусть некоторая х-ая 
компонента некоторого описания символа Л в качестве первого 
символа содержит и </,/>$ £ ). Тогда Л
зависит от Р'<**гп*'' свободно.

2) Если £'?‘;т։) зависит от Р\п.’Р'} свободно, а Брр') зависит • ж / ж
от свободно, то £'<«•."» о зависит от Брут^ свободно.

Г •/ я,г *

3) /? кл1՝)т,) зависит от Р свободно только согласно п. 1—2.
Если зависит от Б&т*), но не зависит свободно, то

будем говорить, что зависимость Брр"1* от Б<п*т*) является связан
ной.

Теперь вернемся к определению понятия записи схемы. Запись 
схемы 5 обозначим через Л(5). Предварительно определим (по ин
дукции) понятие записи схемы относительно ее /-го выхода. Запись 
схемы 5 относительно /-го выхода обозначим через А(5, /).

Определение. Базис индукции. 1) Если 5 есть элементарная 
схема х, то

Л(5, 1) = х.

2) Если S получена из х1У.. хп и Р^>т> согласно п. 2 базиса
индукции определения схемы, то

. хПу
Л(5, О =■

если /= 1, 
если 1</=^/л.

Индуктивный переход. 1) Пусть определены А(51։/) (/=1,г) и 
Л(53,/) (/=1, /—г). Если схема 5 получается из \ и 5, согласно п. 

1 индуктивного перехода определения схемы, то

h(S. /)
I A(SP /), если 1^/<г, 
1 Л(52, /֊Г), если г<М.

2) Пусть определены А(5', /) (/=1, /4-1), а 5 получается из 5 
согласно п. 2 индуктивного перехода определения схемы. Тогда

Л(5, /)— [A(S , i) | Л($- /+i), i— 1, /.

3) Пусть определены A(S', /) (/=1, О, a S получается из S со
гласно п. 3 индуктивного перехода определения схемы. Тогда при
нимается A(S, i) — h(S'y i) для / = 1, 2,..., /—Ь У+ 2» •••» а J՝) 
и A(S, /4-1) получаются из h(S'y j) и h(S', у+D следующим обра
зом. Пусть h(S'y j) содержит символ ру* т} (при некоторых л, m, k, 
/), a fi(S'y /4-1) —некоторый из его подчиненных, среди которых 
первым (слева) является Fpp). Пусть Оп (Рк л,т}) не содержит такой 
символ который имел бы подчиненные в /i(S , /-ТО* В h(S ,
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/Ч-f) заменим символ Г[пгт} на On а в h(S\ /) Л^л'п«)
- * R 9 Г •• •• ♦ •

On заменим на Эту процедуру повторяем многократно,
до тех пор, пока возможно ее осуществлять. Пусть в результате 
этого h(S', j) превратился в /), a h'(S, /-f-1) — в Л'(5', /4-1) 
Будем принимать

Л($, /) = Л'(5', /4-1), Л($, /4-l)=A'(S', /).

Записью схемы S с I выходами называется

й(5)=й(5, I) A(S, 2).. .Л(5, /).

Пример. Рассмотрим схему S, изображенную на рис. 3. Пусть

E(Fl^) = E(F3^2՝) = 0, f(f,<w’) = {<l. 2>, <2, 2>, <3, 2»,

£(Р.<«>)-{<1, 1>, <1, 2>; <2, 1>, <2, 2>, <3, 1>, <3, 2>}.

<’•’)) = {<!, 3>, <2, 3».

Запись схемы 5 пишется так:

Й($) = П’?3) Г"» х3 х3 х, F^ М» х, xs Г™ 
W® F^K Лй3’-

/Г13.2) /r(j/3.2)

Рис. 3. Пример схемы

Говоря неформально, запись схемы получается путем последова
тельного рассмотрения всех элементов схемы и их записи по сле
дующему правилу. Рассмотрим „маршрут-, указанный тонкой линией 

со стрелками. Проходя по этому маршруту, мы записываем все те 
„попутные- элементы, мимо которых проходим против направления 
их выходов. Далее, если элемент рассматривался впервые и
рассмотрение осуществлялось через его /-ый выход, то записывается 
42



символ И далее рассматривается элемент, один из выходов ко
торого является входом элемента Е(кп-т\ Если же элемент Е{"'т'> рас
сматривался не впервые и рассмотрение осуществлялось через его 
I- ый выход, то записывается символ и осуществляется возврат 
по /-му выходу до встречи с другим элементом по его некоторому 
выходу, а если нет такого элемента, то процесс записи заканчивается. 
При рассмотрении элемента х записывается символ х. Среди эле
ментов типа выделяется один из них, который обладает тем 
свойством, что его выходы и вход функционально равносильны (т. е. 
в любой момент времени на всех выходах этого элемента получается 
тот сигнал, который поступил на вход в этот же момент времени), и 
поэтому он называется элементом ветвления. Для элементов вет
вления вводится специальное метаобозначение—символ М,. Разные 
точки ветвления схемы снабжаются элементами ветвления разных 
индексов.

Замечание. Если в записи схемы любой символ Е^*•’> заме
нить метаобозначением /Т,։) или Е^ (в последнем случае если /г,л> 
является общепринятым обозначением элемента с одним выходом, 
например \/’л) (*или“ с п входами)), а также заменить пары символов 
/И1] /И® и М? М* на ЛЕ' и ЛД соответственно (поскольку результат У Л
последовательного соединения двух элементов ветвления можно за
менить одним элементом ветвления), то запись схемы из функцио
нальных элементов и задержек на данном языке совпадает с записью 
этой же схемы на языке, описанном в (’). Таким образом, данный 
язык является обобщением языка, изложенного в (').

Имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а. Для того, чтобы последовательность символов 

из И являлась записью некоторой схемы с / (/֊-1, 2,...) 
выходами, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следую
щие условия:

а) . Хд) = 1\
б) ц)(81...хг)^1—/ для любого г<Ы\
в) последовательность 81...8д։ символы (при некотором 

единственном /0, и Е{*\'п} (/«1,2,..., /0“Ь /0+1,...,
т^2) содержит или не содержит одновременно, причем каждый 
точно один раз и предшествует в символам Ек^
для всех /=1, 2,... ,՛ */0—1, 'о + Ь ••• т> а при т=1 содер՜ 

жится в однократно или вообще не содержится,
г) Все зависимости Е^՝т} от Е (/,/=1, т) являются

связанными.
Предварительно докажем следующую лемму. __
Лемма. Для любой схемы 5 и любого I, /-1, 1(1-яисло 

(й (5, /)) = — ! и вес любого собственного выходов этой схемы) ш
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начального отрезка записи И( (£, /) является неотрицательным 
числом.

Доказательство ведем индукцией по построению схемы 5, 
т. е. по числу 1(8) применений п. 1—3 индуктивного перехода опре
деления схемы. Поскольку многократное применение п. 3 может 
привести к предыдущим результатам, то под /(5) мы будем понимать 
минимальное число применений указанных пунктов при построении 
схемы 5.

Базис индукции 1(8) =0. Доказательство очевидно.
Индуктивный переход. Пусть лемма доказана для всех 

схем 5, у которых / (5) < /0; докажем ее для любой схемы 5, 
для которой / (5) = /0. Рассмотрим возможные случаи:

1) 5 получена из 5! и 52 согласно п. 1 индуктивного перехода 
определения схемы. Справедливость леммы для 5 следует из ее 
справедливости для и 82 (индуктивное предположение);

2) 5 получена из 8' согласно п. 2 индуктивного перехода опре
деления схемы. Справедливость леммы следует из ее справедливости 
для схемы 5' (индуктивное предположение);

3) 5 получена из 5' согласно п. 3 индуктивного перехода опре
деления схемы. Справедливость леммы для 5 следует из того, что А 
(5, /) и А (Б, /4-1) получаются из А (5', /) и А (5', /4-1) процеду
рами, сохраняющими весовые характеристики этих записей.

Лемма доказана.
Из леммы, в частности, следует, что любой символ изЛ » г

А (5) имеет единственное описание в А (5). Действительно, пусть 
символ РУ"™՝ содержится в Л (5, г). Из определения записи схемы 
следует, что он в А (8) больше не встречается, и в А (5) не встреча
ется также символ , где 7^гв. Отсюда следует, что не 
может иметь больше одного описания. Далее, из п. 2 базиса индук
ции определения записи А (5, I) следует, что существует последо
вательность символов с весом—/:, непосредственно следующих за 

и эта последовательность полностью содержится в А(5, /) 
(это следует из леммы). Итак, имеет точно одно описание,
которое вместе с содержится в А(5, I).

Доказательство теоремы. Необходимость доказывается 
индукцией по построению схемы, т. е. по числу I (5), с использова
нием доказанной леммы. Достаточность доказывается индукцией по 
длине М последовательности $։...$(у. Идея доказательства заключа
ется в том, чго $!...$>, разбивается на „части" так, чтобы они, или 
некоторые их преобразования, удовлетворяли условиям теоремы 
(такая возможность следует из условий теоремы), из чего следует 
(по индуктивному предположению), что они являются записями ка
ких-то схем 5, и 82. Теперь из $! и применением индуктивного 
перехода определения схемы можно получить некоторую схему 5 с 
записью . .. $л’.
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Поскольку интегральная микросхема построена из функциональ
ных и запоминающих элементов, то “раскрывая- эти микросхемы, 
мы в конце концов получим схему из функциональных и запоминаю
щих элементов. Можно указать простые формальные правила преоб
разования записи схемы при раскрытии ее элементов. Таким образом 
задача моделирования функционирования схемы из интегральных 
микросхем сводится к задаче моделирования схемы из функциональ
ных и запоминающих элементов (3).

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса

Շ. Ь. ₽ՈՋ11ՑԱՆ

Ինտեգրալ միկրււսի)եւքաների վրա նավարկած տրամ՜արանական սխեմաներինկարագրության լեզու
հանաձևերխ աոսւնէյ փակագծերի պրուխլան լեզուն րնղհան րւսցվում և 

հարմարեցվում է ինտեղրալ մ իկրո ս իւե մ անե ր ի վրա հավաքված տրամաբա֊ 
նական սխեմաների ն կա րա դ ր ու իք լան ր : // ացվում է սխեմալի դրախտն
Տա սկա ւյ ո դու իք լուն ր> որր հանդիսանու մ է սՒմվոլների վերջավոր հաջորդական 
նտիքլունէ 1Լպա ց ու ցվու մ Հ իէեորեմ» որը •նշում է անհրաժեշտ ու բավարար 
սլա լմաններ, որպեսդի սիմվոլների տված Տաջո րդականուիք լուն ր [ինի ինտե- 
դրալ միկրոսխեմաների վ[1ա հավաքված ո 
ղրու իք լան։

սխեմ

Л ИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 Ш. Е. Бозоян, ДАН АрмССР, т. 78. №4, (1979). 2 Ш. Е. Бозоян. Изв. 
АН СССР, Техническая кибернетика, 1978, №6. 3 ///. Е. Бозоян, Изв. АН СССР, 
Техническая кибернетика, № 1, 1981. 4 Lukasiewicz, Coll. Intern. Centre. Nat. Rech. 
Sd., vol. 36 (1950).
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Р

кХХШ 1981

УДК 517.948

МЕХАНИКА

Г. И. Кресин, В. Г. Мазья

О принципе максимума для систем Ламе и Стокса в полупространстве

(Представлено чл.-корр. АН Армянском ССР О. М. Сапонджяном 12/1 1981)

В настоящей работе рассматривается первая краевая задача для 
систем Ламе и Стокса в полупространстве /?™ = (х = (хг ..., хш): 
:Хт>0|. Найдена точная константа в неравенстве

|и(х)|<К||и|Х/п-0||с(Л™-1), (1)

где а и—вектор перемещений или вектор скорости.
Неравенство (1) представляет собой частный случай известного 

принципа максимума Миранда — Агмона (1֊3), однако вопрос о точной 
константе, по-видимому, не изучался. Из формулы для константы К 
следует, что классический принцип максимума для систем Ламе и 
Стокса не имеет места.

Рассмотрим в полупространстве систему Ламе

թձ«փ(ճփ|ւ)£гад = О (2)
и систему Стокса

— gгadp = O, с11уп = 0, (3)

с краевым условием

(4)

где К, р —постоянные Ламе, >—кинематический коэффициент вязкос
ти, /— ш-компонентная вектор-функция из пространства С*}/?՞*՜1).

Решением задачи (2), (4) назовем вектор-функцию и^С' (А’"’), 
допускающую оценку О(|лг|1-/П). В случае задачи (3), (4) под реше
нием будем понимать пару (и, р), где и — вектор-функция, подчинен
ная тем же условиям, что и в случае задачи (2), (4), а р—скалярная
функция из р(х) = О(|л|-ш).

Как известно (см. (4>5), задачи (2), (4) и (3), (4) однозначно
разрешимы и имеет место представление
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/(/Му'. (5)

Здесь и далее: <»т —площадь единичной (/п-1)- мерной сферы 5'п՜1;
у = (у', Ут). У =(У1. •••. Ут-|); *=1 для системы Стокса и * = (> + 
+^)(^4*3^)՜1 для системы . 1аме, а .Мж—(т\т)— матрица с элементами

(У/-^)(у/֊ху)

Основной результат работы содержится в следующей теореме.
Теорема. Для точной константы в неравенстве (1) имеет 

место формула

я /2

У /(1—ж)։-|-тх(тх—2х4-2)со5*9 

о 
(6)

и при х=/=0 справедливо неравенство /С>1.
В случае х = 1, т, е. для т-мерной системы Стокса,

Прежде чем доказать эту теорему, сформулируем ее следствия, 
относящиеся к двумерному и трехмерному случаям.

Следствие 1. При т = 2 точная константа в неравенстве 
(1) имеет вид

(26—3)!! 2
2*/?!

где Е— полный эллиптический интеграл второго рода. В частное 
ти, при т = 2, х=1.

Следствие 2. Если т = 3, то

1 / (I֊*)1 .
^=7г( 1+2*4-7т7=йГ։о& 2 \ У Зх(х4-2)

в частности, К = 3/2 при т = 3, х=1.
Доказательство теоремы. Пусть -к фиксированная точка 

из Найдем норму отображения С(Х?т֊|)Э/■*•

Очевидно,

т н(х) /(/)
2
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что экстремум поЗдесь М‘—транспонированная матрица Л4։. Ясно, 
/, |/|=с1, достигается на вектор-функции

Поэтому

Используя определение матрицы Мх, получим
в 11/2£ (У/—*/)

2

(8)

Обозначим через нижнюю половину единичной сферы в
/?'” с центром в точке х и через пересечение 5"*՜* с вектором 
у—х. Подставляя (8) в (7), получаем

1—х -/пх(/пх—2х-|-2)(£—х, г)2
1|2

Так как подынтегральная ункция четна относительно х, то
42

||«(х)|| = —$ир | | 
шт И-։ 3

$«-։

х)2Ц-АИх(^х — 2х֊|-2)(Р

Следовательно,

К— --- Бир
Ш/п И-’

3)֊Т т*(т*—2х т2)соб20
1|2

^(5),

где 6—угол между х и г. Так как последний интеграл не зависит
от г, то

(1 _х)*-|-/ях(тх—2х4-2)со820
1|2

81п'"-20Х
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1 — Հ — Д Ռ
X տ1ո^ Յրձ * • . ՏհւՕՀ;յ—Յճ/ծճքՕլ . . , с/Հյտ~շ = — / |1 շ ( տյււ*<ք (1քՀ յ 

տրո \fc-l յ /
0

(1 — х)«-|-/лх(/пх—2х 4- 2)(?ՕՏ26
12

տ1ո'"--6Ժ6 =

(1—х)։ 4- րոտՀրո*—2х4-2)соз’6
1/2

տ(ո՞*՜26մ9.

В частности, при т=2 и /п = 3 получаем, соответственно,

(1—/.)*—4хсоз29
1/2

Ժ6;

г/2 
րI

ՀՀ 

о

(1-х)2-!֊ Зх(х-|-2)сО520
1/2

տւ՚ոՕմՕ.

Покажем, что при х^О имеет место неравенство 
соз8у=0, + 1, то справедливо строгое неравенство

К> 1. Если

Значит,

((I—х)2-ргих(/Ях—2х4֊2)сО5?9)։/2>1~х-|-/Ях • СОБ^.

Теорема доказана.

Николаевский вычислительный центр

Գ. Ի. ԿՐԵՍԻՆ, Վ. Գ. (ГОДЛИ

Մւս քս|ոք ււ ւ։ք|։ սկպբունքր Աս։11փ և Սսւոկսի քւամակւսր^Լրււ քւամսյր՝ կիսաւոարւսծությսւն մեջ
Դիտարկվում է առաջին եզրային խնդիրր 1Ո -չափանի Լամեի և Ստոկսի 

համակարգերի համար կիսատ արածության մեջ։ Գտնված է հաստատունի 
ճ2հրՒտ արմերը

\и(х)\^К\\и\Хт^\С^т ։)

^հավասարության մեջ, որտեղ Ա- տեղափոխո։ թյան կամ արագության վեկ֊ 
տ"րն է,

Գ՝տնված հաստատունի արմեքն Լ
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г|2

wx—2x4֊2)cos2G
IP 

Տ1ոա-շ6ճք9,
о

որտեղ' X — (k -f- |l ) (ճ ՜ք"3|1) Լ *=1 համ ւ 
համակարգերի համ ա ր։ 1Г տսնավորաւգե

4 3
К — — , ^*րր Ո~Ղե К — — , ^րր т -

ատ աս խանաբար Լամեի և иաոկսի 
1/տոկսի համակարգերի համար

; էէոաչափ տարած ու իէ քան մե\< Լա-

log 1— x

Հոդվածում ապա 
մ ակարդերի համար տ h q fl tm

այսինքն Լամեի և U տոկս ի
>քսիմ ու մ ի սկզբուն բր I

Л ИТЕРАТУРА— ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 S. Agmon. I. Comm. Pure Appl. Math., vol. 10, 179—239 (1957). ’ C. Miranda. 

Ann. Mat. Рига Appl., Ser. 4, vol. 46, 265—311 (1958). 3 Б, В. Шульце, Сиб. мат.
журн., т. 16, № 2 (1975). * В Д. Купрадзе, Т. Г. Гегелиа, М. О. Бошелейшви.щ и 
др Трехмерные задачи математической теории упругости и термэупругости. Наука. 
М., 1976. 5 О. А. Ладыженская, Математические вопросы динамики вязкой несжимае
мой жидкости. Наука, М., 1970,



^ЗМЦЛиЪ иил ЧФЗПЬР'З пьъъьрь ицилыгьизь аьмпьззъъг 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ЬХХШ ” '1981 ~՜

УДК 539.375

МЕХАНИКА

С. А. Назаров

О показателе сингулярности напряжений для трещины при сцеплении 
участков ее берегов, сгущающихся к вершинам

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н X. Арутюняном 3/11 1981)Исследованию показателя сингулярности напряжений вблизи вершин трещины или угловых вырезов, имеющему большое значение в механике разрушения, посвящено большое количество работ (см. (1՜3) и др.). В данной заметке изучается влияние частичного закрепления берегов трещины вблизи ее концов на указанный показатель. При этом предполагается, что в логарифмическом масштабе участки сцепления берегов расположены периодически. Получены асимптотические формулы для вектора смешения и тензора напряжений. Исследуется показатель сингулярности напряжений в двух предельных случаях—когда размеры зоны сцепления исчезающе малы и когда сцепление почти полное.Пусть й0—подобласть R2 с гладкой (класса С®) границей содержащая отрезок Г = {л£/?*: х8^0, кЛ^!}. Положим 21 = !20ч Г и обозначим через 2в, з£(0, 1), областьа.=с,и и М’). (>>л-Лгде Л/—натуральное число, △«(*) = {*€/?*: л Но£(1 — к]|)/Л€((а~ 1)/֊» (1-«)/2), х2 = 0}, а>1.В области 2. рассмотрим задачу классической теории упругости:
Ди-|-(1— в й.,з1։(и) = а22(и)=-0 на (2)и = 4* на где и—вектор смещений, — компоненты тензора напряжений, 4*—заданное на внешней границе смещение. Исследуем асимптотику вблизи точек ( ±1, 0) решения задачи (2). Достаточно ограничиться левым концом (—1, 0) трещины. Введем полярные координаты (г, 5) с центром в ( — 1, 0) так, чтобы верхний и нижний берега разреза задавались уравнениями 9=+0.
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Как и в (1-а), для рассматриваемой задачи показатели в асимптотике и при г-*0 являются собственными числами некоторой краевой задачи с комплексным параметром. В случае угловых точек это краевая задача для обыкновенного дифференциального уравнения. Здесь же возникает краевая задача в прямоугольнике с разрезом.Введем множества Л’ = {(/, 0):/£(—а/2, а/2), 0£( —к, к)} и Та = {(/, б): //(1 — з)£| — л/2, а/2|, 0 = 0} и рассмотрим краевую задачу

на (3)Вектор и = (Ц. и2) удовлетворяет также условиям периодичности на сторонах прямоугольника К. В (3) дифференциальные операторы 2рц задаются равенствами

Вектор U имеет смысл вектора смещений, записанного в координатах (С 0) ==(logг, 0), а правые части выражений (4), умноженные на ехр ( — /),—компонент тензора напряжений в этих же координатах.Теорема 1. Собственные значения краевой задачи (3) яв
ляются изолированными значениями на комплексной плоскости и 
образуют периодическое вдоль мнимой оси семейство точек с пе
риодом 2~а (т. е. числа к и i.-\-2~ai являются собственными одно
временно).Обозначим указанные собственные числа, лежащие в полуполосе: Re>.>0, 1пй£[0, 2^а)}, через /1։ . . .;Ф^1՛01, . . ., Ф<’/'0)—собственные, а {Ф/Л?}р։,» • присоеди- / Л— Iненные векторы краевой задачи (3), соответствующие собственному числу X/. Будем считать, что эти векторы образуют каноническиежордановы цепочки.Теорема 2. Для энергетического решения и£ 1Г4(2.) задачи (2) справедлива асимптотическая формула

(иг, щ)(г. 0) = и(Л1)(г, 0)4-c/„(x)(cos0, —sinB) Tca;(x)(sin0, cos0)4-
М

+ С(х) 2
/-* <7-1 J-0 Л-0 k\

(log г)* Фум-Л,(1о£ г, 0)-
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Здесь е1։ г2, с^—постоянные, зависящие от ф; функция из Су(/?2), равная единице в малой окрестности точки ( — 1,0); функ
ции Ф^'Р)(С °) считаются продолженными по периодичности на 
все значения переменной I, .VI произвольное натуральное число՛ 
(иг, и*)—вектор перемещений, записанный в полярных координа
тах; для вектора и{Л,) при любом положительном о конечен ин
теграл

r2(8-ReA^)( | vU(.M)|> + Г-г |U(M)|2)^y

Из приведенной теоремы вытекает, что порядок А сингулярности напряжений в точках (±1, 0) имеет значение Re^—1. Его отыскание связано с нахождением собственных чисел несамосопряженной краевой задачи. Следующая теорема посвящена рассмотрению двух предельных случаев —а->0 и а->1, что соответствует исчезающе малым размерам зоны сцепления и почти полному склеиванию берегов. При помощи рассуждений, аналогичных приведенным в статьях (4>5) (см. также (6), где предложен общий алгорифм построения асимптотики решений эллиптических краевых задач при иррегулярном возмущении области), конструируется асимптотика А при а-*0 и а—1.Теорема 3. Справедливы соотношения՝.Л=-1/2 Ф2(а log (2/а))-1 4֊ O(|log(a/2)|֊a), а->0,* (1-- ( X 2х֊! 1 I . ХЛ//։ 1Л = — :------ — тах------- , —— .1Н֊О((1-а)3), а-*1.32 Ь>-1 х+1 )Здесь /=3—4>; а, а—параметры, входящие в определение (1) области 2в.
-Ленинградский государственный

университет им. А. А. Жданова >

U. Ա. ՆԱԶԱՐՈՎճեղքի համար նրա ափերի տեղամասերի կցման ղեւղէում զազաթի մոտ խտացող լարումների եզակիության ցուցիչի մասին
Բերվում են ճեղքի գագաթի մոտ, որտեղ ափերի տեղամասերը կցված 

են իրար, ասիմպտոտական բանաձևեր լարումների և տեղափոխությունների 
համար։ Լարումների եղակիության ցուցիշը ուսումնասիրվել է երկու սահմա 
նային դեպքերի համար, երբ ճեղքի ափերի կցման հատվածները շատ փոքր 
են և երբ միացումները մոտենում են ճեղքի ափերի լիովին կցմանը։
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ЭЛЕКТРОМЕХАНИКА

Академик АН Армянской ССР А. Г. Иосифьян, Г. Л. Арешян

Основы теории синхронных емкостных машин 
переменного тока

(Представлено 14/УП 1981)

Электрические машины в зависимости от принципа осуществле
ния (реализации) взаимного преобразования механической и электро
магнитной энергий подразделяются на два больших типа:

а) индуктивные (магнито-индукционные) электрические машины;
6) емкостные (электро-индукционные) электрические машины.
В электрических машинах индуктивного типа в соответствии с их 

принципиальными конструктивными особенностями преобразование 
электромеханической энергии осуществляется в основном за счет из
меняющегося магнитного потока взаимоиндукции, а влиянием элек
трических потоков взаимоиндукции на процессы преобразования в 
машинах этого типа можно пренебречь. В основу построения теории 
электрических машин индуктивного типа положена матрица индук
тивностей электрических цепей машины, состоящих из обмоток. В 
электрических машинах емкостного типа (электрические цепи обра
зованы электродами) преобразование электромеханической энергии 
осуществляется в основном за счет изменяющегося электрического по
тока взаимоиндукции, а влиянием магнитных потоков взаимоиндукции 
на процессы энергообмена в этих машинах можно пренебречь. В осно
ву построения теории емкостных электрических машин должна быть 
положена матрица емкостей электрических цепей таких машин. Ука
занные два принципа энергообмена в электрических контурах были 
исследованы в работе (*), из которой следует, что возможна реали
зация и третьего типа электрических машин, которые можно будет 
отнести к индуктивно-емкостным электрическим машинам, в которых 
при энергообменных процессах существенную роль будут играть оба 
потокосцепления—как магнитное, так и электрическое. Теория таких 
машин должна базироваться на использовании одновременно матрицы 
индуктивностей и матрицы емкостей. В настоящее время вся мировая 
электромашинная энергетика (генерация электрической энергии и ее 
преобразование в механическую) практически базируется только на 
электрических машинах индуктивного типа, для которых имеется раз
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работанная и проверенная на практике общепризнанная теория, ох
ватывающая машины переменного и постоянного тока. Хотя конст
руктивная реализация электрических машин емкостного типа была 
осуществлена почти одновременно с машинами индуктивного типа, 
однако ввиду целого ряда специфических особенностей эти машины 
не получили широкого распространения и применения, чем очевидно 
можно объяснить отсутствие до сих пор основ общей теории емкост
ных машин переменного тока (*՜6). Что касается машин индуктивно
емкостного типа, то здесь предстоит разработка как их конструктив
ных реализаций, так и соответствующей теории. Авторы разработали 
основы теории емкостных машин переменного тока с использованием 
общей методологии, принятой при исследовании индуктивных машин 
переменного тока, основные положения которой даются ниже.

Основные уравнения емкостных машин переменного тока (син
хронных и асинхронных) в матричной записи для натуральных пере
менных имеют вид:

Q=Ct/, /=-^ I„=GU, /=/«+/„ (1)
at

где соответствующие матрицы представляют: Q(nXI)—электрические 
заряды (электрические потокосцепления), С(пхп)—собственные и 
взаимные емкости, U(nX 1) — напряжения на электродах и зажимах 
машины, /(яХ1)-токи электродов, /л(аХ1) —межэлектродные токи 
проводимости, G(nXrf)—межэлектродные проводимости, /г(пХ1)—
токи генерации, они же токи, поступающие во внешнюю цепь при 
генераторном режиме машины. В двигательном режиме токи, посту
пающие из внешней сети в машину —

На основе (1) получаем

!*2-+G</ = -/„
dt

— = -ви-с-ч, 
dt

дифференциальные уравнения

^2- = -AQ-L 
dt

———Dl-\-A^—(A~4,)
dt dt

(2)

где матрицы А, В, С однородных дифференциальных уравнений
ражаются через матрицы емкостей и проводимостей и равны 

/НС \ _ . . dA 1
A—GC՜',

вы-

(3)
dt

При этом предполагается, что матрица емкостей С является неосо
бенной матрицей во всем диапазоне изменения угла 7. Угол 7 опре
деляет положение ротора относительно статора, выражается в элек 
трических градусах и связан со скоростью вращения ротора

/ р
I vdt -|- 70.
о

Электромагнитный момент емкостной машины
ОО



и, (4)

где £7'—транспонированная матрица напряжений, р— число пар по
люсов.

Уравнение движения ротора
2 
р (И*

— М РН, (5)

где /—момент инерции, Л4ВН —внешний момент.
Система дифференциальных уравнений (2) совместно с диффе

ренциальным уравнением движения инерциальных масс (5) описыва 
ют в общем случае стационарные и нестационарные режимы емкост
ной машины переменного тока.

Поскольку уравнения (2) емкостной машины, записанные для на
туральных переменных, являются дифференциальными уравнениями с 
переменными коэффициентами и их решение затруднительно, то воз
никает необходимость исследовать вопрос возможности перехода в 
пространство новых переменных, для которых система дифференци
альных уравнений записывается с постоянными коэффициентами.

Доказана следующая
Теорема преобразования. Если емкостная электричес

кая машина переменного тока такова, что:
а) ее матрица емкостей С(ч) (7 — угол положения ротора от

носительно статора) обладает следующими свойствами:
1 ) является непрерывной периодической матрицей в интер

вале 0^7«^оо;

2 ) имеет непрерывную периодическую производную ------  в

интервале^О^^оо; ‘
3 ) определитель (1е(С(*;) ограничен по модулю снизу положи

тельной постоянной, т. е. матрица С(^) является неособенной 
для ^0; ’ .

6) ее матрица проводимостей С либо обладает теми же 
свойствами, что и матрица С(?), либо в частном случае

4 ) является неособенной постоянной матрицей, то эти условия 
являются необходимыми и достаточными для существования преобра
зования в новые системы координат с новыми электрическими заряда
ми, напряжениями и токами, в которых система дифференциальных 
уравнений электрических цепей такой машины при постоянной скорос
ти вращения ротора записывается с постоянными коэффициентами.

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательству 
соответствующей теоремы для машин переменного тока индуктивного 
типа (7). 3'

Такое -пространство новых переменных, как и для индуктивных
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электрических машин, будем называть пространством Горева —Пар
ка. Переход к новым переменным осуществляем с помощью матриц 
преобразования Ляпунова Ла и Л& размерностью (лх«)

(2 = Лпф*, 4/=Ла4/*, /=Ла/ф
(6)

где С*. 4/*, /<, Л», /п< — матрицы-столбцы новых переменных в прос
транстве Горева—Парка.

Все 
менного 
теоремы

известные авторам реализованные емкостные машины пере
тока—многофазные и однофазные удовлетворяют условиям 
преобразования. Производя необходимые преобразования.

получаем для емкостных машин, которые удовлетворяют теореме, 
следующие выражения для матриц в новом пространстве:

О* 12(7^ Н(7#о

*0 Л^СЛЪ

где постоянные матрицы соответственно названы С#—матрица емкос
тей, (7*—матрица проводимостей, С7+о—частичная матрица проводи
мостей, £2-матрица вращения.

Уравнения (I) соответственно Преобразуются в

= /. = - ^(8)
а/

В пространстве Горева—Парка ток электродов получает до
полнительную составляющую, обусловленную матрицей вращения 12. 
Эту составляющую назовем матрицей токов вращения

= = (9)

С учетом (9) выражение токов электродов примет вид:

/ (10)
* (Н

Основные дифференциальные уравнения емкостной машины в прост
ранстве Горева—Парка для электрического потокосцепления и на
пряжения имеют вид:

(11)

(11



Применим полученные уравнения для случая трехфазной сим
метричной синхронной емкостной машины, статор которой состоит
из 3£ азных электродов, занимающих в электрических градусах уголV

В

։э = ‘п/3 радиан, а ротор содержит электроды возбуждения с углами 
а;֊ (полно-электродная машина).

Матрицы емкостей и проводимостей такой машины будут

#000 
0 £ 0 0 
0 0 £ 0 
0 0 0 £/

(12)

Элементы матрицы емкостей равны:

ьь — Ссс Са СОП$1, Ссь~ П = С0П81,

Са(— С/а — С1СО8 7» Сь(֊-С/ь— С\со8(7 р) > Сс/—С(с-----С1СО8('[ ("р)»

С//’-= СОП8(, р = 2п/3.

Матрицы натуральных переменных

Q — (Ца У Ь Цс У г), I— ■ - (11и Иь ис Н/) (13)

Индексами а, Ьу с, / обозначены величины трех фаз и цепи воз
буждения. • :: .т' ад О&нИ

Матрицы уравнения (12) удовлетворяют условиям теоремы пре
образования.

Переход в пространство Горева—Парка для такой машины 
осуществляется матрицами Ляпунова вида:

1 соэ 7 з1п т 0
1 СО8(7—р) 81п(7֊р) 0
1 соб(7 гр) 81п(74-р) 0
0 0 0 1

1 соз 7 б!п 7 0
1 соэ(7֊р) 51п (7—р) 0
1 С08(7֊Гр) 81п (7֊Нр) О
0 0 0 3/2

(14)
Переменные в новом пространстве снабжаем индексами 0, (1, ду г.

I* -(^о^^^)»
(15)

Переход от этих переменных к натуральным переменным задается 
уравнениями (6). Обратный переход осуществляют уравнения (16)

Л-

Обратные матрицы Ляпунова имеют вид:

(16)
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1/3 1/3 1/3 о
п-։ = 2/ЗСО87 2/Зсо«(Т-?) 2/3 СО8(7+р) О .....

“ 2/35|п 7 2/381п(7-р) 2/3։1п(ттр) О • ' ''
ОО 0 1

Матрица Лу1 отличается от матрицы Л՜1 элементом в правом ниж
нем углу (/ = /=4), который равен 2/3. Производя вычисления в со
ответствии с уравнениями (7), получаем матрицы в пространстве 
Горева — Парка

Со О О О
О Csc О -N
О 0 Сзс О
О -N О Сг

О ООО
О 0 и) О
О —о> О О
О ООО

где элементы новых матриц равны:

g О О О 
О g О О 
О 0 я О 
0 0 0 g,

g о о оО g шС*с о
О — u>Cif g ш/V
0 0 0 g,

Cfc Са—п, ;У=3/2С։, С г 3/2 С//,

(18)

(19)

g, —3/2 gf.
При постоянной скорости вращения const) матрицы Q и
(7* совместно с матрицами С* и G*o являются постоянными матрица
ми и, следовательно, дифференциальные уравнения емкостной маши-
ны в новом пространстве имеют постоянные коэффициенты.

Уравнение Q+ —для составляющих примет вид:

Чо~ Ы О» Qd ~ CscUd~~ f֊ г | 
(/</ ֊= Csc^ (J1 Яг~ — Ud~\~Cd֊ г

(20)

Уравнение dU 
dt

(см. второе уравнение системы

(11)) в развернутом виде будет:

Со —= Са ֊Г 2^,

dU0 
° dt

SC

SC

dUd 
dt 
dUQ 
dt

dU 
dt

(21)
= — ш

л dUd
A ----------

dt
dU 
dt

Последнее уравнение системы (11) в явном виде будет.
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- — =(^)?о+^п>

сП

а/

— *֊~ = (и>₽1)^ + (^1^)^<7 + (1О?»)^/ + /г<7 

сП

- =(^1^г)^-Н(^2^)^ + /гг

сП

(22)

где обозначены

О '֊'О ’ ус •

21
№

а — 1-------------
(^Г СуС) Г

п

(23)
Не выписывая в явном виде остальные уравнения, которые не труд
но получить, имея (18) и (19), приведем выражение для электромаг
нитного момента в переменных нового пространства.

Преобразовывая уравнение (4), получаем:

Л1„,= - —/> ЛГ и,и, = - -р(<7«^-<7^,). (24)
2 2

В (24) используются амплитудные значения переменных напряжений 
и зарядов.

В заключение рассмотрим симметричный стационарный режим 
трехфазной синхронной машины.

Для стационарных режимов все производные новых переменных 
по времени равны нулю. Для симметричных режимов переменные 
нулевой последовательности равны нулю. С учетом этих обстоятельств 
вместо уравнений (21) получаем, вводя комплексные векторы в плос
кости с! и <7, аналогично векторным диаграммам синхронных индук
тивных машин

С/= иц/ДЛ/, /г = ^г^4'7^г</ У — ՛/— 1 (2^)

^/74-/и>С5Гб/4и)т+Л = 0. • (26)

Вводя вектор эдс холостого хода
- М
Е^Е^ — и г, (20

получаем векторное уравнение емкостной синхронной машины

и = Ео + /X/Н-/е и\ (28)

где — ^(шС^)՜1.
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Последнее уравнение позволяет легко построить векторные диаграммы 
синхронной емкостной машины. Из этих диаграмм следует, что при 
активно-емкостной нагрузке автономно работающего синхронного 
емкостного генератора напряжение на зажимах и по модулю меньше, 
чем эдс холостого хода Ео. Реакция якоря в этом случае носит «раз- 
заряживающий» характер.

Ереванский политехнический институт

Հայկական Ա1Ա ԴԱ ակադեմիկոս Ա. ‘Լ- ԻՈՍԻՖՑԱՆ, Դ. Լ. ԱՐ Ь Г, ՅԱՆ
Փոփոխական հոսանքի ունակային սինխրոն մեքենաների տեսության հիմունք ներբ
Տրված են փոփոխական հոսանքի ունակային մեքենաների հանրահաշ

վական և դիֆերենցիալ հ ա վա ս ա ր ու մն ե ր ր մատրիցա լին տեսքով։ Բերված է 
մեքենայի էլեկտրամագնիսական մոմենտի արտահայտությունը։ Ապացուցված 
է ձևափոխմ ան թ եո րեմ ր ։ ք^եորեմր ցույց է տալիս այն անհրաժեշտ և բա
վարար պայմանները, որոնց պետք է բավարարեն էլեկտրական մեքենայի 
ունակության և հ ա ղո ր դա կ ան ո ւթ յան մատրիցաները, որպեսզի ունակա յին մե
քենայի փոփոխական գործակիցներով գիֆերենցիալ հավասարումները ձե֊ 
վափոխվեն հաստատուն գործակիցներ ունեցող դիֆերենցիալ հավասարում
ների, որտեղ օգտագործվում են նոր փոփոխականներ։ Նշված ձևափոխու
թյունը կատարվում է էյապունովի մատրիցաների միջոցով։ Աշխատանքի այդ 
մասի տ ե ս ո ւթ յուն ր վերաբերվում է սինխրոն և ա սինխրոն ունակա յին էլեկտրա
կան մեքենաներին։ Բւնակային սինխրոն մեքենայի համար տրված են համա
պատասխան հավասարումները։
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» А. Г. Иосифьян, ДАН АрмССР, т. 67, № 4 (1978). 2 Л. С. Полотовский, Емко

стные машины постоянного тока высокого напряжения, ГЭИ, 1900 1 Электростатиче
ские ускорители заряженных частиц. Под ред Вальтера А. К, АЕ, 1963. 4 Ф. Гэнэ- 
сеску, Р. Крамарюк, Электростатика в технике, АЕ, Энергия, 1980. ' И. П. Копылов, 
Применение вычислительных машин в инженерно-экономических расчетах, М, Выс
шая школа, 1980 6 А. А. Бальчитис, Емкостная подобласть индукционных процессов 
преобразования потоков энергии, Минтис, Вильнюс, 1973. 7 Г. Л. Лрешян, ДАН 
АрмССР, т. 56, № 4 (1973).

61



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Сххш - 1981 1

УДК 612.015.1; 616 8-085.83

ФИЗИОЛОГИЯ

Л. А. Матинян, Р. А. Чилингарян, Г. К. Маркосян, 
Л. С. Маркосян

Форез иммобилизованного трипсина посредством 
диадинамических и синусоидальных модулированных токов

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР В. В. Фанарджяном 6/1II 1981)

Как известно, в последнее время все более и более расширяется
область применения иммобилизованных ерментов, по ряду показа-
телей превосходящих нативные ЭС ерменты—так, иммобилизованные

I

т

ферменты обладают высокой термостабильностью, низкой токсично
стью, не вызывают иммунологических реакций, кроме того, они обла-
дают пролонгированным действием и выводятся из организма значи
тельно медленнее нативных ферментов (1-5); заслуживает внимания 
также их более высокая по сравнению с нативными ферментами тера
певтическая активность (зв՜®) показанная в эксперименте.

В настоящее время наряду с другими проблемами применения
иммобилизованных ЭС ерментов представляет интерес разработка спо1

г

собов введения их в организм. Одним из этих способов является элек-
трофоретическое введение ферментов. В нашей предыдущей работе
(10) мы изучали форез нативного трипсина, а также форез иммоби
лизованного трипсина под действием гальванического тока; продол
жая наши исследования в данной работе, мы исследовали в экспери
ментальных условиях эсрорез иммобилизованного трипсина под дейст
вием диадинамических и синусоидальных модулированных токов.

Для изучения |)оретической подвижности трипсинаЭС нами были
проведены ЭС изико-химические исследования согласно методическим
указаниям В. С. Улащика (п՜15).

Исследования проводили в трехкамерной электролитической ячей
ке Бойцова—Улащика, обеспечивающей условия, близкие к прижиз-
ненному электрофорезу.

В качестве объекта исследования мы использовали иммобилизо-
ванный трипсин, полученный путем иммобилизации нативного кри
сталлического трипсина рирмы «Спофа» (ЧССР) на растворимом
сополимере—поливинилпирралидона и акрелеина (|6).

Раствор трипсина приготовляли ex tempore из расчета 10 мг на
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15 мл. В качестве растворителя использовали боратный буферный 
раствор с pH 8,9—9,0.

Определение протеолитической активности трипсина проводили по 
методике Эрлангера в модификации Шатсрникова (17). Трипсин опре
деляли в исходном растворе при каждом его приготовлении и в раст
ворах всех трех камер после проведения фореза.

В качестве мембраны использовали хроматографическую бумагу 
типа «Фильтрак» FN—4 (ЧССР).

Для проведения рореза применяли препараты «Диадинамик» и
«Амплипульс—4». Полученные результаты подвергали статистической 
обработке.

Нами было поставлено всего 465 опытов. Из них в. 225 изучался 
форез иммобилизованного трипсина под действием синусоидальных 
модулированных токов (СМТ) в выпрямленном режиме, в 195—фо
рез иммобилизованного трипсина под действием диадинамических то
ков и в 45 опытах—диффузия, служившая контролем.

Результаты показывают, что иммобилизованный трипсин под 
действием диадинамических токов и СМТ проникает через полупро
ницаемую мембрану в количествах, достоверно отличающихся (Р< 
<0,001) от проникновения при диффузии. При этом иммобилизован
ный трипсин обнаруживается у отрицательного полюса, что подтверж
дает его положительную полярность, обнаруженную нашими преды
дущими исследованиями (10).

Показано также, что электрофоретическая проницаемость иммо
билизованного трипсина под действием СМТ и диадинамических 
токов составляет 2,3—4,2 % при различных параметрах тока и вре
мени, что по сравнению с проницаемостью нативного фермента в 
аналогичных условиях в 1,5—2 раза меньше (10).

Уменьшение электрофоретической
ванного трипсина объясняется наличием 

проницаемости иммобилизо- 
как полимерного носителя,

так и заряда иммобилизованной системы. Такая же разница была 
нами обнаружена при сравнительном исследовании электрофорети
ческой подвижности иммобилизованного и нативного трипсина при 
воздействии гальванического тока.

Институт физиологии им. Л. А. Орбели
Академии наук Армянской ССР
Институт микробиологии
Академии наук Армянской ССР

Լ. Ա. մ՜ԱՏԻՆՅԱՆ, Л. Ա. ՉԻԼհՆԴԱՐՅԱՆ. Դ. Կ. ՄԱՐԿՈ113ԱՆ, Լ. Ս. ՄԱՐԿՈՍՅԱՆ
1’մ մո բի । ի (լացված տրիպսինի ֆորեցբ դիա դինամիկ հվ սինուսոիդայ 

մոդու|ացված նոսանքի միջոցով
Ուսումնասիրվել է, իմ մ ոբիւիղացված տբիպսինի ֆորեդր Վ. Ս. Ուլաշչիկի 

մեթոցով ("՜րյ) ղիաղինամիկ և սինուսոիդալ մոռացված հոսանքի աո- 

կա յութ յան պ ա յմ անն Ь բուս ։
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Տրիպ սինի ակտիվությունն որոշվել է իրլանղերի — Շատ երնիկովայի մԼ, 
վ (")՛

թնղամենր ղ ր վե լ է 465 փորձէ
Հաստատվել է, որ լուծելի սոպոլիմ եր պ ո լի վին ի լպի ր ո լի ղոն ի և ակրելինի

վրա իմ մ ո բ ի լի tfW ց ված բյուրեղա յին տրիպսինր, ղինամիկ (աղ.

սոիղալ մ ո ղուլա ցվ նբի աոկ ա յության պայմաններում

փանբում է կ ի и ա թ ա ւի ան ց ե լի թաղանթի միջով և շարժվում է 

1 > 2) և սին ու֊ 
(աղ. 3) թա. 
դեպի ղրական

բևեռւ
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