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МАТЕМАТИКА

А. А. Вагаршакян

О приближении многочленами с несимметрической весовой рункциеи18

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 3/1 1981)

Обозначим через Ср(—о©, + оо) пространство непрерывных функ­
ций, удовлетворяющих условию

11 гп /(х)е~р№=0,

где /?(х)>0—неубывающая функция. Норма элемента / вводится 
следующим образом:

В дальнейшем мы будем рассматривать только те пространства 
Ср(-оо,4-сс), к которым принадлежат все многочлены.

Настоящая заметка посвящена следующей задаче: при каких 
условиях на весовую функцию р(х) многочлены всюду плотны в 
пространстве Ср(—о©,-+-е©)? Приведенная задача для широкого клас­
са четных весовых функций была исследована С. Н. Бернштейном 
(1>2). После работ С. Н. Бернштейна этой задачей интересовались 
многие математики, с результатами работ которых можно познако­
миться в обзорных статьях М. М. Джрбашяна (э), С. Н. Мергеляна 
(4) и Н. И. Ахиезера (5).

Мы рассматриваем случай, когда р(х) не является четной унк-•8

цией. Отдельные конкретные случаи нечетной весовой функции были«I.

рассмотрены в работе И. О. Хачатряна (’).
Теорема. Пусть весовая функция р(х) имеет вид

Р(Х)^
а|х|, при 

при
х<0 
х>0,

где а>0—некоторое число, а <7(х)>0—логарифмически выпуклая 
функция.

Тогда многочлены всюду плотны в пространстве непрерывных 
функций Ср(—՝со1 -|-о©) тогда и только тогда, когда расходится 
интеграл

259



I с1х — оо 
X™ (I)

Доказательство. Необходимость очевидна, так как в слу­
чае, когда интеграл (1) сходится, многочлены не плотны даже на 
полуоси (0, +оо) с весом е~ч(х) (’). Докажем достаточность. Пред­
положим обратное: имеет место (I), однако многочлены не плотны в 
Ср(— оо, 4-©о). Тогда существует мера такая, что

ос

1

хМц(х) = О, *~0, 1, . . .

Рассмотрим ункцию

£(^)= е<ха’^р(х).

лI

Обозначим
о

^1(^)= Се/Х*^(л),

—ОО

е1хис!п(х).
о

Легко заметить, что аналитическая функция в полуплос­
кости {ш; 1тад<а|, а £2(да) —в полуплоскости {а»; 1т ?0>О}. Следо­
вательно, £(м) — аналитическая функция в полосе 0< 1п1 <а/<а}. 
Заметим, что

£<*)(0) = /ь хкс1\1(х) = 0, £ = 0, 1, . .

Из условия (1) следует, что существует выпуклая, неубывающая 
последовательность {Мл}®-։ такая, что

тах |#(л)('ау)|<Л/„, л = 0, 1.......
|»-/р|<р

где 0<^р<^т1п{а, 1} и расходится ряд (см. (’))

(2)

Рассмотрим функцию /(г) = £(/р — 1ре-г), 
Рег^>0. Заметим, что /(я,(0) = 0, п = 0, 1, ... 
любого п имеет место следующая формула:

определенную при
Очевидно, что для

/1">(г) = V - (ре-1).
к-1

Мы утверждаем, что |Д*,Л| Ск. Действительно, пусть предполагае-
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мое неравенство имеет место для некоторого п и всех Л, 0<^*с/г 
Докажем его справедливость при /х-Н и 0<£<л-|-1. Поскольку

А*,п(ке~*2 /օժ՜ (*+1)7£(* ՛ ։) (хр—ц>е՜2) =

Л

= — Ճ (£Д*.л-НрА*-<։-) л)е~А,^(*>(/р—хре ՜2)—1рАП։Пе-{п+'>2£<п+}}(1р—1ье~2),

то
|^*.л+1| = |£Ль.л 4- хрД*_11Л | >с ЬС*п + С*֊1 < (Հ ։.

Из полученного неравенства следует, что

1/(ո)(շ) I Ճ С'‘е֊™'2 |а(*)(хр — хре-')| < 2"/Ил 
Л-0

и, следовательно,

Л — 1

2ЛМЛ
2"иАЬ1 + ։

В силу теоремы Б. Салинаса (см. (:՛8)) /(г)=0. Поэтому 
Теорема доказана.

Автор благодарен академику АН Армянской ССР М. М. 
Джрбашяну за обсуждение работы и ценные советы.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Ա. 1Լ ՎԱՂԱՐՇԱԿՅԱՆ

I'՝ սիմետրիկ կշոային ֆունկցիայով բազմանգամներով մոտարկելու մասին

ներկա Հոդվածում դիտարկվում 
ներով կշռային մոտարկման խնդիրր՝. 
ներ, որոնք ունեն հետևյալ տեսբր'

ամբողջ առանցքի վրա բազմանդամ֊֊ 
Դիտարկվում են այնպիսի ֆունկցիա֊.

I я|Ч
I

/>(*)=
երր

ЬГР

%<Հ0
Х> 0.

որրոեղ (I >0, 11սկ Տ0 լոպարի քժ մ աէքան ուռուցիկ
են անհրամեշա ե րավարար սլա լմանն եր (ք(^)^ի վրա9 
մանպամներր Ա9!1*! անրնդ^աա ֆ անկցի անե րի

կշոի առկա լուքժ լամ րր

ֆ ունկց իա էր Г'Ьр^гп/

մեջ
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УДК 517.5
ч МАТЕМАТИКА

В М. Манукян

Особенность Карлемана для одного класса рункцииII

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР А А. Талалянс.ч 12/1 1981)

Пусть {?л(х)} —полная, ортонормальная система (ПОНС) в А2[0,11 
и /(х)£/.а[0,1|. Тогда коэффициенты Фурье функции /(х) по системе 
{©л(х)} удовлетворяют условию

л* I

Карлеман впервые установил Ր) существование непрерывной ЭС унк-
ции, коэффициенты Фурье которой по тригонометрической системе 
удовлетворяют условию

У |сл|л = сю при всех թ<Հ2. 
л • 1

(1)

В связи с этим возникло следующее определение (23): функция 
/(х) обладает особенностью Карлемана относительно системы {?л(х)}, 
если коэффициенты Фурье с„=(/, ©л) удовлетворяют условию (1). А. 
М. Олевский в работе (4) установил, что для любой ортонормирован- 
ной полной системы 1<рл(х)| существует непрерывная функция, обла­
дающая особенностью Карлемана относительно этой системы. Им же 
в работе (5) построена ПОНС, относительно которой каждая непре­
рывная функция (кроме тождественного нуля) обладает особенностью
Карлемана.

В настоящей работе для произвольной точки хо£|О, 11 построена
полная ортонормальная система функций в Л2|0,1], для которой каж-
дая функциЯ|/(х) £ ճ2|0, 1|, (ք х 0) непрерывная в точке х0, облада­
ет особенностью Карлемана, причем все функции системы непрерыв­
ны во всех точках отрезка [0, 1] за исключением точки х0. Заметим 
попутно, что ни одна из функций этой системы не могла быть не­
прерывной в точке х0, так как такая функция не обладала бы осо­
бенностью Карлемана, являясь в то же время непрерывной в точке х0.

При построении этой системы используются идеи А. М. Олев- 
ского, разработанные в работе (5).
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Теорема 1. Для произвольной тонки х0£ [0, 1| существует 
ПОНС функций {?п(х)|, определенных на [0, 1] и непрерывных в 
любой точке этого отрезка кроме точки х0, такая, что любая 
функция /(х)€Л*[0, 1] (/ЕсО), непрерывная в точке х0, обладает 
особенностью Карлемана относительно этой системы.

Лемма 1. (Основная лемма). Пусть даны: произвольная 
точка хоС[О,1], ПОНС функций {?л(х)}, определенных на |0,1], и 
пусть функции фл(х) можно представить в виде <рл(х) = /л(х)-К(х) 
я =1,2,... , где / п{х) и *л(х) удовлетворяют следующим условиям՝.

I) /л(х) непрерывны на |0, 1| л = 1,2,... ;

О

II) V |/л(х)|9 равномерно сходится при любом д^>2 и любом 
1

<Д на отрезке (0, а), если х0=£1, на отрезке (а, 1|, если х0=

*л 51П
III)

О,

■ , если 
о

если о,

IV)
л — ։

тогда любая функция /(х)£Л2|0, 1] (/соО), непрерывная в точке 
х0, обладает особенностью Карлемана относительно системы 
{<?«(*)}.

Доказательство. Возьмем произвольную функцию /(х)£ 
£Р(0, 1] (/хО), которая не обладает особенностью Карлемана отно­
сительно системы [?л(х)|, и покажем, что /(х) разрывна в точке х0. 
Так как /(х) не обладает особенностью Карлемана, то существует 

р<^2 такое, что У |с„|*’<<оо, где сп-(/Лл)՛ Пользуясь неравенст- 
л-1

вом Гёльдера, из условий 1 и II получим, что ряд Г п /л(х) схо­

дится к некоторой непрерывной на |0, 1) (в случае х0 = 1 на (0, 1|)
ункции Ф(х),1

3£Т поскольку сходимость осуществляется равномерно
внутри [0, 1) (в случае х0=1 внутри (0, 11), т. е. на любом интервале 
(О, а) (в случае х0=1 на интервале (а, 1]), где 0<^а<^1. Учитывая

также равномерную сходимость ряда У спуп(х) на 10, 1],
л — 1

оь
димся, что ряд У сл<рл(х) равномерно сходится внутри |0, 1) (в

л *• 1 

случае х0=1 внутри (0, 1]). Обозначим сумму этого ряда через 
. *4 **ш диуцЯИмММИИМ

£(х). Ясно, что И £(х) = Ф(х) 4-V Сл ул(х) на |0, 1) (в слу- 
л — 1

чае х0=1 на (0, 1]). Так как Ф(х) непрерывна в точке х0,
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то если функция = 2 сл>„(х) имеет л — I существенный разрыв в

этой точке, то и / (х) имеет разрыв в точке х0. Из того, что /сяО, 
следует существование такого п0, что

сп. =£ 0, сп =• 0 при п < л0. (2)

Рассмотрим случай, когда х0^=1. Возьмем последовательность 
2ло+1

+ ------- и выберем *0 так, чтобы при *>*0 х^ £ 10, II. Для
4*4՜1

произвольных /г^>л0 и Ь>к0 имеем: *
Сп ?л(-^) == с п*п • 51 п 2Пв"ло“1 (4Л -- 1) «г — 0;

сло>л„(х.)=сл<>՝л(> • 51п(2в +1/2)֊= сл„ >„„<?«= 0. (3)

Тогда, учитывая равномерную сходимость ряда с„ ‘„(х) и условия 
л֊ 1

(2), (3), получим

Птф(х*)=2 Нтс,лл(х*) = спчп՝ #=0. (4)
л — 1 к—* **

Возьмем теперь последовательность х#=х04-----и выберем к'
к

так, что при *>*,' х*£[и, 1]. Для таких к и произвольного п имеем

= 51п 2л£~ = 0,

из чего следует, что

Птф(хА) = £ Итсл՝'л(х*)=0.
к—••• л»1 /?—*««•

(5)

Но так как х*->х0, хк-*х0, то условия (4) и (5) показывают, что 
функция ф(х) имеет в точке х0 разрыв II порядка.

2Л«+1 , 1Если же хп=1, то возьмем хл=1—------- и х =1------ . Тем са-
4*4-1 к

мым лемма доказана.
Для доказательства теоремы осталось построить полную орто­

нормальную систему, которая удовлетворяет условиям основной лем­
мы.

Лемма 2. Если в А’|0, 1] даны:
Г) ортонормальная система ограниченных функций {<р,(х)}л ։;
2°) функции * = 1. 2........ Тп0 для произвольных

Г>0 и функции т(х)££.’|0, 1| существуют натуральное число т, 
функции {?л+Дх)}?.։, многочлен Р(х), составленный из функций 

{?г(х)}!'-1,п* такие, что:

I) {<М*)}',.Т ОНС в /ДО, 1];
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т, где /Дх) непрерывны

т П

П Г
111) О, при любом

п

т
IV)

Приведем схему доказательства этой леммы. Дополним систему 
{<рДх)|; непрерывными функциями (в) до ортонормального базиса в 
А2[0, 1|. Разложим ”:(х) по этому базису и возьмем достаточно много 
членов этого разложения так, чтобы полученный многочлен б?(х) 
был достаточно близок к -(х). Присоединив к системе {?/(х)|" те 
элементы базиса, которые также участвуют в многочлене <2(х), полу­
чим ОНС «Дх),... ?л(х), р^х),... р^х).

как векторы пространства А2
п

л 4-1

Рассмотрим эти функции 

. Подпространство, натяну­

тое на эти векторы, обозначим через Л, а его ортогональное допол­
нение — через Н. В Н выберем некоторую ортонормальную систему

ункций и, взяв достаточно много членов этой системы, доопределим

эти функции нулем на О,
п 

/14-1
Вновь полученные функции

вместе с предыдущими составляют ОНС <р։(х),... ®л(х), рДх),... 
... рт(х) в £2[0, 1], причем все функции /?Дх) (1^у=^/п) непрерыв­

ны на К системе функций {Р/(х)]7 применим ортонор-

мированную матрицу Уолша Л/(//г=2/). Получим ОНС ?։(х),...

... ?л(х), яДх),... ёт(х), причем на отрезке опять все

т
функции £/(х) (1^/^тп) непрерывны, а V 

/-1
при любом

24----- < Я <3. Теперь опишем, как строится функция <рл+1(х) в пред-
п

положении, что т = \. (При лт? Д> 1 описываемый ниже процесс пов­
торяется соответствующее число раз.) Функцию ©л+1(х) ищем в форме 
<?п+1(х) = Ф։(х), где нормирующий множитель, достаточно близ- 

" - —
кий к единице, а ^(х) = V а, ?Дх) 4֊ А'Д*) + Ъ (х), где а։ доста- 

/-1
точно мало, <и(х) (1 -^/^п) и #(х) непрерывные функции, достаточно 
близкие соответственно к ^,(х) (1=^/=^л) и £,(х), причем на отрезке

£л(х) = £,(х). Коэффициенты выбраны так,

что функция ф։(х) ортогональна всем <р/(х) (1^/^/?), и числа
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достаточно малы, что возможно получить, решая систему линейных 
п _

уравнений £ —(Я14՜ а171» ?/) 7 = 1,2, ...я и вспомнив,
I 1

что детерминант является непрерывной функцией своих элементов. 
Таким образом можно получить ОНС (ч>/(х)|«+т. Обозначим /*(х) =

— Л —
= + • 2 л и ։'л = а*3Л (1 =5^ £ /и), тогда ©я+*(х) =

<-1
=/»<(*) + '* 7*(х)» причем функции /ь(х) (]^^т) непрерывны на 
отрезке |0, 1|, а *Л( 1 /п) достаточно малы, так что I, II и IV
условия леммы выполняются для системы (x)J**т . Так как /л(х)

достаточно близки к gb(x), a gk(x) = gh(x) на то отсюда

следует выполнение условия III. Заметим, что линейное пространство, 
натянутое на {£/(х)}'“, содержит в себе линейное подпространство, 
натянутое на |^/(х)]/, . Из этого следует, чго С](х) можно представить 
как линейную комбинацию функций ф։(х), ... фл(х), £1(х),... £Л(х). 
Обозначим через Р(х) многочлен, составленный из функций ®,(х) 
(1^/^ п + т) с коэффициентами этой линейной комбинации. Из
того, что функции сря_^(х) (1^/^/п) выбраны достаточно близко к 
К^х) следует выполнение V условия леммы. Система, 
удовлетворяющая условиям леммы 2, построена.

Построение системы {<рл(х)|, удовлетворяющей условиям основ­
ной леммы, уже очевидно. Возьмем счетное, всюду плотное в /.’[О, 1| 
множество функций ~ц(х), последовательность положительных чисел 

( 21' кsin если х 4 х.։ оо ՛ V Гs* таких, что sft < оо, функции у/(х)= о
*~1 ' (0 если х = х0

Построение системы {<р„(х)} осуществим последовательно, пачками.
71 (Л1

Возьмем <р։(х) = Предположив, что после Л-того шага выб-

раны первые Пь функций <р«(х) опишем & 4- 1-ый шаг.
К имеющейся уже ортонормальной системе ограниченных функций 
{?, (*)}?*» к функциям |7л*^(х)|7-1 применим предыдущую лемму, 
взяв е = е* и т(х) = тл(х). Легко проверить, что для построенной 
таким образом системы выполняются все условия основной леммы. 
Заметим только, что полнота системы |фл(х)} обеспечивается V
условием леммы 2 и тем, что множество функции -*(х) всюду плотно 
в Р [О, 1].

Замечание 1. Воспользовавшись замечанием А. М. Олевского
(5), можно, слегка изменив предыдущую конструкцию, получить 
аналогичный результат и для особенностей типа Вейля. Именно,

Теорема 2. Для любой последовательности м(п)-юо и точ­
ки хо£|О, 1] существует полная ортонормальная система функций 
{?л(х)}։ определенных яа[0, 1] и непрерывных в любой точке этого 
отрезка кроме точки х0, такая, что коэффициенты Фурье произ-
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вольной функции f (х) £ I* [О, 
удовлетворяют условию

1| (/со 0), непрерывной в точке л

X
У С ? W (п) — ОО . 
п = 1

В заключение автор выражает благодарность Ф. Г. Арутюняну 
за постановку задачи и ценные советы.

Ереванский государственный университет

Վ. Մ. ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ
հարղԼմանի եասկիութjniGp մի ղաււի ֆ ո ։ է. 1| (յ ի ւս ն Ь г ի համար

Եթե ] '-pn( ) ք ~ք' օրթ ոնորմավորված id"/ սիստեմ է է՜ 
ինչպես հալանի է, կամայական ք (X) ~A'|0, 1| ֆունկցիայի ւեուրլեի tjfipti

կիցների համար V С-п 
Ո - I

՝ա13 х
Ո — 1

ասում են, որ ք (X) ֆունկցիան ունի հարլեմանի եզակիություն
օրթոն որմակորված էրի1ք սիստեմում: 

աչքււատան^ու մ կամարս ШПШ

է Լ2\0, 1 !֊»*■'■ օրթ ոնորմ ավորւքած ֆունկցիաների 1[^ի*( կիստեմ, րստ ոք1ի
զասայապաս / /Հ1՜ [V, 1] քուսզցրա ( / , որս ա
ունի սարքեմ անի եզակիություն՝ րստ ա^ սիստեմի:

о
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2ԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՋԵԿՈԻՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
исхп ТадГ

УДК 519.8

МАТЕМАТИКА

Э. М. Погосян

О разрешимости проблемы адаптации шахматных алгоритмов
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 26/1 1981)

1. В 1950 г. К. Шеннон в (') շվ рмулировал проблему построе­
ния «самоулучшающейся» программы, «вырабатывающей собственные 
принципы игры», которую считал наиболее существенной в шахмат­
ном программировании. Ниже доказывается разрешимость проблемы 
Шеннона, формализованной в виде требования о построении алгорит­
ма итеративной оптимизации шахматных алгоритмов при «разумных» 
ограничениях на стоимость каждого шага итерации. Соответствующая 
проблема выделяется из проблемы адаптации комбинаторных алго­
ритмов при ограничениях типа 1 (ПАКА1), сформулированной в (2), 
снятием требования о строго последовательном усилении гипотез при 
каждом акте их преобразования. Разрешимость же доказывается в 
предположении о том, что класс шахматных алгоритмов задается по­
средством некоторого исчисления с конечным числом правил вывода. 
Последнее позволяет построить процедуру перечисления всех сочета­
ний из сравнительно небольшого числа шахматных алгоритмов и, по­
следовательно проверяя в них наличие более сильного алгоритма, чем 
текущий алгоритм, в пределе с определенной точностью построить оп­
тимальный. Возможность же необходимых локальных проверок сле­
дует из приведенной в (3) теоремы 2, знакомство с которой, а также 
с работой (4) предполагается.

2.1. ПАКА2 определим как проблему, в которой при заданной 
комбинаторной оптимизационной проблеме А, множестве алгоритмов 
и, предназначенных для разрешения А, квазифункцнональном отно­
шении рС2б/х£/ и пороге А*(/) на допустимое число элементарных 
вычислений при построении очередной /-ой гипотезы требуется пост­
роить алгоритм предельных вычислений, моделирующий р. Произ­
вольную ПАКА2, в которой А есть а—приближенная проблема опти­
мального управления в шахматах (ПОУШ), /7—заданное множество 
разрешающих алгоритмов ГЮУ1", 47* —подмножество всех оптималь­
ных в ПОУШ алгоритмов из и и рс=(/Х47*, назовем шахматной 
(ПАКА2'и).
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Отметим, что хотя в ПАКА2Ш предполагается, что од­
нако л в противном случае смысл нижеследующих утверждений 
сохраняется, если вместо оптимальных в ПОУШ решений рассматри­
вать наилучшие из С.

2.2. Покажем, что ПАКА2и1 при наличии процедуры последова­
тельного порождения определенной длины наборов алгоритмов для 
ПОУ'11 становится разрешимой. Ф

Для упрощения дальнейших рассуждений без искажения су­
щества рассматриваемых вопросов вместо величин /' 4-— ука­
зателей выхода из неопределенных зон в теореме 2 из (3) нам бу­
дет удобно оперировать с величинами т = 2 шах (шах !г\, тах#а)4-1 

и т' = 2 шах (шах Г\, тах/!,)4֊1.
/<ег* Лег* • "

Предикатом усиления назовем предикат, который для алгорит­
ма I (с 4-го абсолютного места) и произвольных г других алгоритмов, 
разрешающих ПОУШ, проверяет, проигрывает ли I каждой из г и 
имеется ли среди г алгоритмов такой, который выигрывает не толь­
ко у 4, но также у всех остальных из г.

Как следует из теоремы 2 из (3), выполнение предиката усиле­
ния при г^т является достаточным условием при выборе алгоритма 
сильнее чем 4. ЗЯ

Пусть фд4)—процедура, порождающая по алгоритмов из 
И в ПАКА2Ш такая, что для произвольной г-ки 5 существует 

при которой = Пусть также А(фг, /)—число эле­
ментарных вычислений, необходимое для порождения процедурой 
ф2(4) произвольных г алгоритмов, разрешающих ПОУШ, и проверки 
для них предиката усиления относительно заданного алгоритма 4.

Будем говорить, что алгоритм ш разрешает ПАКА2Ш с точ­
ностью I, если для произвольного предельное решение ш(/)
отлично от истинного решения ПОУШ не более чем на / абсолютных 
мест.

Справедлива следующая
Теорема 1. Произвольная ПАКА2Ш, для которой сущест­

вует процедура порождения ф7(/) при х^т и А*(£) >> ДфДО, разре­
шима с точностью т' 4՜ г.

2.3.1. Итак, вопрос разрешимости ПАКА2Ш нами сведен к воп­
росу о возможности построения порождающей процедуры ФД4) при 
х^т с достаточно хорошей оценкой А(фг, /) на число элементарных 
вычислений при построении 4-ой гипотезы. Покажем осуществимость 
указанной процедуры при некоторых достаточно естественных тре­
бованиях к множеству разрешающих алгоритмов ПОУШ.

2.3.2. Пусть Р(/)—определенный в (5) алгоритм порождения △* — 
наборов длины 1 п. Справедлива следующая

Теорема 2. Для произвольных множества В, с порождаю­
щим алгоритмом ФДл) (&ез повторений) и алгоритм фЛ0
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такой, кто Ы1)={Ы1)...... Ф,(г)} и ЫОЧ'М'О,
•••>+։((Г'7,1(/—С,'2'))*->)} при С* и п^>г, порождает все
х-ки из В (без повторений).

2.3.3. Опишем порождающую процедуру для класса разрешающих 
алгоритмов ПОУШ, выделяемого при предположениях достаточно об­
щего типа.

Как следствие гипотезы об оптимальном в ПОУШ алгоритме на­
ми в (2) был определен класс алгоритмов В, которому предположитель- 

՛ но принадлежит оптимальный. Каждый элемент В задается конкрети- 
I зацией алгоритмов синтеза стратегий и поиска в тезаурусе, координа­

тора и тезауруса. В свою очередь в каждом из указанных механизмов 
порождения элементов В имеется свое, будем полагать, конечное чис- 

| ло других механизмов преобразования алгоритмов или регуляторов. 
Можно, например, выделить в В регуляторы, основанные на следую­
щих принципах:

1) накопления закономерностей, в частности, посредством вклю- 
I чения в тезаурус закономерностей из списков, которые либо заданы 
I априори, либо должны быть извлечены из заданных текстов или пол­

ностью синтезированы;
I 2) оптимизации заданных закономерностей, в частности, их де- 
I терминизации, компактизации записей, увеличения общности примене­

ния, уточнения степени правдоподобия, организации взаимного распо-
I ложения в тезаурусе и др.;
2 3) оптимизации алгоритмов построения стратегических планов,

. вычисления правдоподобия целей, поиска в тезаурусе, синтезе страте­
гий, координатора и др.

Тем самым можно считать, что классы типа В определяются кон­
кретизацией индивидуально распознаваемых состояний каждого из 

: заданных / регуляторов, вообще говоря, с бесконечными областями 
их изменения. Требование же индивидуальной распознаваемости 

। уточняется посредством предположения о том, что все состояния каж­
дого регулятора пронумерованы и заданы кодирующие-декодирующие 

I операторы перехода от состояния произвольного регулятора к его но­
меру и наоборот. Произвольное множество алгоритмов вышеуказан­
ного типа при />0 назовем I -порожденным.

Ясно, что особо интересны I -порожденные множества, содержа­
щие оптимальный для ПОУШ алгоритм, а вопрос построения соответ­
ствующей полной системы регуляторов естественно ставить в рамках 
принятой гипотезы об этом алгоритме.

Будем говорить, что /-порожденное множество с независимой ре­
гуляцией, если произвольный алгоритм этого множества, полученный 
в результате применения заданной выборки регуляторов, не зависит 
от порядка их применения; в противном случае будем говорить о за­
висимой регуляции. I

При наличии подходящих кодирующих-декодирующих операторов 
вопрос генерации алгоритмов /-порожденного множества В можно свес-

271



ти к вопросу генерации /ичных чисел. Действительно, если В' —мно­
жество с зависимой регуляцией и алгоритм /£В‘ получен установкой ре­
гулятора г։ в состояние /ь регулятора 1Г в состояние уГ։ то код Ц/) 
определим как /-ичное число /х . . . ц • • • Ч . . . Ч, где 1^г«с/.

/։ 1г
В свою очередь произвольное /-ичное число А интерпретируем как 
код определенного алгоритма «Г։(А) из В\ полученного установкой 
регулятора в 1-ое состояние, регулятора (Д)2 в 1-ое состояние, 
если (Д)а¥=(^)1. и во 2-ое состояние, в противном случае, и т. д., 
регулятора (А)/ в (у-}-1)-ое состояние, где 1=^/=с/, а / — кратность 
появления элемента I в А. В

Ясно, что для произвольных /£ В; и /-ого числа Д с^1(/)=/ 
и ^֊'(А)~А.

Если же В с независимой регуляцией и то код с2(/) оп­
ределим как 1-ое число, полученное из ^(/) упорядочением чисел 
(Ч(/))1........ (М/))|М/)1 в порядке их возрастания, а «7։(Д) = £—։(Д).
Поскольку последовательность применения регуляторов не влияет 
на структуру порожденных алгоритмов, то 57։?2(/)=/ (с точностью 
до эквивалентности алгоритмов).

Пусть теперь —алгоритм, который по произвольному нату­
ральному числу х в десятичной записи выдает 1-ое представление х, 
а ф{2(х) при х=1, 2, . . . выдает в порядке возрастания (без про­
пусков) те /-ые числа, в каждом из которых элементы младших раз­
рядов не превышают элементов старших. Очевидна следующая

Теорема 3. Алгоритм ^-1Ф[։(х)(;~Ч[2(х)) при х=1, 2, . . . 
перечисляет без повторений элементы 1-порожденного множества 
В с зависимой (независимой) регуляцией.

Заметим, что при допущении повторений процедуру можно 
использовать и при независимой регуляции. Отметим также, что про­
цедуры и можно использовать при перечислении всевоз­
можных выводов в исчислениях, поскольку каждое /-порожденное 
множество можно интерпретировать как множество выводов заданно­
го исчисления с / правилами вывода,в котором независимой регуля­
ции соответствуют выводы, эквивалентные при разных последователь­
ностях применения заданной выборки правил.

2.3 4. В нижеследующей теореме 4 дается положительный ответ 
на вопрос о разрешимости . ПАКА2Ш с / порожденным множеством 
алгоритмов для ПОУШ.

Пусть с = тахо, где С[ при /=1, . . ., 5—число элементарных 

вычислений для сравнения, сложения, умножения, деления и вычи­
тания двух чисел, соответственно, а см и —число элементарных 
вычислений для проведения одного матча и перехода от Личного 
кода алгоритма к самому алгоритму посредством декодирующего 
оператора с^1, соответственно. Справедлива следующая
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Теорема 4. Произвольная ПАКА2Ш с [-порожденным мно­
жеством алгоритмов для ПОУШ и Д*(/)>2см/па4-5с/?г(1 -Но£/(/4 т-\֊ 
-|-2))4-Сд/п разрешима с точностью т-\-т'.

Отметим, что в приведенной выше оценке А(ф/, /) не рассмотре­
на сложность достижения того или иного состояния регуляторов. Та­
кое пополнение в нашем представлении возможно лишь после даль­
нейших исследований сложности синтеза знаний.

Доказательство теоремы 4 одновременно дает нам определенный 
метод адаптации шахматных алгоритмов—метод локальны:! турниров—1 
(МЛТ-1), который при известных состояниях регуляторов заданного 
множества /-порожденных алгоритмов доставляет с определенной точ­
ностью наилучший алгоритм этого множества посредством перечисле­
ния всех г-ок из него и проверки для них предиката усиления.

Отметим также, что при адаптации шахматных алгоритмов каж­
дая текущая гипотеза уже является решением (быть может, и не 
оптимальным), а стимулом к ее преобразованию служит выполни­
мость локально вычислимого предиката усиления. Аналогичным сти­
мулом при индуктивном синтезе программ по примерам их работы (б) 
является рассогласованность гипотезы с очередным анализируемым 
примером. При этом гипотезы, которые могут и не принадлежать клас­
су решений проблемы, последовательно обобщаются до построения в 
пределе искомого решения.

3. Разрешимые ПАКА2 можно дополнить требованием выбора оп­
тимальных относительно заданного оператора качества алгоритмов. 
При использовании временной сложности выбор оптимального алго­
ритма будет существенно зависеть от соотношения между заданными 
точностью решений, значением △*(/), кратностью просмотра порожда­
ющих алгоритмов и др. В нижеследующей теореме 6 утверждается 
возможность и выделяются условия однократного порождения 2-ок 
алгоритмов процедурок! при поиске оптимального.

Теорема 5. Произвольная ПАКА2Ш, для которой сущест­
вует процедура порождения при Д*(/)/) и одно­
кратном последовательном порождении 2т'-ок посредством ■(/) 
разрешима с точностью Зт'.

Теорема 6. Произвольная ПАКА2Ш с [-порожденным мно­
жеством алгоритмов для ПОУШ и Л*(/) 5= 8См(л*')* 4- 10с/и' (14- 
+ 1о£г(/4-2^'4-2)) 4֊ 2схт' разрешима с точностью Зт при одно­
кратном последовательном порождении 2т'-ок алгоритмов.

Доказательство теоремы 6 легко получить из доказательства 
теоремы 4 заменами в нем т на 2т и теоремы 1 на теорему 5.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР 
и Ереванского государственного 
университета



է. 1Г. ՊՈՂՈ11ՏԱՆ

Շախմատափն ալգորիթմների ին քնահա մակեր սլման պրոթլեմի
լուծելիության մասին

1950 թ. Կ. Շենոնր ձևակերպեց <ր ինքն տ լա վա ցվո ղ», «իր սեփական խա֊ 
դային սկզբունքները կառուցողս ծրագրի պրոբլեմը, որը համ արում էր շախ.
մատային ծրագրավո բլեմների ց ամենա էականր է

Աշխատանքում ապացուցվում է, որ Շենոնի պրոբլեմը լուծելի է, եթե 
այն ձևակերպվի ինչպես շախմ ատա յին ալգորիթմների իտերատիվ օպտիմի֊ 
դացման մեթոդի կաոուցման պահանջ, որտեդ իտերացիայի յուրաքանչյուր 
քայլի արժեքի վրա դրված են բանական սահմանափակումներ:

Л ИТЕРАТУРА— ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 К. Шеннон, Работы по теории информации и кибернетике;, М., 1963. 2 Э. М. По­
госян, Тезисы докладов Всесоюзной конференции «Методы математической логики в 
проблемах искусственного интеллекта», Паланга, 3—5 сент., 1980. 3 Э. М. Погосян, 
ДАН АрмССР, т. 70, № 2 (1980). 4 Э. М. Погосян, ДАН АрмССР, т. 68, № 1 (1979). 
5 Э. М. Погосян, ДАН АрмССР, т. 50, № 2 (1970). 6 Я. М. Барздинь, И. Э. Этманс, 
Тезисы докладов Всесоюзной конференции «Методы математической логики в проб­
лемах искусственного интеллекта», Паланга, 3—5 сент., 1980.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏ Ո Ի ԹՅ Ո ԽՆՆԽՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ЬХхТГ՜ 1981 5

УДК 51.01. : 518.5

МАТЕМАТИКА

О. С. Асатрян

О булевых подалгебрах /«-степеней квазимаксимальных множеств

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 27/11 1981)

В верхней полурешетке ///-степеней выявляются конечные под-
решетки, которые являются булевыми подалгебрами. Доказано, что
булева алгебра подмножеств квазимаксимального множества р, ЭЕак
торизованная по конечной симметрической разности, изоморфна на­
чальному сегменту /«-степеней р. Из этого, в частности, следует, что 
все конечные булевы алгебры встречаются в полурешетке /«-степеней.

Описаны все множества, лежащие в ///-степени квазимаксималь-
лого множества.

Все хорошо известные из (*) понятия, используемые в изложении, 
вводятся без определений. Определения 1 и 2 принадлежат . 1ахлану

Янг (см. (Ղ с. 307) показал, что максимальное множество гп —
минимально.

Теорема 1. Если я и максимальные множества, то я р — 
наименьшая верхняя грань я и 3 по т-сводимости.
| Доказательство. Если аир лежат в одном и том же эле­
менте Е//7, где Е//7 фактор множества всех подмножеств натурального 
ряда относительно конечно-симметрической разности, то нечего до­
казывать. Предположим, что я и 3 лежат в различных элементах Е//7. 
Тогда рхд и а\р бесконечные множества. Поэтому конеч­
ное множество, так как в противном случае, с одной стороны, УХ(яиР) 
бесконечно, с другой стороны, р\а бесконечно и а содержится в р.п. 
множестве яОР, что противоречит нашему предположению о макси­
мальности я.

Общерекурсивную функцию, /«-сводящую а к
согласно следующей инструкции.

Пусть и с^арр. Начнем перечислять яир 
построим о. р. ф.

ծ
<ք(*) = с

если х^А^аир)
если х вычисляется в а раньше чем в 
если х вычисляется в р раньше чем в

арр, построим

и параллельно

а.
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То, что <р(х) общерекурсивная функция, следует из конечности 
ЛГч(аир). Рассуждая стандартно, легко убедиться, что ///-сводит а 
к аП?«

Пользуясь точно такой же инструкцией, можно построить о. р. 
ф. Ф(л'), ///-сводящую 8 к яПр. Из этих двух утверждений следует, 
что аП8 является верхней гранью максимальных множеств * и р по 
///-сводимости. Покажем теперь, что арр наименьшая верхняя грань. 
Для этого убедимся в том, что всякое ///-сводящее к арр р. п. мно­
жество 7 либо рекурсивно, либо лежит в одной из степеней », Р, а;՜)?-

Пусть 7=стаГ|р и / ///-сводящая о. р. ф.
Рассмотрим следующие случаи: 
1а) /(7) конечное множество;

16) /(7) —бесконечное множество и /(7) конечное множество;

2а) /(7). /(7) и /(7)11® бесконечны и /(7)ПР конечно;

26) /(7), /(7) и /(7)0? бесконечны и /(7)0* конечно;

2в) /(7), /(7) и /(7)Па бесконечны и /(7)0? бесконечно.
Из доказательства теоремы будет видно, что других возмож­

ностей нет. Легко убедиться, что в случаях 1а) и 16) 7 рекурсивное 
множество. Теперь рассмотрим по отдельности остальные 3 случая.

2а) Предположим, что (®чР)\/(7) бесконечно, тогда Р0/(^) Р- 
п. подмножество р, имеющее бесконечное дополнение, и так как 
/(7>0(аХ?) бесконечно, то р не максимально. Это противоречит на­
шему предположению о максимальности Поэтому (а\р)\/(7) ко­
нечное множество. Покажем теперь, что в случае 2а) р=С^7. Для —
этого предположим, что и /7^7 выбранные числа, и построим о. 
р. ф. // для ///-сведения £ к 7 по следующей инструкции:

Перечислим а, р, 7 и параллельно строим

։
а если (*€/(7)0?) (х вычисляется в р раньше чем в/(Л/) 
Ь если х£(а\р)\/(Л/) или *€^х(*иР)
/-1(х) если х вычислится в /(Лг) раньше чем в р и х£ 

е*о/<ло.
(Здесь /-1(*)—ну(/(>՛) = *)• Это обозначение будем использовать и 
дальше).

В том, что условия для построения о. р. ф. функции А(х) не­
противоречивы и полны, можно убедиться, рассуждая стандартно, 
после чего /п-сводимость р к 7 функцией // очевидна. Сводимость 7 
к р следует из конечности /(7)ПР- Таким образом мы доказали, что 
7 лежит в ///-степени р.

26) (Этот случай подобен случаю 2а.) Надо только поменять 
местами а и р во всех рассуждениях и в схеме для Л(х). Тогда мы 
получим //'(х), ///-сводящую а к 7.

В этом случае мы получаем принадлежность 7 /п-степени а.
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2в) В этом случае, 
(?\«)х/(7) и (։\₽)\/Й) 
£(•*). /«-сводящую «Пй к

как и при 2а), 26), мы убеждаемся, что
обе конечны. Тогда можем построить о. р. 4

£(■*) = а
если
если

(х) если

x€[W\(an₽)lVW
х появится в яр₽ раньше чем в f (N)
х появится в /(Д') раньше чем в яр|р.

Как и при 2а), 26), убедимся, что /n-сводится К 7 рунк-
иней g. А сводимость 7 к aQ? мы уже предположили. Таким обра­

I •

п

зом в случае 2в) 7 лежит в ^-степени яП?- Теорема доказана.
Следствие 1. Множество т-степеней всех надмножеств

квази максимального множества 3 образует конечную булеву под­
алгебру ЭД-, в верхней полу ре тетке т-степеней р. п. множеств.

Доказательство. Сформулируем лемму и опишем метод
доказательства следствия.

Л е м м а 1. Максимальное разбиение дополнения квазимакси- 
мального множества р. п. множествами единственно с точностью 
до конечных множеств.

Следует применить метод индукции по максимальному разбие­
нию дополнения для доказательства того, что ЭД, конечная решетка. 
Потом надо убедиться в том, что если ^=Р|аь б=Па։ (где п число 

максимального разбиения 0, /ХДО, 1, . . ., п}^и), то 7= Г я, является 

дополнением о в ЭД,.
Далее нас будет интересовать следующий вопрос. Можно ли опи­

сать другие множества, лежащие в минимальных ^-степенях и сте­
пенях квазимаксимальных множеств.

Определение 1. Р. п. множество я максимально в множест­
ве 3 (или ^-максимально) если |3\а|=оо,

V7I7CMI hD(?\«)l<~ Vhn(?MI<°°l|.
Л е м м а 2. Для произвольного бесконечного р. п. множества 

3 существует ^-максимальное множество.
Доказательство. Пусть о максимальное множество и 

/(A/) = {J есть 1 — 1 о. р. перечисление р. п. Э- Тогда очевидно, что 
/(о) ^-максимальное множество.

Теорема 2. Если 3 -^-максимально и * рекурсивное мно­
жество, то 3 лежит в минимальной т-степени.

Доказательство. Пусть 7 рекурсивное множество и {^-мак­
симально. Предположим, что я р. п. множество и я^т3. Покажем, 
что либо я рекурсивно, либо ?^тя. Действительно, если (;\?), |/(Л՛) 
конечно, то я перечислимое множество, так как 7 рекурсивное мно­
жество. Тогда я рекурсивное множество. Если же (7\?)П/(^) (,ес՛ 
конечное множество, то 7Г|/(.V) р. п., содержится в 7 и поэтому в 
силу 7-максимальности 3 (7p|/(/V))U? почти совпадает с 7. В этом
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случае сводящую функцию построим следующим образом. Пусть а н 
Ь числа соответственно из а и я. Перечислим р и строим функцию

а если х появится в р раньше, чем в /(/V) 
ь если
/֊1(х) в остальных случаях.

Нетрудно убедиться, что ё(х) «/-сводит 3 к а, т. е. 3 лежит в 
минимальной /«-степени. Что и требовалось доказать.

Следствие 2. В условиях теоремы 2 3 лежит в соответ­
ствующей т-степени некоторого максимального множества.

Доказательство. Пусть 3 -^-максимально и / 1 — 1 о. р. пе­
речисление 7. Тогда я=/-1(Р) максимальное множество.

Остается показать, что а и 3 лежат в одной и той же /«-степени. 
Действительно, я «/-сводится к р функцией /. Функцию, «/-сводящую 
Р к а, строим по схеме, описанной в доказательстве теоремы.

Следующая теорема дает полное описание всех множеств, ле­
жащих в «/-степени квазимаксимального множества.

Определение. Р. п. множество 3 7-к в а з и м а к с и м а л ь н о, 
если р есть пересечение конечного числа -[-максимальных множеств.

Теорема 3. Для любых рекурсивного 7 и рекурсивно пере­
числимого р 3 квази максимально тогда и только тогда, когда 3 
лежит в т-степени квазимаксимального множества.

Доказательство. Если 3 7-квазимаксимально, то, используя
идеи из теоремы 1 и 2, доказываем, что я лежит в «/-степени соот­
ветствующего квазимаксимального множества. Обратное утверждение 
здесь мы докажем только для частного случая, из которого уже бу­
дет видно, как надо обобщать доказательство для общего случая, т. 
е. для произвольного квазимаксимального множества.

Пусть 3 максимальное множество, я^^р и Р^**, где / и й со­
ответствующие сводящие функции.

Покажем, что я максимально в7 = яиЛ(/У) и 7 рекурсивное мно­
жество.

Предположим, что я не максимально в 7. Тогда 7\я*=?& не сжа­
то и пусть такое р. п. множество, что |^.гоГ1^|“ оо и |6 ч и/Гв|=ех>. 
Легко убедиться в справедливости следующего утверждения:

которое следует из иммунности р. В таких условиях //-1( 1Гг.Гв) опро­
вергает сжатость р. Получили противоречие. Значит, я 7-максималь­
ное множество.

Теперь предположим, что /(7) бесконечное множество, и при­
дем к противоречию—из этого будет следовать, что 7 рекурсивное 
множество. - Л

Рассмотрим два бесконечных р. п. множества /('>) и /(Л/). Они
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бесконечны п силу нерекурсивное™ я. /(3) и /(,У 
следующим трем условиям: удовлетворяют

1) |/(Л^)П₽| = оо;

2) |/(<И 13| = <*>, в противном случае о не сжато;

3) I (/(^)\/(^))П₽ | = ос, так как /(У)\/(о) =/д՜).
Из этих условий видно, что р не сжато.

Пришли к противоречию. /(?) конечное, поэтому •; рекурсивное 
множество, что и требовалось доказать.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР
и Ереванского государственного университета

2. Ս. ԱՍԱՏՐՅԱՆ

Նախամաքսիմալ բազմության т-ասւո|ւնանների рпщтГ» 
ենթաճանրաճաշիվների մասին

Հայտնի է, որ բնական շարքի բոլոր ենթաբազմությունների անլուծելիու- 
թ յան Ո1 ֊ա ստիճանների վերին կիսացան ցը' Լ , կիս ա ցան ց չէ։ Այս հոդվա­
ծում բացահայտված են 1.-ի վերջավոր ենթացանցեր, որոնք բուլյան հան֊ 
րահաշիվներ են։ Որպես հետևանք ստացվում է, որ բոլոր վերջավոր բուլյան 
հ անրահ աշիվն ե րն ունեն իզոմորֆ ներկայացուցիչներ Լ֊ում ։ Այս փաստր 
ապացուցելու համար օգտվում ենք նախամաքսիմալ ( կվազիմաքսիմալ) 

օւ բազմության բոլոր թվարկելի ընդլայնումների բազմության' 3 ֊ի կաոուց­
վածքից։ իստ Լա խլան ի թեորեմի ( տե ս ( ), էջ 109) । իպերհի պերպարզ 

բազմության համար 2-ն բուլյան ՚>անրա\աշիվ է: Նախամաքսիմալ 2 բազ- 

մությունր նույնպես հիպերհիպերպարզ է, ուրեմն 3 -ն բուլյան հանրա.աշիվէ։ 

9) ա կ տ ո ր ի զա ցն ե յո վ 3~Ն' ըստ վերջավո ր սիմետրիկ տարբերության, ստանում 
ենք վերջավոր բուլյան հանրահաշիվ և ապացուցում, որ այդ •• անրահ աշիվր 
իզոմորֆ է Օ-ին էՈ֊բերվոդ բոլոր Ո1 ֊ աստիճանների կիսացանցին: Հարկավոր 
է նշել, որ ապացույցը չի օգտագործում Լախյանի թեորեմը։ Ստացված է նաև 
այն բոչոր բազմությունների լրիվ նկարագրությունը, որոնք ընկած են որևէ 

նախամաքսիմալ րաղմության 111 ֊աստիճանում:

л И Т Е Р А Т У Р Л — Գ Ր Ա Կ Ա Ն (I Ь 1> 3 Ո Ь է.

1 X. Роджерс, Теория рекурсивных функций и эффективная вычислимость. Мир. 
М.. 1^72. ’ Дж. Шенфилд, Степени неразрешимости, Наука, М.. 1977.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏ Ո Ի ԹՅ Ո ԻՆՆԵՐՍ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՍԻՑՅՆԻՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Р

Гх\11 1981

УДК 517.51

МАТЕМАТИКА

А. Г. Чернявский

О квазианалитических аналогах некоторых свойств гармонических
рункции

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 9/111 1981)

Классическая теорема Карлемана—Островского о квазианалити­
ческих классах функций состоит в описании всех неотрицательных 
последовательностей {тп}^, для которых класс функций С{тп} = 
= { / £ Сх(а, Ь), \/(п} AfB'fmՈt п=0, 1, . . . } является 
квазианалитическнм, т. е. не содержит функции /(0#0. У которой 
/^’(хп)=0, л = 0, 1, . . .

Эта теорема получила глубокие обобщения в работах М. М. 
Джрбашяна (’), М. М. Джрбашяна и А. Б. Нерсесяна (2) и близких 
по тематике исследованиях и была обобщена П. Делоном (’), а затем 
и другими авторами для функций нескольких переменных. В работе 
(’) было введено новое понятие а-квазианалитичности и описаны по­
следовательности {^„}, при которых для иксированного оператора
дробного дифференцирования в смысле Вейля ճ=Քէյ, из соот 
ношений \ԼՈ/\^А, тп, £л/(0)=0,/£СД|0, оо)), տսթ {|х^/^> (х), 0< 
^х<Ъо р, п=0, 1, ... с необходимостью следует /=0.

Операторная трактовка проблемы квазианалитичности, которая 
содержится в этом результате, может быть использована для различ­
ных классов операторов £.. Целью настоящей работы является рас­
смотрение случая Л=А в /?л, Л^Д>1, в котором получены обобще­
ния некоторых хорошо известных свойств гармонических функций.

Пусть /<(г) = {х=(х1......... Хл/)С/?Млр = х?4- . . . 4-х^г2},
5(г) = {х£/?Л՜, ||х|| = г}, фиксировано г0^>0 и С = К(г0). Для произ­
вольного мультииндекса р = (рп . . ., Р\՛) положим Ор=-Ор՝ . . . Ор\, * ** । дгЛг1рЬа + . . . +ру. Будем использовать некоторые свойства операто­
ров интегрирования целого и дробного порядка О~а, °С>0, которые 
приведены в монографии М. М. Джрбашяна (4).

Пусть задано произвольное целое и произвольная Л/-мер- 
ная сферическая функция УДл(ш), ш^5(1) порядка к (см. (5|).

Теорема. Для того, чтобы из соотношений
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"(*)€C’(G), |i"u(x)|<4„|jc||»-'m„, x(G, 
DWu(O) = O. д=0> b

следовало, что

Vu(r) = J u(x) Yk.t\(xlr)dx^Q, 
Sir)

(2)

необходимо и достаточно, чтобы последовательность {m„J удов- 
летворяла условию квазианалитичности

1пТ(г)б/г
J г3-2 л>0

гп
тп ' (3)

В частности, при к = 0 получается следующее квазианалитичес- 
кое обобщение теоремы о среднем значении для гармонических 
функций.

Следствие 1. Для того, чтобы из соотношений и£С*(О), 
|ДЛтп, Алн(0)=0 следовало, что

u(x)dx=0, 0<>^rQ,
Sir)

необходимо и достаточно выполнение условия (3).
В случае, когда при 6=0 mn^(const)n(2/i)!, равенство (4) сле­

дует из формулы Пицетти ((в), с. 288) 

^(г)֊о(г)Г

где о(г)—площадь сферы 5(г).
Для произвольных £>0 сформулированная теорема обобщает 

хорошо известное (см. (5)) свойство ортогональности сферической 
функции любому однородному гармоническому полиному по­
рядка, большего /г. Заметим еще, что условие £>£Длм(0)-0,
я«=0, 1, . . . является окончательным в формулировке теоремы, так 
как гармоническая функция м(л) = И*)Д,л’(*/1М) удовлетворяет ус­
ловиям Л>£Дла(0) = 0, 1, но для нее не выполнено соотноше­
ние ортогональности (2). Отметим

Следствие 2. Пусть {/ия}—неубывающая последователь­
ность, удовлетворяющая условию квазианалитичности (3). Тогда 
аз соотношений \1)‘[^пи\^тп, — |<?|< 1, л 2^0
следует тождество (2).

Действительно, в этом случае из неравенств Шаудера ( ) по.и 
чим |£>Д«а|< Д |р |< шах {А, 1}, откуда вытекают соотноше-Л I ц
ния вида (1) для последовательности {/ил+*+1 }•

Прежде чем доказывать теорему, приведем несколько вспомо 
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гательных утверждений. В доказательстве следующей леммы исполь­
зуется метод, развитый 1О. И. Любичем и В. А. Ткаченко (7).

Лемма 1. Пусть в линейном нормированном пространстве 8 
задан оператор А и для любого вектора х£8 существует целая 
функция экспоненциального типа Л(х), удовлетворяющая оценке 

|/?).(х)|<К(14-|л|9||х||, Кел=0, (5)
где константы К, г не зависят от х. Предположим, что при всех 

х£8 справедливо представление
Л(Ах)=Х8Л(х).4-«рх(х), (6)

в котором Ч)(х)—полином от I. 
но условие квазианалитичности 
степени не выше г.

Тогда, если ||Аях( \^тп и выполне- 
(3), то Т,(х) есть полином от к

Доказательство. Пусть №('к) —целая функция экспонен­
циального типа с нулевым индикатором при Кел 5* О, у которой при 
л = 0, 1, . . . ЙЙ

шах {|Х" •»•(/.) |, Кел>0}<о©. (7)
Рассмотрим бесконечно дифференцируемую функцию

1 + /-

7.(0= П)(х)сс(>.)е-У,д/.,/?<0.
1 -/«

Продифференцировав функцию / 2п раз, пользуясь соотношениями
(’ ՛), теоремой Коши и леммой Жордана, получим

7.,2л)(О= I Т,(Апх)м(с)( — 1 )2пе к0/л, />0;
1 1 

1-1 •

1х(2я)(/)|<С0П81 тл.

В силу теоремы Винера—Пэли /(/)=0 при достаточно больших зна­
чениях / и по теореме Карлемана—Островского /(/) 0, /5*0- Поль­
зуясь теоремой Винера—Пэли и тем, что имеет вполне регуляр­
ный рост, получим (см. (*)), что Тк(х) имеет минимальный экспонен­
циальный тип при Кел >0. Аналогично рассуждая для полуплоскости 
Ке/^О и применяя принцип Фрагмена—Линделефа, получим ут­
верждение леммы.

Лемма 2. Пусть выполнены условия (1). Тогда 'Уи(/)^С*( [0, г0]), 
тНп’(0)=0, /1=0, 1, . . .

Доказательство. Для произвольного г^>0 положим

^(л)-£(И)=И(И“^+2’2Л-^“лч2-2*)>л*л(х/И).

Пользуясь формулой Грина (’) и тем, что 0; £г(л)=0 при И = г; 
г’дли(г) =0(г+ г-*0, д = 0, 1, . . ., имеем

Ьи(х)£г(х)дх = ^«(х)г֊(Л'֊1+/<>(А,-24-2^)У'л..л(л'/|И)4/х, 

Юг) 5«)
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Vsu(t)gr{t)dt, |^(г)|
1о

Crv-2+'‘ZJ72||^a(/)|/ <А'-2-ь*)](Г) Слгу-2+Ах
X О0֊2«[|^ли(0|/’<лг-2+*)] (г) С?+1г2л։

откуда сразу получается утверждение леммы 2.
Лемма 3. Пусть бесконечно дифференцируемая, на отрезке 

[О, 1] функция у(О, У которой у<п>(0) = 0, л = 0, 1, . . ., удовлетво­
ряет при 0<7^1 дифференциальному уравнению у1т)-г(уЬ1){т-'>+... 
...+у^т=0, 1>1 £ СД[0, 1]), |£։(/)| =С С/71', \^1^т (т фиксировано). 
Тогда у(£)=0-

Доказательство. Функция y(t) 
му уравнению у(х) = —Ц;1 [y/?J(х)—. . . 
целое р> max {Ст, т} и введем норму

удовлетворяет интегрально-
-Ой-т[у6,п|(х). За иксируем

:!y!p = sup{ |у(ОМл 0</С1}.
Пусть ||у||р>0, но тогда оценки |у(/)| СС'у]р (£>й Ц'^'ПОЧ- . . . 4՜ 
+ D~OT](О<С1у!р^. Ур< Унр Приводят к противо­
речию. Лемма доказана.

Доказательство теоремы. Достаточность. Пусть
выполнены соотношения (1,3) и N нечетно. Положим

ух(х) =M2-jV)/2^hHx֊2) 2 <zkИ!) *\л-(*/И).

где /У(Д(г) есть функция Ханкеля (9). Функция ух(х) удовлетворяет 
(см. (5֊9)) уравнению Аух(х)=л2ух(х)։ х=£0. Из рекуррентных формул 
для функций Ханкеля (9) и из нечетности # следует представление

г-.v к х -'V — 3
ух(х) = А 2 V ар(;’х;|)/.^~А։|д|И *..v (x/||xj), *= —-—I-*;

J-o
sup (|гЛг-2+*֊^ар(г)| + |rv-1+*֊/’ а' (г) |) <о©,

ф Го>г>0
1֊^

/? = 0, 1, . . х; a։(r)==constr - .
Зафиксируем произвольное r<V0 и положим

о

(8)

и(х) Ул(х)^кг dx,
К(О

о- (9)

Пользуясь формулой Грина и соотношениями (1), имеем
Лх(Д«)— ).։л;(н)= I — у,-и-^- Ух eXrdx^\(u).

дп дп ]
Ло

Из представления (8) вытекает, что от Xфункция ։рк(ц) есть полином31

степени не выше х. В нормированном пространстве
•S' {u£C“(G); DM"и(0) = 0, «=0, 1 ||u|=max |u(x)/x‘՜' |

рассмотрим оператор Д = А и семейство функционалов Л. заданных 
формулой (9). Применяя лемму 1, получим, что
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г

V ).р 1 ъ1г(()ар(1)е^г~,} сН=* у Ьркр.
р—о ' I р ■■ о

0 ' .
Интегрируя по частям и пользуясь тем, что по лемме 2 ^п)(0) = 0, 
л = 0, 1, . . получим тогда, что

V ).р [ —— (?„(г)<Мг))—..—֊Ц՜ (г»и(г)а/.(г))"’+1) 4-
X '■',+2 ■ 

(г'„(/)а/,(/))<'’+2>е1(г-'>Л = V Ьри՛.
О

Сравнивая коэффициенты при степенях /<, получим

(^(г)ар(г))^> =0, 0<г<г0. (Ю)

Положим у(О = ^«(О^»(Н, ^(/) = а.-40М0’ Из соотноше­
ний (8) |д,(/)| сопз1//\ и в силу (10) у(х> + (У^1)(*_|)-|-• • •
... +у^\ = 0. Отсюда по лемме 3 у=0, следовательно т?и(г)=0 для 
нечетных /V.

Пусть теперь четно и х = (х, Хдг+1 ), х£/?,у. Введем функцию

и(х) = и(х). Очевидно, существует 
которой

сферическая функция Уь,,у для

Г,.лч)(х/Й)=И*Й-*^,л-(х/И).

Применяя к функциям н, Кл,.у+1 утверждение теоремы, уже доказан­
ное для пространств с нечетной размерностью, после элементарного 
преобразования имеем

Г

0= у г’и(>//Г7?)(г2-/Ч‘'2 = Ц71'2[^(//֊)/‘«]('-2)- 

— Г
Из свойств оператора дробного интегрирования 0,7 1/2 следует (см. (*)), 
что г'и(/)=0.

Необходимость. Пусть ие выполнено условие квазианали­
тичности (3) и Л = О2 4֊ (.V — 1 )г~1Г)г — М — 2)/г2. Из теоремы 
Карлемана—Островского следует существование функции /(/)€ 
€С"([0, г0])./(О>0; /(/)==0 при 0<^г0/2;/(/)^0 при />г0/2, у 
которой \1п/тп, п = 0, 1, . . . Поэтому функция и(х) = 
=/(И) Нк.л-(х/|М)» н(0)=0 удовлетворяет соотношениям |Дл//(л*)| =
= 1(/-л/(И))^Л<х/И)1^соп51 ||х||*-‘тп; н(л)=0 при ||х||^г0/2; л = 0, 1,...; 
уи(г)^0. Теорема доказана.

Харьковски»'։ государственный 
университет им. А. М. Горького
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Ա. Գ. ՉԵՐՆ8ԱՎՍԿԻ

Հարմոնիկ ֆունկցիաների որոշ հատկությունների անալոգների մասին

'Բվաղիանալիւոիկության պրոբլեմի օպերատորային մ եկն ար ան ու թ յան ր, 
որր տրված է 1Г, Մ. Զրբաշյանի հայտնի աշխատանքում (յԼ Օգտագործվում
է տվյալ ուսումնտ սիրել ու
նկատ մ ամ ր ^վա դիանա լի տիկ 
հետև լալ աոն չու[ժ լուննե րից

ֆու ն1//]Ւ աների
համար Լապլտսի օպերատորի 

գաս երր: է տրվաձ9 որ

|длй(х) |^||хЦ*-։/тгл, /^Дл«(0) = 0, խ|<Հ /1 = 0, 1, . . .

հետևում է' u(x/ Jx||) ֆունկցիայի օր իէ ոգոնալուիք յանր k /յարգի կամայական 
սֆերիկ ֆունկցիայի հետ այն և միայն այն գեպքում, երբ {/Ил} հաջորդա-
/յանու իժ յուն ր բավարարում է քվագիանայիտիկու իժ յան բնական պայմաններին'

In T(r)dr
ր3|2

րոr(r) = sup---- .
« mn

Л И Т Е Р А Т У Р А—Գ ՐԱԿԱՆՈԻԹՅՈԻՆ
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шян, Интегральные преобразования и представления функции в комплексной облас­
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2ԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ2 ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ЕХХП 1981

УДК 517.988.63

МАТЕМАТИКА

А. А. Фонарев

О неподвижных точках
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 10/1У 1981)

Доказывается аналог принципа Ю. Шаудера для уплотняющих 
на последовательностях отображении в счетно-нормированных прост­
ранствах.

Пусть £—полное счетно-нормированное пространство, т. е. Е— 
линейное топологическое пространство, в котором задана счетная сис- 
тема попарно согласованных норм || • ;|/ и в котором всякая последо­
вательность, фундаментальная по каждой из норм ] • ||/, сходится (см. 
(’)); это линейное пространство Е, рассматриваемое как нормиро­
ванное с нормой || • ||/, а /./—множество всех ограниченных последо­
вательностей из Е,\ {хл}—обозначение последовательности, где индекс 
п изменяется от 1 до по.

Предположим, что для каждого / задана мера некомпактности 
О/ типа нормальной меры некомпактности (2), т. е. задана неотрица­
тельная функция Ф/, определенная на £/, такая, что: 1) ф/({хл})=0 
для |хя}££/ тогда и только тогда, когда компактна (т. е. из
любой подпоследовательности {хл} можно выделить фундаментальную 
в £*/ подпоследовательность); 2) ф/({хя}) = ф/({хл}*_2) для любой 
{хя}££д 3) если {*/,}££/, то для любого е^>0 существует о>0, зави­
сящее от {хл} и е, такое, что |Ф/({уя})—ф/({хл})|<е для любой {уя}€ 

с |у„—хл||/<о для д=1, 2, . . 4) если {хл}^£/, то ф/({уп})<
для любой {ул}^со({хп}) (со —выпуклая оболочка); 5) если 

множество КаЕ[ ограничено, то существует такое /И = Л1(А')>0, что 
для любой {хл}С/<; 6) '^(|Хл}) = ']>/({хл+у}) для любых 

{хл}^£/ и у££?, 7) ф/({>хл})^Ц/({хл}) для любых {хл}££/ и )^(0, 1).
Как обычно, будем называть множество К^Е ограниченным, 

если К ограничено в Е1 для каждого /. Соответственно, последова­
тельность {хя}с£ будем называть ограниченной, если {хл}££/ для 
каждого /, и будем обозначать множество всех ограниченных после­
довательностей из Е через £. Далее, будем называть отображение Е 
из Т(^Е в Е ограниченным, если из {хл}сТ и {хп}£Ь следует 
{Г(хя)}£Е.
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Определение 1. Непрерывное ограниченное отображение Л 
из Т(^Е в Е называется нестрого уплотняющим, если из некомпакт­
ное™ {хЛ}сТ и следует ф/({^(хл)})<М{хя}) для каждого /.

Определение 2. Непрерывное ограниченное отображение Е 
из Т(ПЕ в Е называется ^-уплотняющим, если для каждого I суще­
ствует такое <7/00, 1), зависящее от х, что из некомпактное™ 
{хл}сГ и {х„}6£ следует 'Ь/({/7(хл)})^^^({хл}).

Определение 3. Непрерывное ограниченное отображение Е 
из Т.— /_ в Е называется уплотняющим, если оно нестрого уплотняю­
щее и из некомпактное™ {хл}~Л {хя}££ следует, что существует 
такое зависящее от (хя|, что М{^(хя)})<М{хя}).

Лемма 1. Пусть Т.—Е—замкнутое выпуклое ограниченное 
непустое множество. Если отображение Е из Т в Т д-уплошняю- 
щее, то оно имеет в Т неподвижную точку,

Доказательство. Возьмем любую точку у^Т и зафиксируем 
ее.

Рассмотрим последовательность множеств Л’*=сб(/?(Л,А_1) I 
Ыу) для /?=1, 2, . . . (со—замыкание выпуклой оболочки в Е).

Для любого 1) 2) выпукло и замкнуто; 3) Л'(ЛА)стЛ\;
4) У€М.

Рассмотрим множество У=№ (£ = 0, 1, . . . ). Множество .V 
непусто, выпукло, замкнуто, компактно и Е(М)՝~М.

Докажем компактность/V. Возьмем любую (хл}~У и зафиксируем 
ее. Зафиксируем /, т. е. Е,. Для любого е>0 существуют такие номер к и 
<£>0, что <7;(Л1(֊ра/( 1 — где ЛЬ—такое число, что ?/({у/п})^ЛЬ для 
любой {уш}СЛг0, —константа из определения 2. Из {х,«}3^ следует,
что существует такая (у*, }СГсо(/?(Л,А_])иу) (т — номер члена после­
довательности, Л—номер последовательности), что '?/({хт}>Сб/({у*})-‘֊а. 
Но так как ,Ь((Ул/})։^?/({^!) Для некоторой {г* }С/чМ։-։), то из 

{х\-'}СЛг»-1, такой, что Л(хк-1)-(т = 
= 1, 2, . . имеем ),({%„ })«г^({х^-1})+«- Рассуждая аналогично, 
для {х£՜'} получим такую {х^г}С№_г, что }) + “•
Имеем М{*т})<??М{-’с‘яГ2})+0<+։)1։- Продолжая процесс, получим 
■М{хт})<9‘М{^})+(</?-1 + ?‘-։+’ • •+?<■!-О», где К}СЛ'О. От­
сюда следует, что '}/({хт})<^е. Значит, последовательность {хт} ком- 
пактна в Е(, а следовательно, и в Е.

По принципу Шаудера—Тихонова (3) существует такая точка 
х^^ что х = Л(х). Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть множество ТаЕ такое же, как в лемме 1. 
Если отображение Е из Т в Г нестрого уплотняющее, то суще­
ствует такая {х„}С2Г, что хя—Ь'(хл)֊*0 в Е при

Доказательство. Возьмем любую точку и зафикси­
руем ее.

Рассмотрим последовательность таких отображений л из Г в Ту 

287



что /?л(х)=).лЛ(х)4-(1 — Му для х£Т, лл^(0, 1) для л = 1, 2, . . „ 
кя-*֊1 при п-оо. Для любого фиксированного п отображение Лл яв­
ляется ^-уплотняющим. Значит, по лемме 1 существует такой хп£Т, 
что хл = Гл(хл) для п= 1, 2, ... Далее, хл — 5(хя)-*0 в Е при п —о©. 
Демма 2 доказана.

Теорема 1. Пусть множество Т^Е такое же, как в лемме 
1. Если отображение Е из Те Т уплотняющее, то оно имеет в 
Т неподвижную точку. 2Я

Доказательство. По лемме 2 существует такая {хл}сГ, что 
х,г —/дх„)—О в Е при п -*оо. Значит, для каждого фиксированного : 
имеем 'М{хл}) = ’Ь/({/?(хл)}), ибо хл— Л(хл) — 0 в £< при я —оо. Следо­
вательно, {хл} компактна в Е. Теорема 1 доказана.

Замечание 1. При доказательстве леммы 1 свойства 6 и 7 
меры некомпактности не используются. Если в лемме 2 и теореме 1 
нуль Е принадлежит Т, то лемму 2 и теорему 1 можно доказать без 
использования свойства 6 меры некомпактности.

Из теоремы 1 следует ряд известных результатов (например, прин­
цип неподвижной точки (4). причем выше использовалось доказатель­
ство этого принципа из (5)). X;

Доказательство теоремы 1 показывает, что при изучении уплот­
няющих отображений можно ограничиться изучением ^-уплотняющих 
отображений. Разумеется, в банаховом пространстве можно получить 
различные усиления теоремы 1, используя теорему 1 или построив
соответствующую теорию вращения векторного поля без применения
принципа трансфинитной индукции (см. (2)). Например, справедлива

Теорема 2. Пусть Е—банахово пространство и в Е задана 
на ограниченных последовательностях мера некомпактности р со 
свойствами 1—7. И пусть Т(^Е—замкнутое выпуклое ограничен­
ное множество, содержащее нуль Е в качестве внутренней точки, 
а Г—граница Г. Если для непрерывного ограниченного отображе­
ния А из Т в Е имеем 6({Д(хл)})<^'^({хл}) для любой некомпактной 
{^я}С7' и Д(х)у=).х для всех и х£Г, то в Т существует реше­
ние уравнения х = А(х).

В Е справедливо утверждение, являющееся объединением прин­
ципа Шаудера—Тихонова и принципа сжимающих отображений в 
счетно-нормированных пространствах, т. е. утверждение 1, которое 
формулируется в конце статьи и которому предшествуют определение 
4 и связанные с этим определением свойства.

Определение 4. Отображение Е из КаЕ в Е называется: 
1) нерастягивающим, если для каждого I имеем \Е(х)— /?(у)1к^11х"~у1Ь 
для всех х, у^К\ 2) сжимающим, если для каждого I существует такое 
<7/€(0, 1), зависящее от /, что |Л(х) — /ДуМ^^цХ — у]{ для всех х, у£К; 
3) вполне непрерывным, если оно непрерывное и из {хл}с^К, {хл^Л 
следует, что {/Дхл)} компактная.

Из доказательства принципа сжимающих отображений в метри­
ческих пространствах (։) и эквивалентности сходимости в Е сходи-
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мости по каждой из норм || • ||, вытекает следующий принцип сжимаю­
щих отображений в Е\ если отображение Л из замкнутого множества 
Тс,Е в Г сжимающее, то уравнение ^(х) = х (х£Т) имеет единствен­
ное решение х0£Г и ИП (итерационный процесс) хп±} = Е(хп) (п = 
= 1, 2, . • .), начатый с любого Х|£Г, сходится в Е к х0. Для не­
растягивающих отображений этот принцип не справедлив. Однако, 
используя доказательство теоремы 4.1 из (”), можно показать, что 
справедливо

Предложение 1. Пусть множество Тс^Е такое же, как в 
лемме 1; для каждого 4 имеем ф, ({-«л4֊ул}) ф/({хя}) 4-ф,({уя}) для
всех {хя}, {уя}££/; и пусть для некоторого I пространство £/ строго 
нормированное. Если отображение Е из Г в Т нерастягивающее и 
уплотняющее, то ИП хя+։ = 8хя+( 1 -Ь)Е(хп) (л = 1, 2, . . .), Где 0֊ 
некоторое фиксированное число из (0, 1), начатый с любого х։£Т, 
сходится к некоторой неподвижной точке отображения Л.

Известно, что в любом нормированном пространстве можно за­
дать меру некомпактности Хаусдорфа (см. (2)). Если для каждого I 
мера некомпактности ф/ является мерой некомпактности Хаусдорфа, 
определенной на А,, то из свойств меры некомпактности Хаусдорфа 
вытекает, что если отображение Е из Т~Е в Е представимо в виде 
Е = А-\-В, где А — вполне непрерывное отображение из Г в А, то: 
1) Е— нестрого уплотняющее отображение, если /? —не растягивающее 
отображение из Т в Е\ 2) Е—д—уплотняющее отображение, если 
^֊сжимающее отображение из Т в Е. Следовательно из леммы 1 
вытекает

Утверждение 1. Пусть множество Т~Е такое же, как в 
лемме 1. Если отображение Л из Т в Т представимо в виде Е=АА-В, 
где Д —вполне непрерывное отображение из Т в Е, а В—сжимаю­
щее отображение из Т в Е, то отображение Е имеет в Т неподвиж­
ную точку.

Московский институт стали и сплавов

Ա. Ա. ՏՈՆԱՐԷՎ

Անշարժ կետերի մասին

Թող £֊ն {րիվ հաշվելի նորմավորված տարածութրէլն է I • նորմերի 
*աշվհլի սիստեմ ալով (*)> էր՞ն ղծալին I. տարած ու թ լան է || • [/ նորմալով, 

11Ա1/ բո լո ր սահմանափակ հա ջո րգական ու իժ րոնն ե ր ի բա ղմ ու իժ րոնն է

ղծալին տ արած ու իժլունի էր
ենթադրենք, որ կամա լական I համար Լլ տրված է ոչ բաւյաս

կան Փ, ֆունկցիա' ոչ կոմպակտս թ^ն չափը, հետևել հատկու թ ^ննևըով
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1) եթե ապա փ,{Х„} = 0 ւ///Ն և միայն ալն դեպրում, եթե , X Կ | կրրւք֊

Դ ) եթե {ճո}ՀՀր ապա ^({Хл}) =
3) 4յե ապա

ունի ?Հ>0 կախված £ և {ճո}-ից> ալնպիսին, որ |—փք ({}) |<Հտ եթե 
յխպն ե |խ„-*/ձ<3 (№1,2,...); 4) եթե {\ր„}Օրօ({.Հո}),
ապա Փ/({ (ՇՕ— ուոուցիկ թաղանթն է\ 5) եթե !ՀՀԼ£ւ բսպմ ու֊
թլունր սահմանափակ է» ապա ^({.Հ/յ})^/^, Ո րտե ղ M=^I(^)>O;
6) եթե ^ո}ՀԼւ, ապա Փք ({*„}) «'^({^4-)’}); 7) և[ժե {Հո}£Լէ իսկ 
)Հ(0, 1), ապա ձՀ{^})^({^}):

Թեորեմ. Թող փակ սահմանափակ ուոուցիկ ոչ դատարկ
րազմություն 1;: Ենթադրենք, որ արված I. /'-ից 7 անընդհատ սահմանա­
փակ արտապատկերում՝ թ, այնպիսին, որ ոչ կոմպւսկտությունից
հետևում ե;

լյ Г'Л г \^ոէ I ։лп1) սր ւ ^ասա
V) է1՝ո(ոէթ[ոէն ունի ա/նպիսի [, կախված

ս*լս լօսորսսր ^ասպ րսա սուս հ ՞\աշպսլր֊սորս աւլորւլաս տարասուքԾ/աս
^աջո րգակտնսւթ լոլննե րի վրա (ստաէյվոպ արտապատկերման սկզբունքի ւսնա֊

ւոէւշէ Թեորեմիզ հետե ում են է) ի շ ար յյ ^ալտնի արդ(ունվ^ներ 9 օրինակ ան~ 
կետի սկղրոլնքրէ տես (4)/
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Լ-ХХИ ==——= —( . —

УДК 539374

МЕХАНИКА

Р. М. Киракосян

О достаточных условиях наименьшего объема идеально пластических 
пластинок

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 28/1 1981)

Для однослойных конструкций известно (х), что если допустимо 
пренебрежение членами второго и более высоких порядков (членами

— (° ժձ2 1 ттгС'Л) ծ/ր
и т. д.), то условие постоянства и положитель-

ности производной скорости диссипации О по искомой толщине А 
обеспечивает относительный минимум объема. Известно также (2), 

что если учесть влияние членов второго порядка, то условие ժջ 
ծհ

= соп81^>0 только для отдельных участков поверхности текучести 
приводит к конструкции относительного минимального объема.

В настоящей работе получается верхняя граница наименьшего 
объема для сплошных однослойных идеально-пластических пластин. 
В качестве приложения рассматривается задача проектирования шар­
нирно опертой по контуру круглой пластинки.

1. Пусть предельное состояние пластинки возникает, когда изги­
бающие моменты Маз удовлетворяют условию текучести

Л(Л1.3, Л)=0. (11)
Здесь А —полутолщина, Л—однородная функция второй степени от 
изгибающих моментов Л1а?. Кинематически возможные скорости из­
менения кривизн пластинки ха? будем называть совместимыми с пре­
дельным состоянием, если вектор с компонентами, пропорциональны­
ми *<1 в пространстве моментов, направлен по внешней нормали к 
поверхности текучести в данной точке ЛКз. В силу выпуклости по­
верхности текучести (1.1) скорость диссипации А), отнесенной к еди­
нице площади срединной плоскости пластинки, однозначным образом 
определяется скоростями изменения кривизн х^, совместимыми с пре­
дельным состоянием

А) = Мв?х.з (1-2>
(повторение индексов означает суммирование.)
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Для любого статически допустимого состояния ЛР лежащего 
на выпуклой поверхности (1.1) или находящегося внутри этой по­
верхности, справедливо основное неравенство

£>(м* Л). (1.3)

Знак равенства будет иметь место лишь в случае, когда состояние ЛГ 
является предельным, а скорости совместимыми с этим состоянием.

Пусть пластинка толщиной 2//г под действием изгибающей на­
грузки интенсивностью д находится в предельном состоянии ЛГ. с 
совместимыми скоростями х',. Соответствующие скорости прогиба, ха­
рактеризующие картину разрушения, обозначим через тог. Пользуясь 
уравнением виртуальной работы и понятием функции скорости дис­
сипации (1.2), можно записать

Мс ДА = (1.4)

где Д — площадь срединной плоскости пластинки.
Для любой другой пластинки толщиной 2А$, находящейся на 

грани разрушения или способной нести нагрузку </, на основе (1.3) 
и уравнения виртуальной работы справедливо неравенство

(1.5)
Л А А

Из сравнения (1.4) и (1.5) получим

Я(х'э, ЛГ)<М^ Н5)с/А.
А А

(1.6)

Легко показать, что в предельном состоянии изгибаемых однослой­
ных пластинок скорость диссипации энергии, соответствующей еди­
ничной площади срединной плоскости, прямо пропорциональна квад­
рату толщины

П(М։ Л) = Л2/Л(х.з), (1.7)
где х,з совместимы с предельным состоянием, £)0—функция от ско­
ростей хвз<

Имея в виду это обстоятельство, можно написать

*,)-§- -£>(4;,. А).
"с

С учетом (1.8) неравенство (1.6) представим в виде

С О(х^, Лс)
V с Пс
А А

(1.8)

(1.9)

В случае
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֊const ^>0 (1.10) •

из (1.9) следует

| (й? —й*)сМ<0. (1.11)
А

<|

Так как условие (1.10) не удовлетворяет уравнениям Эйлера для 
функционала объема, то этот проект дает верхнюю оценку' наимень­
шего объема пластинки.

Следовательно, если спроектировать однослойную пластинку из 
идеально-пластического материала таким образом, чтобы в предель­
ном состоянии для совместимых скоростей изменения кривизн во всей 
срединной плоскости пластинки удовлетворилось условие (1.10), то 
объем такой равноизгибаемой пластинки будет верхней оценкой на­
именьшего объема.

Сравнивая (1.7) и (1.10), заключаем, что для такой идеально­
пластической однослойной пластинки

D0(ze3) == const >0. (1.14)
Отметим, что условие (114) в случае изотропного материала равно­
сильно постоянству интенсивности скоростей изменения кривизн, а в 
случае анизотропного материала—постоянству обобщенной интенсив­
ности скоростей изменения кривизн пластинки.

2. Рассмотрим задачу определения толщины шарнирно опертой по 
контуру круглой пластинки под действием равномерно распределен­
ной нагрузки интенсивностью (]. Пусть материал пластинки является 
идеально-пластическим с цилиндрической ортотропией.

Пользуясь дифференциальным уравнением равновесия, условиями 
текучести и (1.10), приходим к разрешающей системе

։1^’у'’+а։хУУ'+аэУ։ —1=0. (2.1)

я։(3у' + .ту") + у+ 

а։У + 2’1^У'

<?/* £ 
4/ 3

где приняты обозначения:

_ . 1 dw кr = xR,h = tR, — —- - — у, 
г аг у а

F+H 2(ЛГЧ֊2Л/)
Я1 = » ----------------- ' ’а а

а -2/3/AG rGH + HF,

F+G¥ АН
(2.2)

Здесь R — радиус, й — полутолщина, да —скорость протба пластин­
ки, штрихом обозначено дифференцирование по -V. Постоян-
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ные Л, б, Н известным образом (3) выражаются через пределы те­
кучести материала в главных направлениях

Не нарушая условия виртуальности скоростей, можно положить

= const. (2.3)

Тогда второе уравнение системы (2.1) примет вид

где

7 2 QVаа3 
а։ ’ 4/з։։

(2-4)

(2.5)

Общее решение уравнения (2.4) имеет вид

-2(1 + Л) (2.6)

где С—постоянная интегрирования.
В случае а з։ = 0, т. е. когда

°5f'3.sO
Зл6 . (2.7)

постоянная А равняется минус бесконечности и независимо от значе­
ния С имеем

(2.8)

В этом специальном случае изгибающий момент Мг во всех сечениях 
равен нулю и нагрузка д воспринимается только изгибающим момен­
том Л4б.

Определяя постоянную С из условия шарнирного опирания, для 
полутолщины пластинки в остальных случаях находим

(2.9)

В зависимости от характера ортотропии толщина в центре плас­
тинки может принимать как нулевые, так и бесконечно большое зна­
чения. При

^r>/2 V’ (2.10)

Л>>0 и толщина в центре пластинки имеет особенность порядка х~А. 
В остальных случаях толщина в центре равна нулю.

В случае изотропной пластинки
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։ւ = ՜7' ®։ = а։ = 1> ։= —. -4=0, Л = —
3 4з,

и из (2.9) находим

(2-11)

(2.12)

где ал—предел текучести материала.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

Ռ. Մ. ԿԻՐ Ահ ПК ՅԱՆ

Եւլեա լական պլաստիկական սալերի ամենափոքր ծաւյ^սլի
թավարար պայմանների մա սի ն

Ապացուցվում է, որ եթե միաշերտ իդեալական պլաստիկական սւպք նա­

խագծված լինի այնպես, որ տված արտաքին ազդեցությունների դեպքում մի- 
ջին հարթ ութ (ան միավոր մ ակերեսին րնկնոդ էներգիա յի դիսիպացիա յի 
արագության և սալի հաստության րաոակուսու հ ա րա բ ե բութ յուն ր ամենուրեք 
ստանա դրական հաստատուն արժեք, ապա այդպիսի սալր կունենա ամենա­
փոքր ծավալ։ 8ույց է տրվում, որ այս պայմանը Համարժեք է սալի կորու­
թյունների փոփոխման արագությունների ինտենսիվութ յան հաստատուն լի­
նելուն։ Որպես կիրառություն, լուծված է օրթոտրոպ նյութից պատրաստած 
հոդակապորեն հենված կ[որ սալի նախագծման խնդիրք հավասարաչափ 
բաշխված բեոի դեպքում: Ստացված է փակ լուծում։ Ուսումնասիրված է 
նյութի անիզոտրոպիայի ա գ դե ցո ւթ յուն ր սալի ^աստութ յան վարքի վրա'
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР LXXII ՜ ՜ 1981 “
УДК 535.341

ФИЗИКА

Փ. П. СафарянЭлектрон-фононный безызлучательный переход энергии электронного возбуждения между примесными центрамиХс13+ в иттрий-алюминиевом гранате (ИАГ)
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР М. Л. Тер-Микаеляном 20/У11 1980)1. В работе С) для вероятности безызлучательной передачи (БП) энергии электронного возбуждения между двумя примесными ионами в диэлектрических кристаллах получено выражение:

8ze2 V /2тг\2______ __________֊—) ( —) sin4 • (Ф<ЬФ(2>)»Х/?’ / \15/ ' 'X |<> ~, (1)ехр — —1|£Г|
3 (Пе—Пх)2 и6Tgll1/ = --- --------------- ----------
շ Ո.,.ՈՀ 7ր5ք?ւՀ5

где |к'^> и и |р>)—соответственно, волновая функция ос­новного и возбужденного состояний донорного (акцепторного) иона, △ = (£и—еА)/Ъ—энергетический зазор между возбужденными уровнями акцептора и донора (еи и ^֊собственные значения энергии этих со­стояний), п\> и Пк— соответственно, числа заполнения электронов до­норных (акцепторных) состояний к' и X (Ях = [exp {sx/^T՝}-Н]՜1), z и
Rq—соответственно, эффективный заряд ионов и радиус первой коор­динационной сферы вокруг примесных ионов в кристаллах типа гра-ната, р—плотность кристалла, у0—средняя скорость акустических волн в кристалле, шо—частота Дебая кристалла, ох—случайная фаза нормальных колебаний. (2)где У т.п—сферические функции оптических электронов примесных ионов, г —радиус */-оболочки примесного иона, Ф{։) и Ф<2)—функ­ции, зависящие от сферических координат (Й, <р) волнового вектора

—>акустических волн х в кристалле (2):ф!" = ФГ~֊ ОТ’-/!"), (/=1,2,3); 
•J Г)296



(3)Л” =2(/<'>+/,">Л”), /¥* (л *=1,2,3); /Р=81п2&СО8<р, /<;>=51Пг»8|п2<р, /<'>=8|п2»8|ПФ.2. Рассмотрим безызлучательный переход между примесными ионами одинакового сорта. Тогда, если уровни л и р являются штар- ковскими состояниями определенного терма, то БП приводит к миг­рации энергии электронного возбуждения по всем ионам донорной системы. Вычислим вероятность БП между штарковскими состояния­ми > = У։, р=/г уровней 4/?з|2 двух ионов Ктб3', находящихся на рас­стоянии R друг от друга в иттрий-алюминиевом гранате (ИАГ) (рис. 1).

.Л-------*------ к.^Тз/г]

Ш23

о

Рис. 1. Расположение уровней штарконских состояний воз­
бужденного уровня 4/-3|2 и нижнего штарковского состояния 

основного уровня </з|2 нона М3* в ИАГВолновые функции штарковских состояний иона 1Ч’с13+ в ИАГ можно найти методом теории групп, так как они преобразуются по неприводимым представлениям точечной группы симметрии кристал­лического поля, создаваемого остальными ионами решетки в точке, где находится ион Ж!34՜. В гранатах симметрия кристаллического поля на ионах ЖР совпадает с симметрией первой координационной сферы, которая представляет собой слегка искаженный куб, в вер­шинах которого находятся ионы кислорода (О՜2) (точечная симмет­рия /)2). Эти волновые функции найдены в (3), их можно представить в виде суперпозиции волновых функций свободного иона К, 5, /, Л17>=|М/>. Для рассматриваемых здесь уровней эти волно­вые функции имеют вид:I - ± I ± ։/2>. I/Л4/7*» = I ± з/2>; 1*։СМ> = 0,25801 + 3/2>+0,9686| + 5/2>. (4)Задача вычисления входящих в формулу (1) матричных элемен­тов <7|£/|р> и <И^1н'>. таким образом, сводится к вычислению матричных элементов неприводимых тензорных операторов (какими являются сферические функции Г,лл) на волновых функциях |5,7,/,Л1Г свободного иона 1\1с13+. Волновые функции свободного иона + |$, /, Л//^> в атомной спектроскопии находятся методом, предло297



женным Рака (*), суть которого заключается в том, что путем ис­пользования генеалогической схемы многоэлектронная волновая функ­ция сводится к одноэлектронной. Обобщая формулу для матричных элементов неприводимых тензорных операторов, полученных в (5), для случая двух взаимодействующих центров получим< (л/1)Л«Л£։/,М, | V г*у1т | > =/ —I= 2х,։,(-1)д'+'-+Л1'+։'+/- ЛГ/(2/։ + 1)(2/г + 1)(2Л1+1)(2£։+1)Х
—Л!, т М2 (к։г,!|/։>х

(5)
где индексы 1 и 2 отличают величины, принадлежащие двум центрам; 5, А, /—соответственно, спиновый, орбитальный, полный моменты; М/—проекция полного момента / на направление х\ Ы—число экви­валентных 4/-электронов (для Кд34՜ М = 3); —генеалогическиечДкоэффициенты, связывающие состояние | А, У> конфигурации (п/)лг с состоянием |А', 5 конфигурации (п/)к՜2, символы.Проведенный матричный элемент формулу (5), имеет вид </1к2П !/2>, входящий в

</1 ИП1А>= ->( /1)' . </։ о|г։г<0|/։0>, /71 * /гХ\0 О О/ (6)
где Я*г(г) У7т(0', <р')~одноэлектронная волновая функция 4Лэлектрона. Если начало координатной системы совместить с первым ионом, а ось г направить по направлению второго иона, то угловую часть волновой функции второго иона можно получить из соответ­ствующей функции первого иона, совершая в ней параллельный пе­ренос г։(Ь2, ф2) = /?(9, <?;) («)

А)= 2 1/___4я<2^+1) •"о V (2Л+1)(2/։ + 2*+1) \г։/ \Л? /
х >»,»,(»;, ?;> ф).Подставляя формулу (7) в (6) и учитывая, что (4)^л>г<0гИ51пмад<е = |/_к(2/+ 1)(2/+1)(2л+1) • *находим
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(2/,+ 1)(2/, 1)(2/+1) 2/.-2£ н
ос

X Г/,-»,о(0, ф) ( (8)
о/ / / лПоскольку ( 71 1^0 при четных значениях /։֊:7?4/, то в на-\0 О О/шем случае (/1=Л = 3, 1 = 2) в сумме по к в формуле (8) остаются лишь два члена (£=1, 3). Учитывая также, что 6 = 0, легко можно найти У00(6, Ф) = 1/2/г, Г։о(6, ф) =-1^=37. Кроме того

= 2//7-15, ——3,У3-35- Подставляя эти значения в фор­мулу (8), для <С/1||г2К/||/2> получим
71 Л\ _ .0 0 0 /

где (9)
(Ю)

(*

ев

/?- Я-МЛ) - К-'ЛГ2> 8!п

I

П
I

(12)
Легко видеть, что ормула (9), следовательно, такжесовпадают с соответствующими формулами для одного формула (5) центра (5),после подстановки гх = г2, =/2, /?э0.Из всех известных радиальных волновых функции наилучшими, без сомнения, являются хартри-фоковские функции. Для «/-оболочки они имеют вид (:) /?у(г) = ^ С,г* ехр I- I (13)где С/ и 2/ —постоянные.Подставляя формулу (13) в (11) и (12), для радиальных инте­гралов после проведения замены переменных (/'р’,1 получимвыражения: I

г2е~г1г*с1г2\ (14)
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22 R С. С,
R ^'1

г\е~г^՝дг1 г2е~1!т*с1гъ |/?֊п1 (15)
допускающие аналитические решения.

/ RПосле повторной замены переменных / гг — — (х֊Ту), га = \ 2
R \= — (х— у) ) интегралы (14) и (15) можно представить также вследующем виде: ОО +» ПИ 4 4 ,• Р Я ₽<^г22>1 =----  у у С/С, \йх\с1у(х-}-уУ(х2—у-)е-{г^/1') ^ е~(г1~2^ ;212 м д и1 -IV С/С, ) дх [^(х + у)в(/-у2)г^+:/‘Гхг(;г^2 у./-1 и 31 — 1 (17)

Интегралы типа \хпеа՝дх и упеЬу(1у, входящие в формулы (16), Ь/ V1 ֊1(17), табулированы в (8)3. Вычисления интересующих нас матричных элементов, произ­водимые на основе применения формулы (5), привели к следующимзначениям: + 1/2 IV ггГГЩ, 5։, 3/2, : 3/2 > = /-1= < 7.1.5,. 3/2, +1/2|1 г(=У±2|5։,Аг,3/2,+3/2>=-41/1<г2>; (18) /—■ 1 5 г 5~..3/2 IV г/ Г;' I £„$„ 9/2, ±5/2> = / — 1 (19)где Л։ = Л2 = 6, 51 = 5, = 3/2. Отметим, что входящие в формулу (5) 3/ и б/'-символы табулированы в (в), а генеалогические коэффициен­ты—в (*). Тогда для произведения квадратов матричных элементов,входящего в формулу (1), получим значениеI»

КИ^|н>12КИ^1н>|2 = 1,686- ю֊’ (20)где £а = £> = 2 статвеса состояний X и ц.Подставляя в формулу (1) также следующие значения параметров,которые справедливы для кристалла ИАГ—: «>о = 9,81 • 1013 сек \△ = 85 см՜1 =1,58 « Ю13 сек՜՝1, р =4,56 гр!см\ -и0 = 5,58 • 105 см/сек,г=1 ат. ед. и средние значения 81п|‘('>х = 5/16, (ФрФр)2 = 0,1726 (которые легки вычисляются), для вероятности электрон-фононной БПполучаем 300



(21)= >՛4344 • >0‘ ■ сек֊'.ехР -=г — •Численные значения яния между ионами (/?). <?2>з, в зависимости от рассто-приведены на графиках (рис. 2). Постоян­ные и Х1 для иона Nd3 имеют следующие численные значения (7): Сх=1068,89, С,= 159,822, С, = 23,5767. С4-=0,645797, г։= 10,727, 2, = 6,071, 2э = 4,047, г4 = 2,216.4. Графики зависимости от расстояния А* между ионамиМб3+ в ИАГ при различных температурах в интервале [6-1000 К| приведены на рис. 3. Видно, что электрон-фононные БП проявляютсяна расстояниях Горизонтальная линия на графике соответ­ствует вероятности излучательных переходов из уровня ‘Л՝3’2 ионаКб3*՜ в ИАГ (и»И ЭЛ = 3,9 • 103 сек} (О). Видно, что эффективная миг-рация энергии наступает при следующих значениях расстояния R: /?^4,15А° (при Т 9,8 К),А’<5,32°Д(Г=300 К),/?<5,48АЭ(Г 1000°К). Так как минимальное расстояние между ионами Ыб՝' в ИАГ, при

Рис. 2. Кривые зависимости интег­
ралов перекрывании </•’>! (/). 
<г’>а (2) »< <'■’> (3) от расстоя­
ния R. Отдельно приведена кри­
вая зависимости <у’> от А? в бо­

лее крупном масштабе (4)

Рис. 3. Кривые зависимости вероятности 
БП (в логарифмическом масштабе) от рас­
стояния R между примесными центрами 
при различных температурах в интервале

[6ч- 100П К]

100%-ой атомной концентрации, равно /?« =4,15 А , то незатухающую люминесценцию ионов \б3+ в ПА1 (при максимальной кошниц можно получить при температурах 7<^9,8 К. Однако приведенные здесь рассуждения справедливы при равномерном распределит! [
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месных центров в кристаллической матрице. В реальных кристаллах примесные ноны образуют отдельные ассоциатные группы близко­расположенных ионов (известно, например, что в НАГ ионы К’б3՜1՜ могут сближаться на расстоянии = 3,7 А°). При благоприят­ствующих расстояниях и температурах возбуждение может миг­рировать по ионам внутри ассоцнатной группы. Это, естествен­но, приводит к тушению люминесценции при еще меньших концентрациях, чем предсказывают приведенные здесь вычисле­ния. Однако даже в этом случае подобные вычисления не теряют физического содержания, так как они позволяют найти те минималь­ные расстояния, при которых могут образоваться ассоциатные группы.Полученные здесь формулы объясняют также хорошо известные экспериментальные факты:1. Возможность получения люминесценции ионов Кб34՜ при мак­симальных концентрациях в других кристаллических матрицах. Как следует из формулы (I), в таких кристаллах минимальные расстояния ионов \’с13+ при 100%-ом замещении, как правило, должны быть сравнительно великими. Такими являются, например, кристаллические структуры К3Кб(РО4)2, Кб1лР4О12, КМР4О1г, \’с1А13(ВО4)4 и т. д. (10).2. Тенденцию сохранения люминесценции при максимальныхконцентрациях скорее всего проявляют те редкоземельные ионы, ко­торые находятся в нижней части периодической системы Менделеева.эУ этих ионов •и»:ективный заряд ядра (Ճ/) на 4/-оболочке велик,что приводит к сильному перекрытию волновых функций на сравни­тельно малых расстояниях (см. формулы (И) и (12)). Известно, что тяжелые ТЙ3+-ионы (например Н* , Е^+, Т,4+ и т. д.) сохраняют яркую люминесценцию во многих кристаллах (в том числе и в гра­натах) даже при 100%-ом замещении.В заключение автор выражает благодарность М. VI. Тер-Микаеляну за постоянное внимание к настоящей работе.
Институт физических исследований
Академии наук Армянской ССР

Ֆ. Պ. ՍԱՖԱՐՅԱՆ

էլեկտրոնային զրղոման էներղիսւյի Լ|եկտгпն-ֆոնոնւս փն ոչ նաոաղայ թա |ին 
անցումը -իոնների միջև, որոնք գտնվում են ինտրիում-ալյումինիումի

նոեաքարի թյուրեղում իււսոնուրղների ձևով

( ) ա 1!ս ատ ա^յI'ոլմ ստացված րն գհ անու ր րանաձեր այս աշխատանքում օգ­
տագործվում է հաշվվելու համար էլեկտրոնային գրգռման էներգիայի էլեկտ­
րոն ֊ ֆոն ոն ա յին ոչ ճառագայթային անցման հ ա վան ա կան ո ւթ յուն ր -իոն­
ների միջև, որոնք գտնվում են ի տ ր ի ո ւմ - ա լյում ին ի ում ի նռնաքարում խառնուրգ- 
ների ձևով։ Էքսպերիմենտալ փաստերի հետ համեմատությոէնր աոիթ է տա­
քիս մտածելու, որ բյուրեղներում խառնուրդների մեծ ւգարունակոլթյան դեպ- 
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բում, երբ խառնուրդային իոնների միջև եղած հեռավորութ յունր փոքր ( 
( /? <Լ 6 A )> էլեկտրոն֊ֆոնոնային ոչ ճառագայթային անցման մեխանիղմր 
հանդիսանում է հիմնական մեխանիզմներից մեկր, որը բերում է բյուրեղի 
լյումինեսցենցիա յի մարման։
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УДК 616.127—005 8—073.97 : 612.171

МЕДИЦИНА

3. Л. Долабчян, Н. Г. Татинян, Р. С. Габриелян, С. А. Пнрузян

К вопросу об информативности электрокардиологических методов 
в отношении сократительной активности сердца при остром инфаркте

миокарда
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. С. Стамболцяном 2/ХН 1980)

Роль электрокардиологических методов в диагностике острого ин­
фаркта миокарда общеизвестна. Можно смело сказать, что эти мето­
ды играют очень важную роль не только в распознавании этого забо­
левания, но и в его лечении и профилактике. В этом имеется общее 
согласие в литературе. Но при всем этом их информативность ограни­
чена. ..>]

В литературе господствует
рокардиологические методы не

классическое мнение о том, что элект- 
являются информативными по отноше­

нию к основной лрункции сердца—сократительной активности миокар­
да. Вопрос о роли и значении этих методов в изучении сократитель­
ной ункцин сердца фактически и не рассмотрен. Имеются лишь нс-
которые указания отдельных авторов (*՜4). Между тем вопрос этот 
приобретает принципиальное значение и требует специального нзу- 
чения, поскольку не ограничивается в пределах только՛ проблемы ин­
фаркта миокарда. Он актически затрагивает один из фундаменталь-
ных аспектов современной теоретической и клинической кардиологии. 
Речь идет о взаимосвязи электрической и механической активности 
сердца и об информативности электрокардиологических методов в 
определении функционального состояния сердца—сократительной
активности миокарда.

Под наблюдением находилось 250 больных с острым инфарктом
миокарда, поступивших на лечение в инфарктное отделение Институ­
та кардиологии им. Л. А. Оганесяна Министерства здравоохранения 
Армянской ССР. Распределение больных осуществлялось согласно 
классификации острого инфаркта миокарда, предложенной 3. Л. До- 
лабчяном (5). Были выделены 2 основные группы в зависимости от 
трансмурального или нетрансмурального поражения миокарда. По 
объему инфарцированного очага группа больных с трансмуральным 
поражением была подразделена на 4 подгруппы: первая подгруппа— 
с минимальным объемом, четвертая подгруппа—с максимальным объ-
емом, а вторая и третья подгруппы—с промежуточной градацией.
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Все больные были подвергнуты детальному клиническому, лабора­
торному и инструментальному исследованиям. Электромеханическая 
активность сердца была изучена методами скалярной и ортогональной 
электрокардиографии, пространственной векторкардиографии, фоно­
кардиографии и поликардиографии. Проведено подробное биохимиче­
ское исследование с определением электролитов сыворотки крови,
компонентов свертывающей и антисвертывающей систем, э»:ферментов.
Центральная гемодинамика была изучена методом • радиокардиогра­
фии. Были также проведены рентгенологическое и функциональное 
исследования.

Вышеуказанные методы исследования проводились динамически 
в процессе этапного лечения больных. В центре внимания находились 
3 этапа: этап интенсивной терапии и наблюдения, промежуточный 
этап и этап начальной реабилитации. Применены принципы активной 
терапии, ранней активизации, мобилизации и реабилитации больных.

При определении электрической активности сердца мы основы­
вались на разработанных нами следующих комплексных показателях: 
число патологических зубцов Q в 12 отведениях —Qn, симптом 
(QnJXQn, число зубцов У? в 12 отведениях — Rn, симптом (Е/?)х(/?я), 
суммарный скалярный показатель R — avR -av* — avF-rR(z\—г»в) 
и суммарный ортогональный показатель ^/?= -Rt+Ry-' Q: (последний 
показатель предложен Гофником и др. (6)). У всех больных опреде­
лялся тип сократимости на основе фазовых и гемодинамических по­
казателей (:). Согласно данным наших комплексных исследовании I 
тип встречается при умеренном ослаблении сократительной активнос­
ти миокарда, 111 тип при выраженном его ослаблении, а 11 тип зани­
мает промежуточное положение.

Как первый шаг в разработке вышеотмеченных задач нами были 
определены величины электрокардиографических показателей в раз­
ных группах больных, распределенных по объему инфаркта миокарда. 
Эти данные приведены в табл. 1. Как следует из таблицы, выявляет­
ся прямая взаимосвязь степени выраженности этих показателей с 
объемом поражения. Наиболее выраженные отрицательные отклоне­
ния показателей обнаруживаются в группе больных с трансмураль­
ным поражением миокарда, охватывающим максимальный объем. Они 
выражаются в оптимальном увеличении С]п, (<2ПЛ )Х(У„) II в опти­
мальном уменьшении /?„, С£/?)Х(/?л), -аъг+аг՛/՜ 4-Х?(;',—и 
V/? =.-и/?,4-С].-. Минимальные отклонения этих показателей ветре- 
чаются в группе с нетрансмуральным инфарктом миокарда.

В последующем величины этих же электрокардиографических по­
казателей были определены при различных типах сократимости мио­
карда. Полученные результаты представлены в таол. 2. Как видно из 
таблицы, обнаруживается закономерная картина. При 1 типе сокра­
тимости миокарда, т. е. при умеренном нарушении сократительной 
активности сердца, патологические отклонения изучаемых электри­
ческих показателей также выражены в умеренной степени. Выражен­
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ность этих показателей максимальна у больных с III типом сократи­
мости миокарда, у которых имеется выраженное ослабление сократи­
тельной активности сердца. Промежуточная степень выраженности па­
тологических электрокардиографических показателей выявляется при 
11 типе сократимости миокарда. Другими словами, выявляется пря­
мое соотношение между выраженностью электрофизиологических 
признаков острого инфаркта миокарда и степенью ослабления сокра­
тительной активности сердца.

Нами изучена также динамичность электрофизиологических по­
казателей в процессе этапного лечения больных с различными типа­
ми сократимости миокарда. На рис. 1 показана динамика двух пока-

Рис. 1. Динамика показателей (?л(Л) и в процессе этапного лечения больных 
с различными типами сократимости миокарда: белые столбики — 1-й день, заштри­
хованные столбики—6-й день, столбики с пунктиром — 15-й день, черные столбики

— ЗО-й день болезни. Приводятся Л1±т

зателей в различные сроки лечения: количества патологических зуб­
цов и количества зубцов В процессе лечения уменьша­
ется среднее количество патологических зубцов <3 и, наоборот, увели­
чивается среднее количество зубцов /?. При этом обнаруживается пря­
мая зависимость от типов сократимости миокарда. Минимальная 
степень этих сдвигов наблюдается в группе больных с выраженным 
ослаблением сократительной активности сердца, т. е. при III типе со­
кратимости миокарда. Максимальная степень, наоборот, наблюдается 
при умеренном нарушении сократимости миокарда, т. е. при I типе.
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Таблица /

Объем поражения

Нетрансмуральный инфаркт 

I подгруппа

Ч

III

IV

Тр
ан

см
ур

ал
ьн

ы
й 

ин
ф

ар
кт

Электрокардиологнческие показатели при различных объемах инфаркта миокарда. 
Приводится М±т

0,80+0,09

0,72+0,05 
р<о,оо1

5,21+0,13 
Р<0,001

6,25+0,15 
Р<0,001

7,30+0,20р<Ь.оо1

(<?п.1> X (<?« )

0,042+0,09

0,49 +0,05
Р<0.001

25.66+0,94
Р<0,001

47,72+1 .52
Р<0,001

76,31 + 1,48 
Р<0,001

R" £/?=аг։+-лг/г+ I/? Rx~{-Ry

10,71+0,07

8.24+֊0,69 
Р<б .001

7,55+0,07 
Р<<Г,001

7.05+0.08 
Р<0,001

4,85+0,12
Р<0,001

163.4+1,16

115,64+1.85 
Р<0,001

77,36+1,14
Р<0,001

69.00+1,11
Р<0.001

36.25±2.28
Р<0.601

41,42+0,14

38.04+0,21
Р<0,01

25.68+0,32
Р<0.001

24,51+0,25
Р<0,001

10.55+0,24
Р<0.001

14.33+0,16

13.52+0.19 
Р<0,001

9,84+0.21 
Р<0,001

8,56+0.27 
Р<0,001

7.45+0.14 
Р<0.001



Таблица 2
Электрокардиологнческие показатели при различных типах сократимости миокарда. 

Приводится М±т

О» (<?пл)Х((?л) (V/?) X (R,,)
4՜ R у 4 М г

111

1,14+0,05

3,92+0-09 
Р<0,001

6,б5±г0,14 
Е<0,001

0,09+0,00

18,45+0,96 
Р<0,001

62.41 + 1,24
Р<0,001

10,00+0,05

7.91+0,06 
Р<0,001

5.86+0.10 
Р<0,001

160,35+1,21

97,42+1.12 
Р<0,001

40.23+0.15

31,76+0,20
Р<0.001

14,13+0.17

11.85+0,21 
Р<0,001

54,56+1.48 
Р<0,001

18,11+0.22 
Р<0.001

8.12+0.19
Р<0»001

Означенная закономерность обнаружена и в отношении остальных 
электрокардиографических показателей. Па рис. 2 приводятся дан­
ные синдромов (Фпл)Х(Фл) и /?)Х(/?л). Ясно видна зависимость 
степени улучшения электрического состояния сердца от типа сокра­
тимости. На рис. 3 приводятся данные двух суммарных показателен 
V/? — %аъл+и V + Эти данные сви­
детельствуют о прямой взаимосвязи между электрическим и механи­
ческим параметрами сокращения как в период возникновения забо­
левания, так и в процессе этапного лечения.

Рис. 2. Динамика синдромов ста (Л) и коллапса (Б) в процессе этапного лечения
больных с различными типами сократимости миокарда (обозначения столбиков те же).

Приводятся М±т
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Результаты наших исследований проливают свет на один из дис- 
кутабельных вопросов современной кардиологии. В обычной практи­
ке дифференцируют 2 группы феноменов, возникающих при сокра­
щении сердца: электрических и механических. В соответствии с этим 
положением существуют методики, отдельно изучающие электриче-

Рнс. 3 Динамика суммарных показателей 
֊/? Ну + (2г (Б) в миллиметрах при

да (обозначения столбиков те

-/? = На1'2 4֊ Наг» Б -г /?(е։ — ев) (Л) и 
различных типах сократимости миокар- 
же). Приводятся М + т

скро активность сердца, и методики, изучающие только сократитель­
ную активность сердца. Нами уже долгие годы развивается концепция 
о единстве электромеханической активности сердца и методики син­
тетической электромеханокарднологии (8). Накопленный опыт по­
зволяет сделать предположение о том, что электрокардиологические 
методы содержат в себе информацию не только об электрической ак­
тивности сердца, но и о его механической активности, о сократитель­
ной

ца:

рункцииЗЕ миокарда.
Другими словами, эти методы изучают все четыре функции серд- 
автоматизм, возбудимость, проводимость, сократимость. В этом

направлении было проведено и настоящее исследование.
При остром инфаркте миокарда электрические сдвиги обусловле­

ны прежде всего динамикой событий в зонах некроза, повреждения и 
ишемии. Последние именно и определяют характер и степень сдви­
гов на электрофизиологической кривой, но при окончательном оформ­
лении электрической картины сердца участвует и сократительная 
функция миокарда. Не случайно, что в наших наблюдениях определя­
ется зависимость выраженности патологических отклонении электро­
кардиографических критериев от степени ослабления сократительной 
активности миокарда. Следует учесть, что рассматриваемые нами 
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электрические критерии весьма достоверные и довольно точно отра­
жают состояние электрических процессов. Заслуживает внимания тот 
факт, что степень положительных сдвигов электрических показателей 
в процессе этапного лечения также зависит от степени нарушения 
сократительной активности миокарда.

Таким образом, мы приходим к убеждению, что электрофизиоло­
гические критерии дают информацию и о состоянии сократительной 
лфункции сердца. По характеру и степени их изменений можно судить 
о функциональном состоянии миокарда. Эти факты вытекают из из­
вестных физиологических положений. Ведь в основе электрических и 
механических параметров сердечного сокращения лежат общие меха­
низмы. Процесс сопряжения возбуждения с сокращением—это единый 
процесс, который протекает с определенной этаппостью. В этом смыс­
ле трудно представить, чтобы электрические феномены не отражали 
состояние сократительной функции миокарда. Биохимические и био­
физические процессы, обусловливающие сокращение сердца, приводят 
к появлению электрических и механических феноменов. Последние 
являются взаимообусловленными и взаимообслуживаюшими. И поэто­
му между этими феноменами имеется тесная органическая связь. Изу­
чая электрическую активность сердца, клиницист может получить 
весьма ценные сведения и о сократительной его активности. Роль 
электрокардиологических методов шире, чем в изучении только одной 
электрической активности сердца. Электромеханическая активность
сердца одно целое, и методы ее изучения дают целостное представле­
ние о деятельности сердца.

Из изложенного можно сделать следующие выводы.
1. При остром инфаркте миокарда выявляется прямое соотноше­

ние между показателями электрической активности сердца и сокра­
тительной активности миокарда. Типы сократимости миокарда во мно­
гом предопределяют состояние электрической активности сердца и 
наоборот.

2. В процессе этапного лечения больных с острым инфарктом мио­
карда определяется параллелизм в динамике показателей электриче­
ской активности сердца и сократительной активности миокарда. Об­
наруживается общая направленность изменений электрических пара­
метров и типов сократимости миокарда.

3. Электрокардиологические методы и связанные с ним электри­
ческие критерии деятельности сердца отражают не только электри­
ческую активность, но и сократительную активность миокарда. В 
практике они могут быть использованы для косвенного определения 
функционального состояния миокарда. С этой целью следует осно­
вываться на комплексных электрических показателях, отражающих 
многие стороны патологического процесса и дающих по мере возмож­
ности целостные представления о нем.

Институт кардиологии 
им. Л. Л. Оганесяна 
Министерства здравоохранения 
Армянской ССР
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Ջ Լ. ԴՈԼԱՐԸ ԱՆ. Ն. Գ. ՏԱՏԻՆՅԱՆ, Ռ. Ս. ԴԱՐՐԻԿԼՅԱՆ. U. Ա. ՓԻՐՈ 1*9.3 ԱՆ
Ս ГШШ մ կա սի սուր ինֆարկտի ժամանակ էլեկւո րա uruiiup ա նական մեթողնԼր տեղաւովոէթiniGp սրտի կծկողական ակտիվության նկшտ^^шմp

Ս րտ ամ կան ի սուր ինֆարկտով 250 > ի վան ղի մոտ կատարված ուսում­
նասիրման հիման վրա քննարկվում է էլե կտրասրտ աբանական մեթոդների 
տեղեկատվութ յունր սրտի կծկողական ակտիվության նկատմամբ։

Հա յտնարերվում է ուղղա կի հարաբերակցության սրտի էլեկտրական և 
կծկողական ակտիվութ յան ցուցանիշների միջև:

քևսումնասիրեյով սրտի էլեկտրական ակտիվոլթյունր , կարելի է ստանալ 
արժեքավոր տվյալներ նաև նրա կծկողական ուժի մասին։

Սրտի էլեկտրամ եխանիկական ա կտիվ ո ւթ յո ւն ր մի ամբողջություն է, 
ուստի և էլե կտրա սրտ աբանական հե տ աղ ոտությունր տալիս է սլատ կերացում 
սրտի ողջ գործունեության մասին։
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