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МАТЕМАТИКА

С. Т Мкртчян

Оценка близости распределений, имеющих совпадающие средние 
значения порядковых статистик

(Представлено академиком АП Армянской ССР М. М Джрбашяном 2/V11 1980)

Пусть А\......... Хп — независимые случайные величины с общей
функцией распределения (ф. р.) Л(х), а Х},п «с А'_-;я Хп,п —
соответствующие порядковые статистики. Допустим, что {&(/): I = 
= 1,2,...; — последовательность целых чисел, для которой
=С /. В работах (1в) исследован вопрос о восстановлении ф. р. по 
последовательности чисел

{^(А'*<я):я): д = т, /и 4-1,...} (1)

при некоторых предположениях относительно вида последовательнос
ти {£(/):/ = 1, 2...}. В статьях (12) доказано, что при k(n) = \ или 
k(n) = п и £|AJ<oq ф. р. Л(х) восстанавливается по последователь
ности (1) при tn = 1 единственным образом. В работе (3) аналогичный 
результат доказан для случая k(n} — k = const. Наиболее общин ре
зультат получен в работах (5в). Для того, чтобы сформулировать 
его, нам понадобится

Определение (см. (5)). Скажем, что последовательность 
удовлетворяет (А—//О-условию, если

' при всех Г^т.
По определению любая последовательность удовлетворяет 

(А —1)-условию.
Основной результат работы (5) состоит в том, что если после

довательность |*(/)| удовлетворяет (А — /я)-условию и К00»
то ф. р. Г(х) восстанавливается по последовательности (1) средних 
значений порядковых статистик единственным образом. В работе (6) 
при дополнительном условии £՝|А'1|<Дх; несколько ослаблено (А т)- 
условие.

Ниже мы изучим вопрос о том, насколько конечный отрезок
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{^(А'мям): п т. т \. т 5}

последовательности (1) определяет ф. р. Л(л). Точнее, если Г։(л) 
и Л2(х) — две ф. р., для которых соответствующие средние значения 
порядковых статистик Х^пу.п совпадают, т. е.

Е^Х^луп) — ^2(Л*(л);л)

при п = т, т ֊1, ... , ш4-5» то нас интересует, насколько Еу(х) от
личается (в некоторой метрике) от Л2(х).

Пусть {Л(/)|—некоторая фиксированная последовательность, 
удовлетворяющая (А — /п)-условию. Для каждой ф. р. Г определим 
обратную функцию Л՜’, положив

Л-‘(у) = 1п!{х: Г(л-)^у), 0<у<1

(см., например, (’)). Введем класс Г функций распределения, удовле
творяющих условиям:

I) для любой ф. р. Л£Р, любого £>0 и любого /£(0.1)

§ир|/-'-1(^4 0— 
ИО

I /771(у)уМл)-։(|_у)л-*(гЩ/у= I 5,֊1(у)у*</|>-1(1—у)п-*(л) (4)

где р1(/;е)^»О—некоторая
2) для любой ф. р.

заданная (фиксированная для Р) функция; 
конечна величина

7(ги; Р) = Е\Х цту.т I;

3) для любой }).р. Р^Р при всех /£(0,1) справедливоЗЕ

|Л֊Ч/)(^Л(/),

где А(/) заданная и фиксированная для Р функция.
Положи м

Р(/; е; т) = р2(/; е) + (/и —1) £(/).

Теорема. Пусть последовательность [&(/)] удовлетворяет 
(Л—ту условию. Если £ Р и Г^Р—две ф. р., для которых

^1(Ай(л);я) = Л*(п);л) (2)
* ♦

при п = т, т 4-1, ..., т , $ ($> 1), то для любого ''£(0,1) и любого 
у£(0,1) справедливо неравенство

у*(т)֊ц 1 — у)р,-м(т)|Л-։(у) — *(у)|^

(3)

— 1 }\(т — к(т))\ 
т\

где С—абсолютная постоянная. 1
Доказательство. Легко убедиться, что (2) эквивалентно 

соотношению 
1 I

о
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при п т, т ։-1, , 
Положим

«АУ> = Р, |(у)у*",,(1-у)” г-1, 2.

Р-(у) У^(т^ у)/-*(«+/)+*(*)։ у—о 1

Тогда (4) принимает вид
1 1

|^1(у)Р|(уМу = | «»(у)Л(уМу. / О,։........ т.
о о

Так как последовательность удовлетворяет (.4 гл)-условию,
то Ру(у)—полином от у степени /. а это значит, что предыдущее со
отношение может быть записано в виде

| #1(У)Уу^у« | £1(у)у'<*У. 7-0. 1...........5.
о с

Положим
1

МО- £>(у)*“у<*у» г = 1, 2.
и

Тогда условия (5) означают, что

?^(0)« <рР(О). 7-0, 1.........т.

(5>

(6)

Так как

<₽։(/)—ТИО
V ^>(О)-уу)(О)

У!

где то. учитывая (6), получим:

Но

Л).
(А(т)— 1)!(/п —£(/л))!

т\
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поэтому из (7) находим:

— £(/«))!

т!
ИГ1
(5+1)! ' («)

Аналогичные рассуждения приводят нас к неравенству

|?1(0֊֊%(0|^ ———Ч--------21- 1т(ш’ № Лг)1 • Ч- ■ (9)
т\ 5!

Рассмотрим функцию

-ехр|(г/о)2/[(г/б)2-1|!
при |г|« 
при и>г,О

где

1

с—1 ехр |г2/(г;—1)]йг.
С

—1

00

Ясно, что ш (г)^0, ш6(з) = 0 при щ(г)с1г = 1 и шд(г)—бес-
— <ю 

конечно дифференцируемая функция.
Доопределим (''=1, 2) на всю вещественную ось, положив 

огг(г) = 0 при г£|0, 1], и положим

Ясно, что %г(г\ ^—бесконечно дифференцируема по г, причем

|£г(г; 1^л(у)—^г(г)1«и(у-г)^у =

г
(1гг(г+'.)-^('.)|шй(;)<Г.<5ир|^,(г

.1 1Ч<«-о
(10)

Положим теперь

X
<Рги; «) = |^(г; ?)е“г</г =^(/» • /,,(/), (11)

"ОО
где

//(О
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Пусть Д (г) — функция ограниченной вариации на вещественной
прямой и

Хорошо известно (см., например, (8), стр. 26), что если а(() абсолют
но непрерывна на 7?1 и а(/), а'(() интегрируемы с квадратом, то

т\

Уаг(Д)< 1
/2՜ \а' (О1а Л (12)

Положим

Тогда

Л(г) = £1(г; '-)—£։(г; '-)■

а(О= 3)—£,(г; «)։/* = /(<р։(О֊<Р։(О)7/(О. (13)
-  ОО

Отсюда и из соотношений (8) и (11) ясно, что

। (Цт)— 1)!(/и—к(т))\ . . с . .... |/|, + 2 , ,А| п|а(/)|^^Д—--------------------— |7(/и; Л)4֊7(/п; Л,)) • ■ - ■ • |/40|. (14)
т\ (5-Ь1)!

Кроме того, из (9) и (11) находим:

|а'(01< (М"»)-1)!(т-й(т))! [Т(т; ~(т. Л,)| х
т\

X 2|^|х<(/)| + ^1_ 14(01
5! ($4-1)։

С другой стороны,

ОО го
!?>('; ։)-?«(<. «)К 1^։(-г; «)1^«

(15)

|^(у)1“4У֊г)1/у</ |£г(у)|</у = (16)

(А?(т)— 1) !(ш —А?(^/))!
|;(^; ^\)֊\ 1(гп; Л,)|

и аналогично
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— (®1(Л '-)
аг

(Мт) — \}\(т—к(т))\
■.. -

т\

(17)

Х[7(/п; А1)4-7('”; ^)] ‘ V’
6

Здесь и ниже через С будут обозначаться абсолютные постоян
ные (не обязательно одни и те же). Легко видеть, что для функции 
/.;(/) справедливы неравенства

& тах( 1,|/|2)

ОО

Оценим теперь

Для любого Г>1 с учетом (13), (14), (16) и (18) имеем

|ц(О|2^ ֊ I |о(О|-^+ |а(/)|2<// 
< </

(к(т) — 1)!(/п — &(/л))!
т'

\ц>т- г

2

(Мт)—\у.(т—к(т)У
т\ (19)

Аналогичным образом с учетом (13), (15), (17) и (18) найдем

|а'(/)|’Л< (*(/п)—1)!(от-Л(т))!
т\

(20)
1 гуг.+з

։! / 2։ 3

Опенки (19) и (20) с учетом неравенства (12) приводят нас к 

|£.(г; «)-«,(«; г)|<УагЛ(г)^С(<г(/") ~1)!('”~^лг))! X 
/7/!
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(21)

Х(ч(ггг,

2 1
Выбирая Т = Со~ л+з (տ!)՝ հ из (21) легко найдем

,(г; . ^«)-1)К">-*(т))!х
/72!

(22)

X ք,»֊ • ֊

Неравенства (22) и (10) показывают, что

|А'1(г) - /?2(г)1 -С
(&(///)—1)!(/и—/л))! 

/п|
(7(т; Л։) -,-(/п;Л2))Х

(23)

X —т^ + տււբ|£։(տ+ ',) — £։(*)| + տսթ|£։(?-քՀ)-£։(*)|.
5 |С1«$ 1С|<а

Без особого труда можно убедиться, что

տւփ|£ր(*4Հ)֊ձ, т), 
|СК«

Подставив последнее неравенство в (23), получим требуемое 
неравенство (3).

Ереванский институт 
народного хозяйства

Ս. Н-. ՄԿՐՏՉ5ԱՆ

հարղա 1Г« »| իհակաղրությ անների համընկնող միշիև արժեքներ
ունեցող բաշխումների մոտիկուըյան գնահատական|>

Դիցուք ունենք է' Հև թԴ բաշխումներր, որոնց >ամար միջին արժեքների

համաи/ ւս տա и քս ան հաջորդականությունների վերջավոր հատվածներր համ֊

րնկնում են ։ Աշխատանքում տրված է այդպիսի բաշխումների մոտիկության 
դնահատականւ Այս դնաՏատականից սա >մանում, ստացվոււ) Լ հէուանդի 
արդյունքր։ Մյուս կոդմից այդ դնահատականով կարելի է հ ե տ ա դո տ ե լ ք Հ-ի 

\՝3՝ին ձդտելու արա դությունր ւ Հետևաբար դնահատականր կարոդ է կիրաո-

վե[ բնութ ադրա կան խն դիրներում կա յո ւն ո ւթ յուն ր Հետադոտելիսէ

201



Л И Т Е Р Л Т У Р Л — *>• Г U ‘I И Ъ П b I* 3 П 1՛ ъ

1 L. К. Chan. Amer. Math Monthly, vol. 74, 950—951 (1967). ’ Л. G. Konheim, 
Amer. Math. Monthly, vol. 78, 524 (19711. 3 Y. H Viang, Tech. Report No 71 — 10,
Division of Statistics, The Ohio State Univ., 1971. 4 Af- Pollak, Ann. of Statist., vol. 
1. 180 182 (1973). 5 J. S. Huang. Ann. Inst. Statist. Math., vol. 27, 87—93 (1975). 
’ J. S. Huang, J. S. Hwang, Statistical Distribution In Scientific Work, Dordrecht, 
Holland. 1975. ’ Я. Гаек, 3. Шидак, Теория ранговых критериев, Наука, М., 1971. 
8 ИА. Ибрагимов. Ю. В. Линник. Независимые и стационарно связанные величины, 
Наука, М., 1965.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

БХХП ” ՜ 1981 ՜ ^՜՜՜՜ -֊-=—= ™

УДК 513.013; 513.82

МАТЕМАТИКА

С. X. Арутюнян

О геометрии симметрического пространства нуль-пар 
проективного пространства РРп

{Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 22/У11I 1980)

В работе (') методами, изложенными в (2. 3), изучалась ди4< »!' •

ренциально-геометрическая структура, определяемая //--кратным ин
тегралом, зависящим от п параметров, на многообразии двойного рас
слоения переменных интегрирования и параметров А1. Было установ
лено, что такой интеграл индуцирует па многообразии М псевдорима- 
нову связность специального типа, которая оказывается соответствую
щей псевлоримановой метрике Рашевского (4). Здесь естественно воз
никает задача о выделении классов интегралов, определяющих на мно
гообразии двойного расслоения переменных и параметров заданные 
геометрии Рашевского. Эта задача была решена для псевдоевклидо- 
вых пространств Рашевского (кривизна связности равна нулю). Ока
залось, что соответствующие интегралы обнаруживают 
сходство с классическими интегралами Лапласа—Фурье.

1 ормальноеГ

В настоящей работе последняя задача решается для некоторого 
класса простейших пространств—симметрических пространств Рашев
ского нуль-пар //-мерного вещественного проективного пространства 
РРп. Отметим, что симметрические пространства Рашевского с прос
тыми группами движений (к ним относится и упомянутое выше про
странство) найдены А. С. Феденко (5). Одним из преимуществ этого 
пространства пар точек и гиперплоскостей в РРп является то, что в 
отличие от обычного проективного пространства оно является метри
ческим. Более того, в пространства нуль-пар можно ввести проективно-
инвариантную метрику, относительно которой они являются симметри
ческими пространствами (тензор кривизны ковариантно постоянен).
Подробное изучение геометрии этих пространств было проведено
Б. А. Розенфельдом 6. 7)

Рассмотрим структурные уравнения псевдориманова пространства 
Рашевского Л1 ('):
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= ։»>' /\ 

б/ш,——Ш*Д 11>А

= 0 рЛША Г К Ър^Л^г

где величины А’" в совокупности (латинские индексы принимают 
значения 1, ..., п) образуют тензор кривизны пространства двойного 
расслоения Л1. Метрика на задается однозначно определяемой //- 
кратным интегралом, зависящим от л параметров, билинейной невы
рожденной формой бАр Определим компоненты тензора кри
визны формулой

(2)

где о'—символ Кронекера, а А—некоторая гладкая 
ференнированием последнего уравнения системы (1) 
легко можно доказать, что при

функция. Диф- 
с условием (2)

А' = С0П51.

Тензор Риччи при этом равен

К‘„ = (п+\) К*.

Будем интерпретировать структурные уравнения (I) с условием (2)
в некотором 
соответствие 
структурных 
рят (8), что

проективном пространстве. Для этого нужно установить 
между базисными формами в соответствующих системах 
уравнений. Более точно это означает следующее. Гово-
два пространства нГп ИННОЙ связности изоморфны, если1 1

Г г

между ними можно установить точечное соответствие, при котором 
каждому выбору систем отнесения, связанных с точками первого про
странства, можно сопоставить такой выбор систем отнесения, связан
ных с точками второго пространства, что главные и вторичные струк
турные формы первого пространства равны соответствующим формам»•
второго пространства. Таким образом, ближайшая цель состоит в
отыскании пространства, изоморфного пространству, определяемому 
структурными уравнениями (1) с условием (2).

Рассмотрим структурные уравнения л-мерного вещественного про
ективного пространства ррп (*):

ЩЧ л % л
=9» л 6* л 9?

^;=%Л9?. в'лог .

=«г л 95
п
V 6' = О 
“|

(3)
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Сравнивая системы структурных уравнений 
тить, что искомое соответствие базисных 
формулами

рормЗЕ
(3), нетрудно заме- 
можно определить

(4)

(О'՜ = р0‘

Ш/ =
и/ = б' — г,՛ ф к "к «О

где величины р и > суть некоторые постоянные, удовлетворяющие 
соотношению

р > К = 1 (5)
Уравнения инфинитезимального перемещения репера (е0, еп в 
проективном пространстве /?РЛ можно записать в виде

<^0----

— 6^0.
(6)

Рассмотрим в изучаемом проективном пространстве совокупность 
пар элементов: первым элементом пары является точка проективного 
пространства /?Р՛, а вторым элементом—гиперплоскость. Из соотно
шении (4) видно, что вполне интегрируемой системе пфаффовых урав
нений ш1 =0, I = 1,. .п отвечает система 0* =0, £=!,..п, так
же вполне интегрируемая. Эта система определяет точку ЦРп (соот
ветствующую вектору е). Диалогично вполне интегрируема система 
уравнении 0° -0, I — 1,..., п, которая определяет в рРп гиперплос
кость (натянутую на векторы ег,..еп). Таким образом, структур
ные уравнения (3) соответствуют пространству нуль-пар проектив
ного пространства РРп.

В (*) было показано, что //-кратный интеграл полубазовой формы

□ = .. Ау)П,

зависящий от п параметров, задает на многообразии двойного рас
слоения переменных и параметров М структуру псевдориманова 
пространства Рашевского, если имеет место уравнение 

п

причем выполнено условие
//(/֊'(О/) = (о'У\со/.

Нетрудно проверить, что эти соотношения будут выполнены, если 
величины и л/ определить из дифференциальных уравнений

К(/>.* — /Ла)' = Р(и‘-------М/Лшь
К Р (7)

я
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где величины р и д являются постоянными, удовлетворяющими уело- 
вию 3

р—д ~ К(п ф1). _• .

Тем самым система дифференциальных форм и»', <•>', удовлетво
ряющих структурным уравнениям (1) с условием (2), и функций 
X, (/, /г = 1,..., я), удовлетворяющих дифференциальным уравнени
ям (7), замкнута. Таким образом, система уравнении (7) определяет 
семейство //-кратных интегралов, зависящих от п параметров и за
дающих на многообразии 31 структуру псевдориманова пространства 
Рашевского (1) —(2). Это семейство зависит от 2п ф 1 произвольных 
констант (начальных значений) (>.1)0,..(/•л)0, (/,)0, ..(/л)0, р. 
Перейдем теперь к геометрической интерпретации. Зафиксируем в 
рассматриваемом пространстве нуль-пар некоторый элемент, т. е. 
точку и гиперплоскость исходного проективного пространства РРП. 
Условие фиксации произвольной точки

е = х1е1-гх^е^

проективного пространства можно представить в виде

с1е &е.

Из соотношений (8), (9) легко можно получить 
уравнения, которым удовлетворяют величины х։,

(8)

(9)

дифференциальные

4х1—х'х*^.

Эти уравнения, равно как и нижеследующие дифференциальные урав
нения инвариантности гиперплоскости пространства РРп, впервые 
были указаны Г. Ф. Лаптевым (9).

Рассмотрим теперь в рРп гиперплоскость

/ЛхМ нох° = О, (10)

где через ип, и0 обозначены тангенциальные координаты этой
гиперплоскости. Условие фиксации ее имеет вид

^(и|х/4-и0х°) - ?(^х'фмох°). (1П
Отсюда нетрудно получить дифференциальные уравнения, которым 
удовлетворяют величины //։,...,//л (координата и0, как и х°, исполь
зуется при нормировке репера). Вместе с уравнениями для х1.......хп
получаем систему

|</х' - х^- ЭД==б'֊-х'л*0° 
|(1иг\-<>*Й) = «///*&£ - (12)

Сравнение систем уравнений (12) и (7) показывает, что величины 
/1։.. .,/֊л можно связать с х1,..х\ соотноше

ниями
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А/ - — ‘qui
и.

Всякий интеграл, определяемый системой (7), задается числами р, д, 
р—д֊К(п-\\), точкой и гиперплоскостью в рРп. В частности, точка 
и гиперплоскость могут быть инцидентны. .Учитывая произвол, с ко
торым интеграл присоединяется к невырожденной билинейной форме

<.? Д 10, (подынтегральная форма 2 определяется формой б/<р с 
точностью до замены вида 2->Р(х\ ..., хя)Р(у։.......Уп№, где х1, .. .
..., хп—переменные интегрирования, у։,..., уп — параметры (10)), оп
ределяющей на многообразии двойного расслоения М псевдоримакову 
метрику Рашевского, получаем следующий результат.

Теорема. Каждое решение системы, (7) задает интеграл, 
определяющий на многообразии двойного расслоения переменных и 
параметров А1 геометрию многообразия нуль-пар п-мерного проек
тивного пространства КРп. При данных постоянных р, д, удов
летворяющих условию р—д = К(п Ь1). множество решений системы 
(7) находится во взаимно-однозначном соответствии с множеством 
пар „точка-гиперплоскость* в РРп. В частности, условие

РЧ

выделяет решения, соответствующие которым точки и гиперплос
кости инцидентны.

Чтобы установить справедливость послеянего утверждения тео
ремы, достаточно выразить х1 и Н/ через л‘ и л, и подставить в урав
нение гиперплоскости.

Будем теперь искать явные выражения для интегралов, принад
лежащих этим классам. Предварительно рассмотрим одномерный 
случай. Покажем, что семейство интегралов, порождающих геомет
рию многообразия пар совпадающих точек проективной прямой, оп
ределяется интегралом формы вида

2 —
(X—у)Т

7 = const. (13)

Иначе говоря, любой интеграл семейства отличается от интеграла 
формы (13) только множителем вида /(х)^(у).

При п — 1 основные структурные уравнения (1) в предположе
нии (2) принимают вид

сДо1 == оф До*1
dwx = —Ш1ДШ1 (1 )
d^\

Заметим, что здесь величина К не обязана быть постоянной. Поэто
му потребуем выполнения условия Л‘= const. Нетрудно проверить, 
что формы ш1, ф1։ ад’ можно определить соотношениями
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т. е. таким образом определенные формы удовлетворяют структур
ным уравнениям (Г). При этом имеет место равенство

аЬК = — 1.

Основные уравнения (7) принимают вид:

(ЬУ - /У di +

Подставляя решение этой системы

X1 = —аре' -——

/ j = bqe~' у—с 
х — с

в уравнение (*), которому удовлетворяет подынтегральная функция 
после простейших преобразований получим

у—О х—с х—у х~ У

где постоянная величина 7 определена равенством

7 =• (2—abq.

Решение последнего уравнения имеет вид

(У—О)'(* <)7՜2X Ае՜'
(х у)т֊2

A const.

I аким образом, форма 2 определяется соотношением

А^аА.
(Х_у)Т֊2

Интегралы, соответствующие парам совпадающих точек, получаются 

при условии сх — с. Выберем в качестве А величину А = с2՜2) и ус
тремим Тогда, как легко видеть,
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(Х-у)Т ’

Таким образом, ядра интегралов, определяемых системой (7), обна
руживают формальное сходство с ядрами интегралов Коши.

Перейдем теперь к «-мерному случаю. Покажем, что геомет
рия пространства пар „точка-гиперплоскость“ (точка и гиперплос
кость инцидентны) проективного пространства /?Р" («>П порожда
ется на многообразии двойного расслоения М интегралом формы

сс!хх А ' “ А (1хп 
(д-°у0-г + *пУпУ '

7 = СОП5К С = СОП81, (14)

причем л*0 = 1, у„ — 1. Для этого достаточно показать, что компонен
ты тензора кривизны и метрического тензора расслоенного простран
ства Рашевского, соответствующего интегралу формы (14), связаны 
друг с другом зависимостью вида (2) (где в роли . части компонент 
метрического тензора выступают символы Кронекера).

Пусть впредь латинские индексы пробегают значения 1,..., «, 
а греческие—-О, I....... л —1. Нетрудно показать (9), что часть компо
нент метрического тензора пространства Рашевского, соответствую

щего интегралу формы 2 = Кс1хх/\.../\с1хп՝ связана с коэффициен- 

том К соотношением вида

. ^1пК &*■=----------
дх1д V, *

В случае формы (14) получаем 

ёг----------Д------

где обозначено
5 = л° у0 + -V1 У1 4- • • • 4- хп у„, л*0 = 1, ул = 1.

Отсюда нетрудно получить ненулевые компоненты тензора кривизны

Легко проверить, что ковариантная производная этого тензора равна
нулю. Наконец, можно показать, что интеграл }>ормы (14) принадле-
жит семейству, указанному в теореме, и соответствует случаю пар.
в которых точка инцидентна гиперплоскости.

Выражаю глубокую благодарность профессору А. М. Васильеву 
за постановку задачи и внимательное отношение к работе.

Армянский педагогический институт 
им. X. Лбов я на
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II. Ք. 2ԱՐ11Ի1*3ՈԻՆ5ԱՆ
РРп ։»|гп |ե1|ւո|ււ| տսւրածութ |ան ЦГП-ЦП1 յգերի

иիմԼւորի 1| տարածության եր1|րաչափութ յան մասին

աջ է գալիս Ռաշևսկու տվյալ տարածության ստրուկտուրան

Հսպանի է, որէւ պարամետրերից կախված Ա-պատիկ ին տ ե գ ր ա [ ին կարելի 
է ինվարիանտ ձևով, այսինքն' լոկալ կոորդինատական համակարգի ընտրու
թյունից անկախ, միացնել Հատուկ տեսքի աֆինական կապակցություն ին
տեգրման փոփոխականների և պարամետրերի բազմաձևության վրա, այն է, 
Ռաշևսկոլ տարածութ (ան պսևդոոիմանյան կապակցություն: Այստեղ բրնա- 
կանարար աո
առաջացնող ին տե դրալների դասի առանձնացման խնդիրը: Պ ս և դո Լվկյի դ լան 
տարածության դեպքում համապատասխան դասի ինտեգրալներր ձևականո
րեն նման են Ֆուր քե- Լաս/լասի ինտեգրալներին: 11ույն աշխատանքում վերր 
նշված խնդիրք լուծված է դըուից տարրեր կորություն ունեցող տարածու
թյունների ւգարղագույն դասերից մեկի' պրոյեկտիվ տարածութ յան
<ւ 1լե տ ֊հ ի պ ե րհ ա րթ ո ւթ (ուն» զույգերի սիմետրիկ տարածության հաւ?ար։
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МАТЕМАТИКА

Э. М Погосян

К параметрам комбинаторной оптимизации и сравнительному анализу
проблем формирования образов

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 3/Х 1980)

1. Сложность заданной проблемы, вообще говоря, зависит от вы
бранного в рамках класса эквивалентности конкретного представле
ния этой проблемы, что порождает необходимость введения понятия 
оптимального представления. При выбранных критериях сложности и 
эквивалентности оптимальным представлением проблемы естественно 
считать такое, при котором сложность проблемы минимальна отно
сительно всех проблем класса эквивалентности.

С оптимизацией представлений проблем, в частности их адапта
цией, тесно связаны вопросы оптимизации разрешающих алгоритмов 
этих проблем, поскольку конструкции оптимальных алгоритмов могут 
быть основаны на использовании закономерностей, полученных как в 
рамках заданного представления, так и в процессе выявления струк
туры оптимального представления.

При поиске перспективных путей решения вышеуказанных вопро
сов возникает необходимость в выявлении связей между сложностью 
проблемы и параметрами, определяющими их конкретное представле
ние. В нижеследующей теореме 1 при определенных допущениях ука
зывается на такую связь между параметрами инициально пустых ком
бинаторных проблем в форме проблем расшифровки описаний (ПРО) 
и нижними оценками пиковой (к)или средней (з ) сложностями этих 
проблем. Как следствие теоремы 1 получены сравнительные характе
ристики - (з)-сложностей проблем формирования образов ситуации 
(ФОС), эквивалентных по множеству искомых решений, но имеющих 
либо традиционную постановку, либо порожденную нами из проблемы 
оптимального комбинаторного управления (НОУ). Некоторые доста
точные условия эквивалентности указанного типа для тех же ФОС 
приведены в теореме 2.

2.1. В дальнейшем изложении определения и обозначения, вве
денные в (’) и (2), предполагаются известными.
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Теорема \. Для произвольной ПРО\ <^Л1, Т©, 47, Со, Сд> 
и u^U, если |Л1| = л, мощности ^-образов |®(а)| и множества воз
можных решений \Т | не зависят от и и равны г и а|Г'| при 
(Xj*=^l, соответственно, то -(^-сложность этой ПРО\ больше

2.2. Исходя из предположения о том, что упорядочение ~(з)-слож
ностей проблем типа ПРО1 аналогично упорядочению соответствую
щим им оценкам теоремы 1, можно сформулировать следующее

Следствие 1.1. При прочих фиксированных параметрах 
-(□)-£ложность ПРО1 уменьшается с уменьшением числа допусти
мых решений 7.|Т'| или с ростом числа эквивалентных решений г 
и не возрастает с ростом числа элементарных описаний п.

Последнее утверждение сравнительно неожиданно. Оно следует 
из неравенства а|Т'|^г-т1 и может интерпретироваться как невозрас
тание ^(з)-сложностп с ростом мощности описательных средств и не
изменной области поиска в множестве решений.

При одновременном изменении параметров ПРО1 справедливо
следующее

Следствие 2.1. г\з}-сложность ПР01 уменьшается, если 
отношение числа недопустимых решений (я|Т'|—г—1) к общему 
числу всех решений 2п уменьшается.

2.3. В (*) говорилось о возможности использования в качестве 
нижних оценок -(□)-сложностей инициально пустых ПРО минималь
ных тестов соответствующих этим проблемам таблиц. Развивая это 
предположение, представляется правдоподобным расширить утверж
дение теоремы 1 с некоторыми изменениями на ПРО произвольного 
типа. А именно, полагая, что при переходе от некоторой инициально 
пустой ПРО к эквивалентной ей инициально полной, отличной от ис
ходной только множеством входных записей, при каждой входной за
писи происходит лишь дополнительное сужение областей возможных 
решений, предлагается учесть это сужение посредством введения в 
оценку сложности теоремы 1 коэффициента 7, 0<д=с1, роль и место 
которого в оценке аналогичны а.

3.1. Используем выводы следствия 2.1 для сравнения (в рамках 
предположения) к(а) -сложностей конкретных эквивалентных проблем, 
имеющих различные представления, а именно, ФОС типов 1—3.

Предварительно определим ряд понятий, конкретизированных в 
целях наглядности для ПОУ в шахматах (ПОУШ).

3.2. Произвольные комбинаторные проблемы Lx и Л2 (в частнос
ти, в |юрме ПРО) назовем
входных —А'1։ выходных—

эквивалентными, если для множеств 
записей и отношения <р։, Х։, в

91

и соответственно, Х2, Y2, «2 в А2, заданы операторы кодирования 
: А'1->А'2, ?2: >,1-*К2 и декодирования cJiA'j-^A'j, Г,: К2-* такие,
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что и определяют взаимно-однозначное соответствие между клас
сами входных записей с одинаковыми ^-образами (классами синони
мов в и А'2) и \>։х2у1Уг (х£Х>, х£Х2, уг€Г,)(л'1<?1У։^

При постановке ФОС 1—3 нами используются формулы языка 
первого порядка Ь с конечным числом функциональных и предикат
ных символов. Структура А* для Ь определяется естественным обра
зом для конечного универсума А, что позволяет каждую формулу язы
ка ЦА*), полученного добавлением к Ь имен всех индивидов из А. 
представить в эквивалентной конъюнктивной нормальной форме 
(к. н. ф.).

В множестве индивидов различаются простые (пешка, клетка) и 
составные (позиция, стратегия). Для последних вводится понятие 
разложения на простые. Полное описание заданного индивида а по
нимается как множество всех неэквивалентных истинных па разложе
нии а к. н. ф. с хотя бы одним вхождением в них имени из разложения 
а. Частичное описание а или просто описание а есть произвольное 
подмножество полного. Формула £ языка ЦА*) называется описани
ем в Л*, если £ применимо к хотя бы одному индивиду из универсума, 
а множество всех индивидов, к которым £ применимо, называется £- 
классом. Бинарное отношение выигрышное™ на множестве всех 
описаний отражает объективно существующий порядок на множестве 
индивидов, в частности, ситуаций, относительно их возможностей и 
связен с целевыми ситуациями ГЮУ,и, а также наше наличное знание 
этого порядка и способность к его конкретному использованию. 
<^Р, И, 1^> стратегии определяют Р-стратегин, концевые вершины ко
торых имеют описания не хуже £ относительно упорядочения б։, и 
одновременно это свойство в каждой такой вершине х сохраняется до 
глубины не менее I посредством навешивания в них дополнительных 
х-стратегий. <Р, £. /> стратегии и их объединения описывают зна
ния типа комбинация, форсированный вариант, эндшпильная страте
гия и др.

«Знания» типа цели понимаются нами как описания ситуаций, оп
ределенным образом связанных с достижением целевых ситуации ис
следуемой проблемы. Сами же процедуры, определяющие связь рас
сматриваемых ситуаций с другими—известной полезности, как описа
ния некоторого смысла этих ситуаций. Произвольное описание / це
левых позиций ПОУШ одного и того же типа называется <7:, ՛ 
целью или глобальной целью, где /’ —константа порядка глубины 
дерена игры. Пусть £-<£,, />> цель, где £-описание ситуаций, а 

произвольное описание £ называется <^£, / > целью или ло
кальной целью, если при мощности £-класса м можно указать нату
ральные числа п и I такие, что и для каждой позиции / 
£-класса с частотой п/т существует некоторая /՛» стратегия.

Данное определение целей одновременно является некоторой । и- 
потезой о способе их порождения.
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Произвольная </,/> цель Е называется <^Е\ 1^> образом пози
ций, если описание Е является тупиковым, т. е. никакое подмножество 
дизъюнктов к. н. ф. Е или частей этих дизъюнктов свойством быть 
<^£, Г> целью не обладает.

Определение <£, /> образа позиций характеризует шахматные 
понятия через цели, «в улучшенном» представлении. Данная гипотеза 
хорошо согласуется с результатами нашего анализа более 200 шах
матных понятий и позволяет взглянуть на проблему синтеза образов с 
позиций, отличных от традиционных.

Исходя из гипотезы о том, что оптимальный алгоритм решения 
ПОУШ основан на подпрограммах поиска по каждой заданной пози
ции оптимальных управлений из тезауруса, содержащего все такие 
управления (проблема ИОПТ в (4), в определении оптимального 
<Е, образа Е* хотелось бы учесть три не всегда совместимых 
требования: максимальные мощность и частоту существования <^Е, 
стратегий для £*-класса позиций при одновременно минимальном 
времени распознавания принадлежности позиций к этому классу. По
этому Е* понимается как <£, /> образ с максимальной частотой су
ществования <Е\ 1> стратегий и такой, что при минимальной длине 
записи £*-класс достигает наибольшей мощности.

Отметим, что вышеуказанные типы «знаний» являются либо ком
понентами. либо характеристиками процесса порождения закономер
ностей—текстов вида г\=$Е2, где Е\, Л2—формулы в определенном 
расширении языка /, такие, что Е\ распознает множество ситуаций, 
из которых с некоторой частотой достижима цель Е2.

3.3. Пусть теперь и Л/г—заданные множества неэквивалент
ных к. н. ф. языка Ь(А*), М—множество описаний ситуаций (в 
ПОУ 11-позиций), полученных применением к ним Л/։. ФОС1 опреде

лим как ПРО1 из (’) с параметрами У\, <р1։ б/։, Со, Со^>, где 
^ — некоторое подмножество абсолютных пар множеств (ПМ) в Л/, 
Ц—инициально пустое множество входных записей, 
Сг—элементарные вычисления, а Со —вопросы к оракулу.

ФОС2 аналогична ФОС1, однако параметр М заменяется на Л/2. 
По существу ФОС2 эквивалентна проблеме расшифровки булевых 
функций на основе вопросов к оракулу о том, являются ли элементы 
из Л4 «единицами» или «нулями» искомых функций.

В свою очередь ФОСЗ может иметь такие же параметры, как 
ФОС2, однако множеством входных записей должно быть заданное 
конечное множество <£, /> целей, а отношение по каждой цели 
<7*, должно определять непустое множество оптимальных <7\ /^> 
образов.

ФОСЗ инициально полно (') и по существу является проблемой 
синтеза закономерностей специального типа. Если в ФОС1—2 основ
ной информацией об искомых образах являются указания о принад
лежности или нет отдельных заданных описаний ситуаций к образу, 
то в ФОСЗ в исходную информацию дополни гельно включается прин- 
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UHII, IIO которому ситуации объединяются в один и тот же образ А 
именно, их общий смысл, или процедура перехода от ситуаций обра- 
за к целевым.

Ниже принимается, что М2 = Л4,, а выбор Л1, заранее произведен 
3.4. Пусть эквивалентные проблемы ФОС1, 2 и 3 заданы, соот-

ветственно, параметрами Ц,С։,С0>, <4, Г2,?2, С1։С0>
и < )2,«3, С3, Со, где Л1 получено применением Л/։ к мно
жеству позиций Р, 1^1 = ^, |Л1| = 2\ при произвольном /=1,2,3, 
мощности «/-образов и множества возможных решений |Г| равны г, 

и

и ։.| 11|. соответственно. При вышеуказанных ограничениях из след- 
ствия 2.1 получаем следующее

Следствие 3.1. При переходе от ФОС1 к эквивалентной ей 
Ф0С2 ;:(□)- с ложность уменьшится, если отношение числа недо
пустимых решений для Ф0С2 к числу недопустимых решений для 

֊ | д п || | | I с। & лЛ •
ФОС1 будет меньше чем 2>1/22 .

Можно также утверждать об уменьшении к(а)-сложности при пе
реходе от ФОС2 к эквивалентной и отличной только инициальной пол
нотой ФОСЗ, если принять высказанные выше допущения о возмож
ности расширения теоремы 1 на инициально полные ПРО.

4.1. При поиске оптимальных представлений некоторой проблемы
проверка условий эквивалентности может оказаться весьма трудной 
задачей, во многих случаях обусловленной универсальным характе
ром задания этих условий. Представляет интерес выделение более спе
цифических достаточных условий эквивалентности проблем конкрет
ных типов. Ниже формулируется одно из таких условий для ФОС.

4.2. К. и. ф. £։, £2—решения в ФОС2, 3 назовем эквивалентны
ми, если множества ситуаций, выделяемых Е\ и £2. совпадают. Ниже 
предполагается, что известны критерии выбора из множеств эквива
лентных к. и. ф. тех, которые являются решениями в рассматриваемой 
проблеме, в частности, оптимальными образами.

Справедлива следующая
Теорема 2. Для эквивалентности ФОС'р^АГ. Г, СГ,СО, Сг> 

и ФОС]<М",У",<?"/=1» 2, достаточно, чтобы (1) про
извольный у-образ в множестве решений—к. н. ф. вместе с каж
дой к. н. ф, содержал все ему эквивалентные и (2) для произволь
ного множества классов ситуаций, выделяемых ^-образами 
®'(и) и ®"(и), совпадали.

Теорема 2 сформулирована для случая совпадающих множеств 
входных записей исследуемых проблем. Однако ее нетрудно обобщить 
для произвольных множеств входных записей при дополнительном ус
ловии, что существует взаимно-однозначное соответствие между клас
сами синонимов ФОС, и ФОС, и оно известно. Ясно, что при этом 
предположении теорема 2 будет справедлива и для ФОСЗ.

5.1. В (3) высказано предположение о том, что исчисление ин-

вариантов И для исходного исчисления И „может оказаться по су - 
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ществу „гораздо мощнее чем И, но иметь меньшую неопределен
ность*. Распознавание выводимости в исчислениях можно рассматрн 
вать, в частности, как процесс синтеза закономерностей вида
где 7^—доказуемая, а Л2—ранее доказанная формулы. В свою оче
редь ФОСЗ. как это уже отмечалось выше, по существу также сов
падает с проблемой синтеза закономерностей. Исходя из этой связи, 
а также принимая, что „усиление* в исчислениях соответствует 
уменьшению -(з)-сложности в ФОСЗ, интересно обнаружить выше
указанный эффект „усиления* при переходе от исходного исчисле
ния к исчислению инвариантов посредством перехода от исходной 
ФОСЗ к некоторой другой ФОСЗ, удовлетворяющей требованиям, 
аналогичным требованиям к исчислению инвариантов.

Пусть £г=<М!, и^С0Х,> и 1^<М^У1^и1С0.СС>
— проблемы типа ФОСЗ со следующими дополнительными к рассмот
ренным в и. 3. 4 ограничениями: |Л1’։| = |М-|, и\-и2֊и^ г\ = г\ = г> 

= Пусть также и определяют некоторые разбиения 
множеств входных и выходных записей, при которых все элементы 
произвольного ^-образа выделяют одно и то же для этого образа 
множество позиций; произвольный класс синонимов 4 в А, разби
вается на классов синонимов а1д . . ат в Л2, а соответствую
щий Я класс позиций В — на классы ՝ Ьх...........Ьт в А2. Тем самым,
если и£А, а соответствующее и решение в /п выделяет множество 
позиций В, то это же множество позиций может быть выделено по
средством решения /2 для входных записей и,п, соответствен
но из . . ., ат. Можно сказать, что каждый исследуемый класс 
позиций кодируется в А2 посредством т кодов, вместо одного в £։. 
Именно в этом смысле отношение А։ к А2 можно считать аналогом 
отношения исчисления инвариантов к исходному.

Из указанных ограничений на А։ и А2 следует, что | К2|=/и|У’|.|, 
откуда, допуская распространение оценки теоремы 1 на инициально 
полные ПРО, получаем, что тг(а)-сложность меньше -(о)-сложнос
ти £2. Представляется естественным отнести это уменьшение за счет 
использования в знаний о том, чю классы решений в в опре
деленном смысле эквивалентны и потому могут рассматриваться сов
местно или что единичные решения -в могут быть инвариантами 
для классов решений в А։. В то же время этот факт сам по себе не 
обеспечивает уменьшение “(^-сложности. Используя ту же оценку 
теоремы 1, легко усмотреть возможность и противоположного эф-
ректа при тех же условиях• € кодирования, но измененных параметрах

а

Автор признателен Г. Б. Мараиджяну за полезные замечания по 
работе.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР и
Ереванского государственного университета
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Է. Մ. «1ՈՂՈՍՅԱՆ
Կոմքինատոր օպտիմխյաքյման պարամետրերի և պատկերներիձևաւ| որմ ան ս | ր ո р լե մ ե ե г ի համեմատական անալի(||ւ մասին

Հաստատված է որոշակի կապ նկարարյրու իք րոնների դեկողավորման 
ինիւ/խպ '} ատարկ մ ու աքերով ենթադասի պրոբլեմների պարամետրերի և ժա~ 
մանակաքին բարդու թ լան ներքին /քնահատ ականն ե րի միջև։ Որպես հետեանր

համե մա ք/ւ ական
նաւոոր ղեկավարման խնդրից

րնա իք աղրեր արարք իդիոն և օպտիմ ալ կոմրի- 
բխած պատկերների ձեավորմ ան պ ր ո բլ ե մն ե ր ի 

համ ալ/։

Л И Т Е Р А Т У Р А-Գ Ր Ա Կ 1ԼՆ Ո Ի Թ 3 Ո Ь Ն
> 3. Л1. Погосян, ДАН АрмССР, т. 68, № 1 (1979). ։ Э М. Погосян. ДАН 

АрмССР, т. 70. № 2 (1980). 3 С. Ю. Маслов, Кибернетика, № 2, 1979. * 3. Л1 Пого
сян, Тезисы Всесоюзной конференции «Методы математической логики в проблемах 
искусственного интеллекта», Паланга, 3—5 сентября, 1980.
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МАТЕМАТИКА

Г. Г Геворкян

о множествах единственности для полных ортонормированных систем
и интегралов рурье

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А Талаляном 27/Х1 1980)

В настоящей работе исследуется вопрос о существовании мно
жеств единственности, имеющих сколь угодно малую положительную 
меру, как для любых полных ортонормированных систем, так и для 
некоторых интегральных преобразований.

Следуя работам (1*2), введем следующее
Определение 1. Пусть (?я(х)|Г-1 полная в /,2[0, 1] ортонор՝ 

мированная система. Множество £*С[0, 1| называется множеством 
единственности системы {фл(х)}”_1, если из условий /(л*)=0 при х£Е

и М I I/Ч’л|р<С+°° для некоторого 0</?<2 следует, что /(х) обра- п 1
щается в нуль почти всюду на [0,1]. ?

Аналогично можно ввести определение множеств единственности
и для интегральных преобразований.

Определение 2. Пусть ядро А'(х, О, О^х, /<^40©, такое, 
что для любой функции .

Н-ш 1 Ал(х, =/(х)*, где /(х)£А,(0, Ч-оо), (1)
7 -* до 

о

1Л=1Л“ (2)
множество £, ЕоО, Ч-эо) называется множеством единственности 

А 
для ядра А(х, /), если из условий /(х) = 0 при х£Е и /(х)£/./;(0,Ч-*©) 
для некоторого 1=^р<2 следует, что /(х)=0 почти всюду на 
[О, Ч-оо).

Верны следующие теоремы.

* 1-1-т обозначает предел в смысле сходимости н /.,(0. • <>) при а—оо. 
з -* ОС-

6
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Теорема 1. Для любой полной ортонормированной в А.,|0,1| 
системы. {?л(*)!л-1 и любого ОО существует измеримое множест
во АС|0, 1|, которое является множеством единственнос
ти для {?я(х)}*в1.

Теорема 2. Пусть ядро К(хД) удовлетворяет условиям (1), 
(2) и, кроме того, ограничено в любой полосе (0, ос) '(0, а), т. е. 
для любого а^>0 существует М(а) такое, что

|К(х, 0|</И(а)<ос, когда 0^х< ;-оо. (3)

Тогда для любого г>0 существует измеримое множество £^:(0, ос), 
рАГ<^е, которое является множеством единственности для ядра 
К(х, 0-

Теорема 1 является обобщением теоремы Голзани (’), который 
аналогичный результат установил в том частном случае, когда функ
ции системы {©„(х)} равномерно ограничены.

Из теоремы 2 непосредственно следует
Т е о р е м а 3. Для любого в^>0 существует измеримое мно

жество ЕЛТД—ъ, - ос), которое обладает следующими свой
ствами:

/՛ ТС. - .г ■՛ ■ л
1) если /€А2(-ос, 4-оо), У(х) = 0 при х^Е и /(х)==

ос, ос) для некоторого р, :2, то Дх) 0

почти всюду на (—ос, ос);
2) если 4-ос)ПЛ2(—ос, -ос) для некоторого р.

л
1 р < 2 и /(х) = 0 при х£Е, то /(х) = 0 почти всюду на (—ос,
Ч-оо).

Теоремы 1 и 2 доказываются, соответственно, при помощи сле
дующих лемм.

Лемма 1. Пусть {?л(х){® , произвольная полная в А2(0, 1) 
ортонормированная система. Тогда для любых г; 0, д >2 а (0, а)С2 
С2(0, 1) существуют измеримое множество (0. а) и ограничен
ная функция /(х) такие, что:

1) /(х)=о, когда х£(а, 1);
2) /(х) = 1, когда х£(0,

П'/
3) /(х)?л(х)*/х

л •• I
и

Лемма 2. Пусть К(х.О яОро, удовлетворяющее условиям 
(I), (-2), (3). Тогда для любых а £ (0, 4-оо), в>։>0 и Ч >- сущест
вуют функция /(х)е/.։(0, 4-ве) и множество Е, „(0, а) такие, кто:

1) /(х) - 0, ■■ яи);
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2) /(х)=1, х£(0, а) Е:л \^Е,<Ч\

з) цдха
Эти леммы доказываются путем использования лемм А. А. Та- 

лаляна, установленных в работах (л-4) (см. (3), лемма 2, а также (4), 
лемма 1 и (5), леммы 2.11.3, 2.11.4). Здесь приводится доказательство 
теоремы 2. Доказательство теоремы 1, а также леммы 1 аналогично 
нижеприведенным доказательствам теоремы 2 и леммы 2.

Лемма 2 доказывается при помощи следующей леммы, доказа
тельство которой фактически приведено в (4) (см. лемму 1).

.1 е м м а 3. Пусть А'(х,/) ядро, удовлетворяющее условиям 
(1). (2), [о, 6]С(0, ос) и Ас(0, 4֊ос) измеримые множества конеч
ной меры. Тогда для любых I >е>0, ?>0 и 3>0 существует мно

жество £с|«, д|, иЕ=г(Ь—а), такое, что /(х) =•-/|в։д] (х)-----/Дх)
£

удовлетворяет следующему условию:

р[х£А:|/(х)|

Доказательство леммы 2. Интервал (0, я) разделим на п 
равных частей /1։ /2, . . ., 1п {п будет выбрано несколько позже). Из 
леммы 3 вытекает существование функции / (х) такой, что:

/։(х)=0, х^/р

/1(х) = 1, х^Дх^. <1^; = —;
п

(4)

(5)

(6)

(7)

Произвольные постоянные и е։^>0 будут выбраны позже.
Допустим, что функции /։, . . и множества /^=[0, 1]С2

С#2С1 . . . С_В,_], (></?) уже построены. Существует множество Е.
такое, что

V- I л

1֊1
х£Е„ р#,<4-ос. (8)

Из леммы 3 и (8) следует существование функции Д(х) такой, что: 
/Дх)=0, х^Д; (9)

/Дх) = 1, х£/,х£,, р£,= —; (10)
п

хС^:|Л(х)|
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(12)
л

Положим /(х)= ^/,(х). Из (4), (5), (9), (10) следует 1) и 2) лем- 
1

Л
мы. Покажем, что числа п, 7 и е можно выбрать такими, что / 7

Очевидно, что (см. (1), (3))

Ща)а для любых х £ (0, ֊ -ос)г (13)

Поэтому (см. (8))
гп

(14)

Обозначим через /V— х£В,: |Л(х)| > Пусть х€(Ял£,-1)хи -V ֊1
1 < п. Тогда из (8), (11 и (13) вытекает

1Л(Х)|<-
2

Л ’֊2 л л л

М(а)а2 "
гп 9<

М(а)а2
гп

п
Когда имеем

О1

Из (14), (15), (16) вытекает
л . М(а)а2 |/(х)|< ( --4-т

Е//

л
при Х(г

(15)

(16)

(17)

Л л п
I

причем
л 

!֊и>։.
V— 1

(18)

Имеем (см. 13), (17), (18) и (12))
А г л Л /М(а)а:\*

I /(х)|»</х= С|/(л-)|«^х+ |Л*)1։ • |/(-«)1’* </л<( ; ) 

(19)
О п ( п \си Л, и

¥-1

<7 -2 2<;2

е
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Из того, что <?>2, следует, что// можно выбрать настолько большим, 
а 7 и £։ настолько малыми, чтобы последнее выражение было мень
ше, чем е՛/. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2. Пусть {хл}* ։ всюду плотно
11.в (0, ֊т-ос), /М 2,---- !---- = 1 и £">0 такие, что V <е, Тогда

Рп л.й—1

из леммы 2 вытекает существование функций ®А(х)^12(0, 4֊ ос) та
ких, что:

1) ®;(х) = 0, х£(0, л-А);

2) ?"(л-) = 1, л-€(0, Х»)Х£;,
л

•с

Покажем, что Е— □ £" -множество единственности (ясно, что
Ч.л-1 

л
Пусть /(л*) = 0 на Е и /(х) £ АР(0, -ос) для некоторого 1^/><2. Для 
достаточно больших п (когда Рп^>р) имеем

хь я
Л

| /(х)с1х - յ /(х)<р"(х)<Ул- = ք (х}Ц(х)с1х
Ои о

<յ/Ն„-հ;լ«!/ււ; +
Из того, что Мт е^ = 0, следует: 

/։՝•՛«

хц

X =0.

Отсюда следует, чго /(х) = 0. Теорема 2 доказана.
В заключение выражаю благодарность А. А. Талаляну, иод ру

ководством которого выполнена настоящая работа.

Ереванский государственный 
университет

Դ. Դ. ԴԵՎՈՐԴՅԱՆ
միակության թազմութ(անների մաււին

ում ապա
Թեորեմ 1, Կամայական 1|փ4 օրթոնոթմալ համակարգի և £>0 թվի համար գոյություն ունի չափելի р ազմ ու թյուն £*, |1£<е, ւսյ նս|իս|ւն,
Ս.շ խատան ք րյուէյփս<} են.
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пр /(Х) = 0 />ի վրա ե. ճ | р <Հ Ос пркк p<2 համար պայմաններից հետևում к, пр У(х)=О հ. ա.:
Թևորեմ 2. Դիցուք /<(Х, ք)-ն այնպիսի կորիզ հ, որ կամայականՀ(-*)(;£շ(0, +°°) ֆունկցիայի և կամայական Я > 0 թվի համար

9

Нт Г Л*(х,/)/(/)<//=/(x)
$ ՜* օծ J

|/(х)^х

I A'(*. O| <C'W(l7)<H-OQ երր 0<Х< ОС,Այց դեպքում կամայական £^>0 համար գոյություն ունի Е~(0, ОС) 
и£<е, որն օժտված I. հետևյալ հատկությամբ, եթե f(X)=0 />ի վրա և 
ք (x) £ £Д0, 4՜°^) որևե p<2 համար, ապա՝ ,z(x)=0 հ. ա.:

Л ИТЕРАТУР A—Գ ՐԱԿԱՆնԻԹՅՈԻՆ
1 £ Golzanl. Bollellno U.M.I. vol. 5, 16—B(1979). 2 Y. Katznelson, Bull. Amer. Math. 

Soc., vol. 70 (1964). 3 Д. А. Талалян. У MH, т. 15. № 5 (95) (i960). 4 Л. /I. Тала- 
лян. Мат. сб., т. 53 ( 95), № 3 (1961). 5 Г. Алексич, Проблемы сходимости ортого
нальных рядов, ИЛ, М., 1963
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К задаче синтеза оптимальных линейных марковских 
управляемых систем методом канонических разложений

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовы.м 2/ХП 1980)

Рассматривается линейная марковская управляемая система 
(МУС), поведение которой описывается на интервале времени ЛА[/0,Т| 
векторно-матричным стохастическим дифференциальным уравнением

х(/) = Л(/)х(0 - + 0(է)1(է), А'(^о) — -^о
с линейным наблюдением

у(/) //(/)х(/)-^(/),
где х, и и у —векторы состояния, управления и наблюдения разме
рами л, т и /? соответственно, £(/) и т4(/)—случайные процессы типа 
нормального белого шума с математическими ожиданиями и 

и корреляционными функциями

где •$=;(/) и 5т,т։(0 — положительно определенные непрерывные для всех 
матрицы интенсивности нормальных белых шумов, о( • )—дельта

функция Дирака. А, /9, 6՝ и //—ограниченные и непрерывные на ин
тервале Л матрицы соответствующих размеров, причем элементы этих 
матриц не зависят от х и и. Предполагается, что процессы Ц/) и ^(/) 
являются независимыми друг от друга шумами, а начальное состоя
ние х0 системы (1) есть вектор, компоненты которого распределены 
по нормальному закону с числовыми характеристиками т0—Л4{х(г0)}, 
I о = |(х0 —лг0)'(х0—л?0)}, гАе А/ —символ математического ожидания, 
“ “ знак транспонирования.

Пусть в МУС (1) синтез закона управления, который, разумеется, 
является функцией наблюдения и = л(/, у(х) : т£[/0,/)), предусматрива
ет задание критерия качества в виде следующего функционала:

г
7(х, л, 0=*гГгХг + х'В(0х + «'£(/)//1/у(т), т<Д} մէ, (2)

что подлежит минимизации. Здесь Г? и //(/) положительно полуопре- 
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деленные матрицы, £(/) — положительно определенная матрица. Кро
ме того, матрицы 8(1) и Е(1) непрерывные на интервале /,

В отличие от работ (1՜3), в данной статье функционал (2) рас
сматривается как случайная величина и числовые характеристики 
этой случайной величины исследуются с точки зрения задачи синте
за С. Показывается, что эта задача получает значительное упро
щение с применением метода канонических разложений, разработан
ного В. С. Пугачевым (•), идея которого состоит в представлении 
случайной функции в виде суммы элементарных функций хи) =

30

= х^Е), Здесь скалярные случайные величины х, являются
1-1

коэффициентами канонического разложения, неслучайные вектор- 
функции гДО —координатными функциями разложения. Они удовлет
воряют соотношению

7

и условию ортогональности
г

гТ1Гтгп + С г;(/)й(/)2,(/М/=г,;

1
(5)

для всех /, /£|1, 2, . . .]. Предполагается также, что коэффициенты 
канонического разложения х< взаимно дельта-коррелированы

(х, - ш,)(х, — п1,)1у} = $А/- (6)

Здесь 5։—дисперсия случайной величины х։, а условное математичес
кое ожидание для X/ определяется соотношением

где

т
х'(()В(1)г^)с8,

х(/) = /И'х(/)/у(-)։ т /}.

(7)

(8)

Заметим, что
а) Поскольку начальное значение х0 нормально распределено, 

решение системы (1) является марковским процессом, условное ма
тематическое ожидание и корреляционная функция которого удовлет 
воряют следующим дифференциальным уравнениям ( ).

л(0=Л(/)л(/)+О(Г)и(0+К(01у(0-М0*К)1.
(9)

Н(1) = А(Г)На) 4 /?(/)Л'(/)4 О"(0$,(<К7(0 - А' (05„(/)К(П (10)
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л л 
при начальных условиях х(/0)=-х0, /?(/0) = /?0 соответственно.

б) Решение уравнения (10) может быть представлено в виде (в) 
Г

/?(()= /?<>+ I* №'(/),

■ • 
где №՛(/)—матрица фундаментальных решений однородного уравнения

* • I-՜

Л(/) = [Д(О-Р(/)С(ОИП.
Необходимым и достаточным условием выполнения равенства (6) 

является условие 
т / •

ЭД(/) = /?(Л7’)Гггп+ /?(/, г)В(т)г((7)</г, /ел, (11)
1О

где

Ж -) = Л1{[х(/)-х(/)]'|х(':)-х(т)|/у(.), ^}, Е

При сделанных допущениях случайная величина У почти всюду 
ограничена. Из этого следует, что ряд (4) сходится в интегрально 
квадратичном смысле (т. е. ряд сходится в метрике пространства Е> — 
пространства функций с суммируемым квадратом (’)):

т
/ = V С и^)ЕЦ)аЦ)(1Е

ГТ1
'о

Условные характеристические функции для каждого члена х* 
имеют вид (ье)

7л (у\о) = Л1|ехр(/шх2)) = ■—====— ехр ( —----------
ж? Г 1—2/ш5( \

Тогда условная характеристическая функция для 
дет

функционала 7 бу-

<?/( уш) = М { ехр (у ш7)} =

X { ехр уц) т!, г 
1—2/<и5։-

*0

Л Л
Здесь целесообразно рассмотреть условные семиинварианты С\, С2, ... 

л
Сь, определяемые разложением (в՜12)

(12>
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Л сС ( / и > V*
хД/>^111 ?/(/<•>) -1 Ск——, 

*-> Л!
ш = ехр

где Л-й условный семиинвариант случайной величины У есть £-ая 
л

производная функции хДл), вычисленная в точке /. = 0
Л

Покажем, что числовые характеристики случайной функции У 
могут быть выражены через семиинварианты. Исполйзуя формулу 
(12), получим, что первые два условных семиинварианта функциона
ла У имеют вид

т
С1 = V (5, + т?)+

ЬИ У

<0

Следует заметить, что при синтезе МУС на первый взгляд не 
очень удобно пользоваться семиинвариантами, поскольку они не вы
ражаются через переменные системы. Чтобы преодолеть эту труд- 

ность, введем вспомогательную функцию /?(/, '), определяемую сле
дующим образом:

/?(Г, Г)Гг/?(Т,֊) ֊
г
| /?(/, з)В(о)/?(з,-)</’.

*0

Используя формулы (5) и (11), получим

де,т)= V

Отсюда следует

(13)

Из выражений (7), (8) и (13) получим соотношение 

ЛЛЛ

/ —I *0

где
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г
Ф(/)2. I 

%) /о
(14)

причем Ф(/о)-О.
Условные семиинварианты запишем в виде

С'^ л^Гм-г I dt -J-
«' 
f о

T

4-След Гт7?т4- B(t)R(t, t)dt ,
/и

Т

x^tRtVtXt 2лгГгФг -J х'(/)/?(/) Ф(/)г// 

z0

2 След fl(OW, t)dt (15)

Таким образом, условные семиинварианты выражаются через 
Л —

оценки марковского процесса х(/) и вспомогательную функцию R(t, '). 
Условные семиинварианты и условные моменты случайной величины J 
связаны между собой соотношениями (10՜12)

(16)

Выбранное число первых семиинвариантов несет в себе столько же 
информации, сколько и первые два момента, необходимые для опи
сания МУС.

Полученные результаты в поставленной задаче линейного син
теза МУС можно применить следующим образом. С учетом соотноше
ний (16) имеем критерий

min {^+«(4֊^)}. (17)

где а—весовой коэффициент. При функционал (17) становится 
традиционным. 11ри получается новый класс задач синтеза МУС, 
структура и решение которого, как показано ниже, сводится к из-

Л л
вестному классу С1՜’’). В (17), подставляя С, и С2 из формул (15), 

Л
учитывая уравнения (9), (10) и опуская Cf, получим расширенный 
функционал
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т г л л р л д
iniп хгГмг - |л'(/)Я(/)х(/'Н -u(t)E(t)u(t)\dt 
и I J /о

Л Т
4- 47ХгГ/(/?/ГлХг4-/7) ֊ 4а x'(t)B(t)l(։)dt (18)

i(t) = IД(/) -4- /?(/W)i, /(U-0..

После введения расширенных векторов и матриц 

4 (t) А,

л
х(0
/(О ’

адд5*'’
= |2։S(0 О

/>(/)£ D(t)

0|\

4(0 4тГО
4?Гг

критерий (18) примет вид
т

min !хгГгХ-г+ i [x'(/)B(/)x(Z)+?(/)F(/)u(/)|tfr[, 
и Ĵ

0

который относится к расширенной системе

x(t) = A(f)x(t) + D(f)ii(t), x(tQ)^\x0 0]'.

Решение расширенной задачи сводится к известному закону управ
ления

и(х, /)^֊£-։(/)/>'(0Г(/)х(/),

где коэффициент усиления Г(О есть матрица размера 2// и яв 
ляется на интервале времени Л решением уравнения 1 икк.։ти

Г= -г А-АТ-В А \Т)Е-ЧУГ 

с граничным условием Г(Т) Г г.

Г.репа некий институт 
народного хозяйства
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Վ. «I. 8ՈՈԻՏՅԱՆ

Մարկովյսւն ւլԼկաւ[արԼ||ւ Гниմւսկարդերի կսւնոքւսւկան վերլուծման 
օպտիմալ սինթեդմաև խնդրի վերաքերյալ

մեթոդով

Դիտարկվում է մարկովյան ղեկավարելի համակարգի գծային սինթեղման 
խնգիրլ Ի տարբերություն գոյություն ունեցող աշխատանքների, այստեղ են- 
թա գրվում է, որ բաոակուսային ֆունկցիոնալր իրենից ներկա յա ցնում է պա. 
տահական մեծութ յուն և հետազոտվում է այգ մեծության թվային րն ութ ա գրե րր 
մ արկովյան ղեկավարեցի Համակարգերի գծային սինթեղման խնգրի տեսան
կյունից: Ապացուցված է, որ սինթեղման խն գր ի լո ւծո ւմ ր զգալիորեն պարգեղ- 
վում է կանոնա կան վերլուծման մեթոգի կիրառմամբւ 'Լեկավարելի համակար
գի փոփոխականներր և պատահական ֆունկցիոնալի րն ու թ ա գր եր ր արտա
հայտվում են սեմիինվարիանտների միջոցով, ի ս կ հետո հիմնավորվում /, ղե
կավարման օրենրր, որ մ ին ի մ ի գացն ո ւմ է պատահական ֆունկցիոնալի մա
թեմատիկական սպասման և ֆունկցիոնալի կշոային ղում արր։ Ստացվում է 
մարկովյան ղեկավարելի Համ ակարգի սինթեղման խնգրի նոր գաս, որի կա. 
ոուցվածքր և լուծումր բերվում է հայտնի ա ր ղ յո ւնբն ե րի ։
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УДК 514.763

МАТЕМАТИКА
М. А. АндикянО три-тканях, симметрично присоединенных к нормализованной поверхности аффинного пространства

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 10/ХП 1980)1. ДА. А. Акивис (’) построил общую теорию три-тканей, образованных тремя расслоениями коразмерности г, на 2г-мерном дифференцируемом многообразии М2г. В работе (2) было введено понятиетри-ткани на касательном расслоении гообразия Vг размерности г, одно Г(1/г) дифференцируемого мио-расслоение которой совпадает скасательным расслоением Г(1/г), а два других образованы семействами касательных к многообразию I/' векторных полей.В настоящей работе вводится понятие три-ткани, симметрично присоединенной к оснащенной поверхности Уг аффинного пространства А’г. Изучаются свойства этой три-ткани.2. Рассмотрим 2г-мерное аффинное пространство отнесенное к подвижному реперу (х, еА. Тогда дифференциальные уравнениядвижения этого репера имеют вид: = 1, 2, . . 2г). (ОКомпоненты инфинитезимального перемещения репера удовлетворяют уравнениям структуры (3):
(1м1 — — №Пусть 1/г подмногообразие пространства А*г, х—ее точка, а Тх касательная плоскость 1/г в точке х. Присоединим к многообразию 1/г подвижный репер так, чтобы его векторы (/,/..« = И 2..........г)составляли базис в Тх. Тогда уравнения, определяющие поверхность V"г, запишутся так:ш“ = 0, (։,?».• • = г 4-1, г-}-2, . . 2г).Дифференцируя внешним образом Картана (3), получаем эти уравнения и применяя лемму

и.’” = А’ю7, 
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где Av- А’.. Продолжая эти уравнения, находим, что
гЛ;,=Л;,»<где А*.* симметричны по всем нижним индексам, a v—дифференциальный оператор, определяемый формулой ?А]; = ^Ajy—A^.coJ—A^aiJ-EA.’to’, Уравнения (5) показывают, что h\ образуют пучок тензоров на поверхности Vr.Рассмотрим касательное расслоение 7'(Vr) поверхности Уг. Его элементом является пара (х, с), где х£ 1/г, $£ГХ. Пусть D такая область касательного расслоения T(Vr)t что естественное отображение с:/Э֊>.42л, определяемое формулой у==х֊г;, где (х, 5)€Ц уставав- ливает биективное соответствие между D и некоторой областью Г) аффинного пространства Л2г. Тогда формы «и и = бу-дут базисными формами касательного расслоения Т(Г/Л), а его структурные уравнения имеют вид:

dw։ = uj/' «/, db1 — & /\ о? 4՜ ш'/\ (6)где о; = . (7)Так как точка у=х-Н описывает 2г-мерную область D аффинного пространства Д2г, то в этой области выполняется условие det jj В'А’.Ц^о. Это условие исключает из рассмотрения в каждом 7՝х алгебраическую коническую поверхность порядка г, которая является фокусной поверхностью плоскости Тх.3. В области Л) касательного расслоения Т(УГ) рассмотрим три- ткань и"(3, г; / (¥')), одно расслоение которой совпадает с касательным расслоением /'(!/'). Два других расслоения коразмерности 
г образованы семействами касательных к многообразию \/г вектор ных полей. Слои /\ расслоения /л три-ткани М7(3, г; 7՝ (I/')) определяются вполне интегрируемыми системами уравнений Пфаффа = = 0, (1 = 1,2, 3), гдез; = & — А'иР, а' = — & — з*= 2#'с< (8)а величины 4('՝>+,1>) (9)
образуют невырожденную матрицу. Векторы е*, касательные к слоям 7*а, проходящие через точку Ут=х-|Д, определяются с помощью величин, связанных с поверхностью Уг, причем — Введемеще следующие векторы, инвариантно связанные с точкой у«-х-|Д232



(10)где /(—матрица, обратная к Обозначим через Л’ (а 1.2,3) г- вектор, касательный к слою Ла слоения /а. Тогда г-вектор А* - <Л<Л---Л^ будет изоклинным (*) по отношению к г-векто- рам Аа, и образует вместе с ними гармоническую четверку. Инвариантное распределение А* будет горизонтальным распределением касательного расслоения Т (V'). При этом Л* зависит как от точки так и от вектора определяющих точку у = л'4-‘;.Можно провести канонизацию репера так, чтобы «р*. Тогда формы 0' и являются главными на касательном расслоении7 (2), н их разложения по базисным Ормам запишутся в виде:
где ^% = 0’ (13)При этом па касательном расслоении Т(У') определяется аффиннаясвязность -[ с фор.мой связности с $ ], тензором кручения а՝} 

О .и тензором кривизны £'Л/, где
□' = <0 I — X1 Из* 1<п

(14)
а1.4. Пусть теперь поверхность \'г снабжена оснащением Л( I г> (5). Оснащение М(УГ) представляет собой расслоенное пространство. Его называют нормальным расслоением, присоединенным к поверхности Vт (в). Поместим векторы ел подвижного репера, присоединенного к поверхности V'/, в нормальной плоскости Уг. Формы становятся главными на поверхности I/', и их разложение п՛» оазисным формам можно записать в виде: (16)

а а/Отсюда и из уравнений (2), (3) и (4) следует, что
с/м)՛ — ш

(/ч)’ — (V (18)где (19)(20)233



Из этих уравнений в силу теоремы Картана—Лаптева (՛) следует, что формы <«' определяют аффинную связность на поверхности 1/г, а формы м>* определяют аффинную связность в нормальном расслоении Лг(1/Г) (5). Из уравнений (7) и (16) находим, что
в)=*;/•>*• (21)Отсюда и из (6) получаем, что структурные уравнения касательногорасслоения запишутся в виде:= аН/\и)', ^0'= (22)Уравнения (22) вместе с (17) показывают, что формы «>'=. | *определяют аффинную связность на многообразии Г(1/г). Эта связность является горизонтальным поднятием аффинной связности с поверхности I'7 в касательное расслоение Т(УГ) (ь).5. Три-ткань 11 (3, г; 1 ( У')) назовем симметрично присоединенной к оснащенной поверхности У, если инвариантный г-вектор Д*(х, ;) этой ткани не зависит от ; и параллелен нормали Л;г поверхности Уг, определяемой в ее точке х.Если три-ткань 11/(3, г; Г (I/')) симметрично присоединена к оснащенной поверхности Уг, то из уравнений (12) и (16) следует, что Из этих соотношений, а также из (21), (12), (19) и (И) следует, что разложения главных форм принимают вид

г*;=+ (I7;, - (23)Форма связности и тензор кручения симметрично присоединеннойтри-ткани имеют вид:
о( = и> 

I ^-ЛО‘к шк - 2а‘^, (21)
I — 
/к

/I и 
у лг

Пт (25)аТеорема 1. Для того, чтоды к касательному расслоению Г(1Л) оснащенной поверхности \'г аффинного пространства А՝г 
можно было симметрично присоединить три-ткань, необходимо 
и достаточно, чтобы на касательном расслоении Т(УГ) сущест
вовало тензорное поле к1, ковариантный дифференциал которого 
имеет вид (23). Тогда форма связности три-ткани, а также ее 
тензор кручения определяются соотношениями (24) и (25).Пусть теперь на касательном расслоении Т(УГ) задано произвольное расслоение /.х коразмерности г так, что любой слой этого расслоения пересекает касательную плоскость Тх в одной точке. Тогда с помощью распределении Д1, Л3 Тх и А* строится распределение А*, симметрично с Д1 по отношению к распределениям Д’ и А*. Возникает вопрос: когда оно вместе с Д1 и Д’ определяет симметрично присоединенную три-ткань в касательном расслоении Т(1/г)?Теорема 2. Для того, чтобы к касательному расслоению234



оснащенной поверхности V' аффинного пространства А2г можно 
были симметрично присоединить три-ткань так, чтобы одно и՛, 
расслоений /в совпадало с данным, необходимо и достаточно, что
бы аля этого слоения выполнялось ооно из следующих условий: а) °> Уим==0-Теорема 3. К нормализованной поверхности V' аффинного 
пространства А1Г можно симметрично присоединить шестиуголь
ную три-ткань с произволом 2г функций г аргументов.6. Так как базисные векторы распределений Д’, Д* связаны соотношениями е/1 = —(е! е'() и е'^е'—е;, то векторы е] и е\ лежат в одной двумерной плоскости, определяемой бивектором е\1\е(. Тем самым между подпространствами Д’ и Д’ устанавливается взаимнооднозначное соответствие. Например, для Д* и Д}’ это соответствие устанавливается отображениемф: Г1 = г№\ € \ е* £ Д*. (25)Отображение & позволяет провести канонизацию векторов еАл = г- 1, 
г-}-2, . . 2г), образующих базис распределения Д’. А именно: положим <р(е<) = е/.»/., тогда е1+г = е( и из соотношении (10) следует, что

= О* I (27)Так как /' — матрица, обратная к то эти соотношения можно записать в виде (28)где здесь и далее = /?'+'. После проведенной! канонизации величины 7/{( образуют тензор на касательном расслоении 7(1Л').Дифференцируя (28) и используя (5). (11) и (12), получаем, что формы ш1. и связаны соотношениями
Последние уравнения показывают, что формы «>'+' так же, как и «И, определяют аффинную связность на 7(1 г) (’)•Теорема 4. Для того, чтобы форма Пфаффа «у'Д определя
ла аффинную связность на поверхности I необходимо и доста
точно, чтобы выполнялось одно из следующих эквивалентных ус
ловий: а) —тензор на поверхности I б) тензор на поверх- 
пости |/г, в) слои расслоения /3 три-ткани IV (3, г; Т( I )) не
сут групповую структуру (см. (՝՛))•7. При отображении ? точке у£7\ соответств\ет точка определяемая уравнением г = х + ?е1+г- При этом отображении вектор ные поля, определяющие расслоения три-ткани, переходя! в вектор ные поля на нормальном расслоении, так что на нормальном рас 235



слоении естественным образом определяется три-ткань У/(3, г; Лг( 1/г)> с основными формами (8). При этом инвариантному горизонтальному распределению, образующему гармоническую четверку с распределениями, касательными к слоям три-ткани V/ ( 3, г; Т ( 1/')). соответствует некоторое распределение △*, где г точка нормали Л\. Это распределение будет изоклинным по отношению к распределениям, касательным к слоям три-ткани 1^(3, г\ ,У(1/Г)), и образует вместе с ними гармоническую четверку. При этом А., вообще говоря, не параллельно к распределению Д’.8. Рассмотрим теперь изоклинные, симметрично присоединенные к поверхности 1/г три-ткани. При г>2 характеристические условия нзоклпнности три-ткани имеют вид л{‘Л) = «(,-^.| (4).Теорема 5. Для того, чтобы симметрично присоединенная 
к нормализованной поверхности аффинного пространства три- 
ткань была изоклинной, необходимо а достаточно, чтобы ее тен
зор кривизны имел строение =—й‘1угац.Назовем оснащение А’( \7Г) специальным, если тензор имеет строение —о’а*. Отсюда и из (28), (17) —(20) следует, что

Теорема 6. Для того, что([ы симметрично присоединенная 
к нормализованной поверхности три-ткань была изоклинной при г>3, необходимо и достаточно, чтобы поверхность обладала спе
циальным оснащением. При г=сЗ это условие являет՞я только дос
таточным. В этом случае тензор кривизны нормальной связнос
ти совпадает, с точностью Ло знака, с тензором кривизныСледующая теорема дает геометрическую характеристику специального оснащения.Теорема 7. Для того, чтобы поверхность Vг обладала 
специальным оснащением, необходимо и достаточно, чтобы фокус
ные поверхности Гх распадались на (г—\)-к ратную бесконечно 
удаленную гиперплоскость и собственную гиперплоскость В. При 
этом существует (г-\)-мерное, касательное к поверхности рас
пределение, вдоль интегральных линий которого нормальная плос
кость Д\ остается параллельной, в то время как вдоль любой 
кривой, не являющейся интегральной для этого распределения, 
нормальные плоскости пересекаются в соответствующей точке 
гиперплоскости В.Выражаю искреннюю благодарность проф. М. Л. Акивису за постановку задачи и внимание к работе.
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Ս՜. Ա. ԱՆԴԻԿՅԱՆ

Աֆինակ ան տարածության հադեցված մակերևույթին համաչափորեն 
կցված երե ք-հյուսված քների մասին

1Լշխաս։անքո։ մ ղիտարկվու մ
թ րոն Г ֊ չ ափ ան ի մ ակե րև ո։ Ամին 
տակ ընտանիք։ Էնթ ա դ ր վ ում է, 
կախված է մակե րև ու ւՒԴ կե տ ի էք , և

Լ չափանի աֆ ին ակ ան տարածոէ • 
երե ր֊հրս սված քների մի հա֊ 

որ աքդ հյուսված քների ձ* րաշխտմր 
կսվովտծ \ի շոշաւիոո շերտաւ1ոոմ ան ;

էլեմենտիցէ Յուր/ է տրվում, որ ալդ,զիսի հրո սվածքբ մակածում է մակերե֊ 
d ու IՍ h հաս ե и ա մ. ե աքն ա ն d ան tl tn d / шт il ահԼոհքււ /Ահն •

Ւտնված են Կրոսվաձքր հազեցված մ ակե րև nt քթ ին հա մ ա չ ափ ո րեն 
կէքված լինելու անհրաժեշոէ ե բավարար սլա լմաններ։ 1Լսրսցու ցված Լ նւտև, 
ՈՐ Ш!Г/ ևրեք֊հլուսվտծքր շոշափող շերտավորման մեջ մակածում Լ աֆի֊ 
նական կապտկցա ի/ րոն , '»րր ՝>էսնզիսանա մ է սմի իեւ սւկտն կասլտկզ տ [ժ րոն հո֊

որ ցվւսձ d ակերև ո։ քիքին կարելի է համաչափորեն կցեք վեցտն֊
կրոն I 
թ րո մ ր:

փ ո էի ո /и ականն ե ր ի if/"* ֆունկցիաների աղատու

փորեն երեք-հլա Աէ
տավորոէմների միջև։

Susi/

nt и

1Լլնու հետև դիտարկվում են համաչափորեն կցված 1էրէոկւէ’^յ երեք- հլու ս~ 
ված քնե րր ։ Գտնված են համաչափորեն կցված ևրևք~ հլու иվածքի իղոկւՒ<1է լինելու
անհրաժեշտ և րաւ1արւսր պարք աններ։ Ապացու ցվ ած է, որ ալո դեպքում i/nj 

քժլուն ունի մ ակե րևուլիէ ին շո շափող (Г---- I ) չափանի բաշխում է որի ինտեղրալ ա^

I ին ցծերի ուղղու իք լամ ր նորմ ալ հա ր իք ու իք լուն ր տևղ 
ւյանկացած ցծի տղդաթլամր, որր ինտեցրալալի հեո 9 ի ո

*արիէո։ իք լունների ընտանիքի կիզող մակերևոլ[թ ին ։ Ալղ կետերի րաղմու քժլունը 
նորմ աչ հարթուքժ լոլնների ընտանիքի կիցող մակերևույթներով որոշված փ~ 
պե րհա ր իք ու իք լուն Էէ

Л ИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
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МАТЕМАТИКА

Т. М Кошелева

Задача Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений в 
классе обобщенных функций

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 10/ХН 1980)

Пусть 5— класс бесконечно дифференцируемых и быстро убыва
ющих функций одного переменного, а 5' —класс непрерывных функ
ционалов на 5. Рассмотрим следующее уравнение:

дтЦ 
сП т

с1т 'Ц 4֊Р,л(х)^/ = 0, ’/>0,4֊ ^(х)

где А\(х), . .Рт(х) —заданные полиномы действительного перемен
ного х, а 6’(0» при фиксированном /^>0, функционал из 5'.

Будем говорить, что функционал 6(/) принадлежит классу Л1/, 
если для него существуют постоянная С, натуральные числа /г и п,
такие, что имеют место оценки

^ЦМ1-|<С(1+М)5ир|(1 + |х|”)(|<Р(х)|+|<р'(х)|+ ••• +|?»'(Х)|]
С1 / I “оо < х>

(2)

при /=0, .... 1, где £7(^, о) — значение функционала
£7(0 на функции <р(х). Обозначим объединение классов М, через 
М (;И=У).

Уравнение относительно а

/."։4-Р1(х)/.'н ։֊}֊••• 4-Р,п(х) = 0 (3)

называется характеристическим уравнением уравнения (1).
Пусть > ։(х), лш(х) —корни характеристического уравнения

(3) . Предполагается, что всюду

А —— 1, 2, . . ., ц,Ре )Цх)^0,

Ре >а(х)^0, 6 = <7г1, 'И,

причем Ре/.*(х)=0 при в конечном

(4)

(5)

числе точек, где

• *

—постоянное целое число, не зависящее от х.
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Задача Коши для уравнения (1) исследуется в следующей пос
тановке: найти решение уравнения (1), принадлежащее классу М, и 
удовлетворяющее граничным условиям

С'(О) = /0, и'(0)=1,........ (6)
где 19........ /<,-1 —заданные функционалы из класса /VI,, не зависящие
от /.

В случае, когда в (5) имеет место строгое неравенство, эта за
дача в классе М исследована в работе (’), а в классах Н:; в работе 
(2). При нарушении в (5) строгого неравенства в конечном числе 
точек исследование этой задачи в классах М, М/ и Н\ существенно 
усложняется, и, как указывается ниже, однородная задача в классе 

имеет бесконечное число линейно-независимых решении. В дан
ной работе доказывается, что однородная задача в классе Л1; имеет 
конечное число линейно-независимых решений, а неоднородная зада
ча всегда разрешима. Отметим, что формулы решения, полученные 
в работах (*) и (2), в данном случае не всегда имеют смысл и вид 
решения полученной нами формулы существенно отличается от фор
мул, полученных в С) и (-).

2. Решение однородной задачи (1), (6) в классе /И/. 
Обозначим через х։, ..., хп те точки, в которых хотя бы для одного 
из корней лл(х) с индексом {-1 РеМх) = 0. Обозначим через 
гр число тех корней >^+1(х), . . ., Ут(х), для которых реальные части 
в точке хр равны нулю

В работе (’) доказано, что решение однородной задачи (1), (6) 
имеет вил

« 7?)= V 2^ Сг(О։Р(г)(^).
I - ։ г-0

где ։?,,(/) вместе со своими производными до т — 1 порядка при 
£—ос растут не быстрее полинома.

Подставляя 4/(Л ф) из (7) в уравнение (1) и однородные гра
ничные условия (6) (0 = 0, /=-0 Я— 1) и приравнивая к нулю 
коэффициенты <р<г)(х>), для определения б\,(/) при любом фиксиро
ванном 4(4=1,..., л) получим следующую задачу:

с<;»(О + Р,(х,)с<™-,>(Г)+ +Сц(*)О(х<) = 0, ОО; (8)
, ! т-\

(0+ 2 ’**/42(0=0,՝ ' ’ * ՝ *_г+|/-0
О0; (г=0, 1,..../-1) <»>

С(*|(О) = О (г=0........у; * = 0, .... ?-1), (>0)

где —некоторые вполне определенные постоянные.
Корнями характеристического уравнения, соответствующего 

системам (8) —(9), будут )ч(х,), ..., Хт(х,). В работе (3) (см. стр. 234) 
показано, что задача (8) —(10) имеет относительно с<о(О, с։|(Н, ..., 
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св классе функций, стремящихся к бесконечности вместе со 
своими производными нс быстрее полинома, ровно п(/-Н) линейно- 
независимых решений. Подставляя эти решения в формулу (7), по
лучим следующую теорему.

Теорема 1. Однородная задача (1), (6) в классе М/ имеет 
(/ гп} линейно-независимых решений, а в классе А1
имеет бесконечное число линейно-независимых решений.

3. Решение неоднородной задачи (П, (6) в классе 
Л!,. Для решения неоднородной задачи (1), (6) доказаны следующие 
леммы.

Л е м м а 1. Пусть /(х) = (/1(д) /т(х)) — действительная не
прерывная вектор-сЬункция в интервале (а, 3) и в каждой точке 
х£(а, 3) вектор /(х) имеет ровно г положительных компонент, 
где г не зависит от точки интервала. Пусть далее, в некоторой 
фиксированной точке х0£(а, р) первые г компоненты вектора /(х0) 
положительны. Тогда Л(х)>0......... /Дх)>0, Л+։(х)^0, ...,/т(х)<0,
х£(а, ₽).

Утверждение леммы 1 очевидно.
Лемма 2. Пусть выполнены условия (4) и (5). Тогда корни 
/2(х)......а,л(х), удовлетворяющие этим условиям, можно

выбрать так, чтобы они в некоторой г окрестности точки х,(1 = 
= 1, ..., п) представились в виде

|?/((х-х,)1",) 
I Ф/((^—х/)։%)

'/(х) = при 
при

х,<х<хн 2, 
Х/-8<Х<Х„

где ^{(х) и 'Р(х)—аналитические функции относительно перемен
ной х в г окрестности нуля, а г, и ср—некоторые целые положи
тельные числа.

Напомним, что х։, ..., хп те точки, где нарушается строгое не
равенство в (5), хотя бы для одного корня /.*(х) с индексом

Доказательство леммы 2. В книге (4) (стр. 50—55) дока
зано, что корни ЗДх), .. рш(х) уравнения (3) всегда можно выбрать 
так, чтобы они в окрестности фиксированной точки х1 представились 
в виде

(12)

где рД.с)—аналитическая функция относительно переменной х в 
достаточно малой е окрестности нуля. Пусть х0—фиксированная точ
ка в интервале (х/։ Х/^-е). Согласно условиям (4) и (5) корни ЗДх) 
можно перенумеровать так, чтобы имело место неравенство

Ке₽։(х0)О........ ₽е?,(-«о)<О, Ке?,+,(х„)>0........ Ке?га(х0)>0.

Ясно, что при условии (4) и (5) вектор

/(х) = (1?е 3О1(х), ..Кер,„(д), Кер^х),..., Ие^(х)) 
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в интервале (х;, Х/4-е) удовлетворяет всем условиям леммы 1. Поэ
тому

Не ,о(х)^0, ..., Не ^(х)<г'О, Ее ^+1(х)^>0, ..., Ее£,л(х)^>0 при х(<^

Следовательно в интервале (а/։ Х/фг) в качестве /.Дх)........лт(х)
можно взягь ^(х), ^/п(х). Отсюда следует справедливость пред
ставления (11) в этом интервале. Аналогично доказывается представ
ление (11) в интервале (х,— е, X/). Пусть

^фа։(х)/.</֊։ + ••• 4֊а</(х)=(/—л1(х)) ... (/֊/^(х)). (12)

Расссмотрим уравнение

у^’4-й1(х)у^-1)4- ••• 4-49(х)у = 0, />0, (13)

где производные берутся по /, а х входит как параметр. Решение 
ищется в классе обычных функций.

Обозначим через <%(х, /), ..., /) фундаментальную сис
тему решений уравнения (13) с граничными условиями

<?*<Мх, 0) _ | 0 при /^6, /, к = 0, ../п — 1, 
д1к |1 при / = £, 6 = 0./77 — 1.

(Н)

Так как корни /֊Дх), ..., /.Дх) при х=£х»(&=1, п)
корней /.у+1(х), . Хл։(х), то коэффициенты ^(х), .
ции «ъ(х, () аналогичны относительно действительной

разделены от 
ад(х) и функ- 
переменной г

и х при х^х1........ хл, /^0 (2). Для функций /) (1=0.<*>/(х,
<?—1) имеет место следующая

Теорема 2. Функции и>,(х, /)(/ = 0, ..., </—1) удовлетворяют
оценкам

(?*Ш/(Х, О <сИ1-Нг)(1 + И՞՛). (15)

д'+^х, О . (1+Г)(1 +И-) (16)
дх'д^ " "՝ |х—х1|'-’...|х—хя|'-* ՛

где г, п^ а, сЛ, с^—некоторые положительные постоянные.
Доказательство. Докажем теорему 2 для функции и>0(х, /)•

Обозначим 

даЛ(х, /) = О, к — 1,..., д— 1»

где Е—единичный оператор. Пусть и\(х, ^)=ш0(х, /).
Так как и>0(х, t) удовлетворяет уравнению (13) и граничному 

условию (14), то согласно разложению (12) функции а'1(х, /),..., 
^7(х, /) являются решением следующей задачи Коши:



ди!’г 
~дГ —/։(х)^։- О, -------- £ = 2, 3..........................................д, />О,

те»и(х, 0) —( — 1Н-*'*+։(х) ... М’*). * = 1, <7-1, ^’</(х, 0) = 1.

Ясно, что функции да։(х, /),..., ®’^(х, /) можно найти в явном виде. 
Используя представление (11), можно показать, что они в окрест
ности точек х։, ..хп удовлетворяют оценкам (15) и (16). Оценки 
(15) и (16) для функции <и/(х, /) в окрестности бесконечности дока
заны в (’).

Теперь, используя теорему 2, покажем, что задача (1) и (6) в
классе Л1/ всегда разрешима.

Обозначим через
ры вно диффере н ци руе м ы

класс функций <?(х), которые у раз 
всюду, кроме, быть может, точек

непре-
*1........

хя, и удовлетворяют оценке

(։+|х|г)|®("’(х)|=Ссгя, г = 0, 1,..., п=0,

где сгп—постоянные.
Так как начальные условия Му(/г = О, ..., 

непрерывно продолжить в классе функций 5Л
Пусть а(х)еС* и в окрестности х։,..., хп 

Р(х) — полином порядка п]— 1, удовлетворяющий

1......  /, (17)

д — 1), то их можно

равна 1, ?(х)£5, а 
условиям

Р(Л)(х/) = с(*)(х/), (Л=0, ...» у—1; п).

Полином Р(х) определяется единственным образом и имеет вид

Р(х)= V V ?(*)(х4)Р/Л(х), (18)

где Р,к(х) — вполне определенные полиномы порядка не выше чем 
лу—1, не зависящие от <р(х).

Частное решение задачи (И), (6) будем искать в виде

6У(/, ?) = 6/0(/, ?)+ V

I- 1
V ^(О^(Х/), 
Л-0

(19)

где

<Р) = ^ /*(<»*(', *))(®(х)-а(х)Р(х))), 
Л-0

шЛ(/, х)(^ = 0, ..., д— 1) — вышеуказанная фундаментальная система 
решений уравнения (13), а С/п(/) —искомые функции, которые вместе 
со своими производными до т— 1 порядка растут не быстрее поли
нома.

Согласно теореме 2 функционал 
М7.

Подставляя Ц/, ?) из (19) в
условие (6), для определения функций

€/0(/, ?) принадлежит классу

уравнение (1) и граничное
<?//,(/) получим неоднороднуюЧ
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задачу (8) —(ЮЛ разрешимость которой показана н работе (3) (стр 
234).

Таким образом мы получили
Теорему 3. Неоднородная задача (1), (6) в классе .И7 всегда 

разрешима.
В заключение выражаю благодарность Н. Е. Товмасяну, под ру

ководством которого выполнена данная работа.

Курский политехнически!։ 
институт

Տ. Մ. ԿՈՇԵԱյՎԱ

Կոշու |uliq|irp սովորական դիֆերենցիալ հավասարումների համար 
ընդհանրացված ֆունկցիաների դասում

Աշխատանքում դիտարկված ( Կոշու խնդիրը !11֊րդ կարգի սովորական 

դիֆերենցիալ հավասարումների համար, ընդհանրացված ֆունկցիաների դա֊ 
սում, որոնք ունեն վերջավոր սինգուլյարություն: Ապացուցված է, որ դիտարկ

ված խնդիրք միշտ լուծելի է, իսկ համասեռ խնդիրը ունի վերջավոր թվով 
գծորեն անկախ լուծումներէ
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ 11ՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМ ян скоп с С РЬХХП 1981 ~՜՜՜4

УДК 539.3

МЕХАНИКА

В. В. СимонянОсесимметричная задача для пространства с цилиндрической полостью
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б Л. Абрамяном 18/У1 1980)Пусть упругое пространство содержит в себе цилиндрическую полость (г=1, —2А*с2^0). Пусть, далее, на боковой поверхности (г = 1) и на основаниях (г=—2А, 0) цилиндрической полости действует нормальное давление постоянной интенсивности —р0. При этом предполагается, что на плоскостях (г = —2//, 0) имеются одинаковые кольцевые трещины (1<><У?), выходящие па боковую поверхность полости (рисунок). Отметим, что близкие по постановке задачи ранее рассмотрены в работах (1֊3).В силу симметрии будем рассматривать полупространство с вер

тикальной цилиндрической выработкой глубины А. Отнесем индекс 1 к слою (0^2^—А) и индекс 2 к полупространству (г^0), тогда граничные условия задачи можно записать в виде:м(П(г, -й)=0, ՀՈ(ր,-Л) = 0 (1<л<оо); (1.1)г)=о, г) = -Ро (-А<?<Р); (1.2)
Հ2’(ր. 0) = 0, 0)------ Л ((Хг<А?); (1.3)
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З'"(г, 0) = 5</։(г, О)=р(г), тФ(г, 0)֊т<2>(г, 0) = 1(г) (7?<г<оо);«(”('•. О)=и‘2|(г, 0), 0) = и|2՝(г, 0) (/?<г<оо). (1.4)(1.5)Здесь р(г) и *(г) неизвестные нормальное и касательное напряжения, действующие на плоскости г=0 и подлежащие определению.Бнгармоническую функцию А. Лява для области (1) представим в виде суммы интеграла Вебера и ряда Фурье
Ф1(г,г)= у [Д(>)5Ьл2г4-В(Л)сЬ/.г4С(>)'г5Ь).г-|-£)(Х)/.гсЬ>.2| 1Г0(Хг)^.4-
4-V |Д1։Л0(ХЛг)Ч-ВЛк/։г/<1(Х*г)|51п)^4-Д?։ (1<г<ос), (֊Л<:<0) (2.1) Л->1а для области (11) в виде интеграла Ханкеля

г՜ Л/о(/ г) | £’(/ ) 4/ гЛ(/.) р/. (2.2)
оЗдесь и далее /я(х) функции Бесселя первого рода от действительного аргумента, Кп(х) функции Бесселя второго рода от мнимого аргумента. Гп(л-) = Л(х)Г1(л)-Гя(х)Л(М, /л(х) функцииБесселя второго рода от ^(л)=0, 1Г0(а) = -2/к-Х.Пользуясь известными напряжений и перемещений

действительного аргумента, /֊к — “А/А,
ормулами выражающими компонентычерез функцию А. Лява, а также следующими обозначениями:

'■’ММ .1
I к

=Л(1.)+ )'?(>),

X1 с ?,('•) = — гр(г)Л(1.г)аг;А* 
R (2.3)

?,('■)= . . ՛ . . I г-(г)1Г։(,.г)</г;1--М' ) .՛ 
R

В‘к = 'ЛК1(>1.г)В1<-.

сРз(л) =

Д2(л)==511 /Ас И /А-нА,после удовлетворения условиям (1.1—1.5) неизвестные коэффициенты А, А(/), Я(Х), 'С(а). £>(/), £(Х) и Л(Х) либо определяются непосредственно либо выражаются через введенные оооз-\ 6՝* /наченпя (2.3), а для определения неизвестных функции /?(а), "(г) и коэффициента получим следующую систему уравнений:
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о 1^о(')?41')|(>г-'->4М8(>)+>» 5112/7/|<Л.д,(>.)().’+)֊«)’

где
Г 1Г0(/.)51ЛЛъ(/.)Ло Г /<Ц70(Х)5Ь2лАФ(Х)^

3 (2.4)
2(1—') К20(^)

Ц к*м (2.5)
Г '2[(1 — 2*)5Ь/.ЛсЬлЛ—лЛ] иуо("*)?4(>. △։('՝) • и +2(1-

рЛф+Л[?з(/)+Ф(/)! 1+п(+)<Д.) А։(л)

(2.6)
9/1 •։ (‘ >֊2«’1('б)с11֊7й?։(/)///.2(1—՝<) 1 ----------------------------------М>) о

Г /7)У/,(/г)|( 1—2-/)511/йс1|/Л—/А||ч>з(/.)+Ф(/.)|<7/.՝ д2(> )'О
+ V Ц[Л^։(/.*г) + В»/.»г^().|,г)|=(։-2») /77,(/г)ч>2(/.)///—1 </ О

-2(1- 'Ч("-)ъ(')Л֊(>-2')^/?
У,/ /?)/,(/г)Л (2.7)

ОСледуя работам (4՜’), введем преобразования:
ОО ОО ОО ООР Р Р г*^р(/)70(//)г// = 1 А/(х)51п ллб/х; I /-(/)///)(И I $(л)соз/хс!ху

V •' </
R ИИКгде246



Н(х) 2_ Г 
г.

R

5(%) =
R

'(О*//
Далее, применяя к уравнению (2.6) оператор </ Г г_/(г)</г</у ] / Г2—у2' ՛

У
1 ■а к уравнению (2.7) оператор 7^/)= — б?у |

/.(/)=
и учитывая

следующие известные соотношения и обозначения:
= 5։(/.у) = — [$ш/.у Г։(л) -соз/у/^/)];

<30

У

гЦ'.г)(1г / г֊’—у2՜ = —$1п / у,
(I у С МДлг)^/- |У I г-*- |Г =$։('֊>’) = СО!У.у5|п/уУ1(/);V * г У I у

= С05/ у,

после некоторых преобразований получим следующую систем} интегральных уравнений:
00 х

Н(у) = I А'1(х,у)/У(х)</х + 1՜ К2(х, у)5(хМх+ < Х'»(у)в; /,(у);3 .1 *-■
R R

I А'3(х, у)5(х)г/х+
R

к,(х, у)Н(х)ах + V вь-х«'(у), *-1
где использованы обозначения:

у) = - ] Р[/1().)е_(-г+у|Х (е~г>>—1 — 2)А)51(лу)51('.у)|2՜.) I А'։(Х) ^>('֊) • А»(х) 1ОА_ р.51(лу)Ха('х)<// .) ‘ *^г(/)о А-։(х,у) = 7^֊](/).Л։^֊. 
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А,(х, у) =
О

5г(/.х)[Х(^-'2ХА4-1—2Д2(/.)| |ккД^Х) . д2(/.) I
։<Г(у)=-

24 1 ‘ л2$Ь2/>Ь и^0(А)5ц(> у)б/ХV] (/2+>4)2ах(/.) • \(/.) ’

К'Ду) = - '1 Г >.;5։(/у)|(1—2')5Ь>.ЛсЬ'Л—лЛ|*(1-Ч .1 (,?+՝1֊1)2\(՝>) ■ д։(>)о
е~кку~ 2/<Д4)(1->) /*АГ0(/»)

/։(у) = /%(>' №֊ I-у)/2я-
Из уравнения (2.4) получим

1<<з’(х)5(х)г/х (- |
₽ а

КЮ(х)Н(х)<1х-, (2-9)
К <з>(х) = 1 Гл- 1У'0(л)52(лх)1(л2֊лП\(л) -!->-М12>.Л| г/л;/И(Х*),) (л’+>4)-Л1(л)А։(Х)

О

К<4)(х) = 2>-1 Г л2 и/0(л)зЬ2лА51('х)г/л/ЩлГ) ] (л2+>4)2Д։(л)Д։(Х) ’и
4ф-1 Г л< 1Г0(л)8Ь2>Лг/>.Л4(лк)] (л2+лП2(л24-л;)2Д։('-) ’

О

Произведя замену переменных х и у на — и —, функции 5(л) = 
X у

^1гр —

Л/(х) = // представим в виде рядов по многочле
нам Лежандра Н(х)~ V (4«-}-1 )У'пР2Л(л;)15(х) = V (4// — \)ХпР2п- 1(х)> л -1 А -1после чего по обычной процедуре ортогональных многочленов вместо уравнений (2.8) и (2.9) будем иметь следующую бесконечную систему линейных алгебраических уравнений:
248



где

X 
ж ч 

/п —
п — 1

/?-1

ТО

но

л”1

- тп п

—< л* " __ п)г ‘ п>
л-1 л=1 (2.Ю)

2т— 1Л0>=/?(4д-1) | Р.

П~ 1

п — I

1 1 ’= Я(4« +1) I Р^(у)^у 1՜ Рг.ИкУ-, ^)(ху)֊'</х: 
У У \ л' у /
о о

1 1^’„ = /?(4л-1) 1)Р>п^У )’Р2„-1(Х)Л2( ^, о о
1(у)у-'։/у;

1

Пользуясь асимптотическими представлениями для многочленов Лежандра (8). можно показать квазипольную регулярность полученных систем (2.10) (9). Автор выражает благодарность В. С. Макаря- ну за внимание к работе.
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•Լ. Վ. ՍԻՄՈՆԴ ԱՆ

Դ|ւսնաւ|ւն ]սոոոչու| տարածության համար աոանց luiuji ill. ։nr|il| |ս!պիր

Դիտարկվում է գլանային խոռոչով տարածության ա ո ան ց ր ա ս ի մ ե տ ր ի կ 
խնդիրը, երբ գլանային խոոոչի մակերևույթի վրա ադդում է հավասարաչափ 
բաշխված հաստատուն բեո։

Հանկելի և Վեբեր֊Օրի ինտեգրալ ձևափոխությունների օգնությամբ, խնդրի 
լուծումր հագեցվում է ինտեգրալ հավասարումների համ ա կարգի լուծմանր։

Օգտագործելով Լեժանդրի բազմանդամները, վերջինիս լուծումր բերվում է 
անվերջ գծափն հանրահաշվական հավասարումների րվադիւիովին ռեգուլյար
Համակարգի լուծմանը:
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ФИЗИОЛОГИЯ

С. А. Касабян

Электрофизиологические характеристики синаптической передачи 
через каудальное тройничное ядро

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР В В. Фанарджяном 12.VI 19В0)

Морфологическими исследованиями установлено, что аксоны ней
ронов каудального ядра спинального тракта тройничного нерва (кау
дальное тройничное ядро—КТЯ) оканчиваются в пределах ядра ли
цевого нерва (ЯЛН) ('՜5). Показано также, что электрическая сти
муляция КТЯ приводит к возникновению у мотонейронов ЯЛН моно- 
синаптических возбудительных реакций со сложным временным тече
нием (6> 7). Такие ВПСП часто наблюдались у мотонейронов, генери
рующих групповые потенциалы действия (ПД) в ответ на стимуля
цию КТЯ (7). Имеются основания полагать, что одним из факторов, 
способствующих возникновению группового разряда мотонейронов 
ЯЛН, являются повторные разряды нейронов КТЯ, выявляющиеся при 
стимуляции коры головного мозга, пирамидного тракта и афферент
ных нервов лица (8՜12). Приведенные данные свидетельствуют о важ
ной роли КТЯ в осуществлении рефлексов лицевой мускулатуры. Од
нако отсутствуют прямые доказательства участия эфферентных ней
ронов КТЯ в проведении кортикофугальной и афферентной импуль- 
сации к ЯЛН, а также их роли в организации группового разряда 
мотонейронов ЯЛН. Этому вопросу посвящено настоящее исследова
ние.

Опыты проведены на взрослых кошка.՝: весом от 2.5 до 3.5 кг под 
нембуталовым наркозом, обездвиженных дитилином. Экстра- и внут
риклеточное отведение из области КТЯ осуществлялось с помощью 
стеклянных микроэлектродов, заполненных 2М раствором цитрата ка
лия. У части нейронов регистрация производилась квазивнутрикле- 
точно. Для антидромной идентификации эфферентных нейронов КТ 
биполярными металлическими электродами стимулировалось Я- I па 
стороне отведения. Прямое раздражение КТЯ производилось также 
на стороне отведения в непосредственной близости от отводяниг 
электрода. Пирамидный тракт раздражался контралат<рально на 
уровне ножек мозга. Для возбуждения афферентных волокон, иду 
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щпх в составе лицевого нерва, стимулировались его периферические 
ветви: заднеушная, дорсальная и вентральная. Местоположение от
водящих и стимулирующих электродов верифицировалось на гистоло
гических срезах мозга. Помимо этого, локализация стимулирующих 
электродов в ЯЛН контролировалась электрофизиологически, по наи
большей выраженности антидромного фокального потенциала, воз
никающего в ответ на стимуляцию ветвей лицевого нерва (13).

Из области КТЯ было зарегистрировано 73 нейрона, отвечающих 
антидромными ПД со скрытым периодом в среднем 0,3±0,08 мс (от 
0.2 до 0,6 мс; п=73, рис. 1, Д), амплитуда которых достигала 50,0 мв. 
Критериями антидромной активации служили: I) короткий и фикси
рованный скрытый период при строго пороговой и надпороговой ин

О? O.t o.t

Рис. 1 Антидромная идентификация и 
ответы нейронов каудального тройничного 
ядра при стимуляции ядра лицевого нер
ва и каудального тройничного ядра. А — 
антидромный потенциал действия (ПД) 
при строго пороговой интенсивности сти
муляции; Б—другой нейрон: I, 2—парное 
раздражение ядра лицевого нерва с раз
ными межстимульными интервалами; 3— 
5—антидромные ПД при частоте стимуля
ции 320 в сек (3), 500 в сек (4) и 670 в 
сек (5); В, Г—ответы двух идентифици
рованных нейронов на прямое раздраже
ние каудального тройничного ядра; Г „ 
увеличение интенсивности стимуляции; Д— 
гистограмма распределения скрытых пе
риодов антидромных ПД; по осн абсцисс 
время, мс; по оси ординат количество ней
ронов, п

Рис. 2. Ответы эфферентных нейро
нов каудального тройничного ядра 
на стимуляцию пирамидного трак
та. А—групповые потенциалы дей
ствия (ПД) при стимуляции пира
мидного тракта: /. 2 увеличение 
интенсивности стимуляции; 3—анти
дромная идентификация нейрона, 
Б—ВПСП и одиночные ПД друго
го нейрона: /—3 увеличение ин
тенсивности стимуляции. В— гисто
грамма распределения скрытых пе
риодов ортодромпых ПД, вызван
ных стимуляцией пирамидного трак
та; по оси абсцисс время, мс; по 
оси ординат количество нейронов, п
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тенсивности стимуляции; 2) возникновение ПД по принципу «все или 
ничего» (рис. 1, Л); 3) малая длительность рефрактерного периода 
(рис. 1, Ь'ь г); 4) способность к воспроизведению ритма стимуляции 
вплоть до 900 имп/сек (рис. 1, Б3-5).

Прямое раздражение КТЯ у большинства антидромно идентифи
цированных нейронов приводило к возникновению ПД без заметного 
скрытого периода (рис. 1, В). В ряде случаев ПД возникали с боль
шим скрытым периодом (до 5,6 мс). Как правило, увеличение интен
сивности раздражения уменьшало величину скрытого периода и вызы
вало появление повторных ПД (рис. 1, ГЬ2). Частота импульсации в 
таком разряде достигала 1000 имп/сек.

Повторные разряды эфферентных нейронов КТЯ регистрирова
лись и при стимуляции пирамидного тракта со скрытым периодом от 
1,2 до 4,7 мс (в среднем 2,1 ±0,9 мс; п = 30, рис. 2, Л։,2, Б, В). Тета
ническое раздражение пирамидного тракта в пределах 100 имп/сек 
выявило высокую ответоспособность исследованных нейронов. Учиты
вая время проведения импульса от области стимуляции до КТЯ (рав
ное 0,4—1,7 мс)*,  а также возникновение ВПСП в нейронах КТЯ со 
скрытым периодом от 1,1 до 2,9 мс, можно предположить, что заре
гистрированные ПД со скрытым периодом от 1.2 до 2.0 мс являются 
результатом моносинаптическон активации эфферентных нейронов 
КТЯ.

• Указанное время высчитано с учетом 
дения по аксонам «медленных» и «быстрых» 
ственно 14 и 60 м/сек) (14) и расстояния 
мозга) и местом регистрации ПД, равного 24

Рис. 3. Повторные разряды эфферентных нейронов 
каудального тройничного ядра при стимуляции ядра 
лицевого нерва и периферических ветвей лицевого 
нерва. Д—стимуляция ядра лицевого нерва: /—3— 
увеличение интенсивности стимуляции. Первый ПД на 
3—антидромный, нижняя запись—внеклеточный по
тенциал после выхода микроэлектрода из клетки, Б 
стимуляция периферических ветвей лицевого нерв;։, 
другой нейрон, внеклеточная регистрация /— стиму
ляция дорсальной ветви; 2—стимуляция заднеушнои 

ветви; 3—стимуляция вентральной ветви

средних скоростей проведения возбуж- 
нейронов пирамидного тракта (соотвег- 
между областью раздражения (ножки
мм.
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Высокочастотная импульсация в эфферентных нейронах КТЯ вы- 
являлась при активации их аксонов благодаря возвратному колла-
теральному возбуждению (рис. 3, Л), а также
ЗЕферических ветвей лицевого нерва (рис. 3, Б).

Полученные данные представляют прямое 
тия эфферентных нейронов КТЯ в проведении

при стимуляции пери

доказательство учас- 
афферентной и м пуль-

сацни к мотонейронам ЯЛН. Скрытые периоды антидромных отве
тов эфферентных нейронов КТЯ (0,2—0.6 мс) совпадают с временем
выявления пресинаптического 11фокального потенциала в ЯЛН иа раз
дражение КТЯ (0,32—0,63 мс) и при времени одной синаптической
задержки, равном 0,5 мс, укладываются в скрытые периоды моноси- 
наптических ВПСП мотонейронов ЯЛН (0,5—1,0 мс), возникающих 
на стимуляцию КТЯ (б՜7).

В проведенных экспериментах наряду с прямыми ответами ней
ронов КТЯ при его стимуляции наблюдалась и транссннаптическая
их активация со значительным скрытым периодом. Это свидетельству
ет о том, что поступление афферентного импульса в определенную 
часть ядра сопровождается задержанной возбудительной реакцией 
нейрональных элементов другого отдела КТЯ. Так как указанные ре
акции
ронам

регистрировались у эфферентных клеток, вероятно, что к ней-
КТЯ проводится импульсация со значительной временной дис

персией. Групповые ПД, также наблюдаемые при прямом раздраже
нии, значительно осложняют структуру импульсного разряда, прово
дящегося по аксонам эфферентных нейронов КТЯ. Определяя состоя
ние синаптической мембраны мотонейронов ЯЛН, такой разряд, по- 
видимому, обусловливает разнообразие типов возбудительных реак
ций двигательных нейронов мимических мышц. Показано, что при 
стимуляции КТЯ возникновение одиночных ПД у мотонейронов ЯЛН 
более характерно для их моносинаптической активации. Градуальные
деполяризационные сдвиги мембранного потенциала с групповыми 
ПД выявляются с более длительным скрытым периодом и при уве
личении интенсивности стимуляции (7). Возможно, что высокочастот
ная импульсация в пресииаптическом волокне создает условия для 
эффективной суммации индивидуальных ВПСП, создаваемых каж
дым ПД в разряде, что приводит к созданию на соме мотонейронов 
ЯЛН длительной деполяризации значительной амплитуды (15).

Как было показано выше, стимуляция пирамидного тракта мо
жет привести к моносинаптической активации эфферентных нейронов 
К1Я. Если учесть, что моносинаптические ПД в них выявлялись со 
скрытым периодом от 1,2 до 2,0 мс, скрытый период их антидромной 
активации колебался от 0,2 до 0,6 мс, время одной синаптической за
держки—0,5 мс, то дисинаптические ВПСП в мотонейронах ЯЛН при 
стимуляции пирамидного тракта должны выявляться с латенцией от 
1,9 до 3,1 мс. Эти величины соответствуют скрытым периодам ВПСП, 
зарегистрированных в мотонейронах ЯЛН на раздражение пирамид
ного тракта в области ножек мозга: 1,7—3,7 мс (10). Участие эффе
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рентных нейронов КТЯ в проведении кортикофугальной и перифери
ческой импульсации, вероятно, ответственно и за ступенчатые изме
нения амплитуды ВПСП, наблюдаемые у мотонейронов ЯЛН при
стимуляции пирамидного тракта и афферентных нервов лица (10п)

Институт физиологии им. Л. А. Орбели
Академии наук Армянской ССР

Ս. Ա. ՂԱՍԱԲՅԱՆ

Պոչավոր եոարմասւ կորիզով սինապտիկ հաղորդման
էլեկտրա ֆ|ւզիո|ոզ|ւակաք։ pGnipuiqrLrp

Սուր փորձի պայմաններում ներբջջային մ ի կրո էլե կտ րո դա (իս դարգա »֊
ման միջոցով կատարվել է կատվի դիմային ներվի կորիդի վրա պրոյեկտվ.’ 
պոչավոր եռարմատ կորիդի նեյրոնների հակընթաց իդենտիֆիկացիան:

8ույց է տրվել, որ նրանց աքսոնների, պիրամիդային համակարգի, դի
մային ներվի պերիֆերիկ ճյուղերի ե պոչավոր եռարմատ կորիդի գրանցվող 
շրջաններին հարակից կետերի գրգռման ժամանակ այղ նե (րոններում նկատ֊ 
վում են կրկնակի գործողության պոտենցիալներ, ներկայացվել են ուղղակի 
ապացույցներ դիմային ներվի կորիդի շարժիչ նեյրոններին գնացող պիրա֊ 
միգային ի մ պուլս ա ց ի ա յի երկսինապտիկ հաղորդման և նրանց սոմատիկ 
թաղանթների վրա խմ բա յին գործոդութ յան պոտենցիալներով դեպոլյարի֊ 
դաց իոն շեղումների ստեղծման գործում գր ան ցվ ո դ նե յրոնների մ ասնակցոլ- 
թյտն վերաբերյալ։
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