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МАТЕМАТИКА

Э. В. Егиазарян

Метрические свойства систем булевых уравнений

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 27/1V Г>80)

Известно, что многие вопросы функционирования дискретных уп
равляющих систем сводятся к решению систем булевых уравнений с
зависимыми или независимыми переменными либо к определению чис
ла их решений. Таковы, например, некоторые задачи синтеза ци
вых автоматов, нахождения внутренне и внешне устойчивых множеств 
в графе, вопросы теории тестов и др. Системы булевых уравнений яв
ляются удобной моделью для исследования поведения управляющей 
системы, в частности, ПЭВМ. Постановки вопросов о поведении управ
ляющих систем в «типичном» случае восходят к работам К. Шеннона 
и О. Б. Лупанова. В настоящей работе для типичного случая приво
дятся асимптотические оценки числа решений систем булевых уравне
ний и оценивается сложность описания множества всех решений сис-
темы посредством дизъюнктивных нормальных рорм (д. и. ф.), реали-
зующих характеристические функции множества решений.

Всюду в статье под log понимается логарифм по основанию 2. 
Все не определяемые здесь понятия можно найти в ('՜3).

1. Пусть Sn./ —множество всех различных систем из / уравне
ний вида

где при /</), а Рп обозначает множество
всех булевых »» ункций, зависящих от переменных. Бинарный на-п

бор а = (а1, а„) называется решением системы (1), если //(а1........
*л) =1, I — 1. 2, ../. Относительно числа решений /(5) почти всех 
систем 5 множества 5Л>/ справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. 1. Если п—1֊+&э при п—ое, то для почти всех 
систем 5 множества 8п,1 имеет место 1(8)~2п~1.
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2. Если п-1-+—ъ при п. то почти все системы мно
жества $П։1 не имеют решений.

3. Если п—I ограничено при п-*ео, то для почти всех сис
тем 5 множества 3П։1 число решений ограничено сверху произволь
ной функцией ?(//), удовлетворяющей условию <р(я)-+о© при п-*оо.

2. Пусть 5/.т.л — множество всех систем из / уравнений вида

(2)

где х‘1(\^1^п) — булевые переменные, у/(\^1^т) —неизвестные 
булевые функции от п переменных; ////у при (1<7, /</). Набор 
булевых функций (^(х,........ хл), ..., фш(х1։ ..., хп)) называется ре
шением системы (2), если при подстановке в систему (2) вместо пе
ременных у/ функций Ф;, /= 1,2,..., т, все уравнения обращаются 
в тождества. Для числа решений /(5) систем 5 множества 5/>/п<п 
справедлива

Теорема 2. 1. Если т-1—п-^оо при п, то для поч
ти всех систем 5 множества Зцт.п Ц3)^2^п~1^п.

2. Если т — I — 1о£(//1п2)^~ 1ор( 14֊2“/) -1------ -—, <р(л)֊*оо при
?(«)

и ^(п) = о(п), то почти все системы множества Зцт.п имеют 
хотя бы одно решение.

3. Если т—I—1о£(л 1п 2)< —1о£( 14-2_/) — —!—, где 0(л)-*оо 
Ф(л)

и 6{п) = о(п), то почти все системы множества З1.т,п не имеют 
решений.

3. Для описания множества всех решений системы булевых 
уравнений 5 достаточно реализовать булевую функию /л, равную 
единице на множестве М.ч и нулю на Еп'\Л1ч, некоторой д. н. ф. (если 
М?=£0). Тогда каждая элементарная конъюнкция в д. и. ф., реали
зующей функцию /$, будет задавать „семейство,, решений, а объеди
нение всех семейств, соответствующих конъюнкциям в д. н. ф., даст 
множество Сложность описания множества решений системы 5 
в большой мере характеризуется числом и рангом конъюнкций в д. 
н. ф., реализующей /_>. Поэтому вызывает интерес исследование дли
ны сокращенной и кратчайшей л. и. ф., реализующих /л, их „строе
ние*, число тупиковых д. н. ф..и т. д.

Будем называть вышеопределенную функцию /$ характеристи
ческой функцией системы 5. Обозначим через Рп,1 „множество** всех 
булевых функций, зависящих от п переменных, такое, что каждая 
функция повторяется в нем столько раз, для скольких систем из 
множества она является характеристической. Очевидно, что РЛ1/ = 
~Рп, а при />1 существуют функции, которые не являются харак
теристическими ни для каких систем из Зп,ь Относительно функций 
множества РЛ1/ справедливы следующие утверждения.
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Теорема 3. 1. Если log-log n при п-+ъо, то у почти

всех функций / множества РП։1 для длины сокращенной д. н. ф. 
$(/) имеет место

где и = I logп log ֊

о /• . Jog п2. Если log------ то для почти

всех функций f множества Pn.i имеет место

где |1! = тах{0, у}, |1։ = тах{0, р+2|.
Теорема 4. Пусть п—1֊>со. Тогда для почти всех функций 

/ множества РП։1 длина р(/) кратчайшей д. н. ф. удовлетворяет 
неравенству

/2л-Ч1-о) logzz
(0<о<1) приlogzzlog /z log

. . log пlog п log

log п log я -/->°o(zz -*оо);(^./-0) при

/2"֊'֊ V-*,.<) (Л,_,0) при 1<Щ<2: 
log п I

2Л-/“3(1—^(о^-^-О) fipu logzz^Z.

„ 10» п г . хТеорема 5. При —- ----- для почти всех функции / мно-
!

жества Рп,1 длина р(/) кратчайшей д. н. ф. удовлетворяет не
равенству

Р{/) < log п log^
при п-*со.

Теорема. 6. Пусть п—при п->-ос. 7огда для почти 
всех функций f множества P,lti число /( f) тупиковых д. н. ф. 
удовлетворяет неравенствам:

« г- log п1. Если — ----- при то

н/)<(2г՞՜' )(1—£1('0) log П(log log п — log г),
Sj(zz) —>0 при п ->ОО.
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А ~ ГЛ 1о£ Ц 2. Если 2< —— 
/

при И А ОО, пи)

,( {)<(22Л->(1+Мл))1о₽ и юя юк

£2(л)-»“0 при п->-оо.

3. Если I < 2, то
I

/(/Х(22П_/)5(1+։’(/'))1о^п,

6з(л)“*0 пРи

4. Если 10£"

£<('/)-* О при п-+ъо.

Перечисленные свойства почти всех булевых функций множест
ва РП։1 при /=1 исследовались в работах (м).

4. Пусть не всюду определенная (частичная) функция /(хп 
..х„) задана на множестве М^Еп и принимает значения 0 и 1. 
Множество ЛИ разбивается на два подмножества Л4{ и М{(М' = 
= М£и'М{, /И^ПЛ4{ = 0) такие, что

1 на Л1{,
/(лу О на• 9

не определена на Еп'՝ \У.

Обозначим через (2„ множество всех частичных функций, зави
сящих от п переменных. Пусть С?л,/—множество всех различных сис
тем вида

где /*€<?«, Л нри /¥*/(!<

Бинарный набор а = (хп ..зл) называется решением системы (3), 
если /<(я1։ ..ая) =1. I = 1, 2, ..I. Относительно числа решений 
/((?) почти всех систем (2 множества ()П։1 в (3) приведено утвержде
ние, аналогичное теореме 1.

(3)

Сопоставим каждой системе (2£фл, характеристическую булевую 
функцию /о(х։, х„), равную единице на множестве решений
системы (2 и нулю на Еп ՝ Пусть (?л./ —множество булевых функ
ций, зависящих от п переменных такое, что каждая функция встре
чается в нем столько раз, для скольких систем множества (2п,1 она 
является характеристической функцией. Для почти всех функций 
множества (?Л։/ в (3) приведены опенки числа 6-мерных интервалов 
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II асимптотика длины сокращенной д. н. ф., реализующей функцию 
из множества В настоящей статье приводятся другие метричес
кие характеристики,

Теорема 7. Пусть п — 11о$3->о©. Тогда для почти всех 
функций / множества (}П\1 длина р(ф) кратчайшей д. н. ф. удов
летворяет неравенству

/2яЗ-/(1-о)

logj" log ———

log," 
z

(0<о<1) flPlL

Z2n֊33~/( 1—on./)
p{f)>

при log?։ logs"
Ilogs" 

Z
log3 n Jog

log3"
1<

И

(Ол./^-О) при

2"-33-/(l—при \Qgzn^l.

Теорема 8. При -»оо для почти всех функций / мно

жества ЦпЛ длина р(ф) кратчайшей д. н. ф. удовлетворяет нера
венству

p(f)< log п logc
% ,-*0 при п^<х>.

Теорема 9. Пусть п—ZlogЗ֊*eo при «**оо. Тогда для почти 
всех функций / множества число Цф) тупиковых д. н. ф. 
удовлетворяет неравенствам;

1 с 1о£3/г1. Если ———при п-*оо, то

„ / |О’Г։Я /( / )<(22Яз"/)<1+։л)|ОС п ։<* ~ , £п —О

2. Если 2 <

(I +• Jlojrnlog 
п

8log,n 
I

9

log

3. Если < 2, то

<-0
4- Если logs" 

Z
< 1, то

<(/)«22՞3՜'/
I ОК .п 

I

О

?1окп, е/֊*0

Ереванским государственный 
университет



Ь Վ. հ 'Լ Ь Ա Я II. Ր 3 Ա Ն
Րուլյաքւ հավասարումների սիստեմների մետրիկական բնութա<]րխնե
1Լշխատանրում դիտարկվում է 

մ ասն ակի բուլյան ֆունկցիաներով I 
ների րա դմ ութ յուն ր: | պարամետրի 
նախատվում է /ածումների րանակր,

Ո֊ փոփոխականից կախված րուլյան և 
Հավասարումներից կաղմ ված սիստեմ֊ 

փոփոխման / ր ի վ սպեկտրում կամ դր֊ 
կամ արտածվում Լ նրանց ասիմ պտր

տի կան Համարյա րոյոր սիստեմների Համար։ Սիստեմի լուծումների րաղ֊ 
մությունր նկարադրելու Համար սահմանվում է րուլյան ֆունկցիա, ՈՐ[> 
սիստեմի լուծումն երի րաղմ ութ յան վրւս ցնդունում է մեկ արժերր, և Համար՛֊
յա րոլոր սիստեմների Г ա մ ա ր ցնաՀատվում է ֆունկցիան
դ> ն. ձ.֊երի րարդու թյուններր ։

իրացնոդ

ЛИТГ. РАТУР Л—Դ Р ս ’« Ա Ն Ո Ь Р 3 Ո հ Ն
1 В В Глаголев, в сб : Проблемы кибернетики, вып. 19 (1967) 2 Э. В. Егиаза- 

рян. ДАН ЛрмССР, т. 68, № 2 (1979), 3 Ю И Журавлев, Труды МИЛМ СССР, т. 51, 
(1958). А. А. Сапоженко, в сб.: Дискретный анализ, пыл. 21, Новосибирск (1972).
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МАТЕМАТИКА

А. Н. Айрапетян

Об одном обобщении теоремы

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Н. У. Аракеляном 1/У1 1980)

1. В статье (’) отмечалось, что голоморфная функция /(г), 
определенная в круге I): |г|<^ 1 на комплексной г-плоскости и 
удовлетворяющая условию

У У |/'(г)1^А</у<+оо, г =х+/у, 

I)
(I)

обязана принадлежать классу Харди /У1, и значит, в частности, она 
обладает конечными угловыми граничными значениями почти во всех 
точках границы Г:|г|=1. Замена условия (1) более слабым условием

I р(/(г))1^1<+«э (3)

У У 1/'Сг)|| 1+|/(г)Р|֊‘г/х</у<+ -

V

не сохраняет ни одного из названных выше свойств функции /(г). 
Однако в этом случае можно утверждать, что на Г существует та
кое множество Л! полной меры, те§ Л1 = 2~, в каждой точке кото- 
рого почти каждая хорда круга А) переходит при отображении о/ — 
=/(г) в спрямляемую кривую на сфере Римана 2 над ^-плоскостью 
(см. (2)). Более того, этим свойством обладает каждая мероморфная 
функция /(г), определенная в О и удовлетворяющая условию (2).

Положим р(/(*)) = |/'(г)1П+1/(г)121~1 и лля произвольной точки 
Х£Г обозначим через Л(',, а) хорду круга /), оканчивающуюся в . и 

образующую с радиусом в этой точке угол раствора а;
2 2

Тогда, как отмечалось выше, в каждой точке мероморфная в 
И функция /(г), удовлетворяющая условию (2), обладает тем свой
ством, что интегралы
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конечны для почти всех

Кроме того, можно утверждать, что кривые /(//(',, а)) дли всех

значений я — ), для которых выполняется (3) оканчивают

ся в одной и той же точке на 2
Используя этот результат и общее утверждение из (2 3) (теорема 

2), непосредственно получаем уточнение теоремы А. И. Плеснера для 
мероморфной (голоморфной) функции, удовлетворяющей условию (2). 
I ' • • *

(2) для голоморфной функции /(г), не удовлетворяет условию (5).
3. Доказательство теоремы I разобьем на этапы, которые-офор-

мим в виде лемм. Первая из них доказана в (5), хотя в явном виде

Именно, для такой функции /(г) почти все точки границы Г можно 
разбить на два непересекающихся множества —множество А(/), в 
точках которого /(г) имеет определенные угловые граничные значе
ния, и множество Р(/), в точках которого каждая хорда содержит 
/^-последовательность функции /(г). Последнее означает, что каж
дая хорда Л(',, а), '^/^(7) содержит такую последовательность точек 
{£„}, п = 1, 2,...; Шигя = ', каждая бесконечная подпоследователь- 

п - -

ность которой обладает следующим свойством: в объединении неэв
клидовых кругов с неэвклидовыми центрами в {2лА.} Л=1,2, про
извольного неэвклидова радиуса г^>0 функция /(з) принимает беско
нечно часто каждое значение на 2, за возможными не более двумя 
исключениями.

В статье (4) получен более сильный результат. Рассмотрим про
извольную положительную, невозрастающую и непрерывную функ
цию р(/)г определенную на полуоси |0, . гк>|. Если голоморфная в I) 
функция /(з) удовлетворяет условию

то Г-Г(/)иР(/)и^те5£': О ((4), теорема 3).
2. Нами будет доказана _
Теорема 1. Если голоморфная в I) функция Дг) удовлет- * • • - •< • • • • > • • / к* ••• 9 * X • ' . е * Я • • • • • . /

воряет условию (4) и функция р(/) обладает дополнительно 
ством - • ................... ................. ...........

свой

и
то Г — Е(/У^Е, те8£ = 0.

Заметим, что функция р(П фигурирующая в условии

там не сформулирована (см. (5), стр. 121 — 122).
Лем ма 1. Если голоморфная в О функция Дг) имеет в точ

ке конечные пределы по почти всем хордам круга В, оканчи-



вающимся в то точка или Принадлежит множеству Б(ф), 
или в П существует жорданова кривая Л:, оканчивающаяся в по 
которой /{г) стремится к значению оо, когда В послед
нем случае точка ' является точкой неопределенности (по Баге- 
милу) функции ф(г).

Лемма 2 ((2), теорема 3). Пусть неотрицательная действи
тельнозначная функция П(г) непрерывна в I) и удовлетворяет 
условию

(6)
о

Тогда на Г существует множество М, те5М^2“, в каждой точке 
\ которого для почти всех хорд а) выполняется свойство

У и(г)\(1г\<Угъе-
(7)

Лемма 3. Пусть положительная, невозрастающая функция 
11(0. определенная на |0, 4-^1, удовлетворяет условию (5), и 
пусть /(г)—произвольная голоморфная в I) функция. Тогда для 
любой хорды а) в точке по которой

(*)

можно утверждать, что существует конечный Нт /(г), когда г-*՜, 

*€//(:, з).
Доказательство. Известно, что в этих условиях существует 

определенный 11гп/(г), когда а) (см. (4), лемма). Если

этот предел бесконечен, то на хорде //(’., а) можно выбрать две пос
ледовательности точек {/я} и (гп}, Нт гп — Нт гп = », таким образом, 

п -* *• п •• ®
чтобы |/(*л)| = п и |/«)| = П֊Г I, /1=1,2....... л<|/(г)|^л4-1 для
всех точек г, лежащих на отрезке А„ хорды Л(',а) между точками гп 
и £л, и чтобы отрезки Ая для различных номеров п, п = 1, 2, .. не 
пересекались между собой. Далее

• . :■ . :• ..-г; • . .֊ ■_ . ; ֊

Л л-1 дЛ(',в) гп ......

V |‘(«)1/Ол)-/(гл)|> V »(«)■ 
л—I л—1

ф'(г)дг
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Условие (5) эквивалентно условию у р(/։) = -| во. Получим проти- 
л -1

воречие с условием (8), и лемма 3 доказана.
4. Сформулированная выше теорема 1 есть немедленное след

ствие леммы 2, примененной к функции П(г) ֊- '. (|/(<?)|)| |/'(г)|* лемм 
3՜ и 1 и теоремы Багемила (см. (в), стр. 74, теорема 8), согласно ко
торой множество неопределенности произвольной функции, опреде
ленной в О, не более чем счетно.

1

5. Рассмотрим на (0, 1| произвольную положительную, невоз
растающую и непрерывную функцию А/(/), для которой Нт//(/) = оо, 

г-о
1 ' .. > 

Нт ///(/) = 0 и ( ——Положим = У ------- . Для

’ у к /
произвольного борелевского множества Е на Г символом сар///: 
обозначим его выпуклую емкость относительно последовательности 
а" (см. (՛), стр. 364).

Теорема 2. Пусть голоморфная в круге О функция /(г) 
удовлетворяет условию

(1-|г|^(1-Н)|и(|/(г)|(|/'(г)||’^<+оо,
О

(9)

в котором функция /У(/) обладает всеми названными выше свой
ствами, а функция ц(/) такая же, как и в теореме 1. Тогда

Г-Г(/)и^ сар//Л’ = О.
Доказательство этой теоремы проходит по той же схеме, что и 

доказательство теоремы 1, только вместо леммы 2 используется
Лемма 4 (см. (5), стр. 116, основная лемма). Пусть неотрица

тельная действительная функция Г/(з) непрерывна в I) и удовлет
воряет условию

(1-|г|)//(1֊И)[6г(г)|3^^У<+^.
о

Тогда на Г существует множество Л!, сар/у(Г^Л4) = 0, в каждой точ

ке которого для почти всех хорд Л('„ *), выполни

ется свойство (7).
6. Мы заканчиваем эту статью замечанием, что любая голоморф 

ная функция /(г), удовлетворяющая условию (9), удовлетворяет так
же условию (4). Пользуясь случаем, выражаю искреннюю благодар
ность В. И. Гаврилову за постановку задачи и ценные замечания.

Ереванский институт 
народного хозяйства
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Ա. Ն. 2Ա8ՐԱՊԵՏՏԱՆ
Ֆ ատուի гш|>ԼորԼմի մի |ւնղհան

^իք/Ոէք միավոր շրջանում որոշված հոլոմորֆ ֆա *%/’
}«-(Х)-£» դրական կիսաոանդ րի '/Лш որոշված դրական, անրնդհատ 
ֆ ունկ у իա է, որի համար

Հոդվածի հիմնական

о
արդ լուն քր հետև լալն է. եթե

и(1 /(г)1)| /'(г)|</^у<+ои

ապա^ թիավոր շրգանաղծի վրա, բա ց աո ու իէ լամբ ք[(*ո 'ափի րաղմութ լան, 
ֆտնկդիան անի անկլանալին ե դրա լին արմ եքներւ
Աքնո լ հետե բերվում է համանման [ժեորեմ 

տերմիններով, որտեղ НՀէ) ֆունկցիան բավւ 
լ) աննե րի է

пл ո ил зМ Н ֊տ նա կա թէան 
որոշակի պար

ЛИТЕРАТУР А—Դ ՐԱԿԱՆՈհՕՅՈԻՆ
* В И. Гаврилов, Мат. заметки, т. 15. № 6 (1974). 2 В. И. Гаврилов, Сибирский 

мат жури., т. 14, № 5 (1973). 3 В. И. Гаврилов, ДАН СССР, т. 216. № I (1974). 
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рилов, В С. Захарян, Изв АН АрмССР, сер матем , т 11, № 2 (1976). 6 К. Носиро, 
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МАТЕМАТИКА
• 'к

Е. Д. ФайнбергОб оценке индикатора целой ЭК ункции и интегралепо неаддитивной мере
(Представлено академиком АП Армянской ССР М. М. Джрбашяпом 12/VI 1980)Пусть Л(р) —класс целых функций нецелого конечного порядка о и нормального типа, А(<р,/) = llm In |/(/’£/*)| —индикатор функцииГ(^)€Л(о).Пусть Е—множество точек на окружности S։ = {z: |z| = 1], 

Kr.h = \г = te1*: [0, r|, e^^E}— „сектор*, опирающийся на E. Пусть,далее, △(£,/) = 11m Г’рЛ/(Л\в)—верхняя углоная плотность распреде- 
Г ф «вления нулей nf функции f(z).Пусть о(£), fCZSj— монотонная, неотрицательная функция множества Е, a Xh—некоторый класс множеств на S։. Обозначим через Л(б, Хе) класс целых функций, определенный соотношениемЖ Хе) = {/СД(р):Д(£, f)^(E), Е^Хь\.Мы Л(ч Х4). зультаты Для

ищем решение задачи о Подробное обсуждение см. в (1-е).ЭКормулировки основных
точной оценке индикатора в классе этого круга задач и известные ререзультатов нашей работы введем1

Гпонятие интеграла по неаддитивной мере.Пусть X—семейство борелевских множеств .YqC; ofAf)—не-отрицательная монотонная функция множества, конечная на ограниченных множествах (неаддитивная мера); ЛГ(о, X)—класс распределений масс р, определенный соотношением Мо, X) = {р : р(А')^(А"), А'^Х}; ё(г)(^0)— борелевская неотрицательная функция в С.Величину def= sup Х)!

назовем Х-интегралом по неаддитивной мере о.Этот интеграл обладает рядом естественных свойств: монотонностью, полуаддитивностью, положительной однородностью по # и 78



по ь и другими. Если — распределение масс, а X—„достаточно богатое* семейство множеств, то интеграл (I) переходит в интеграл Лебега-Стилтьеса.Отметим также связь нашего интеграла с интегралом А. А. Гольдберга по пол у аддитивной мере ((3), с. 290). Для этого обозначим через те кольцо, натянутое на семейство множеств X, а через defg*(X) — snp{u(A') X)}, —полуаддитивное продолжение она Ж.Теорема 1. Если g—непрерывная функция, а X— семейство 
открытых мно жесте, то верно равенствогX- С ёйЦг) = (9R) [ (2)

л с с
в котором справа стоит интеграл А. А. Гольдберга по полуадди- 
тивной мере о*, заданной на кольце те, обобщенный на случай fi»(C) = no,• Введем еще несколько обозначений. Пусть X<i—семейство множеств па окружности, б(£)—неаддитивная мера, X. — {Кг,ь: /Д(0, со); fCX&J (индексы О, z показывают лишь, где расположены соответствующие семейства — на окружности или в плоскости). Пусть del
Ц(Х) = г?ЦЕ), Х£Хг—неаддитивная мера на „секторах- из Хг. Пола- def / (р UP\гаем Н(и, р) = 1п |2T(zz, р)|, где Е(и, р) = (1—и) ехр ( —1՜\ 2 Р /канонический множитель Вейерштрасса.Сформулируем основную теорему об оценке индикатора.Теорема 2. Если Х& — семейство открытых множеств на St 
и ЦЕ) удовлетворяет условию

ЦЕ) = inf |3(£։): ЕрэЁ, F^Xil, (3)
где Е—замыкание Е, тоsup {//(?, /):ЛЛ(г, Хв)|

сСуществует функция /(z)£A(o, Х&), для которой достигается равенство при всехДоказательство этой теоремы базируется на результатах статьи (9).Таким образом, в терминах Х-интеграла получена точная оценка индикатора в классе функций А(8, Хе).В. С. Азарин в (8) получил точные оценки, но в классах целыхфункций, задаваемых другими (неклассическнми) характеристиками асимптотического поведения нулей.В (5) были ранее получены точные оценки для классов функций,задаваемых ограничениями на верхнюю угловую плотность нулей, в 
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двух случаях: если с(£)— счетно-аддитивная мера и если для любого £'С51 (см. (5), с. 314, 328).Легко проверить, что в этих случаях условие (3) выполняется, и из теоремы 2 получаются вышеуказанные оценки.Кроме того, теорема 1 позволяет сформулировать точную оценку, полученную в теореме 2, в терминах интеграла А. А. Гольдберга, но не одномерного, как это было в (5), а двумерного по полуадднтивнон мере о*.В заключение ормулируем утверждение, котороечто условие (3) «не слишком сильно» ограничивает выбор
кдающих класс функций Хе). показывает, о и Хе, за-

Пусть X—семейство всех открытых множеств на Будем го- 
О оворить, что X плотно в X, если для любого £0£Х и любого е>0 ______  ______ det найдется такое Е = £(е, EQ)£X, что £ox/?L|E\£o_____________ где (о>£о), =def_ г'*£<>2:о}—£-окрестность границы Ео.Теорема 3. Для любой неаддитивной меры ЦЕ), Е£Х, най

дется семейство ХсХ, 
множестве X) и такое, 
всех Е^Х,

О
плотное в X (а значит, и в любом под- 

что соотношение (3) выполняется дляОсновные полуплоскости результаты работы переносятся на аналитические в
3€ ункции нецелого конечного порядка.

Харьковский заочный 
политехнический институт

Ь. Դ. ՖԱոՆՐԵՐԳ
Ամբողջ ֆունկցիայի ինւոԼցրա|ի ցնանաւոակա! 

ոշ ացիտիվ չափի ինտԼցրալի մասին
Ա1Ո

Աշխ ատ ան բում մտցվում է ոչ աղիտիվ չափով ինտեղրայի զաղափար, 
դիտարկվում Լ նրա կաւղր Ա. Ա. Գոլդրերղի կիսաադիտիվ չափով ինտեղրայի 
հետ է

(1չ ամրոդք կարղի ամրոդք ֆունկցիաների բավականաչափ լայն դասի հա
մար, ոթր սահմանվում է զրոների անկյունային խտության վրա դրվող սահ
մանափակումներով, տրվում են ինղիկատորի ճշղրիտ ղն ա հ ա տ ա կ անն ե ր այդ 
ինտեղրայի տերմիններովդ
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻ38ՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ЬХХП ՜ 1981 2

УДК 519.1

МАТЕМАТИКА

Ж. Г. Никогосян

О максимальном цикле гра ЗЕ а
(Представлено чл -корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 18/1Х 1980)

Рассматриваются конечные неориентированные графы без пе
тель и кратных ребер. Все понятия и обозначения, не определяемые 
здесь, можно найти в книге Харари (։). Для любого подграфа А 
графа 6 через и А'(А) будем обозначать соответственно мно
жество вершин и множество ребер подграфа А. Первый и последний 
элементы любой конечной последовательности I обозначаются через 
Л(/) и А(/) соответственно. Пусть а(О) обозначает число вершинной 
независимости графа О, о(б) —минимальную степень, £(С7) —вершин
ную связность, А(О) —максимальную длину простых циклов графа О 
и —множество вершин, смежных с вершиной

Дирак (2) доказал, что если в графе О имеет место о(О)>и(О)/2, 
где ъ(в) = 11/(0)!, то О—гамильтонов, т. е. А(0) = г»(0). В работе (’) 
доказано также, что если о((7)^г»(О)/2 и Ь(О)^2, то Л(О’)^2б(С).

Нэш-Вильямс (3) доказал, что если 2-связный граф С удовлет
воряет условиям о(6)^(т>(С/)4֊2)/3, £(0)>а(0), то Л(0) = г>(0).

П. Эрдёш и В. Хватал (4) доказали гамильтоновость графа О 
при условии а(О)^А(О).

В настоящем сообщении приводятся следующие результаты.
Теорема 1. Если 2-связный граф О удовлетворяет условию 

ЦС)>(‘У(О)4-Л(О))/3, то = и(О).
Теорема 2. Если 3-связный граф О удовлетворяет условию 

г(О)^(О)+*(О))/3, то Л(О)>ЗЦО)--Л(б).
Рассмотрим произвольный 2-связный граф О, для которого 5 — 

= ^2» • ■^*1 является некоторым разделяющим множеством вер
шин. Компоненты связности графа 0 — 5 обозначим через О։, О։, ..., 
О,. ,

Пару цепей С}, R графа О назовем 5-допустимой, если
|А(0), А(/?)|С2|/(/У։), |А((?), У(ОЖ(/?) = 0,
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где
н։ = и О/, 

I •• 1
/л=и /е{1,2,

। •* / +1

Для
е^|1, 2}, У* = И(0)иИ(/?).

^-допустимой пары С}, R введем обозначения
= |МЛ(3))п и, (12 = |ЛГ(А(Ю)П V*!.

Для произвольной простой цепи / и для произвольных вершин 
«, ^€^(0 через |«, и] ♦ / будем обозначать подцепь цепи /, соеди
няющую вершины и и V.

Доказательства теорем 1 и 2 опираются на следующие леммы:
Лемма I. Если для 3-допустимой пары цепей (), R графа 

О имеет место с\ 4՜ И*Ц-1, то существует цепь Р = 1, удов
летворяющая условию

Е(Р) = Ц<1), ЦР) = Е(Р), У(Р)=У*. (1)
Лемм а 2. Если для 3-допустимой пары цепей (), R графа 

С имеет место | V* П 5|=А^З, то либо существует цепь Р=1Ъ 
удовлетворяющая условию (1), либо существует цепь Р = /2, удов
летворяющая условию

Е(Р) = Ц()), ЦР) = Е(Р), У(Р)с^У(Нд\33, 
У(Р)П5с1/*Г)5. |ЦР)></14Ч֊1.

(2)

либо существует цепь Р=13, удовлетворяющая условии)

(3)

Если же для 3-допустимой пары (}, R имеет место А = 2, 
то либо существует цепь Р~1^, удовлетворяющая хотя бы одно
му из условий (1), (2), либо для любой вершины ?£3, отличной 
от Ц()) и Л(/?), существует цепь Р=1^ удовлетворяющая условию

Е(Р)^3, ЦРЮ. У(Р)^(Н։)[_)3, (4)
И(Р)П$с{£((?),5(/?), г},

Лемма 3. Для 3-допустимой пары цепей (?, R либо суще
ствует цепь Р = 1^ удовлетворяющая хотя бы одному из условий 
(1), (2), либо существует цепь Р=1^ удовлетворяющая условию

Р(Р) = £((?), £(Р)=Р(/?), 1 (5)
И(Р)Л$с1/*П֊$, |Р'(Р)>т1п(</1, б/,)+Д-1. I

Теорема 2 доказывается конструктивным путем в том предполо
жении, что в графе (7 нам известно некоторое разделяющее мно
жество «$ = {<01, 'Уо, ..г'Д. Приводим лишь набросок доказательства 
теоремы 2.

Пусть ®(6) —-ц, 5(0)=^, 6(6՝)=/?, А(О) = А и пусть Сх, 0\, .. 
0/—компоненты связности графа 0—3. Введем обозначения
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н. = и а, 
<-1

Нг = в,.

Без потери общности можем предполагать, что |1/(//8)|^|1/(//1)|, 
Случай 1. 11/(Л/1)|^23—к— 1.
Пусть простая цепь Ц7 = Р1 удовлетворяет следующим усло

виям: ' I
а!) £(и/)€5, И( 1Г)<=
а2) если цепь №' = Р удовлетворяет условию а1), то

аЗ) если цепь №=Р удовлетворяет условиям а1), а2), то
|{»7 VIР) Л ЩО.)011<|{«7У(Рг) л Ц(/,)+0 Л;

а4) если цепь IV = Р удовлетворяет условиям а1)—аЗ), то
|К(Р)|<1'(Р։)|.

Если для некоторого числа /СП, 2,..-, 1} имеет место
^Ж(йИ0. У(о^ \\рх)±о, (б)

то существует 5-допустимая пара цепей (К, 7) = (рх, Р2), удовлет
воряющая следующим условиям:

61) А(Г) = Р(Р1), Р(7)==Л(Р1), Р(У)^У(НХ\ 
[Р(Л), «илсх (А(Рр)

где У( У) и 1/(7),
62) если 5-допустимая пара (К, 7) = (/։, /2) удовлетворяет ус

ловию 61), то

1(^(/1)иИ/,))П5|<|ГП5|;
63) если 5-допустимая пара (К, £) = (/1, /2) удовлетворяет ус

ловиям 61), 62), то
|{^7^(<7,)П( ^(/,)и^(/2)))|^|{//К(О/)П ^Г=^0||;

64) если 5-допустимая пара (К, 7) = (/г, /2) удовлетворяет ус
ловиям 61)—63), то

1И/1)иц/2)|<и;|.
Для р1։ Р2 существует цепь Р=Р2, удовлетворяющая условиям 

леммы 2.
Если же условие (6) не имеет места, то будем предполагать, 

что Р2 — Р1, = к(Р։).
Пусть простая цепь М/ = Р3 удовлетворяет следующим условиям: 
в1) Р(и/)=Р(Р2), £(У7) = £(Р2),

И(^)ПИ;с{Р(РД £(Р,)|;
в2) если цепь У7 = Р удовлетворяет условию в1), то 

1ИР)П5|<1/(РЭ)П5|;
84



вЗ) если цепь У/ Р удовлетворяет условиям в1), в2), то
|ЦР)|<|1/(Р»)|.

Если ^(О,)\1/(Р։)У=0, то существует 5-допустимая пара це
пей (К, 2) = (Р3, R,), удовлетворяющая следующим условиям:

И) £(Г) = Р(Р,), /=•(£) = £(Р։), £(2)€1/(Н։),
|Р(Р։), «I I Р,<=Г. [£(Р։), ®] 1 Р։с^, у;с=Г(/7։)и$, 

и;п и;с{Г(р։), £(р։)}, |Н|>ц/(Р3)|, 
где 1/;=У(Г)иГ(2), «^Л-(Р։);

г2) если 5-допустимая пара (Г, 2) = (/„ /,) удовлетворяет ус- 
ловию г1), то

К ^(А)и У(/2))П5|<|И:п$1;
гЗ) если 5-допустимая пара (К, /) = (/ь /2) 

ловиям г1) —г2), то
1^1)ии/1)|<|у;|.

удовлетворяет ус-

Для Р3, существует цепь Р=Р4, удовлетворяющая условиям 
леммы 3.

Если же У(Р3) = 0, то будем предполагать, что Р< = Р3, 
^(Р3).

Исходя из построений цепей Р2 и Р4, можно показать, что 
простой цикл Р2(ЗР4 имеет не менее Зо—к вершин.

Случай 2. |^(//1)|^2о-2^+1.
Рассуждения здесь можно провести аналогично случаю 1.
Случай 3. |1/(/А)| = 2о-£-2-0, ₽€{0, 1,..., £-4|.
Пусть простая цепь 1^’=-Р1 удовлетворяет следующим условиям:
к1) И !/(//,)иГЧ1ПП$1<₽+3;
к2) если цепь Ц7 = Р удовлетворяет условию к1), то

|1/(Р)П5|^|1/(Р,)Л5|;
кЗ.) если цепь 1^=Р удовлетворяет условиям к1), к2), то 

|1/(Р)|е|1/(Р։)|.
Если 1^(^,)ч1/(Р1)У=0, то существует 5-допустимая пара 

(К, 2) = (/?։, /?,), удовлетворяющая следующим условиям:
л1) £(Г) = Р(Р։), Р(2) = £(Р։), Р(Г)€И//։), £(2ИЦ//։),

|Р(Р։), “1 т Р1£^. К(Л). I РхС^, 
|У;|>Р(Р։)1. |У;Г1$М+3,

где и;= И(Г)иП2), uv(iX(Pi)\
л2) если ^-допустимая пара (К, = /։) удовлетворяет

условию л1), то

лЗ) если 5-допустимая пара (Г, /) = (/1։ /2) удовлетворяет ус
ловиям л1), л2), то

Для Р1։ Р2 существует цепь Р^Р^ удовлетворяющая условиям 
леммы 3.
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Если же 1/(Р1) — 0, то будем предполагать, что Р,= Ръ
и;=^(Р։).

Пусть простая цепь \У = Р3 удовлетворяет следующим условиям:
м!) Р(Ц7) = Р(Рг), £(Г)=£(Р։),

И^)П^>{Р(Р,)։ £(Р,)};
м2) если цепь 1Г = Р удовлетворяет условию м1), то

|1/(Р)П5|<|У(Рэ)ПЯ
м3) если цепь Ц/ = Р удовлетворяет условиям м1), м2), то 

|{*7^(/>)ПИ(О/)^0}|<|г71/(Р3)Г)1/(О/)^0}|;

м4) если цепь XV = Р удовлетворяет условиям м1), м2), м3), то 

|У(Р)К|У(Рз)|.
Цепь Р3 удовлетворяет условию 1/(/71)\1/(Р3) = 0.
Пусть тройка цепей (IV7, У', 7) = (РА, Р:>, /?в) удовлетворяет

следующим условиям:
н1) Р(Г) = Р(РЛ), £(Г) /;(Р3), 1/(Г)с1/(А/2)и^;
н2) пара У, 2. является ^-допустимой и существует только 

тогда, когда М7)^0,
нЗ) £(Г) = Р(Р3), Р(7) = £(Р3), Р( У'К ГЖ), Л(7К1/(Н2),

|Р(Р3), «| 1 |/.(Р3), г.] ՝ и/сг, |и;|>|У(И%
где Н=Г(Пи^(/). а^Л(и/);

н4) если 1/(/7.)\1/(Ц/) = 0, то 1/3*=1/(Г);
н5) и;^т>)и^ и;п1/(Р3)={р(Р3), цр.,)},
нб) если тройка (V/, У, 2) = (Р, /1 /2) удовлетворяет условиям 

н1) —н5), то
1(1'(/1)Ь ^(/2))П5| |Ц.;П5|;

и7) если тройка (IV՜, У, 7) = (Р, /։, /2) удовлетворяет условиям 
н1) —нб), то

рс>)и^(/։ж|у:|.
Для Р5, Ре существует цепь Р = Р5, удовлетворяющая условиям 

леммы 3.
Если Ц(А/2)4 Ц(Р4) = 0, то будем предполагать, что Р5 = Р4.
Простой цикл Р>иР3 либо является гамильтоновым циклом для 

графа (7, либо содержит по меньшей мере Зо—к вершин.
Доказательство теоремы 1 непосредственно следует из доказа

тельства теоремы 2.
Следствие 1. Если 2-связный граф С удовлетворяет условию 

6(6)>ИО)+«(О)-֊1)/3, то А(О) = т/(О).
Следствие 2. Если 3-связный граф удовлетворяет условию 

г(О)^('У(О)+а(О)֊1)/3, то А((7)>Зо((/)֊а(2)+1.
Рассмотрим графы = б3 = Л\, =

попарно без общих вершин, где Граф» полученный из графа



((714"^»)ипосредством добавления всевозможных ребер ху, 
где 1/(О3), У^У(ОЛ), обозначим через О0. Так как удаление ^ — вер
шинного подграфа из графа О0 порождает ^+я4-1 компонент 
связности, то Л((70) = Зо((70)—/։(С70). Пример графа б0 показывает, что 
утверждения теорем 1 и 2 не улучшаемы.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР и 
Ереванского государственного 
университета

<Е Դ. ՆԻԿՈՂՈՍՅԱՆԴրաֆի մաք'սիմա| ցիկփ մասին
Դիցուք Ղ)֊ն (յ դրաֆի դադաիէնե րի քանակն է, Շ֊ն' նվադադու

տ ի ճ ան ր, հ~ր' պարդ ցիկլերի մաքսիմալ 
կապակցվածnt քժլա նր և 7.-Ն՝ դա դա ի1 ա լին 

եերկա աշխատանքում հ-ի համար 
նե րր.

Թեորեմ 1. Ե»>1յ 2-11ШШluliadած
երկարու թ լուն ր, ш tf ш [d ш [[At

անկախ ութ լան թիվը։
բերվում են հետև լայ դնահատա

G ղրաֆում տեղի ունիպայմ՛անը, ապա հ = V.

Թեորեմ 2. Եթե 3-կապակցված G գրաֆում տեղի ունոպայմանը, ապա' հ^՚ձհ— k:

Հետևանք 1. Եթե 2-կապակցված պայմանը, ապա' h — V'.

Հետևանք 2. Եթե 3-կապակցված պայմանը, ապա' /z^3r> — a-ի !•
G ցըաֆում տեր|[ւ ունի
(յ ցըաֆոէմ տեղի ունի

ЛИТЕРАТУР А—՛»■ РНЧИЪПМ*ЗПЬЪ • ч
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Член-корреспондент АН Армянской ССР О. М. Сапонджян,
В, А. Арзуманян

Изгиб свободно опертой по контуру полукруглой плиты под действием 
нагрузки, распределенной по площади круга

(Представлено 16/V1 1980)

Задачи об изгибе полукруглой, свободно опертой по контуру пли
ты под действием распределенной поперечной нагрузки рассмотрены 
Б. Г. Галеркиным (’) как частный случай секториальной плиты-

Здесь рассматривается изгиб свободно опертой по контуру полу
круглой плиты под действием нагрузки, равномерно распределенной 
по площади круга радиуса Го. центр которого находится на оси сим
метрии полукруга (рис. 1). Насколько нам известно, этот случай изу
чается впервые.

Рассмотрим предварительно задачу об изгибе круглой плиты, сво
бодно опертой по контуру, под действием нагрузки, равномерно рас
пределенной по площади круга, радиуса г0 (рис. 2).

Обозначим прогиб в замкнутой области нагруженного круга че
рез здо, а в замкнутой иеиагруженной области плиты--цд.

Рис. 1. Полукруглая плита под дей
ствием равномерно распределенной 

круговой нагрузки

Рис. 2. Круглая плита под действием рав
номерно распределенной круговой нагруз

ки
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Пользуясь известными формулами (2) для прогибов и бу
дем иметь

_Л_
640

(г֊-а)2(г—п)2 Ь Р
16пО (г-л)(г-а)4-

1п

р
16кО

(1.1)

(1.2)(:-в)(г-<։) +

где Д— х-\-1у, г — х—1у —комплексные переменные, • а для случая 
круга радиуса /?

Рис. 3. Круглая плита под действием 
обратно-симметричных нагрузок

I ф —бигармоническая функция, регулярная во всей области пли
ты и определяемая формулой Гуреа

Ф = 2?(2)Ч֊^(з) +-/(*) 4-Х(*). (1Л)

где <р(г) и /(г) — аналитические 
ними функции.
I Обозначим

функции, ?(г), /(г)-сопряженные с

И*) = х'О). (1.5)

здесь и в дальнейшем штрихи над буквами обозначают производные 
соответствующего порядка.
| Функции ®(г) и 0(г) определяем из контурных условий свобод
ного опирания, представленных в комплексной форме (’)



?’(<) Г —-
а/ \<1Г/ I- ?(Г)4-МО| =

1-|1 ^/<£_\ Ж 
4 (Н \ (11 / \дг

(1.6)

где /—значение переменной г на контуре, а /—частное решение, 
входящее в (1.2).

Учитывая (1.3), введем обозначения:

Ч>(?) = <р(/?;) - ©Л’,), 0(2) = Ф(₽») = Ф1О-

Имея в виду также, что в полярных координатах г = ге1\ г = ге~*\
Г г

следовательно, 77е՝"՝ ’ = —е՜'"՝ контурное условие (1.6) при- 
а R

водим к следующему виду, предварительно разложив в степенные 
(1яды входящие в это условие известные выражения:

1.7)

где з ֊е՛0. 
Легко видеть, что ряды, входящие в выражение (1.7), быстро схо-

дятся.
Аналитические функции и ^(',)

единичного круга (0<|’,|«^1) в ряды Тейлора
разлагаются в области

Л-1 к — О

Внеся значения функций (1.8) при *=а в контурное условие
(1.7) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях
обеих частях этого уравнения, определяем коэффициенты

Г(Я2֊а2)(34֊р)
2/?н ; р)

Л-1

а"՜ 16г/4 2^-14-р

2(/?2-Д2) г2
R 27?

(^ = 0, 1, 2 ...).

(19)

(1.10)

16 г/9

1Ы) 2Л 4 3 4 р

ак и
О н

Ьи
9 
О

а

27?
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Внеся значения а„ и А։ из (1.9) н (|.)0) в вь|ражение (1.8) и 
переходя, согласно (1.3), к переменной г, получим значения ?(г) и 
6(г) в виде:՜

-- —।
1бкЛ х? I

(/?-'—а?)(3+|1) 
2/?(1+!.)

£1
4/?

(1 -!>)
(1+0

2(/?г-й2) 
R

Ф(г)- 2а(/?2-а2) ф(1-|х)
/?2(3 |֊р) 2/?2(34֊р)

(№>-сг) 
R

Л-1

А? 4-1
2/г -34 и (1.12)

Для определения, согласно (1.4), бигармонической функции ф 
следует еще иметь выражение для функции /(г).

Согласно (1.5)

х(г)= ( 'Нг)^г + 4’ <113)

где с0—действительная постоянная, определяемая по формуле (2)

Г

У Д/М/= “П /(/, /) 2Ие ?<?(!) : (1.14)

Здесь II—символ, обозначающий .постоянное слагаемое"
““ I

/(/, значение частного решения на контуре, входящее в выраже
ние (1.2). 

Легко проверить, что это выражение на контуре равно нулю, кро- 
Г 

ме того, согласно (1.12), П| }Д/)*//| также равно нулю. Поэтому

с0=֊П|2Ке['?(/)]|. (1.15)

Внеся выражение (1.11) при г = г в (1.14), получим

8~О
(^-а->)(3֊гн) г-

2(14֊р) 4
(1.16)

Подставляя (1.12) и (1.16) в (1.13), определяем функцию /(г): 

. Р Г2д(/?г—а2) _ г2а(1—р) I- Р 12(₽֊-а;)
16֊Х>| /РЧЗ+р) 2/?:(3+р) Г 16֊£>1 R

Р I (/?2-а-')(3+р) _ гЮ-Р)
16«/>[ 2(1+р) 4(1+р)
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иБигармоническую
(1.17):

функцию■с определяем согласно (1.4), (1.11)

Теперь, пользуясь (1.1) и (1.2), представим выражения для про
гибов в окончательном виде:

в замкнутой области нагруженного круга

=
0 640 16*£>

2—2агсоз9 |-а2------ г2

2аг соз &֊(֊а2֊г —
, /?4 —2/?2аг созб֊Н1 -г՜2
1п -------------- —------------- (1-19)

в замкнутой ненагруженной области плиты

? ■ ( г2—2аг соз 9 тД2+ —\п 
16~Л>\ 2/

2/Уаг С05 9 + ф, (1.20)
R*֊֊2Р՝аг созМ г2 а1

о

где ф определяется согласно (1.18).
Заметим, что решение вспомогательной задачи может предста

вить самостоятельный интерес.
1. Для определения прогибов полукруглой плиты нагружаем круг

лую свободно опертую плиту двумя обратно-симметричными круговы
ми нагрузками (рис. 3).

В этом случае на оси у осуществляются условия свободного опи
рания. Пользуясь решениями (1.19) и (1.20) вспомогательной зада
чи и применяя закон независимости действия сил, выражения проги
бов для правой части полукруглой плиты представим в окончатель
ном виде:

в замкнутой области нагруженного круга

64*7?г2
(г2—2аг созО г-а2)24-

16*
г2—2аг соз9-|-а2—

/?4 — 2 R2аг соз & -|- а-г2

1 •
16*

R2r2+2R2ar соз9+/?2а2 
/?4֊}֊2/??аг соз 0 \-г2а2

г|2а(/?2—а2) г’а(1-|01/г’ \ 1
— I---------------------------------------------- — I----------- 1 |СО5 V----------
4-1 /?2(3+|.) 2А?2(3 4-н) IV/?2 / 8к

2(/?2-а2)-^(1֊и)

(21)
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в замкнутой ней а гружен ной области плиты

р 1 /
— -----( г2—2агсоз9 \-а-
О 16* \

Г1 \ 1п /?2г2֊2/?2агсоз9 
2/ ” /?*—2/?2агсоз54֊г2а2

г 2а(/?2—а֊’) _ г2а( 1—|>) 
4-[ /г^з+р) 2/?з(з+р)

/г2 \ 1 /
( —-— 1 )соз0-------- ( г2֊|֊2аг созб+а2
'./?։ ) 16-^

/?2г24 2/?2ас соз 5+/?-'а2 
/?“' + 2/?гаг соз 9-1֊ г‘а2

2(/г.֊_а2)_^(1_11)

4£ 4-3 4“Н

2Л . 1
соз(2^4-1)$ (2.2)

2

Таким образом, формулами (2.1) и (2.2) завершается решение 
поставленной задачи.

На рис. 4, а, б, в изображены эпюры прогибов точек на оси сим
метрии полукруга при р=0,3; г0 = 0,25/? и а = 0,25/?; 0,5/?; и,75/?

2. Отметим, что из (2.1) и (2.2) легко получить значения проги
бов полукруглой плиты в случае, когда на плиту действует сосредото
ченная сила Р, точка приложения которой находится на оси х и уда
лена от прямолинейного края на расстояние а. Для этого следует в 
(2.1) и (2.2) принять г0—Я. При этом получаем

Р№
Рис. 4. Значения прогибов в долях -у— на осн симметрии полукруглой

а-при а = /?/4; 0-при а = /?/2; в-при а = 3,4 R

ПЛИТЫ :

№ =
р( 1 оч /?2г2—2/?2(2Г СО5 9-} /?֊1?
—-----(г2—2л г соз 9+я2) 1п ————- . оI) 116к 1 /?*—2/?2пг соз 9+г-л-

гл(/?2—л2)//՜2
2^/?2(ЗН р)\/?2

созО---- —(г2֊1 2лгсоз9+л2)1п
16г

/?2г24-2/?2лгсоз9-]֊ /?2а2 
/?44-2/?2^ г С05 ^-гГ2а2

1<А>2-а2/—-Лт 2 (— ¥‘+7—У՝‘ + 'сОз(2Л+1)б|. (2.3)
4к1 У/?2 7Й1 4Л+3+Д/?/ \/?/ 1

На оси симметрии полукруга (б-=0) прогибы определяются по

формуле

(л'2—2ал + а2)1пи<
/?2х2—2/?2ох+/?2а2 
^-2Р2ах-\-х2а^

I) 16п



(*ւ _! _ւ + 2ах+1ո
2«/?2(3+ս) \/?յ / 16к /?4+2/?’ах+х։а։

(2.4)

В качестве примера приводим значение прогиба под сосредото
ченной силой Р, когда она приложена в середине оси симметрии полу
круга (и « 0,3)

= 0,0159 Р/?а 
Г)

Ереванский политехнический институт 
им К Маркса

Հայկական 11.1Ա ԴԱ ՐՈ|.ակից-անՈամ 0. 1Г. ՍԱՊ11ՆՋՅԱՆ, Վ. Ա. ԱՐ9.Ո1’1րԱՆՅԱՆ
եղրադծու] ազատ հԼնկած կիսաշրջանա |իք։ սալի ծոումթ շրջանի մակերեսով ազդող բեո|ւ դեպքում

Աշխատանքում լուծված է եդրադծով սյւ/աւո հենված կիսաշրջանակին բա- 
սալի ծռման խնդիրը, երր սալին կի րա ով ած կ նրա համաչափության

առանցքի նկ րված շրջան ի մակերեսով Հավս։ սա֊
րաչափ բաշխված բեռ։ Խնդրի լուծումը ստացվել Ւ կլոր սալի ծոման խնդրի 
լուծումից, երբ սալին կիրառված Լ շրջանի մակերեսով բաշխված երկու հակա- 
սիմետրիկ բեռեր։

Ստացված են կիսաշրջանային սա լի ճկվածքի ա ր տ ա հ ա լ տ ո ւ թ կ ո ւնն ե րր' 
շրջանային բեռի և որպես մասնավոր դեպք կենտրոնացված ումի ադդեդու- 
թյունների համար։

ЛИТЕРАТУРА ԴՐԱԿԱՆՈԻԹՅՈ1’ Ն
’ Ь Г. Галеркин, Собр. соч., т. 2, Изд-во АН СССР, Мк, 195,3. 2 О. М. Сапонд- 

жян, Изгиб тонких упругих плит, Изд-во «Айастанэ, Ереван, 1975.
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Определение глубин проникания тонкого тела в металлы
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л Абрамяном 7/УП 1980)

Рассматривается задача проникания тонкого твердого тела в 
металлы. Условия на поверхности тела Т (рис. I) состоят в равен
стве нормальных скоростей среды и тела и касательных напряжений, 
выраженных по закону сухого трения. Уравнение поверхности тела 
можно взять в виде г = г*(х, /), /—время с начала проникания, х, г— 
осевая и радиальная координаты, Гь мало. На свободной поверхности 
среды х = 0 имеются условия отсутствия напряжений. Решение упру
гой задачи получено в (1։2), где найдено, что вблизи поверхности те
ла следует учитывать неупругое поведение материала и ввести по
верхность разрушения 5, отделяющую область пластического течения 
от упругой области. Ввиду малости коэффициента трения для тонкого 
тела можно считать, что в основных порядках решение одномерно по г. 
Уравнение поверхности разрушения берется в виде г = г*;0, где ;0 = 
= соп8(, причем предположено ;0^>1, но допускается, что ;ога мало, 
тогда можно для упругого решения вблизи 5 взять асимптотику для 
малых г, а для решения позади 5 пользоваться формулами, соответ- 

гствующимн переходу к большим значениям —, что соответствует 
г к

линейной асимптотике. Удовлетворение условий л* = 0 соответствует 
отраженным волнам, для которых агг имеет порядок I. Поэтому для 
рассматриваемого одномерного решения условие при х = 0 не удов
летворяется. Область между поверхностями 5 и Т описывается урав
нениями Мизеса (3,<). Уравнение несжимаемости и граничные условия 
на теле дают при г<У^0

(1-1)

где уг— радиальная скорость. Отсюда находятся компоненты гейзера 
скоростей деформации. В упругой области, вне поверхности 5, ре
шение можно искать методом источников в виде (։)
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г

где /(*, /) —функция, определяемая из граничных условий на поверх
ности 5. Для напряжения в упругой среде имеет место

згг = хд4֊2р^, 
дг

. диг , иг , дих и т. п. △ =------ 1------ }------ ;
дг г дх (1.3)

тогда из (1.2) и (1.3) следует впереди 5

Да 0, Ьг= -2|^(-У-, °м а 2И -< , охж=0.
г- №

(1.4)

Подставляя упругое решение (1.4) в условие текучести
(Згг—^л)Ч (згг—ди)2+(<ж—злх)24 бз.ь = 6т’,

можно получить

(1.6)

Для выбора единственного решения следует взять уравнение энер
гии на фронте г —гц50 или уравнение ударной адиабаты (5)՛

(1.7)

где е— энергия на единицу массы, индекс 1 лает величины впереди, 
а индекс 2 позади поверхности г -гЛ;0, значения имеют вид (5) 

е.=^(Г,)-1-2|/-(£/), е։=е0(Г։)+е,+ ^. (1.8)
гМ 2р

Используя соотношения (1.4), (1.7), (1.8), аГГ1^аГГ։ и предполагая 
постоянство выражения —с7\ = е1—е2, можно найти

ца (1.9)

Для определения в области течения можно использовать
упрощенные уравнения движения

Дгг~ ^66
Дгг — ООО ~ (1.10)

откуда

ОгГ!=2ъ 1п г֊Р<р(х, /), (1.11)
где «(х, /) произвольная функция. Используя условие непрерывности 
д,г при г = г*с0 с учетом (1.4), (1.9), (1.11), получаем
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(1.12)

причем на теле при г = г>,

(1.13)

Рассмотрим цилиндрическую часть тела, которая переходит в 
криволинейный конус с уравнением образующей (рис. 1)

Рис. 1. Процесс проникания 
тонкого твердого тела в среду

(2.1)
Для определения глубины проникания предполагалось, что для не

которых материалов трение между цилиндрической частью тела и сре
дой отсутствует, а для других существует. Для задачи с отсутствием 
трения на цилиндрической части (#։=0) уравнение движения будет 
при /<;

при />;

(2.3)

Интегрируя уравнения (2.2) и (2.3) и складывая с учетом того, что
,пах получим

97



max
т И2 V2'2v+1

(2-4)

Вычислим /max с учетом, что на цилиндрической части 
Для силы сопротивления будем иметь

Записав уравнения движения и проводя те же рассуждения, для 
/max ПОЛуЧИМ При /0>/тах>'.

где /0—высота тела, высота конусной части, ^—динамический 
предел текучести, р —модуль сдвига, а определяется по формуле 
(1.9). При />/0 и ^/=0 для силы сопротивления получим

Аналогичным способом для /тах можно получить

от и (з»+1 .л д । /??___ l
4--.Л. ,)nt£\ 2(2^+i)(v+i) (,+d(,+2) Р1Д2 'Ь, *+։

\ -S /

— у P+w/-՛-)
(2.8)

Формулы (2.4), (2.6), (2.8) можно применять только после того, как 
будет установлено, равно или не равно нулю Л । на цилиндрической 
части, что можно сделать с помощью эксперимента. Формулы (2.4). 
(2.6), (2.8) получены совместно с А. Г. Багдоевым.

Для экспериментального исследования проникания тонкого твер
дого тела в разные металлы были использованы в качестве материа
лов для образцов алюминий, дюраль, латунь, бронза, медь и чугун. В 
качестве проникающего тела использовалось тонкое твердое тело мас
сой 9.6 г, с начальной скоростью 800 м/сек.
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Результаты экспериментального исследования показали, что раз
ные материалы ведут себя качественно по-разному. В тех материалах, 
в которых при проникании тела имеется касание цилиндрической час
ти тела, для определения максимальной глубины проникания хорошее 
соответствие с экспериментом дают формулы (2.5), (2.7), для тех ма
териалов, в которых имеет место неполное касание вдоль цилиндри
ческой части тела, хорошее соответствие дает формула (2.4).

Рассмотрим проникание тонкого тела формы прямолинейного ко
нуса, переходящего в цилиндр, имеющего массу т, начальную ско
рость Ио, с полууглом вершины высотой конусной части радиу
сом цилиндрической части (рис. 2).

X
Рис. 2. Процесс прилегания среды к телу

При проникании тела частицы среды, прилегающие к поверхности 
конуса, движутся по нормали (6), следовательно, должны иметь ско
рость 1/„ = 1/(/)51п₽, где И(/)—осевая скорость, зависящая от глуби
ны проникания. Импульс тела передается частицам, окружающим 
коническую часть тела.

Вводя понятие средней скорости, с которой проходит тело глуби
ну \ в данный момент, можно определить время, за которое на части- 
цу действует сила со стороны тела

(3.1)

Записывая уравнение импульса

(3.2)
с//

и деля на площадь конической поверхности тела, для компоненты на 
пряжения в радиальном направлении получаем.
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ГП У2(0 81П ЙС08 3
(3.3)

Частицы среды будут двигаться в радиальном направлении до 
тех пор, пока будет выполняться условие |Р|^>|<’гг|. Из условия Р—^ 
—а„ можно найти геометрическое место точек, где частицы будут 
находиться в уравновешенном состоянии, т. е.

2*

т 1/2(/) 81 п ? соб р (3.4)

Из условия (3.4) можно определить радиус кратера

т У2(1) Б1п2Э 
2*хУ 1п + -

* (3.5)

Если условие Р=—агг будет выполняться на теле, т. е. при г = гц, 
то среда начнет прилегать к телу. Из условия (3.4) можно опреде
лить ту скорость тела, при которой среда начинает прилипать к 
телу

У?(О = т 81п2Р (3.6)

Скорость тела в момент полного погружения 
лить из формулы

конуса можно опреде-

34 1 уРУ+»
2(2*-М)(у+1) 2(>+2)

(3.7)

Если то за все время проникания будет существовать 
трение между цилиндрической частью тела и средой, а если 1/'*< Ц, 
то прилегание начнется на некоторой глубине.

При и из условия /'=!/*, /=/* будем иметь

V72 У2 2--А/ ра\/ у 1 \2֊֊Т= ֊ -^֊( 1 + 1п֊)(—ГР*1?+1+7Г.г9(Л--.). (3.8)

После достижения скорости У* для силы сопротивления будем иметь

Р^+1+ У₽2'Л+й1Го(/-А) (3.9)

Записывая уравнение движения Р' — —т/" и интегрируя от до /, 
получаем 
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ու

(3.10)

При /' = 0 ք - /1|13х; ДЛЯ /max ПОЛуЧИМ

2кт/ 1 փ In— \кгг0 
\ Ն /

’ (3.11)
где /* определяется из (3.8).

Таким образом, задача разлагается на две стадии: первая ста
дия—без трения на цилиндрической части до достижения скорости 
V* и при глубине /* и вторая — при наличии трения на цилиндри
ческой части ДО ПОЛНОЙ остановки С глубиной /max—/*.

В таблице приведены значения характерных величин.

Теоретические и экспериментальные данные

Материал

/max 
ПО 

(2.4)

СМ2

ք max /max /max
по 

(3.11)
ПО

(2 6)
эксп.»

CM а
$

ЭК СП.
ХЮ4.
кг

кг
см2

^’1
СМ

Дюраль

Бронза

Латунь

Медь

Алюминий

Чугун

4,45

5,9

3,82

3,14

14,4

2,90

3,9

5,7

2,8

3.1

14
4

1,9

4,28

3.59

2,19

2,72

10,5

1,89

4,5

2,0

2,2

3,0

10

2,1

0,65

0,16

0,54

0,48

0,20

7

10

9

9

10

26 3000

63 9705

44 2912

L44

26

28

2206

441

9900

0,15

0,30

0,25

0,23

0,15

0,25

0,46

0,60

0,45

0,48

0,6

2,0

Формула (3.11) дает возможность определить глубину проникания
теоретически.

Автор выражает свою благодарность А. Г. Багдоеву за постановку 
задачи и ценные советы.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

Ա. Ա. ՎԱՆ83ԱՆ
1Г|,սսսղներում թարակ մարմնի ներթափանցման խորություններ ի որոու լ

Դիտարկվում է բարակ պինդ մարմինների ներթափանցում ր մետաղների 
մեէ, Ենթադրելով, որ քայքայման ճակատի ետևում տեղի ունի պլաստիկ հո
սունություն, անսեղմելիության հավասարումից, քայքայման ճակատի վրա 



եղած ս/ա յմ անների ց , մ ի ա ցն ե/ո վ » ա ր վա ծ ա յին ագիաբագի և մ իշավա յրի 
շարժմ ան Հավասարումները, որոշված են մասնիկների արագությունները և 
լարոէմներր մ արմն ի մոտ։

Գտնված է կոնից և գլանից րադկացած մարմնի ներթափանցման առա
վելագույն խորութ յան աըժեբր։ Կատարված են փորձեր տարբեր մետաղներում 
ներթափանց։! ան վերա բեր յալ։ ճշտված է առավելագույն խորութ յան որոշման 
Համար ստացված բան աձևե րի կիրառման տիրույթը։ Ստացված է նոր բանաձև։
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Р. М. Барсегян

Основные уравнения многомерной фильтрации
в деформируемых грунтах

(Представлено академиком АН СССР П. Я. Кочиной 10/У1 1980)

Дифференциальное уравнение двухмерной и трехмерной фильтра
ции в деформируемых грунтах выводим на основе учета изменений
соотношений между фазами грунта в процессе фильтрации. Такой лод
ход для одномерного движения впервые был изложен в работах (’ 3). 

Распространим идею об учете изменений соотношений между жид-
кой и твердой фазами грунта в процессе фильтрации на случай мно
гомерной фильтрации. С этой целью вводим следующую гипотезу: де
формация водонасыщенного грунта под действием внешней нагрузки 
происходит в основном по направлению действия силы и поэтому 1е- 
формациями в других направлениях можно пренебречь.

Пусть направление действующей нагрузки совпадает с отрицатель
ным направлением оси ог. Деформация грунта происходит только по 
оси ог.

Вывод основных уравнений фильтрации базируется на следующих 
зависимостях.

1. Закон Дарси—Герсеванова, учитывающий движение жидкости
относительно движущегося скелета деформируемого грунта,

дг
где иг и \/г — проекции скорости соответственно воды и скелета на 
ось ог, е—коэффициент пористости, /СДЛ/)—коэффициент фильтрации 
по направлению г, А/--напор.

2. Закон Дарси:

-КАН) —; дх
(2)

иу — —КАН)-~ . ду
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где ил и иу— компоненты скорости фильтрации по направлениям 
осей ох и оу, КЖ(Н) и КУ(Н) — коэффициенты фильтрации соответ
ственно по осям ох и оу.

3. Уравнение неразрывности жидкой фазы, которое с учетом ежи 
маемости воды (по закону Гука) имеет вид .

оЧт'О , ----- 1 |------------ | ------------ — (I 
д1 дх ду дг

где 7— объемный вес воды, //—пористость.
4. Уравнение неразрывности для твердой фазы

(3)

дУг 
дг

т-\ п ~ 1. (4)

5. Уравнение равновесия, учитывающее изменение соотношений 
между фазами грунта в любой момент времени (3),

яо
(5)

где —внешняя нагрузка, —удельный вес скелета, $(/) — осадка слоя 
деформируемого грунта конечной мощности в момент времени /,

з —напряжение в скелете, 

— вес водонасыщенного

2
п—давление в воде, г = I /т—-—4—\с1г 

Л Н-В Це/ 
5(0

грунта в пределах призмы высотой г и с
площадью основания, равной единице.

В теории фильтрационной консолидации грунтов Терцаги—Фло
рина (4) выражение г в (5) является постоянной величиной г=7шС*. 
Это обстоятельство не позволяет учитывать изменяемость характерис
тик грунта (пористость, мощность) в процессе фильтрации, тогда как 
рассмотрение величины г в интегральной форме в уравнении (5) учи
тывает изменение соотношений между фазами грунта в виде измене
ний параметров грунта в процессе ЭЕильтрации.

О необходимости рассмотрения величины г в интегральной форме
свидетельствует следующая оценка:

(6)

В (6) гп и г*—соответственно первоначальное и конечное значения 
веса г, $«—конечная осадка слоя грунта с мощностью I.

6. Компрессионная зависимость

(7)
в частности для линейно-деформируемых сред 

где а—коэффициент уплотнения. 
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7. Зависимость напора и давления

// =
7 (8)

С помощью зависимостей (1)-*-(5), (7) и (8) обычным способом 
находим, что трехмерная фильтрация в деформируемом слое грунта 
под действием внешней нагрузки в общей постановке с учетом сжи
маемости движущейся воды и переменной проницаемости слоя грунта 
описывается следующей системой уравнении:

Лв—модуль объемного сжатия воды.
Из системы (9), в частности, для линейно-деформнруемых сред 

получим следующее уравнение фильтрации в деформируемых грун
тах:

О к ,тдну(*7) —Оу

дг
а(7֊ •;.)

5(/)

д 
дг

Клн№-
02

(Ю)

*'(') | Т । к
1+Ф(0;И

При выводе уравнения (10) мы пренебрегли слагаемым 

1/г(1-Н) — по сравнению со слагаемым —֊, так как отношение этих 

членов для обычных случаев уплотнения грунтов равно 10 —10 ,
ей тогда как величины — и
02

дг 
д(

являются малыми величинами одного

порядка (4).
Обычно коэффициент пористости £ в уравнениях фильтрацион

ной консолидации осредняют. Вопрос о возможности такою передне՜ 



ння исследован в (-1). Для осреднениого есг из (10) получим основное 
уравнение фильтрации в деформируемых грунтах

дН д
Y---- ——

dt дх дх
дН КДН) I КД Н) — 

dz

<1
dt

дН z

։(<)

где

։ г гср. \£в ՛ ։+бср. (1+։ср.)։

, а8,(О(7«ср.+тЛ

(1+Чр.Г

Осадка $(О в уравнениях (9)—(11) определяется как при одно
мерном движении с помощью известных формул механики грунтов.

При постоянном д и /<г = Ку — К: = К(Н) из (11) следует урав
нение 

Принимая в (12) К — const, получаем

дН
dt

/d2H dlH
W2 dy2

d-H\ 
dz2 /

■՛ + —. 

mo *?*
(13)

где а* —коэффициент пьезопроводности а* =—.
7*

Пренебрегая изменением г по отношению к I функции е(г, /) в 
выражении для г (относительная ошибка при этом будет меньше 
10 4), вместо основных дифференциальных уравнений (9) —(13) по
лучим более простые уравнения. Так, например, система уравнений 
(9) в этом случае примет вид (при АД = = Кг = К(Н))

Уравнение, соответствующее уравнению ПО), будет иметь вид
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8 ОН
01

1 d</_
1 dt

------- 1 Н е(А/)а d 
?•------------------ dz

ОН
Oz

(15)

Ox
.он 
'~х

d 
ду

он
Оу.

I

Аналогичные относительно (11) —(13) уравнения соответственно 
ют вид:

име-

(16)

где

dH ---- — а
Ot

.cfH 
ж

(18)

В зависимости от вида действующей внешней нагрузки движение 
жидкости может быть двухмерным (например, для равномерно рас
пределенной по бесконечной полосе нагрузки). Двухмерные уравне
ния, соответствующие, например, уравнениям (17) и (18). будут соот- 
ветственно иметь вид:

При осесимметричной фильтрации (например, случаи
местной нагрузки, равномерно распределенной по площади

действия 
круга или

г дифференциальные уравнения движенияпо окружности) основные дифференциальные уравнении движиши 
жидкости в деформируемых грунтах выводятся обычным способом.

Из полученных выше уравнении, в частности из (11) (18), как 
частные случаи следуют уравнения фильтрационной консолидации 
грунтов и уравнения упругого режима фильтрации. В уравнении рав-
новесия (5), принимая r=const, приходим к основным уравнениям

W
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фильтрационной консолидации (считая воду несжимаемой). При 
г -/■(/), считая грунт линейно-деформируемой средой, приходим к 
уравнениям упругого режима фильтрации. Таким образом, полученные 
новые уравнения являются более общими, нежели известные в настоя
щее время уравнения фильтрации.

Начальное условие для уравнений (11) — (18) заключается в том, 
что задается первоначальное значение напора в области движения. 
Это значение при учете сжимаемости воды равно нулю. Если же вода 
принимается несжимаемой, первоначальное значение напора опреде
ляется как решение уравнения Лапласа о мгновенном распределении 
напора для рассмотренной области, а граничные условия обычные. 
При учете сжимаемости воды граничное условие на поверхности дей
ствия силы при наличии дренажа должно быть третьего рода. Па во- 

дН ֊ . Г Xдонспроиицаемых грунтах ---- = 0 (л0 — нормаль к границе области).

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

Ռ. Մ. ՐԱՌՍԽՂՅԱՆ

հւսզմաչափ ֆիլտրացիա փ հիմնական հավասարումները 
ւլԼֆորմացիա փ ենթարկվող զրո էնաներում

ընթացը կ և պինդ ֆ աղեր ի փոփոխությունը։ Ս տա ցված հ ա վա Ա Ш -

Աշխա տ անըում արտածվում են եռաչափ ֆիլտրացիա յի հավասարումները 
ղեֆ ո ր մ ա ց ի տ [ի ենթ ա րկվ ող ղր ո ւՆ տն Լ ր ո լ մ 9 Հաշվի ա ոն ե լո վ ֆի լտ ր ա ց ի ա փ

ո էմ հեղու 
րումներից մասնավոր ղեսլըում հետևում են ֆիլտրւսցիոն կոնսոլիդացիայի և
աոաձղական ոեմիմի ֆ ի / տ ր ա ց ի ա յ ի այժմ ղործող հավասարումները։ Նման 
հավասարումներ միաչափ ֆիլտրացիայի դեպքում նույնպես առաջին անդամ 
առաջարկվել Լ մեր կողմից ավելի շուտ։

Ւնչպես ցու(ց են տալիս հ ա մ ե մ ա տ ո ւ թ յո ւնն ե ր ր , դեֆորմացիայի հաշվա

ռում ր ֆիլտրացիա ւի ընթացքում առանձնապես կարևոր է, եթե ղրունտներր 
լավ սեղմելի են։

ЛИТЕРАТУР А—Դ Р Ա Կ մ Ն (I I’ Թ 3 Ո Ի Ն

1 Р. М. Барсегян, ДАН СССР, т. 214, № 4 (1974). 2 Р. М Барсегян, Межвузов
ский сб науч трудов. Сер XII, вып. V. Строительство н архитектура. Ереван (1978). 
1 Р. ЛЕ Барсегян, Методы решения задач теории фильтрации в неоднородных средах. 
Изд-во Ереванского гос. ун-та, Ереван, 1977. 4 В А Флорин, Основы механики грун
тов. Т 2, Госстройиздат, Л —М, 1961.
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ФИЗИКА

Г. Ю. Крючков

Резонансное рассеяние света возмущенной атомной системой
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР М. Л. Тер-Микаеляном 1/УП 1980)

1. В настоящей работе рассматривается взаимодействие атомной 
системы с двумя монохроматическими полями: сильного поля с часто
той ш0, резонансного переходу а—Ь между двумя возбужденными 
уровнями, и слабого поля рассеиваемого света.

Рассматривается режим адиабатического включения сильного по
ля, при котором без учета радиационных эффектов образуются ква- 
зиэнергетические состояния (к. э. с.) системы «атом + поле» (1՜3).

6,(г, 1) = е-‘Е։< и, (г, I), и։(г, Г + —\=«,(г, о (1) 
\ ш /

Е( — квазиэнергии (К. Э.). —э —>
Условие слабости второго поля (й (Е —напряженность

поля, (1 —дипольный момент перехода, ? —спонтанная ширина) поз
воляет рассматривать рассеяние как процесс поглощения и после
дующего переизлучеиия одного фотона.

Как известно, спектр рассеянного света содержит также характе
ристики системы а — Ь в резонансном поле; в частности, в настоящей 
работе таким путем исследуется вопрос о его радиационном сдвиге (4) 
и естественной ширине.

2. Используется диаграммный метод, являющийся обобщением из
вестного метода Лоу (Б) на случай наличия монохроматического силь
ного поля. В указанном приближении амплитуда рассеяния света на 
атоме, возмущенном сильным полем, выражается через точную функ
цию Грина связанного электрона в присутствии сильного поля. В пред
ставлении Фарри эта величина удовлетворяет уравнению Дайсона (”)

6'(х, х') = 5(х, х') փ 2г/ 5(х, х։)Л/(х1։ х2)С(х2, х')^х։^ха, (2)

где величина
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(3)

есть функция Грина (к. э. с.), а .массовый оператор М(хь х2) опи
сывает собственно-энергетические эффекты во внешнем поле.

3. Ход решения уравнения (2) следующий. Записываем его в 
матричных элементах по (к. э. с.) в энергетическом представлении, в 
частности,

ш')= I 6? хс1*х'е1ш,е-Ьи'1 м/(х)М(х, л')мДх'). (4)

Пользуясь выражением для Л1 в низшем порядке по радиацион
ному (квантованному) полю, с функцией 5 (см. (6)), получаем

М/Д и), ш') (5)

(6)
ге*Ч1Ш*1\ип* г е1^՜

где 7,*—матрицы Дирака, а = б?2/4՜, двойные скобки означают интег
рирование по объему и усреднение по периоду 2к/ш. Вводя таким 
же разложением (5) гриновские коэффициентные функции, для пос
ледних получаем:

4-|ш4-^о)0-Еп(|— /о)]-12
Ч\.Р

Пользуясь для решения (7) итерационной процедурой (5), для 
диагональных элементов с точностью до линейных по М членов полу
чаем •

(8)

Пренебрегая также недиагональными элементами п=£т),
которые соответствуют безызлучательным переходам между различ
ными (к. э. с.) через радиационное поле, получаем

НО

— '?ип(х)и/1(х')
2гл ~ пп



4. В общем случае произвольного монохроматического ноля амп
литуда рассеяния фотона с частотой V, атомной системой, при кото
ром электрон переходит из состояния ф։(г, О = (г) в ?2(г,/)—Ф
__ равна

X

Л12 = У 5(<»2-р2-ц)։— *1—(10) 
(] — — ас

Л'/ = V у I

(И)I.
<^92\de1ei<^^ш•t\un'^>^un\de2*el<i|-<^^^ |?х^> 

ю2—VI - Еп - д 1 ш0 - М (о; (и)։ _ >1 _ ц)о)

Амплитуда приведена в дипольном приближении, причем считается, 
что начальное и конечное состояния атома не имеют ширин и нс воз
мущены сильным полем.

Диагональные элементы А!^ в (11) определяют радиационные 
смещения и ширины соответствующих уровней в сильном поле. Они со
держат как эффект непосредственного влияния внешнего поля на ра
диационные сдвиги и ширины отдельных уровней, так и эффект их из
менения вследствие перемешивания уровней.

5. Рассмотрим случай резонансного упругого рассеяния атомом в 
основном состоянии при предполагая наличие одно
фотонного резонанса по сильному полю между уровнями а—Ь,

е — ^Ьа— ">0<£ц)Ьа.

(См. рисунок, где изображены только 
резонансные уровни системы, осталь
ные, нерезонансные, уровни учитыва
ются только при вычислении величин

Оставляя в (11) два резонансных члена со знаменателями 
■<։+ш1-£„֊М;;;;(£'„), >։+<՛>,—£»+ и воспользовавшись ре
зонансными (к. э.) волновыми функциями для сечения рассея-
ния получаем

(12)
г/а = 2|<^ср1|с/^ ,|<рл ><Фа|^։|?1>1'
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матричный элемент взаимодействия атомной системы с сильным полем.
Спектральное распределение рассеянного света представляет со

бой два пика. Ширины пиков

Га.Ь — а.Ь Հր։ + Нь,а ՀЬ (13)

получены из (6) в резонансном приближении (2/ша&)<^1 и содержат 
лишь эффекты перемешивания уровней, уа.ь—бесполевые ширины 
уровней а и Ь. В случае точного резонанса е = О, Г„ = Г/> =

■=—(7«-НД Радиационные сдвиги определяются действитель

ными частями и получены в (4). Расстояние между пиками рав
но 224-|е|(ой—оя)^2й։ где %,* —радиационные сдвиги уровней а и Ь 
при отсутствии поля.

Такое же спектральное распределение по частоте излученного фо
тона получается при вычислении вероятностей резонансного перехода 
в случае спонтанного комбинационного рассеяния.

Спектры излучения и поглощения на переходе, смежном с пере
ходом, резонансным сильному полю, изучались во многих работах 
(см., например, (7)). В работе (8) для режима мгновенного включения 
получен спектр, аналогичный (12), в котором, однако, ширины пиков 
не совпадают с выражениями (13), что обусловлено различием в под
ходах к вычислению радиационных сдвигов и ширин атомной систе
мы в сильном поле.

Автор выражает благодарность М. Л. Тер-Микаеляну, Ю. П. Ма- 
лакяну и А. О. Меликяну за обсуждения.

Институт физических 
исследований Академии наук 
Армянской ССР

Դ. 3111*. ԿՐՅՈւ՚ՉԿՈՎ

I
Լույսի ռեզոնանսային ցրումը |սոտորւ|ած ատոմային համւս 1|արցի կորլմխյ

//1 и ո ւ մն ա и ի րվ ա ծ է լույսի ցրումր ատոմային համակարգի վրա, որր վւ

խաղղում Լ ուժեղ ղաշտի հետ։ Դի տ ա ր կո ւմ ր հիմնված Ւ Ոէժեղ ղաշ տում ղր֊
տրնվող կապված էլեկտրոնի ղրինի ֆունկցիայի 
հաշվի է առնում նա և դր դովա ծ մ տ կ ա ր դ ա կ ն ե ր //

»’աշվարկման վրա է վերջինս 
և ա ո ա դ ա յթ ա յին շեպումների

ե (այնոէթյունների փոփոխության Լֆեկտներր դաշտում։
■ ւրված և ումեղ դա շտ ե րի հետ ոեդոնանսի դեւդրում и ա ա ցվ ած / աոաձ-

դական ցրման կտրվածը, ո ր ր ունի երկու մարոիմումէ Մ ա ր и ի մ ո ւ մն ե ր ի 
/այնություններր արտա ,այտվամ են մակարդակների ին ըն ա կ ա մ / ա (ն ո ւ ք1 (ո ւն - 
ների րն ա կե ցվ ած ութ յունների միջոցով։
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К. А. Барсуков, Г. А. Григорян

Объемный резонатор с периодически движущейся границей

(Представлено академиком АН Армянской ССР Э Г. Мирзабекяном | 25/У1 1980)

Одномерный резонатор с периодически движущейся границей был 
рассмотрен в (։), однако используемый там метод не позволяет иссле
довать случай резонанса, когда энергия колебаний стенки эффектив
но передается полю. Для трехмерного резонатора условие резонанса 
оказывается иным, и в рамках метода (‘) уже возможно исследова
ние резонансного взаимодействия поля и стенки.

Пусть резонатор представляет собой, как и в (2), отрезок волно
вода, один из торцов которого покоится, а другой совершает колеба
ния по закону

— 2 тх = а(-.) = а + Ь соз —-, 
с (1)

где ~ = а — характерное расстояние между торцами, Ь—амплитуда 
колебаний правого торца, 2—частота колебаний движущегося торца. 
Условие резонанса можно получить из следующих простых сообра
жений. Очевидно, что элементарная работа, совершаемая частью 
стенки (1$ за время г//, есть

(1А = —— /У; ծ2 տւп 2/ (էէ (էտ, 
4՜ճ

где //- — касательная к х = <?(-) и 8—составляющая магнитного поля. 
Отсюда полная работа стенки за время А/ будет

է+м
Л = — | | Н\( (а֊\-Ь соз —— \ п 2/ (էէ ժտ. 

4-ճ ? ? \ \ с / /
է տ

(2)

Введем упрощающие предположения. Во-первых, будем считать коле
бания малыми, во-вторых, скорость колебаний нерелятивистской. Это 
означает, что
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а с (3)

С точностью до величин первого порядка малости уравнение (2) за
пишется в виде

I I дг

I »

//-(<?, -) 81п '21сИ йз. (4)

Пусть собственная частота 
нитного поля осциллирует 
растет со временем, если

резонатора есть и>пт. тогда квадрат маг- 
с частотой 2шлт. Интеграл (4), очевидно,

о 2 шпт- (5)
Последнее условие совпадает с условием резонанса (3). Частота ре
зонатора мпт может быть записана соотношением (<)

"‘пт (6)

Подстановка (6) в (5) дает условие резонанса в виде

(7)

где 1п—собственные числа поперечного сечения волновода. Отсюда 
тсвидно, что если лЛ^0, то —— и этот случай может быть рас-
а

смотрен методом (։).
Итак, рассмотрим для определенности колебания типа ТМ в ука

занном выше резонаторе, хотя метод позволяет исследовать также и

колебания ТЕ типа. Функция Ег в этом случае удовлетворяет урав
нению (2)

(Е_ _ д֊_ 
д'? ~ д? г<) (8)

а для 6(:, ?;) из (։) имеем

Ищем решение указанного уравнения в виде

V ($)соз
А —О

(9)

которое, очевидно, удовлетворяет граничным условиям (*) задачи 



дЕг1д^ = 0 при Т| = 0 и >] = 1. Разложим также (7(с, в уравнении 
(8) в ряд Фурье по той же системе функций

оэ
V ah cos (п k т։),
Л-0

(10)

где

-\֊Aab cos

Если подставить (9) и (10) в (8) и использовать равенство а֊п = ап,
то получим ж

где Л = 0, 1, 2, .... Таким образом, задача сводится к решению бес-
конечной системы дифференциальных уравнений для определения
коэффициентов Фурье £Д(с). Эта система весьма удобна для числен-
ного решения задачи на ЭВМ.

Заметим, что коэффициенты Фурье а* убывают с ростом к как 
Л՜*, ряд в (И) является знакопеременным. Если к тому же ик до
статочно быстро стремятся к нулю с ростом /г, то можно рассмо
треть приближение, в котором все ак = 0 кроме а0. Это фактически 
означает, что в (8) О(;, у) заменяется его средним значением по пе
ременной у на отрезке [0,11. Кроме того, будем считать, что выпол
няется второе условие (3). Тогда (11) сведется к следующему
уравнению:

14-х cos = 0,

(12)

C
2ЬЦс* , •/. —----------sin —
awnk c

Уравнение (12) есть уравнение Матье, достаточно хорошо изученное 
в математической литературе (см., например, (5 >6)). Ниже для иссле
дования решений (12) мы воспользуемся методом (6). Будем предпо
лагать, что выполняется условие резонанса (5) и искать решение при

— 2шг По (в) представим искомое решение в виде

Uk — а(0 cos 5 4- &G) \ (13)
\ 2 J
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в свою очередь а(?) и 0(?) ищутся через новые переменные по сле
дующим формулам:

и = a cos 0, и ֊- 7 sin 0. (14)
В (") показывается, что для и п v имеют место соотношения

(15)

Переменные ; и (։) в нашей задаче при выполнении (3) связаны 
соотношениями

х b 2т 2х t т b . 2т 2х7} =----------cos —sin----- , с =-----------sin — cos-----. (16)
а а с с а а с с

Если X в (15) действительно, то с ростом а следовательно по (16) 
и х, амплитуда а(;) будет возрастать по экспоненциальному закону. 
Действительные значения /. в (15) определяются соотношениями

(17)

или с помощью (12)

Х^С2 2(1 ------- sin-------  
а ш nft с

b Х*с2 , 2аюл*------- sin ------  
a ">nh с

(18)

В этой области значений параметров амплитуда колебаний в резона
торе возрастает с течением времени экспоненциально (см. рисунок. 

*

Области устойчивости колебаний резонатора
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сплошная линия). Резонанс такого типа естественно называть пара
метрическим.

Заметим, что (18) есть одновременно условие самовозбуждения 
колебании в резонаторе с периодически колеблющейся стенкой. При

‘2 = 2и>л/< ( ] н- — ) или 
\ 4 7

а ^ոհ с
(19)

колебания в резонаторе становятся чисто периодическими с периодом 
для основного типа колебаний равным 4-/2. Условия (19) являются 
границами областей, в которых колебания резонатора либо устойчивы, 
либо неустойчивы. Эти области изображены на рисунке в переменных 
у, 2«>/7л/2.

При учете потерь в стенках, так же как и в диссипативных пара
метрических системах, область неустойчивости колебаний резонатора 
несколько меняется. Это можно подтвердить следующими полукачест- 
венными соображениями. Пусть движущаяся граница обладает импе
дансом ^0. Тогда (') затухание колебаний в стационарном резонаторе

определяется фактором ехр ՜ՃԼ
а

Поскольку ; связано с а*, ' со-

отношением (16), то в первом приближении ;= — и возможность 
• а

нарастания колебании в резонаторе определяется соотношением меж
ду и /. Ясно, что неустойчивость колебаний будет иметь место, 
если л>'0 или при

Соответствующая область неустойчивости колебаний резонатора по
казана па рисунке пунктирной линией. Для создания режима возбуж
дения колебаний в этом случае необходима большая амплитуда коле
бании резонатора. Естественно, что все приближение справедливо лишь 
для малых колебаний границы и при значительной величине импедан
са стенки вопрос устойчивости колебаний необходимо решать с ис
пользованием точных уравнений (11), однако соответствующее иссле
дование может быть проведено лишь с использованием ЭВМ.

Институт радиофизики и электроники 
Академии наук Армянской ССР

Կ. II. ք։|Ս41|||Պ11Վ. Դ. Ա. ԴՐհԳՈՐՅԱՆ

Պարթերաթար շարժվող սահմանով ծաւ|ա[այ|ւ 11 ոԼ (|ոն{սւււոր

Տ եսականորեն Հետազոտվում է, ւզարրորա կան օրենքով շարմվոզ ւզա~ 
տով ալ ի ր ա տ ա ր ա յ ին ոեզոնատորր' ս/ասւի ե դաշտի միջև ռեզոնանսածին
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ւիոխադւդեէյութ յան դեպքում, երր շարժվող պատի էներղիան էֆեկտիվորեն 
հաղորդվում է դաշտին։ Գտնվել են խնդրի լուծումներր և հ ա յտն ա ր ե րվ ե լ այդ 
լուծումների կայունության տ իր ու յթն երր ։
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Сцепленная с полом рецессивная леталь у гроздевой листовертки
(Представлено академиком АП Армянской ССР В О. Казаряном 15/ХП 1980)

В числе различных методов генетической борьбы с вредными на
секомыми большой интерес представляет использование механизмов, 
приводящих к нарушению численного соотношения полов в популя
ции. Так как эффективный потенциал воспроизведения популяции оп
ределяется числом самок в ней, то численное уменьшение их может 
привести к снижению потенциала размножения (|>2). Возможность 
использования различных факторов, регулирующих соотношение по
лов в потомстве в пользу самцов, показана у разных видов насеко
мых (1-3). В ряде случаев удалось «синтезировать» линии комнатной 
мухи, самцы которой при скрещивании с неродственными самками да
вали потомство, состоящее только из самцов (3՜6).

Интересные результаты были получены в исследованиях, прове
денных с тутовым шелкопрядом с использованием сцепленных с по
лом рецессивных деталей (6), которые, находясь в кариотипе самки в 
гемизиготном состоянии, вызывают се гибель, так как генетически 
инертная \¥-хромосома самок нс подавляет действия рецессивной ле
тали, локализованной в /-хромосоме. У тутового шелкопряда была 
создана линия, сбалансированная по / деталям посредством трансло
кации участка / хромосомы с нормальной аллелью на Ш-хромосому 
самки. Самцы-носители /-деталей при спаривании со сбалансирован
ными по деталям самками дают потомство обоих полов, в то время 
как при спаривании их с нормальными несбалансированными 
самками получается потомство, состоящее только из самцов (самки 
погибают на стадии эмбрионального развития).

Получение сбалансированных по сцепленным с полом рецессив
ным деталям линий представляет интересную задачу, решение кото
рой может привести к созданию весьма эффективного способа генети
ческой борьбы с вредителями (7- ®). Учитывая это, мы проводили опы
ты по получению сцепленных с полом рецессивных эмбриональных 
деталей у опасного вредителя винограда гроздевой листовертки. Ре
зультаты этих опытов приводятся ниже.
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Разработанная ранее методика лабораторного разведения грозде* 
вой листовертки на искусственной питательной среде совершенствова
лась в целях приспособления ее к выявлению индуцированных сцеп
ленных с полом эмбриональных леталей.

Бабочек-самцов одного—трехдневиого возрастов подвергали рент
геновскому облучению в дозах от 2 до 6 крад, затем спаривали с нор
мальными самками. Взятые из первого поколения самцы индивидуаль
но спаривались с нормальными самками, и затем в яйцекладках, полу
ченных от них, подсчитывалось число погибших эмбрионов. Ожида
лось, что при возникновении сцепленной с полом рецессивной летали, 
проявляющейся на стадии эмбрионального развития, число погибших 
эмбрионов в потомстве самца-носителя летали будет заметно превы
шать этот показатель в контроле. Вследствие гибели на эмбриональ
ной стадии самок, унаследовавших /деталь от отца, соотношение по
лов в стадии имаго должно быть сдвинуто в сторону преобладания 
числа самцов.

В одной кладке из общего числа изученных была выявлена 
38,8%-ная гибель эмбрионов против 1—5% в контроле. Вылупившие
ся из этой кладки гусеницы были вскормлены и из общего числа 57 
полученных бабочек 36 оказались самцами (63,1%). Самцы этой ли
нии изучались в последующих опытах.

В качестве контроля использовали интактные особи лабораторной 
популяции гроздевой листовертки.

Все 36 самцов, полученных в вышеуказанной семье, спаривались 
с нормальными самками, и было получено 25 кладок. В 14 из 25 кла
док наблюдалась эмбриональная гибель, превышающая контроль. 
Отродившихся во всех кладках гусениц воспитывали до получения по
ловозрелых особей и определяли численное их соотношение.

Приведенные в табл. 1 данные показывают, что в группе семей, 
условно отнесенных к гетерозиготным по сцепленной с полом рецес
сивной эмбриональной летали (семьи с высокой эмбриональной ги-

Таблица I
Соотношение полон в потомстве самцов из исходной семьи.

спаренных с нормальными самками 

Группы семей

Семьи с высокой 
эмбриональной 
гибелью

Семьи с низкой 
эмбриональной 
।ибелью

Контрольные 
семьи

Число 
кладок

14

II

13

Средний
процент 

эмбриональ
ной гибели

28,’

5.4

2.2

Общее 
число полу- 

। ченных б'а- 
| бочек

554

420

489

Процент 
самок

38.9

49.9

50.8
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белью), процент самок значительно меньше, чем в другой группе этих 
же семей и в контроле.

Опыты по изучению соотношения полов в группах семей с повы
шенной эмбриональной гибелью по сравнению с семьями с эмбрио
нальной гибелью в пределах показателя контроля повторяли с самца
ми, взятыми из семей, условно отнесенных к «летальным». Результа
ты этих опытов приведены в табл. 2. Они подтверждают заключение

Таблица 2 
Соотношение полов в потомстве самцов из «летальных» семей, 

спаренных с нормальными самками

Г руины 
семей

Число 
кладок

Среднии 
процент 

эмбриональ
ной гибели

Общее 
число по
лученных 
бабочек

Процент 
самок

Семьи с высокой 
эмбриональной 
гибелью

Семьи с низкой 
эмбриональной 
гибелью

Контрольные 
семьи

14

12

13

30 >9

2,3

3,5

574

528

562

36,4

50,4

49,3

о том, что самцы из семей с повышенной эмбриональной гибелью и 
пониженным процентом самок относятся к двум группам, в одной из 
которых самцы дают потомство с повышенной эмбриональной гибелью 
и пониженным числом самок, а в другой—не отличаются от контро
ля по этим показателям. Такая картина вполне согласуется с ожидае
мой при наличии в указанных семьях сцепленной с полом эмбрио
нальной рецессивной летали.

Указанной картине соответствует также то, что в кладках, полу
ченных от самок из летальных семей, спаренных с нормальными сам
цами, эмбриональная гибель не превышала этот показатель в конт
роле, а число самок в их потомстве было близко к 50%.

Армянский научно-исследовательски в 
институт зашиты растений

Դ. Խ. ԱԱԱՐՅԱՆ, II. 1Г. ՍԱՐԴՍ ՅԱՆ, Դ. Դ. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ
11Լււի(ւ շղթայակցած ոե<յ1յսիւ| |Լ],ա| |Լյւսւլոպ|ւ ողկույզների մոտ

Վնասատու միջատների ր/եմ ձե ոն ա ր կվս ղ քիմիական պայքարի մ իջոցա֊ 

ոումների կիրաոմ ան րացասական ն ե րղ ո րծ ո ւ/1 յան ր կանիյ և լու նպատակով 

իյնղիր Լ ղրվում մշակելու պայքարի սկզբունքորեն նոր' ղենետիկական եղա

նակէ

Գենետիկական պայքարի իմաստր կայանում Լ նրանում, որ վնասատուի
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բնական պոպուԱացիա / /'Ա'ց թողնվում Նրււյն տեսակին ս/ատկանոց, սակայն 

«7 ա ո ան րյ ա կան ո ր են ա ր ա տ ա ։/ ո րւ( ած անհաւոներր, որոնբ դո ։ // ա</ ս րւք ե / ս // բնու- 

քէյսւն սյ ա յմ անն ե ր ււ ւ մ ո էնեցած անհատն երի հետ ան կենսունակ սերունդ են թող֊

նուif, իքեցնելով կաւ) կան իւ ե / ո վ դրան ու / ԻՍԿ Ոք ո Աք ու լյա ց ի տ յի թվար ան ա կր ։

Գենետիկական պայքարի եղանակներիդ մեկը կարող Լ չինել րնական Էդե֊

րի թվի կրճատումը, որից անմիջապես կախված Լ պ ուղ ո ւլյա ց իա յ ի թվակաղմ րւ 

Նման նպատակին կարելի Լ հասնել, եթե րնական պոպոլլ լացիա ր ա ց թողնվող 

անզուտների սեռական քրոմոսոմներում քո կա/ի ղացն ել մեկ կամ երկու ոչ 

ալելիկ լեթալ դեն։

Այդ նկսւտա ոումով, նպատակ Լր դրված խաղողի ողկույղակերի մոտ սե-

ո իհ լ,1^1սյԱյ^,րյւ/ա^ ոեցեսիվ / ե թ ա լն ե ը ստանալ նրա արու թիթեռները ոԼնսւ֊ 

ղեն ճաոաղա լթներով մշակելու միջոցով.

(Լ լքք եղանակով ստացված բաղմաթիվ ընտանիքներիդ մեկում նկատվել / 

սեռերի հարաբերական քանակի խախտում ի վնաս Լղերի. որը համընկնում Լր

աքն պատկերին, ին շպ ի и ին и պա սվ ում Լր и ե ո ին շ ղ թ ա (ա կ ց վ ա ծ ոեցեսիվ քեթաքի 

ա ռկա յու թ լան ղեպբում։ ^ետաղա ուսումնասիրություններով պաըղվեց (աղ. 1)

որ, իրո^է հայտնաբերված ընտանիքում ստացված արուների կեսր կրում են 

սեռին ջղթալակցված ոեցեսիվ լեքքսւ/, որի պատճառով նրանց ու րնական (ղերի 

կուղտվորում ից ստացված ընտանիքներում Ւղերի թ ի վ ր կիսով շա փ պակաս է, 

քան и պ ա и վու մ Լր ։
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К вопросу о влиянии корневых выделений на жизнедеятельноеIь 
изолированных листьев

(Представлено 9/ХН 1980)

Корни благодаря своей метаболической роли снабжают листья
разнообразными трофическими (՛) и физиологически активными ве
ществами обеспечивающими нормальную жизнедеятельность: о-11

тосинтез (3), образование белков (4), хлорофилла (5) и другие про
цессы. Однако, как показывают экспериментальные данные, синтези
рованные корнями метаболиты не полностью перемещаются к над
земным органам. Определенная доля этих веществ выделяется в кор
необитающую среду и используется корневой микрофлорой (ь) и 
другими растениями. Показано также, что корневые выделения спо
собствуют синтезу хлорофилла альбиносных растений (7). Если одно
временно учесть, что пасока другого вида по своей физиологической 
активности почти не уступает таковой собственного растения (й), то 
весьма вероятным окажется предположение, что в фитоцеиозах наря
ду с конкуренцией между отдельными индивидами за жизненное про
странство, минеральные элементы, воду и свет существует и опреде
ленное влияние одного растения на другое, осуществляемое через кор
невые метаболиты, выделяемые в почву (9).

Достоверность этого предположения можно иллюстрировать мо
дельными опытами с культурой ткани корней, т. с. показать положи
тельное влияние выделенных последними метаболитов на функцио
нальную активность изолированных листьев.

Объектом наших исследований были изолированные листья то
поля пирамидального. Листья срезанными черешками погружали в 
дистиллированную воду, в питательный раствор для роста изолиро
ванных корней и в среду с корневыми выделениями—раствор, где рос
ли изолированные корни тополя.

Корни очищали, тщательно промывали водой с мылом, помещали 
между листами стерильной бумаги и там же резали скальпелем на 
диски толщиной 1,5—2,0 мм. Последние затем переносили в колбы с
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агари юнаннон питательной средой. После формирования рашитои 
системы корней в питательную среду опускали кончики стерилизован' 
ных черешков изолированных листьев тополя и спустя 15 дней после
погружения определяли в листьях: интенсивность фотосинтеза аппа
ратом И. Чатского и Б. Славика (,0), азот по Кьельдалю (|։). общий
и органический фосфор по Лоури и Лопесу (*2) и состав и содержание
аминокислот с помощью бумажной хроматографии (։3). Контролем
служили свежеотрезанные одноярусные листья тополя 

Результаты опытов по определению интенсивности отосинтсза
примечательны тем, что иллюстрируют весьма положительное влияние 
корневых выделений на этот процесс (рисунок), что выражается оди

Влияние корневых выделений на ин
тенсивность фотосинтеза /—конт
роль; 2—дистиллированная вода; 3— 
питательная среда; 4—питательная 
среда с корневыми выделениями

паковой активностью с таковой контрольных листьев. Эти данные
полностью согласуются с результатами опытов по влиянию пасоки на 
изолированные листья (н).

Примерно идентичные данные были получены по содержанию
хлорофилла и прочности его связи с липопротеидным комплексом в
опытных листьях (табл, !).

Как мы видим, выявлена определенная разница как в общем со
держании хлорофилла в листьях, погруженных в разные растворы, 
так и в количестве хлорофилла, извлеченного 60%-ным ацетоном. Со
держание зеленых пигментов у контрольных листьев и листьев, по
груженных в питательный раствор с корневыми выделениями, почти

125



одинаково, что указывает на стимулирующее влияние метаболитов на 
синтез зеленых пигментов.

Корневые метаболиты, выделенные в питательную среду, прини-

Таблица I 
Содержание хлорофилла н изолированных листьях тополя, 
погруженных в разные растворы (мг/г сухого вещества)

Варианты

Контроль 
Дистиллирован

ная вода 
Питательная 
среда

Питательная 
среда с кор
невыми выде
лениями

Хлорофилл, извле
ченный 85%-ным 

ацетоном

Хлорофилл, извле
ченный 60%-ным 

ацетоном

Общая сум ма % слабого 
хлорофилла 
от общею

а б а֊рб а/б а б а 4֊ 6 а/б а б а-}-б|а/б

1,77 0.432.204.1 0,98 0.52 1,50 1,9 2,75 0.95 3.702,9 40,0
1.67 0.28 1.95 5.9 0,48 0.24 0,72 2.0 2.150,52 2,77 4.1 25.9

1.700.38 2.08 4.4 0.650.40 1,15 1,6 2.350.78 3.133.0 36.7

1.78 0.42 2.20 4.2 0.96 0.50 1 ,46 1,9 2.740.92 3.66 2,9 40,0

мают непосредственное участие и в синтезе белков, органического
росфораГн и аминокислот.

Данные по определению
полную идентичность листьев
кового азота в них оказалось

разных форм азота (табл. 2) выявляют 
I и IV вариантов, т. е. содержание бел- 
равным. В результате однозначными бы

ли и проценты белкового азота от общего.

1 Таблица 2
Содержание форм азота в листьях тополя пирамидального, 

погруженных в разные среды (мг/г сухого вещества)

Варианты Общин Белковый Небелковый % белкового 
от общего

Контроль
Дистиллированная вода 
Питательная среда 
Питательная среда с 

корневыми выделениями

3.24
2.00
2.68

3.20

2.25
1.35
1.72

2.22

0.99
0.65
0.96

0.98

69.4
67.5
64.1

69.3

Весьма интересно, что эти листья оказались равноценными и в 
отношении содержания аминокислот (табл. 3).

В данном случае интенсивный синтез аминокислот привел к ак
тивации образования белков. Этот процесс наиболее слабо проявля
ется у листьев второго варианта, погруженных черешками в дистил
лированную воду.

Примерно идентичными оказались и данные по содержанию раз-
ных форм фосфора (табл. 4).Э£
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Таблица 3
Содержание аминокислот и листьях тополя пирамидального.

погруженных о разные среды (гамм на I г сухого вещества)*

Аминокислоты Контроль Дистиллиро- Питател ь- 
ванная вода ная среда

Питательная среда с 
корневыми выделе

ниями

Глутатион 
Цистеин 
Орнитин 
Лизин 
Аспарагин 
Гистидин 
Аспарагиновая кислота
Г лутамин 
Серин 
Аргинин 
Глутаминовая кислота 
Треонин 
Аланин 
Пролин 
ГАМК 
Валин 
Метионин 
Лейцин 
Сумма

Нет
17 

Нет
20
48
45
58
45
26
38
29

Следы
60 

Следы 
Нег

21
Нет

18
447

Нет
8 

Нет
10
21
25 
.30 
28
12
12
17 

Нет
35 

Следы 
Нег

6 
Нет 
Следы 
202

Нет
12 

Нет
12
28
28
34
40
22
31
31

Нет
45 

Следы 
Нет

18 
Нет

8
309

Нет
20 

Нег
22
51
50
72
49
35
39
32

Нет
58 

Следы 
Нет

24 
Нет

19
471

* Растворитель бутанол: уксусная к-та: вода 4:1:5.

Таблица 4
Содержание форм фосфора в листьях тополя пирамидального, 

погруженных в разные среды (мг/г сухого вещества)

Варианты Общий Органический Неорганичес
кий

% органичес
кого от общего

Контроль
Дистиллированная вода 
Питательная среда 
Питательная среда с 

корневыми выделениями

1.65
1.15
1.54

1.69

1.20
0.95
1.00

1.25

0.45
0.20
0.54

0.44

72.8 
82» 6
64.2

73.9

Приведенные данные прежде всего показывают, что разница в
основном проявлялась в отношении органической формы ЭЕосфора,
тогда как общее содержание росфораЭЕ оказалось одинаковым у всех
вариантов. Положительное влияние корневых выделений на изолиро
ванные листья проявлялось в образовании разнообразных фосфорсо
держащих соединений. Причем органическая форма росфора у I и IVЭЕ

вариантов составляла соответственно 72.8 и 73,9% от общего.
Положительное влияние корневых выделений на изолированные 

листья, разумеется, определяется и их концентрацией в питательной 
среде. Ведь в нормальных условиях произрастания растений основная 
доля продуктов корневого обмена используется самим растением, тог
да как у изолированных корней они все выделяются в среду и повы 
шейке их концентрации приводит к подавлению дальнейшего роста и
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жизнедеятельности этих корней. Цель регулярного пересева изолиро
ванных корней заключается именно в том, чтобы избавиться от от
рицательного влияния этих продуктов.

Результаты опытов одновременно дают основания заключить, что 
в фнтоцонозах кроме конкурирующего влияния налицо и положитель
ное воздействие одного растения на другое через корневые выделения. 
Подобный эффект проявляется в отношении активации фотосинтеза, 
образования хлорофилла, белков и других компонентов живой клетки 
листа.

Ботанический институт
Академии наук Армянской ССР

հայկական ՍՍ2 ԴԱ ակաղԼմիկոս Վ. Z. Ш», է. Վ. ԱՎԱԳՅԱՆ
Արմատաքին արտազատումների ացցեցո։ թյու նբ մեկուսացված տերևների կեն սագործունեութւան հարցի շուրջ

Աշխատանքում ուսումնասիրվել է արմատների հ յուսվածքա յին կուլտուրա
յից անջատված մ ե տ ա բ ո լի տն ե ր ի ազդեցությունը մեկուսացված տերևների 
ֆունկցիոնալ ակտիվության վրա։ Փորձերը ցու լց են տվել, որ արմատային 
արտազատումները ս տ ի մ ու լա ցն ո ւմ են կանաչ պիզմենտների, ինչպես նաև 
ամինաթթուների սինթեզը, որն իր հերթին քերում է սպիտակուցի դոյացման 
ակտիվացմանր ։

Փորձերի արդյունքներր հիմք են տալիս եզրակացնելու, որ ֆիտոցենոզնե- 
րում, քացի հակազդող ազդեցությունից, աոկա է նաև բույսերի միջև դրական 
ազդեցություն արմ ա տ ա յին արտազատումների միջոցով։ Նման օրին ա չա - 
փութ յուն է արտահայտվում նաև ֆոտոսինթեզի ակտիվացման, քլորոֆիլի, 
սպիտակուցների և տերևի կենդանի p շ ի շՆ b ր ի մյուս կ ո մ պ ոն են տն ե ր ի առաջաց
ման վերաբերյալ։
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