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МАТЕМАТИКА

Р О Наирин

Разложение некоторых простых групп Ли
(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Р \ Алексин тряном 30 I 1980)

В работе рассматривается следующая задача: пусть G простая 
некомпактная вещественная группа Ли: нужно найти все такие пары 
О', G" се собственных связных подгрупп Ли, чтобы G = G' • G”, т. е. 
чтобы каждый л£С представлялся п виде a a' <i", где а'^СГ. 
a"£G". Тройки (G. G', G") с указанным свойством называется разло
жением. Случай, когда G', G" либо обе редуктивны в G. либо обе 
максимальны п О, был до конца изучен и работе (’). В работе (*>  
изучались минимальные разложения (G. G. G"), т. е. такие, что не 
существует разложений вида (G. G՝,, G I. где G ~G'. G G и 
G,՛, / G', G’i=(T„. Именно, были найдены в инном виде все минималь
ные разложения групп 50(д, ц), SU(p. </l. Sp(p, q). обл а (аю.ине гем 
свойством, что полупростые части групп (՝•' и G некомпактны В 
настоящей работе мы продолжаем изучение разложении простых 
групп .'1н. Мы находим в явном виде все некомпактные разложения 
групп SL(՝2n, R\. Sp(n, /?1. SO (4я). Sl(2n. Cl. SO(h. С), т е 
такие разложения, у которых G”, G некомпактны н G. Как показано 
в (’), единственной простой группой, кроме перечисленных групп и 
SO(p, <7). SL’(p, у) Sp(o, у), (опускающей некомпактные разложения, 
является £»'.

Пусть G G’ • (Г разложение. Обозначим соответственно g. g , 
К" алгебры Ли, отвечающие группам G, G', G*.  Тогда g = g g' (’). 
Опишем разложения групп • 1и при помощи соот։етствующнх разло
жении алгебр Ли. Приведем некоторые обозначении из ('1. которые 
мы используем.

Пусть g—полупростля вещественная алгебра Ли; II система 
простых корней этой алгебры Ли, построенная по картанонской под
алгебре с максимальной некомпактной частью h ; II, II покшсгемя 
корней, не равных нулю па Л : и,-параболическая подалгебра в к.



соответствующая подсистеме I II,, инвариантной относительно ес- 
тестненной инволюции, и, — 5г՝с,-пг, где я։ полупростая часть, 
с, центр максимальной рс.пктипной подалгебры а, сг, лг—нильпо
тентный радикал алгебры и,.

Теорема. I Пусть а группа Ли. алгебра Ли которой изо- 
иорфна одной и< следующих алгебр: $1(п I. R}. зр(п, R), $о* *{4р)  
и пусть О — О' • С/ "—ее собственное некомпактное разложение. 
Тогда всевозможные значения к" и р" перечислены в табл. 1.

_ <"■ г- ?».»

5/(2/»— I ЯН֊' *г

*Ц2р— 1,ЯН-л»(։։>хг ' ь!)

Табзаца I

5/(.>-1.Я)

>1(2.Р֊1 ИН-с-

'/Ч/' я>
$Н2р. К]

11.111 

или

ч1(2р 1.ЯН-С- Лг

*1(4т. Я)

>/»(2л R)

л/(4ш-1,ЯН-г֊4-пг

IIЛII
$/(4т — ),Я) лг

$р(‘2п— 1.Я) с֊4-лг

IIЛ И
*р(2л—и?)—/»Г________________(П1 г ՛,«,:)________________

з11р С) 1/(1)
ИЛИ

*1(рС)
или

УЧ/»,Я)_______
՝Р(т.С) л(1)

или
хр(т.С) 

и ли
а՝м*(2 лг) > ч/КИ 

или
«//•(2"0Х1»(1) 

или
лл*(2ш)

։р(л.С)Хм<1) 
или

Ч>(п.С)

՝о'14р)

՝и*(2рН'<-  '»>
или

։и*(2р)  • лг
(II, Г= 42/, )

«>*(•(/։ —2) »»(2) 
или

»о(4р 2)
или

«(1.2р-1>

Теорема 2. Пусть 6՝ группа Ли, алгебра Ли которой р, 
изоморфна ооной м< следунчцих алгебр Л(2п. С). яо(7,С). чо(2л,С), 
и пусть й —С'' (}"֊ ее собственное некомпактное разложение. 
Тогда всевозможные значения подалгебр р" и ц" указаны в табл. 2.
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«о(7.О

5о(2п.О

«о(8.О

50(16,0

Таблица 2

К՛'

1/(2л 1.С) т п\ 
нЯИ

։/(2п —I, СУг-т
(тГГг.П, I |1|еа|!)
«)(2л-—|',С)-л»-4-Лг'

._______ (т^гП|\Г ^(Э|, а|] I
Мб, О 

к ли
М5, О

или
М5, О+л»

или
И5. 04 т л»
(л1^Сг,Н|ХГ (Яр »| ;>
։/(л.С)-/п

ИЛИ
4/(Л. £>►"> • »'

______(т >~<г, П| Г |ая, I „ ;)
т/(л. С) *т-£л г
(тСег. П, Г («„, 1 —))

։о{1. С)
ИЛИ

«о(б. О 
или

«0(5, О 
или

«0(5. СН-« Лг ~«о(7. О 
И .1II

։о(5. СН-Ь. ЬС»«(3. С)

50(15. С)

'/4 л. С)

««•(2л)

5«(2л |. С)

$о( 1.2л 11

л/>1п(9, С>

*1(2п,С)

</>։л(7. С>

Метод нахождения всех некомпактных разложении состоит в 
следующем. Пусть б = б'• б’—собственное некомпактное разложе
ние группы О. Обозначим через К, К', К” максимальные полупрос- 
тые компактные подгруппы в О, б', б", соответственно такие, что 
К = К' • К". Включим нате разложение н максимальное собственное 

некомпактное разложение б = б'-б'. Пусть А՜՛, А' —максимальные 

полупростые компактные подгруппы н б', б" соответственно. Все 
разложения компактных групп Ли подробно изучены н (*).  Резуль
таты згой работы позволяют явно найти все разложения К —К' К". 

где А” “А". А’"СА'. Ищем все подгруппы б' б' и б'ЗГб", которые 
содержит соответственно А". А ’, и из этих подгрупп выбираем те, 
которые дают разложение.

В заключение выражаю благодарность А. . I. Онищнку за вни
мание к настоящей работе.

Ереванский педагогвчсскнй институт 
нм. X Лбовяиа

259



1>. շ. Ն1Ա»Ա1\ՈԱՆ
IJrnj tipurq I|||| խմքԼւփ i|Lr|itiAm p |ուն1ւԼրբ

Լողված,էէմ ղիաարկվ^մ ե\ 5/0. /?), 5/>(//. ձ'0*(4/1)  57(2//։(?Լ
Տ(){Ո, ք? I խմ րերր։ 'Ււոնւքաձ հՆ տչղ Ւ^ք^քի /*  *•/"/ ’ •••^ ոչ կոմպակտ ենքՏս.֊ 
խմրերր. որոնք պտրանակամ ձՆ տւ/ս,^ կոմպակտ ենախա ,քրրI

/'ացաՀայտ տեսքով ղտնված են այղ խմքերի րոյոր ոչ կոմպակտ վերրււ֊ 
ծ ութ յունն երր, այսինքն այղ խմքերի ն ե ր կտյա չյ ո ւմ ր երկու ենթ ախ մ քերի 
արտաղրյաքի տեսքով, որտեղ ենթ ախմ րերր Հան ղի սանում են տված խմքոէմ 
ոշ կոմպսւկտ ենթտխմրեր։ ԱյնոէՀետե ղաստ կարղված են րորւր այղպիսի 
վ երբուծ ո»թ յուններր .-
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А И Петросян

Равномерное приближение полиномами на специальных полиэдрах 
Вейля с вещественно невырожденным остовом в пространстве С:

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М . (жрблшяцом 15 11 19В0»

В работе (') доказано, что в вещественно не зарожденном полн- 
ыре Вейля О и пространстве С* (/-уравнение имеет ре пенне, до
пускающее равномерную оценку. Из этого фа\т.1, п также нз воз
можности локального голоморфного приближении на вещественно 
невырожденных полиэдрах с помощью более пли менее стандартных 
рассуждений (см., например, (’)) следует, что пространство Л(/Л 
функций, голоморфных в области П и непрерывных на I). совпадает 
С равномерных) замыканиех) па /) полиномов Р{П).

В настоящей статье доказывается, что Р(1)} при менее
обременительных в отношении невырожденности условиях на Г). а 
именно: I) имеет вещественно невырожденный остов; однако от по
лиэдра требуется, чтобы он был специальный, т. е. число определяю
щих его функций было равно двум (размерности пространства С*). 
Отметим, что класс специальных полиэдров в пространстве С’ дос
таточно широк в том смысле, что любой полиэдр по теореме Бишо
па (см. (’)) можно аппроксимировать специальными.

Тео ре м а. Пусть I) |г(С*: |л(г)|<4, / 1,2! ло.тмиомм«л*-
ный полиэдр Нгй.1н с естественно невыронсденны и остовом Тогда 
Р\1Р А(1)}

Доказательство. Напомним, что остов I) эго его двумер
ная грань Г \:С.П: 1//-Н1 |/»(’)| I , а его вещественная вены
рожденпость означает, что (/|/||*Д</|/։|։ (I на Г. Из этого условия 
теоремы следует, что можно подобрать столь малое число 4>0, 
чтобы полиэдр

И - |^О: 1֊ '<|/.Дт)|<1, / - 1, 2}.

который как бы .пристроен' к Г. являлся вещественно невырож
денным (в дальнейших рассуждениях число •• фиксировано). Как 
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было отмечено выше, любая функции нз Л(О՜) равномерно на О’ 
приближается функциями, голоморфными н окрестности (7. Поэтому 
для любой /, /£Л(/Э)С_Л(О), н ։>0 найдется функция А,, голоморф
ная в некоторой окрестности (г и такая, что

шах |/(г) —А'(с)|<։. (I)

Далее, возьмем ▼, т,(։)?>0 таким, чтобы замыкание полиэдра

6, |г€С*: 1-«<|7^)|<Нч(»), 1 1, 2}

принадлежало упомянутой окрестности. Тогда А. будет голоморфной 
на б,. Обозначим

71 {*€&'<: l/,(«)| ֊ |/л(г)| 1 т((е)|:

I» 1г€й:|/։(г)| |/,(г)| 1—4|;

7։ : |/։(г)| 1-% |/։Р)| 1 ф)|;

-,4 - : |/։(z)| - Ы-ч(.), |Z4(z)| 1-4J.

Остов полиэдра О՜, является объединением соответствующим образом 
ориентированных ՝,,. Согласно интегральной формуле Вейля, для 

имеем

/-• ।г। v I I А' (' I Л-. (2)

где А('., z) Ри
Ри

; Р*1 и Pi.: коэффициенты Ге։|>ера полинома /л,

определяемые нз разложения

/»(•)-/*(’) (՛.,-z,)/V(՜., г). Ь 1,2.

Функция /,(z) нз правой части (2) голоморфна и окрестности А), так
как при и знаменатель /։(г)||/։(.)-/»(՝)| под знаком
интеграла /,(г) в нуль не обращается. Как это следует из доказы
ваемой ниже леммы, имеет место неравенство та х |А,(£)—/,(г)!</“,։, 

•41
где число с, от « не зависит. Вместе с (I) это дает max |/(г)—/։(г)| 

/t-75
(по принципу максимума) max|/(z) /։(г)|<31 т. е. / равно- 

«•«
мерно на I) приближается функциями, голоморфными в окрестности 
I), а в силу того, что /9 полиномиальный полиэдр, то н полиномами. 
Итак. а поскольку / - произвольная функция из Л(/9), то
Р(О) - А(й).

Лемма. Для интегралов /։(г) /,(г) « (2) имеет иес то оценка

max |/»(‘)Кс։, * - 2, 3, 4,
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где константа с от > не зависит.
До к а за тел ьст но. Рассматривая ։1 как истов полиэдра 

|г(С*: |/,|:)|<1 5. I I, 2 , на замыкании которого функции /. но 
условию, голоморфна, по формуле Вейля при имеем

1*

Ji:,d\,______
Iz.G) /։(г)||/։(Л /։(г)|

0.

11оэтому

I i р (• ) ____ ■/(’» _____
4-։ J Iz.G) z։(?)|l/»('.)֊z.(2>l

֊֊(V-G) /G)l
Tt

___ A »» * •! 
Iz.G) /iG)H/։G) /»(՝>!

Так как 1։С<Л то из (I) дли получаем 

______ »• ^)^ч/ \<1• >______ 
1/дС)֊/4(г)|1/Л’-)-7л(г)| ՛ 

1»
Далее. - |/Цс)|! -(Л 1.2) при г£Г
Отсюда и из (3) следует

тах|/։(г)|<с • а. 
/Я

II

(3)

(4)

Интеграл /, (и аналогичный ему /.) оценивается несколько сложнее. 
Рассмотрим вещественно трехмерную грань полиэдра О,

° - Г.€б.։|/1С)1 1-Л ։-<|7^)|<1 гт,и)|.

Эта грань ограничена циклами и и. При фиксированном г0£Г форма

Л- , • \ г0^’»04 - Г . ( . I----------------------------- ------ --
|7.։(:)֊х,(^11/л('.)-7.։(г)|

имеет особенностями на з кривую

/' G€«։|x։G)l- >֊ч. ZsG’ Z»( ?0) ։

а на з -֊Р-, эта форма замкнута. По формуле Стокса

или /,(с0)—/։и0) j геаш. Отсюда и из (4) следует, чго для оценки

Г...

/։ достаточно оценить | гез». Здесь

Ftp
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res- -Г.С) -----J(" - — F.fJ —/G.мЧз.,
1/.|(3 /1(‘<.Н ~ !/։<•»— ZiUJI ~^֊

d՝i Л,

/так как на /<•„ имеем /,(L) т<> <//,. - О, т. е, — —г V
՝ О/л d/t '

л*ч " ։
Если и выражении для res- функцию /'. заменить in /, то получен* 
пая форма

на аналитической поверхности

Г.. 1-.:|/|(Л<1֊ч /.G) Zt(’.)

голоморфна, за исключением особенностей -Vf (| 7’,... где Л1 |*.€С։: 
: grad /д(՜.) 0}. Но каждая связная компонента множества Л1 -либо
точка, либо уровень функции /л (очевидно, отличный от уровня 
/л(’) Таким образом, на Т.■ „ могут быть только одноточеч
ные компоненты Л1, поэтому для всех z из некоторой выколотой 
окрестности точки ги на поверхности Т։ форма 2 особенностей не 
имеет Заметив, что дТ: Р., по формуле Стокса

? р-о.

р1 г г , "Г Л;

Интеграл |*J. очевидно, от z зависит непрерывно (по крайней мере.

*•
в окрестности гв). Поэтому | L’=0. Отсюда, с \ четом того, что

/»<՝> —/|(’0>1^э*г- при имеем

/ О /
^еелн —— обращается в нуль н некоторых точках на Рг„. то в этих

точках ֊— f0 и мы заменяем -3- ил 
Л։
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(Ненка HiiTt rpa iu /4(г) проводится аналогично.
В заключение автор выряжает бляготрлость Г. М. Хеикнну заW

интерес к работе н полезные обсуждения.

ереванский государственный 
университет

(• ւոււ»րսւծւււթ |Ա1ք| մԼք <|սւնւ|(1!| իրական իմաստով ոչ էափոխվող հենքով ։1,Լ ւ| ի 

հսւտուկ բազմանիստԼրի վրա հավասարաչափ մոտարկում pազմահղամներսվ/?-Ն երկչափ կոմււ/յԼրւ ւոարաժո<թյան մ եք դտնմոդ ՎԼաՒ Հատուկ
ա/jj տնիւ՚ւո (, որի Հենրր իրական իմաստով ոչ Լաւիոքսվոդ Լւ

Հատուկ, եթե նրան որոչոդ րա դմ անդամների

Гաւյմ անիստր
րանակր »ամ րնկնում

ա К чьмптмю.

Լ տարս ծութ յան չաւիոդականութ  յան Հետ ։ Նչենր, որ հատուկ րա դմ ան ի и տն ե րի 
րնտանիրր թավ ականին յ ա յն ( այն իմ աստո) է որ րստ (''իք*պի թեորեմի, կա
մայական րադմանիստ կարեյի ( մոտարկեք Հատակներով/

Հոդվածում ա սյ ա էք ո ւ քքվ ում Լ. որ կամայական ֆունկցիա , որր հոլոմորֆ /

1)^ում և անրնդհատ Լյ)-ում, մոտարկվում Լ րադմ ան դամներով Հավաոարա- 
չափ Ո-ի Հրաւ ԱպացուցւքաՆ եղանակր «ցտացորէոէմ / սաացվաէՕ
հ ավասարմ ս։Ն հավասարաչափ հ>.ււ։ հ ատ ա կանսվ /iriiniJ/n

Л ИТЕРАТУРА — ԴրԱԿԱՆՈՒէ*5ՈՒՆ

1 ։ А И Петросян, Г .М Хемпш. «Нзмстиа \Н АрмССР», Матеи, т 13. ,\- •>
Б (1978) ’ J. Llfh, Malli Ann . vol IM. 7* 1 U%9| P Ганнин. X Poc,u Via
литческнс функиин многих комплексным переменных. «Мир», М I9G9
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2U.34U'iUl ни: ^rsni-p-aiii-Lbbei՛ ummiri'im цьчпьавъьр 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

LXX 1980 5

N.IK 517.53

МАТЕМАТИКА

А К) ЦЫхвсрдяи

К теоремам А. Л. Шагнняна о предельном убывании мероморфных 
функций

(Пре ктаи.н-по академиком \Н Армянской ССР С II Мсрп ляном 21/11 19в0|

В (’ ’) академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагиняном был 
поставлен н систематически исследовался следующий общий вопрос, в 
идейном отношении примыкающий к принципу Фрагмена—Линделёфа 
(* ’): как сильно может убывать вдоль заданного множества Е, сгу
щающегося к границе области мероморфная в этой
области функции /, имеющая заданный рост неванлннновской харак
теристики Tf(r). В (•) этот вопрос рассматривался для функций, ме
роморфных в единичном круге D. здесь дополняются результаты из 
<•» и приводятся соответствующие предложения для случая конечной 
комплексной плоскости С.

Введем необходимые определения. Для мероморфной в С 
функции*  / через '-*/  сбозначим класс всех монотонных функции 
•"(г»Л, <•( по)=0, определенных на (1. -к»), таких, что

Пт •’(г> Т,(г) = з ,<ао, 1 »(Г,|)<оо;
•< '<

для мероморфной в I) функции / -/ означает класс всех монотонных 
*»(г)>0, «>(1-0) 0. определенных на (0, I). таких, что

Пт «>(г) — — »з.<оо, ‘ч(Г«1)<Сос՛
г -I « 1 —Г

Если 0<j 1 есть невозрастающая функции, заданная на (1,4 <чз) (ня 
(0, I)), такая, что

Везде дальше предполагается, чти / не яоляется рациональной функцией (и к 
частности, если это не оговорено, / const.); если | /1<I н D, ти полагаем Г/(г) J 
лля 0<><1, Zf отнимает последовательность всея нулей /; t>0, *>1.  0<н<1 кал- 
лый pl । есть произвольные фиксированные числа.
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о

то ('(»')(| -г)(7'/(г 0(1 -г)) Конечную впол
не аддитивную функцию множества |« 0, определенную на борелев- 
скнх подмножествах С. называем распределением массы в с С. если 
зпррСОС.е и р(е)=1. Для ядер

/(z, Д = 11 -гД| (г. tfC. 0), «(?. Д = |z-’.| || -г՜:; (г, D)

рассмотрим потенциалы распределений массы в компакте е

( log т-Ц֊4«(Д. u?'(z) = I log—1_-</.|(Д
J /։«, .) J А(г. О
Г г

и так же как и для логарифмического потенциала введем постояв 
иые Робэна

№'(е} - Inf sup = Inf sup и1'1 (:)
p u if*՝'

и соответствующие емкости компактных множеств:
capl (?) — exp | — /?* h(e)| (eZC, 0$e). caph(el — exp —/?’"(<’)! (e D). 

Относительно caph cm, (’”); емкость capl тесно связана с функцией 
Грина (см замечание 1) и имеет сходство с caph обе эти величины

1 и обращаются в О одновременно с логарифмической емкостью 
сар(е). Для 0<р<Ч С.-,. есть эвклидовый круг с центром О z(C 
радиуса р|г|, 1): . = |’,(D : h(z, Д^р} есть гиперболический круг с 
центром z£D радиуса р и справедливы равенства capl (С, ) &
= caph(/J. ). Скажем, что множество из С (из I)} имеет конечный 
обзор, если его можно покрыть системой кругов (С.-л-я}’., 
так. что ряд, составленный из чисел ря, 4=1,2,..., сходится. Пред
полагается, что непустое £СС (£ О) лежит вне некоторой окрест
ности точки z О, имеет точки, сходящиеся к "v ОС (к oD>, и 
каждая порция Е есть компакт. Введем такие определения диаметров 
если ?СС расположено н углу раствора с вершиной в г = 0, то 
Jl(’(e) = Inf ;р : ecG. . z£C} (и в остальных случаях полагаем </">(?) = 
= I); если ?СР, то d՝*>(e)  = sup |Л(т. Д : z. ',£?}; множество e D нс 
ограничено, если </’*•(?)  — I; h(z. е) = Ini {А(г. Д : .£?|. Для краткости 
формулировок условимся: >•»(*,  г) = ™(kr), «цб, г) = w(r-j-S(l г)), е՝— 
= ||г|:г£е}. е. \ela,f! ՝. z^e}. для функции g, заданной на е, = 
=»sup ||g(z)|: *€*}.

Теорема I. Дли каэкаой мероморфной, ч С функции f и 
проимольного существует множество Е. » со следующими 
свойствами.՝

I.  является обьеоинением компактов L„Q.C (л>> I) таких, 
что для некоторого п^\ и всех п^п0

*

См. также (’■•) в соотношение (I) и (•)
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</ l։tL «)<const<l. V ilogcapl(/J

2. Кажаое 1„ состоит и » конечного числа континуумов С„
1 ։-^р„, таких, что существуют точки '.„.<£/՛.„, так, что

1 S «*<М><  • >11-1

3. Для некоторой не
i = < .*>0  и всех г£С;Е..л

зависящей от z конечной 
вы полнено неравенство

постоянной

|/(г)]>ехр | -<• «•(*,  |г|) .

Утверждение останется в силе, если заменить С на D. I ни Л, 
k на Ь. • .J. “ I

Каждое множество из С((|г|<1) (из D\. которое может быть 
покрыто системой компактов /.,, удовлетворяющих (2) (в случае 
D (2) с заменой / на Л), называем /.-множеством Неограниченный 
континуум из С (или из D) не является /.-множеством Используя 
оценку А. Картава зля модуля пзлинома (‘), нетрудно показать, что 
каждое /.-множество имеет конечный обзор; если ։. 3 const, £>1. 
0с^я<?2”. то множества

и Л֊*  («>!), и Л-» ((<։<!»
л-5 л-3

имеют конечный обзор, но не являются /.-множествами. Продолжая 
и'следования У. Хеймана (։։), И. В. Ушакова получила (;*)  оценки 
снизу р.зностн субгармонических функций вне множеств с конечным 
обзором; оценки дли модуля мероморфных функций см. (4,։։). Можно 
утверждать, что для случая мероморфных функций теорема I значи
тельно точнее соответствующих результатов из (:։). Следствие 1 
можно рассматривать как распространение одной из первоначальных 
теорем Л. .1. Шагиияна (').

Следствие I. Пусть Е С есть произвольный континуум с 
предельной точкой на '.С Если иля меронорфной в С функции / 
и некоторого выполнено

lim »••(*.  И) log |/(z)| = —v, 
г

то f О. Утьер ус йение останется ь 
k на 9.

Длн ме|м»чорфной н С пли D /

Не обммгрлык! сосгоицих и« конечною

силе, если вменить С на D,

(и заданного k или б) опреде-

ЧИСЛЯ КОМТНН) уи<»^«
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лим функции» //. наподобие обобщенной индикатрисы Фраг мена 
/I ин делефа для целой функции (•■* *)•:  »слн •»< '2f, го

I
• Нетрудно n< Kauth» что если — ест», целая фъикцнк конемного нередка, то 

им нее можно подобрал, уточненный норадок <»(Н f ’r> ТаК» чт<> ЛЛ11 ит<ото|юго 
<и 2/ функции -///.«.(у) кратна обобщенной (относительно ннтнкатрнсе /Л (у)

/I, (?) — lim « (*.  г)1'»«|/(ге )|; //, ,(?) = Urn »(б, r)log |/<ге' »|. 
Г • * Г .10

В случае круга I) теорему 2 можно рассматривать как граничную 
теорему единственности (ср. (”), тсор. 3).

еоремн 2. Для каждой иероморфной в С
ции f и произвольного ‘«С1-; выполнено равенство

(и.in в D) функ-

сар(’<р(|О, 2֊| : Н, (?) = -х.}) О.

Теорема 3 характеризует допустимый асимптотический рост не
тождественной функции на исключительном множестве / *;  в фор
мулировке теоремы щя случая С величины сер! (Е /.,) н (3) можно 
также заменить на сар((/՜ / „),) (л>л0). если только эти числа от
личны от нуля.

Теорема 3. Пусть для мероморфной в С функции j после
довательность iLy бесконечна и Е. .*  есть иножестко, определенное 
в теореме I. Если Е^Е...ь и каждая порция Е имеет положи
тельную емкость, то с пр нивольными Z„^.Ln и V ՛՛••£-/ выпол
няется условие

Я • Яц

log՜!/teat, 
log са pl (Л /..)

(3)

Утверждение останется в силе, если заменить С на I). / ни h. 
k на б.

Теорема 4 усиливает теорему единственности Бляшке. Уточне
ние внутренних теорем единственности см. (’*):  ср. также (”), теор 
3, (').

I Теорема 4. Пусть счетное ECZ.D не имеет предельных то
чек в D и

v (1_|Z|| = ^_
Zlf

Если для мера морфной к D функции / с Т дг) - 0(1) (г -I О) и 
всех z£E выполнено неравенство

|/(г)|<ечр
/?(з) ( clog 1 h{z. Е •*)

К/е г>0 есть произвол мня К( печная not точнпач.

Um то f О.
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Теорема 5 есть общее предложение типа теорем А .1, Шагиняна 
(’I относительно поведения мероморфных функций вдоль заданного 
/ ('на применима к достаточно широкому класс) множеств положи*  
тельной емкости это можно показать, пользуясь одной леммой О. 
Фростмана (։о).

• Е«и функции 0< \(г i I непрерывна на (0.1 J и 0, m Л‘(*) означает
Л меру Хаусдорфа ограниченного е<~С. говорим, что имеет размерность (ио
Хаусдорфу) <ж, ес.ш для числа 0<«<с2 и yrtZE Л’(г)^<ю, где Л։(г) г».

Теорема 5. Если для некоторого распределения ц массы в 
Е С с прошло. 1ьны м достаточно малы ч 0<р<1 выполнено условие

(4)

то оля каждой чероморфной в С функции / и

(*.  |-[Mog I /(z)| ‘Ju(2)<eu (5)

Требование (4) не может быть опущено без нарушения справедли
вости (51. Утверждение останется в силе, если заменить С на 
D. С на Г), I на h, k на 9.

Приведем одно метрическое*  следствие из теоремы 5, основы
ваясь на следующем (։о֊м): мера Хаусдорфа А*  определяет некоторую 
внешнюю меру Каратеодори для ограниченных е С и тогда соглас
но теореме С. Сакса А*  есть вполне аддитивная функция множества 
на ограниченных борелевских подмножествах С; выбирая в (4) в ка
честве р меру, абсолютно непрерывную относительно А*.  получим 
следствие 2. Присутствие / в (7) характеризует .протяженность*  Е. 
а (6) при s 1 является условием, по своему значению сходным с 
требованием А. .1. Шагиняна (։), чтобы Е располагалось на спрям
ляемой кривой. Когда 5=2, (6) выполнено и становится излишним; 
при 5— 1, 2 следствие 2 близко подходит к теоремам Л. Л. 
Шагиняна (’).

Следствие 2. Пусть Е С имеет размерность S н

С w-ajceog <<*•  (6)

о

Если />0 есть произвольная функция, заданная на Е, такая, что

>(z)rf\;(z)<^, /(z) O(|z| ֊) (z -<С).

то оля каждой чероморфной в С функции / и \
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|z|)log |/(r)|֊։rf \ (г)<<х

Утверждение останется в ni.ii՛, если тменить С ни [), к на О и 
в (6). (7.2) |г| на |-|г|.

. 1емма Л. Пуанкаре (։'1 утверждает, что для произвольной 
функции >(х)>0, Л(( х.. ֊։ х.), которая может неограниченно приб
лижаться к 0 лишь и точках • х, существует целая функция / О 
такая, что |/(х)| = ()( у(х)), |х| — ; в (’•) доказана теорема, близ
кая к гиперболическому вариант) этой леммы. Хаждый раз, когда 
для / будет указан вид функции из *-/  (например, (I)). теорема Ь 
даст достаточно точную оценку роста ГДг) через •>.

Теорема Г». /7уг/ль Е С (ЕсО) имеет предельные точки ни 
•>С (ни '-О) и невозрастающая функция 0<Х 1 такова. что

Если мероморфная в С (в D) f такова, что для заданной на 
(1,-|-ои) (на (О, 1)J функции у О выполнено |/(г)|<>(|г|), с»-/.', то
Via>£S2 f

С u»(k, г) log — dr<>*j  I i — Г*-  «м(9, г) log —— dr <зо Y (8) 
.1 г ин ։-/• ИН /
F*  F.՝

Из теоремы 1 вытекает также следующее (в условиях теоремы 6): 
существует /.-множество ГТ(1, f-x) (A'Z(O, 1)) так, что при 
ьА*  F, г---{ оо (г-»-1—0) выполнено

u«(/f, г) log 1 ,?(/*)  =0(1) («•($, г) logl/4(r) = 0(11). (9)

Пели для заданной f выбрать Л = |г:|/(г)| 1 — Ini{| Л՜.))՜1 . то н< 
Г Kl-ui
(К), (9) можно сразу получить утверждения о взаимном росте 
4lz(r)( = supi|/(re<»)|) и ТдЛг) для мероморфной функции (см. (*)).  

Например, из (К) вытекает, что для каждой /. мероморфиой н С, и 
произвольного *,  удовлетворяющего (I),

Г '■*(  г) log .МДг)
.1 г Tf(kr)

dr О».

что несколько отличается от теоремы Р. Певанлиппы ("I:

I (гТ/М) 1 рокМД/М/-ОН1). г->+оо.

I
I Замечание I. Пусть с- есть срязнан компонента содержа*
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т.п । точкх г —'■ч.. ДДс) функция Грина области г. с полюсом к 
г —-х.: можно покачать, что если для компакта с 0£е.. то сарЬб) 
֊ с\р ;—ддоН Приведем сл ՝ ду ющне равенства: если <>( Д есть прн- 
мол.п<сАннП отрезок с концами г,. г։(С. , есть туга окружности с 
центром в с 0 раствора о, 0<^т^2", то

сар! (А) = сар! (?) 81о — (тля г О » />0).

3 и м е ч а н и е 2. В п 3 теоремы 
честве постоянной С можно выбрать

(для плоскости и круга) в ка-

г„..1+» = 40(з. •) А_ 1ог^ = с.. ». 
О 6

Замечание 3. Пусть /есть целая функции конечного поряд- 
ка. г(г)—ее уточненный порядок; если / такова, что (т>(г))~։£12^. то 
в следствии 1 указана точная предельная скорость убывания. Это 
м )жно заметить из теоремы Суньера-и-Бал згера (см. (*•).  стр. 34): 
если Е С есть неограниченная жорданона кривая и для целой /(г) 
конечного порядка выполнено

(р(к|>) 11о" /(г)|<; с/. г£Е.

то о есть дефектное значение гля /. Например, если / есть произ
ведение Всйерштрасса порядка и // принадлежит классу
сходимости, то нетрудно видеть, что (г(г)) 1 =

Научно-исслсдовательскнА институт 
фишки конденсированных сред 
Ереванского государственного университета

и Вт.

И. I,. Г/шН|)С|шЬ|| ркпг 1м1Г1Ь 1*|1  «| й ш Яш 1ЛШ 1| Ш Г։ Г| Ь Г

|(Ьг(н/пГ^ П I Г» 1| <| || ш Г։ Ь г |> ишБ4шГ|Ш ф Г, Гц|ш<|Ь|П1 Бш|(шг

Л и/рт \ии1р1<и и ( ш 44 44 /X. /։. ЛмАДЪI/п ч-'Ьч (’ ’)

1ци1шд тЬ (ч/( (^И(ч1^11п (*  т НШ 1Г11И1ч11р1Н ррнЬр) *Ь /»у 14 у

ЕЛ г^л 4 6 : |г|</?<<*-  III ^рги ^РIII 1л 1Ч*Ъ^  1р»ил1»р 4» И/иЬи 1^/1111

*п1'Г "*  (^19 I Ь р К =: "х., ։ г,( ] — )/

1(41(4/^14 л/ /։ . П(1(>ш'11 илршлф 1цирГ11( «/г*1/гЛ5г«13^  Ь <!г ш •

1п,1 г1Гп 0**М«/  Ь ргиГ п/1^1 I С<Н1>1. /л,

//(Г) ршр4/1(111 иг1՛ * 14 *11^( р 41 (р ^Ц/в !ч Ш 4(1/4

*/ рги! 11(1^1 / ՝ Ь / 12^ { I»» | 1((1Ч11(Ш,Ь

и чЪп/чпЪ ^нЛ/|^։иЛ/у|^ прпУвч 1/^111(1111 1( ч^ч/ии/ чл л/ I /-р
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ II А у К АРМЯНСКОЙ ССР

I \.Х 1980 5

УДК 519217

МАТЕМАТИКА

В В Сарафян. Р. Г Сафарян

Диффузионные процессы с усреднением и распространение 
концентрационных волн

(Пре ктавлсно члкорр АН Армянской ССР Р А Александрином 25/11 I4R0J

Рассмотрим следующую смешанную красную задачу:

dir 1 (fir du'

dt dy

ОН*
х£( —1,1),-ос у<«с; ---- =0, «'(0.x, у) £(л, у)Х) (1)

<#х|д,_±1

т>0
Здесь е малый параметр; Ь(х, у), /(л, у. и) — ограниченные по мо
дулю, удовлетворяющие условию Липшица функции. Начальная 
функция к(х, у) предполагается непрерывной всюду, кроме, быть мо
жет. конечного чиста гладких кривых и плоскости (л, у); носитель 
функции й(х,у) обозначим б и будем считать, что (7 непустое мно
жество, совпадающее с замыканием множества своих внутренних то
чек Мы предполагаем, что функция /(х. у, и) при любых х£| 1. 1|. 
у€(—'*).°|о) удовлетворяет следующим условиям: /(х, у, 0)

Л-т, у, 1) -= 0, /(л, у, м)>0 при м£(0. 1) и /(л, у. //)<0 при и£|0, 1|.
Кроме того, предполагается, что

. С/(Х. у, «)с(х, у) ■ 7
du

max и-։/(л, у. и). 
«-о ■

Мы приведем некоторые результаты относительно поведения реше
нии задачи (II при малых ։. Как н следовало ожидать из физичес
ких соображений, функция i/’ft.x, у) при малых ։ близка к ступень
ке-функции, зависящей только от у и принимающей та значения I) 
и 1. С ростом t область (ih где и՝(1, х, у) близка к 1, изменяется и 
решение задачи (1) при малых • носит характер волны. Наша зада
ча тесни связана с работой ('), где рассматривается задача о рас
пространении концентрационной волны с такой же нелинейностью, 
как у нас, когда случайное движение—обычная шффузня. В нашем 
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случае соответствующий случайный процесс по оси у имеет конем- 
ную Скорость и носит характер броуновского движения с инерцией

(.начала рассмотрим случай Ь(х, у) = Ь(х), /(х, у. и) /(и>,
I

6 аир^рг.у) (у 0|. Обозначим Ь 1 р(х)</х. Для любого

* ви«г*') определим /('з> как наименьшее собственное значение 
краевой задачи

— и'(х) 3(д(х)-й)//(х) /(3)//(х), х((-1, I).

(3)
«'(!)-и'(-|) О-

Нетрудно показать, что функция /(£) выпукла вниз. Обозначим /.(։) 
феобразованне Лежандра от /(?):/.(։) sup (։?—/(>)).

Теорема I. Пусть Ь(х, у) Ь(х), /(х, у. и) f(u), G |y<OJ.

Обозначай ։ единственный положительный корень уравнении

■(’) /40). ։ — b Тогда

lira u'(t, х, у( 
• то

• прн у<։*>
0 при y^>t*t

Для доказательства теоремы I введем в рассмотрение 
Пиффузиоииый процесс (х'(, у}) в полосе |х|<|. —ао<^у<-*-. которын 

кнутри этой полосы справляется оператором £' —— Ь(х, у) —•
2։ дх* ду

I при х I претерпевает отражение по нормали к границе 11։ 
Ьормулы Каца Фейнмана (’) следует, что решение задачи (!). ес- 
1н оно существует, удовлетворяет уравнению 

!
и'П. X, У) = AG. ,,<(х;. Урехр ■- | г. у;)М$ ։4)

де г(м) </->/(«), Л/, магматическое ожидание в предположении, 
!то *0 х> У0 У- Если с(и) удовлетворяет условию Липшица, то 
егко доказать, что существует единственное решение уравнения (4|. 
оторое естественно считать обобщенным решением задачи (I). Если 
анные задачи достаточно гладкие, то нетрудно доказать, что это 
обобщенное решение будет классическим.

Так как по условию с - /<(0)>«-,/(«). то и:։ (4) вытекает нера- 
|енство

(<«•(/, х. уКЛ4..,дг(.Г„ y*,)«fT. (г>)

(алее, применяя результаты работ (“). получим, чти
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11П1 ։ 1п.И, —1|»/’ |Ьк/х

♦е< « со »-

Нижняя грань в праной части равенства (6). как лег ко видеть, дос*

тнгаетси при ?։ —. Отсюда следует, что Л1,.,£(/,) при а .0 лога

рифмически эквивалентно охр — — /.( | Из (5) и (61 заключаем,

что при малых »>0

0< и'(Л х. у) С охр

и. следовательно, Нт «•(/. х. у) 0. если /.( — 4֊ Л )?><?. Так как £(։) 
..о \ / / |

возрастающая функция, то последнее неравенство выполняется только

при ->։ — А, где «—положительный корень уравнения /-(»)

с /’(0). Таким образом, если у>։*/, то Нт и‘(1. х, у) 0 
«.о

Поясним теперь, как доказывается, что Нт м'(/, лг, у) 1 при 
> I»

>’<։•/. Это доказательство аналогично доказательству теоремы 1 из 
(։). Из оценки (6). с учетом того, что и1—0 при у>։*Л можно вы
вести, что для любого ’Г>0 найдется столь малое Л>0, что

Нт »1п «'(Л л, («*4-Л)0>— *»• (7)
• |0

Далее, используя строго марковское свойство .теплоного* процесса 
(/ — 5. л՛;. у * > можно для любого марковского момента т" запи
сать соотношение

Выбирая в этом соотношении в качестве т* первый момент достиже
ния процессом г\ множества / 0 или множества |(т, г, у): и։(з,.с.у)
>!—«}. С учетом оценки (7) н того, что с(и»с.>0 при м£|<(, I— »|. 
нетрудно доказать, что Нт м'(7. х, у) 1 при у<«*Л 

• »о
Замечание. Нетрудно освободиться от предположения о том, 

что () |у<0|. Если /((х, у)—произвольная неотрицательная непре

рывная функция, то положим О 'у: к(х, у£>0 при каком-нибудь 

х£( 1.1)}. Если 6 {У<^а<^о^}, то утверждение теоремы сохраняет
ся без существенных изменений — фронт волны будет передвигаться 

• •
со скоростью в* в— Ь, Если множество С/ состоит из ограниченных 
интервалов, то нужны небольшие уточнении. А именно все правые 

концы компонент множества С будут двигаться со скоростью «• : 
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»—b. Левые концы будут двигаться со скоростью — t — b. В
частности, если b О. то полосы, из которых u'(t х, у) близко к 1. 
будут расшириться со временем я обе стороны со скоростью, по аб

солютной величине рлнной ։. Если 6 0, но |Л|<։, то #ти полисы то- 
же будут со временем расширяться в обе стороны, но с различными 
՛ коростами.

Теперь мы рассмотрим случай неоднородных по у ко^ффицнен 
tub. Здесь Скорость распространения фронта уже меняется от точки 
к точке и возможны некоторые новые эффекты, такие, как, напри
мер, зажигание новых индуцированных центров (•). Для краткости 
будем считать, что начальная функция зависит только от у: к g(y) 

1
и что б(у) - b(x,y)dx О при всех у.

Пусть • /(у. наибольшее собственное значение за дачи

уц'(л) ?Ь(х, у)н(х) »(у. З)и(л), л€(— 1.1), и (I) - я'( 1) О.

Uecb К(_eo.nw> и yG параметры Обозначим /.(у. ։) —пре
образование Лежандра функции /(у. » по {։. Вестей и рассмотрение 
функционал

АМ?) “ i ?«)|<fc.

Этой формулой определим функционал для абсолютно непре
рывных функций ?„ з£|0. И; для остальных непрерывных f„ а£|0./| 
положим А6><(?) ”*֊ Функционал Р>(?) полунепрерывен сверху
Функцию , у) определим равенством

Vu(t, у) • sup j/?«(?)։ ?« У. У|€^|,

где О |у։«(у)>0|.
Теорема 2. Пусть /(х, у, и) /(у, «), А’ Г(у). *(у) ° 

Предположи*, что для любой точки (/.у) такой, что V

Vu(t,y) >up{/M?): ?№«, ?, У.
?•)<<> при s€(°. 'Н-

Тогда Hni a'(t, л, у) О. ec.iu I'<></. у)<0 llm u‘(t, х. у) I, если 
• 1о

у)».
Таким образом, уравнение W. у) 0 задает фронт волны в мо

мент /; зкетремали функционала I играют роль лучей.
Токазательство этой теоремы близко к доказательству теоремы 

1. Как следует из (м),

Ilmiln.M.exp| <-(у:И« ! V0(f,y).
• Л I • .՛



Пользуясь этим соотношением, доказательство теоремы 2 можно 
провести аналогично тому, как доказывается теорема I из (։).

Теперь обратимся к случаю, когда нелпнеЛныЛ член зависит от 
быстрой переменной х. Будем для кртткости считать, что от у коэф
фициенты не зависят и О = {у<4)|.

Т е о р е м а 3. Предполо.зк и к. что Ь Ь[х). /(х, у, н) у(х, и), 
О |У<СЛ>1- Пусть >(5։. 3,1. (3։. 3,£(—<ъл-ч>)), паи ченыиее собствен
ное значение .задачи

^-«’и)4-(Р։^(х)+М^)Мл) Ц?։. *»)«. г€( 1.1)

и'(-1) м'(1) О,

/.(։,. 7,)— преобразование Лежандра функции Х(3|։ 3,). Обозначим 
7 единственный положительный корень уравнении 5Сир[с Л(։,с)| 
= 0. Тогда

Пти*(Л У) =
1 при у<։ /, 
0 при у ։*/.

Доказательство этой теоремы проводится по тому же пла
ну, что и доказательство теоремы 1. Следует только воспользоваться 
тем, что при а । 0

/ I

1п м, ,£(х;. у'()е. о 4 ~ — 5ор — I /.(?'. ®’:

: Ф1. ?• у, ?',<0, То 0|-

Эта эквивалентность вытекает из ((э), (4), гл. 7).

Ереванский г осу даре тисни ын 
университет.
Армянский педагогический институт 
им. X Абовяна

Ч. ч. нигимиъ о. %. ии&игяиь
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(И
1 (^и՝
21 Ох1

Ь{х, у) — 4- —/(х, у. «•). х£(-1, |) 
ду ։

<)и *
<х*<у<«и. />0; //'(0, х, у) ^(л. у)>0; — (Г.х. у) -0

<7-* л-£1
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МАТЕМАТИКУ

В А Нерсесян

Об одном классе допустимых комплексов двумерных плоскостей в А*"

I представлено чл-корр /УН Армянской ССР Р А. Алексяндряном 27/11 19В0)

1. Пусть Н}.в— многообразие двумерных плоскостей в Ия, 
А А/т,—комплекс двумерных плоскостей в Н>.„ А'у—четырехмер- 
нып конус, образованным двумерными плоскостями, проходящими 
через точку С)£Яп. -(С);//) — касательная плоскость к конусу А'у. про
ходящая через АёА^. *

Определение. Комплекс Л' называется допустимым, если 
для почти всех и плоскость Л) определена и зави
сит только от Л.

Такие подмногообразия введены И. М. Гельфандом н М. Н. 
Граевым в связи с задачей интегральной геометрии (’). В настоящей 
работе изучается один важный класс допустимых комплексов дву
мерных плоскостей в /Л Классификация допустимых комплексов 
двумерных плоскостей в /?՝ дана в работе (։).

2. К каждой плоскости Л£Л/2.Я присоединим семейство ортонор-
мнроваиных реперов |Л<:е/| < = 1, п так. чтобы еаТ/1 а, Л = 1, 2, а 

Л) Л', б, Л. 6=1.4. Главными на многообразии //?.„ явля
ются формы

Ш*. иА 1Ч։. «И, и* 
• • • а’ а’ о ? 5, ».

а на семействе четырехмерных плоскостей "(б; А)

*’’• “2՛ шз- “’з-
В работе (։) показано, что если комплекс Л՜ допустим, то

><>’ Д’ И»՛. 
а а?

Рассмотрим случай, когда // = 6, а плоскости я(б; Л) являются 
касательными к некоторой четырехмерной поверхности в точ
ках 1/4. Тогда уравнения (1) можно привести к виду

ч>* = Д,и>’. = А՝, ш’I • г • յ * (2)
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Действительно, пуст». А£Л'с. Представим точку Р£Л и виде Р = 
— •И । направляя для этого первый вектор ех нз семейства ре

перов присоединенного к шумерным плоскостям А. по~ЛЙ<
Так как </Р£к(Р; Л), то

•••’ = где Д։ - —- . 
л1

1егко заметить, что мы находимся в следующей ситуации. Известно, 
что если и К* задана некоторая поверхность ,9с АЛ то, присоединяя 
семейство реперов {ЛГ;е/} к каждой точке поверхности 5* таким об
разом, чтобы е.\ А), уравнения инфинитезимального перемеще
ния репера можно писать в виде

rf.M ««= 0Л>л, de.՝ = de.=

Система ։<’ = 0 задает уравнения поверхности 54. Если продщ|я|»срен- 
цировать )>* = 0 внешним образом и применить лемму Картава, то 
получим

~ ^A7.։,L' ^ЛЧ 11L .V (3)

где Л’.£—тензор второй квадратичной формы поверхности. Для 
удобства записи вместо буквы будем писан, «. Справедлива

Теорема !. Пусть К -шестимерный комплекс двумерных 
плоскостей, обра «/ванный касательными к некоторой четырех
черной поверхности V'4 А*'. Комплекс К допустим тогда и толь
ко тогда, когда в касательной плоскости ~(Q: А) для любого 
существует двумерная плоскость одномерных направлений, сопря
женных любым направлениям плоскости h.

Доказательство. Пусть Q произвольная фиксированная 
точка на А. Тогда Q — Af-f-x'e.v. В силу равенства 4Q = 0 имеем 
«А с/д' • = 0, Возьмем произвольную точку P^h.
Пусть Р .ИТу'сл. Требуется, чтобы длн любой точки Pth при 
фиксации произвольной точки Q£h касательная плоскость "(Q; А) 
совпадала с касательной и юскостыо к поверхности I 1 в точке

Для этого необходимо и достаточно, чтобы уЛ«\ —0 (в силу 
соотношений х'иД = 0). Подставляя сюда значения (3). получим

о (Н силу соотношений A*.£x'u>z 0). Как известно, нап
равления Г= |/'} и К |гЛ| называются сопряженными относительно 
квадратичной формы A^u»՛'»»4, если Asif'r‘«0. Гак как из системы 
Уравнений 0 следует, что А*,у'»4«0 для любой точки
^\А и любой фиксированной точки У£А, то rang( А) - 2. »де
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л;,х’

ЛЛ|У՛
Л'х.У1

,х։

^У։

Л 6Ч rv3 

А.иУ։ 
л\. ,У4

Эго значит, что одномерные направления, сопряженные к любым 
направлениям плоскости й, образуют двумерную плоскость.
Достаточность доказывается обратным рлссуж гением.

Известно что пару билинейных форм ?'(.т; у) — //*,.<՝>՛' с сим-
метричнымн коэффициентами можно одновременно привес.п к одному 
нз видов, указанных в (*). Применим эту теорему к квадратичным 
формам Из теоремы Ю. Б. Ермолаева (J) следует, что
rang(.4)-=2 для следующих матриц:

. 1 0 0 0 \
I ° J ° ° | 

'’“I 0 0 0 0 I
\ о о о о / 

/010 0\
, /10 0 0 1

I О о О I г

\ О О 1 о/

о о о о 
0 0 0 0 
0 0 10 
О 0 0 1

/ 0

(A"vJ = | о 

\ о

о о 0' 
I о о 
о о о 
О О I

10 0 0' /О I о 0\
О I О О\ /10001
0010 Г ' ՝£' I о о о 1 г 
0 0 0 1 / \ о О 1 о/

Рассмотрим каждый нз этих случаев в отдельности.
1. Основные уравнения поверхности V*-. и»։ 0, ш* О,

и'։ — 0, *«։ = О, О, и>2»0, «»5=и»։, V», ։•։’. (-1)
Если продифференцировать уравнении (4) внешним образом, то ста
нет ясно, что системы уравнений ш1 «»։ = 0 и ш‘ = и»։ — 0 вполне 
интегрируемы. Следовательно V4 расслаивается на произведение 
двумерных поверхностей и .Уравнения инфинитезимального 
перемещения репера на этих поверхностях показывают, что

Г;, где £։в, Л՜՜՛ пятимерные плоскости, натянутые соответствен
но на векторы <ч, е, и ед. После канонизации репера легко об
наружить. что У{ Е* и где 1г]. пересекающиеся в точ
ке трехмерные плоскости, натянутые соответственно на векторы е,, 
е4, е, и е։, е։, . 1егко доказать, что они являются характеристика
ми для семейства плоскостей Е\

П. Основные уравнения поверхности V*: ш* 0. и>' = 0.

'”| ш1. “г <» =м«4, и<'՛ = У»'*, и>® О, «!՝«<»’, ш® О, ш* ш4. (5)
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Дифференцируя уравнении (5) внешним образом, мы заметим, что 
система уравнений О вполне интегрируема. Значит Г‘ рас
слаивается ия двумерные поверхности Г*. Уравнения инфинитези
мального перемещения репера на поверхостн V* показывают. что 
V*-плоскость, нат։ нутам на векторы г„ е„ причем касательная 
плоскость к Г* в точках плоскости V’’ принадлежит гиперплоскости 
Е* — (cv. e.J. Найдем фокальные образы нашего лвухпараметр|1ческо- 
го семейства двумерных плоскостей V:. Точку Р^У представим в 
виде Р М Нх’е, -| х*е։. Так как dP^V1, то, учитывая результаты 
дифере и пировав и я уравнений (5), получим, что наше семейство 
двумерных плоскостей V* имеет три фокуса.

III. Основные уравнения поверхности У*: «Р 0. О,
«*, •= ։<|։, W® ш*, ։ч? ш։, W® —w*, v>* m ш։, mJ = ш1, и,* U,J „Д

(6)
Покажем, что наша поверхность У4 несет некоторую определенную 
комплексную структуру. Для этого введем на У4 почти комплексную 
структур), порожденную полем аффиноров / (/") следующим об
разом:

/(*>) = е։. /(е^ —е,. = /(е4) - —е։. (7)
т. е. положим е, - /е,. е, Известно, что оператор / почти 
комплексной структуры удовлетворяет уравнениях)

В силу (7) /• —f't 1»/j —/? 1. а остальные/р ֊ 0. Вычислим
тензор Нейенхейся

ГМ

для почти комплексной структуры. Оказывается, что М,\ 0. Это и
означает, что наша поверхность несет комплексную структуру. Выяс
ним ее геометрический смысл. Пусть е ® вектор на поверх
ности V4 с координатами В каждой точке поверхности I 4 рас
смотрим нормальное пространство /?*/«<>'•; н> и оператор А, действу
ющий по закону /?(^) ••֊ —*>• т- е положим
Пусть (ЛГ; £в, £3|- семейство комплексных реперов, присоеди
ненных к каждой точке Л/ поверхности I 1 так, что Ех *֊ г։, £2 »֊ 

равнении инфинитезимального перемещения репера имеют 
вид:

ЖМ = ЦЛ£Л; dEa^ ’-։*£». ‘2;£Л4-'_’^,,

где «з ш* /ш4. '24 /и»4 = 0. Тогда вектор е =
можно представить н комплексном виде е =֊ I эвестно, что
вторая квадратичная (|>орма поверхности принимает значения н нор
мальном расслоении /?*/.(»•)• Оказывается, в нашем случае ее можно 
рассматривать как форму с комплексными численными значениями. 
Действительно, в силу (6)
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= !(«.»-, МЧ-Н-Н*,)’Р» - К1-”)1 Н‘-։*)։|£».
Однако Г‘, вообще говори не является двумерной комплексной по
верхностью. Действительно, в противном случае нз (6) мы имели бы

О, 12} = 2‘, ’2] =‘21, где *2; Тогда формы
*2։ п удовлетворяют уравнениям с/*—1 ‘2*Д*2։-; ’2у\1!։, т/*2։
= <2»Д‘21 -2у\2», где '2‘ ֊•>] 1»>-, *2^«»’ £«*, ‘2* = м‘4֊гш;.

֊•■, Л»‘. Из соотношений е։ «=/е|։ е4 1е4 следует, что это возмож
но тогда и только тогда, когда

«5 »|. и»’ •«»* = 0, «>! ։-и»{ =0. |
*»>• = и»'. и»-։ - 14* <•>?-+ *«*= 0, «>|-|-«>? = 0. IV

Итак, нами доказана следующая
Теорема 2. Пусть К— допустимый комплекс двумерных 

плоскостей в R*. образованный касательными плоскостями к не
которой четырех мерной поверхности V”4 R1. Тогда и меет место 
один из следующих случаев:

I. R* расслаивается на произведение двумерных поверхностей. 
Н каждой точке I 1 эти поверхности лежит на пересекающихся 
в точке трех черных плоскостях, которые образуют двух пара
метрическое семейство и являются характеристиками для двух
пара метрического семейства гиперплоскостей.

11. Г4 ->то двухпараметрическое семейство двумерных п юс - 
костей Г’ в R* с тремя фокуса мм, причем касательные плоскости 
к V'4 в точках Т'1 принадлежат R*.

III I'4 — поверхность, несущая комплексную структуру, опре
деляемую полем аффиноров / на касательном расслоении к V4 и 
полем аффиноров Г н1 нормальном расслоении к V'*, превращаю
щих касательные плоскости к V’4 в двумерные комплексные 
пространства, а нормальные плоскости в комплексную пря
мую, причем вторая квадратичная форма поверхности представ
ляется в виде формы со значения ии в комплексной прямой. V4 
является двумерной комплексной поверхностью в С4 тогда и 
только тогда, когда в структурных уравнениях (6) поверхности 
V4 соблюдаются условия (8).

Автор выражает свою благодарность приф. Л. М. Васильеву за 
полезные советы и за внимание к работе.
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( կսմսրե յ>էւ ), /\-ն քք- չափանի են թ ա ր ա г/մ ա ձե ввв ք4 (ան Լ 11; ո~ ո» մ , К ц-ն չ>ա^ 
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пш*и*ф lpi\f ( ^Шф«Л/ам«> /?И IfblHHl/ •лЛ/tfilttf] LpIfllUifl Siupp hi p pttVltL !*•••/. 

~(Q\ Л) /. •"/7 li'&pb л^л Q ffbuitlklf • H ^nttjtnrf \lH rHm Hl 999M> I/

/< IfHif Ufflt pvf! Ifuitfititf ( put ffunnpl.flt t bp ft Siuifiuppu P"f"p Q£RH b 

/l' К Q *։(Qi twpP hi p рнЪр 11{1п*<1ии\ 4 b If"/"•/•*& •(

x»»y*/։**3 m </* nt uni /Phut и ftpijtn i/ / liplf^utilt ^tuppih pptt\Ailip[i pitt f f ••• u*pb j fr 

IfnJiiffbptt^bpI» *fft 4»uu If'utl if, '•re ~(Q- A) Hi p fin \Athpp Itfiupm put if

/i'll /f'-Hi if up JIUIHIUif Uilfbpb Hl f/Jf,, firiHilf 4 lUfrfUf/lnll IfnifliffLptAiL-

(*b irl11! Ifutuut^iftf,,^ft P**tutfi

ЛИТЕРАТУРА - ^Га։։11ЪПК^ВПРЪ
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3 (1968). 1 Bt Л Нерсесян. ДЛИ Лрм ССР. т. 70. № 3 (1980) 1 Ю Б. Гриоип-н, 
ДАН СССР. т. 132. № 2 (I960).
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I \\ 1980 5

УДК 517 522 6

МАП МАТИКА

Г. К Оганесян

Об одном свойстве функций класса Вр

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР А А Тала ля ном 3/111 19Н0)

В настоящей работе доказана одна теорема об одном свойстве 
функций класса Вр. Для ее формулировки и доказательства мы на
помним некоторые свойства пространств Безиковнча (։). Функция 
Лл) (—*х-<х< оо) принадлежит классу ВР, /»1. если /(х)£ 
^ЬР( — Т, 7՜) для любого Т и если для всякого е>0 найдется триго
нометрический полином /’(х) = V (|.ем' (<2 —конечное подмножество 

е<?
действительной осн) такой, что

Нт 4= ( 1/<а) Р(х)^х<е. 
г— л \

Из определения следует, что если /(г)^5л и я(х)(В/։, то для 
любых комплексных чисел ։, 3 в действительного ՛ функции ։/(х)-<- 

г >£(*). е,Л также принадлежат Вр. Для любой функции из Вр су
ществует предел

ан__ ___
/(■г)'вл — Мд/еТ) = Пт

Г •“ И)

Норма в Вр определяется формулой (II. Положим т,, = |/(х)(Ял, 
■ Иг/(х) = 0|. Тогда фактор-пространство Вр!тр, которое мы обозна
чим также через Вр. есть банахово прос■ рннство. Для любых /(х) и 
Я(х)£Я։ существует предел

г
<«• — 1 С —— М( /. к) = Нт -- I /<х) • к{х)с1х. (2)

-г

Пространство /?։ становится гильбертовым (несепарабельным), 
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если определить скалярное произведение формулой (21 Пхсть дана 
последовательность действительных, отличных друг от друга чисел 
I, и пусть

2 1‘1-Р< . 
п ■ I

Рассмотрим ряд

V ОлС""' 
я— I

(3)

Система ортонормальна в Л,.
По теореме Рнсся — Фишера ряд (3) является рядом Фурье не

которой функции /(1)£Вг и

/(/)
л • I

В работе Е. М. Никишина (’) доказана следующая теорема.
Теорема (Е. М. Никишин). В В3 найдется функция •{։(/) 

такая, что ряд (3) является ее рядои Фурье ч для некоторого 
!՝»

г
Нт — I е^'^'дг 
Г -27\1,

В настоящей работе доказано, что ՛» Л, существуют функции, 
для которых ряд (3) является их рядом Фурье и которые удовлет
воряют другим ограничениям на рост. Точнее, имеет место следующее.

Теорема 1. Пусть А(1) (0«ь/<«о) положительная. стре
мящаяся к ои, цонотонно возрастающая функция Тогоа в В3 
можно найти функцию '>д(/) такую, что ряд (3) является ее ря- 
дом Фурье и

В работе доказано, что аналогичное утверждение справедлив։» 
для любой функции пространства Вр. Имеет место следующее 
У'нерждение.

Теорема 2. Пусть .4(/) (0^/<» положительная, стре
мящаяся к Ц ни, монотонио-возрастающая функция. Для любой 
Функции существует функция <|(/. /)£/),,, которая 1квива-
<ентна /(I) по норме В, и

Докаэательстно теоремы 2. Гак как Т() с\икчт-
•Ц'ет последовательность полиномов
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так что 11т ;/(/) —/>дН!Лр = 0.

Мы будем считать, что РД/)[в—О при /—по.
Убедимся и возможности такого подбора последовательности. 

Пусть {Р.(/)|7 произвольная последовательность полиномов, стремя
щаяся к функции /(Г) по норме ВР. Определим последовательность 
(?/(О следующим образом.

Р,1().Р,(0+ eco-Pdo, р1(Л+2 Р,(О-Р.(О...
■“։ ni

P.tO+H.-D W-W-. Р,(Г). Р,(/)+ W-W .... 
/Z, п։

где л*>Л?л+1(/)-Р»(0Ь (* ֊•= L 2. •••)•
Разность двух соседних членов последовательности Qy(/) равна

IQ?+։(O֊Q,(n|= (*+1) z^)——} p'(t}

- р.„<о-р.(о|<1
я* k

Значит \Qj ։(f) Qy(/)LfcO при j—oj(k «о). Имеем также

Q/(0 /(<)!•, ^-|Р» i(O-P.(Okp (0<s<«*).

Отсюда следует, что при /—■<%.) последовательность поли
номов Qj(i) сходится к функции /(/) по норме Вр.

Теперь построим по индукции возрастающую последователь
ность положительных чисел Г,(у^О) следующим образом. Существует 
число 70 такое, что , ;:И

Предположим, что числа То, Т։........ Tj построены. Определим
функции I

М0=!Р/(0 Пр" 7՝/1и1֊7’/-Л->) 
' |0 при остальных t

Через Т, । обозначим такое число, которое удовлетворяет сле
дующим условиям: 1

G+1 > (/ 1 )^/՜ 5U Р V >»(/)-/>, ,(/) ;

2) когда /■>?/,I. то

(П РИОГЛ-Р/*|(/) /МОк|<м>рЛ(/)



3) Л(Г/>։) И’/+։|-.
Функции ?л(Л /) определяется рлелуюшим образом:

:։(С/) V */(/). 
I I

Этот ряд сходится при всех Г, так как носители функций >у(Г) 
не пересекаются.

Докажем, что удовлетворяет условиям теоремы 2.
Действительно, при Т^|Г;, ГМ1) и $</ имеем

; т

(4> 
г

+ (^( Нл(/./)-^/(ОГл)я.

-Г

Обозначим соответственно А՝ и Д| первое и второе слагаемые правой 
части неравенства (4). В силу свойства 2) последовательности {7/|? 
получим

т
•4։= (4 [ > 25ур^/(')-Р։(ОЧ ։<*</). (5)

-Г

В силу свойства 1) последовательности {Т/}? получим

Г ! /У՞1
л, = (֊ [|4л«./>-РЯ<>1'ЛУг<(֊ I |»Л(<.Л-РДОГЛ +

-Г - Г/-1

4 {Р/+|(/)-Л,/(О8в )^<(֊2 зир
•- Т/-։

V1 ;а(/)-/уп
Г- I

(֊+Р/ 1(О-/,/(/)|.у ֊

Отсюда следует, что Д1-*0 при -ои). Из неравенств (4),
(5) и того, что Л|-*0 при Г-*оо (/-фоо), имеем

Т а

Следовательно,
Лт|^л(/,/) —= 0. 
*—•

Отс1у1а следует, что /(/) в эквивалентны по норме Я,
Наконец, в силу свойства 3) последовательности {Т/|? получим
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|л4(г,/)| Д(|ф. о», ■■ теорема 2 показана,
стно теоремы I можно пронести п полной аналогии с 
стном теоремы 2. '

В этом случае функция у«(/) и последовательности 
делаются следующим образом:

Дикяэатель- 
.показатель*

онре-{Ы

2) когда Т>7/ то 
т

֊ ք К «'„ I՜ (էէ - V |«я|« < V խյ» 
-Г

при !<$</';

3» Д(Гу) V |„л|
я —1

... 1ճ "Р" ր/1Սէ՜Դ-ր,.,)
« I — । л-1

10. при ^£Тв. Го|.

В заключение выражаю благодарность моему научному руково
дителю профессору Е. М. Никишину за постановку задачи и постоян
ное внимание к работе.

Ленинаканский филиал 
Ереванского политехнического 
института им. К Маркса

Դ. Կ. ՀՈՎՃԱՆՆ1ՍՏԱՆր|ւ*յս|ւ ֆուն1|<||սսների մ|ւ հատկւէւթւաձ մասին
'ՒՒ9ո4։ 

է
I) ք։է»4ՒԿո*!Ւ:Ւ էոարսւձ гн կքունն

V апе։>п' 
■ I

(I)

^А*/А ^հորեէէքէ համէսձէսլն у нլու թ քան անի м/ յնս^իս/է
ֆռնէքք/իա. „ր

ք(է)^Հ

лп
“/‘"Эя< է հեսւե (***( թ եէէրեմ ր I

Թեորեմ է. '1փցու|> /< но) 9|ւսւ1|ւսն, ւ>օ Л<рцпг|, ւք&(յ||-

V
I

0
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աոն անող ֆունկցիա I.: llupn //,-nitf qnjnipjni G ունի այնպիսի >л(/) ֆունկցիա, пр (1) >iupp|i Kunf(upi|niif I. fipiu նսւՀսւբ Ֆուրյեի JtupP ևՒԿ(Օ|« Д(|/|» V/€(-eo,-| no).

եերէրս աչխատւսն րի հիմնական աքւքքւււն^ն Լ հեաեէս»ւ թեորեմրէ

Թեորեմ 2. *Н'Я|11|' ^(0*® 'X)) դրական, ֊փ Аդաուլ, ժո-
(iiiuinli անոդ ֆունկցիա I.: Այդ դհսյ^ոլմ* ցանկա guiA /(/)€#,» ֆ»ւ(»կ9ք։այ|։ 
riutifvip qnjntpjni li ունի ֆունկցիա, որն 1.կւ| խ| ափնUI է /?л
Gnpd աj։։i| և

••
ЛИТЕРАТУРА — Դ1։ ԱԿԱՆՈհ^ՏՈՒՆ

1 >1 Besicomtch, AlniOM periodic functions. Cambridge. 1932. ’ £. Af. HuKumim, 
Матем. сб.. т. 96 (138). M 1 (1975).
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С I*

ЬХХ 1980 5

МАТЕМАТИКА

УДК 5 Г 956

II 3։ Мкртычан

О некоторых свойствах обобщенных решений вырождающихся 
квазилинейных эллиптических уравнений второго порядка

(Представлено чл корр АН Армянской ССР Р. А Александрином 22/111 ЮКО)

В работе (') были доказаны теоремы существования обобщенных 
решений первой краевой задачи для вырождающихся уравнений эллип
тического типа, характер вырождения которых определяется некоторой 
матрицей.

В настоящей заметке приведены (без доказательств) теоремы 
о суммируемости, ограниченности, непрерывности по Гёльдеру, а также 
о неравенстве Гариака для таких решении. 1

Теоремы доказаны методами, предложенными Ю. Мозе|>ом (см. 
(*’)) и развитыми впоследствии в работах Д. Серрина (•), Н. 
Трудингера (’), С. Н. Кружкова (•), А. В. Иванова (для параболи
ческих уравнений) ('•). И. М. Колодия (•-”) и др.

В невырожденном случае аналогичные вопросы рассматривались 
в работах О. А. . 1адыженской и Н. Н. Уральцевой (см. (**)).

Наиболее близкие к данной работе результаты получены в ра
ботах (•-“).

1 . Пусть !2 —ограниченная область в /?" с кусочно-гладкой 
границей. Обозначим через ^^(А, '2) ( ИД;(А. -*)) линеал функций и 

из МР[(У) ( М7[(2)), для которых конечна норма
Н = .2 (|д| = |«1о4-И։.и)*. I

1-1

где /«/>1. А/их = V а/у(л)цл/, / = |....... п; И//1 Л —некоторая

матрица, такая, что I

I, \........п, (I)

и, кроме того, для почти всех (л. а.) существует матрица
- Л = А՜1, причем

Здесь и всюду ниже |} . ’|.,яг|| • для любою «>0.
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<//>։. л у - ।........«. (2

Совершенно так же, как и в работе (•) (стр. 302, 303), можно по 

кязать, что И-(.1,и *_•) рефлексивные банаховы прос 
гранствя.

Лемма 1. Пусть

V?/ max (!.■/»/ 1г։у)<|, / 1...... л.

I I

(31

(4)

Гогда Оля любых функции ’_’). «£ ^(Д, 2) справедливы
неравенства

И СС։ V 
1-1

<С< и .

*-де с‘j, Cj, с^, с^ const 0.
Рассмотрим в области L’ уравнение

л (I
- — Л(-<. и, «,->4 /0(*. н. мх) 0. (5)

/ -1 (1X1

где их (ил„ .... н,п), обобщенны и решением которого назовем 
функцию и£ 1Г^(Л, -), удовлетворяющую интегральному тождеству

п
V £Дл, //. njrlt/ L0(x, и, Ux)rt 
“l

dx -- 0, (6)

выполняющемуся для любой функции М^Д, -).
Относительно функций /.Дх, «,/>), < = 0, I......... п предполагают

ся выполненными для и. в. х£И и произвольных и£Н. р (р։....... рп)^
•-/?" неравенства

• ' , I Я . ‘41 I
v £Дл-, и, p)pt>di V Т)|«|‘-/։(Л)
t I i«» I

|в;1(л, н. />)| d.V •>"'ч+гДх)|мГ1 АДл). / I. ... п

|/ 0(х, и, р)\ълЦх] V |V|'"X‘-I>' -hgt(x)|Hr-՛+/,(.<)

|де J,. dt const>0, /Г/. v /: d„ ft, /,. gt, gt, elt ht 0, 
/-I

d\. /„ Ui. Ht, Лф (8)
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։ mln (s/7«3. причем будем пре (полагать, что 
4

"»г/5/>*//<!, I = 1, .... п, (9)

где к =. тах |4, /и։........../гц}, а / определяется соотношением (4).
Из условии (7) и леммы 1 вытекает конечн >сть интеграла н ле

вой части тождества (6).
Теорема I. Пусть выполнены условии (3), (4), (7) —(9). Тог

да обобщенное решение и(х) уравнении (5) сум чаруемо с любой 
степенью <?>0 в шаре Кн радиуса R таком, что концентрический 
с ни и шар Кш содержится в 2, причем имеет место оценка

“Կ-Кц КИНдо)* Դ1"’.
где ~ — <•„ с։ =- const >0, а' - «/(։—!),

ф) ( W/m)՝|| -Ь/.И-։(*-/И)(/-Ъ’)֊'(/

»- такое целое число, что

։'«֊։(/'а'.Л()’ + (*֊Л1)(/-ЛЪ')֊|/։'></,
Л1 = max nij, т =■ mln mt. 

t I

Если Л! т, то имеет место оценка

vr al max 
лС-К н

(10)

2’. Пусть теперь матрица А 0 днагональна: ац -
$/>«/, а։у 0 при I £)■ Очевидно, что матрица Я при этом будет 
также диагональной и */< = «», ՛, ^//^0 при 1^}.

Положим г<։ - г{, тогда Заметим, что и условиях
(7) теперь А,р = а,рь /Г Г «

Пусть теперь показатели 3/ и I определены соотношениями

1/Э/— 1/^+1/г,. ։// = 1/^-1՝) (II)

и удовлетворяют условиям

1/9/ I. 1/0*0. (12)

При диагональной матрице Л утверждение леммы I справедливо при 
показателях Э/ 11 Л определенных соотношениями (II) и удовлет
воряющих условиям (12). ' Л&Я

Теорема 2. Пусть выполнены: условия (7) с диагональной 
матрицей Д, условия (8), а также условия (У), в которых пока
затель I опреоеляетсн соотношениими (11) и удовлетворяет ус
ловиям (12). Тогой для обобщенного решения и(х) уравнения (5) 
выполняется оценка (10). гое показатель т и шапы Кн и Кзн та-
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кие me, как и теореме

где ու ո
1, <|, G consl^X). 't = k(l ?’m)m '(/ -Л։')՜1,

3°. Пусть матрица Д вновь произвольна.
Положим .« - mini/. Г/» mln г//, ու mln т,-, г s.m, i tn —

n/i-m \լ]1րՒ 
/-I

//(p) <p
I

п,'АА.а )-V (J)- Г,
/./-I

«(p) (V v*;(-

Теорема 3 (неравенство Гари а к а). Пуст* выполнены 
условия теоремы I. причем в неравенствах (7) я// ՛, т, кроме
того, 1/г, -1/гу<1/я для всех i, j 1....... п. Пусть и(х)—неотри
цательное обобщенное решение уравнения (5) в шире ՛-• и 
/7(p)<xt const >0 для любого р£(0, 5Я). Гогда vrahnaxu

■ч/ ՛ ■ ■■' ՝■■՝*■■' • сН ‘

<C(vralmln и+«(5/?)), с с(п, т, s, rt, d„ dt. x։)>0.

Из теоремы 3 как следствие (см., например, ('), (■)) вытекает
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 1, причем в 

неравенствах (7) т, I т, кроме того, 1 г/ Гг/< I п для всех 
I, j I....... п. Пусть u(x) обобщенное решение уравнении (5) в
шаре Кк^2 и Н(у) х, const О для всех о£(0, /?|. Тогда сущест
вуют 7^(0, I) и <\>0. зависящие только от п. т, s, г,, dv d,, х։, 
т/кие, что для всех р£(0. #) osc(«, A'f)«St(p/A?P.

/\втор выражает благодарность О. А. Ладыженской и Л. В. 
Иванову за постановку задачи, внимание и существенную помощь в 
процессе работы.

Институт математики
Академии наук Урмянской ССР
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tirt|rnrq կարրյ|> i(LrwAi|nq 1վսւ<|խ|ձսււ|։ն Լլjn։jl| f>un|uiuuiրամնԼրի 
||Г11|КшГ|ГИ1<|<|։սծ լուծումնԼր|> որււյ Տաս1կո։^յւ։ւքւն1«ր|ւ ։Гшч||Г.

ՀՈդ.{տծ„.մ գխոարկվոմ է Ո-}ափաէ,ի ^ն/,7/ս<1*
րոպք/ռմ երկրորդ կարդի յո/ադիքէ ս^ին ^վասար.., մ. որ/, վերա-
ծ,„./ր րնաթադրվռմ ք "ր”է~ԿՒ մ րՒՏ ո։1' Հերա.քո.մր րնո< թ ադրող մռ.ո- 
րի9ր, որի էչեմենռներր հանդիս ան„. մ են Տ-իք, ^X^^i) կախված հանրադ... - 
մարելի ֆ,սնկ9իաներ. են^ադրվամ 4 էքէԿՒ ^մար^ ամենոէրեր Լ' 

տիրս։ (թ'“ մ (այսպես կոշվաձ (^'“11 յերսէձ։։։ մ
Տրված 4 հավասարման Ընդհանրացված քՈէծումեերի ստհմանոէմր։ Ւեր- 

295 



ված եԼ թեորեմներ րնղ Հանրացված (ածումների Հ տԼ րա ղ ու մ արե ո ւթ չան , 
սաՀմանա փակոլթ յան , րստ ^]ո1ր}^ՐՒ ան րն ղհ ա տ ա թ յան, ինչպես Նաե Հար. 
նակի անհավասարութ յանր ր ա վար ւս ր ե ( ո է մ ասին է

1Ւեորեմներր ապացուցված են ինւո երտցիաների մեխողով, որր աոա- 
քաէ 3. Մողերի կողմից ե ղ ա ր ղ ա ց վ ե լ Լ >Լ տաղա/ոէմ Տք. Սերրինի, Ն. 
էՒրուղինցերի, Ս. Ն. Կրում կովի է Ա. Վ. Ւվանովի, /*. Մ. Կոյողիի և այ/ հեղի
նակների աշխատանքներում։

ЛИ I СР МУР \ — Դ Ր Ա Կ II Ն П Ւ Р 3 II I’ Ն
А. В Иванов. П. 3 Мьртынян, Труды МИАН. т. 147 (1980). 1 J. Mosert

Comm. Pure. Appl. Math., xol. 14. М3 (1961) * Moser. Comm. Pure, \pp|. Math., 
vol. 14. №3 (1961). • Л Srrr/л. Acta Math, vol 111, №3-4 (1964).
3 .V Trudin&r. Ann. Scuula norm, super, Pisa, vol., 27. № 11 (1973). 
* С H Кружков. Мат сб.. т. 77. № 3 (1968). 7 А В Иванов. Труды МИАН. т. 102.
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МАТЕМАТИКА

Г. С Сукнаснн

О процессах хорд на прямых, пересекающих случайные поля кругов на 
плоскости

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР Р А Александряноы 31/111 19Н0(

В настоящей заметке рассматриваются случайные процессы интер
валов па прямой. Эти процессы возникают на прямых, пересекающих 
однородные н изотропные поля кругов постоянного радиуса; интерва
лы представляют собой хорды, по которым прямая пересекается с 
кругами поля. Случайное поле Л1 кругов постоянного радиуса пол
ностью описывается точечным полем центров кругов. Поле центров 
предполагается однородным и изотропным, т. е. его распределение Р 
инвариантно относительно группы евклидовых движений плоскости

В основе работы лежит методика, предложенная Р В Амбарцумя
ном в (*) Аналогичными методами в (։) исследовались однородные и 
изотропные поля отрезков на плоскости.

В работе изучается случайная величина т((л), равная числу ин
тервалов (хорд), целиком лежащих внутри отрезка л՜. Распределение 
Рп(х) — Р(т((.с) = л), «=0.1, 2... не зависит от расположения от
резка на плоскости. Помимо свойств однородности и изотропности 
па вероятность Р накладывается условие локальной абсолютно;։ не
прерывности относительно стан (артного пуассоновского поля.

Основным результатом работы (теорема 1) является уравнение, 
связывающее распределение с некоторыми условными распре
делениями случайной величины »,(х) и напоминающее известную 
формулу Пальма (л). Из теоремы 1 следует одно достаточное условие 
того, чтобы распределение Рп(*) било пуассоновским

Рассмотрим реализацию «։ поля Л! кругов на плоскости. Обоз
начим через Л' число кругов из «։, границы которых пересекают 
круг /<Л, построенный ня отрезке д' как на диаметре. Ниже всегда 
предполагается, что где / знак математического ожидания
относительно Р. В силу сделанных предположений существуют сле
дующие условные вероятности.

1Р(.с, х) есть условная вероятность события | -V) = /т՛ при \с-
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лопни, что огни из кругов реализации т касается отрезка х и точке, 
\деленной от конца отрезка на расстояние г.

П»(х) есть условная вероятность события {т։(х) = л| при ус
ловии, что одни крз г из т проходит через оба конца отрезка х.

1П(х, г։. т) есть вероятность события {тдх) = л} при условии, 
что два круга из т касаются отрезка х в точках с координатами г։ 
и с, н лежат в одной (/=1) или в разных Ц - 2) полуплоскостях 
относительно прямой £(х). Прямая £(х) есть продолжение отрезка х.

П;(х, г, /) есть условная вероятность события {т((х) = л} при
условии, что один круг из т касается отрезка х в точке а грани
ца другого проходит через конец отрезка х под углом а. Центры 
кругов лежат в одной (1-1) или в разных (г = 2) полуплоскостях 
относительно прямой £(х). ' ՛■'?

П’(х, ։,. /) есть условная вероятность события Ц,(х) = л} при
условии, что границы двух кругов из т проходят через разные кон
цы отрезка х, образуя с К(х) углы в, и ։„ а их центры лежат в 
одной (/=1) или в разных (։=2) полуплоскостях относительно пря
мой £(х). Я

Обозначим через /, плотность распределения пары кругов, 
задевающих круг Кх. Рассмотрим следующие суммы:

2
( 1)'7,11'(х. г։. .'../);

I

<(•*.*. ’)— ( ։И/։П;(х, г, ։, О;
г-1

2(-1)7Л;(х, »„ /).
г-1

Введем следующие обозначения: интенсивность поля М\
±-я -разность Ил—Яц-и вторая разность еп~2еп 14-с„ 2;
/(2а >х)—индикатор. равный единице, если 2а>х, и нулю— н про
тивном случае. Через у обозначим следующий угол:

атс51п — 
2а

, если х<2а, 

если х ^2а.
2

Имеет место следующее утверждение (ниже отрезки и их дли
ны обозначаются одинаково).

Теорема 1. Пусть Р есть распределение однородного изо
тропного локально абсолютно непрерывного случайного поли .И 
кругов раоиуса а и пусть /:Аг։</'ю Для любого отрезка х и лю
бого целого п имеет место следующее уравнение: 
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I

х —֊֊ = 2>а I Л-'(л, 
ах У

* -•
4 у£|МЛ'-1)| | (12. | г/г։(г, г։)«д»^(х, г,. г,)- 

О о

аЕ\.У(К- )| гМг соваД’е^х, г, ։)</։ (1)

I>]а։л» </։։ СО8 ։։ СО$ «։ЛЧ’и (X,

и и

/х/(2м>х)/4о։-х։ Аг*(д ).

Укажем некоторые случаи, когда равенство (1) принимает осо
бенно простой вид. Обозначим через /.,(х) множество кругов, касаю
щихся отрезка х, через Л։(х) множество кругов, границы которых 
проходят через одни и.з концов отрезка х. Через Л՜՛ обозначим круг, 
симметричный кругу А относительно прямой р(х). Будем говорить, 
что распределение Р обладает свойством (•) —независимости, если 
для любой пары кругов А',. К^/.1(х)[}11(х) имеет место

/г(А։, Л։) • П,(х, А,, А ։) — /-(Ар А ). 1А։, А ), п 0, 1, 2.......  

где 11я(х, А՜,, А։) есть условная вероятность события {т((х) = н при 
условии, что два случайных круга реализуются как А։ и А,.

Укажем одно достаточное условие (•) независимости. Рассмот
рим направленную прямую ц-, поле .И порождает на р маркирован
ный точечный процесс {Г/, »/|, ։ ֊...—1,0.1....... где К( проекция на
ц центра круга К(, пересекаемого прямой •/—снабженное знаком 
расстояние ог центра круга К/ до прямой р, причем »/<^0, если центр 
круга К( лежит в левой полу плоскости относительно прямой к.

Лемма. Для того, чтобы распределение Р обладало свойст
вом (•) не лив не и.ноет и. достаточно, чтобы лнаки норок ц про
цесса {К/, »/| были независимыми.

В случае наличия (•) независимости функции е,.(х. ...) тож
дественно равны нулю, что на основании теоремы I приводит к сле
дующим утверждениям.

Следствие 1. Пусть пиле М удовлетворяет всем условиям 
теоремы I. Если распределение Р обладает свойством (•) неза
висимости. то для любого отрезка х и любого целого п имеет 
место равенство
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лл7(«>х)1 4л* л-*Дг“(х).

С л е д С т в и е 2. Пусть обладающее свойством (•) — независи
мости распределение Р удовлетворяет условия к теоремы I. Для 
того. чтобы распределение Рп(х), л = 0,1,2,,.. было пуассонов- 

спим Рп(х) =■—е՜', достаточно, чтобы условные вероятности 
л!

-■■(х) и “!(л՜, ֊), -€[0, х) совпадали с безусловной вероятностью 
Рп(х). Параметр 3 имеет вид

S = 4> (в-֊ - j

где

= I — ♦ если 2л>х, 

(л. если 2а^х.

Всесоюзны н науч1юнсслсловатс-1ьскин 
институт комплексного элсмрооборудонання

2. и. IHlt4’I UIl5Ul,

6гМ1Л|[|Ьг|) ири1ПшБш1|и|Г| 1|Ш МПЬГ|| RllHIinq П11)||1|Г1Ьг՝|| i| гш 

гЬ1ф iijrnqLutil г|| 1(и«и||Г|
'unuifiufjnq ри-

тр/шь 7,IUJ rjft in Ш fl п td Lb ^UJUiffU/dimL >wnwif fi ffntf > fl f Ш Ь )/ L fl ft
tudujuLn II jtrfninpnui Uf >итш ,uj(fujb qin^mLppi lijrj fjtuimLpp ^uttnnq niqfir]֊ 
LLpff ifpuj ujnuifiuLniif Lb l^pl'p/i ufUitnw^iulfwL U/ptiphahLp: Hilinijbiuu/lll֊ 
i/nwi / ujjb [UjpLpfi pwhwlfp ^(»v) npniip iudpnqfntfftb pblfuti Lb A' !uim.

JLfl Ц j fl/ ш tn шЪрfl » [itfb Ш IfU/b Ujprjjntbpb I шЬ rfft U Uibnt J
tnuj tuilftub JL^nipju/b pwj/uniJp bnijb ilbdnifijujb npfi] iifufjuiiiuilpuli putj* 
/м niJbLpfi \Ltn Ifiuufnrj 'ujifuiuujptudp Utnuetjif utA f dUniPjuib Гш2~
junidp fli Uitiflb jwb iftbLfnt J ft рш^шршр ll/UJjJluhl

JI И I Г P A T У P A ֊ r IL *i IL V П b k 3 0 b Ъ

1 U V. Ambartsumian. Adv. Appl Prob.. vuL 9 (1977). ’ В к’ Оганнх, ДАН 
Арм. ССР, т. 6Я, N*3 < 1779). J А. Я Хинчин Труды Мят. ин-та нм. В. Л. Стеклова, 
т. 49, Изд-во АН СССР, 1955.
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MXTI MATI1KV

п Т. Хостикан

О явных выражениях для распределения времени ожидания в двух 
приоритетных системах Л4г|0|1|оо

(Представлено чл. корр АН Армянской ССР А А Талаляном 9/IV 1980)

1 . Хотя к настоящему времени приоритетные системы типа 

Afr|G|l|oo достаточно полно изучены, но явные выражения для функ
ций распределения (ф. р.) основных характеристик получены лишь 

для периодов занятости систем с относительным и абсолют
ным приоритетами (’•*).

IO. В. Малинковскнй (J) предложил способ вычисления стацио
нарной ф. р. времени ожидания, представляемого в виде сходяще* 
гося ряда, и системе с относительным приоритетом при
дисциплине FIFO, принятой для вызовов внутри каждого приори
тетного класса.

Цель настоящего сообщения заключается и изложении очень 
простых соображений, приводящих к нахождению в пиле сходящего

ся ря ia ф. р. стационарного времени ожидания в системах 
с относительным (схема А) и абсолютным с дообслужпнаннем прер
ванного вызова (схема BI) приоритетами при тнсциплннах FIFO и 
LIFO, принятых для вызовов каждого приоритетного класса. В одно
канальную систему массового обслуживания с ожиданием поступают 
г независимых пуассоновских потоков 1-вызовов, ..., г-вызонов с 
интенсивностями а։>0, п։>0, .... лг>0. Длительности обслуживания 
всех вызовов независимы в совокупности, не зависят от процесса 
поступления и имеют ф. р. Л(<). В(40) 0.

Рассматриваются схемы А и В1. Внутри каждого потока приняты 
либо дисциплина FIFO—.первым пришел—первым обслужен . либо 
дисциплина LIFO— .последним пришел первым обслужен՜.

Обозначим (4-1 г)

зо|



загрузка системы

. •. <**. Зо = °* \ = \ P>i •*?! —
V О

I-вызовами.........4-вызовами, р* 1~Фъ«
W

3(5) - I e֊‘'d/i(t). (s>0).

Пусть С*(П ф. р периода занятости системы Л/г|0')1|'х> с ин
тенсивностью э* поступлений и с ф. р в(1} длительностей обслужи
вания. Тогда преобразование Лапласа — Стильтьеса (и. /I. — С.) 
г*(х) от ф. р. С»(/) служит решением функционального уравнения

Q(s) = a-nQ(s)). (П

Ф р С*(/) соответствует периоду занятости, инициированному одним 
вызовом. Период занятости, инициированный п штук вызовами, име
ет ф. р. С^(0. где С;‘(/) есть л-кратная свертка С*(0 с собой, и 
на основе (*) представима н виде сходящегося ряда:

“,„т (от—л)!
(2)

Известно, что для дисциплины FIFO при р*։<3 и л-™ дисциплины 
UFO при существует стационарная ф. р. №*(/) времени ожи
дания ^-вызова (fr=l,r), которая выписывается н п. .1. — С. (։)

<■.*(5) (s О).

Напоследок заметим, что условия р>։<1( I) и —экви
валентны, в чем просто убедиться на основе уравнения (!).

Без ограничения общности полагаем «• I.
2‘. Схема В1 (Л/ЛО)

Ш*(5)

1-С*|(5)

’-1 1'
(3)

Функция (—5Гй_|(0))1| 1—^*-i(s))
.1. — С. err ф. р.

представляет собой п.

1 || ֊(?._.(W)|d//,

следовательно, не превосходит единицы. Тогда в силу существования 
стационарного распределения — с։_|(<’)<? второе слагаемое шамсна-
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геля правой части (3) строго меньше ешпицы при и справед
ливо разложение (использовали (■), стр. 19)

«Ч($) с» ■(*) V

/ 1 —.( $) \Я Я
(------------- ) ?♦ р*3*4 5 ՛ 4 СГ(~ 1 |(’>)

Л>1 \ Л »л О

Р* + РЛ’*-V «֊" р*3>^ ( 1)">с* ,(Л) V с*5 "
я>1 ав>1 •>«

- Р* (-РР*—Ц- + р*3*^ ,
5'“’1 ж>1 ($—I)

Итак, п. Л. — С. "ч/֊1՝) от плотности /?*(/) ф. р. 1Г*(/) имеет вид

'*<’> ■ ;.р»|2 ( о*т. ,<*■ ' , •= 2 I -'>’«■*“>ПГГг! ■ ■*

(4) 
Обозначим

А-|(0 V (-1)"(С£,(/)) .-/+V ( |Г(С--1(Г))'.֊^Ц֊е/ 
«I Я>1 (т-1)!

Используя формулу (I) и формулу (21. 162) из ('). выводим 
следующее утверждение.

Теорема 1. Для системы .Йг|(/|1|оо в случае схемы В1 при 
дисциплине Р1РО и стационарное время ожидания к-вы.сова
имеет плотность

Рь(1) рдз*Д»-»(О+р*/»(^).

гое

/д(0) =
о 

о, / / о.

Используя формулу (5) и формулу (3. ,У£3^ из (•), получаем
Следствие I. В условиях теоремы 1 в частном случае

Н'(1) = ——е ։>0. *61
՝ Г(«)

где Г(/) —гамма-функция, плотность р»(0 принимает ни I

РИИ Р*3*^! ( 1)«(Г;_։(т, Г)ЬГ; |(т. О)+Р*/,(«0.
'П >0

где
I

'//, л т)1(т— 1)!Г(/։) Н{т !./(» 1) т)/'<*+“Х

,л'|(/(։т п-/"» л»+• в 2)^- (7)
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' '՛ г. ?(<—й>!П<»Х»>—l>i ......
,/,(/(։֊ l)-m,/(а+П,—(st.I-4-2)0. (8)

у) — бета-функция. •»’**- '*fЯ
3 . Аналогично доказательству теоремы 1 на основе формул для 

в случае схем А и В! при дисциплинах FIFO и I.IFO устанав
ливаются следующие утверждения. ՛ ' »•

Теорема 2. Для системы Л1,.|б|1|оо в случае схемы В!, при 
дисциплине LIFO и стационарное время ожидания h-вызова 
и иеет п ют ноет ь

Р*-|в* М>(О+р* Г//(0). (9)
гое

МП V (€"’(/))'• —е V (С;-(/)Г.֊^—е֊’ 
м! (т—1)1

Следствие 2. В условиях теоремы 2 в частном случае (6) 
плотность /4(0 (9) принимает вид

/4")^ >3й-.е֊'1 (ГДт.О + П^.ОНр^.МО). «■ >0

Теорема 3. Для системы .М^ОЩос в случае схемы А при 
аисциплине FIFO и ^։<^1 стационарное время ожидания h-вызова 
имеет плотность

Pk(O (О*_։ —1)Аа_,(0 + |М ?/(<>). (Ю)
ide

Г\ 1 (&I * 3»—О’ а

I е о рем а ♦. Для системы ,Йг|0|1|о© в случае схемы А при
аисциплине LIFO и &л,<4 стационарное время ожидания h-вызо
ва имеет плотность

Оь-1 = ------ -------------я» |?։
?։

|Рг|* = тах (О, рД
Следствие 3. В условиях теоремы 3 н частном случае (6) 

плотность /4(0 (10) принимает вид

(/Л |-1)е'Х (-1)-(Т;_,(т, О-Ь7^_,(/л,/)) |Рг| >,(0). 
т ՝

Ph(t) (2IM D*_, 1)А*(/) + |рг|*М0). (ID
Следствие 4. В условиях теоремы 4 в частном случае (6) 

плотность /ч(0 (11) принимает вид
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PkU} (‘«ЯМ*—/Ն I- 1)e քլ (04 /;(м. Ո) |ргрб,(0).

Приношу благодарность Э. Л Даниеляну за постановки задач 
и ценные указания.

I ренанскнй институт 
иаро шого хозяйства

•Ч 8. ԱՈՍՏԻԿՅԱՆ

Url|iH Л1Г|О’| I |*Х> m|»ii||i 1ւախւսս|սւսււ|ու р |iuJp հա մակարզԼ rm մ սպասման 

մա Гии կ ի բայխման բաց ահա |սւ արսւահա pnnip |ւււնն!.րի մասին
մա-

'Ւիտ արկվա մ են 3fr|G|l|zX; տիպի 
կարգեր հէսրարերական ե րագարձակ 
գ ft и գ ft պ լինն ե ր ft գ Л պ յաւ մ

Ամեն մի հոսրի ներսում ( Հոսքերի

դանդվաձային սպասարկման համա» 
նէսքսա պատվոէ քմ լսէմ ր и պաս արկմ ան

րանակր հավասար Հ ?*ի) պաՀանք-
ներր սպասարկվում են Համաձայն, *աոաջինր եկավ՝ աոաջինր սպասարկ- 
վ ե q H կամ "վերջինր եկավ՝ աոաքինր սպասարկվեց* դիսցիպլինների ? 
է-րգ (I — 1 , r) հոսյ>ի պահանջեն րր կոչվում են (•պահանքներ,

Ահ իք ասէան Jiut մ գուգամիտոգ Հարերի տեսվէէէ'/ րոյոր դիտարկվող դեպքե

րի համար ստագվաձ Լ (•պահանջի (է = 1.4 ստացիոնար սպասման մ ա֊ 
մ ան ակի րաշքսմ ան fttutnt քմ յանրէ Այն մասնավոր, րա(9 կարեոր դե պրո» մ, 
երր սպասարկման մ ա մ ան ակն ե ր ր ունեն ք —րտՀիէԱէմ, սւոացվաձ արտահալ- 
էսոլքմյոէններէսմ սպասման t/ամտնտկքւ քստոէքմյան դեպրսէմ հնարա/քոր Լ յի- 
նոէմ ադատւքե յ iftiufJhfdft դործ ոդոէ քմ յունիցւ

л И I I P Հ I У P \ ՛* *’ к ։» Ц Ն II Ւ H Ո b Ն

• э. А Данисмш, ДАН АрмССР. г Ьб. М 1 (1978) ’ Э А. Д«миг.«.чм. 
ДАН АрмССР, т 67, № I (1978) ‘ К). М Малинхонсми!. Стационарное функциони
рование приоритетных систем массового обслуживания, кан.1 дне. Минск. 1980 
* Н .V, Прабху, Мето ты теории массового обслуживания и управления ипасамя. 
ивд-во «Машиностроение», М. 1%9 * Э. А. Дание.^н, ДАН >аССР, № 6. 1980 
' Дж. Риардон, Введение в комбннаториыЛ анализ. Изд-во иностранной лит М 
196Э ’ В А Диткин. А. П Прудников, Справочник но операционному исчислению. 
.Высшая школа», М. 1965 • И С Градштейн. И М Рыжик. Таблицы .штегралин 
сумм, рядов н крон 1иедг11нА, Фитаттю. М, 196?
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^цзчишкъ ни: ‘нзпммпьъъьрь лиип-ьньавь р.ьнпьзвъъо 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Г XX """ 1980 ~ 5

УДК 519 I

МАТЕМАТИКА

И А Карапетян

О раскраске дуговых графов

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР А Л Талаляном 15/1У 19А0)

Граф пересечения семейства дуг окружности называется дуговым 
Дуговые графы впервые были рассмотрены в ('). Танкером (г) была 
приведена характеризация дуговых графов при помощи их матриц 
смежности, в (։) дан алгоритм полиномиальной сложности их рас
познавания Алгоритмы полиномиальной сложности нахождения наи
большей клики, минимального покрытия кликами и наибольшего внут
ренне устойчивого множества дуговых графов приведены в (4). За
дача минимальной раскраски дуговых графов Л'Р—полна (*).  В нас

* |л|— наибольшее целое число, ие превосходящее ц

тоящей работе доказана гипотеза Та к кера (*):  хроматическое число 
любого конечного семейства дуг Л՜ окружности не превосходит

где ?(/՝) наибольшее число попарно-пересекающнхся

луг этого семейства.
Мы будем рассматривать конечные семейства луг Л'= |/։, /։, .... /,} 

окружности £. Под дугой/= | и. Л| понимаем дугу, исходящую из точ
ки <1 и продолжающуюся до Ь по направлении) часовой стрелки, а на
зывается левым концом, а Ь — правым концом дуги /. Не нарушая 
общности, можно предположить, что псе дуги замкнуты (содержат 
оба конца) и ни одна из дуг не совпадает с окружностью. Хромати
ческим числом т (П семейства Р называется наименьшее число цве
тов. которыми можно окрасить все дуги семейства Р так, чтобы 
пересекающиеся дуги имели разные цвета. В качестве- цветов мы бу
дем использовать начальный отрезок натурального ряда. И наконец, 
обозначим через с/(х) (где л^Л) число всех дуг семейства Р, содер
жащих точку х. Пусть /?(/')=•= П1ах</(х). Очевидно, что Х?(А) ?(Л՜)^

Рассмотрим следующий алгоритм раскраски семейства дуг ок
ружности. Пусть задано семейство дуг Р— |/։, /։.......Далее
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всегда будем предполагать, что дуги /։ = |«„ />։|. у, .......
/= |<*»(/■>.  *¥</)(  имеют общую точку и |/т, Лу|։ если /</, 

#(/ ), где р некоторая точка, прина (лежащая всем дугам 
А» У». •••• Гяи)՛ Скажем, что точка а находится левее точки А, если 
«։€!/». Л|.

Первый этап алгоритма. Из семейства дуг Л՜, = В 
/։.......У*'  выбираются множества А„ А,........  Ац₽| следующим образом.

Если А,. А,....... А/, /< уже выбраны, то А, । будет выбирать

ся так. Пусть /։/ + 1 является той дугой семейства , левый

конец которой является самым левым (всегда, если таких дуг нес
колько, выбирается любая из них). Если У,'* 1, 1....... /' 1 уже вы
браны, то в качестве У] [ будет выбрана та дуга семейства

, которая не пересекается ни с

одной из дуг /|'+։, У!1՜1, .... Л* 1 и левый конец которой является 
самым близким к правому концу дуги /'+*.  Этот процесс продолжа
ется до тех пор. пока это возможно. Предположим, что в конце 
процесса были ныбраны дуги У?* 1...... рт *.  Обозначим через
А, + ։ множество '/! + ', /■'+1........./‘, '1- Очевидно, что для любого

/£1. 4* Я дуги множества А/ не пересекаются. Дугам множества А/

присвоим цвет /? 4֊ /.
Второй этап алгоритма. Из семейства дуг Г, «Г՝՝

/П*1  \
(и Л) выбирают множества Йл. ■. .... 5| следующим образом

Если В к, Нн_1....... В1. Г>1 уже ныбраны, то В, । будет выбираться 
так. Пусть дуга■»/« |£&-|. Если

I.» । является той дугой семейства Л

.... /.-I,»€£ -։. то пусть

которая не пересекается ни с одной из дуг .. . У/ I» и правый 
конец которой является самым близким к левому концу дуги ,Л ।» 
Предполагается, что У л.»1€^՛ »• -Этот процесс продолжается до тех 
пор, пока это возможно. Из выбора В., 1^1,7? ннлно, что дуги мно
жества В/ попарно не пересекаются. Дуги множества В1 окрасим в 
цвет I.

Теорема. Для любого семейство дуг В имеет место

Для доказательства теоремы докажем две леммы. Пусть над 
семейством В={ Л. Р......./п\ применен описанный алгоритм

Лемма I. Для любого /(Г, |У„ У,...... У И существуют дуги
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лея содержащие левый конец дуги (.

Справедливость леммы I непосредственно еле ։ует из выбора 
множеств Я„ Я։,

Лемма 2. Если /=|а, />| произвольная дуга семейства
/и \ /11*1  \

—Л։. А', >0. Покажем, что к, т. Действи

тельно, это так, иначе та луга семейства В' — Ц/^, Л......
Л| {/}. левый копен которой является самым правым, левым кон

цом пересекалась бы со всеми дугами семейства В' и согласно лемме

Г (Г В | ( 1 .4. I. а£|д.д/| II ։|, то левый конец кам-

дой оуги семейства ( /#| нахооитсч левее правого
' I - / /

конца дуги /= |а. 6|.
Доказательство леммы 2.Поскольку /ч|, .

а(֊|/>, 6,1, то по лемме 1 I —1> — р .

М
Следова-

тельно. Г>Р — — р . Для удобства обозначим /?—/•! через т и

пусть I— 1 = 4 * . где Л>0. Ясно, что т к = R

/ * \
Покажем, что левый конец любой дуги семейства ( и R 1՝ {// ...... /м}

\«-1 ՛ /
находится левее правого конца дуги /=|а, Л|. Допустим, что это не 
так. Тогда существуют дуги этого семейства, левые концы которых 
находятся правее правого конца дуги /=|<։, 6|. Пусть / =|а', />'| 
одна из этих дуг. левый конец которой является самым близким к
правому концу дуги /=|а, 6|. Поскольку 6.], то по выбору 

о к существуетсодержащая правый конец д\ гн

Обозначим через В семейство 7,/п'С/, » 1 ‘

Исходя нз леммы нетрудно доказать, что |Й|< . 11редполо-

1жнм, что |/?| =

1 еще с лугами, т. е. эта точка принадлежала бы по край

ней мере к к։ Д- I 

невозможно.

к 4- т I г I
о՜•г

=■ R Ь I дугам.что

Пусть дуга / в|о', Ь | окрашена в инет /. Обозначим / = { 
1^-1, I /. существует /,,^В1 и а'^/1и1} и J= |/, . .. /•

Исходя из леммы 1 легко доказать, что |/| Л,. Следовательно.
|/|^ /я -Л։, 
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Рассмотрим следующие два возможных случаи.
а) Для каждого существует луга /(֊։.(, содержащая правый 

конец дуги/—|<г, 6|. Так как осе дуги семейства В'в
содержат точку 
которой является

всеми дугами В

Ь, то та дуга семейства В’ 'J, £J\, левый конец
самым правым, левым концом пересеклась бы со

и по лемме 1 еще с дугами, г. е. по край

ней мерс с \В"\ т *։ k kt~- \ — R I 1 д»■

гамп. что противоречит определению R.
б) Существует такое, что ни одна дуга множества не

содержит правый конец душ / — |<т. 6| .Можно считать, что / на
именьшее среди таких чисел. Рассмотрим множества J՝ »(/ ifd. i<J. . 
liven. /={/,. jj, /„}. Тогда существуют дуги J\£B,V fl;^B,v . .,

/'/„€#<„• содержащие точку Ь. Так как о, |. /£1. «, то все ду

ги Д,/,./^ принадлежат семейству Н) В, |/,։, /,,......Пусть

Г==\а", б"|—та дуга семейства В и •/'<։• /',,......./*1,1,  левый копен
которой является самым правым. Тогда по выбору В,и....... В,., /Л, и
дуги /'==[<։', У|, точка а" будет принадлежать всем дугам семейства

fl'lJ{/'.։, /\.-./',JU!/c./t+։....AJ " "° лемме 1 еще

-А> 
2

дугам. Поскольку |У| >/w—А

ТО ц

— R

R i,j {- I т ht. Следовательно А? -j *։ 1 j и . /?—10 14-

R 1, чго невозможно. Все возможные случаи исчерпаны

Лемма 2 доказана.
Доказательство теоремы. Предположим, чго /?(/7)вУ(/?) 

и пусть над семейством /՛—=|/р/։. •••«/.՛ применен описанный алго- 
оитм. Если Л —Г |/Гт яЛ = . . т. е. все дуги семеЛ-

ства F окрашены, то, очевидно, \(F)^ R^

стнм Л, у- 0 и пусть /=|л, Л|—произвольная

= ^опз

дуга семейства F

Существует I. R такое, что </£|р, b, |. В противном случае по

1
2« л у га м,

выбору Вн. Bn-i , В{ для 
ftA ^Bt. содержащей правый 
принадлежала бы по крайней
Пусть «£1/’. М»

1 *՝ледует.  что I 1

<«€|/л М 
" ։ *1՛

любого ։£1. R существовала бы дуга 
конец дуги /= |а. Л|. т. е. точка А

мере R 4- I Дугам, что невозможно.
О Щ-1Р, Ь, ||.......аф. Л,|. Из леммы

Так как АД. то по
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выбору В։ ।......Я,. Я, существуют душ /։^/?։. /։£Я։........ \^В։ |,
содержащие пряный конец дуги /=|а, Л|.

Построим семейства /Л-1, .... Нк следующим образом. Пусть
/У,......... , }и!/}. Если /Л-1, .... Н,, I ! ֊/</?. уже
построены, то Ны — Н, {Л|, если пересекается со всеми дугами 
Н, и Н, \ = Н1 {/,,։} в противном случае. Покажем, что все дуги 
семейства /У/ попарно пересекаются, где / 1^/ R. Допустим, что 
это не так. и пусть т - наименьшее число такое, что не нее дуги семей- 
ствя Н„ попарно пересекаются. Ясно, что т^>1— I и Нт = Нт_। I_]
Л/и.з}. По выбор) числа т все дуги семейства //„_| попарно пере

секаются. Следовательно,су шествует дуга /'£/7Л «, не пересекающа
яся с другой („л- Покажем, что ....... /«. •}. Для этого
достаточно показать, что дуги семейства Н—Нт' '/и, .... со
держат правый конец дуги /= |н,6|. Пусть // — {/у,.,. .......Л։.։}.
Предположим, что дуги /(1,։...... содержат точку Ь, покажем.
что дуга // ։,։ тоже содержит точку Ь. Поскольку Д + 1.։€/Ля, то

= //, ֊ ։ ;{У//+1 Следовательно. существует дуга тЫ 

и 1Л|,2......Л;.г1 . не пересекающаяся с дугой Д,։. По выбору мно
жества /?/у+1 правый конец дуги Г не находится правее правого кон
ца дуги Д+։.։. И по лемме 2 левый конец дуги Д+։.։, находится ле
вее правого конца д) гн /= [й, 6|. Так как b £то bkfj, ։,։. Этим
доказано, что дуги семейства Н содержат точку Л. Следовательно, 
Л£//т-|| {//......У«1-||- С другой стороны, поскольку Нп =
- Яж-1и{/«д}, то существует дуга /°£ //„_։\|/1, /։........./«֊։}, не
пересекающаяся с дугой /в. По выбору Вл правый конец дуги /° не 
находится правее правого конца /».։. Так как пряный конец дуги /' 
принадлежит дуге то дуга /° не пересекается с дугой /' Это 
|невозможно, поскольку /°, /'£ Нт ։. Следовательно, для любого 
I, I —дуги семейства Н, попарно пересекаются. Очевидно, 
Нп\ = R + I. что противоречит предположению #(/՝) ?(А). Значит,
Л, = 0, т. е. все дуги окрашены.

Если R( F)<^(F), то можно добавить к семейству F дуги f\ 
.... /' * так. чтобы для семейства F’ — F J{/։, /’......./’“*}  имело
место /?(/') = «(/■’’) - Согласно только что доказанному ;(/•’')«£

֊ г(Н Так как <~t(F'). то֊

что полностью завершает доказательство теоремы.

Следствие (•). Если семейство ауг F не сооержит три попар-
но пересекающиеся дуги, покрыван^щие все точки окружности, 

то < I
Заметим, что оценка, приведенная н теореме, точная.
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հ Ա. MVMbSSlU

1Լր|Լրլա|ին զրսւֆնԼրի ներկման մասին
Շրշանադծի աղեղների ընտանիքի հատումների ղրաֆր կոչվում Լ աղեղա֊ 

յինւ (Լղեղա չին ղ ր ա ֆն ե ր ր աոաջին անղամ ?/>տարկվել են ('խում: Նցոէթչան 
մատրիցների միջոցով ադե դա չին գրաֆների րնոլթաղրում ր տրված ( (•խումւ 

քերված են աղեղային ղրաֆների ճանաչման, մեծագույն կյիկա, կքի՝ 
կաներով փորրաղույն ծածկույթ և մեծագույն Ներքին կայուն ըա ղմություե 
ղտնեչու ր ա ղ մ ան ղ ա մ ա յ ին րարղոէթչամր ալգորիթմներ։ ('խում ապացուցված 
է աղեղաչին ղրաֆների մինիմալ ներկման խնդրի \թ^[1իւ1ուք}յունր Ներկա 
աշխատանքում ապացուցված Լ Տակկերի Հիպոթեղը , շրջանագծի չուրա քանչ- 
յուր / վերջավոր աղեղների րնտանիրի քրոմատիկ թիվր չի գերազանցում 

որտեղ ”*/7  ընտանիքի աղեղային գրաֆի մեծադա չն-7(F) 
2

կյիկաչի ղաղտխնե րի րւոնակն Էէ

Л И T Լ Р Л I У Р Л - Դ Ր Ա Կ II Ն II ► Н ձ II հ Ն

1 H //• />г brunncr, \ К he, CoinbiiHlorl.il Geomclry In the plane.
Neu ^ork. 1964 ’ .4. iucker. Pacific J. 
Notes Math. vol. 612, 195 8, 1 F. Gavrit, 
iiarey, D, R. Johnwn, Computers and 
ol NP-Comptelenos, 1980. 1 A Tucker,

Math., vol. 38 (1971). 1 .4. Tucker. Leet.
Networks, vol. 4. N 4, (1974). M R
InlracUblllty A Guide to the Theory 

SIAM J Appl. Math, vol 29. N 3 (1975).
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ԲՈՎԱՆԴԱԿՈՒԹՅՈՒՆ ՀԱՏՈՐԻ

ՄԱԹԵՄԱՏԻԿԱ
է. Ա. Դան^Լ լյա է, Ն Ս. ԱԼմլ|ա&ոյ — .1ք ր| (7ր| I | X Համ ակարցերոլմ սպասման

ժամանակների Համատեղ րաշխման սահմանային րտշխոլմների դասր կրիտիկակւսն Հան- 
րարեոնվաձւււթյան ....«•*«*է. ։ւ. 'հ11էփԼ|յ ան, Դ. Ա. Պուխով- Մեկ սա '.մտնային թեորեմի մասին նա խաւգա ւովու.- 
թյամր Համ ակարցերոլմ միավոր ժանրարեոնվաձոլթյան դեւցրո մ ...

1 Ա. Թա|ալյան— Համառես տարածությունների վրա տրված ինվարինտ յափերի մասինԴ. 2. ՄուրադյաՕ. Տ. է. Փփփպոօյան — Ոլցդանկյոսե ցանցի գագաթների մինիմայ Հա- 
մարակայումներ ■Ս Դ, ՌաֆայԼլյաե — վերքավոր ամի ամրոցք ֆունկցիաների մի դասի մասինէ. Մ. Պողոսյան—Կս մրինատոր նկարագրությունների մոտավոր դեկոդավորման և 
րարդութ յան գնահատման մասին • •■••«••Դ. 0. ^„ան-Վեկտսր-ֆունկցիաների տարաեութ յսլնում դիֆերենցիալ ոպերա- 
աորների փնքի սպեկտրալ Հատկությունների մասին ........................

II. 2. 2սւ|ծաննիսյան_ Մի դասի երկրորդ կարգի Հավասարումների յոկայ յուծեյիոլ - 
թյան և ՀիւգոԷյիւգտիկոլթյան մասին .......Վ. Պ. ՊԼարենկո. Կ Շիէմա — Ամրոցք կորերի մի դասի մասին ^«|. Թւսմասյան— Լակոլնաներր ն՛իւի օպերատորի սպեկտրում

3,. Ա. ԿարԼյան. Կ. Մ. ՄոսԼսյան- Կսդմնորոշված գրաֆի համիյտոնյան փակման թիվրԱ. Ս. Դասս] արյան— Բագմաչափ մատրիցաների կիրաոումր ր ա գման դամն երի հետա- 
ցոսւութ յան մեք •Ռ. Ա. Պուլոսյան— ՈՀ1>ր մակարդակով £4|Շ|Հ X Համակարգի ետ՚/թարային րնութա- 
*ԲՒ№րՒ 4—ին .......................Վ. II. •1|»»]Լնսկ|» — Բացասական պատասխան Ս. Ն, Բերնշտե յնի ւ արցին .Վ. Մ. Ն1ր1»1է>յա(,— քվ^.ոլմ երկյափ հարթությունների թույւաւորեյի կոմ պ յերսների 
դասակարցոս/ր .......................................Դ. Յօւ. ^ամանյաէ — Շ տոլրմ ^(իուվիյի Հավասարումր ւգարրերական սյոտենգիա/ովՒ. Դ. ԼաշաէորյաԼ ^Մի Հակադարձ խնդրի մասին . . . • •

1^. V. ։1ո։»ա]ԼԱԱ|ն — Բացասական կորութ յան չափերում "ք կոմւգակտ տի
րույթների իցոմետրիկ րնկցմեյիությոլնր £’  

II. Դ. 1ՒաֆայԼլյան — Ամրոցք ֆունկցիաների որո] սիսւոեմների րադիսոլթյան մասին 
1^. Դ. ճայ։ աԱ]ԼւՈ|ան—2իւգերրոյական սիստեմների Համար խւսոր խնդրի թ"լյյ Լ* — 

կոռեկտության մասին ........

I Զ- ԴԼ»|»ր<]յան — ^րո; է^^ի "I ինրնաՀամ այուձ սւդեր-» տորնե րի ֆոլնկցիլլնաչ մո-

1*. ^1' *(•*■ <|յ *»ն, Ա. շ. |ք|ս|||>ար յան^-հցակի մեձ ոչսիմետրիկ սխայներ ոլդցոդ 
կոդերի դաս .......................................Ռ. 2. Նազարյան-Որոշ ւգարց Լիի խմրերի վերւսւձսւթյոլններր

1^- I*- Պ|.արօ»յան — տարաձութ յան մեք ցտնվոդ իրական իմ աստով ոշ Լափոխվոդ 
.ենրով Վեյյի '.ասւոլկ րագմանիստների վրա հավասարաչափ մոտարկում րադմանդամներովԱ. 5... Շապերրսան — Ա. ք Շա հինյսէնի թեորեմների տիւդի դնм<հաւոականներ մերո- 
^"րֆ ֆունկցիաների սահմանային նվացեյՈլ համար .Վ, Վ. հարաֆյան, քլ Դ. հսյֆարյսւն — Դիֆուգիոն պրոցեսներ միքինացումով ե կոն- 
ցենտրացիսն այիցների տարաձոլմ • • « • * • • •

•I. Ա սԼսյաճ —ում երկյափ արթ *»լթ յոլննե րի թույլատրելի կոմ ւցյե րսների մի
դասի մասին ...........................................Դ. Կ. ^ււաԱիս^է- Որ դտսի ֆունկցիաների մի հատկության մասին 
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<1 <1, Մկրտ յան — երկրորդ կա1"Ժ ր*{ ~ 1Ւ1* ** 1Ւն ԿՒՊ*ՒՀ <ավասարսսէ-
ների Րնդհանրայվաե քու^յԼւր^ "/*"! Հաակոէթ/ոէնների մասին 292

2. II. 11։ւ։ ք իաա յան — Շրքանների պասրա դաշաերր Հաաոդ 4*ւ 7 Ւ ? ** Ր Ւ '1Ր ա աոա
յայսդ քարերի • ••*•... ??•'- •Տ. Աոսսփկյա('—ծ^4*> .1ք^|Ս|||^ •՞ի^Ւ նաիքասյաավու/2յամր Համ ակարդերո>մ 
Սէդասման մամ անակի րաէիման /^աքահայտ արաահա քտո> ք!/ո»նների մասին 301

I*. Ա. հսւրԱ»Ա|Լս» յան-Ա դեդա/ին դրաֆների ներկման մասին 30'

1րՍԿԱ1.1ՊԱ
II, II ԱսԱսւՆ րյտե — Տարամ*7*»«ք աոանձդականոէ  ̂յան աեսսւթյան վարիադիոն րս- 

կրդր^նքի մասին ................................................100
II, Դ. Խազարով-Մեկ ոեպոդիական մոդեքի մասին ..... 16?Մ. Վ. 1*ելո։|։ԼկյաՕ—.էքեկարա մ ադնիսական իմսքԱէքսի միքսրով աոաեդական ւս/ի քների 

դրդոմ ան մասին •••....... 219
1Ւ. |ք. ՝||» քԱ< կոՍյ ա է» — Աոաձդ ա֊ սքյասաիկակահ սալերի ճկվածքների ե քարորմների 

վերին գնահատականների մասին ......... 22Տ^Ն»ԱՈՂՍՐՒ ՄԵԱԱՆՒԿԱՌ. Պ. 1քա|»սքյս։ե— *եերնսա"1 րնա .Աէքերի կոմէդրեսիսն ի. ոն ավ Ոէ քէ/ան ՀսրՅսնի

ՀաՀվաէւԱլմսվ • • • • • • • 1ւՕ

*№^է . .-<*հհ ^* ք^-^էՏԼԴ. Մ. ։1Լղրակյա(*. Կ. 1է. Շահարասյան — Պրստսնների Հասանք ր նեյարսնային ասա- 
դ^րՒ «1Փ0»-^“*^»»«/ • • • ք ....«•••• 99Ա. Հ. ՄԼ|իքյան, II. Հ. 11ահակյան — 1Ւ եպանանսային Աքա յմ աններ *էմ ֆեներաքվաՅ եր- 
րսրդ հարմոնիկի իմպու/սների մամանակային կաոուքվաերր . ... 33Վ. ԿրիԺսւԼովսկի — Ռեզոնանսային ֆ/Ուսրեսքենքիան այյասերվաՅ մակարդակների
7հ“ ..........................................................................1։Ա. Դ. ՊԼւորոսյաէ. Գ. Հ. ՇիրիԼյաք., Ա. II. 1|ո<^ար>յան — >ա^ա.■.,<«,մահ է»/’ •ով/ա,- 
նԼր 1.11)0)--ձ1)Օյ Հա4ակար^ասք ........ 1'^

I. 2. 2ույքւա(;ք.|։ււյւսԼ —ս.^». յ/ւես<//<Լ Նւ<նա քարեր/։ ր/ք,,րե^ն1ր^ աձեր»,յր 
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