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3. А Кареян, К. М М ос сеян

Число гамильтонова замыкания орграфа

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамоным 10/ХП 1979)

Пусть /-=(-¥, С/)—произвольный конечный ориентированный граф4. 
Наименьшее число г(/. )^0 дуг. после добавления которых в 
полученном орграфе появляется гамильтонов орцикл, назовем числом 
гамильтонова замыкания орграфа Л. Это определение аналогично 
определению числа гамильтонова замыкания неориентированного 
графа, введенного в работе (*). где предлагается алгоритм нахождения 

г (Г) для произвольного дерева Т. В работе (’I дается алгоритм 
* • 

нахождения г (Н) в случае, если неориентированный граф Н имеет 
единственный никл или точку сочленения.

Через С(£) обозначим наименьшее число попарно непересе- 
кяющихся простых ориентированных цепей, покрывающих все вершины 
орграфа 4.

В работе (*) изучается величина с(Н) для неориентированного 

графа Н и указывается алгоритм нахождения с(Т) в случае, когда 
Т—дерево.

В настоящей статье описывается алгоритм, который для всякого 
ациклического орграфа 4 выделяет с(4) попарно непересекающнхся 
простых ориентированных цепей, покрывающих все вершины 4, и 
тем самым находит г(4).

Су граф Г' (Л՜, Г։) орграфа 4 = (А', и) называется ориентиро­
ванным лесом (орлесом) для 4 (см. (*)), если 7 не содержит орцик- 
лов и полустепень захода для каждой вершины х£Л в 7 не более 1.

• В настоя щен статье мы придерживаемся терминологии, принятой а книге (։). 
где можно найти все ие определяемые здесь понятия.



Опознании

0(1.) = ш1п(о(Г)|,

где 0(7') количество тупиковых (висячих) вершин орлеса Т и минимум 
берется по всевозможным орлесам орграфа 7.

Очевидно для любого ациклического орграфа /. имеет место
Лемма I. г(£) = с(£) — о(£).
Пусть £ = (А',77) —произвольный конечный орграф, не содержащий 

ориентированных циклов (ациклический орграф). Определим разбиение 
множества его вершин X на подмножества Хс, Х1........\'Р, где р О
следующим образом ((։),стр. 370 или (*)):

.V,—множество тупиковых вершин орграфа Ь, а Л*в—множество 

тупиковых вершин подграфа ЦХ\| Л\) ориентированного графа 

7. — (Л, (У), при
Очевидно при любом /£{0, р] подграф ЦХ։) не содержит дуг. и 

следовательно, при 7£(0, />—1) подграф £.( = 7.(Л/иЛ(+|)—двудольный 
ОРГР3Ф- -- ЖН |

Описание алгоритма. Пусть 7. = (Л,77)—произвольный ко­
нечный ориентированный граф.

1 . Разбить множество вершин .V на подмножества Ло, Аи........\’Р.
2 . Для каждого |0, р—1| найти некоторое паросочетание 

11, подграфа 7.( и образовать

11=Р0։11/ = (Г. IV). 
ь о

3 . Л0': = {л^А'/-(аг^Л((л.г)еи/))|.
4 . Если Л'+՝՝Л'о = 0, то выделить орграф //—(Л, ЦУ) и алго­

ритм считать завершенным.
5 .Если Л,;''■Ло - -0, то выбрать произвольную вершину у£Х* Хо 

и перейти к следующему шагу.
6°. Л֊:в|дг€Л'/-(З^Л((?.хК»'))|. ’ •
7 . Если Г(у)Г)(Л~ = 0, то перейти к шагу 11.
8 . Если Г(у)ПА'о 0, то выбрать произвольную вершину 

х£Г(у) Л՜՜, выбрать некоторую цепь С(у..с) нечетной длины 2/4-1, 

где / 0, состоящую поочередно из дуг С(у, х. и IV), принадлежащих 
77 IV. и при I 0 из дуг с(у.х, IV). принадлежащих IV.

9е. IV: (IV С(у.х. Ц7))иС(у.х.77'՝ IV).
10 . Лс+: = Л+^|у) и перейти к шагу 4".
И . Л:֊ Г(у):1^Г(уД(х, IV)!. Г(2): - Г(Х) (ХЩу ).
12°. Если 1'(Л) 1՝(у)=0, го Л*: = Л0 |у|, и перейти к шагу 4 . 
13 . Если Г(Х) \Г(у) > 0, то Г(у): = Г(Х) и перейти к шагу 7՜. 
Этим завершается описание алгоритма.
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1ак как орграф £ конечный, легко заметить, что после ко­
нечного числа шагов мощность множества А* уменьшится. 
В конце концов будет выполняться условие шага 4“ и алгоритм 
завершит свою работу.

Легко заметить, что трудоемкость описанного алгоритма о(л’1, 
где п количество вершин рассматриваемого орграфа. .

Пусть Н (Л', II/) получен из орграфа /. после применения над
*

ним описанного алгоритма. Через А„ обозначим множество тупиковых 
вершин орграфа Н.

Замечание 1. Из описанного алгоритма легко заметить, что 
всякая нетривиальная компонента орграфа /У = (Л', IV)—простая 
ориентированная цепь, г. е. Н — орлее оргра |>а £. Докажем, что имеет 
место следующая

Лемма 2. о(£) «
Пусть Т— (X, У) —некоторым орлее ориентированного графа £. 

Л'0(Т) —множество тупиковых вершин и |Л'п(Т)^о(£).

По замечанию 1, |А'0( 7՝)|^|Л'0|. Остается показать, что имеет 
место неравенство

|А’0(7՝)|>|Л0|. (•)

Определим функцию <?, отображающую множество Х„ в множество 
Х0(Т) следующим образом:

а) Пусть х£А^Г]А'0(7').
Будем полагать ?(х) = х.

б) Пусть х£Х^ХД7).
Ясно, что х— вершина, удаленная (в ходе работы алгоритма) из 

А'^ при шаге 12 . Очевидно существуют дуги (л = Л|.у|)£1/МГ и 
(лЛ У1К1Г V. Если при I 2 х,£Х0(Т). то полагаем <р(х) = х,. Пусть 
х£Х9(Т). Тогда выберем дуги (х„ у()^Их IV и (х,,|, У<)£^ V и т. 
д. Если / 2—наименьшее число, для которого х^Л'ДГ). то положим 

?(д՜) - = X/. Таким образом отображение е определено для всех л£А'о.

Покажем, что при х',х“£Х0 и х' -»х" имеет место ?(х')->• ?(х").

Действительно, при х'^А0ПА0(Г) или х^ЛвП Л"0<Г> утверж- 

денне очевидно. В случае х'.хн€Х0՝ Х0(Т), х' г х и ?(.<■') = 
= л'( = л-; = <р(х"| в IV' найдутся дуги (х',у,_։) и (х’.у ։), что про­
тиворечит замечанию I. Этим доказывается неравенство (•), я значит 
и лемма.

Теорема, Описанный выше алгоритм во всяком ациклическом 
орграфе £ выОеляет с(1) попарно непересекающихся простых 
ориентированных цепей, покрывающих все вершины £.
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Действительно, достаточно воспользоваться леммами 1 и 2.
3 а м е ч а н и е 2, С помощью приведенного алгоритма можно 

решить задачу минимизации числа параллельно идущих вдоль канала 
магистралей, возникающую при автоматизации проектирования' элек­
тронных схем.

Авторы выражают глубокую благодарность Каталин Пастер, 
обратившей их внимание на эту задачу.
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МАТЕМАТИКА

А Г. Глспаряи

Приложение многомерных матриц к исследованию многочленов 

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р. Л Александряном 14/ХП 1979)

В настоящей заметке применяется .многомерно матричный подход 
К исследованию корней алгебраических многочленов Рассмотрены 
многомерные матрицы, определенным образом составленные из коэф­
фициентов многочленов, и порождаемые ими детерминанты применены 
к вопросам о кратностях и о лежализацин корней Попутно установле­
ны неравенства, являющиеся многомерным аналогом неравенства Нью­
тона с взвешенными элементарными симметрическими функциями, а 
также получены некоторые необходимые условия знакоопределенности 
и знакопостоянства однородных форм высшн.х степенен.

Вопрос о существовании корня заданной кратности был рассмот­
рен еще Д. Гильбертом в терминах инвариантных многочленов (') 
(более общин результат в том же направлении содержится в (*)).

Для детерминантов рассматриваемых матриц получены выраже­
ния, позволяющие указать нижние границы для максимума модуля 
корней и максимума модуля разности корней многочленов, а также 
верхние границы для минимумов этих величин. Оценки верхних гра­
ниц максимумов и нижних границ минимумов указанных величин .хо­
рошо известны (см., например, монографию (3)).

в ՛'. 1, Г и п е р л е т е р м и и а и т ы многочленов
Каждому многочлену «-ой степени надполем комплексных чисел 

" /л \= «г" ' ((|0 - 0) поставим в соответовне систему ՛.%)
7л>\ / /

(/? 2.......п) многомерных матриц ('), определяемую следующим
образом: Ар • |го։ . 4/г|. . >р - а<։+ ... .^ = °. 0. Для гнпер-
дегермннантов матриц Ар наедем обозначение А,.

Теорема 1. 1)ля гилердетерминантов соответствующих 

алгебраическому многочлену я(г) = V ( 1а4г"-'. справедливы еле- 

дующие формулы предет ;вления;
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где суммы берутся по таким всевозможным размещениям (без 
повторений) из чисел 1....... п по индексам 1՝ , ,{։1 (соответствен­
но по индексам ։„... ,/։»♦։), что порядок расположения скобок 
и индексов в самих скобках несуществен.

Следствие 1. Если многочлен а(г) л-ой степени («^>1) обла-

дает корнем кратности т. причем т> л 4- 1
то имеет место

2
ряд равенств:

A;,», ш + н =0; i 0;...; А, = 0.

п
Следствие 2. Если все корни многочлена a(z) = aoll(z — z,)

I
вещественны (и0 7- 0 и также вещественно), то ( — 1)’Д։/^0, /

л
2

Следствие 3 (признак существования комплексных корней). 
Если а(г) — многочлен л-ой степени с действительными коэффициен-

тами и при каком-либо / = 1 л
2

выполняется неравенство

(— 1 )‘Ьц <^(), то многочлен имеет комплексные корни.
Следствие 4. Пусть л(г) = а0 г* 4֊ 4а։ г* 4֊ 6а։ г* 4- 4а։ г 4- — 

многочлен с действительными коэффициентами. Тогда, если Д4<^0. 
то многочлен имеет ровно два действительных и два комплексны՝: 
взаимно-сопряженных корня.

и . 2. Максимальная кратность корней.
Предложение 1. Пусть все корни и коэффициенты много-

члена п(х) = действительны.

Многочлен <1(л) имеет корень максимальной кратности т

j ) в том и только в том случае, если выполняются

условия: (— I)"-* Для „>>0; А+и 0.
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Следствие. В условиях предложения 1 максимальная крат­

ность корней многочлена и(.с) равна гп ( т > п -4- 1
2

томв и

только в том случае, если выполняются условия:

( при любом ~ т и

= 0 при любом п — т 1

* / л\Если задан многочлен а(х)=^' ( 1

п

2 Г
с действительными

коэффициентами, о котором заранее известно, что все его корни 
действительны, то можно вычислить максимальную кратность его 
корней. Предложение 1 и следствие из него позволяют дать следу­
ющий алгоритм для решения такой задачи:

0-й шаг. Вычислить Ацл/3| Если АЧ(,/։1 =0. то имеет место це­
почка соотношений

Д}| =0 при всех п — т < н (-1)—Л».-ж»>0,

из которой определяется т-макснмальная кратность. Если же (— 1||яЛг1 
ХАг(л/ч >0, перейти к следующему шагу.

т-й шаг (/>0). Применить 0-й шаг к многочлену а((х)-Н0Д 
многочлена а/֊։(х) и его производной (полагаем <т0(.г) = а(х)). Если 
при зтом выяснится максимум кратности корней многочлена а,(х). 
равный некоторому т1։ то т = т, /. В противном случае перейти 
к 14֊ 1-му шагу.

В последовательности шагов есть некоторый последний й-й, на 
котором либо непосредственно выясняется искомый максимум т = 
= /яй4֊й, либо <ь(л) Е и тогда ли - 0. и, следовательно. т = Ь.

п . 3. Неравенства с взвешенными элементарными 
симметрическими функциями.

Пусть .г,£/?(/=!.......л» и .....1)-взвешенные элементар­

ные симметрические функции чисел xi.pt— ( ) £_с ,
I

Известны классические неравенства Ньютона

\Р՛ -+/!«։ 0 (/. )=0,1 ; О г < п — г) (2)

Неравенства (2) являются частным случаем более общего утверждения.
Теорема 2. Оля произвольных л։.......х.£К и фиксированных

- у)«5 /< 0 г пI и г и неет нест о нераленстло՝.
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(3)(-D'|P ± ■ |> 0. (/,. .... ia = o, I).
r + «i t-... + G/

и .4. Необходимые условии знакоопределенности 
форм.

Рассмотрим однородную симметрическую форму 4-оЛ степени 
двух гействнтельных переменных, с действительными коэффициентами 
<։(о.З) v( *)«,։*՛?՛. Гипердетерминант 4-мерной матрицы 2-го 

порядка Л = >։*, к, о. ». (Л։, k։. k3, $4 = 0,l), называемой матрицей
формы <!(։. Э). равен: |Л| = aoai — 4</։а։ -|- За’.

Теорема 3. Гипердетерминант формы <։(։, 3)=v ( 1 'jo,։1 '3' 
ДМ / 

положителен. если форма знакоопределенная, и неотрицателен, 
если она знакопостоянная, ■■1 Ш

Более обще, рассмотрим однородную симметрическую форму 
l oft степени п действительных переменных, с действительными 
коэффициентами: \

Л
а(л, .......v„) = vutJ„ х,xt.vj.

Детерминант той или иной сигнатуры минорной матрицы данной 
матрицы .4 принято называть минором коснгнатурного детерминанта 
матрицы Л (•).

Теорема 4. Если однорооная симметрическая форма 4-ой 
>тепени действительных переменных с действительными коэффи­
циентами такоопреоеленная (знакопостоянная), то все главные 
миноры 2-го порядка гипердетерминанта ее матрицы положитель­
ны (соответственно неотрицательны).

Замечание. Утверждения, аналогичные теоремам 3 и 4. 
несправедливы для однородных форм степени к 2(27-4-1) (/> 1). 
Достаточно рассмотреть следующие лье бинарные формы:

Q,u.y)=(^+ /)и+’;
2/ + >

Qj(a՜. у) = п |у —(а* м)х] |у — (а* — ։/)л|,

где аД/?.а, ?֊ а) при / /. в >О—достаточно малое число. Обе они
положительно определенные формы, хотя их гипердетерминанты—от­
личные от нуля числа противоположных знаков.

п . 5. Детерминанты пары многочленов.
Пусть даны два многочлена л-ой степени над полем комплексных 

чисел:

аГ0)(л) V ( " ^(/(<>) хп i у (" J(/in хп ' .

Составим из их коэффициентов 
........... —

п Д 1-мерную матрицу Л(а(0’,а(|у)
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Рассмотрим детерминанты наиннэшего и наивысшего родов (пер­

манент | .4(«։% «•’»)! н гиперлегерминант |а<։») |) матрицы

.1 е м м а. Имеет чес то следующая формула преостанления

| Д(а։°>, а'։>) | = ——- рег^Ч*!'^. (4)
и!

Следствие. Для гипердетерминанта матрицы Л(а։0>, спра­
ведлива следующая формула;

|о<»)| => Jfsi±a—perpri0’-х<111 
я* !•

л /Я \ п /П \Теорема 5. Пусть а(х) = V/ ] а,хя՜'и Ь(у) V/ 1£,у’

многочлены над С, х°—р-кратный корень многочлена й(л) и <■ 
кратный корень многочлена Ь(у).

Тогда имеет место неравенство в каждом из следую­
щих случаев:

/Я \1) х° = у V( 1Н . W
\ z /

п / п \2) д-у=1 V (-1)0 ) ihbt 0;
1-0 \ 1

— п /// \ —
3) л° /; )аА,-< 0;

I-CI \ I /

4) л('7—1; V (֊1р/Л
• - о X 1 /

5) .e>=-yft; V \aibn ։у 0; 
о \ » /

6) .тОу»=֊1; v ( " ] а,Ь. -0;
“и \ I /

7) л V (”
/-о X /

Следствие. Пусть а(л) = V\-многочлен над С, 
/-о\ / /

п
а-ето корень кратности ц. Тогда выполняется неравенство — 

во всех перечисленных ниже случаях.
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1) а—любое комплексное число, // четно.

/-о \ i /
л /Л X —

2) 2-любое действительное число и V( |)ц ։а,ая<^0;
i-9 \ i /

3)|o|=l: v (_|у(я\|а,|«^О; .
Го \ < /

п /п \4) 1 = + 1; v (— I )՛ ( ) а! =г0;
i-o \ • /

5) Rea=0; V ("\а<а„.
“ \ i /

п . 6. Локализация корней многочленов. 
\ " /л \

Пусть гп—корни многочлена а(г)= V / р/г"՜'. Вве-

дем следующие обозначения:
D<»>= max 

i«. /<«-»
max

где Z**»..................... — корни
а»։

этом a'°’(z)^4J(z)).

</<*»= mln

r(t> ■= mln I*4*’!.

Ar-ой производной многочлена «(г) (при

Исходя нз формул (1) и (Г) для гипердетермннантов можно
получить некоторые оценки нижних границ для £)<*) и и верх­
них границ для </<4> и г<*>. Так, например, формула (1) прнменитель-
но к многочлену приводит к следующим оценкам длн /7*> и

(51

(6)

где А л —гиперлетерминанты многочлена </(*), дискриминант 
многочлена (<։’„•') *а(М(г).
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В частности, полагая в (5) и (6) Л = 0, получаем соответствую­
щие оценки для О и <1.

С помощью формулы (Г) выявляется следующая снизь между 
величинами /?<*' и Р։*(:

/?*’ Р<м*' (7)

п — к
2

Рассмотрим матрицы более общего вила по сравнению с матри­
цами .4,: ՛

Аг.р = Ваг+ц+ ,, (^։, • • •, 1); О^г<л —2, р = 2, . . ,, п—2).

Гнпердетермннанты матриц А,.р обозначим через Д,г. В част­
ности, 

Замечая, что

и применяя формулы (•) и (Г) к многочлену՛ приходим к
другим соотношениям, связывающим /?<и и Р‘։:

(8)

Зная верхнюю границу для какой-либо из величин Н'к' и Р՛*’. 
с помощью (7), (8) и (8') можно получить соответствующие нижние 
границы для другой. Например, если 41 —верхняя граница для О 
(некоторые оценки см. в (’)), то из (7) следует оценка для /?:

(9)
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и обратно, если / —верхняя граница для 
также см. в (։)), то

/? (оценки угой величины

(Ю)

Применяя формулу (1) к многочлену (г), приходим к следую­
щему неравенству: 1 Ч

1(ացմաշափ մատրիցաների կիրաւււււմյւ ршցմանցա մնեւ ի (ւԼսւացււտուрյան մեէ

Դիտարկված են բազմանդամների րյ ո րծ ա կի ցն ե ր ի ց կազմված րաղմ աչափ 
մ ատրի ցան երւ Այդ մատրիցաների ղետերմ ինանտների Համար ստացված են 
բանաձևեր ե ցույց են տրված ա յ ց րան աձևերի տարրեր կիրաոութ յուններր 
րա ղմ տՆ քյառների արմատների րա ւրք ա սյ ա ա ի կութ յան ր կ յո կ տ յ ից տ ց ի ա յ ին վե­
րաբերվող • արցերոէմ է

եւխէսվոր մինորների տերմ իններով ծետկերսր^տծ են 4-րդ աստիճանի »սւ • 
մէսսեո ձևերի նչանա-^ որոշակիոէԲւան անՀրաժեչտ սյտ յմաններրւ աղ մա չավ»

г(*1< Щ|П

Заменяя в (11) /)’** на Л!<*>, где ЛГМ верхняя граница для Л)'*1, мож­
но получить соответствующую верхнюю границу для г<*>.

Пусть а(х) и Л(у) — многочлены л-ой степени над С. X/—корни 
первого и у, корни второго многочлена Н’-1, . . л). Введем обоз­
начения:

Г)(и. Ь) шах |х, у |, <1{а, Ь) пнп|х, —у/|.

Из (4’1 получаются следующие оценки для этих величин:

О(а, Ь}^ |Л(ц. А)|

մ(ս. ծ)< ч„Ь0К(а, Ь] 
|Л(а, й)|

(12)

(13)

где К(а, Ь) - комутант многочленов а~՝а(х) и л).

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

н и. шшт
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1 Г). НИЬеН, Ма1Ь. Апла1еп, 42. 313—373 (1893). > Дж Хаджиев, Вестник МГУ. 
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! Л՜ Минк. Обзор ПО ։< «»рнн матрн.1 я МЯ1 ш! неравенств. «Наука». М 1972 • Н П.

Соколов. Введение в теорию многомерных матриц. «Паукова думка». Киев. 197?
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МАТЕМАТИКА

А, К. Погосян

О послеотказовых характеристиках системы £՜*|01րխօ 
с уровнем п^г

^редстамено чл.-ьорр АН Армянской ССР Р Р Варш.1мовым 19/Х11 19791

Рассматривается л-канальная система массового обслуживания с 
ожиданием. Входящий поток —поток восстановления специальной 
структуры. Промежутки между соседними поступлениями вызовов 
одинаково распределены, представимы в виде суммы * независимых 
показательно распределенных случайных величин, у /-ой (/=1,£) из 
которых параметр равен

Длительности обслуживания вызовов независимы в совокупности, 
не зависят от процесса поступлении и имеют функцию распределения 
В(Г), 5(4 0) = 0.

Первые п-г места для ожидания образуют первый՜ бункер. 
Состояния системы—число вызовов в системе, которые по числу вы­
зовов перенумерованы числами 0, 1, 2,'....

Переполнение первого бункера, т. е. переход из состояния п в 
п |-1 (л-+п-[-1), называется отказом системы, обратный переход 
(л 1—л) —восстановлением. .Моменты отказов и восстановлений сис­
темы отдельно друг от друга перенумерованы последовательно чис­
лами 0. I, 2. 3.......

Процесс состояний системы как функция времени —регенериру­
ющий. .Моменты регенерации моменты начал периодов занятости, т. 
е. моменты переходов О—1. Период регенерации —промежуток между 
соседними моментами регенерации. з

Введем в рассмотрение события: , , , >' ,/’
А (на отдельно взятом периоде регенерации произошел отказ 

системы); * Л
Д — (на отдельно взятом периоде регенерации осуществилась 

следующая цепочка последовательных переходов 1 —2—... —л - «л ] 1 и 
после первого отказа до конца данного периода регенерации нс на­
блюдалось поступление вызовов). ". <‘ч

Введем в рассмотрение случайные величины:
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*֊ число отказов за период регенерации, за который наблюдался 
отказ системы;

I)֊ время с момента т-го отказа до т-го восстановления .
тж(т > 0) —время с момента /п-го восстановления до (от 1)-го 

отказа;
т|<п(т> I) —время с 

периода регенерации.
Пусть 1. Г>0)

момента т-го отказа до конца текущего

/. *= V / 1; \ == ГЬ, =
Ей ь ।

р'</ад; в<о = 1 Ви),

V

/
гя>гл_։>_.^,>д,-0

(Л, - Х<-| 
(*-П!

)<**»
....

<?—вероятность отказа системы на отдельно взятом периоде регенерации. 
Основные результаты сообщения формулируются в теоремах 1 -5. 
Теорема 1. Пусть при фиксированных п, г и к

/. — о / 0-
Тома

Р\> /•«>*! е~*(х 0)

равномерно по номеру т. 
Пусть

заметим, что

Теорема 2. /У

1)։
Т(0).

условиях теоремы I

Пх) 
՝ T(Q)

равномерно по номеру т.
Теорема 3. Если /—«Он 3«» • /?*«>»-։ '՝՝■' > (Р^П.

1(!С М—знак математического ожидания.
Теорема 4. Я условиях теоремы 1

Л1 - Л1 т0 ~ (Ч) 1

то

равномерно по т (т - I).
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Теорема 5 В условиях теоремы 3

р
ЦО),

■Ж--. х՞֊' Т(х}с/х

равномерно по т(т > 1).
При доказательстве основных результатов существенно используются 
следующие вспомогательные утверждении

Лемма 1. В условиях теоремы I Р{ А) Р\ /)>.
Ле м м а 2. В условиях теоремы 1 ЛЬ — I.

Автор выражает благодарность А. Д. Соловьеву и Э. А. Даниеляну 
постановку задач н помощь в процессе выполнения работы.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР и
Ереванского государственного университета
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МАТЕМАТИКА

В С. Виленский

!
 Отрицательный ответ на один вопрос С. Н. Беришгейна

(Представлено академиком АН Армянском ССР М ДО ДжрбашяиоЬ 3/1 I9H0)

1. В последние годы многочлены Бернштейна (’)
&,(/;*)-  <су(|-л)-». Г£С|О. 1| (I)

• Гакла система называется 1>*-баэмсом дли (жж) Достаточные ус­
ловия существования О*-базнса ткаэаны а (’) (см также (•)) и (•). Если и9 Լ то 

я 
нормирующим условия Տ I О’-бдлис определяется одиодндчн .

*-о
были предметом многочисленных обобщении н исследовании. Может 

I быть, интерес к этой теме отчасти объясняется тем. что многочлены 
Бернштейна являюпя простейшим примером линейных положитель­
ных операторов, теория которых развивается с начала пятидесятых 

г годоп (см. (։) и (’)). Кроме того, многочлены Бернштейна и их 
I обобщения играют определенную роль в проблеме моментов (см. 
I (4 •)). а также встреча*  К я во мвогмх Других вопросах теории 
| функций.
■ В частной беседе со мной в 1948 г. С. II Бернштейн, ссылаясь 
I н.т теоретико-вероятностную интуицию, поставил следующий в. трос, 
[ k.ic:։*> iiuii»ch возможного обобщения многочленом ('). Пусть
I полная в пространстве С[0.11 система Маркова такая, что при любом 
I л по системе можно построить линейно независимую снсте-

I му многочленов а довлетворяющую условиям*

0. lim ——ձ-------“О,
*-“•>«» I (x)

(2)

Нельзя ли утверждать, что существуют такие точки -я*С|0,  1|. что 
для любой/€С|0,1| последовательность многочленов

Ля(Ах)=1 /('.о )>.*(.<)  (3) 

.ч».
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равномерно сходится к /? С. Н. Бернштейн допускал, что в качестве 
*.яц можно выбрать точки, н которых функции ф.» достигают макси­
мумов

Многочлены типа (3) для системы |х* ։1п’*д'|  были впервые 
построены в классической работе Хаусдорфа*  (♦); тридцать лет спус­
тя они были переоткрыты в (։0) и (”) (см. также (։։), где иссле­
дование проведено методами теории вероятностей). Для системы 
рациональных дробей

|1. (х-хв< ля(€Е\|0, 1| (4)

с фиксированной матрицей полюсов (хя() конструкция дана в заметках 
автора (’♦). (н).

Казалось, результаты всех этих работ были в пользу гипотезы 
С. Н. Бернштейна. Впрочем, теоремы о равномерной сходимости 
Л«/ к / в них доказывались при ограничениях более жестких, чем 
требования, обеспечивающие полноту системы. Так для системы 
{х**1п'*х|,  кроме условия ^а->воо, которое является необходимым 
и достаточным для ее полноты, предполагалось дополнительно, 
что Нта« = тх,. \

Следуя ('♦). для системы (4) обозначим через р,։ расстояние от 
хя։ до отрезка |0, 1|; многочлены типа (3) при специальном выборе 
точек 1ям '•>» обозначим через В,/. В (м) доказано, что условие 

Чп։ 9>ч ) ։=<х>
л о /• I

(5>

достаточно, чтобы

V /£С|0, 11 Пш[Вя/ — /|ср.ц = О. (6)

Между тем, условие, необходимое и достаточное для полно­
ты системы (4) н пространстве С|0. 11, дается равенством

Л
Нт V гЛ- ои 
л -«>

(7)

(см. (‘ ). Дополнение 16). Можно было предположить, что не вполне 
удачно выбраны точки *. я»ах.к или что оценка \В„ (—Д допускает 
улучшение. Однако анализ конструкции привел к противоположному 
заключению: условие (5) является не только достаточным, но и 
необходимым для выполнения (6), и более того, никакой другой 
выбор точек ՛.„» не мижет ослабить условия (5). Таким образом, мы 
получаем отрицательный ответ ня поставленный С. И. Бернштейном 
вопрос. Но системе, удовлетворяющей условию (7) и не удовлетворя­
ющей условию (5), нельзя построить аппроксимирующие многочлены 
вида (3). ՝ р
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2. Положим: л£|0. I]: “(/. '«) модуль непрерывности /£С|о. 1|; 
я я

Р„(л) - П|х֊хя/|=» V -х)—‘ ,

/>,».(-*)  = «л»*  Г(1 х)я*Р,(х)

Все ия*,>0,  так как |х — хя(|— х|1— хя(| -|- |хя(|(| — х). Функции ря^ 

I удовлетворяют условию (2) и ՝>я4(х) = 1, так что |Р„*};  является 

копированным О*-базисом  системы (4). Если положить Ля,(х) = 
I х( I —хя/)(х —хя, )՜’, то мы видим, что р,» порождаются производн-
| шей функцией

| *, У) П(Л,|(х)у 1 Л„, (х)) ^>я»(д)у*. (8)
1*1 1*о

■ Точки •я»€10. Ч определяются раненствамн

Е 4>я(х) - л-1* йя|(х); = .......л), (9>
1*1

что возможно, так как Л’я/(х) >0. и строго возрастает. Заметим, 
что определение 'я* формулами (9) соответствует предположению С. 
Н. Бернштейна, так как

Положим далее 
Я

«Я*-Х  ₽"•(1 + ₽■*  I I

В"(/. -^) =

Щл) =- £ ('ч* - х),р„»(х), =* р%՛.
>-0

Кроме того, пусть О ։м)<^«м <...<։« = I, ,~прои (вольная мат­
рица,

Ав(/,л) = Г/(Ь*̂.1.(лк

(Е«» — хУря»(х), Зй-Ф4- 
к- <

В (м) доказано, что (/,< 3„ ։. Благодаря неравенству Поповнчну, 
для любой /£С|0, 1| имеем
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а это и означает, что условие (5) влечет (6). Мы покажем теперь, 
что из (6) следует (5). Но в действительности, обратное утверждеши- 
не записи г от специального выбора точек А именно, если

1| Нт Ня/— /1 = 0, (Ю)
л .г

то — -ч֊ Как известно (см.(։։)), условие (10) эквивалентно условию

НтЗ„=«0. (11)

Это легко видеть: (10) следует из (11) благодаря неравенству

И-/-Л 2-(/.’’Л (12)

а (11) из (10) вытекает из соотношений

д-1>) / Ц»^п*(х) х*  ) — 2х( ^п;,^я*( а-)—л-

Ч < |£,(/։.х) - х«| + 28Лл(/, л) -4 

Теорема. Справедливо неравенство

В частности, для операторов В„ / имеем двустороннюю оценку

——е՜1»- .
16

Допустим, что хя1 <0 при и что хп, >1 при />г. Учитывая 
(8), можем написать

Ля։ (х) .. Ая,(х)(I — ЛЯ։ г• (1 — Ачл(а’)).

При I ֊5 г имеем = |х</|э

— 1 — 1 I 1 ря/ | . п 1 _ 3 .
х 1 4՜ Рл< 1 ; 4 4

при />г имеем ря/ = х^ — 1,

- -----1-------•! -А_ I +3 ±И------ , _2_.
1 — А„, (л) 1 — х 1 -|֊ря/ 1 4-рй| 4 4

Применяя неравенство 14֊/<^с’, находим 

рп,(х)^е~ип при ——
4 4

Выбирая точку т, по условиям

R «г — т.| = —, — ъ
4 4 4

мы получаем окончательно
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16

Что касается неравенства ''Я>>1 4л*,  то это простое утверждение 
общего характера, которое никак не связано со структурой р„^ а 
справедливо при любых р„к таких, что ряя(х) 5»0, 2£ря*(х)  = 1.

Л е м и а. Справедлив^ неравенства

----- < тах6м Ея., _А < 2?‘Г*  
Л------------------------------------- 1 п

Первое из этих неравенств очевидно, так как ^ДЕЯ< = 1. Обоз­
начая 1Лр„ 1 = |/:|/(х,) —/(х։))< М|х։ х,|. х,. х^|0,1| . Ест 
/£Ырч1, имеем

Положим

[£,(/. л) /(х)|Л)1 |ЕЯ* ֊х|//,»(х) < ЛЕИ*.
*-о

О при х£|0, ь. k 11 |ЕЯ*.  11. 
р-'(х — Ея. * ։) прих^Вл.» । .'1՝ 

X) при х£|>, Ел*).

Так как /.„/, = О./я^Ыр(|.,1, то имеем

!=/■(>) ֊-= Кл/л-ЛКи֊1*1’.

и теорема полностью доказана
I Замечав, что «о(/я. !•) ш(/я. I. Т>!‘. мы можем написать

I Ш(Л, Ч₽) -»КЯ Л — /л},

что позволяет дополнить неравенство (12) неравенством
I sup |£л/-/| .

/tcio.il ■ ■" ;.7,т~
I «*(/,4  )

[ В частности, имеем 

sup f /1г7Г**  1- 
HCTo.il «(/, d'„fJ)

Для классических многочленов Бернштейна (1) это неравенство 
известно.

.'IriiihiipajCKiiA госу 1йрс1венныА 
nr laroririccKiift институт 
им А И Герисна
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ч. о ЧНН>Ы1Ы>

PiuguiuiulpuG ii|шinши|ишЕ II. и. НЬгЕмпЬ|Е|1 Г>шг<||1Е

I (4) ufiuuiLdpt finl^nt{ ш!р{,,, tf (

>bni»i{"pnt [4[т Ър X/tf-fa |0, l|i Я<ум,?г»< yt/ni if (. пр ьрь рш»(шршр1[и1 if (

(7 ) nfWIif иЛ/р . piVjq ifi р iUijAupnipifm J (5)-p.wufw 
ОауДftuiuinp\jL pfi ‘•uittipipuljuAjni fd рпЪр \ [t Ifuifinq

/£C|0, 1|.

/• bрЪ •mL fltjf l/l b^b
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т. 541 (1972). Современный анализ и геометрия, об. трудов ЛГПИ нм А. И Герце­
на. 1972. • В С. Баденский Изв АН Арм ССР. Математика, т 11. № 4 (1976) 
1 А. О Гельфонд. Избр. труды, <Науха». М. 1973. 11 / /. Hirschman, D, V, \X tddert 
Duke Math. Journ . v. 16( 1949)։1 Af. Arato, A, Rvnyl. Acla math. Acad Sc. Hung, v 8(1957). 
13 В С. Виденский, Лит матем. сб, т. 19. № I 1979 u В С, Нищенский. Изв АН 
ЬССР, сер физ.-мат. .V 1. 1979. ,s Н. И Ахиезер, Лекции по теории аппроксимации, 
«Наука», М, 1965 • ՛ >
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МАТЕМАТИКА
В А, Нерсесян

Классификации допустимых комплексов двумерных плоскостей в /?' 

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР Р А Александрином 17 1 19В0|

1. Пусть Кп есть либо пространство /?" либо пространство С”; 
/7»,я—многообразие всех ориентированных А-мерных плоскостей в 
Л՜"; 5—пространство бесконечно дифференцируемых функций в Л?, 
быстро убывающих вместе с производными до порядка п — I вклю­

чительно. Пусть р£А'՞ и /(•$, а ?(Л) = где Л£//*>(,. В работе
л

(’) П. М. Гельфанд, М. И. Граев поставили новую задачу интеграль­
ной геометрии: восстановить /(<?) по ограничению ?(А) на некотором
подмногообразии размерности п. Такне подмногообразия они 
назвали допустимыми комплексами Там же описаны все допустимые 
комплексы прямых .общего положения* в С". Полное описание допу­
стимых комплексов прямых в Сп дано К. Майусом (*), (■*). В нашей ра­
боте рассматриваются допустимые комплексы (в том же смысле! дву­
мерных плоскостей в /?' и дается их геометрическая классификация.

2. В дальнейшем

/,/»1,л; я,? = 5,«; о.А = I, 2:

К каждой плоскости п присоединим семейство ортонормнрованных 
реперов (Л1; е։} так, чтобы векторы еи лежали в А. Уравнения ин­
финитезимального перемещении репера примут вид

(/.И = <и։‘еи, (1е.\ = гА». - е,. (1)

Главными на этом расслоении реперов -*Н2.Я являются формы

«I3, ш‘, ш', «Հ, ш«, ш*. (2)

Определение 1. Подмногообразие А С Н2 „ размерности п 
называется комплексом двумерных плоскостей н /?", если через 
каждую точку проходит хотя бы одна плоскость Л£А.
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Определение 2. Пусть А'С Н.„ комплекс двумерных плос­
костей в Ц*\ Кц четырех мерный конус, образованный двумерными 
плоскостями, проходящими через точку (?£/?": ~(<2; Л) —касательная 
плоскость к конусу Ад, проходящая через Ь^Кс/. Комплекс К назы­
вается допустимым, если для почти всех 

определена и зависит только от 
определения см. в (’ — *)).

Пусть комплекс К допустим. В силу
(2) индуцируют на А' некоторые формы.
прежние обозначения. Предположим, что 
независимыми являются <•»*, и»*, «*, иг’, «»*.

и Л£Ад плоскость 
Л (другие эквивалентные

вложения Л՜ •• формы 
для которых мы сохраним 
среди форм из (2) линейно 
Тогда

= Л*1Э ш’ + А |'<“,4 4- т 4֊ Л «<•><; (3}

*>’ — Я՝Лм»’ ֊ Л^ш* Л^»’ 4֊ 4- Л”<<, (4)

՝н:=4:<«։ *:Н+л;>;. (5>
Зафиксируем плоскость й£Ад, точку Ц и представим Ц в виде 

= 4-л"е„. Так как (/С? —О, то «* ֊' (1х" 4- х*и>" =0,

и»3 4 хс«»3 = 0, ш4 4- -сваИ =0. “>’4՜ •**“*„ (6)

Теперь возьмем произвольную точку Р£й и представим се в виде 
Р=Л1 у°еа. Выделим к расслоении Р(р') ֊+ Нг л подрасслоение ре­
перов так, чтобы е?в_.й, а ел с ~<Р,А>. Так как </Р£-(р;й), то «л 4֊ 

у"ш*=0 для любой точки Руй с учетом (6) или ш* = ю*=0 в си­
лу соотношений (0). По определению допустимого комплекса мы 
можем взять произвольные точки на й. Возьмем, скажем, точки д՜’ = 
= л* = 0 н х1 0. х1 - |. Для них получим Лу’, = Л*3 Л’3 Л*4=0.
Некоторые видоизменения будут и в соотношениях (3), (4), однако 
это в дальнейшем не существенно. Итак, если комплекс А* допустим, то

։((’ “ 
а Л’.«) . (7>

3. Рассмотрим случай п = 5. Тогда (7) примет вид

и>5= Я (8)

где Лл = Л’.. Продифференцировав (Я) внешним образом, получим

АЛв Д ш'* 4- — Лвш*) Д 4- («И — Л„ш«) Д иф =п, (•О

где ^Л„ = — </Л„ 4 Л»ш» — ЛвЛ»Ф*.
а) Пусть формы ш®, «*’, и’ линейно независимы. Раскрывая (9) 

по лемме Картана, получим
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^А„ ~ «я։и*
Ап*1'1 =Ляв>’ — </яш8 

О|,‘ — Л„«и = цаш дв»>\ 1 £ви»}.
(Ю)

На многообразии гиперплоскостей в R главными являются формы
В силу (8) имеем трехпараметрическое семейство гиперплос­

костей. Пусть |А։| |А։|>0. Из (Ю) видно, что если ш՜' — и»; = 0,
то

ЗАЯ =0, «А = ЛЛш',иИ = Аяи<*,

а это значит, что в каждой гиперпл >скостн выделяется двухпарамет- 
рическое семейство двумерных плоскостей. Найдем характеристику 
семейства гиперплоскостей. Напомним, что характеристической плос­
костью семейства к-мерных плоскостей Р* называется плоскость Р՛, 
через котирую проходят все соседние с Р’՛ плоскости 'Р*. Пусть В— 
= ;И {-г— произвольная точка на гиперплоскости. Изопределения 
карактернстикн следует, что ш* 4֊ ш*, = О или

1 г*'А„ — 0, г' =0, г4 = <։.

Итак, характеристикой нашего семейства гиперплоскостей является 
прямая, лежащая в к((?; Л). Пусть теперь А„=0. Тогда «•; = 0. а 
вместо (10) будем иметь

*“2 — Ляш» + ш* =

Если ։»>5 = ю' =■ и», — 0. то <«,’ в ю*- 0. Тогда из (1) следует» что

</Л! = »иЛеЛ, <1ел = — ^/1 •

Итак, в каждой гиперплоскости получили семейство параллельных 
двумерных плоскостей. . 1егко заметить, что в данном случае у на­
шего семейства гиперплоскостей нет характеристики.

4 6) Несть формы <>\ м>р м»* линейно зависимы. Скажем,

ЦП

Если продифференцировать соотношения (8) и (II) внешним образом 
и раскрыть по лемме Картава, то получим

дА„ — т.ш։ п„»*, > Ав®* ֊|- Аиш‘ — ).«’ — =л.«»։ 4 р.։՛»,,

Др = уи»8 4- г։«>*, Л/ о։«А «,*>’,

где

ДА. » йА., — А.ш* + ЛаЛ.»»*, 

Др»</р }‘Аи>чи (н)*0*1 *|*։»| — Аяи*“ —

А? = (/> 4֊ (/ )•«»։, а|к«* 4- !*>«• — «4.
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Найдем характеристику нашего двухпараметрического семейства 
гиперплоскостей П(А'). Пусть Г—Л1-; /ае«—произвольная точка на

Из определения характеристики следует, что «>5 4-/«О 
или I

1 + ГАв 4- /'։» — 0. М-И-0. (12)

Итак характеристикой для П(Л) является двумерная плоскость (121, 
которая пересекается с каждой Ь£Кц по прямой. Обозначим через 
П*(/0 шестипзраметрнческое семейство всех двумерных плоскостей, 
лежащих в Г։(Л) и пересекающихся с характеристикой (12) по прямой 
В качестве допустимого комплекса возьмем произвольное пятипарз- 
метрическое семейство двумерных плоскостей в П6(А').

в) Пусть Г։(Л')—семейство гиперплоскостей, зависящее от одного 
параметра. Тогда «»двЛл«>5, откуда видно, что уравнение «»5=0 
вполне интегрируемо. Следовательно, /?* расслаивается на однопара­
метрическое семейство гиперплоскостей. В качестве допустимого ком 
плекса возьмем произвольное пятнпараметрическое семейство двумер­
ных плоскостей, пересекающееся с каждой т^Г^А') по четырехпара­
метрическому семейству двумерных плоскостей.

Объединим полученные результаты в следующую теорему:
Теорема. Допустимый комплекс К двумерных плоскостей в R 

имеет не более чем трехпараметрическое семейство касательных ги­
перплоскостей Если семейство касательных гиперплоскостей зависиг 
от трех параметров, то К образован либо двухпараметрическими се­
мействами двумерных плоскостей, лежащих в касательных гиперплос­
костях и проходящих через характеристические прямые семейства ги­
перплоскостей. либо параллельными между собой двумерными плос­
костями (характеристики нет) Если семейство гиперплоскостей зави 
сит от двух параметров, то допустимым комплексом буоет произволе 
ное пятипараметрическое семейство двумерных плоскостей в шестипа 
раметрическом семействе двумерных плоскостей, лежащих в касатель­
ных гиперплоскостях, которые пересекают характеристические плос­
кости семейства гиперплоскостей по прямой Если семейство гипер­
плоскостей зависит от одного параметра, то имеем расслоение R' ни 
сто множество гиперплоскостей, а допустимый комплекс образуют пя­
типараметрические семейства двумерных плоскостей, пересекающихся 
с каждой нашей гиперплоскостью по четырехпараметрическому семей 
ству двумерных плоскостей

Автор выражает искреннюю признательность А. М. Васильеву за 
внимание к работе и полезные советы.

Ереванский государственный университет
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Վ, ս ъьтизиъ

/?*-пиГ եբկչսւփ Нш ррл* թյու նների рт յ|օւտր1ւ||ւ կուքպ|ե|>ս8երի 
ղասակաբ«|ոէ ւքլւ

^Ւ.^Ո1 4* ք՜հ.Ո՝ Ր երկչափ *արթու թՀունների ր ա ղմ աձե ւււ թ Հունն Լ,
X ՀԼՒ/Հո' Ը Ո չափանի ենթ արա ղմ աձե ու թյուն Լ //Հ ու մ է ք\ Ա-ր
աուք անցնող երկչափ հարթա թյուններուք կաղմված րաոաչափ կոն է, "( Չ, ձ )-/• 
հց կոնին հԼ կետում շոշափող հարթ ու թ Հունն Լւ

կոմւղյերսր կոչվում ( թու յլաւորե յի , եթե համարյա րոյոր (վՀ թՈ ե
ե /\(յ համար ե) հարթ ու թ յոլնր որորիս} Լ ե կախված Լ միայն ե-իղէ

Հույլք ած ու մ ասյաւյու ^ւքու մ Լ, որ եթե 1Հ-ն թունաւորեցի կոմոյյերո է.

”« = ’• ?*5, Ո. а 1,2,

որտեղ' 0>*։ ս>շ-Ь Ни րաղմաձեու թ յան ղլիւաւքոր ֆորմերն են I
երր ո 5» ուրւքած Լ երկչափ հարթությունների թ ու Աա ւո րե քի կո մ ւղյե ր ո - 

ների Հրիվ ղաոակսւրղու մր թ^ում ե նրանղ երկրաչափական մեկնարանու - 
թ յւո նրւ

Л И Т ք Р Л Т У Р А — 'Н‘ Ա Կ И Ն Ո Ь К ձ II ► Ն

1 И М. Гельфанд. Л1. И Гриен, Функа анализ и его приложения, т 2. вып 
3 (1968). • К Майус. Функи анализ и его приложении т 7. вып I (1973). 1 К. Май^ 
и<. Функи анализ и его приложения, т 9. выл 2 (1975)
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МАТЕМАТИКА

I К) Таманнн

Уравнение Штурма — Лиувилля с периодическим потенциалом

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Р А Александрином 21/1 19Н0)

В этой работе мы предлагаем новый метод определения ширины 
лакун в спектре оператора Штурма—Лиувилля с периодическим по­
тенциалом. Таким образом мы рассматриваем уравнение

Հ+ <?(■*)№'*}' (И
с (-периодической функцией <дл). В дальнейшем станет ясно, каким 
еще условиям должен удовлетворять потенциал д(х). Наш метод 
заключается в выписывании остатков в асимптотических рядах, в 
которые разлагаются два линейно независимых решения уравнения 
(1). рассматриваемого на интервале (0.11. с последующим определением
остатка целой функции Ар) + 2, нулями которой и являются концы 
лакун. Мы показываем, что уравнения А^/) 2 = 0 можно разрешить
и получить для ширины лакуны рмулу, из которой можно получить
главный член асимптотики ширины лакуны в явной форме.

Итак мы рассматриваем лвл решения уравнения (I), удовлетворя­
ющие начальным данным Коши: у‘ЦО./) <?. которые мы обозначаем
соответственно через С(х, /) и $(.»•,>.) и которые (см. (’), (’)) можно 
разложить в асимптотические ряды:

С(х, /) - е՛՛ * V ԶճձԼ е «» V (—11ճձ1ձԼ.
• •о /.* Т-о X*

5(л։/) — е " լ ձճճճԼ1 е~ •£ ( 1Гх.(л)
“о /’ / •

(2)

(3>

Соотношения (2) и (3) означают, что для любого натурального 
/V существуют функции Л\1(х,/) и ГЛ2(л. >) такие, что

С(х.Х) V ,<֊')»«' Гл1(л>,.). (4>
Г-и т.о /. •
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5(х. 1]= 4 е- ■»՝**• г 
» г

Для коэффициентов с.»(х) и 5.» (х) верны некоторые рекуррентные 
соотношения, и эти функции однозначно определяются исходя из 
начальных данных. Мы проведем псе рассуждения для решения 
С(х, /.), а для 5(х, II все аналогично. Равенство (4) мы коротко <а- 
пишем так:

С(х. /) = / \(х.') 4- Лм(л. ').

Несложный прямоЛ подсчет приведет нас к факту: остаток Гм(х,/)
удовлетворяет неоднородному уравнению

с начальными условиями <

дх

(5)

(6)^Л|(Э. 0 = 0.

Построив функцию Грина С (х, 5, >) для оператора Д, порожден­
ного в /,։(0.1) дифференциальным выражением — у' 4-7(х)у >՝у и
начальными условиями (б), мы сумеем представить остаток в виде

Л*л։(л-. <) =
г»

1I /м(',*)

где /л։(х,)) есть правая часть уравнения (5).
Аналогичное представление справедливо и для А\?(х, /). Таким 

образом, коль скоро нам известна некая информация относи­
тельно поведения функции О(х, ;, /) по '. столь скоро мы сможем 
знать поведение остатков Гм(х, >■) и Ад-Дх, /) по а как выяснится 
в дальнейшем, это является основной информацией, необходимой 
для получения ширины лакун. Итак дополнительные предположения 
относительно потенциала д(х) в каждой конкретной ситуации вызваны 
необходимостью получения нужной информации относительно функции 
Грина Г/(х, ?,/). Целая функция Д(к), о которой мы уже упоминали, 
имеет вид

Поэтому, во-первых, ее можно разложить н асимптотический ряд 

де )-֊,-< ՛——
. - . > . - а /

и, во-вторых, остаток этого ряда можно представить, очевидно, в
виде
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Фл(/) = Лх»(1. м + Л«и« >).
Теперь нам надо решать следующие уравнения:

•V п 4 ( 1 ) ле“^- е ° V 1 1,а' -Фл(/ )=±2. (7)
«•о »-о

Оба онн решаются одинаково, и мы будем решать, для определен­
ности, уравнение со знаком плюс в правой части. Его можно пере­
писать в эквивалентной форме так:

ег,> V £. + [фЛр.) - 2 | V = о. (8)
>•0 А ч~0 *

Для краткости внедем обозначения: Л

а = V —; /> = ФЛ())-2; с — V 11 .
, - и / ' ±о

Тогда, решая уравнение ^8), получаем

«“ = ~Ь֊\^~^ас ~ЕЛ(>.). (9>
— • I

Но известен факт (см. (*)). что две последовательности корней урав­
нений (9) обладают тем свойством, что каково бы ни было натураль­
ное .V, имеем разложения:

Это коротко запишем так:

>-я1 = Лл.лГЧ՜

• л = ֊ая,к 4-

(Ю> 
(И>

Через А« обозначим ширину лакуны, концами которой являются чис­
ла > ;| и >1а. .

Мы имеем

ля =
или, исходя из (9) и (10),

Л. - + <„) +

Подставив теперь в (9) выражения (10) и (II), имеем:

6^«,Л■-Г*МЕ^(Ч|);

= е^я.лКд^Хяа),

(12)

Сзедовательно:
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^пЛ.= -йяЛ._/|П|Е+(>.Я|)|.

""■* = аЛ։Х — 11п |Е,;.(а„)|.

Подставляя эти выражения в (12,. получаем окончательно

Д- = 11п» | Е£(ХЛ)| - |П« | Е^ц) 11. (|3)

Аналогичную формулу получим и при решении уравнения (7) с ми­
нусом в правой части. Формула (13)-точная. Мы очевидно получим 
1лавный член асимптотики, если вместо /„։ и /л2 подставим в (13) их 
главные части. Обозначив через /. оператор, порожденный (I) в 
/-»( —**,). мы можем сформулировать окончательно теорему:

Теорема. Главный член асимптотики ширины п-ой лакуны 
л спектре оператора А дается формулой

Д^|1п,|Е^(֊֊л)|_|п«|Е.;(л)||.

В заключение автор выражает глубокую благодарность А. Г_ 
Костюченко за постановку задач, внимание н помощь в работе.

.Московский государственный 
университет им М. В .Ломоносова

Դ ЗНЬ. ^ԱՄևՆՏԱւ

Շսւոէրմ— Լիոււ|խի Ьш։|ասարումր պարբերական պոէոենցիա|օւ|

Դիտարկվում է 1. օպերատորր, որր աոաքանում ( Լ շ( - X-. Х| տարա 
քժլան մեք հետևյալ դիֆերենցիալ հավասարման ,ետևանրով

"ՐտԿ' հ(Հ)-պարրերական ֆու ա է է
Աոաշարկվում է նոր մեթոդ Լ օպերատորի սպեկտրում յակունայի երկա­
րությունը որոշեյու համար, Մեթոդի (ությունր կայանում ( ասիմպտոտիկ 
շարքերի մնացորդների որոշման մեք, Պարդված է Գրինի ֆոէնկցիայի դերր 
այդ հարցում, Հոդվածում մենք ստանում ենքՈ-րդ յակռնայի երկարռթյան 
համար րանաձև, որր կարեյի ( կիրաոեյ յակունայի ասիմպտոտիկան որոշե- 
լՈէ »ամարւ

Л ИТЕРАТУРА — И М Ц Ъ И Ь !► Я И Ь Ъ

’ Я Д Тамаркин О некоторых общих задачах теории обыкновенных зиффсрсн 
Циальных уравнений. Петроград. 1917. ’ X, М. Мкоян. ДАН АрмССР. т 60. М I 

П975).
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ՀԱՏԿԱԿԱՆ 11Ս2 ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

֊- ■■ ■ 1МШММН——гмм А г -- ---- .«ииизг*— I ■■ II I I
1 \\ т»

УДК 517 91

МАТЕМАТИКА

И Г Хачатрян

Об одной обратной задаче

(Представлено ։л -корр АН Армянской ССР Р А Александрином 24'1 1980)

В настоящей заметке приводятся результаты, которые относятся 
к спектральным свойствам действующего п пространстве / а(0. -ю) 
оператора порожденного дифференциальным выражением•-։

/(у) = (֊ V ( ֊ 1)»
է ֊о

Рл ֊։ *(х)у'*’

к краевыми условиями

/”(0)=0, > = 0.1 ..., п - I.

(*\0<Л< сю. (1)

(2)

Для оператора А решается обратная задача, аналогичная обратной 
задаче теории рассеяния (см. (։)). * Щ

.1 е м м а 1. Если коэффициенты дифференциального вира женин
(I) вещественнозначны и удовлетворяют условиям

I «
(х‘ ’|рй(х);</х<ос-, 1 [Р*(х)|4/х< с, А = 0.1 ... ,я — I. (3)

то оператор Լ является самосопряженный (см. (*)).
Ниже на коэффициенты />*(х) накладываются более ограннчи-

тельные условия, чем условия (3). А именно, предполагается, что
коэффициенты вещественнозначны на полуоси 0<х Հ <ю, аналитичес­

ки продолжаются в сектор

летворяют условиям
в

2п
и улов-

տսթ *,4 —0,1....... п — Լ
Рсг-л (4)
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В работе автора р) доказано, что при условиях (4) уравнение 

/()>) «/-у

для всех значений параметра ) из полуплоскости |щ/ 0 имеет 
решение у(х,)), представимое в виде

у(х,Х)« К(х.0<х<<х>, (6)
лг '

при этом ядро А|лг,/) (0-С вещественнозначно и Л(х,/)=
Ао(л, / л), где функция А0(зэ :) 0 г> ; ’С՜^) °ри каждом

с ^՝-0 регулярна по с в секторе I) и удовлетворяет неравенству

|А0(х. с)| ~/i(Rez -у-)ехр (7)

а монотонно убивающие функции Л(х) и Л։(х) определяются по фор-
м ул а м 

А(х) — (2л I)2»
х)*

0 (А Г *
sup |/н(г)|\du, 
Per - ■

h(u)du.
X

Очевидно, что А։(0) В силу неравенства (7) из формулы (6)

Л,(А ) ~

следует, что имеет место также НИрмула

у(х, ') + |’у(/, >)Я(х, t)dt. («)О < х < .

где ядро /У(х,/) (0sSx4s Г<яо) удовлетворяет интегральному урав 
нению

Г
Н(х, /) + К(х, 04- j 7/(х, м)К(и, t)du = 0.

Из этого уравнения следует, что Л/(х,/I — 7/0(х, / л), где функция
но(г, ;) "Р" каждом : 0 регулярна по с в секторе
й и удовлетворяет неравенству

|/70(z, В)|< --''(К»' •+ V՜) ехР 2A‘(Re 2) -2ЦКе -՝ ■

Обозначим «А-ехрбк ֊^֊) (* = «• ’......” "Ри помощн
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функции у(х, X) ДЛЯ значений Х>0 введем следующие линейно неза­
висимые решения уравнения (5):

У*(х, X) = у(х, X <»*), к = О, 1, ... ,п.

При каждом х> О функции у£’(х, X) (՝< — 0,1 ... ,п — 1; £ = 1,2.......

л—1) регулярны по X в секторе------— <аг£Х^--2_, а функции
п п

у!,”(А՜.') и У^'(х, > ) (* = 0, 1.......л —1) регулярны в верхней и нижней
полуплоскостях, соответственно. При '^>0 составим матрицу |у’։’)(О,Х)|> 
содержащую п строк (* = 0,1 ... ,л — 1) и яф1 столбец (Л=(). 1,..., 
л). Обозначим через ) (0<.А<л) минор порядка л этой матрицы, 
не содержащий ее (к ■*- I) ый столбец. Определители До(>) и

ДДХ) регулярны в секторах-----— <агсХ 0 и , со-
л п

ответственно.

Лемма 2. Число (а^-0, О55-агр/о<— ) является собствен- 
\ п /

ным значением оператора I. тогда и только тогда, когда Л„(Х0) = 
= 0.

11оложим

$*(' ) = (-!)"♦* . Х>0, к = 0,1...... л.
М')

Очевидно, что 5Я(Х)=1.
.1 е м м а 3. Функции $*(Х) (Л = 0,1...... л —1) и $0(Х) непрерывны

во всех точках* Х>0.
Имеют место соотношения

$-.('•) = 5,(Х)5*(л), А = 0,1....... л,
и, в частности. |$,(Х)| =а 1. Существуют конечные пределы

Нт $*(Х)= А = 0,1....... л,
>֊•«.

причем числа $(1 могут быть построены по аналогии с 5»(Х), исходя 
из уравнения ( —1)*у<а*’«Х։"у.

Введем следующее решение краевой задачи (5), (2):

«(•*.')—£$*(Х)у»(х,Х). Х>0. (9)
й-0

Теорема 1 Непрерывная часть спектра оператора Л заполняет 
всю положительную полуось у -0, а на отрицательной полуоси 
1‘<0 могут находиться лить собственные значения оператора Ь. 
Множество собственных значений ограничено и может иметь 
точкой сгущения только р - 0, причем р = 0 не является собствен­
ным точением Кратность отрицательных собственных точений

Аналогичное утверждение докатано в монографии И М. Рапопорта (♦) при 
условиях ДдСх) £։(0, оь). однако нам удалось значительно упростить »то доказа­
тельство и избежать громоздких вычислений.
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не превосходит п, а кратность положительных собственных зни 
чений не превосходит п֊\, кроме того, число отрицательных 
собственных значений кратности п и положительных собствен­
ных значений кратности п — 1 конечно.

Пусть число (*0 >0 или argл0——) является собственным зна-
2п

ченнем кратности г оператора L, в -соответствующая

система ортонормироваиных собственных функции. Тогда функция 
Г

ф(*. Мо) = Х?»(х, /0)т»(Л *0). 0<х, f<^. Ai I

не зависит от выбора системы {fajx, /0)| и представляется в виде

Л—I
ф(*- t, /0)= V МД/0)у*(л, /0)у,(/. >,). (10)

где матрица |.V*/| является эрмитовой неотрицательной матрицей, 
ранг которой совпадает с кратностью г собственного значения 
причем в случае *в^>0 имеют место соотношения

Л'ко -* Л'ш> =0, £ = 0,1.......л —I,

‘Уь п ) —ty.n—li ։ k'i— 1-2..............1.

а при arg/0= —
2п

Ne.n-t ■/— ь, Ь, ] — 0,1.......« 1-
Функция Ф(Х, Мо) вещественнозначна и симметрична, при этом 
интегральный оператор с ядром Ф(х, //0) является ортогональным 
проектором на собственное подпространство оператора £, соответ­
ствующее собственному значению

Обозначим через и |н՜, соответственно, последователь­
ности положительных и отрицательных собственных значении опера­
тора £, пронумерованных н порядке убывания модулей (не исклю­
чаются случаи т =0, т—о^,з = 0. $ = оо). Положим

* - 1.2.......ni.

I», = Р2я> агР!>’ ~ ~ *՛ 2....... S'

Обозначим
I» t 

/?(Х։ г, п) = | и(х. >)</*, 1‘> 0.
2՜ J о

и введем функцию
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£.(х. О =
V Ф(х. /, о. ). I* О, 

i* ,<։» —
i Ф(х. t, > ) /?(х, /. г" ) 1-£0(х, О, и».

.к *

Теорема 2. Функция Е,(х, I) непрерывна в области 0< х,/
<оо, вещественно значка, симметрична и при кажоом л- О по 
переменной ։ принадлежит классу £.(0, ). Кроме того, семей­
ствоинтегральных операторов Е. ( с ядрами £։(х, 1}
является разложением единицы оператора Ь.

Если для функции £(х)(£,(0, оо) положить

£/.(>) = 1я(х)у»(х, Х)</х, А=0, 1,... ,п, 
*

(интеграл сходится в смысле метрики н А։(0, 'ю)) и учесть формулы 
(9), (10), то. согласно теореме 2, имеет место равенство. Марсеваля

V V՛ V, (/.иммЗдьн 
»-l 1

V V՛ Л'*дР, )G,(P.) )
.-I *./-U

Рассмотрим теперь следующую обратную задачу: восстановить 
оператор Л по набору данных

I՛..!*.,(<• и;;:о»
Эта задача при п — I совпадает с обратной задачей теории рассеяния. 

Введем функцию

£(х, П =
I к./-0

m Л-֊ 1

)е‘

й,/-0
и

d>

Функция F(x,t) (О^х,/<^нс) вещественнозначна и симметрична. 
.Иемма 4. Имеет место формула (см. (8))

F(x, t) = H(x, i) \H(x,u)H(t,u)du, 0 x^t< .
»/I

Из этой <|юрмулы следует, что при каждом «>0 и t функ-
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цпя Р(х и, х -|֊/) по переменной л из полуоси 0<д<ао анатнти 
чески продолжается в сектор I) и удовлетворяет неравенству

|Г(г и.: 4- О| < ехр 2А։(Ре г и) 4-2

+2А։(₽еа-г О

Используя полученное неравенство, нетрудно убедиться,- что при 
каждом интегральный оператор с ядром Л(с и, г () (0«ь 

и,/< ех.) является вполне непрерывными пространстве Л^(0. -ч.)
при любом р (I < р < ао).

Сформулируем теперь основные результаты настоящей заметки.
Теорема 3. При каждом х>0 функция Л'(х, О )

(см. (6)) удовлетворяет интегральному уравнению 

Л(с./) Л՝(х. /) \К(х. иУ (и,()(1и О,

Л
причем .это уравнение при каждом х > 0 имеет 
решение в классе 4։(х, по).

Последнее утверждение теоремы 3 доказывается 
следующей леммы (см. (*)).

.1 е м м а 5, Пусть #(х)£ / ։ (0, ос) П I։(0, ас) и

единственное

при помощи

Га(/)= | g(x)el'‘^^ дх. А--О, I, ... л. 
ч 

тогда, если

V V՛ ^(р.)Л(р,)Г/(р.) V V՛ Л^(л.)ГЛ(М7}(* > 
*•1 Г7-о *-Т>7-।

о

то ^(х) = 0 почти всюду.
Теорема 4. Коэффициенты дифференциального выражение 

(1). удовлетворяющие условияи (4). по набору данных (II) опреОе- 
ляюгпся однозначно.

Дейстпнтельно. решение (6) однозначно определяет уравнение 
(5). и поскольку функция К(х, /) непосредстненно строится при 
помощи данных (II), то утверждение теоремы 4 следует из теоремы. .

ИНСТИТУТ МЛ1СМЛТНКН
Академии нлук Армянской <.<. Р

16’>



I' Դ. ևԱՉԱՏՐՅԱՆ

Մի հակադարձ խնրյրի մասին

Հոդվածում դիտա гМ Ոէմ 4 հետևյալ ե դրա յին խն դիրր.

( -1 )"у»г"> + V ( 1Н/>я_|_|1(х)у<*>|“»«=иу, 
к-֊о 0<л<Ъо,

у”>(О)=о, >=о, ւ.........л-1,
որտեղ' Рь[Х) գործակիցները իրական են О\Х <Հ^\յ կիսաոանցքի վրա» 
անալիտիկ շարունակվում են --  ~/2/1 անկյան մեջ և րավարտ֊
րում են հետևյալ օդանմաններին»

^•‘♦'յտսթ |рк(г)||^х<ои. *■ Л-0, 1.......... П —1.

^յղ եդրային խնդրի ՛ամար լոէծվում Է մի Հակադարձ խնդիր, որն իր դրված- 
րով նման 4 ցրման տեսոէթյտն հակադարձ խնդրին»

ЛИТЕРАТУРА — Դ I* ԱԿ ԱՆ II Ь Я 3 II ՒՆ
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

LXX 1980 Q

УДК 532 135

МЕХАНИКА
Академик АП Армянской ССР А. Г Нагаров

Об одной реологической модели

(Представлено 24/1 1980)

Рассмотрим следующую зависимость между напряжением, дефор­
мацией и скоростью деформации в комплексной форме:

„ с/г*
։•=£*։ 4֊ Ч* ------- . (1)

(И
Здесь

=*—комплексное напряжение; 
комплексная деформация;

к* — комплексный модуль упругости;
т)*—комплексный коэффициент ньютоновской вязкости.
Положим, что комплексная деформация меняется во времени по 

гармоническому закону
։• ='0 е1"' = гс(С05шГ 4-/51пш/). (2)

где г0—амплитуда деформации; »—круговая частота колебаний. 
Скорость деформации определится так:

= ։0(/»соз»/ — »51п »/). (3)
с//

Комплексный модуль упругости Е* и комплексный коэффициент 
т/ ньютоновской вязкости представим в следующих видах.

£• = Eg?՛* =£o(cos։ 4- /slna); <4)

— Telcos? 4-/sin?). . (՝й

Подставляя значения (2). (3), (4) и (5) в (I). получим:
= £0։0|(cos։ cos»/ - slna sin»/) 4֊ /(slna cos»/ 4- cost sin»/)] - 

~rw ։,w|(cos? sin»/4 Sin? cos»/)4-/(- sin? sin»/ 4֊ cos? cos»/)). (6)

Пусть вещественная часть от а будет 
Rea* —»».
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T or ла

8 £o-ol(cos’ — l“"Sln3) COS*/ (sin։ г |‘<iiCOS?)sinuj/|, (7)

где 1* = -^-. (8)
' •»

Правую часть (7) разделим и помножим на множитель

Ь = \ (COST — i*u»sln?)։ 4- (Sin։ + ywcos ?)’ —

=/l 4-2p« sli։(* —ь . (9)

Тогда можно записать:
cos։ — ри» Sln3

-7—=========== = cos7; (IO>
> (COSi — jiw SlnSp -f- ($lrn -*• po> COSfJ)*

(12)

(9)
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- Sin։ 4֊ p* COS? sJn^
) (cos։ — JI«> Sin?)’4֊ (sin։ -f- |1Ш COS?)*

Подставляя (9). (10) и (11) в (7), получим;

: =££0e0cos(wf 4-7).

Левая часть выражения (12) есть внешнее напряжение. Правая 
часть выражения (12) представляет собой внутреннее напряжение 
обусловленное упругими силами и реологическим сопротивлением.

Известно, что фазовый угол ։ выражения (4) представляет собой 
меру рассеяния энергии н гипотезе Е. С. Сорокина. Полнее ։ есть 
поглощение энергии, отнесенное к единице объема материала, к 
единице потенциальной энергии и к единице дуги полного цикла 
монохроматического колебания. Для обычных материалов (разовый 
угол ։ достаточно мал, поэтому с достаточной точностью можно 
принять в выражении (12) (*)

эо ~ ։о< (13)

где ав- амплитуда упругого напряжения. 
В результате из (9) следует, что

I * 3 |m։i — ^3o> (14)

где k является функцией рш и (а — ?)

* /1 , 2p*sln(։ — 3| -г р* “А

Интерес представляют случаи, когда Л > 1, т. е. | > а։. 
Это означает՜, что максимальное значение внешних сил уравновешива­
ется не только максимальным значением упругого сопротивления з0, 
но и максимальным реологическим сопротивлением, определяемым 
множителем £>1. ՛*



Иначе, при *>1 динамическое сопротивление внешнему воздей 
ствию возрастает, и. наоборот, при *<1 динамическое сопротин.е 
ине внешнему воздействию убывает.

Вели фазовые углы а и 3 совпадают, то

* - / 1՜ т- р’ш« > I.

При малых фазовых углах также

*> I.

Если р«> достаточно велико, то

Не исключена возможность, что рассматриваемая реологическая 
модель может быть принята за гипотезу для объяснения повышения 
динамического сопротивления конструкций, в частности, при сейсми­
ческих нагрузках.

Институт геофнмгкн и 
инженерной сейсмологии
Академии наук \рминской ССР

ճսւյկ<սկօն 1111. Դ11 И, Դ Խ1ԼԶւԼՐ11՝1

Սեկ ոեոլո<]իական մր^եփ մասին

Դ իտարկե լով լարումների և դեֆորմացի աների միջև եղած կապր. կոմպ­

լեքս տեսքով ցույց 4 տրվում, որ ուժերի դինամիկական ադդեցության դեպ­
քում արտարին 3 լարումների մարսիսում արժեքն առաձգական դիմադրության 
0 մ աք կիսում ի միջոցով արտահայտվում ( հետևյալ րանաձեով

^а,^Л:0֊ »,Հ1 2թ «. Տ1Ո(« - + Р*-’* •

Կախված հ դործակցի արմեքից, սիստեմի դինամիկական դիմադրոդա- 
կանռթյունր կարոդ Լ մեծանաք կամ փոքրանաք, Դիտարկված ոեոքոդիական 
մոդեյր կարեքի I րնդո,նեք որպես հիպոթեդ կոնստրո. կցիաների դինամիկա, 
կան դիմադրոդականռթյան րտրձրացման երեոպթր րացատրեքու Համար, 
որր մասնավորապես կիրաոեքի < նաե սեյսմիկ ադդեցռթյռնների դեպքում

Л И Т Г Р А Т > Р А - * I՛ Ա *< Ա Ն II ► В Л Ո Ւ Ն

1 .4 Г Ничаров Метол инженерного «налила сенсчичесмп сил, Ны-ВО \Н 

^рмССР, Ереван, 1959.
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МЕХАНИКА ГРУНТОВ

Р П. .Малакаи

Компрессионная ползучесть просадочных грунтов с учетом фактора
влажности

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Г II Тер-Степаняном 11/Х1 1979)

Имеется ряд работ ('“*), посвященных экспериментальному иссле­
дованию компрессионной ползучести просадочных грунтов с учетом 
фактора влажности, где рассматривается также возможная форма 
описания этого процесса. 1

В данной работе для более подробного изучения указанного воп­
роса и проверки применяемости практического метода (5) для проса­
дочных грунтов (позволяющего определить параметры и закономернос­
ти ползучести глинистого грунта испытанием двух образцов-близнецов! 
приведены результаты испытания грунта с ненарушенной структурой 
(№ 1-79). Грунт имеет следующие физические свойства: объемный вес 

•; = 1.40г/ск։; влажность » = 2, 16°<>; удельный вес 71 г/см’ 
Грунт испытан при естественной (начальной) влажности хе0 - 2, 16%, 
полном замачивании а»я = 26. 81% и промежуточном значении влаж­
ности «',= 18,11 %. При начальной влажности (а»,,) были испытаны 
четыре пары образцов-близнецов под действием э = 0,05; 0.10; 0,1՜»; 
0.20 МПа (сплошные линии в правой части рис. 1,а), а при «՛ — «•, 
и тг «>я испытаны три пары образцов-близнецон под действием з

0,05; 0,10; 0,20 МПа ( рис. 1, б. а). Образцы, находящиеся под 
действием нормального напряжения э = 0,05 МПа в разных зна­
чениях влажности, ступенчато ( по 0,05 МПа) нагружались до 
: = 0, 20 МПа.

Уравнение компрессионной ползучести просадочного грунта в 
наиболее общем случае при учете изменяемости влажности можно 
(для постоянных напряжений) записать в следующем виде (•*):

։»л(/) = С,(С И’>- ^(з, «•), <П
где С»(г. и՛)—зависящая от влажности грунта мера компрессионной 
ползучести (з=0, 10 М! 1а); Л՝(։, «՛)—функция напряжения, зависящая 
от влажности грунта. ; ՝Н

Для выражения С»(/, ге»), определяемого из семейства кривых 
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мер ползучести (рис. 2), можно воспользоваться следующим соотно­
шением (։):

(2)С»(/, и») =• С0(Г. »«!%). Г,(»),

Рис I Крипые к.>мпре*смонной ползучести при разных вначе 
ниях и ла жности: а — и 2616%; 0--<г = 18, 11%. • м՛

где Со(/, а՛ : I %)—мера ползучести грунта при влажности а՛ I %; 
^(ы՛) —функция влажности, учитывающая влияние влажности на ме­
ру ползучести грунта, удовлетворяющая условию Л,(а-= I %) = I.
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Рис. 2. Кривые мер папу чести

Для установления функции влажности ^։(») испытаны па пол­
зу честь пять пар образцов-близнецов под действием единичного 
напряжения при пяти значениях начальной влажности: а'0 = 2,16; 
®։ 6,75; ^”,— 14,21; = 18,11 и ю„ = 26,81% (сплошные ли­
нии в правой части рис. 2). Разброс влажности между параллельно 
испытанными образцами не превышал 3% от заданных значений, а 
разброс их деформаций —7%.

Зависимость С» — а՛ аппроксимирована (штриховые линии в 
левой части рис. 2) степенной функцией (для ( = 20 дней) следующего 
вида:

С* = Д| • «"• =0,0027 • «°п, 

и определена функция влажности:

13)

/^(а՛) =֊ го"’ -= иР 1.

При аппроксимации кривой — к» условно принимается, что 
при ге = 0 С* = 0.

Выражение меры ползучести С*(/. к»= 1 %) представлено степен­
ной функцией следующего вида: I

Со(/. = 1 %) = А • Г• = 0.00259 • /сом . (5)

Выражение (2) с учетом (4) и (5) будет иметь следующий вид: 

С»(/, и՛) = 0, 00259 • Гон • а՛®•». ' (6)

Аппроксимация кривых мер ползучести по выражению (6) показана 
в правой части рис. 2 ('штриховые линки).

Для определения функции напряжения аппроксимиро­
вана зависимость е*л - : для образцов разных значений влажности 
(штриховые линии в левой части рис. 1, а — а) степенной функцией 
следующего видя (для / »5 дн.): •*'
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*»* - В(1£<) (10 • :)”*»,

II получена функция напряжения следующего вида

А(з, ■») = (Ю •

(7)

(8)
где

/г(и՛) = лв — (® — г0Ж. (9)

Значения параметров В. п, па и Л՜ выражений (7) и |9) приведены в 
в таблице.

11лраметры в п к

• 2,16 % 0.0048

о՛ • 
о

0.70

0.
01

21
7

•-13.il « 0.0240 0.61

• 26,81 %
ч

0.0115 0.441

Окончательное выражение деформации компрессионной ползу­
чести просадочного грунта для постоянных напряжений (I) с учетом 
(6) н (8) запишется в виде: 

’-*Я(Л ’, ГО)=0, 259/олы ц, (Ю . а)070՜"’Ч-,|:«в-М'-,. (10)

где Г—время в днях; а՛ влажность в процентах; • - напряжения н 
МПа (1МПа = 10 кгс/с*։).

Аппроксимацию семейств кривых полах чести для постоянных на­
пряжении. выполненную по выражению (10) и показанную на рис I. 
а~в штриховыми линиями, можно считать вполне удовлетворительной

Опыты показали, что деформации компрессионной ползучести, по­
лученные при ступенчато-возрастающсм напряжении, достаточно близ­
ки к деформациям, определенным под действием постоянных напряже­
ний, и удовлетворительно аппроксимируются (графическим методом) 
(*) теориями наследственной ползучести (штрнхкрестики на рис I. 
а—в) и старения (штрихпунктирные линии). То есть практический ме­
тод определения характеристик ползучести (*) применим и для проса­
дочных грунтов.

Следует также отметить, что основная часть деформации (пример 
но 90%) независимо от значении влажности происходит в течение пер 
вых суток.

Институт механики
Академии наук Армянское ССР
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Ռ. Պ ՄԱԼԱՔՏԱՆ
ԴԼրձստող բ(ւահողԼր|ւ կո4и|гЬ։фпГ» սոդքբ խոնավության գործոն]։ 

հա յվաոումււվ

Հողվածում րննարկվ ո»մ են րյերնստււրյ բնաՀողերի միաչափ խտ ացման 
սողրի փորձառական '»ետաղոտոէթյան արղյունրներր խոնավոէթյան ե (ար, 
ման տարբեր արմ երների ղեպրումէ ինչպես նաև ստուգվում Լ պրակտիկ մե- 
թողի տարած ում ր նշված սպեցիֆիկ բնահողերի վրա»

Բերված են գերնստող բնահողի միաչափ խտացման տևական ձեափո- 
խությաՆ կորերի րնտանիրներր խոնավության երեր վիճակներում, որոնց 
ղրանցմ ան միջոցով ստացված Լ նշված բն ահ ողերի միաչափ խտացման 
ձեա փ ո խ ո ւ թ յան ռեոլոգիուկան սւոնչոէթ յունր ր Տրված են ստացված առնչու- 
թյունով կառուցված սողրի կորերի րնտանիրներր, որոնր շատ չեն տարբեր­
վում փորձառական կորերի րն տ ան ի րն ե ր ի ց է

Փորձա րԿՀած են գերնստող բնակողի նմուշներն աստիճաններով աճող 
նորմալ լարոէ մների ներրո և սողրի ծերացման . մ ա ռան գա կ ան ո ւթ յան տեսու­
թյունների գրան ցում ով ցույց է տրված սողրի պարամետրերի որոշման պրակ­
տիկ մեթողի տ արածում ր նշված բնահողերի վրա։

Л И Т Е Р А I У Р А — *> Г И •• И Ъ II ► И Я II Ь Ъ
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1 С Р Месчяи. Р. Г Бадалян. Р. П Малакян, в сб: Труды второго всесоюзного сим­
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Основания, фундаменты и механика грунтов. № 5, 1974. • С Р. Месчян. Механичес­
кие свойства грунтов н лабораторные методы их определения. «Недра*. М. 1974. 
' Ю. Н Работное, Ползучесть элементов конструкции, «Наука», М„ 1966



ни: яьзль*5тъьрь ичи^ыгьизь ДЬЦЛСЗВЪЬР
I О к Л А л 1.1 А к А Д I М И И НАУК А Р М Я Н ( к о И ( (

ЬХХ 1980 " - ---------- 5

5ДК 548 73

ФИЗИКА

А Г Петросян, Г. О Шнринян, А. С. Кумнян

Новые данные по фа ^образованию в системе Ьи.О—А1.О3

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР М Л Тер Микаеляном 20/11 1980)

1. Исследование условии образования в проблеме роста неоргани­
ческих материалов относится к задачам, имеющим важный практичес­
кий аспект. Настоящая работа продолжает наши исследования (*՜5) 
соединений, образующихся в системе ки2О3—А12О3. Изучение образцов, 
полученных охлаждением расплавов, соответствующих по композиции 
ки2Оз:А2О3 и Зки2Оэ: 5А12О։ обнаружило зависимость их стр)ктурного 
состава от условий затвердевания При охлаждении расплава 
1_и.Оз ՜. А12Оз в ряде случаев образуется ортоалюминат лютеция киАЮ3 
со структурой перовскита, в других — гранат ки3А15О|2 плюс окись 
лютеция. Расплавы с составох։ Зки2О3: 5А12О3 образуют при затверде­
вании гранат кизА15О12 либо двухфазную смесь киА1О3/А12О3. Кратко­
му изложению результатов исследований, устанавливающих условия 
образования кристаллических фаз в системе ки2О3—А12О3< и посвящено 
настоящее сообщение. Для сравнения аналогичные данные приведены 
для соединений, принадлежащих системе У2О։—А12О.

2. В качестве исходных компонент для приготовления расплавов 
использовали окись лютеция (ЛюО—I). окись иттрия (ИтО—М1 Р) и 
кристаллический сапфир (99,999%), которые смешивали в стехиомет­
рических количествах, соответствующих известным кристаллическим 
соединениям в системах ¥2О3—А12О3 (6) и ки2О3:А12О3 (' '). и поме­
щали в молибденовые тигли Опыты проводили в атмосфере \'2(Аг)'2О 
об.% Н2 на аппаратуре, близкой к описанной в (’). Тигли устанавлива­
ли в позиции А—изотермическое поле и В—поле температурного гра­
диента (рис. I, □ ). Геометрия тиглей (рис I, б) позволяли создавать 
различную степень отвода тепла от дна тиглей, а также проводить ох­
лаждение расплава в контакте с затравочным кристаллом. < ннженне 
температуры, после полного плавления вещества и двухчасовой вы- 
хержки при несколько более высокой температуре, проводили при ви­
зуальном наблюдении за процессом затвердевания; температуры плав­
ления, выдержки И затвердевания измеряли оптическим пирометром, 
сфокусированным на поверхность расплава. •
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Структурный состав образцов определяли рентгеновскими мето­
дами на аппаратуре ДРФ 2.0 н УРС-60 при 3 кта

3. При изучении структурного состава образцов, 
лажденисм (4,3°С/з»пн) расплавов, соответствующих

полученных ох 
по композиции

Еи2О5:А1?Оз (1 11, было обнаружено, что кристаллическая фаза орто- 
алюмината лютеция LuAIOj со структурой перовскита образуется при 
спонтанном затвердевании либо медленной кристаллизации переохлаж­
денных расплавов (рис. 2. а). В отсутствие переохлаждения продукта­
ми «атвердевання расплава являются лютеций-алюминиевый гранат и 
окись лютеция (рис 2; таблица). Аналогичные опыты с расплавами 
¥уО։:А12Оз этого явления не обнаружили. В последнем случае незавн 
енмо от условий затвердевания образуется кристаллическая фаза ор 
тоалюмнната нттрня — ¥AIOj. То же самое, по-вндимому, относится и 
к другим редкоземельным ортоалюмннатам, поскольку о получении 
этих кристаллов из переохлажденных расплавов сведений нет.

»• 
>---------------------1

Рис. 2 Диффракиионные рентгеновские кар­
тины от порошковых образцов, полученных 
затвердеванием расплавов кигО, А1։О- 
а — при переохлаждениях 40 — |00“С 
(ЬиАЮй б п отсутствие переохлажде­
ния (ки^А1ьО|]ч-ки3О]) Стрелками отмече­
ны линии, соответствующие окиси лютеция

6

Рис. I Распределение температуры 
(нескорректированные показания пи­
рометра) (а), геометрия тиглей (б)

Расплавы с составом ЗЕи2О2: 5А12О2 в изотермическом поле пере­
охлаждаются до температур на 200—240°С ниже температуры плавле­
ния и при спонтанном затвердевании образуют двухфазную смесь 
1_иА 10։/А120х по аналогии с расплавами 3¥։О2: 5А12Оз. образующими в 
идентичных условиях ¥АЮэ/А12Ол (,0։11) При охлаждении расплавов 

ЗЬи2О>: 5А1}0э и 3¥2ОЭ 5А12Оэ в поле температурного градиента с отво­
дом тепла через дно тйглей образуется кристаллическая фаза граната 
(рис. 3).
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1
Расплавы с составом 2Ьи2О,! А12О։ независимо от условий затвер­

девания образуют при охлаждении моноклинную фаз) Однофазные 
порошки ЕиАЮз и ЬщА120в при температурах порядка 1600°С в тече­
ние двух часов полностью распадаются на лютецнн-алюминиевый гра- 
пат н окись лютеция.

6

֊иШЖм е*
Рис 3 Диффракиионные рентгеновские 
картины ог порошковых образцов, полу­
ченных затвердеванием расплавов 31и:Ок: 
5А1]Оу а—при переохлаждениях 200 -24(ГС 
(1иА1О|/А12Оэ); б—в отсутствие переохлаж­
дения (Ьи>Л1вО|>) Стрелками отмечены ли­

нии. соответствующие окиси алюминия

Условии затвердевания и структурный состав материалов
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Особые условия, необходимые для образования ортоалюмината 
лютеция из расплава, и его неустойчивость при высоких температурах 
следует отнести к сравнительно малому ионному радиусу лютеция- 
0.97 А. для которого более приемлема восьмерная кислородная коор 
динация по структурному типу граната. Образование структуры перов­
скита с двенадцатикратным кислородным окружением при затверде­
вании переохлажденных расплавов может происходить благодаря теп* 
ловому упорядочению при низких температурах. В этих условиях фор­
мирование зародышей ортоалюмината с меньшей энергией образова­
ния может оказаться выгоднее даже в расплавах гранатовых соста­
вов (։о).

В заключение отметим, что в отсутствие переохлаждения распла­
ва киаОз- А12Оэ. при высоких скоростях охлаждения или при охлажде­
нии расплава в контакте с затравочным кристаллом УАЮ3 либо поли- 
кристаллическим ЬиАЮз при затвердевании образуются киэА1$О|2 и 
ЕщАЬОэ. Причиной этому может служить наличие сходных структур 
ных радикалов в соединениях киАЮ3 и кщА12Оэ.

Институт физических исследований
Академии наук Армянской ССР

В. ЧЬЗГМИШ. Г 2. ЫЧ’ЬЪМкЪ. в. и. чпьциъяиъձազաոաք ացմաէ fmr mi| ।ալնLгр ku2O3—А12О3 Տսւմսւկար^Ոէմ
^այտն աբերվ ած է, որ սլերովսկիտի կաոուցվածքով լյուտեցիումի օր^ր- 

աքյումինատի LllAlOj բ յուրե զական ֆազան առաջանում է ինքնին սլնզաց֊
ման, կամ զերսաոր յթների զանղազ բյուրեղացման d ամանակ, քնկ.
< » U )i V երսաոեցմ ան բացակայության դեպքում Հ ալույթ ի պնդացման ար- 
ղյունբր հ անդիսանում են ( յո < տ ե ց ի ո < մ - ա լ յ if ւ մ ին ա յին նոնաբարր ե լյուտե- 
ցիումի Օքսիդր (նկ. 2,6)է \ *__Al^O3 երի հետ կատարված նույ­
նատիպ փորձերն այդ երևու յթներր չեն Հայտնաբերեր Դերսաոր Հալույթների 
պնդացման ծամտնակ պերովսկիտի կաոուցվածքի առաջացում ր կարող ( 
տեղի ունենալ շնո Ր՜'Ւ4 9 ածր ջերմաստիճաններում ջերմային կարզավորվա- 
ծ ութ յան է
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ОРГАНИЧЕСКАЯ ХИМИЯ

Академик АН /Армянский ССР А. Т. Бабаяи, Г. О. Торосяи, 
Г. Г. Геокчан

Новый путь синтеза з-нспредельных кетонов
*

(Представлено 22/11 1980)

Способность четвертичных аммониевых солей алкилировать эле- 
мент-Н и С И кислоты известна давно. Еще в 1911 году Порай Ко- 
щицем была открыта особенно ярко выраженная бензилирующая спо­
собность у хлористого днметнлбензилфеннламмоння (лейкотроп) (').

Имеются многочисленные примеры внутримолекулярного алкили­
рования в четвертичных аммониевых основаниях, строения которых до­
пускают такую возможность. Яркими примерами внутримолекулярного 
С-алкилировання являются давно открытые, исключительно интересные 
и широко изучаемые до настоящего времени перегруппировки Стивен­
са (։) и Сом меле (’).

Настоящее исследование посвящено выяснению возможности осу­
ществления межмолекулярного С-алкилировання четвертичной аммо­
ниевой соли алкиламмониевой же солью.

В качестве алкилируемой соли избран бромистый гриметилфена- 
циламмоний (I), а в качестве алкилирующих солен — хлористые диме- 
тилфенилбензнл-(П), диметилфеннл (З-хлор-2-бутеннл) ■ (III) и бензнл- 
аммоннй (IV).

В результате 3-часового нагревания при 130—135° эквимольной 
смеси солен I и II после обработки водой и экстрагирования эфиром 
были получены: из эфирного экстракта — бензнлнденацетофснон (хал- 
кои), с 40% выходом, т. кип 185—18б°/2 .и.и. т. пл. 62°. т. пл. дннитро- 
фснилгндразона 112 113°, т. пл. оксима 115—1161 (4), димер халкона 
(12%). т. пл. 225—226° (4), хлористый бензил (14%) и днметнланилнн 
(17%). Из водного слоя подщелачиванием выделены трнмегнламин 
(48%), днметнланилнн (50%), т. пл. пикрата 162 163 (•), не дает 
депрессии т. пл. с заведомым образцом.

Подкислением водного слоя, выпариванием досуха и экстрагиро­
ванием абсолютным спиртом обратно получено около 40% смеси нсхог- 
ных солей I и II.

Образование продуктов реакции представляется схемой 1.
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(CHj)jN- СН2СОС6НЬ + (CH3)2 
Br CL

C4HS
CHjCdH5

II
<30-135’

сн2с4н3

(CHj)jN-CHCOC։Hs+ (СНз)2ЫС4Н։-НС1 
Br

(CHj)2NCeHs+C6HsCH։CL

(CHj)jN-HBi’ * C6HJCOCH=CHCt>Hj+ димер

Аналогичным образом из смеси солей I и III в результате 3-часово­
го нагревания при 120—125° были получены З-хлоркротилиденанетофе- 
нон (37%), т. кип. 135—14072 мм. Найдено %: С 69,5; И 5,95; 
С12Н|2ОС1. Вычислено %: С 69,39; II 5,78; т. пл. динитрофенилгидразо- 
на 58—60°, полимер этого кетона (17%), 1,3-дихлор-2-бутен (4%). ди- 
метиланилин (5%). И из водного слоя выделены триметиламин (43%). 
диметиланилин (50%) и смесь исходных солей (около 40%) (схема 2).

1+(сн3)։й''СбН$

CI?CH2CH = CCLCHj
I I2O-125’

CHjCH = CCICHj

.CH_|)JNCHCOC{>H.,+ (CH3)jNC6HsHCL 
Br

(2)

(CHjJjhj’HBr ■+ C6H5COCH — CH- CH — C CLCH полимер

Таким образом продукт алкилирования как в первом сл\чае, так 
и во втором в условиях реакции подвергается (Э-отщеплению с образо­
ванием а-непредельного кетона.

Для алкилирования соли I солью IV требуется несколько более 
высокая температура (150°).

и Н։ЙСН2СвН4֊^* NH4CL*C6H5COCH=CHCeH5+ димео
CL (45%) (16%)

IV 
------ ► NH3 + CtH5CH։CI (3) 

(237.)
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Таким образом показана возможность межмолекулярного С-алки- 
лирования четвертичной аммониевой соли аммониевыми солями, кото­
рое в случае изученных солей приводит в результате дальнейшего 3-от­
щепления к образованию ^-непредельного кетона.

Институт органической химии 
.Академии наук /Армянской ССР

Հայկական <иил ԴԱ ակարյԼմիկււս Ա. Ւ. ԲԱԲԱՏԱՆ, Գ. 2. 1*11ՐՈմՅԱՆ. Դ. 2. Գ8ՈԿ2311Ն 

а—չհագեցած կետոննԼրփ ստացման Bnr niqji

Ներկա աչխատանքր նվիրված է չորրողսւյին ամոնիումս*յին աղերի միջ֊ 
մոլեկուլ յար (2~ալկիլացման հնարավորության ր ա ց ահ ա յտ մ ան ր ։ Որպես ա/~ 
կիլացվող աղ ընտրված է տ ր ի մ ե թ իքֆ են ա ց ի լա մ ոն ի ո ւմ բրոմիղր (1),իսկ ո ր պ ե ս 
ալկիլացնող աղեր' ղիմ եթիլֆենիլրենղիլ— (II), ղի մ ե թի [ֆեն ի լ( 3— քլոր-Ա֊

բոււոենիլ)— (III ) և բեն ղիլամոն իում քլորիդները (IV)։
Հաստատվել է շորրորդային ամոնիումային աղի ալկիլացմսւն >նարա- 

վորութ լունր ամոնիումային աղով։ Ուսումնասիրված աղերի դեպքում ալկի֊ 
լացված աղի հետացա 3 —ճեղքման հետևանքով ստացվում են 2 —չ >ացեցւսծ

կ ե տ ոններ:

Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
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з .11. Sommelet. Conipt, rend., 205, 56 (1937). - Словарь органических соединении» 
т. 1, ИЛ, М., 1949
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кардиоактнвного белка гипоталамуса
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На протяжении многих лет нами изучаются специфические белки- 
носители кардноактивных нейрогормонов гипоталамуса крупного рога­
того скота (|֊։). Было высказано предположение о том. что эти белки 
могут быть также предшественниками кардиоактивных начал (։). Для 
экспериментального доказательства этого предположения возникла не­
обходимость разработки ряда методов, позволяющих выявить активные 
начала, если таковые имеются, из структуры указанных белков. Mi 
проведенных многочисленных экспериментов интерес представляет про­
теолиз этих белков под действием трипсина (*). После диссоциации 
коронарорасшнряющнх соединении от своих белковых носителей (пу­
тем длительного диализа против разведенных растворов уксусной кис­
лоты) последние оказались полностью лишенными биологической ак­
тивности, которая нг восстанавливалась ни денатурацией 6 8 М моче­
виной, ни температурным воздействием до 90 100°С Однако под воз 
действием трипсина удавалось выявить и< первичной структуры белка 
кардиоактннное начало, сходное по многим параметрам с нейрогормо­
ном «С».

Возникла необходимость разработки препаративного метода полу 
чення кардиоактнвного фрагмента в гомогенном виде и проведения его 
идентификации, что явилось целью настоящего исследования.

В работе использованы следующие препараты сефадексы G-I00. 
G-25, G-I0 фирмы «Pharmacia», ДЕАЕ-целлюлоза— «Whatman», 
амфолнны—«LKB», трипсин «Warthingion*. Остальные реактивы 
фирмы «Reanal* и отечественного производства.

Свежие гипоталамусы крупного рогатого скота очищали от крове­
носных сосудов и пленки, промывали в холодной дистиллированной 
воде и готовили ацетоновые порошки следующим образом 10 г гипо- 
таламической ткани размельчали и гомогенизировали в 100 м i холод 
ного ацетона в течение 90 сек при — 20°С. Ацетон удаляли отсасыва- 
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ННсм на воронке Бюхнера. Осадок суспендировали в том же количест­
ве ацетона и процедуру повторяли. Материал высушивали под ва 
куумом. Полученный ацетоновый порошок суспендировали в 0.15 М 
фосфатном буфере (pH 7.36) из расчета 1 г/10 .ил и после 18-часовой 
экстракции на мешалке прн — -ГС суспензию центрифугировали при 
>000 к в течение 30 мин Прозрачный супернатант фракционировали с 
помощью сульфата аммония. В качестве источника коронарозктивиого 
белка использовали фракцию, высаленнхю в пределах насыщения 
75—100%.

Дальнейшую очистку короиароактнвного белка осуществляли по 
схеме, описанной п наших предыдущих исследованиях (г *) и включа- . 
ющей в себя гельфильтрацию через сефадекс 6-100. ионообменную 
хроматографию на ДЕАЕ-целлюлозе, изоэлектрофоку с ирование в гра­
диенте амфолннов, pH 5—7.

Диссоциацию комплекса белок — гормон осуществляли путем ди­
ализа против 0,1 н. раствора уксусной кислоты на мешалке в течение 
48 час.

Водный раствор отднссоцннрованного белка денатурировали кипя­
чением в течение 5 мин либо инкубировали с 6 М мочевиной После ох­
лаждения до 37°С к раствору белка добавляли дважды перекристалли­
зованный трипсин в борно-боратном буфере, pH 7.8. Соотношение фер­
мент— субстрат поддерживали 1:80 (по весу). Ферментативную реак­
цию приостанавливали после 18-часовои инкубации и гидролизат лио­
филизировали. Продукты триптического гидролизата дифференциро­
вали гелевой фильтрацией через сефадекс 6-25 (колонка размера­
ми 3x56 <л։|, уравновешенный борно-боратным буфером. pH 7.8. Элю­
цию вели тем же буфером или дистиллированной водой со скоростью 
20 лы/30 мин В качестве маркера использовали 0,01%-ный водный 
раствор голубого декстрана. Активный элюат высушивали лиофнльно 
и подвергали хроматографии на бумаге ЕМ-11 в системе растворителей 
бутанол — уксусная кислота -вода (4:1:5). После высушивания хро­
матограмм активную зону вырезали, элюировали дистиллированной 
водой и рехроматографнроналн при тех же условиях Активные элюа­
ты дочищали гель фильтрацией через сефадекс 6-10. упакованный в 
колонку размерами 1x50 сж и обработанный глицннамидированнем по 
методу Крэга (4) с нашими модификациями (°). Элюцию вели биди- 
стнллнрованной водой со скоростью 10 мл/час. Активный элюат лио- 
фнльно высушивали.

По ходу очистки тестирование активных начал проводили двумя 
способами: а) измерением коронарного кровотока в условиях й» вйи 
по известной методике (т) и б) определением фосфоднэстеразной ак­
тивности в мозгу крыс способом, описанным ранее (’)-

Спектральный анализ проводили на спектрофотометре Ушсат 
$Р-800 и СФ 26. Изоэлектрическую точку определяли нзоэлектрофоку- 
енрованнем н 3%-ном растворе амфолнна с интервалом pH 5—7 в 
110 мл колонке фирмы «ЬКВ».

Для проведения масс-спектрального анализа кардноактивных пре- 
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паратой последние были предварительно метилированы и ацетилирова­
ны по методу, описанному ранее (•). После упаривания растворителей 
образны анализировали методом газо-жидкостной хроматографии Ри 
боту проводили на квадрупольном хромаго-масс-спектрометрс фирмы 
«Рттцап» (США) с автоматической системой обработки данных и 
стеклянной капиллярной колонкой 0,25 м.мх25 .и с фазой Е-30. Темпе 
ратурнын режим — 150—290’С, по 6° в минуту: изотерма в течение 30 
ми« при 290°С, инжектор и переходные линии — 280°С Газ-носитель 
гелий с потоком 1.5 .мл в минуту. Масс-спектры получали методом 
электронного удара при энергии ионизации 70 электром-болы в диапа­
зоне массовых чисел 4)—420.

В результате применения разработанного нами способа очистки, 
включающего в себя гелевую фильтрацию на сефадексе <з-25. глицина- 
мнднрованном сефадексе С-10. хроматографию и электрофорез на бу­
маге. был получен высокоочищениын препарат триптического кардно­
активного фрагмента (условно обозначенного как «С«» по профилю 
элюции через сефадекс).

Изоэлектрическая точка «С«». определяемая методом изоэлектро- 
фокусировки, оказалась близкой к pH 5.7.

Кардноактивнын фрагмент в нативном состоянии характеризуется 
очень слабой нннгидрин-положнтельной реакцией Однако после кис­
лотного гидролиза 6н. НО и последующего окрашивания продуктов 
гидролизата на хроматограмме выявлялись три нингидринположительны х 
соединения, причем реакция окрашивания проходила гораздо интен­
сивнее. Поскольку результаты этих исследовании были воспроизведе­
ны неоднократно, то правомочным кажется предположение о том, что 
при ферментативном гидролизе из первичной структуры специфическо­
го белка отщепляется кардноактивнос начало в виде пептндно-глико- 
зидного комплекса. Не исключена возможность, что аминокислоты, 
входящие в пептидную часть указанного комплекса, циклизованы в 
гликозидной, и высвобождаются только после кислотного гидролиза 
при высоких температурных воздействиях; по этой же причине в дан­
ном случае усиливается положительная реакция на нингидрин.

Масс-спектр ацетилированного пронэводного кардиооктппного триптического фрагмен­
та «С»> на оси абсиисс масса фрагментом вещества (т/е), на оси ординат—относи 

тельная интенсивность в %
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При высоковольтном электрофорезе на бумаге «С<> слабо мигри­
ровал при pH 6,2 единственной зоной к аноду.

О гомогенности препарата свидетельствовали также результаты, 
полученные при газожидкостной хроматографии (ГЖХ) кардноактнв 
ного фрагмента. На рисунке показан масс-спектр фрагмента <С«» С 
помощью реконструкции по максимальному в спектре нону с т/е 169 
выявлен пик аналога нейрогормона «С» со временем удерживании 
>1,15. Как видно из рисунка, интенсивные пики пт/е 109, 127 169. 211. 

229, 271, 331 указывают на наличие в веществе гексапнранозн тьното 
остатка (’).

При прямом нводе образца непосредственно в источник ионов и 
прогрева до ЗОО’С относительные соотношения по т/е 8зз|/$1в<> и 
8л|/5|б9 сохраняются (таблица), но абсолютные количества не совпа­
дают. Возможно потому, что прп прямом вводе концентрация образца 
\ нелнчивается почти в трн раза.

Выше мы говорили о том, что триптический кардноактивнын фраг­
мент после кислотного гидролиза выявил трн нингндринположнтель- 
нЫХ соединения При ГЖХ того же фрагмента гндролнзованиого пре­
парата «С.» основная масса вещества с т/е 169 была сосредоточена в 
зоне со временем удерживания 34,83 мин. Кроме пиков, характерных 
.для полностью ацетилированного гексапиранознльного остатка, в масс- 
пектре отмечены маленькие пики с т/е 94, 168, 191, 266, 288. по-види- 

мому, относящиеся к гндролнзованным продуктам.

Млсс-електрометрическая характеристика нативного и гнлролизоваиного препаратов 
•С«». полученная при прямом и воле проб

Наэваиче фракций

В|
№

м
я у

ас
р 

ж 
тм

ни
н,

 
и 

гя

Величина площадей условных еди­
ниц по т е

Отношение вели­
чии площадей. %

$331

11ативный ,С«' 34.15 9558 63(4)0 37000 18*2 58.6
пароли юванный

34*83 * 13400 107000 78000 12.5 72.9

При прямом вводе образца появляется новый пик с пье 40< От­
мечается в этом елхчае увеличенное соотношение 52ц/5|$ч (таблица!, 
обусловленное наличием макрокомпонента с т/е 210.

Так как при одинаковых условиях анализа плошал» под ними 
кривыми можно считать мерой концентрации данного вещества, сле­
довательно, сопоставление величин измеряемых площадей нативного и 
гндролнзованиого препаратом «С«» свидетельствует об относигольном 
максимальном содержании кардноактнвного соединения в гидролизо- 
ванном препарате.

В результате проведенных нами исследований получены экспери­
ментальные доказательства о том. что по ряду физико-химических
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свойств указанное соединение проявляет большое сходство с нейрогор­
моном «С> (9). МИ] 1

Таким образом, основной вывод заключается в следующем: ка­
чественное сходство масс-спектров нейрогормона «С» и коронароактнв- 
него триптического фрагмента <С<>, одинаковое время удерживания 
основного вещества может свидетельствовать о наличии в составе бел­
кового носителя структурного изомера нейрогормона «С».
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Изменение активности различных АТФаз к субклеточных образованиях 
мышц кур в онтогенезе

(Представлено академиком АН Армянской ССР Г X Бхнязяиом 8 1 19~9>

В наших предыдущих исследованиях (’-«) было показано, что в 
эмбриогенезе кур активность АТФазы в изолированных митохондрия. 
мозга, печени и миокарда возрастает с плодного периода (с 13-го дня» 
эмбрионального развития и до вылупления цыпленка. Полученные ре­
зультаты позволяют заключить, что начиная с плодной стадии эмбрио­
нального развития кур окислительно-восстановительные процессы в 
вышеотмеченных органах усиливаются, доходя до своего максимума и 
конце эмбриогенеза и н раннем постэмбрнональном периоде В эволю­
ционно-сравнительном аспекте представляет несомненный интерес ис­
следование становления и развития энергетических процессов в других 
тканях развивающегося организма Мы изучали становление и разни 
тие активности АТФазы н субклеточных образованиях скелетных мышц 
кур в различные периоды онтогенетического развития В наших экспе 
рнментах дли солюбилизации мембран и выделения локализованной на 
них /ХТФазы использовали тритон Х-100 Известно, что благодаря сво­
им свойствам детергенты могут воздействовать на гидрофобные связи 
в мембране, что способствует освобождению липопротеиновых компо­
нентов. сохраняющих в определенной степени свои первоначальные эн­
зиматические свойства В отдельных опытах изучали также действие 
п-хлормеркурнбензоата (п-ХМБ), 2.4-дннигрофено.та (Д11Ф| и темпе­
ратурного фактора на энзиматическую активность

Опыты проводили на 15- и 20-дневных эмбрионах. 5-дневных цып­
лятах и годовалых курах белой русской породы Ножные мышцы из­
мельчали специальной мясорубкой и в течение 30 40 сек гом<менн»н 
ровали в гомогенизаторе Поттера в растворе 0.44 М сахарозы — I мМ 
ЭДТА. Ядра осаждали при 2000 * (7 мин), митохондрии֊ 12000 К 
(15 дин). Супернатант использовали в опыте как надмнтохондрналь 
ную жидкость. Осадок митохондрий суспендировали в растворе О.֊5 М 
сахарозы - 0.02 М трис-НС! бхфере (pH 7.4). Чистоту выделенной 
фракции контролировали электронным микроскопом.
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При изучении Сп* . а также Мв։+. Хаь, К *-АТФазы ио­
ны добавляли в количестве 20. 10. 100 и 120 мМ соответственно. ДНФ 
применяли в концентрации 4 10 ‘ М, тритон Х-100 и п-ХМБ 0,9 и 4.7
.we

го

(пли 12.5 мМ) соответственно в пробу.
Активность АТФазы устанавливали по нарастанию неорганическо- 

фосфата и следующей инкубационной смеси 0,25 М сахарозы 0,02 
трис HCI буфер. 2 ле ЛТФ (в пробу) н соответствующие катионы

или ДНФ Гомогенат, митохондрии или надмнтохондрнальную фрак­
цию добавляли в количестве 2—4 мг белка Объем смеси 1 м.1 Время 
инкубации 30 мин при 37°С. Неорганический фосфат и белок определи 
ли по Лоури и сотр. р 6) Количество свободного фосфата выражали 
н мкаюмах/мг белка Полученные данные статистически обработаны

кон । рол 1.НЫ \ ониРезультаты опытов (рис. 1, а) показан!, что в

/5 Риго**'? ?0- лурь/
)м 6 p и о м Ы цы пл о то

□ • контроль ։ @ -/>- жмб- тритон ж - ЮО.

Рис. |. Влияние тритона Х ИМ) и и-XMG на активное~ь С*’ , ДНФ (u). .Mg1* и 
Na, к'4--АТФаэ (Л) н ынгпконярнак мыши кур и онтогенезе
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тах (без добавления ионов и ДНФ» активность АТФазы в изолирован­
ных митохондриях мышц 20-диевных эмбрионов по сравнению с 15- 
днсвнымн несколько повышается Однако активность фермента замет­
но и достоверно снижается у 5-дневных цыплят. В митохондриях го­
довалых кур по сравнению с 5-дневными цыплятами энзиматическая 
активность несколько повышается У 15-дневных эмбрионов прнбав 
ление ионов Са несколько повышает активность фермента Аналогич- 
ное действие ионов кальция отмечается в митохондриях годовалых 
кур Добавление ДНФ также приводит к активированию АТФазы в 
митохондриях 15-дневных эмбрионов Изучение влияния разобщителен 
окислительного фосфорилирования на митохондриальную растворимую 
ЛТФазу представляет определенный интерес. По данным ряда авто­
ров (• ’) разобщители типа ДНФ катализируют гидрьлнтнческнй рас 
пад нефосфорнлнрованного предшественника АТФ (вызывая тем са­
мым стимуляцию дыхания в отсутствие акцепторов энергии), снижа­
ют коэффициент Р/О. тормозят эндэргоннческие реакции и стимулиру­
ют активность латентной АТФазы митохондрии. Виноградовым и сотр 
(|0) было покатано, что между действием разобщителен на интактные 
митохондрии и растворимую АТФазу нет корреляции, а стимуляция 
фермента ДНФ обусловлена его побочным действием торможения ре­
акции продуктом. Полученные нами данные показывают, что и при 
сутствии добавленного ДНФ активирование АТФаты более ощутимо в 
раннем эмбриональном периоде, с возрастом действие ДНФ ослабе­
вает, а у годовалых кур отмечается даже некоторое подавление энзи­
матической активности.

Полученные результаты свидетельствуют о том. что при онто 
генетическом развитии энзиматический белок подвергается определен­
ным изменениям в отношении активирования ДНФ и нонами кальция

Интересно отметить (рис. 1, а), что при добавлении тритона Х-100. 
а также п-ХМБ, по сравнению с контрольными опытами, активность 
фермента в эмбриогенезе н постэмбриональном периоде заметно подав­
ляется как в присутствии Са2*. так и ДНФ В этих условиях неболь­
шое увеличение активности фермента наблюдается в митохондриях го­
довалых кур в присутствии Са2 н ДНФ.

Аналогичным изменениям активность фермента в присутствии грн 
тона Х-100 и п-ХМБ подвергается также при добавлении ионов Мр. а 
также Ыв. К (рис. 1. б) В эмбриональном периоде по сравнению с 
пробами без активаторов ноны достоверно (р<0.001) повышают 
активность фермента, тогда как у годовалых кур она остается неизмен­
но*.

Результаты наших исследований показали, что в контрольных опы 
тах в гомогенате мыши (рис. 2. а) н надмитохондриальной жидкости 
(рис 2 б) активность АТФа.ы V 5-лиевных цыплят понижается посрав 
нению с 20-дневными эмбрионами. Такая же закономерность н развитии 
активности фермента наблюдается при добавлении ионов Иц. Х'а. К. 
Са. а также ДНФ Наблюдается достоверное повышение активности
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фермента в присутствии вышеприведенных активаторов по сравнению 
с контролем. »• * . 'с<ЙЯ

Мы изучали влияние термообработки на АТФазную активность в 
мышечных митохондриях. С этой целью в течение 10 жни митохондрии 
инкубировали при 37, 45, 50, 60, 70 и 80°С. Дальнейшее инкубированн 
в течение 30 мин при 37 проводили непосредственно после добавления 
АТФ Данные, приведенные на рис. 3, а и 6. показывают, что как в 
эмбриональной. раннем постэмбриональном периодах, так и у годо­
валых кур сильное угнетение активности Мци- и Са։+-АТФаз наблю 
дается при обработке митохондрий при 60°. Некоторое подавление ак 
тивности МдАТФазы отмечается еще при 50°: Однако при 60° коли 
чество неорганического фосфата по сравнению с 37° уменьшается у 
15-дневных эмбрионов более чем в 5.7, у 20-дневных — 3,5, а у кур 
13 раз. Дальнейшее нагревание митохондрии приводит почти к полно­
му прекращению ферментативной активности. Аналогичным изменена 
ям при термообработке митохондрий подвергается также активность 
Са։*-АТФазы.

Как уже показали, активность различных АТФаз как в гомогена 
те. так и в субклеточных образованиях скелетных мышц в постнаталь­
ном периоде развития кур заметно подавляется Известно, что одним 
из важных свойств актомиозинового белка мышечной ткани является 
АТФазная активность, обеспечивающая сократительную функцию и 
использование энергии АТФ при выполнении мышечной работы. Име­
ются данные (") о наличии природною ингибитора митохондриальной 
АТФазы. Этот ингибитор оказался белковым веществом с молекуляр 
ным весом около II 000. Было установлено, что этот митохондриальный 
ингибитор сильно угнетает Са-АТФа.зу актомиозина (|։). Подавление 
АТФазнон активности в наших опытах՜ в посгэмбриоиальном периоде в 
мышечной ткани кур. по-ниднмому, можно объяснить появлением это­
го ингибитора в определенный период развития цыпленка. Какова его 
физиологическая роль в период постэмбрионального развития кур5 
Можно допустить, что во взаимодействии с актомиозиновым компонен 
том этот ингибитор имеет регулирующее влияние ца уровень сократи 
тельной функции скелетной мышцы, в частности, в направлении ограни 
чения использования энергии АТФ при выполнении мышечной работы.

В наших опытах добавление тритона Х-100 почти во всех стадиях 
онтогенетического развития кур сопровождается заметным подавлением 
активности различных АТФаз как в митохондриальной фракции, так и 
надмнтохондриальной жидкости Имеются данные, свидетельствующие о 
том. что характер влияния детергентов на активность АТФазы зависит 
от их концентрации (|։ |Ь). Малые концентрации детергентов заметно 
повышают энзиматическую активность (՛•“՛■), что связано с выявле­
нием латентных активных центров фермента в препаратах (19). Более 
высокие концентрации детергентов подавляют активность фермента 
(։в։|). В предыдущих наших работах при использовании тритона Х-100 
в качестве детергента в количестве 0.9 .«г на 2—3 мг белка наблюла-
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Рис. 2 Активность различных АТФаэ н гомогенате (а) и надмитохондрнальной жид­
кости (б) мышц кур в онтогенезе

Температура терм сабра бет* и 

"^^раевные гмбраочм, о - ц^плрта

• кури

Рис. 3 влияние температурного фактора на .Мй (а) и Ся-АТФагную (б) активность 
в митохондриям мыши кур в онтогсиеэе
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лось заметное, а в некоторых случаях достоверное повышение актин 
ности в митохондриях печени кур в онтогенезе (*г|. Однако в аналогии 
них условиях, как показали наши эксперименты, такое же количеств՛՛ 
тритона Х-100 является подавляющим фактором для АТФазной актин 
ности как митохондриальной фракции, так и надмптохондриальной 
жидкости скелетных мышц развивающегося эмбриона.
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Академик наук Арчинской ССР

1Ւ. К. 14ԼԴ1ԼԼ5ԱԼ. Ա. Ա IIГ1ГՈՆ5ԱՆ Ռ IL, 11ՏեՓԱՆհ1ԼՆ

Տարբեր ILSluiqujl'Lr|i ւսկսւիվոip |սւն ւիոփոիւու |» |Ուննեгp մկանների 
ենթաբօափն qnէացություններում հավերի սնւոոցեհեցո։մ

Լադերի սաղմնային զարգացման շրդանում կմաքսբա յին մկանների »/»>
մ ոգենատոէէ!, մեկուսացված մ ի տ ո բոն ղրի ան ե բում և
ղոէկում տարբեր ԱՏՖազան երի ակտիվՈէթյունն nPnf

վերմիտոբոնղրիալ Հե~ 
շա էի ով բար ձր անում Լ »

վաղ հետսաղմնային շրյանում (5 օրական ճտերի մկաններում) ֆերմենտի 
ակտիվոէթ քՈէնր հավանական չափով ճնշվում (- Ֆերմենտի ակտՒվո էք/յան 
ճնշումն այղ շրշանում , րստ երեո» յք/ին, կ ա ւղվ ած Լ մկաններում բնական 
ինհրբիտորի երևան գա(Ո1 հետ:

Л И I Լ Р \ 1 У Р А — Դ I* IL Կ IL Ն II b Р 5 II b Ն

1 А А Симонян. Автореф докт. дне . Ереван. 1973. 1 А А. Симонян р А. Сге- 
памян, Вопросы биохимии мозга. Изд*во ЛИ АрмССР. Ереван, ныл. 6 <1970). 3 А А 
Simonian, Abstr. Common. 7 th Meet. Euf. Blochem Soc.. Varna. 20—25 lh Sept. 1971. 
4 А А. Симонян, Г. А. Геворкян. P. А Степанян. Укр. бнохнм. жури., т. 50. М 3 
(1978). 5 О. Н. Lowry, J. A. Lopez, J. Biol. Chem., vol. 162 (1946). • О. H. Lowry. 
К. J. Roerbrough, A L. Farr. R. Randall. J. Biol. Chem. vol. 193 (1951). • Д. //. 
Закутинекий. Л. И. Селиванова, Биологическая опенка препзрагов для профилак­
тики и лечения лучевой болезни. Медгиэ, М.. I960. • J. Н. Wang, Science, vol. 167 
(1970). • Е С. Слейтер, V международный биохимический кош ресс. И эд-во АН 
СССР. М.. 1961. 10 В К. Акименко. И Б. Майкова. А Д Виноградов, Биохимия, 
т. 36. вып, 3 (1971). 11 Л! Пульмен. Е. Гарбер, \ Международный биохимический 
конгресс. Рефераты секционных сообщений II, Изд-во АН СССР. М , 1961. 11 S 
Yamazaki. И. Hasebe, IL Takigawa. Y Гатаига, Y. Inada. Blochem. blophy*. Res. 
Cummunlc.. vol. 75 (1977). ։J A. В. Кравцов, Укр бнохнм. жхрн , т. 48. Мб (1976) 
14 О. В. Киргенко, Г Л Вавилова, Укр, бнохнм. жури. т. 44, № 1 (1972). п О. В 
Кирсенко, Л. Д Демченко, Г Л. Вавилова, Н А. Ирошемко, Л В, Кравцов. Укр. 
бнохнм. жури,, т 46. <4 3 (1974). 14 57. Uesugi N. С Dulak. Л F Dixon. /. /. Dahl. 
J. Biol. Chem.. vol. 246 (1971). 1; В Formby, Brain Res., vol. 5? (1973) ” P. L Jor­
gensen. Blochlm. cl blophys. acta. vol. .356 (1974}. *• P. L. Jorgensen, J. C. Skau. 
Biochim. cl blophy» acia. vol. 233 (1971). ,0 J. Phihppot. M. К Authhr, Blorhim. 
el blophyt. acta, vol 294 (1973) 11 О. В Кирсенко, Г. Л. Вавилова. Укр. бнохнм. 
жури., т. ^3. М I (1971). 21 Л А. Симонян. Р Б Баклин. А П Акопян, ДАН 
АрмССР. т. 62. М 1 (1976).

192


	red.
	129
	133
	142
	145
	151
	156
	160
	167
	170
	175
	179
	187

