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О ДВУХ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ПЛАСТИНЫ
С КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ. УСИЛЕННОЙ УПРУГИМИ 

НАКЛАДКАМИ

В настоящей работе излагается решение двух плоских контактных и։- 
лач для пластины с круговым отверстием, когда последняя усилена систе
мок тонких у||р\। их и. I... '..1.1. к На ֊.։։:•« .доложеннй [I—))
решение указанных задач сведено к решению системы сингулярных инте
гро-дифференциальных уравнений при определенных граничных условиях. 
С помощью аппарат.! ортогональных .многочленов Чебышева для постав
ленных задач получено Эффективное решение, содержащее в явном виде 
характерные особенности контактных напряжений вблизи концов при
крепленных накладок.

1. Пусть упругий лист п виде тонкой бесконечной пластины с круго
вым отверстием радиуса 7? 1. чт . нс нарушает общности, усилен система
ми упругих накладок (стрингеров) таким образом, как эго показано на 
фиг. 1 и 2. Пусть, далее, этот лист деформируется силами Р, действующи
ми соответственно на концах упругих прямолинейных накладок, располо
женных симметрично относительно начала координат, и подвержен на бес
конечности одностороннему растяжению в направлении оси стрингеров си
лами интенсивности

Цель работы заключается з определений закона распределения кон
тактных напряжений под накладками.

В дальнейшем задачу, показанную на фиг. 1, кратко будем именовать 
первой, а на фиг. 2—второй контактной задачей соответственно.

Условимся все физические я геометрические величины, относящиеся 
к криволинейным накладкам, обозначать индексом I. к прямолинейным
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накладкам — индексом 2 и, наконец, к основанию, то есть к пластине с кру
говым отверстием, без индекса.

Не останавливаясь здесь на подробностях, сразу приведем, следуя 
работам [3—10], определяющие уравнения, из которых будут определять
ся неизвестные контактные напряжения, действующие под упругими на
кладками. Эти уравнения записываются в виде системы сингулярных ин
тегро-дифференциальных уравнений вида

— х) ?' (()<// I• 1 (х, %) У (%) с/90 = /*? (х) -г Л/1 (х)

АЛ2(&, %)

1 Ро/2(6)

У(0о) ^О = л**-И&) 4-

при граничных условиях

Ф(/;) —0, з (а) = Р (1.2)

ф(9) = 0 на концах линии Ь (1.3)

Отметим, что при выводе системы уравнений (1-1) использованы 
свойства периодичности и симметричности касательных контактных на
пряжений. При этом, интегралы от ядер Гильберта и Коши следует пони
мать в смысле главного значения по Коши.

Для первой контактной задачи линия интегрирования Ь представляет 
собой интервал —и<0<а<л/2, а для второй задачи — интервал 
0<а<0<я—а.

Здесь параметры X*, X** зависят от геометрических и упругих харак
теристик стрингеров и п частниы и имеют значения

2- (1 4- х) н (р.. 4- ±_ 4гГ.________
՛ •х</2А2г-2 (2у.а - 34) ’ ('■ --1) А։ (2|4 -1- У
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где Л, |< — параметры Ламе, хв(3—у)/(1-| у). (у -коэффициент Пуассо
на), <12 и /։ — соответственно ширина и высота прямолинейных накладок, 
А, — ширина криволинейных накладок. Далее

А'и (f, х) =
1 х՜- 4-1 /

.V — > у x~t'z — 1
2/

х՝ (№/•=— 1)

' л՛ —1 1\ хЧ- 1 (t2 1)(х--Ц)(х2/2 ! 1)
х- ‘ (■' /(xV Г /Ле-(1 --.Л2) =

2, (Л 1)(дга —1)(3 I х֊(՛) 1
•/.(1 х'ЧУ у!х- ’ /> I, х ' и

х — cos % х Н~ cos 6л

х-֊ 2л cos 50 -|֊ 1 .г՜՜ 2х cos 6О4-1
sin 0с

2 sir. %
■'■4֊ Г

*л(М)

у — 1 (х՜ ~t~ 1) sin 2frp
у. — 1 х4 — 2л-՜ cos 20о f- 1

(x՛ <- 1) cos 0o — 2x (x- 4- 1)cos6ft —2x
(x՜ 2xcosG0 —I)2 (№ - 2xcos604-1)3

Z> -< x -< (I, %'L
(у- I I)՜ .J /" 2/cos9 ;• 1
------------ cos & In--------------------------

4z f- -) 2i cos f> 1

4. (x՜՜՛1)2 *sina°
2z f 2/cos 0 4-1

, (z I )2 ____ i sin2 9
2/. (՛ ֊• ‘2t cos 0 1

z' - 1 . .2* sin 0
------- sin ■.‘arettf- ----------

2/ I2 - 1

^...и 60)

_ z2— 1 I (1՞ 1) cos՜

/4 2/2 cos 20 4-1

, 2/(1- z- (1-1 z)^j|(#‘-l)coS20-2/'-]
-J՜ ; - ’ о t •>.. U, J

y. (f5 — 2/՛՜’ cos '2!-՛ t- 1 )■

5.) = sinlft- %) In | t/֊"| - 4 ՝«'—֊ 

£ £

— ~ cos i 0o) s i gfn (0 — Oj, 0, L
2 (x+1)

f ( v 7T(Z + ]) | 2(z -1-2) 6 .
Л(х)^=----------—----- Z 1-------- -— —- . Z»<x<o

4zf/,_. I x- x‘

Л(0) - -L----- cos 29, 6G L
У-d;

Нетрудна пидсть. что ядра К։։- {i. j=1. 2) в соответствующих обла
стях непрерывны и имеют там же квадратично суммируемые частные про
изводные первого порядка.
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Контактные напряжения под накладками обеих задач даются форму
лами

<7(х) = ф'(х), (6<х<п), -(&)=•—֊֊֊/(&), 
(у 4- 1)*

Здесь </(л) — контактное напряжение, действующее иод прямолиней
ными накладками, т(0) — под криволинейными накладками.

Таким образом, решение поставленных контактных задач сведено к 
решению системы уравнений ( 1.1) при граничных условиях (1.2) и (1.3).

2. Займемся сначала решением первой контактной задачи. Решение 
(1.1) для этого случая представим в виде

<?' (.V) =
-111 05

2 У„ Т-
СЧ^=9

О

■ 2х —а —
՝ а —b

а

Г(*) = 2 V т (\ °• 'X
Г՜., 0֊^=՜ '1 2 cos о 2 COS а т. 1 \ 2 2 /

7. <С,J <Г 2

где Т„ (х) cos (л arc cos х) (л = О, 1, 2,...) — многочлены Чебышева 
первого рода, а уг (т = О, 1. 2,...) и г2т ։ (т = 1, 2,...) неизвестные 
коэффициенты, которые подлежат определению. Обычным способом 
[4—8] определение неизвестных коэффициентов yni(m = 1,‘2,...} и 

z2m i (m — Ь 2, •••) можно свести к решению бесконечных систем ли
лейных уравнений. Нс останавливаясь на подробностях, сразу приве
дем окончательный вид этой системы

ОО ОС

У fl "*• У<>1 В'пп) ■■ Cm.., r2/I. _J а„, п — 1. 2, ...

m - 1 m—-1

co CO
^2«-։ /*' г2т -J ~ ) T L ^т,՝Ут ~ n • ' •••

m—I »l — l

где введены обозначения

m, n 1, 2,...
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т, п = 1, 2, ...

X ( К,. (I, 5) [1 - (֊------- -- --------У ”' Г„ (-—- ------- Л

Л \ а - Ь / \ а — Ь /

т, л = 1, 2,...

Г9 1 х С* / з \ ■--- 9
— I 6>?м..2 ( с15 — ) | 2 сею 0—2 со»а .$ес —

К- 2 I \ 9 9 / 9
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■ ьп =
e

tg 2-ctg
_______________ rj
cos Ч 2 cos ■> sec — d4

2

6»

A

2 cos 0 — 2 cos « sec — c/G X

-1.12
df, n — 1, 2,...

Здесь t/.-.-i (x) = sin (n arccos x)/sin arc cos x (n = 1, 2, ...) — много
члены Чебышева второго рода, а постоянные с и г/0 определяются из 
граничных условий (1.2), (1.3) и имеют значения

с — P.d., y<j = 2РI'd., (а 6)

I кремлем теперь к решению второй контактной задачи. С помощью 
функционального соотношения

к — 2&0
see------------

„ Л »֊26« t -֊21 \ 4
7ь-’ ^7֊^ А =

к “ — 2а тг / - — 20 7. — 2а \ п — 25
= - — CSC---- ----- С'2^-2 Iff—-— ctff—-— sec——

2 4 \ 4 4/4

т =■ 1, 2,..., — i)

к:> орое весьма просто пплучается из соответствующего функционального 
соотн<шения, приведенного в работах | 7. Ю1, и предс тавляя искомые функ- 
уни в виде разложений

?'(х) =
/2х — а—6\՜՜ ’ - Л .г /2х — а Ь\
(---------- ---------------------------------------------Г~Г
\ а-b / \ а֊Ь /

b >:С л՜ а
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--֊25
5еС 4 °° / - _ 90 - — 2а \

■'(0) " 9 ֊ 2 ^-Т2т^ ----- ‘Нг " 7՜ )
И 2 5Ш 0 - 2 $։п а л._1 \ 4 4 /

а < 9 < г а

для определения неизвестных коэффициентов У^,', । и I2’?,,, р™ 1 П°ЛУ" 
чим бесконечную систему линейных уравнений со структурой, похожей 
системе бесконечных уравнений (1.4) первой контактной задачи.

3. Исследование полученных бесконечных систем можно провести со
вершенно аналогичным способом, как это сделано в работах |4—8] При 
этом можно показать такие интервалы изменения значений параметров 
/.* и /.՛՛, для-которых написанные системы уравнений вполне регулярны.

Далее, можно показать, что свободные члены этих систем стремятся 
к Нулю при И—оо не медленен, чем п

Перейдем к обсуждению числовых результатов. Численная реализа
ция полученных формул произведена на ЭВМ «Наири-2» в случае, когда 
прямолинейные накладки отсутствуют, а плас типа, усиленная на круговой 
границе симметрично расположенными криволинейными накладками, де
формируется односторонне растягивающим։՛, усилиями Р„ равномерно рас
пределенными на бесконечности. I !ри этом предполагалось, что ширина 
криволинейных накладок 9 ,=0.25 с.ч. а в качестве материала основания для 
обеих задач взят алюминии (катанный) с упругими постоянными 
Е-0.69-10' кг'с.и'. V 0.3. Остальные параметры варьировались различны
ми способами Эти вариации включали выбор материала накладок, а также 
длины участков контакта. Параметр 7. в обеих задачах давался формулой

,... = 211.
2 (1 У1)

я принимал гри значения в зависимости от выбора материала накладок 
Значению1.7442 соответствует углеродистая сталь с упругими 

постоянными Ел - 2.1 • 10* л-? с?.г, ч. — 0.24; значению Ц = 2.8316 соот

ветствует медь с упругими постоянными Л՝] — 1.1-10" кг см՛՛, ՝6 =0.31 
и, наконец, л- 4.2494 дюралюминий (катанный) с упругими посто

янными Е1 =0.71 • 10" кг;см՝, - 0.32,

На фиг. 3 и 4, соответствующих первой и второй контактным зада
чам, показаны закономерности изменения контактного напряжения и зави
симости от материалов контактирующих пар и длин участков кош акта. 
Было замечено следующее; с. возрастанием значений параметра '/.՛՛, то есть, 
когда материал накладок становится более податливым, контактное напря
жение* под упругими криволинейными накладками уменьшается. Этот факт 
становится более наглядным, когда увеличивается длина участка контакта.

Далее, определены значения нормального напряжения (г, 0) в точке 
я./2) для различных контактирующих нар и длин участков коя-
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Фиг 4.

такта. Эти результаты приведены в табл, 
я второму контактным задачам.

и 2. соответствующих первому

Таблица 1

"о
։«к/6 а=т./4 а-г./З

1.7442 2.5882 2.2339 1.9722
2.8316 2.6337 2.3486 2.1720
4.2494 2.6799 2.4552 2.3440

Таблица 2

1 -^/6 а- -“/4 3"='/3

1.7442 0.3483 0.2329 -0,0407
2.8316 0.7167 0.6124 0.3198
4.2494 1.0506 0.9768 0.6819

е

Резюмируя анализ полученных числовых данных, можно утверждать, 
■что усиление круговой Гранины пластины упругими накладками положи-
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только влияет на напряженное состояние пластины в целом. При этом эф
фективность усиления пластины с круговым отверстием указанным обра
зом более очевидна в случае второй контактной задачи.

Автор благодарен С М. Мхитаряну за постановку задачи и обсужде
ние результатов.
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РпупЪиц pmtpî ui'liqniiHiLpli oijutiutfnpènuî ni^ n tn in у if ni à f.b UJ]rJ "Vll'L >wipn~ 
и ut p n i i!b h p f IfyLljinluI [màniiibbpp, ttpnby ptugtu^iujm inhupnil tt/in p mb и/1{ nuf՜ 
Lb I/nh in tn If tn inpl'll pnpiiiiiblipltb pbttpn? L y Ui lj ft n tf} inibitLpp innut^ytn Ipnli ifh- 
ршг/lipbbpli r)in tpiulpiml.pli 2pçuit[tu ipnuh

If fi puApi il uiuîiuitl np tjhiyphplt '.uiiîuip итшд^шд 1Л p./mj/tb tu pi/ jh th p- 
blip, npnhp hhpljiii tin yfn/i l.b qpuifyltlfitLpli h пи/ теши IpiLp/i ml, up ni!։

TWO CONTACT PROBLEMS FOR A PLATE WITH 
A CIRCULAR HOLE REINFORCED BY ELASTIC STIFFENERS

5. 5. SHAHINJAN

.S’ u m m a r y

The papc-r deals with contact problems for an infinite plate with’ 
a circular hole reinforced by some elastic stiffeners of a small thickness^

The solutions of these problems are reduced to a solution of 
systems of singular integro-differential equations. The solutions of these 
equations are found as series over Chebishev polynomials of the first 
kind.

Quite regular or quasi-quite infinite systems of linear algebraic, 
equations are obtained for the unknown coefficients of the series.

A numerical example is presented.
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А. С. КОСМОДАМИАНСКИй. А. П. КРАВЧЕНКО. В. И. ЛОЖКИН

ДЕЙСТВИЕ ТОЧЕЧНОГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ЗАРЯДА 
НА ГРАНИЦЕ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ, 

ОСЛАБЛЕННОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ ОТВЕРСТИЕМ

1. Рассмотрим обобщенное плоское напряженное состояние тонкой 
пьезоэлектрической пластинки с эллиптическим отверстием. которая в сре
динной плоскости занимает область 5, представляющую собой полупло
скость с эллиптическим вырезом. Обозначим расстояние между центром 
отверстия я границей полуплоскости через А', полуоси эллипса — через а п 
Ь, контур эллиптического отверстия- через Ь:. границу полуплоскости — 
через А„ (фиг. I). Пластинка подвергается действию точечного положи
тельно? > заряда интенсивности (2, находящегося в произвольной точке г0 
прямолинейной границы Ао.

Фиг. 1.

Задача об определении электроупругого состояния такой пластинки 
приводится к определению функций комплексных переменных ?,(*/) 
(/= 1. 2. 3), удовлетворяющих на контурах Аг, (’•’=0.1) граничным усло
виям вида [3]

2Ке2 ?,■(«/) /1п, 2Г<е5; и
/-։ ;-1

2 Ее V т.-х'з. (г/) = /Зп (1.1)

Здесь -функции, которые характеризуют воздействие заряда па 

контуры Ад и А։; комплексные величины р. и тп- характеризуют 

свойства материала пластинки.
Функции (гу) определены в областях получаемых из задан

ной области путем использования аффинных преобразований вида 
2У = х 4-
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< — - .. . ՛ ՛՛ —₽֊ ~ -- гагу

Функции ®.(*/) будем искать в виде

Ъ М = ^(^) + Ф/о^/) 4 ® , (*/) (1.2)

где г՞ (г,-) — функции, определяющие электроунругое состояние сплош
ной пластинки*1; функции, голоморфные в полуплоскостях

Л\., а С2;) функции, голоморфные в областях вне эллипсов /.у,.

Функция, определяющие элсктроуяругое состояние сплошной пластин
ки и удовлетворяющие граничным условиям (1.1) на выберем такими:

®/ (Гу) = Л} 1п (г} -- 2Л) + (1.3)

Здесь < (^,) аналитические функции, однозначные к областях 5/; 

г10 — точки в тех же областях, соответствующие точке г0.
Преобразуем граничные условия (1.1) к следующему виду:

3
= ° (; = 1,2,3) пл)

>, 1

Здесь

/ь, = 11‘.тм-!‘։т։։] Ь [р3 — :»2] т„1 -? [™2։ ^зх]^ А

/ы I ('.՝։ ~ ’.‘з! '”'.1 + [/п3։ ֊ /ип] А՜’ (1.5)

/:и= — 1:’։/пгх — г (•»-— |‘|] п։»х + [тв тг1] р„ '

д = 4- ’.Ч^гх 1՜ 1'зти “ ։1֊>,пч — !лз"Ч ~ 1Ч"»з1

Граничные условия (1.4) на прямолин.ейнон границе примут вид

I 1 1 граничных условий ( 1-6) получим

3 _
и ^«|п(5п/«/-2ло)

к- ]

Функции 1п ($,м г,.2 являются голоморфными в областях 8/. 

Учитывая это. из условий однозначности напряжений, перемещений, элек-

’> Решение задач): для сплошной ։։олуплоскости дано а работе I I. А. Всковнщской 
[I]. Приведенные п [I] формулы для напряжении я индукции не удовлетворяют у. ло- 
виям на прямолинейной границе. В снязн . этим я данной работе получены другие фор
мулы, которые удовлетворяют всем граничным условиям. 
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тростатической индукции и потенциала электрического поля, вон з икающих 
в полуплоскости, получим следующие соотношения для определения ком
плексных постоянных Л/ [3]:

з з
]тУД/=0, ]т У рА, — О

/-1 /-»
* О / 1 \՜’

>2 !»;л/= я9,^։)( 50?,’, + —^

]т У т/.А, = — (1.9)
/-1 4к

3 / 1 \ О
> 2 1‘, ‘ ( «5 ~ И, = - Я»։

\ 4“ / 10 и*

где Р’1Д и материальные константы пьезоэлектрической пла

стинки.
После нахождении коэффициентов Л( из системы (1.9) функции 

(1.3) становятся известными, что позволяет определить механические и 
электрические величины, характеризующие электроупругое состояние 
сплошной пьезоэлектрической пластинки по формулам [3]

3 3
ад = 2ИеУ и}?/(г.). =, = 2 Яе V ?’Ц)

/•=■•1 /-»1
2

-« = -2ЯеУ а.?;(г>) (1.10)

3 3
Г)х ֊ 2 R© У I .'Пд^ (г?), ^, = 2 Ие У т.г- , (г;)

7-1 у-»
2. В случае, если точечный заряд приложен к точке границы полу

плоскости г0 = 0» функции т, (с.) принимают более простой нид

^(гр=^А-.1пг, (2.1)

гдс . .
3

К,— А) -֊ У //ь /1.,

Здесь коэффициенты .4, находятся из системы (1.9) с точностью до 
О 

множители —•
2«
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Представим функции ?;1(г,) и виде

у______1*2____ (2.2)

Здесь ,— произвольные комплексные постоянные, подлежащие оп

ределению.
Предположим, что функции <Р1։(г.) известны. Тогда из гранич

ных условий (1.4) методом Н. И. Мусхелишвили [7] па прямо- иней
ной границе полуплоскости найдем

3
1՛ ՝2։3) 
п 1

Здесь коэффициенты //„ и я.. вычисляются по формулам (1.5) и (1.7). 

Функции (1.2) примут вид

Здесь функции -/(£.), ^•(■г.) связаны с 2, при помощи следующих не

явных зависимостей:

Функции 1п2., Г- (с )] " являются голоморфными внутри эллипсов 

Поэтому их можно внутри эллипсов, включая и их границы, раз
ложить н ряды по полиномам Фабера. Будем иметь 

ес оо
1п ± У С,!” А (г.), Р(г,)]֊*- У -4Й "Р„ (г,) (2.6)

г.—(, п-0

Здесь

Л (*,-) ֊:; + ֊-

Принимая по внимание разложения (2.6). из граничных условий (' 4) 
на контуре отверстия, где - — чУ = =, методом рядов получим следующую 
бесконечную систему линейных алгебраических уравнений для определения 
неизвестных постоянных лЬу-:



Д-йспшс »рода ни гранппе полуплоскости г отжрстис-м [7

К ’м+s 1 s ir-1-.А'Л-

К q։{a>;c/՛ у/,.к,сг1 (2.7)

Глким же образом, хак и в работе | 41, можно доказать, что систем.։ 
(2,7) является квазнрегулярной при любой близости отверстия к границе 
полуплоскости и имеет единственное решение [2]. Следоиательно. ее мож
но решать методом редукции.

Получив решение системы (2.7). найдем приближенные значения 
функций ?/(■*,)• а следовательно, и значения механических напряженки 
И электростатический индукции, возникающих в полуплоскости.

При проведении численных расчетов было принято, что пластинка из
готовлена из кристалл.։ бифталата калия {1]. для которого комплексные 
параметры р. получаются такими:

IS = /0.831 р2 = 0.685 4- /0.783 рл = - 0.685 f /0.783

В широких пределах варьировались расстояния А между центром 
эллиптического отверстия и границей полуплоскости, а также отношение 
с=Ь{а.

В полученном решении граничные условия на границе полуплоскости 
А, удовлетворялись точно, а на контуре эллиптического отверстия — при
ближенно, так как беек»нечная система (2 7) при проведении расчетов бы
ла урезана. Количеств уравнений при ее решении варьировалось от восем
надцати до пятидесяти четырех Оно увеличивалось до тех пор, пока гра
ничные условия па контуре L не удовлетворялись с точностью до 3% ог 
интенсивности заряда.

В табл. 1 приведены значения механических напряжений г.-, и элек
тростатической индукции D՝. возникающих на площадках, нормальных 
к контуру кругового отверстия, для разных расстояний между центром от
верстия и границей полуплоскости.

В табл. 2 даны значения напряжений =., и индукции в точ
ках перемычки (в этих точках напряжении и индукция /Л раины
нулю) и значения и на границе полуплоскости, где и
/Л равны нулю.

Максимальные значения напряжений и индукции 1\, возникаю
щих На площадках, нормальных к кон гуру кругового и эллиптических от
верстий. для разных расстояний между центром отверстия и границе։։ 
Полуплоскости приведены и табл 3

2 Иаиестня АН Армянской ССР. МсхаКпкл, № I
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Во всех таблицах значения механических напряжений даны с точно« 

костью до а значения электростатической индукции —с точ-
•* 

о 
ностью до ------

Таблица !

л
&• \

10 5 4 3 2.5 2
’5 О,, «• =0 О, ’0 ’ь О, 3» о.

0 -0.04 0 -0.07 0 -о.ю 0 -0.14 0 ֊0.17 0 0.28 0
15 0.11 0.09 0.18 0.16 0.21 0.18 0.27 0.21 0.31 0.24 0.37 0.27
30 0.42 0.17 0.72 0.29 0.89 0.34 1.22 0.41 1.39 0.46 1.62 0.51
45 0.09 0.22 0.36 0.40 0.50 0.47 0.66 0.58 0.96 0.65 1.56 0.73
60 —1.09 0.26 —1.68 0.48 —1.88 0.58 -2.02 0.71 -2.12 0.81 2.27 0 93
75 — 1.86 0.29 —3.36 0.55 -3.92 0.67 ֊4.60 0.84 ֊5.04 0.97 - 5.45 1.13
90 -2.18 0.30 —4.19 0.60 5.09 0.75 ֊6.46 0.98 ֊7.26 1.15 - 8.13 1.38

105 2.22 0.32 4.5՛ и. 66 ֊5.81 0.83 -7.66 1.13 -9.04 1.36 -10.93 1.71
120 ֊1.66 0.32 -3.94 0.69 -5.26 0.90 ֊7.58 1.28 -9.44 1.60 -11.65 2.11
135 -0.22 0.29 ■1.06 О.пЯ — 1.78 0.91 ֊3.62 1.36 -5.39 1.78 - 8.16 2.52
150 0.47 0.23 0.92 0.56 1.01 0.77 0.92 1.22 0.26 1.69 1.92 2.64
165 0.23 0.13 0.66 0.32 0.97 0.45 1.65 0.74 2.28 1.08 3.16 1.86
1.80 0.05 0 0.32 0 0.62 0 1.40 0 2.52 0 5.21 0

Таблица 2
с=1/1 с 12 С 2/1

10 5 4 3 2.5 3 3 3

1.'4(6-0) —2.90 -6.49 ֊8.61 ֊12.82 —17.00 ֊25.30 25.53 12.58
.,=0 1,.2(А а) 1.41 — 2.97 3.81 - 5 36 - 6.82 - 9.74 -10.35 ֊ 4.76

3/4(Н а) ֊0.79 -1.23 -1.34 - 1.50 1.71 - 2.40 2.62 - 1.22
Л— а 0.00 ֊0.01 -0.01 0.04 0.04 — 0.17 - 0.10 0.00

1/4(6 а) ֊0.01 ֊0.15 -0.31 - 0.79 — 1.46 - 3.17 — 2.44 - 1.81
.7 = 0 1 2(6 ։։) 0.01 ֊0.09 ֊0.16 0.32 — 0.48 — 0.74 — 0.81 0.27

3, 4(6 -а) ֊0.02 -0.00 0.09 0.50 1.07 2.47 1.55 1.47
А—« 0.05 0.32 0.62 1.40 2.52 5.21 4.34 3.22

1/4(6-«)/ ֊0.02 о.2о -0.42 - 1.12 — 2.12 4.88 3.59 - 2.98
ж=0 1/2(6—и |/ 0.00 -0.03 -0.09 - 0.36 - 0.82 ֊ 2.34 ֊ 1.70 - 1.47

3/4(6 — ։։)/ 0.02 0.13 0.22 0.41 0.52 0.38 0.34 0.20
(А—«)/ 0.01 0.17 0.34 0.79 1.30 2.23 1.66 1,39

1/4(6-«) ֊0.75 -1.68 -2.24 - 3.35 4.45 - 6.63 - 6.67 - 3.29
7=0 1,2(6—л) ֊0.37 ֊0.82 -1.08 1.58 2.07 3.02 - 3.11 - 1.47
/), 3. 4(А֊п) ֊0.23 -0.49 ֊0.62 0.87 1.09 - 1.51 - 1.66 0.69

Л -а -0.00 ֊0.00 -о.оо - 0.00 0.00 - 0.01 — 0.00 - 0.00
1 4(6—а)։ 1.04 ֊2 36 3.15 4.74 - 6.34 - 9.56 - 9.52 - 4.79

х=0 1/2(6 .։)/ -0.52 1.19 1.59 - 2.42 - 3.26 - 4.96 - 4.89 - 2.51
3/4(6—«)։ ֊ 0.35 0.8'1 -1.08 - 1.65 — 2.24 - 3.4.7 - 3.38 - 1.77

(А—«)։ 0.26 -0.60 -0.81 - 1.26 ֊ 1.73 2.72 - 2.62 1.40
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Таблица 3

h
C X

10 5 .s

=« A D. ֊9 I I

c 1.1 2.22 0.32 -4.59 0.69 -5.81 0.91 7.66 1.36
c 2 1 -3.6-1 0.45 -6.49 0.93 -7.77 1.16 —9.07 1.61
c= 1/2 ֊1.58 0.28 -3.84 0.76 -5.73 1.15 -9.63 2.24

Как показывают расчеты, с приближением отверстия к границе полу
плоскости сильно возрастает концентрация механических напряжении и 
электростатической индукции около контуров и в зоне между контурами. 
Особенно большие напряжения пк. возникают в точках перемычки, близ
ких к точке приложения электрического заряда, когда <‘<.1.

Институт прикладной математики
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Ա. И. 1ւՈՍ1|-|1ԴԱ1ր1'ԱՆաւ1'. Ա. Պ. ԿՐԱՎԱհՆ’։II. '1.. Ն. I.IM-՚ւԻՆ

1,Լ1՝ՊՏԱ։|ԱՆ ԱՆՑՔՈՎ I'MI|'Լ11.ՑՎԱԾ ՊՑհ9.ՈԷ1.ԵԿՏ0Ա»|ԱՆ
Կ1'11Այ|.Ր1*Ո1՝ԹՅԱՆ եքէՐԱԴԾԻ ՎՐԱ հհՏԱՅՒՆ

ԷԼէյԿՏՐԱհԱՆ 1.1’ՑՔԻ ԱՋԴԵՅՈ1’ՒՑ111’Ն11

Ա մ փ п փ ո ւ մ

Տրվոէմ Լ Լլիպտական անցքսվ թ ւսլացվաձ բարակ պջեղո^քեկտրական 
սալի րնրւՀանրԱւէքված Հարթ լարված վիճակի լՈւծումր: Էլիպտական
անցբր տեդսւվււրված Է սալի էէււրււալիծ եպրի lintat

հնդրի լուծէսմր րերվէսմ ի րվաւլիոեդոլլյար էքծային Հանրահաշվական 
հսւվասարոլմների անվերջ ոիոտեմի լուծման։

Բերվոէմ են սալի Էլեկարսաոաձւրոկան վիճակի թվաջին ուսումնասիրոք 
թլուններր;

ON ACTION OF ELECTRICAL POINT CHARGE ON THE 
BOUNDARY OF PIEZOELECTRICAL HALF-PLANE 

WEAKENED BY AN ELLIPTIC HOLE

A. S. KOSMODAMiANSKY, A. P. KRAVCHENKO. V. N. LOZHKIN

S u in m a r y

A solution is given to the problem of a generalised plane strained 
state of a thin piezoelectrical plate with «Tn elliptic hole placed near 
rectilinear boundary.



20 А. С. Космодамианскнп, А. П. Кравченко. В Н. Ложкин

А И Т Е А Т У Р А

1. И. А. Плоская задача теории элсктроупругостн для пьезоэлектрической
пластинки. Прикл. мсхан., 1975. т. II, № 2.

2. Канторович Л В . Крылов В. И. Приближенные методы высшего анализа. ИФМЛ. 
1962.

3. Яос.чода.иииНСкк.и А. С.. .Дохкия В. Н. Обобщенное плоское напряженное состояние 
тонких пьезоэлектрических пластин. Прикл. мсхан.. 1975. т. 11, а. 5.

4 Л'ос.яодя.мнакскии /1. С. Квазирегулярность бесконечных гнетем и задачах о напря
женном состоянии анизотропной Среды с эллиптическими отверстиями. Прикл. 
мехам,, 1965. т. I. в. 10.

5. Ku :оерон С Кос.мода.ииансхии А. С. О деметони сосредоточенных сил в анизо- 
rpiauion полуплоскости с эллиптическим отверстием. Тсорст. и прикл. механ.. 

О ■ I.
6. .ксхььцкин С Г Лнн-joiропныг пластинки. М„ Гостсхтсорнздат. 1957.
7. Л/усхе-шншп.1И Н. И Некоторые основные задачи математической теории упругости. 

М., Изд-во «Наука», 1966.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ 111Ա ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
известия а к л д еми и н Аук армянской сср

,г'1 ?'.՛՛• XXX. .\.՛ ։. 1 977 '՛' 1

Р. М. КИРАКОСЯН

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНКИ НАИМЕНЬШЕГО 
ОБЪЕМА ЗА ПРЕДЕЛАМИ УПРУГОСТИ МАТЕРИАЛА

Задач» проектирования трехслойных конструкций наименьше։.։ 
объема в рамках теории идеально-пластического материала при кусочно- 
линейных поверхностях текучести рассматривались во многих работах 
(наир., [1]—[5] и др.).

Проектированию однослойных конструкций наименьшего объема на 
основе теории идеальной пластичности посвящено сравнительно мало иссле
дований ([6] —18] и др.).

Наиболее полное представление о современном состоянии оптимально
го проектирования тонкостенных конструкций можно составить с помощью 
работ [9] — [ И ].

В настоящей статье рассматривается осесимметричная задача проекти
рования круглой оди< «-дойной пластинки наименьшего объема п рамках де
формационной теории произвольно упрочняющегося материала при задан
ной изгибающей нагрузке. Нахождение оптимизирующей толщины пла
стинки сводится к решению краевой задачи для нелинейного дифферен
циального уравнения второго порядка. Следуя | 13], путем введения неиз
вестной постоянной и специальных обозначений, решение отмеченной крае
вой задачи сводится к решению задачи Коши для линейной системы двух 
дифференциальных уравнений первого порядка. Показывается, что для за
щемленных по контуру пластинок рассматриваемая задача не имеет реше
ния. то есть не существует такого совместного поля перемещений, которое 
при данном уровне упрочнения одновременно удовлетворяло бы уравне
нию равновесия и достаточному условию минимальности объема пластинки 
[3]. Задача ж- шарнирно опертых пластинок имеет решение, причем не 
только при свободном опирании, но и при наличии опорных моментов, при
ложенных в положительном направлении.

В качестве примера рассмотрен случай шарнирно опертой пластинки, 
несущей равномерно распределенную поперечную нагрузку и положитель
ные равномерно распределенные по контуру изгибающие моменты. Реше
ние получается для произвольно упрочняющегося материала, обсуждение 
Же вопроса экономии материала производится при линейном упрочнении.

1. Известно 1 3]. что постоянство работы напряжений на деформации 
единичного объема является достаточным условием для обеспечения 
наименьшего объема пластинки. Это условие в случае осесимметричного 
поперечного изгиба пластинки можно записать в виде

| М,х,4-М,«, ^СОП51>0 (1֊1)
К 
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где h—толщина. М „ М. и х|։ х;— изгибающие моменты и соответствую' 
щнс кривизны.

В рамках деформационной теории произвольно упрочняющегося мате
риала имеем [13]

= М,= (Ч + -^)у(А) (1.2)

где

А I
_ Гз

У(Л) = А'^(/,/Л), Г(ЛУЛ) = -^- 1՜ ,.-:.d-4 (1.3) 
(АГ Я)՛ J

Q

Здесь и п. интенсивности деформаций сдвигов и касательных на
пряжений. Рх— неотрицательная квадратичная форма

Л = г-֊ 4֊ 4֊ 4 (1.4>

С учетом (1.2) — (1.4) условию (1.1) можно придать вид

(Ак А)" /•’(АГ /\) — const > 0 (1-5)՛

Имея в виду неотрицательность /՛. условие ( 1.5) можно заменить иден
тичным. но более простым условием

А [ Л = I 3s/|>w> frl, ] 3 - const > 0 (1.6)

Кроме простоты, условие (1.6) имеет еще одно важное преимущество по 
сравнению с условием (1.5) .Ойо заключается в том. что условие (1.6) не 
зависит от физико-механических свойств материала, в силу чего оно позво
ляет получить решение задачи в общем случае, при произвольном упрочне
нии. Замена условия (1.5) условием постоянства интенсивности деформа
ций сдвиге։ крайних плоскостей пластинки г.՛/* - ±А. 2~к, представляется 
целесообразной, так как при упрочнении материала значение интенсивно
сти сдвигов является прочностной характеристикой пластинки и исходным 
данным для определения допускаемого значения А | г\.

Таким образом, для обеспечения наименьшего объема пластинки до
статочно. чтобы интенсивность деформаций сдвигов 8, на крайних плоско
стях пластинки г = :хА/2 приняла постоянное значение г..

С учетом атого обстоятельства, задаче проектирования пластинки 
наименьшего объема можно придать следующую формулировку: для дан
ной изгибающей нагрузки и постоянного значения с, определить ту толщи
ну h. при которой удовлетворяются уравнение равновесия и соотвстс. вую- 
щис краевые условия пластинки.

Внеся значения изгибающих моментов ( 1.2) в дифференциальное урав
нение равновесия пластинки
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с/М. Мх М.
4—2------ “

аг г
(1.7)

и имея з виду, что Р постоянна, получим

/ф ~ 2՜)б/ 

б/г

А3 , .1 (’ . п
1- Г՜ (*1 — у:)- — Яг<*г = О 

2г г г .]
О

(1.8)

С помощью (1.6), исключив толщину /г из ( 1.8) в учитывая, что в осесим
метричном случае изгиба круглых пластинок

с/2«> 1 4 , . ({г..
— ■ = —(«.) =«.֊՝• г—‘ (1,9)
аг՛ г аг аг аг

где ш(г)—прогиб пластинки, находим

3 V 3
(1.10)

Следуя [ 131, положим

где г, — предел упругих деформаций материала, С — неизвестная по
стоянная, /։0—толщина пластинки и ее центре т = 0 (р = со). С учетом 
(1.11). вместо нелинейного дифференциального уравнения второго поряд
ка (1.10), получим следующую систему двух линейных дифференциальных 
уравнении первого порядка:

б/7.
-----= V
</?

(1.12)
30/-֊ 39 XV 4֊ Юу2֊ (Л)5,2-^ е‘2?

4 ъ 15֊/֊ —24ху 4֊ 8г-՛2 ՝՝■'

гле

8г-(х-о е ' (* а —ч֊е֊^и2?, Л=3х--3/.и V- (1.13)
3 | 3
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7,.p —среднее значение распределенной нагрузки.
В центре пластинки ('*~0, р-оо) кривизны и, и 7. отрицательны и 

равны между собой, вследствие чего из (1.9) следует, что и՜0 и относи- 

тельная кривизна х — х0 = - положительна.
s

Таким образом, представление ( 1.12) позволяет краевую задачу фор
мально свести к задаче Коши ; начальными условиями

[/■=г ос, х = х0, v — 0 (1.14)

Как нетрудно заметить, численное интегрирование уравнении ( 1 12) 
при начальных условиях (1.14), заданных для бесконечно удаленной точ
ки, невозможно реализовать. С целью нахождения начальных условии при 
конечном ■ ■ решение (1.12) в окрестности р=ос представим в виде

х я х0 }- bte --------

! ~ 2 * .v = i).>e -г • • •
(1.15)

Нагрузку пластинки представим в виде

со

Ч (<•) S </., 
М-0

(i.lo)

|де б — радиус пластинки.
С учетом (1.11), (1.13) и (1.16) имеем

•»
\ ХГ՝ • .19(?)~àV .

п •*(>

а՜ / С \Л ' •' 
3 | 3 (2 z?)/֊A,$î 7ip\ а ) 11.17)

Подставляя (1.15) в
ДЛЯ .7, И Ь, С учетом (1.17)

(1.12) и приравнивая коэффициенты при е 
получим

31’3^ ֊ - 4^- 4/v, bi = - 2^1 (1.18)

где

” з । з лл5«.4 -ч"
С учетом ( 1.18) и ( 1.15) для больших (> имеем

■> I 3 Г 3 з
0 ■ “40՜ 1'7еС' 4 "

3| 3 з- ?г 
у-֊—z^e ֊

(1.19)

11.20)

Теперь для некоторого достаточно большого р։ из (1.20) можно
определить и. и и։.
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Перепишем уравнения ( 1.12) в конечных разностях

Д/. ֊ „Д?, Ду = ■>(•/., у) (1.21)

В качестве начальны:: условий имеем

?- ?1> *=*:» ?’= (1.22)

□ 1 - С
Задаваясь некоторым значением Осзраэмерното </,. и отношения—՛ 

а
с помощью (1.21) и (1.22) вычисляем последовательные значения 7. и С’ до
гсх пор. пока Н1 удовлетвори и я граничное условие пластинки.

В случае защемления это условие имеет вид

В случае шарнирного опирания

М։=0, (л/,|..„==^С’Л/։|, ,, = о) (1.24) 
('*) \ <7о /

При шарнирном опирании, когда по шарнирно-опертому краю пластинки 
приложены постоянные равномерно распределенные изгибающие моменты 
с интенсивностью М։'. граничное условие будет

3уС = (1.25)
(Л)3*

Пусть граничное условие удовлетворяется при |«=р«. Тогда, согласно 
(1.11).

С
• —е 
и

(1.26)

Значение е '՜, вообще говоря, не будет совпадать с первоначальным зна
чением Cia. Этого можн' добиться, решая трансцендентное уравнение

с։
(1.27)

для чего следует повторить решение для разных первоначальных значе
ний С:а.

Заметим, что этот вопрос а случае равномерной нагрузки решается 
очень просто. Тогда нс нужно задаваться первоначальным значением не
известного (ь ношения С;а. они определяется непосредственно из (1.26). 
без решения трансцендентного уравнения.

После определения неизвестной постоянной С из (1.19) для толщины 
пластинки в ее центре находим

/>,, ֊ - I---- '*0 I 3 I 3/’8.?с (1.28)
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Толщина же произвольного сечения пластинки с помощью (1.6) опреде
лится формулой

(1.29>
И Р.

Имея значения толщины произвольного сечения, для объема пластин
ки И0Ср получим

= 2 /3x1 / , , - С» [ е՜” ($>) ։'Ч (1.30У

I 3 V 3 3
Ра

Прогибы пластинки вычисляются по формуле | 14|

и, (р) = ^.С- С хе՜2' д'» (?о < ос) (1.31)

”0 V՛

?в

где для / при больших • > можн֊.՛ использовать асимптотическое разложе
ние (1.20).

В нижеприведенно։՛։ таблице приведены результаты вычисления зиа- 
1сний некоторых расчетных величин пластинки при постоянной на։ рузке

л / л Л / 2 \ Л
<?с для трех случаев: ~ 0, (у.о = 0.Э), д, ֊ — • ( 7^ — — ) и ------ >

8 \ 3 / 4
(*0=1)> где с4—толщина зоны пластических деформаций*.

Следует отметить, что эта таблица носит относительный характер и 
представляет собой общее решение задачи при произвольном упрочнении 
материала. В каждом конкретном случае для данного закона упрочнения 
и заданного значения А] Рх-| 3 -։ с помощью этой таблицы можно 
определить все необходимые величины. Это делается следующим поряд
ком. С самого начала определяется неизвестная постоянная С. Затем с по
мощью (1.3) и (1.28) вычисляется значение толщины пластинки в ее цен
тре ՛֊՛... Далее, используя формулы пересчета

2е։ • Ч 2£» / 1 о* / 7՜
/■։------— (У. и), х2 =------- — х, Л = | 3 х0Л0Л

А|>

М} - -^-С։Л?„ М, = ш = — С։ш
<7о </о Ао

(1.32)

определяются кривизны у.։, /2 толщина Л, изгибающие моменты Л/п 
(г ?я-?\

и прогиб ш произвольного сечения пластинки у ( или —=е 1.
\ а /

Как видно из третьих и четвертых столбцов табл. 1, при удалении от 
центра пластинки р = оо значения х, начиная от ио>-0, монотонно возрас-

Вычисления проводились на машине Нанри-2«. Машинное время—12 чин. В таб
лице приведены реаультаты вычислений только для некоторых р.



О пластинке наименьшего объема յճ пределом упругости мптерналз 27



28 Р М. Киракосян

тают, а значения I'. наоборот, убывают и при некоторых умеренных х стре-4 
мятся к минус бесконечности. Это означает, что нигде невозможно удовле
творить условие жесткого защемления х = 0.

1 аким образом, для защемленной однослойной пластинки невозможно 
найти такое совместное поле перемещений, которое при данном постоянном 
уровне упрочнения материала на крайних плоскостях 2 удовлетво
рило бы уравнению равновесия. Следовательно, достаточное условие мини
мума объема (1.6) для защемленной пластинки является нереализуемым 
ограничением. гем самым оправдывается известное сомнение, высказанное 
в работе [ 3 ’. относительно существования конструкций такого рода вообще.

Что касается случая свободного шарнирного опирания, то, как нетруд
на за.ммнть из шестых столбцов таблицы, поставленная дедача имеет ре
шение. так как можно удовлетворить условию равенства нулю изгибающе

го момента С'МГ
<7о

Здесь уместно отметить, что относительный изгибающий момент 
Л7| (Зх 2н) дЗ/г - З’/г.՛ 1՜ и՜)՝ монотонно убывает и стремится к нулю 

за счет того. что знаменатель (З7՜ Зхг» —с»2)'՜ возрастает гораздо быстрее, 
чем его числитель Зх—2г . При этом любопытна следующая деталь. :тв У 
от умеренных значений стремится к минус бесконечност]' нас только быстро, 
чти длина участка больших кривизн х,, для которых не допустима гсом три- 
чески чиненная постановка, составляет веет.՛ лишь О,11! часть диаметра 
пластинки. Поэтому полученное решение шарнирно-опертой пластинки 
можно считать негодным лишь в очень узкой полосе вблизи у опорной кром
ки. где обычн- нс пользуются классическим решением и. учитывая пере
резывающие усилия и некоторые конструктивные соображения, утолщают 
пластинку. Имея в виду то обстоятельство, что в силу наличия неизвестной 
постоянной С краем пластинки может служить любое р, легко заключить, 
что можно удовлетворять также условию опирания (1.25). когда на краю 
пластинки приложены изгибающие моменты М\՝. Очевидно, что этот слу
чай свободен ст о: меченного выше недостатка, связанного с появлением 
боль ших значений кривизны х, вблизи у опорной кромки пластинки.

2 . В случае линейного упрочнения

(2.1)

где Г. — модуль Юпга, л— параметр упрочнения 
НОЙ I7 (1.3) получим

материала, для постоян-

(2.2)

Через V обозначен коэффициент Пуассона.
Ограничиваясь случаем равномерно распределенной нагрузки Г/п. с уче

том (1.17) имеем
“ ^С2
9г 3 | 3 (2.3)
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Рассмотрим следующий численный пример:

-1 = 10՜5, /=0.95, ‘/ = 0.5 
Е

(2.4)

На основании таблицы и формул пересчета (1.32) на фиг. 1 и 2 по
строены графики изменения толщины и прогиба пластинки для трех слу
чаев (хп = 0.5. 2/3 и 1).

На фиг. 3 построен график зависимости между опорным моментом и 
соответствующим значением ра. принимаемым в качестве координаты края 
пластинки.

С увеличением значения опорного момента при неизменной попереч
ной нагрузке оптимизирующая толщина стремится к постоянной величине. 
Этот очевидный факт при хв = 0.5 проиллюстриропан на фиг. 4.
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Как показывают вычисления, при одинаковой относительной глубине
, 1 1

проникания пластической зоны 29,п ֊ — — оптимальная пластинка
2 4

всегда в центре толще, чем пластинка постоянной толщины, то сеть

11а фиг. 5 показано изменение экономии в объеме оптимально։։ пластин
кКИ Л : 1 '1 ост зависимости ОТ 7.0. ак и следовало ожидать

при возрастании /.0 (то есть г,/Л) величина ЭКОНОМЕН материала ум
в

шаегся.

Институт механики
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Յույց է տրվում, որ ե դրա ղծ ով ամրակցված սաչի համար դիտարկվող 
խնդիրր լուծում չունի, իսկ հոդակապորեն հենված սալի խնդիրը չոէծում 
ունի, ընդ որում ոչ միայն աղատ հենման, այլև դրական ու ղղու թ լամ ր կի
րառված հենարանային ծոող մոմենտների առկայության ղեսլք ումւ

Դիտարկվում Լ թվային օրինակ:

ON ONE PROBLEM FOR A CIRCULAR PLATE OF THE SMALLEST 
VOLUME BEYOND ELASTICITY OF MATERIAL

R. M. KJRAKOS1AN

Sum in ary

The problem of designing a one-layer circular plate of the smallest 
volume under a specified bending load for arbitrary hardened material 
is considered in terms of the deformation theory- The determining of 
the optimum thickness is reduced to the solution of a boundary prob
lem for a non-linear differential equation of the second order.

By introducing an unknown constant and special designations, the 
solution of the above problem is reduced to that of the Cauchy prob
lem for a linear system of two differential equations of the first order.

For plates fastened along the contour the problem in question is 
shown to have no solution.

The problem of hinge-supported plates may be solved not only for 
free-support conditions, but for supporting moments, applied in posi
tive direction, as well.

A numerical example is presented.
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А Л. ЧЛХОЯ11

СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ БЕЗМОМЕНТНОЙ ЦИЛИНДРИ
ЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ПРИ ДЕЙСТВИИ ВНУТРЕННЕГО 

ДАВЛЕНИЯ

1. В некоторых практических случаях представляет интерес задача о 
колебаниях мягкой цилиндрической оболочки, подверженной внутреннему 
давлению, в частности, это относится к гибкому ограждению аппарата на 
воздушной подушке. Ниже рассматривается задача о свободных колеба
ниях такой оболочки, которая считается безмомёнтной и нсрастяжимой, 
кроме того, будем пренебрегать весом оболочки. Поперечное сечение обо
лочки показано па фиг. 1а. причем невозмущенной формой сечения оболоч 
ки служит дуга окружности, определяемая радиусом А*.. и центральным 
углом, а; полученные ниже результаты относятся, н частности, к случаю 
к_2я (фиг. 16). Величину давления р будем считать неизменной и про
цессе колебаний. Хотя в принципе можно было бы учесть изменение дав
ления, возникающее в связи с изменением внутреннего объема оболочки, 
однако это привело бы к поправкам второго порядка малости. Считая за
дачу плоской, отнесем все рассуждения к оболочке, размер которой вдоль 
образующей равен единице.

Фиг. 1.

: 1а фиг. 2 показан элемент оболочки в состоянии равновесия, при
чем —полярная координата точки /1,. А окружное нормальное
усилие В смещенном положении элемента (/1В) на элемент действуют 

усилия А\> 4֊ и А'„ Л1 -г -----с/, где V - динамическая добавка, возиз-
(7»

кающая при колебаниях оболочки. Обозначив через и и ? радиальное и 
тангенциальное перемещения точки А. можно найти угол попорота каса
тельной в этой точке

СТПЯ АН АрМЯисКОЙ ССР МсХЛ.ЧИХ-1. -V' I
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Кроме того, запишем условия нсрастяжимости [1|

dv

РФ
0.2)

Дифференциальные уравнения колебаний элемента оболочки в проекциях 
на направления к и V имеют вид

т-
pR^d? cosт) — (Лг0 - Л') sin г։ —

0^9}
t'R^dv — — — pR^d'? sin rj (;V0 ;V) cos f, -֊-

di2

+ ( No +* Л' + t/?՝) cos ( d-r r{----- — d
\ <?ф / \ (7<p /

где p— приведенная плотность (масса оболочки на единицу площади ее 
срединной поверхности).

Фиг. 2.

После упрощений имеем

= /V-ГЛ'Л”- 
dtz do

„ ()2v d;V 
de

(1.3)

Исключая отсюда Л', с учетом (1.1) я (1.2) получаем дифференциальное
уравнение относительно перемещения f в виде

d4:» \ , /d4« d:v \I---------------------- i — п i —- -) — и
\ dt՝'- df-dr/ \d^ d?2 /
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Принимая по методу Фурье

I»
0 = 3 И„(?) Г„(/) 

п—1
(1.4)

поучим

.p/|- dzV.,\dzTn . /</:К, d"V„ \ ...
'^о I '• п I „4 р { , ■ ■ 1'ч —

у г/?2 / d(2 \ d’i1 d?“ /

Разделяя переменные, находим

^1-|֊А:„П=0 (1.5)
df*

֊ — -Ь2ЭЙ^-- (23„ 1)1/., 0 (1.6)
d'S dz-

гдс

— постоянная разделения, имеющая смысл собственной частоты. Реше
ния дифференциальных уравнении ( 1.5) и (1.6) имеют вид

Т„ — D\„ sin knl D^, cos k„t (1.7)

Vn = Си, sin *1Л? + C-in cos zla« I- Сз„ sh z.Jn? 4՜ C.ln ch z.,r- (1.8)

где

n, = /V'£+2fc-i + ?.. =V If; 23.֊։ • ?. (1-9) 

Постоянные интегрирования Си,, Cin, Ct- и Си, можно определить из 
граничных условий.

2. Для закрепленной неполной оболочки граничные условия 
:/„(0, /) = vn (я, () 0 и и„ (0, /) — м„ (а, /) ~ 0 с учетом (1.2) и (1.4)
приводят к однородной системе уравнений

Сзг, 4- Са„ " 0

^’г-2ы "J՜ ^‘inZ'in ~ $

Си sin zïn a r C?n cos z։„ С’ч sh г2г/ а 4֊ С„. ch z2n 'i 0

CjnZln cos z\„ a — Съ.21п sin zlr։ ï 4՜ C.-.nZ-,,, ch z2/1 a — C’t-. sh r2/i я - 0

Из условия существования нетривиального решения получим

2 2ь -2« (cos zln « ch z2n Я - 1 ) -U (z2 ։ - z2>:) sin ZtM a sh 7=0 (2.1)
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Выражая <11։ и <_.я через получаем трансцендентное уравнение относи
тельно кп. Результаты решения уравнения показаны на фиг. 3, где П— но
мер частоты (вычисления были выполнены на ЭЦВМ «Нанри-К»).

3. Для свободной оболочки (фиг. 15) граничные условия переходят 
в условия периодичности

v (0, () — v (2“, /), м (0. {) — и (2՜, /) 
гДО. /) =-^2х. /), Л'(0. /)=Л/(2г, /)

()v
Второе из этих условий, согласно (1.2), принимает вид -(0. /) =

= — (2՜, /). Согласно (1-1), третье условие приводит к равенству

—(0, 0 —- (2~, /). Аналогично с помощью (1.3) можно записать
Оф"

<Ягг 
четвертое условие в виде —-у (0, 0=*—(2“> 0- Учитывая (1.4) и

(1.8). получим две системы уравнений

Cin sin 2-2. + Съ, (cos2-z. — 1) - 0
(3.1)

Си, (cos 2- 2|п — 1) С*„ sin 2г. zln — о

Сзп sh 2- 2. ֊֊• С4» (ch 2г. z — 1) — 0
(3.2)

Си. (ch 2г. z-:n 1) -Г Си. sh 2г. z.,lt — 0

Система (3.2) при С, 4= 0 имеет только тривиальное решение С.л = 
= Слп — 0, а из условия существования нетривиального решения си
стемы (3.1)

sin 2- cos 2- z}n — 1

cos2-zln- 1 -sin2zzJn
= 0
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получаем уравнение

COS 2՜ 2. 1
•п (3.3)

Следовательно. £,>, — п. где » —целое положительное число. Для собствен
ных частот свободных колебаний получим

A = п 1 п՜՜-1 I _Е_ (3.4)
"| пЧ-Н ?/?о

Когда п — 1, получается к, — 0. В этом случае имеем 
«= — CuDn cos -j- C'. jD.j sin v = С’п/Л։ sin ? 4՜ Ci}DSi cos ? и обо
лочка движется как твердое тело. Для больших номеров

I /_й_
1 -л (3.5 >

4. I аким образом, вопрос о собственных частотах решается с помощью 
трансцендентною уравнения (2.1) (см. также график на фиг. 3) или фор
мулами (3.4). Во всех случаях собственные частоты пропорциональны 
квадратному корню из величины внутреннего давления р

Ленинградский кораблестроительный 
институт Поступил.-. 29 ill 1976

IL IL 2U.|ull?.Ub
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NATURAL VIBRATION OF AN IMPONDERABLE 
CYLINDRICAL SHELL SUBJECTED TO INNER PRESSURE

A. A. CHAKHOYAN

S u m m a r y

The solution to a problem of natural vibration of an imponderable 
soft cylindrical shell subjected to Inner pressure is given.

A H T E P A T y P A

г Тияошснхо С. П. Колебания в инженерном деле. М.. Физматгнл, 1959
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А. Г. БАГДОЕВ, Г. С. 6ЕЗИРГЕ11ЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ ВОЛНОВОЙ ОБЛАСТИ В СТАЦИОНАРНОЙ 
ЗАДАЧЕ ДВИЖЕНИЯ НЕСЖИМАЕМЫХ СРЕД В БЫСТРОТОКАХ 

С ПЕРЕМЕ1II1ЫМ ПРОДОЛЬНЫМ УКЛОНОМ

Рассматривается задача о движении несжимаемых сред в лотках с 
криволинейной формой дна при наличии свободной поверхности и малой 
глубины потока Выведены уравнения планового течения бурного потока 
над криволинейным дном, а затем проведено исследование окрестности сла
бых прыжков, образующихся в потоке. Выведено также уравнение, опи
сывающее волновую окрестность для произвольной недиссипативной сре
ды в трехмерной задаче. Вопросам исследования волновой зоны для зада
чи установившегося движения сжимаемой жидкое։и посвящены работы 
| I. 3] Движение бурных потоков с прямолинейным днем рассмотрено в 
| 2—4 |. Криволинейность формы дна в той или иной постановке учтена 
й [5.6. 7].

I Вывод уравнений плановою движения

Рассматривается задача о движении потока несжимаемой жидкости а 
криволинейном русле при наличии свободной поверхности. Для простоты 
рассматривается цилиндрическая форма русла и вводятся криволинейные 
ортогональные координаты где направление отсчета совпадает с 
осью цилиндрической поверхности, </, отсчитывается вдоль направляющей 
Ь цилиндрической поверхности. есть расстояние по нормали к указанной 
кривой Пусть г=(х, у. 2.) есть радиус-вектор точки, а г„ соответствует ра
диусу-вектору точек кривой Тогда /' = С(</,, V.)Тп (<?■)<!.„ где И есть век

тор единичной нормали на Л. Тогда имеем параметры Ламэ Н, == • 1

е выра-

1 - 
~ R*'

где е единичный вектор касательной к кривой Л, R ее радиус кри

визны, можно в силу /° = /Ле найти
' <*71

Т- ()д.

жение

Н3 — 1, причем можно считать Н, -- 1. Вводя е։

Н1 для кривой Л, //•'
<Л/։

дп 
и используя формулу , -

«, н՝;(\

Пусть и,- есть компоненты скорости по осям 1. 2, 3). I огда имеет
место условие обтекания русла
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<71 = °՛ '•՛! = 0 (1.1)

Отсюда можно предположить, как и для прямолинейных форм русла, что 
I', мало по всей глубине потока. При отсутствии диссипации движение бу
дет потенциальным, причем

Кинематическое условие на поверхности жидкости (/. И имеет вид

<7ф иф о К </«Г> с/Л

<*Ч» (,Ч-г '*4։

Кроме того, имеет место уравнение Лапласа

1 / 1 "Ф X "-'Ф 1 0 //у \ - о
//, дд, \/7։ I //։ <7</, \ Х<Л/Л/

и интеграл Бернулли

причем потенциал силы тяжести имеет вид

I' — — <> \ Нг $1П ■»</</։ £ с0Б '* <7։

Здесь у = х'(<;() есть острый угол касательной к кривой русла с горнзон- 
тальиой осью х, Р—давление. Р—атмосферное давление, р—плотность. 
Записывая для всего потока малой глубины Ь

ф = ?(<?.. ™ ’ 2 6 \^/0 (1.6)

в подставляя п (14), можно получить соответственно п порядках 0(1)

_1___ а , 1 <)? \ (Я? / 'РФ .
Н}пдд։ \Н? ? '><75 ~ \<МД

» 0(ч>)

/<ЯФ\
V5«?/«

А (
н№ ач, \

1 О / 1 г*-? \
' 17^ ՝

Условие (1.3) дает в порядке О(/г'м)

д (/>н) о (/ги) 2/| в>Л
од2 R Н^0д։

1 / 2 1 1 1 ') и \ «г
2 \/? Н7о41 Нг А/ (1.7)

/ л՛ «7?
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Из (1.2) и (1.6) можно записать при д3 = Л в порядке 0(Л’«:) 

/ дФ \2 _ 2Ь. \ — д \ 1.2I
\Н։д</։/ \ R ) ' Ну дд, I * \дд1 /(։1

/0Ф\- 2 . д 1,в/о2Ф\) /оФ\- ,,/^ Ф\2
\<^2/ ^<7: I \0<7з /<>։ \^3/ \^7з/0

о 1 д? д?
одссь п = —-5֊—-• ------ компоненты скорости планового двк*

Ну ддх ()Я2
жеяия по осям 7,, д:. Тогда из (1.5), взятого на поверхности жидко* 
■сти, вдоль которой Р ~ Р^ можно, дифференцируя по д„ д.,, найти 
уравнения в порядке О {к՛՜и2)

ди _ ди 1 </ / Л л ։
Н?ид, ’ г д^~ Н?дъ \՜* 11 /

, 1 I/ » О , . д \ /а/<М>\ I .
Г 2Н? дд1\\Н? дд1 1 идд2 .) ‘ \^/01 ‘

+ ^7ГГ՜ /Г(ТТ) +—7 —(^Лсозу)-^8Ш7 0 
2/7։ /Л/! ( \Од:\ /о) Н\ О'<?։

ду , ду д / к л \
г/ п~----- -+- и  -------- -- — — и՜ I —

М одх дд.> дд2 \ R / 

1 д (/ и д <7 \ .2/д1Ф\ |
2 дд. IV Ну,дд1 дд2 / ддз /1?1

1 <1 / ■•! /^“ФЧ2! соз 7
2 (>д2 I \<)дз Д| ' ддг (1-8)

Дифференцируя (1.5) по д.ЛУ можно получить распределение давления 

по глубине, линейное относительно дл, Р — Рй - ? (Л — 73) ՝> —

г<՜ \ п------]• 11олученные уравнения можно упростить, оставляя в них члены 
R ՛

порядка О(Л«2) в уравнениях движения и О(А'п) н уравнении нераз
рывности. Тогда (1.8) дает уравнения движения

ди 
Н?ддх

___ д__ 
дд,. Н\ ддх

= 0

( СО8 '>ду
1‘ Н^дх 4-

дд-г

։^\ 
R /

.а (1.7) дает уравнение неразрывности

д (Ли) (Лг>) 2Л дк
Н?с>Чг " дд, ~К и Н?дЧ1
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Для конечных значений числа Фру да Fr — ---- ------ для основного од__
gh cos ՝>

. Л
номерного потока имеет место ir -֊■ li, слагаемые, содержащие — » 

R
можно отбросить, и уравнения (1.9) по форме совпадут с уравнениями 
для прямолинейного русла. Для больших Fr, то есть и2 — 0(1), можно 
получить вместо (1.7 ) в порядке 0(h)

d(hu) d(hv) 
dq„

(1.10)a= 0

причем (1.9) снова имеют место в порядке О(Ли").
Следует отметить, что второе уравнение ( 1.9) .можно- заменить на 

условие потенциальности

^-,2-А
Н? дЯ1

Уравнения (1.9), (1.9'), (1.10) .можно записать в виде

ди ди
H\dqx

1 д
Н? (iqx

<>и dv

dq2 H\dqx

(ди) , о (hr) _ 0

H\dqx dq.z 

(1.11)՛

2. Условия на слабых и сильных скачках

Уравнение нелинейной характеристической кривой получается, как 
д д б д .

обычно, путем замены —- -------- • п,—՛ ------ • п..—՛ где ;=соп51 есть
/71 дг дЯ., " д;

уравнение характеристики, п12 компоненты единичного вектора нор

мали к ней. Кроме того, .можно ввести нормальную к характеристике, 
иля волне, компоненту вектора скорости частицы V,, - ип1 упг, ко
торая связана е нормальной скоростью волны соответствующей не
стационарной задачи равенством И„ = —С,.. Тогда из (1.11) можно 
получить

rf- 2 К
и2

COS ■/-------- —

dh _ h би ՛ ду _ д2 дц_ 
д\ п^г, д- п։ д\

(2.1)

Из уравнений (1.11) можно получить лучевое решение, то есть линей
ное решение на волне. Пусть имеет место и == ил 4- щ, -о = г»п Л -- 
--/'.'о Лр где и1} .малые возмущения основного потока и0, Лй-
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Переходя к переменным г?р где ; — д.. — 9.. (9Х), причем :=0 дает 
уравнение линейно։։ волны, можно из (1-11) найти

<*«։ f g2 <Juy ։ l dvt t du6 
r ,o 'ln , ,1) . ‘ /го ■,> 4՜ /֊'l , ,
H\ Oqx H-, di di H} dq}

^»0 . <^։ q2 dhx
+ “» “Z7u3------ H wo ---------uo 77?------= °

H\dqy H\Uqx //; di

Приравнивая члены, содержащие производные по с, можно получить соот-
яошения

н? ‘g-л

которые согласуются с (2.1), где л։ — sin л, п„ cos а, а угол первой
характеристики ’ = 0 с осью q,. Из (2.2) можно найти

2Л0 
А

?Л0 V
А __ V

»ч I 2Afj° dq, \ </у /
А '

14спьльзуя еще (2.3), можно окончательно найти лучевое решение в виде

const
(etgra)3՜! Л,>

(2.4)

1 епю ։ можно показать, что oj ' удовлетворяет уравнению сохранения
энергии возмущений в волне для yi гановиешегося течения ,3, 8]

Л„-՝-Ф”77|
К. — const • 2.П

Здесь Н1 есть величина лучевого решения для возмущенной скорости части* 
цы, которая в силу (2.3) в данной задаче совпадает с проекцией к' возму

щенной скорости на нормаль к волне; Н, и 1 = Н3—соответственно пара-
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метры Лама для координаты отсчитываемой по нормали к волне, и коор- 
дннаты (У. представляющей координату (время пробега волны) вдоль лу-

чей, определяемых из уравнений
(/X-

Из = \’/
ИЛИ П координатах gt, qz

Л = м» Ц,1Я+“1<75 d-

приче.м компоненты единичного вектора нормали к волне

21 а2п, = —■ ■ — =' Пл------- — - —
) «? + «] ■ |

Ио есть значение Vn в линейной задаче, то есть для невозмущен— 
кого потока, для которого

/ / ( "h

I
/ «о I $ cos ՝• — \
/ —------ -2Ао -- (2.3Z>.

F 1 V
Кроме того, имеет место

- н = н./г, 4», = ~ «а cos л sin а

Тогда /7; имеет вид

Нг = I' — J 2֊t -;/0cos9

Кроме того, можно показать из уравнений лучей, что, поскольку

«. = и0 (<7J), Ло = Ло (</.), имеет 
wj'}

равенства —;— = Ф видно, что 
sin а

место /4 cos а. Отсюда, с учетом 

уравнение сохранения энергии возму

щений вполне (2.4') дает соотношение (2.4). Из 1'2.1) и соотноше

ний на характеристике etg а, Лг =---------—— можно полу-
Ио sin а

чить в первом порядке по пг

и0-мл

Если ввести нормальную к волне составляющую возмущенной скорости 

м'= U։ (Sina)՜’, можно записать
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и 0-4-1)»',

Ао . ->
R МП ’

' I- 1 =

Рассмотрим условия на поверхности разрыва или прыжке. Как известно, 
закон сохранения энергии там. не выполняется, что относится и к интегра
лу (15).

Уравнения (1.10) и (1.9), имеют дивергентную форму и из них мож
но получить условия непрерывности массы и касательной к скачку скор- 
сти частицы Что касается первого уравнения (1.9), то его комбиниро

вание с (1.10) не дает дивергентную форму за счет слагаемого с —;• 
л • 

Естественнее всего получить уравнение сохранения импульса на прыжке, 
приравнивая изменение количества движения по нормали к скачку импуль
са сил давления Р. Тогда получим указанные уравнения сохранения мас
сы и импульса в виде

[Л^] 0, (vr I = о, A„2 4-^cos,_^r |=0 
"2 2 R |

В дальнейшем изучается задача о малых возмущениях одномерного потока I 
и и0, и = 0, h — Ао, имеющего место и канале с параллельными I 
стенками ц., — b, b = const, причем и — ид | ы։, /? /?0 At, v = nJ։ I
индекс 1 относится к возмущенному потоку, ограниченному стенками 
f/., — 1 6 г?(<71)> где г мало. Полагая где и' есть .
возмущенное значение и., позади скачка, из первого и третьего 
условий на скачке можно получить в порядке и' соотношение V.՜ =

, / «3\

А0 ( g cos V — £ j
- =----- ' ------------------ —• что отличается от выражения Е„ из (2.3) для

1 _ _0
R

нормальной скорости волн линейной задачи. Тем более отличаются
1 Z V'п ֊ * 1՜^1} U , • ( /

значения Иев и значения --------- -----------  я порядке и, где и — и„ есть
2

нормальная скорость характеристики, даваемая (2.1), (2.5). Вместе с 
тем нормальная скорость ударной волны должна в первом порядке 
равняться среднему арифметическому из нормальных скоростей волн 
впереди и позади нее. Однако, третье условие из прыжке можно со

хранить, если отбросить всюду —- по сравнению с 1. Тогда полу*
R

чится в первом порядке Кх = -----— ։/, что удовлетворяет указан-՛
4

НЫМ условиям, поскольку Н (2.3՜) И(, 1/ A0(gCOS'*----- Д ) ’ ” В (2.5)
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з
1-4 1^— • Интересно, что если в третьем условии на прыжке по-

• - • Л“ 4֊ Ло л _
следния член взять в виде —ггп— и", то получится без отбрасы

вания ~~ л линейной задаче К« = но в первом порядке по и

нужное соотношение снова выполни гея лишь для --- Если же оп- 
R

ределять третье уравнение на прыжке комбинированием первого урав
нения (1.9) и уравнения (1.10), в котором в порядке О(/։) произвольно

Л
добавлено--------и—------- • то последнее слагаемое в третьем урав-

R H\dqx

иенин на прыжке примет вид-—' и тогда получится в линейной за-
I ,( -п*

2 Ло ( g cos у - У
даче •'.'<=■---------------дт———» то есть К« / Таким образом, та-

।__--Л|>
R

кая дивергентная форма для уравнения сохранения нормального им
пульса. полученная из (1.9), (1.10) не дает правильной формулы для 
И„ даже в линейной задаче, а для получения написанного выше тре
тьего уравнения следует в (1.10) добавить слагаемое /г -Ду ( — ) •

//։ \ R /
Разумеется, желательно более детально изучить условия на прыжке 
для сильных разрывов, в особенности с гонки зрения их структуры, 
получаемой из (1.7), (1.8), причем (1.7). (1.8) содержат производные 
второго порядка, что указывает на наличие диссипативного характера 
структуры скачка в отличие от прямолинейного русла, для которого 
г порядке О(ЛЛ) существенны дисперсионные явления.

3. Нелинейные уравнения в окрестности волны

Значения Ф из (2-4') я л4-1 следует подставнть в общие уравнения 
движеи «я вблизи волны [3, 4]. Указанные уравнения проще всего получить 
из уравнения характеристики в нелинейной постановке

v grad / — Сп[ grad/՛ — 0 (3.1)

где v {гл}, (7 1,2.3), дает скорости частиц, f— — -(с։։, a֊.), J 0

есть уравнение нелинейной характеристики, нормальная скорость ко
корой есть Ся = И„։ ■ - 0 соответствует линейг ыкгеристике.
Уравнение характеристик записывается в криволинейных ортогональ
ных координатах а։, причем - const дает волну , eij отсчиты
вается вдоль лучей, из которых состоит волна ' — 0, <и вдоль ли
ний на волне, ортогональных лучам. Обозначая через /7:. ?. з соответ-
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ствующие параметры Ламэ, можно получить уравнение характеристик, 
в котором вектор скорости есть и։ — | и', и> К, г»3 И,,

Здесь учтено, что, как видно из линейного решения, при малых т-֊:,
<Ут а-. , — / дг

  —) £ , поэтому под знаком корня отпрошено (-----| , и, 
Оау--------- даг \2а։
кроме того, в качестве И, взяты значения невозмущенных ком
понент скорости. Уравнение характеристики в линейной задаче имеет 
вид

Д о, А ^-«,и,+7,иг ■ 1,к,4 4--> ’? 1-(З-гэ
Н, Н.

откуда в силу малости можно получить с„ (О, 0) — Ип

Д, Иг + дсп
Н\О7

Д<
,1 О2С, 
1С"՜ цд, ^и3-г ~с"

Записывая в линейной задаче с„ — — Ио ՛— г. ^-а3 4 ——?3?> 
(к* " <*3 2 "аз 3

учитывая, что по определению вектора . имеет место
От и:

зи= =----- • л _ - • а также используя нелинейное уравнение
Нрау ' Н^Оаъ

для С,.֊ — I'., в порядке а Сп сп , можно (3.2) записать в 
виде

д„ Л2- + д„ ^2- (^У- ^±1 „' = 0 1
Нма, Н£а. 2Н; \оа, / И,

Как видно из уравнений лучей линейно։։ задачи в координатах а.. а.

Ну(1՜ . Н.Оа-, . Н-Ла.. ,
——= д:г, —֊ =- да.. = д(Л </з с/з

в силу того, что лучи совпадают с линиями имеет место Д-, ~0, 
Д . 0, и уравнение нелинейных характеристик примет вид Дв| = V ,

<}֊ еДя..„ /^\2 / +1 ,
А. =---------------=у (----- I-----=— и = 0 (3.3)/7.0«, ?.Нз \да./ Н,

Нелинейное уравнение вблизи волны, для которого (3.3) есть урав
нение характеристик, имеет вид

д՝и 1 . 0՝и ди՛ д /л 4-1 \ ,п а

2 Нуда.I О- (1з О'. \ Ну о-)

Здесь учтено, что согласно уравнению лучей Дв։, и добав-
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мерной постановки переменная а. выпадает из уравнения (3.4), и можно 
найти нелинейное уравнение вблизи волны

/Олево (3.4) слагаемое —> не влияющее 
д'.

для (3.4), причем Ф есть значение и' 
задаче, то есть лучевое решение. Для

на уравнение характеристик

в линейной одномерной по ~ 
рассматриваемой выше дну-

(Ju (■ 1 ,ди . с/1пФ
------- 1---- =— и —------ и ---------  

до Н, a- cb
О (3.5)

lix'da-i
или переходя от временной координаты з к о. по формуле —------

а-
֊- К-cos«, где V — w0cos« есть проекция скорости на направление
луча, можно получить из (3.5)

ди 4- 1 . 6QZ  , <7 In Ф
H\dqx И л. cos2« д~ H\dqx

(3.5՜)

Здесь (/.4-1) и Ф даются уравнениями (2.5) и (2.4). Уравнение (3.5') 
получено также более длинным путем прямым вычислением из (1.11).

4. Изучение окрестностей слабых скачков

Решение уравнения (3.5՜) имеет вид

■?»
»' = Ф/(С), -. = b-f«)S(?1) • с, 3(<,,) = Гф-L±-։-Htdq՝

. ’ Мо COSJ 7
U

причем £=С(Н1$! есть уравнение нелинейных характеристик |9| Функция
1(1) определяется из граничного условия на стенке в линейной постановке

е т ՛(<?՛.)
г’։ = "0s ^0 ’

Здесь q2«= 6 4՜ £? (<7i) (£ > 0) сеть уравнение стенки, и так как

С о- = z~q2 ЧйМ, <7fc(<7i) = — \ « = U1—֊~—
„I sin з cos«
о

можно записать условие на стенке в параметрическом виде

/(О» i?(?) И-1»
cos« {q) ^(q)Hi

При 'Чь)«) характеристики могут образовать огибающую
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причем /{".) дастся (4.1). Для Сд', 1<л<2, С<0 огибаю
щая начинается в точке дг - 0, <у2 — 6, и моя;но считать для малых д

ч

о

Из (4.1) имеем

AV՜’. и (0) гСл 
cos с- (0W(0)7/?

и условие огибающей даст

В частности, для п -

= (п 1)Я

3
— уравнение огибающей имеет вид

I - Н1* — Б2, -0 ֊֊=• Ь — И; I#« — В:
2 4 4

Для п — 2 огибающая начинается на линии : - Ь, - 0, в точке, в

которой /'(-о) : ’ а далее — Ь имеет снова второй порядок
?(<Ы

по г. Для получения однозначного решения нужно ввести разрыв, 
проходящий между характеристикой т Ь и огибающей. Пусть харак
теристики, пересекающие разрыв, впереди и позади него имеют урав
нения

" = ֊: + ֊ = ֊,= /(С,) ?(<?1) + С,

л
11а разрыве т, тг и имеет место ( м d՜ 0, где интегрирование ве- 

•1
дется в данном сечении </։ — const. Заменяя ■ через из уравнений 
характеристик можно получить

/•С.1)֊/Чч,) ?(91) + /(;)Л = 0

Кроме того, имеет место

что даст обратную величину наклона секущей к кривой )(т)- Отсюда полу
чается закон равенства площадей под секущей и кривой /(^) [9]
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(4.2)

Если впереди волны возмущения отсутствуют

/Гча) - о,

л 3Для п — — получится ла ударной полно

Уч = ֊ в,
4

то есть ударная волна проходит между огибающей и первой характери
стикой т Ь. Подобным же образом можно исследовать более сложные за
дания граничных условий методом [9]. Можно также рассмотреть задачу 
о движении жидкого металла в лотке с криволинейной формой дна в маг
нитном поле. I рехмерные уравнения бесконечно проводящей несжимаемой 
среды имеют вид

где ! Bi есть вектор магнитной индукции, магнитная проницаемость 
принята равной единице, %. - 1, 7 у; ч, = О, 7=^ у, g ускорение 
силы тяжести. Написанной системе уравнений удовлетворяет решение 
для вмороженного поля

В, = Cvt, С=֊
“о

где С “Const, которое естественно вытекает из уравнения индукции н явля
йся обязательным для -одномерного движения, Указанное решение будет 
справедливо, если невозмущенное магнитное иоле В„ направлено вдоль дна. 
если же В„ перпендикулярно дну. то указанное решение не имеет места и. 
вообще говоря, по-видимому, невозможен переход к плановой задаче. Если 
подставить В- через v{ в уравнения движения, можно получить

4 Известия АН Армянской ССР. Механика. № I
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Переходя к криволинейным координатам и считая и3 малым, можно

получить для С* — вышеуказанный, линейный по <;,. закон, и тогдаР
8՞

уравнения планового потока совпадут с (1.J1), где нужно умножить

значение $ па

Следует отметить, что можно получать уравнения планового движений 
из трехмерных уравнений в координа тах д . ֊' — I. 2, 3.

дТ 1 <>Р г, 
7 дд у g-}Hi

где 'Г 7։ Нг д:. + /7.Гпричем компоненты скорости
<2

о Записывая, как и прежде, /7 1, Н\. ? — Н\\ > (<?։, </.) т

4֊ Н\ 2 (г/и 72)г/3, и предполагая и3 малым, из уравнений в проекции 
па ось </5 можно получить распределение давления по глубине быстро
тока

Р- й/з ՛ м0 ’ /у; -Л)

Далее Р подставляется в уравнения движения, записанные в проекция 
на оси <71, (/■, и производится интегрирование этих уравнений (осред
нение) по д3 от </., О до q. — h. Для рассматриваемой н данной ра

боте задачи Н.. 1. Н> 0, <4 и, v* ~ v, -Н-д-2-՝ f3 = coi՝>, 

fx — —sinv, и тогда получатся уравнения после осреднения
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ди 

д<Ь

(711/ ’м=
--------- — о со5 ■*----------

од, I 2 V Л
#/| з1п */ /[

и (Н)

х^+” А12
( 2

В левых частях уравнений отброшены слагаемые
1 Ла гго <>« 

-//; V ~ »
2 R дд.

и Л։ Оу
—------- — соответственно по сравнению с первыми двумя слпгас-

гк 2 R дд։
мыми. С другой стороны, не осредняя уравнения по <у1։ а полагав в 
них </3 0, можно получить уравнения (1.11). Записывая первые сла
гаемые в правых частях новых уравнений в виде

оЛ / и: \ 1 ..
-т----- ( и со* ' — т------ •‘'Д'
ШГ R/ 2

о СО.Ч V _1 R
* ^>..՛

/ 04 /Л" Оч
V С/д, А’ Од.

можно видеть, что третьи слагаемые можно отбросить по сравнению с ле-
вымя частями уравнении, а второе с\агаемое. фигурирующее в первом урав
нении, значительно менынс £/։*։пт. Тогда, отбрасывая указанные слагае

мые, в пределах точности • :֊. I можно как нов։ ёния, гак и (1.11) 
R

записать в одном и том же виде, который совпадает с уравнениями для по-

сгоянного уклона, где заменено 2'со5> Поэтому обе фор-
R '

мы записи уравнений одинаково приемлемы Следует отмстить, что из но
вой формы записи уравнений, после комбинирования с (1.10). получается 
уравнение импульсов на прыжке. Кстати., для новых уравнения имеет место

Ло(#со$>- )

1 
А’

3 ~՜ 5>П՛’ Т
К . ֊ и -------- ------------

2 .
R

а условия на прыжке дают И. Ио —
Ь„ 4—$1Пгт

2R Ло
R

то
3

2

есть формула для скорости ударной полны в первом порядке по и 
К 

снова выполняется лишь при отбрасывании членов порядка но 
А’

сравнению с 1

Институт мехампмп АН Ари вис хон ССР 
НИИВНиГ Поступила 2 \ II 1976



52 Л. Г Багдосн, Г С. Безнргсяян

Ա. Դ. 1»ԱԴԴ111ւՎ, Դ. II. 14Փ.Ի1'Դէ>Ն:1ԱՆ

ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ P-ԵՔՈԻՄՈՎ ԱՐԱԳԱՀՈՍՔԵՐՈԻՄ
անսեղմելի միջավայրերի շարժման ստացիոնար խնդրում

ԱԼԻՔ ԱՅ ԻՆ Տ ԻՐ Ո ԻՅ ՒԻ ՈI՝ Il III' ՄՆԱՍ ԻՐ Ո Ի ԹՅ Ո ԻՆ11

II. մ փ n փ n 1 մ

Դիտարկվում Լ ւիսէիէւիւական երկայնական թերում ով <ի'>ք>ր քո ո ր/itff յւսն 
ունեցող արա զա հոսրն1>րւււմ ան սեղմ ե լի մ իջավա յրերի շարէք ման ի/նղիրրւ

Ստացված են նկարագրված միջավայրերի պրոնա յին շարժման հավա- 
սարոլմներր, որոնցում պարունակվում Լ հատակի կորութ յան ււլարամետրլո 
И տարված՛ ւ՚ւ բուծված !։ նաև ալիրների առաջացման շրջակա յրում պարզեց
ված ոչ գծային հավասարում լ։ ։

INVESTIGATION OF WAVE REGION IN A STEADY PROBLEM 
OF INCOMPRESSIBLE MEDIUM MOTION IN RAPIDS WITH

VARIABLE LONGITUDINAL INCLINATION

A. G. BAGDOEV, G. S. 3ESIRGANIAN

Summary

The problem of motion of incompressible media in tray channels 
of curvelinear bottom shape with a free surface arid a small depth of 
the flow is considered. The equations of plane motion of turbulent flow 
over the curvelinear bottom are derived and the vicinity of weak jumps, 
appearing in the flow, is examined. Also, the equation, describing the 
wave neighbourhood for arbitrary nondissipative medium in the three- 
-dimensional problem, specifying coefficients for the two-dimensional 
problem of medium motion in rapids with a variable longitudinal incli
nation, is derived. The conditions on jumps are dealt with in detail.
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Г. Л. ЗАГОРОДНАЯ. В. М. ФРИДМАН

МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА Л. В. КАНТОРОВИЧА 
В ТЕОРИИ ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ

Излагается вариационный метод решения задачи об упруго-пластиче
ской деформации для упрочняющегося материала. Для решения общей за
дачи теории пластичности предлагается видоизмененный метод Л. В. Кан
торовича. в котором перемещения и напряженное состояние представля
ются в виде разложения в ряд по координатным функциям. Коэффициен
ты разложения зависят от времени (параметра нагружения). Совокупность 
коэффициентов разложения (векторная функция времени) находится пу
тем приближенного численного решения начальной задачи.

Такой подход дли решения конкретной задачи об изгибе балки в пер
вом приближении использован, например, IO. Н. Работновым Г 11-

Ниже дается обобщенная формулировка метода в приводится пример 
решения задачи об упруго-пластическом деформировании осесимметрично 
нагруженного цилиндра постоянной толщины.

1. Уравнения пластического течения упруго-пластического тела из 
упрочняющегося материала в общем виде записываются следующим об
разом:

div х - / = О
= ~ .. . (Е1)

def ч В {х) у — О

где

. I Box F(T) Т'- при 7’>0 (нагружение) 
Ь(х)х

' ВпХ_ при Т’-^О (разгрузка)

х— тензор напряжений, и — вектор перемещений, /— вектор объемной 
силы, BQ оператор упругих констант, £ - dev х девиаторная часть 

тензора напряжений, Г՝ = ~2՛ ■ Ь—интенсивность напряжений сдвига, 

Г(Т) — функция, характеризующая упруго-пластические свойства ма
териала.

Условия на границе села можно записать в виде

X — Л = О на Г\
“ “ (1.2)
и £-=0каГ..

прие м / Л = Г — суммарная поверхность всей рассматриваемой обла
сти, й.
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В начальный момент времени при > — 0 во всей области величины

х = 0 и и = 0 (1.3)

Можно показать, что система уравнений (11) при краевых условиях 
( 1.2) равносильна условию стационарности функционала |2|:

Z (х, и) — -֊ j (• div х 4՜ 2/)՛« ~х • . [clef_w — J$j(x)x]J с/2

+ 4 — 1*՜^/ (14)
2 ,) 2 ,

>ч г.
Рассматривая только случай нагружения во всей области Q, д\я ва

риации функции (1.4) получим
«*

'7 (х, и) = р ( div х —/) • оц 4՜ *5 • • ( def и — Л (х) х]' </2

f (Х-Г)Ш<1Г у>Х (и - £)<Я- О (1.5)

Из (1.5) очевидно, что если выполнено уравнение равновесия, закон 
пластического течения (1.1) и краевые условия (1.2). то вариация 
о/(х, и) ֊ 0. Справедливо гакже обратное утверждение о ом. что выполне- 
вис условия (1.5) равносильно системе уравнений (1.1) и краевым усло
виям (1.2).

Для отыскания решения напряженное состояние х и перемещение it 
будем аппроксимировать независимо в одновременно:

л
X ֊ Хе У Я,(?) X,

«ТХ *— =
(--Л

л (1.6)
« «, У S«U)m. 

/--- г
где «/(О и МО -функции только времени /: х, и ц,.- - координат
ные функции, а функции х< и иг представляют собой решение ,уп
ругой" задачи

div л-г —/ ~ 0
. (1-7)

def и,— ~ О

причем

Х-А=0 на Гх и Л-£=б на Г2 (1.8)

В силу начальных условий (1.3) имеем

af(0)=0, М0) = 0 (1.9)
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Для простоты будем считать, что решение «упругой? задачи известно. 
Для производных, имея в виду (1.6). можно записать:

х = х, 4 У *.■ х, = = •— =
л -4

Н= U, 1- У З/МГ
t — —г

(1.10)

и для вариаций

= 
1 

Г-՜II 4?
1

Й
 

•zS п 
• 4il 
zC (1.11)

Координатные функции х1 и выберем таким образом, чтобы они 
удовлетворяли следующим условиям:

a) 1 0 для z — — k,...,div Xi -֊ .
- 1*0 для /--֊ 1, 2,...,

1, 
п

0
(1.12)

6)
. f I 0 для i = — r, ... ,def и,- —

~ 1-Д 0 для 7=1,2,...,
-1.
п

0 (1.13)

в) однородным краевым условиям, то есть

X, = 0 на 1\, С, - 0 на Г;: (1.14)

Подставляя ряды (1.10), (1.11) в условие стационарности (1.5) и учи
тывая краевые условия (1.8) я (1.14), а также условия (1.7), (1.12) и 
(1.13), получим

5Z (л-, и) - U V 3,-div х, • У и, • r_ — I I teJ — - —•
Y ։—1 j г

ПП Л
4- У •>։, х;.. V ру • def и; - - F(Г) 74 - У 2;В0х/

i--'“ /=1 i=-k

Приравняем нулю коэффициенты при вариациях д«; и 6р,. тогда

</<-> (1.15)

У div х, • и/с/2 = О для у —г,..., п

У Р/ | def Ui. . x,d2 — У | Вах,-. . xjd՝2 — 
— *»J

— lj/г( 7՛) 7՛:. . xz/2 для у — — A,..., n

(1.16)
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Из первого уравнения (1.16) в силу (1.13) и (1.14) получаем

7i — 0 для 7 = 1, 2...... п (1Л7)

Из второго уравнения (1.16), вводя функцию 3(2 7=)^
■ 27

учитывая для неположительных индексов выражения (1.13) я (1.17), после 
ряда преобразований получим.

о
V, (Ло4-ВоК+Т;=0 для у = — А'.......  1.0 (1.18)

(=-ъ
п О,

У у <л0 + для;« 1,2.......п (1.19)
f-l i -k

где

л„ = л,.= [?(<. ._։) >/? л

г " (1.20)
Сц — I def «г . . х. rf--‘

•; = С®£..;)гЬД</2
J ] — •= / '♦>

причем

В системе (1.18), (1.19) коэффициенты 13{1, С{. определены, если 
выбраны координатные функции х, и и,, а .4,/ и ; являются функ
циями только девиаторной части напряженного состояния и, следо- 
нательно, зависят только от коэффициентов ....... а •, а(>. Поэтому
система уравнений (1.18) решается независимо от (1.19). Решение на
чальной задачи (1.18), (1.19) может быть найдено известными числен
ными методами.

Для «' — 0,— I.........— г выполняется условие (Мм. 0, то есть для
этих индексов ч. представляют собой жесткие смещения. Коэффициенты 

при этих смещениях, естественно, остаются неопределенными.
Окончательно для напряженного состояния и перемещения .можно за

писать:
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! 2 МО*.-

|--Ь
(1.22)

К ֊ 1Ь — '>' р/ (О И;
7-1

2. Рассмотрим приложение изложенного здесь метода к задаче о вра
щающемся цилиндре постоянной толщины, нагруженном осесимметрично 
по внутренней и наружной поверхностям. Как в упруго։'։ задаче, предпола
гается. что поперечные сечения цилиндра, д՛ статочно удаленные от его тор
цов, остаются плоскими и что осевая относительная деформация по всему 
цилиндру постоянна. Упругое решение задачи известно.

Координатные функции для определения напряженного состояния 
Л.. 1.0). согласно (1.12) и ( 1.14). должны удовлетворять уравне

нию равновесия-

</(г~„) 
(1г

(2.1)

н краевым условиям

=г,- = 0 при г = г0 и при г = 1

Для торцов цилиндра. как и в упругой области, положим

| =.-А о 
л\

где 5Т ֊֊ площадь торца.
Условиям (2.2) удовлетворяет, например, функция

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Из (2.1) получаем

55; = СОБ (2.5)

■ требование (2.3) приводит к выражению

(2.6)

Для положительных .՛' выберем

1 —го ' 1 '

1
-----СОЗ---------------------------

г.,)

1— гп
(2.7)



58 Г. ,֊\ Загородная. В М Фридман

Координатные .функции для перемещений и< находятся путем решения 
стати ческой задачи под действием выбранных объемных нагрузок, но для 
упругого тела более простого, чем рассматриваемое, полагая, например, мо
дуль упругости £ равным единице, а коэффициент поперечной деформа
ции ц рапным нулю [3].

Дифференциальное уравнение, выражающее условие равновесия эле
мента цилиндра и объемных нагрузок /Л(г). записывается в виде

(/1г-. )
—----- Ч = ~М') С2.8)

При £ — I и п^О получим

(2.9)

Учитывая далее, что

1 1 чг։
и Ч'"Т7 (2.10)

гдг Ь — наружный радиус цилиндра, после подстановки 
затем в (2.1) будем иметь:

(2.9) в (2.8). а

(/ 1 д{гиг/)
иг г (/г (2.Ю

Интегрируя (2.11) дважды и определяя постоянные интегрирования 
из у<ловля однородности краевых условий гейзера напряжений для рас
сматриваемого .ела, го есть полагая при г -ги и г = 1

1 <4, 
6 </г = 0

получим 

где

2^*3 р 1 I / I 1 \ / \ I 
С, = —2 > С8=----- - Г | ---  ]Р;(г)Нг

Г<1 2 .) \ г /
г*

Возьмем в качестве /■՛(•' ) функцию

11 (^’Д^
I Г 1 — Ги I 1 — г0

(7-1) г (/ ])г(г г0)---------- --  Я]Л----------------------
‘ Г0 1 Г4>
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Тогда постоянные интегрирования будут равны

и функция

, ।« - 1) “ (г гм) , . , пи —Ьсоз----------------------(для 2=1. 2............. п)
1 —г0

Для Зп, и 361 по (2.10) получим
I : . _ [}Г- $1„ (/

1 г0 1 — г0

На торцах однородное краевое условие записывается в виде

Г’«</*= [•■„«֊» 

Л:т Дт

Полагая, как и в упругой зоне, = .։. независящим от радиуса и 
постоянным по длине цилиндра, получим з., — 0.

Диагональные компоненты тензоров напряжений и деформаций для 
всех индексов равны нулю.

Рассмотренная задача реализована на ЭВМ. Производились, в частно
сти. расчеты бандажных колец роторов современных мощных турбогенера
торов. Бандажное кольни представлялось г. виде цилиндра, нагруженною 
собственной центробежной силой и центробежной силой обмотки, равномер
но распределенной по внутренней поверхности. Производились расчеты для 
определения дос ;лточного числа учитываемых координатных функций в на
пряжениях и деформациях, которые показали, что число членов ряда доста
точно брать равным трем-четырем Погрешность для интенсивности каса
тельных напряжений ио всем диапазоне нагружения не превышала —5%.

Истинная диаграмма растяжения материала бандажного кольца, нолу- 
ченная на образцах, вырезанных из наружной и внутренней поверхностей, 
вреде:авлена на фиг. 1. Результаты расчета бандажного кольца ротор։ 
турбогенератор։ мощностью 300 тыс. пн, представлены па фиг 2—4, где 
обозначено через •՛։—скорость вращения, п,. = 3000 об/мин— номиналь
ная скорость вращения. 7 . Г.,, и 7\-— интенсивности напряжений сдвига 
при пределе пропорциональности, го же па внутренней поверхности и при 
начале разрушения. Пластическое течение, как видно из фиг. 3, начинается 
с внутренней поверхности и наступает при скоры ՛;։ вращения 4500 об/мин. 
Окончание счет? происходит вследствие достижения интенсивности каса
тельных напряжении предельного значения на наружной поверхности коль
ца при скорости вращения 5470 рб/.«ии. а коэффициент запаса но предель
ной нагрузке для данного бандажного кольца при разгонной скорости зра-



Фиг. I. Истинная диаграмма р .гтяжснип образца из бандажной стали, 
I —анутрснняя. 2— наружная ноогрхнос.и.

Фиг. 2. Изменение интенсивности касательных напряжений в бандажном 
кольце от скорости нр.нценкя.

Фиг. 3. Распределение интскснниостн касательных напряжении по сечению 
бандажного кольца при различных скоростях крашения.
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щения 3600 об/мин оказался равным 2.3, что на 40% больше, чем при рас
чете по максимальным эквивалентным напряжениям.

Фиг. 4 I ։рмр.Н1_1гни։1 диаметров бандажного кольца.

Одновременно вычислялась и радиальная деформация кольца. Прира
щения внутреннего и наружного диаметров кольца в зависимости от ско
рости вращения даны на фиг. 4, из которой видно, что почти сразу за ско
ростью вращения 4500 об, .инн, соответствующей началу пластического те
чения, наблюдается резкое возрастание радиальной деформации.

Лтнмш р<1Д(.КИН пил.. 1 1ГЛКНЧ1*1К1Ш 
институт им. М, И. Калинин.։ Поступила 22 III 1976

Դ. И. 41ԼԴ11141ԴԱև-։Ա. ’I.. II. '|.1'1,Դ11ԱՆ

ՊԼԱՍՏ1«նԱ’ւԱՆ 2(1ՍՈԻՆՈ1՝0:ՅԱՆ ՏԱՍ 01* 0*3 ԱՆ 1ГЬ£
Լ. Վ. հԱՆՏՈՐՈՎԻԱԻ 1>'1.Ա.Ն11.1||’ ՄՈԴԻՖԻԿԱՑԻԱՆ

II. մ փ и փ II ւ մ

Ամր ա պն ц </ ч ւլ նյութի համար տոաձէլա֊պլաստիկական ղևֆորմա ցիալի 
խնրլր/ւ լուծման համար առաջարկվում Լ Լ. ԱանսէՈրովիյի ձևափոխված 
Լղանակլո Տեւլաւիոխսւթյուններր և /արումնևրր ներկայացվում են րոտ կոոր- 
էքքւնաաա յին ֆունկցիաների վերլուծությունների աևսրովէ Տրվում են ևւյանա- 
կ/< րնրյհանրացվաէք ձևակևրււրաէ ր և աս ան ց րա и իմ և/ո րի կ ձևով րեոնված '.ши- 

տատուն հաաոոէթյամր ղլանի աոաձրյա^ պլաստիկական ղեֆորմարիայի 
խնւյրի լուծման օրինակր։
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MODIFICATION OF L. V. KANTOROVITCH METHOD 
IX THE THEORY OF PLASTIC FLOW

G A. ZAGQRODNAYA. V. M. FRIDMAN

S и m m a г у

Ihe modified L. V. Kantorovitch method of solving the problem 
of plasto-el^stic deformation for strain-hardening material is proposed. 
The shifts and stressed states are expressed as a series in coordinate 
functions. The generalized formulation of the method and the example 
of solving the problem of plasto-elastic deformation of axial-symme- 
trically loaded cylinder of constant thickness are given.

A II T E P A T У p a

I, 'ni<i Ю H Tc.-puR ползучести элементои конструкции. I l.iyK.i , 1966, 637—640. 
'2. Sanders I. L.. Me Comb U. G.. Sr.hle.chtc F. R. A variational :hcorcm for creep 

with application-, to plates and columns. NACA, Rep. No. 1342, 1957.
>. фрнллмн 6. A/.. 'fcpHUHd Li. С. Видон «метшие метода Бубнова- Гадеркнна Ритца, 

связанное сб смсшанимм яаркшшонньгм принципом в тсори։: упругости. 11m. АН 
СССР. М ГТ. 1969. № J.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

1Ո|սանքւկւ։ւ XXX. № I. 1977 Механика

Г. Г. ЕГИЯ11

О ПРИБЛИЖЕННОМ УПРАВЛЕНИИ 
НЕКОТОРЫМИ СТОХАСТИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ

В работе рассматривается нелинейная управляемая система с квадра
тическим критерием качества, подвергаемая малым случайным возмуще
ниям. Предлагается метод построения приближенного синтеза оптимально
го управления, основанный на гом. что уравнение Беллмана, соответствую
щее рассматриваемой задаче, имеет малый параметр, и решение его ищется 
и виде разложения по этому параметру. Даются оценки погрешности нуле
вого и первого приближений к оптимальному управлению при некоторых 
предположения.՝, о функциях, присутствующих в соответствующем разло
жении функции Беллмана. Настоящая работа продолжает исследова
ния [1— 6|.

I. Несмотря на довольно обширную библиографию по стохастическим 
управляемым системам, сущсствуе! ограниченное количество работ, где да
ется точное решение задачи синтеза оптимального управления. Ввиду этого 
многие работы ппгпящены приближенному синтезу оптимального управле
ния. В работах | 2. 3, 5, б'; рассмотрены приближения к оптимальному 
управлению для систем с малыми случайными возмущениями, интенсив
ность шума которых не зависит от фазовых координат. Кроме того, в ука
занных работах предполагается, что решение соответствующей детермини
рованной задачи известно.

В настоящей работе рассматриваются системы, в которых интенсив
ность шума нелинейно зависит от фазовых координат, вида

х(А = /(х, /) /?(/)«(0+1 /);’(/)

х (0) = л0 0</<Г (1.1)

Здесь х^Е", и^Е"'. где Е՝ — евклидово пространство размер
ности /. Б (/) — матрица размером п / т имеет измеримые и ограни
ченные элементы на интервале [0, Г]. Вектор /(х, /) £ Е՛' и матрица 
з(х, /) размером п <_ п измеримы по совокупности аргументов и удов
летворяют глобальному условию Липшица по х и оценке на рост

|/(х7, () — /(лч, #)1 4 И(л-Р /) —з(х2, /)|<с։|х։ х«| (1.2)

|/(х, /)Ж = (х, 01-01(1 + 1*1) (1.3)

Здесь и далее с. некоторые положительные постоянные, а 

знак | ! означает евклидову норму соответствующего вектора или
матрицы. Кроме того, в (1.1) число Г и вектор ха £ Е‘ заданы, ^.>0—
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параметр, :. «-мерный векторный винеровский процесс такой, что

?(0)-О, М-(/) = 0, М- (/);'(/) //

где У! — знак математического ожидания. / — единичная матрица, штрих- 
знак транспонирования.

Задача Конн- (II) при и (.), удовлетворяющая сформулированным 
нами требованиям, имеет единственное решение [7|. Требуется определить 
управление К, зависящее от текущего времени / в фазового вектора х(1), 
которое минимизирует функционал 7(0, ы), где

г

/(/, х'(Т)Нгх(Т) • и'(‘) ад «(-))</-

(1.4)

Здесь заданные матрицы Н,, Н:(1)—неотрицательно определимы, 
/■/>(։)֊ положительно определена, элементы матрицы /7.(0 и //.(/) — 
измеримы и ограничены на интервале Г7’.

Пусть И(/. х)—функция, равная минимальному значению функцио
нала /(/, и) при условии, что процесс (1.1) начинается в момент ! из точ
ки х, и допу тпм, чти V (,!. х) удовлетворяет уравнению Беллмана

ОУ 
---- — т։п 
01

х (/) Н,(1) х \!) - и' (I) //.,(/) п(0 ф-

'՛■ (^)</(л՛'* (1-5)
1 д- У

— — (*» О 3' (*. 0 - —
2 Ох-

Здесь <) У с){ - частная производная ио времени, о Г Ох — лектор пер
вых частных производных по компонентам вектора х, д'- У Ох՜ -- ма
трица вторых частных производных по компонентам вектора л, 5р — 
след матрицы.

Из (1.5) будем иметь выражение для оптимального управления #(/. Х-)

е(1.Х)=- Унг' </> В’а) —
2 Ох

(1.6)

Обозначим

О(1) = В(ПНГ՝(1)13‘Щ (1.7)

Подставкг. (1.6) я (1-5), учитывая (17), получим задачу Коши дли 
функции Беллмана ^(*г. л)

----- X /7аЛ' — 
(Я

. а У , о У
/> - / IX, О֊֊

Ох Ох

У-^'УУ,֊ О. И(Г, X) ^х'Н.х

2 Ох՜
(1.8)
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Уравнение (1.8) для функции У(!. л) есть нелинейное параболическое 
уравнение в частник производных с растущими коэффициентами и гранич
ной функцией. В соответствии с вышесказанным функция К(/. х) ищется 
в виде

К(/. х) 5(/, х)-в5։(/, х)-*’5։(/. х) (1.9)

Функция $(/, х) в (1.9) есть функция Беллмана для детерминированной 
Задачи, которая получается ил задачи (1 1). (14) при е 0 Все функции 
5((/. х) находятся мл уравнении, которые получаются подстановкой (1.9) 
п (1.8) я приравниванием членов >дипакопой степенью »

Оптимально։- управление в сооткетстиим с (1.9) я (1.6) будет выра
жаться формулой

s «, *) 1 «, *(/) в- о) —(— -•«
2 Ох /*х

։, <hS\(/. х) 

ОХ
(1.10)

а /-е приближение к онгн.мальнсму управлению будет искаться в виде

»,(/. х) ֊ —н> '</) и՛ (/> I c)Si,։ *' + dS՝{l՛ xl + 
2 I Ох Ох

<>5,(t х)

0Х
(1.11)

2. В этом параграфе будут даны щенки погрешности нулевого прибли
жения Нулевое приближение :.<(-’. х) в соответствии (1-11) будет

«.Ч. х) ֊ — №(() B-U) -S(/’ х} 

2 Ох
(2.1)

Функция .$(/. х) согласно параграфу 1 должна удовлетворять уравнению

<?5(6х) ,w .
---- -------  г х /7- (/)х

ОХ

1 (75{Лх)
4 \ Ох / Ох

4-/•' (г. /) °5 ՝- ֊ 0. 5( Т. х) ֊ х7/:х 
Ох

(2.2)

Задача Коши (2.2) имеет единственное решение [5] Для того, чтобы 
показать, что формула (2.1) задает нулевое приближение к £?(С х), необ
ходимо оценить разность ЛО. g) — ЛО. О ) С этой целью введем и рас
смотрение функции О(Л х) и /?(t. ’) при помощи равенств

И(/. х) 5(/. л) i Q(/. х) (2.3)

;(/. н0) = 5(/, х) 4-А‘(С -V) (2.4)

Как иднп из (2-3). (2 4). нам п-обходим.. । ценить разность 0(0. \..) — 
ЛО. ՝,). Прежде, чем продолжать наши рассуждения, примем, что 
5 JI.։III. litu Л11 А|»МЯН1 unii С( Р Л* 1
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I х>
! дх֊ (2.5)

Из (2.5) и (2.2) следует, что вектор первой частной производной по ком
понентам вектора х удовлетворяет опенке

—<сао и) (2.0
Ох

Подставим (2.3) в (1.8) и учтем (2.2). Получим уравнение для функции
<20. х)

(Н 2 \ дх / дх Ох

֊֊֊ + у (х, и *՛ (х, /) ~ -
Ох 2 Ох'

1 _ , ՝ ,д֊О
— гЗр ' (х, /) з (х, /) - - О
2 дх՝

(2(Г, х) - О (2.7)

Уравнение (2.7) представляет собой уравнение Беллмана для следую
щей задачи оптимального управления:

4/40 /(н. в —-у-О + В (/)•՛՛ (1) \’.,(у,1)Ц1) (2.8)
2 Оу

у(0) = ^ 0<1'Г

О (Л /у) = ։п1п О и, <՛>)

6’(Л ) м |’| ։ гВр-.(у(֊֊. «>), ') 3՜ (у (■> ։,>). ■) <

дуп-
д'. (2.9)

ГДе у(/, <й) — значение фазового вектора у в момент времени / при управ
лении <»(/).

Существование решения задачи (2.8). (2.9) следует из существования 
решения задачи Коши (2.2). Пусть <о<.(О — оптимальное управление для 
задачи (2.8). (2.9). Обозначим

г

М 1”о(-)7/3 (-)'%(•)</-- = а 

о

(2.10)
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Из (2.10) следует оценка

(2.11)

где число л>0 является минимальным собственным значением положи
тельно определенно։։ матрицы /73.

Введем еще одно обозначение

1М = М\Д-г5р=(у(-., и>), :)=•(■/(-. -Ь т)Л,5(у^'(2.12> 
3 2 №
о

Ясно, что

» + ՝; (։,>о) - х (0) <о

Далее

*-1т) ֊7(о)|<о
Откуда

я֊1тЬ»)1 17 (0)1 <0 (2.13>

Кроме того, имеем

I <?(0, Хо)|<а4 |7 К) I (2-И)

Оценим величины « и |у(о>,)1 в формуле (2.14). Из (2.12); (.1.3), (2.5)՛ 
следует, что справедлива оценка

г
|7 (10о) 1<5^^1 + ( М\у(1, ю0)|2<//) (2.15)-

о

Аналогично для |у(0)| имеем

г
I 7 (0)’ < ес3 (1 4- уЛ/|^(/, 0)|’л) (2.16>

Из уравнения (2.8) и соотношении (1.3). (1.7), (2-6). (2.11) имеем

М1у(1, ֊■'«)|։«с։(1+а4-|х0|=+<«„)!'</-) (2.17)>

о

Применив к (2.17) лемму Гронуолла—Беллмана [7], подучим

М\у«> ^)1гСс..(14-я4֊|л0Г“) (2.18>

Из (2.15) и (2 18) имеем

17^)145^(1 + 3-1-1x01’) (2Л9>
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Аналогично получим

1л(0)|<£с։(1 +|х01г) (2.20)

Подставив (2.19), (2.20) я (2.13), заключаем, что

а ֊^-(1 + |х։|г) (2.21)

1 — <св

Потребуем, чтобы гс.;<1. тогда подставив (2.21) и (2.19), где уже учтено 
(2.2!). в (2.14), получим оценку ф(0. х։.)

I <2(0. .ГО)| <зе:(1 + |хон (2.22)

Гепсрь обратимся к оценке А?(0. х„). Заметим, что сумма 5(/, д)-|- 
-{-/?('. х) есть значение функционала ( 1.4) на траекториях системы ( 1.1), в 
которую подставлено управление (2.1). Следовательно, эта сумма удовле
творяет соответствующему обратному уравнению Колмогорова [7]. Запи
шем его

/?) , _2./0(3-/г) у0 <О՜+
<>/ ’ дх 2 \ дх ■ Ох

т гях - — т и = о (2.23)
4 \ Ох / Ох 2 их՛

С учетом формулы (2.2) для $(•'. л) г.з (2.23) получим уравнения для 
/?(Л х)

М (Л *>___ <<• х> \ гцп -у) д. /' (х п 4-
01 2 \ Ох ) Ох ’ Ох

-Ь֊-Хр=(х, /)з'(х, 0-^֊—' -4֊ ^о(л-, ^)з'(-Ь о —- - =0

2 Ох" 2 Ох'

R ( Т, х) -- 0 (2.24)

Если сравнить (2.24) с уравнением (2.7) для Q(^. х), то можно сде
лать Вывод, что /?(ц х) ֊ <?(С х)/о = 0. Поэтому

R«. X) - м 1'2- з.>>(хЬ, 0), -)='(х(-., 0), ։!,
։; 2 ох-
!

где д(/. 0) — значение фазового вектора в момент / при управлении, раз
ном нулю.

Отсюда

/?(0, х0) = 7(0)

•и

1 R (0, х0)К-с-(1 4- |*о|:) (2.25)
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Из (2.22) и (2.25) пытекает требуемая оценка

|<2(0, хо)-£(0, х0)|<ее:(1 + |хй(2) (2.26)

Итак, для всех ։•. если управлять исходной системой (1.1) не опти
мальным образом, а с помощью управления (2.1). го ошибка по функцио
налу не превосходит (2.26) при сделанном нами допущении.

3 . В этом параграфе рассмотрим вопрос о первом приближении м։ к 
оптимальному управлению £(/. х). В соответствии с (1.11) будем иметь

«,(/, х) —{1՝ х) (3.1)
2 дх дх

Как и в случае кулевого приближения, представим 1(/, х) и /(/, 'б) в виде 
равенств

V(t, x) = S{t, х}^ zS.it, х)4 Q։(Z, х) (3.2)

JU, м։) = 5(/, х) зЛ\(С хН-А’Д/, х) (3.3)

Разность Q,(L л) — /?,(/. л) и. оценивает погрешность первого приближе
ния по функционале. Следовательно, необходимо оценить функции -2։(Сх) и
<?,(/. х).'

Подставив (3.2) в (1.8). приравнивая в соответствии с (1.9) члены с 
одинаковой степенью ", учитывая уравнение (2.2) для функции S(t, х), по
лучим уравнения для S,(f, л) и Q։(f. х). Запишем их

OS. 1 /dS. \' .. dS д$. 1 ç ,d-S
- I - f (x, t)-------------- Ьумdt 2 \ dx ) dx ox 2 Ох-

S. ( T, x\ ֊ 0 (3.4)

àt 2 \ o.c / ôx 2 \ àx ) ôx

(3.5)

Из (3.4) видно, что функция 3,(.'. л) является «рункцией Беллмана на 
траекториях неуправляемого процесса

y(O=/(ff. 0֊ 4՜D«'> — ՛'֊ 
2 Оу

yiSS} — x^ 7' (3.6)

и имеет вид

Т
\ а, у) ֊֊ f4 (у ։•)>■>’' <.у (-)■л (з.7)

J 2 Оу-
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где <;(•')—значение фазового вектора п момент Л Решение задачи (3.6). (3.7)
-следуо из решения задачи Коши (2.2).

Предположим теперь, как и в случае нулевого приближения.

Тогда соответственно будет

I 1<с*'1+1х|> (3֊9)

Рассмотрим теперь уравнение (3.5), Из него следует, что $,(/, х) яв
ляется функцией Беллмана для стохастической задачи

*(0=/(*. дХ‘<г’ 0 4-
2 дг 2 Ог

4֊В(0н(0 Н (г,/) = (/)
г(0)=хф 0<*<Т (3.10)

•с функционалом

6,(6 [[֊5р = ЬЬ. Н>. ■■)’(«(’, !>). А-
,) [2 дг՝

_ V у д с) 03, (г . 1.‘.к -) Ч </-. (З.П)
4 \ дг / дг

где г (Г, р)— значение фазового вектора г в момент £ при управлении 
И(’).

Существование решения задачи (3.10), (3.11) следует из существова
ния решения задач К яии (2.2). (3.4). Действуя далее так же. как и в пара
графе первом : учетом оценок (3.8) и (3.9), получим следующие соотно
шения:

(3.12)

с,(0, 0)|<&Ч(1 -1*01г) (3.13)

где О' (0. 0) — значение функционала (3.11) в момент •’ 0 при управле
нии р(') = 0.

Перейдем теперь к опенке /?,((), х,). Нетрудно заметить, что сумма 
•$ (/. х)4-е5|(|', л)4-/?,(/, х) есть значение функционала (1.4) на траекто
риях системы (1.1). в которую подставлено управление (3.1). Следова
тельно. эта сумма удовлетворяет соответствующему обратному •уравнению 
Колмогорова. Из этого уравнения, приравнивая члены с одинаковой сте
пенью е, учитывая формулы (2.2) для 5(г. л) и (3.4) для ^1(1. л), получим 
уравнение для функции /?։(/, х)

I 1Л (0. х0) < £-св (1 -г | х0 г)
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оКх 6, х) 1 /^Кд' р____ £ у р ^51
д1 2 \ дх ) дх 2 \ Ох / дх

0Кх 

дх

+21 5^,'^
4 \ дх ' с/х 2 дх՝

ЯД Г, х) = О (3.14)

Сравнивая уравнение (3.14) с уравнением (3.5) для функции (*\(С х). 
можно сделать вывод, что /?((Л х) ~ ^.(։, х)н = 0. Поэтому справедлив.> 
равенство

ЯДб х) = 6,(1. 0) (3.15)

Из (3.15) и (3.13) следует оценка

I Я։(0, х0)|<г2с0(1 +|х0Г) (3.16)

Имея в пилу (3.12) я (3.16), окончательно получим оценку первого 
приближения

10,(0. х«)-Л,(0, х0)|<г։е։(1 + |х0|=) (3.17)

Таким образом, если системой (1.1) управлять не оптимальным об
разом. а с помощью управления (3.1). опенка но функционалу с учетом до
пущений (2.5), (3.8). не будет превосходить (3.17).

■Замечание /. Нели предположить, что функция /',х, ՛) непрерывна 
вместе со своими частными производными но х до четвертого порядка, то 
согласно работе [5| функция Беллмана для детерминированной задачи 
5(Г. х) также непрерывна вместе со своими частными производными по х

вертиго порядка. Присоединив к этому предположению предя. л: - 
жения о том. что интенсивность шума а(х. !) имеет ограниченную непре
рывную частную производную по х второго иорядка и что частная произ
водная функции 5*(/. х) по х четвертого порядка ограничена, придем к вы
воду. что согласно формуле (3.7) будет выполняться допущение (3.8) для 
функции ;•). Таким образом, допущение (2.5) и высказанные выше 
три предположения достаточны для справедливости получаемых в предла
гаем й работе результатов.

Замечание 2. Аналогично находятся оценки погрешности высших при
ближений к §(1. х) и доказывается, что они — величины порядка , 
где .՛ — порядок приближения, при введении необходимых предположений 
о функциях 5. и величине параметра к.

•/. Пример. Рассмотрим управляемый гиростат, закрепленный в неко
тором точке О споен неизменяемой части. Предполагается, что внешние си
лы. действующие на гиростат пли все равны нулю или имеют результирую
щий момент относительно точки О. равный нулю. Кроме того, предполо
жим. что момент сил сопротивления, действующий на изменяемую часть 
гиростата, состоит из основной компоненты, меняющейся пропорииональ- 
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но угловой скорости изменяемой части гиростата относительно его неизме
няемой части <û, и малой случайной компоненты, которая также зависит от 
<н и параметра £.

С учетом сказанного уравнения движения гиростата запишем в виде 
[8-10]

*։ = ?2/>з — *3^2 <123)
. . 0.1)

(‘”i Ч-Р1) = «X - Â'o(l-4- I е~1Ч)՝01 G23)

где р(—проекция угловой скорости неизменяемой части гиростата на /-ю 
ось, г. — проекция момента количества движения гиростата относительно 
точки О на <-ю ось, J — момент инерции изменяемой части относительно 
/-й оси. и, проекция вектора момента управления на ‘-ю ось, («h— проек
ция вектора углоаой скорости изменяемой части о» на J-ю ись, а, — констан
та, Е — параметр, çf— скалярный винеровский процесс.

Будем искать такое управление и. которое минимизирует функционал 
</(0, «) на траекториях системы (4.1), где

г
û’(6«) М </(-) и (-.} и (-.) d՛ • р' ( Т)р ( 7՜) | (4.2)

г

Здесь <?(։) некоторая положительная функция времени. Имею՝ место 
соотношения

х, = М/л-Ь/<н,- /«1,2,3 (4.3)

М = Л4-./г /=1,2,3 (4.4)

где А. момент инерции всего гиростата относительно ։’-н оси, А— 
момент инерции неизменяемой части гиростата относительно 1-й оси.

Из (4.3) имеем

zi Ni P1 
'"i —------- -,-------/ = 1, 2, 3 (4.5)

С учетом (4.4) и (4.5) система (4.1) примет вид

(123)

= z2p։1 ziP. 4֊ Щ 4- А-о (1 4֊ I
Zi-NiPi

(123)

(4.6)
— ziP?.

Обозначим функцию Беллмана задачи (4.6), (4.2) через V՛(/, х) и бу
дем искать се в гиде

И(С х)=5(/, х) х) M2S։(/, *) + •.. (4-7)

где х— вектор (разовых координат, состоящий из компонент р։, р., рл, 
<՝,. гг. 23.



0 приближенно.՛.։ управлении некоторыми стохастическимп сксгемямн 73

Уравнение Беллмана будет выглядеть так

"I' 1 <>1/ . 1 дУ
+ V ~ ““ ~Г д~ ~ +

0( Лх ир^ Л2 др..

1 ОУ

А дРЛ
(гхр. — г^рА -

I у/1. 
4г/(0 А,- Ор. '

I ՝ ( п-г ֊ (^р։ — гхрг) -г — {гхрг — г..ру) = О
№.. №3

5( Т, х) = р'р (4.10)

Будем искать функцию .Я'(/, л) в виде

з з з
5(^։ х) ?։(/) /г +2?2(Г1У + 2 (4.П)

1-1 £.֊-! ։-1

( 
(,Р\

+ л^)-
<*Яй Л/г

, ОУ А-й . .. ОУ .
+ т֊- ~ . и։-Л3р.0-Ь — (г2р., -ад) - 

О/Ъ ^з/з

ОУ . \ <
Ь Т— <^лР1 «։Р») Ч- — УХР? — ЪрА “Г

+ , |Л<ЦУ*И = 0
~ 2/;՜ Л 7

У( 7', х) = рр 14.8»

а оптимальное управление £( находится по формуле

$'('. л)
1___

2Лг</(/) Ор.
1 = 1, 2. 3 (4.9)

Для случая, когда А. А. А3 — А, /. = ].3~ ]3 — у. а, следова
тельно. и А՝։ — Л''г — ?У3 А', ураннение для р)ункнии Беллмана детер
минированной задачи 5(/, х) имеет вид

дЗ 1 68 . .1 оЗ . .
— — — (2-гРз - 2.։рг) + ֊ — (г3Р1 ^Рз)
01 А Ору А Ор.

1 ОЗ { ч 1 ’ /03 V ,
“Т Т— (21^2 — л , ч ... > ( Т
АОр, 4</(/)Л֊ -у\^Р. )

֊ - Ьру) -н —֊^-(2.՛ Ь'рЛ -
ор} А] Ор., А]

х'(| . л/ 03
~ — -77 (*з Л'^3) — (2..р։ — г.,р2) -ь

Орл А] агу I * з
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3
Подставив (4,11) в (4.10) и сгруппировав члены, содержащие V /г, 

г-1 
3 3
У 2рг,, У гр получим обыкновенные дифференциальные уравнения 
/=1 /—1
для функций ;,(/)

?■«) - *7^?Н'։+?тт’М') <4Л2>
Л֊д(0 А]

^(')=^-֊^(П?г(()֊4 77'^') МП =0 (4.13)
А՝д (/) Aյ А}

1 Ь
?ИП=0 (4.14)

Д2</(/) .4 у

Из уравнений (4.12), (4.13). (4.14) могут быть найдены функции ф-(0. 
если вид функции д(!) конкретно задай. Дадим оценку погрешности нуле
вого приближения к £(/. х). В качестве нулевого приближения возьмем

1 <Л$(/։ х)

2Ад (()

ЪР, + 
Ад а)

/-1,2.3 (4.15)

Представим функции !'՛(։. л) и (7(7. .՛.՛„) я виде

И(/, х) £(/, х)Ч-$(/, х) (4.16)

С(1, «0)-5(С х) А’(/, х) (4.17)

Подставив (4.15) в (4.8) и учитывая (4.10) и (4.1 I). получим урав
нение для функции <?((. л)

</(? 1 . 1 до . .
------------ -- ----- (г,:Р.\ ^ЛрА А —— (^Р,- ■

<Ц А с/Р1 А орг

1 дЦ . . _ 1 * /ОО_V _
А<)р,{ЧР‘- г‘Р' 4?(/)А- ֊/'’Л/

2,(()3- ('1Р' 'Т,- ’ дР1А] ՝* Л>.) ֊

'^֊ Мр:) + 4°7 (-4 - Л'Рн) -
(,Р։ А}

/ 1-зРО
0-1

г Г \4- — (г,7<- 2;Р\)
(,-3

оРз А] 

~(г3,У1 ^хРА

_ - ^рУ-
‘ П ^Г-А‘

У =:(г.-А/р г—0 О(Г, х)-0 (4.18)
2Л7\_,
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Гакнм образом. уравнение (4.18) является удлинением Беллмана для 
системы

//1 = .V-Л - г/?г2 (123)

J
А

.Wi+h -^7 (1 -rl' Т-։֊;)(.у։ — л>։)

(4.19)

(123)

։/.(0)-г,(0) г.(0)-^(0) /-1,2,3 0 /<7’ 

где у,. г։ — фазовые координаты, у вектор управления, с функционалом

.w| (О г'(Z)!>(0 Г֊^’ 2 ^(g-Nr.^dt

Так же, как и в параграфе 2. применив ту же процедуру оценивая, прихо
дим к выводу

1<2(о, x(0)i < и-10
3

14֊ 2 (р?(0)4֊г?(0)) 
/=1

и

х(0)1 sc։0 У. (/>?(0) I z?(0))
I 1

то есть получаем опенку погрешности нулевого приближения к оптималь
ному управлению

1 к(0, х (0)) с; (0, и0}: < =с։0 I -I- 3 (^(0) - ^(0))

Рассуждая гак же, как и в параграфе 3, можно получить соответствующую 
оценку погрешности первого приближения. Если рассмотренный случай 
дополнить условием о, = о П, = (Т, ти функция > (Л х) допускает явное 
представление п виде

зз
1'0. л)= л0) 2 р;--'^г(/)2 |- ?3(0 V г‘ (4.20»

7-1 /-1 1-1

Б самом Деле, подставив (4.20) в (1.8). учитывая, что А ~А, 
■ ~ . <՜ с. /~ 1,2,3, получим обыкновенные дифференциальные уравнения 
для функций г, (О

п(0-
1___

^</(0 -но '^7 "НО Л֊7>-

ГТ (7'1 = 1
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ւ
՚ձ(0 =

k k Л' *sW

MD=O
1

#q{t)

<-՛-

•MD = o
Рассмотренный пример интересен тем. что, несмотря на то, что в дан

ном случае глобальное условие Липшица нс выполняется, метод, применен
ный в настоящей работе, позволяет построить нулевое и первое приближе
ние к оптимальному управлению и для этого случая, получив при этом 
оценки погрешности, соответствующие результатам предлагаемой работы.

Автор выражает благодарность В. Б. Колмановскому, за внимание к ра
боте.
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Դ. Դ. 1«Ղ»ԱՆ

ՈՐՈՇ usniuimsb’i ՍԻ11ՏեՄՆ1։Ր1> ՄՈՏԱՎՈՐ ՍԱՄԱՎԱՐՈՒՄՍ

Ա մ փ n փ ո ւ մ

Աշխատանքում առաջարկվում Ւ ttfարէս մետ րերի պատահական փոքր 
դր դո ո«մնե րի դեպքում ոչ դռային համ ակարդերի սինթեդման մոտավոր եղա
նակ:

Ենթադրվում I,, որ համակարդի շարժման հավասարում ր պարունակոէմ 
I փ»րր ոչ գծային անղաժներ։ Այդ դեպքում օպտիմալ խնդրին համապատսու՛ 
խանող !• ե լմ ան ի ‘Հավասարումր ունի փոքր պարամետր I։ նրա յուծումր կա- 
էէոսյվ ում Լ րոտ այդ պ ա րա մ /• տ րի վերլուծոէ թ յան անորով’

Ասա՚չարկված եղանակի սիրալի համար արվում են դնահատականներ և 
եղանակի կիրաոեչիության ,’ամայւ ընդունելի փոքր պարամետրի արժեքների 
համար ոահմանվ/էէմ է, վերին ւ>ահմ ան:

ON APPROXIMATE CONTROL OF CERTAIN 
STOCHASTIC SYSTEMS

C. G. EGHtAN

S u m m a r y

The paper proposes an approximate way to design a nonlinear 
control system with minor random disturbances of its parameters. The 
system evolution equations are assumed to contain small nonlinear terms.
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Then the Bellman equation for the corresponding optimal problem has 
a small parameter and is solved by expansion of this parameter. The 
method errors arc estimated and the upper-bound of the small parameter 
values to which the method is applicable is established.
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